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RESUMO 

A distribuição de velocidade das particulas alfa prod~ 

zidas a uma razao constante em reaçoes termonucleares, em um pla~ 

ma Maxwelliano, ~ obtida analiticamente a partir da equaçao de 

Fokker-Planck. A distribuição assint~tica no tempo pode ser div! 

dida em três regiões: uma região termalizada com uma distribui

ção quase Maxwelliana, uma região de freamento com di s tribuição 

segundo uma lei de potência e uma região de alta energia com uma 

distribuição exponencial rapidamente decrescente. Um tratamento 

mais detalhado, que inclui a evolução temporal, um termo de per

da e um campo elétrico paralelo fraco e realizado para a região 

de freamento, que contem a maioria das particulas alfa, e a evo 

lução temporal e dada tambem para a cauda de al ta energia. A evo 

lução temporal das densidades de part"iculas, de momentum, de en e r 

gia cinêtica e de fluxo de calor e calculada . As contribuições 

dos elétrons e ions de fundo são dadas 'separadamente para mostrar 

os efeitos de cada esp~cie. Em particular, obtem-se que os ele 

trons são aquecidos mais rapidamente pelas particulas alfa do que 

o sao os ions de fundo. 



ABSTRACT 

The velocity distribution of alpha particles produced 

ata constant rate by thermonuclear reactions in a Ma xwellian 

plasma is obtained analytically f r om the Fokker-Planck equation . 

The time-asymptotic distribution can be divided into three 

regions: a thermalized region with a nearly Maxwellian distribution, 

a slowing-down region with a power law distribution, and a high

-energy region with a rapidly decreasing exponential distribution. 

A more detailed treatment, including the time evolution, a los s 

term and a weak parallel electric field is given for the slowing

-down region, which contains the majority of the alpha particles. 

The time evolution is also found for the high-energy tail. The 

time evolution of the density of particles, momentum den s ity, 

kinetic energy density and heat flux density is calcula t ed. The 

electron and background ion contributions are given separately 

to show the effects of each species. In particular i t is f ound 

that the electrons are more rapidly heated by the alp ha particles 

than are the background ions. 
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I - INTRODUÇAO 

As reaçoes de fusão termonuclear sao a fonte de ener 

gia que produz tanto a energia do sol e das estrelas como a p~ 

tência explosiva da bomba de hidrogênio . No primeiro caso estas 

reações são lentas ao passo que no segundo caso elas são extrema 

mente rãpidas. Atualmente um grande esforço e desenvolvido no sen 

tido de realizar reações termonucleares sob condições tais que a 

energia seja liberada de uma forma controlãvel. Em principio -e 

possivel obter-se reações termonucleares controladas em que haja 

um ganho liquido de energia. 

As reações de fusão e de fissão nucleares sao conse

q~ência do fato de que a energia de ligação media por núcleon nos 

núcleos leves e nos núcleos pesados, respectivamente, e menor do 

que esta energia nos núcleos com numero de massa intermediãrio. 

Então, em principio, e possivel obter energia nuclear da fissão 

de núcleos pesados e tambem da fusão de núcleos leves, através de 

reações nucleares que tenham como produtos núcleos com numero de 

massa intermediãrio. 

Existem muitas reaçoes de fusão de núcleos com baixo 

numero atômico que são acompanhadas de liberação de energia. En 

tretanto, como os núcleos atômicos são positivamente carregados, 

para que ocorra uma reação de fusão e necessãrio que tais núcleos 

tenham energia suficiente para que possam vencer a barreira de re 

pulsão coulombiana que se estabelece entre eles e cuja altura 

cresce com o aumento do número atômico do núcleo. Tal fato res 

t r in g e , do ponto de v i s ta p rã ti c o, as . reações de fusão de in teres 
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se a reaçoes que envolvam os nncleos de numero at6mico extrema 

mente baixo. 

As reações que envolvem o isõtopo mais leve do hidrog~ 

n i o , l H l , c o m e 1 e mesmo ou c o m os outros i s Õ topos , de u te r i o, l 02, 

ou o tritio, 3 
1 T , 

1 
Hl + H 1 

1 
-+ 

l 
02 +e 

l 
Hl + 02 

l 
-+ 

2He 3 + y 

Hl + T3 4 
-+ 

2He + y l l 

tem secçoes de choque muito pequenas, de tal forma que nao perm~ 

tiriam um ganho apreciãvel de energia para as temperaturas que se 

espera conseguir. 

As reaçoes de fus ão mais promissoras do ponto de vist a 

de liberação de energia sao: 

3 
2 H e + n + 3. 2 7 Me V 

4 
-+ 

2
He + n + 17.6 MeV 

2 3 
l D + 2He 4 1 

-+ 
2

He + 
1

H + 18.3 MeV 

Destas reaçoes a que parece , atualmente, mais provável 
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de conduzir ã obtenção da fusão controlada e a que tem como inte 

ragentes o deuterio e o tritio, por apresentar uma potência de 

fusão, ou seja, energia liberada por evento de fusão, maior, e 

também por exigir condições mais simples para sua realização [St75] , 

como veremos mais adiante. Entretanto, a maior parte desta ener 

g i a e t r a n s p o r ta d a p e 1 o s n e u t r o n s ( 1 4 . 1 Me V ) e de v e rã a par e c e r em 

forma de calor no reator, devendo então ser convertida em ener 

gia elétrica . As particulas carregadas, por sua vez, podem ter 

sua energia cinética diretamente convertida em energia elétrica 

[Po69] e, deste ponto de vista, a reação que envolve o deutério 

e o tritio oferece menos possibilidades de conversão direta do 

que as reaçoes deutério-deuterio. 

Como jã foi dito, para que as reaçoes de fusão nuclear 

ocorram e necessãrio que os núcleos colidam com energia suficie~ 

te para que a barreira de repulsão coulombiana entre eles seja 

vencida. Tal energia pode ser cedida aos núcleos interagentes ou 

por um acelerador de particulas carregadas ou eles podem adqui

ri-la pelo fato de serem parte de um sistema com alta temperatu

ra. No primeiro caso todas as particulis adquirem aproxim a dame~ 

te a mesma energia e movem-se na mesma direção, ao passo que no 

segundo caso as part1culas apresentam um movimento aleatõrio e 

uma distribuição ampla de energias. Reações de fusão nuclear em 

que as particulas interagentes adquirem a energia necessária pa

ra que a reação de fusão ocorra, através da elevação da temper ~ 

tura do sistema, são chamadas de reaçoes de fusão termonucleares. 

As reações de fusão termonucleares ocorrem, devido as altas tem 

peraturas envolvidas, em sistemas no estado de plasma. Para ob 

ter-se uma quantidade apreciável de energia a partir da fusão nu 
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clear ê necessãrio que sejam preenchidas certas condições de den 

sidade, confinamento e temperatura do plasma. 

No caso de um evento de fusão que envolva a reaçao de 

deutêrio com tr1tio, a energia m1nima para que a reaçao possa oco!_ 

rer e da ordem de 10 keV por evento, ao passo que a energia lib~ 

rada em cada evento de fusão e 17.6 Me V. Como aproximadamente vi~ 

te por cento desta energia liberada e carregada pelas particulas 

alfa criadas na reação , estas particulas, se · permanecerem no pla~ 

ma, ao serem freadas, fornecerão sua energia aos componentes do 

plasma, aumentando assim a potência de entrada do sistema. 

Para que se obtenham reações de fusão termonucleares 

controladas e necessãrio aquecer uma pequena quantidade do com

bustivel de fusão acima da temperatura de ignição e então confi 

nar, mantendo o aquecimento, este combustivel, por um tempo sufl 

cientemente longo, de tal forma que a energia liberada por fus ão 

seja maior do que a energia necessãria para aquece-lo ate atin

gir a ignição. O conceito de ignição para um sistema de fusão r~ 

fere-se ao balanço instantâneo entre a energia cedida ao plasma 

pelas reações de fusão e a perda de energia pelo plasma através 

de todos os mecanismos poss1veis de perda. 

De forma objetiva o conceito de ignição estã relaciona 

do ao de fator de multiplicação de energia, chamado de fator Q e 

definido como sendo a razão entre a potência obtida a partir das 

reações de fusão e a potência cedida ao plasma 

Quando Q for infinito, diz-se que ha ignição do 

para aquecê-lo. 

combustivel do 

reator, isto significando que as reações de fusão são capazes de 

manter sozinhas o aquecimento do plasma do reator. 

Lawson [La55] mostrou que o produto nT, onde n e a den 
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sidade do plasma e e o tempo de confinamento da energia, deve 

ser da ordem de 10 14 cm- 3.s, para reatores de fusão com combust1 

vel de deuterio e tr1tio, para que se tenha um balanço entre a 

potência liberada na fusão e a potência fornecida ao plasma para 

atingir as temperaturas necessárias ã fusão. 

A reação de deuterio e tr1tio apresenta a menor temp~ 

ratura de ignição e as mais brandas condições de confinamento den 

tre as reações poss1veis e, deste ponto de vista, ela e mais prQ 

missora, embora os inconvenientes apontados anteriormente. 

Então, para que se obtenha fusão controlada - -e necessa 

rio que sejam resolvidos os problemas de aquecimento e de confi 

namento do plasma termonuclear. 

O problema do confinamento tem sido tratado experime~ 

talmente de duas formas: confinamento magnético ou confinamento 

inercial. No caso de confinamento magnético o objetivo -e obter 

uma pressão magnética que contrabalance a pressao cinética do 

plasma. Reatores que usarem confinamento magnético operarã o com 

densidades da ordem de 10 14 a 10 16 cm- 3 e com tempos de confina 

mente da ordem de lO a O. 1 s. No caso de confinamento inercial o 

objetivo e aquecer um grânulo de combust1vel a temperatura de fu 

s ã o , e m u m a e s c a 1 a d e t e m p o t a 1 q u e u m a p o r ç a o s i g n i f i c a ti v a q ue j_ 

me antes que o grânulo se rompa termicamente, terminando a rea 

ção. Reatores que usarem tal tipo de confinamento terão densida

des da ordem de 10 26 cm- 3 e tempos de confinamento da ordem de 

-9 1 o s . 

O aquecimento do plasma por sua vez, alem de ser reali 

zado por aquecimento ôhmico, tem sido implementado, por e xemplo, 

em tokamaks, por inje ção de fei xes neutros no plasma, compre~ 
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sao magnética do plasma e microondas na freq~ência de ciclotron 

dos elétrons, dos ions e do hibrido inferior. 

Dentre os sistemas experimentais atualmente existen tes , 

devido aos recentes resultados obtidos [EGA+79], [CSUC79], os tS!_ 

kamaks sao os mais promissores modelos para os futuros reatores 

de fusão. Um tokamak e um sistema toroidal com simetria axial no 

qual um plasma convenientemente denso e quente é confinado em um 

campo magnético, campo poloidal com intensidade de 1 a 4 kG, cria 

do por uma corrente que flui por ele. A coluna de plasma perman~ 

ce estãvel frente a instabilidades magneto-hidrodinâmicas desde 

que exista no interior do plasma um intenso campo magnético to

roidal, de algumas dezenas de kG. Este campo toroidal e produzi 

do por espiras externas que circundam a coluna de plasma, ao p a~ 

so que a corrente no plasma é produzida por um acoplamento indu 

tivo com espiras que tem o mesmo eixo que o torus. As linhas de 

campo magnético formadas pela superposição dos campos poloidal e 

toroidal sao hélices que circundam o eixo toroidal. 

Se consideramos um plasma de deuterio e tritio magneti 

camente confinado, a energia cedida ao plasma pelas reaçoes de 

fusão sõ pode provir das particulas alfa, com 3.52 MeV de ener 

gia, criadas nestas reações, jã que os neutrons, com 14 . 1 MeV de 

energia, que também são produzidos nestas reações, não serão con 

finados nos futuros reatores de fusão. As experiências existen

tes atualmente não são capazes ainda de manter as particulas al 

fa confinadas. Portanto, e de interesse analisar-se o comporta

mento destas partículas alfa e predizer qual o comportamento fi 

sico de sistemas experimentais que contenham partículas alfa. 
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Consideraremos, neste trabalho, a reaçao de fusão: 

As particulas alfa criadas nesta reaçao, se mantidas 

no plasma, o que e poss1vel para uma corrente toroidal da ordem 

de 4 milhões de amperes [Me?~, colidirão com os 1ons e os ele 

trons do plasma e cederão sua energia a estes na medida em que 

forem freadas. Este fornecimento de energia das particulas alfa 

ãs particulas do plasma provocarã um aumento da temperatura des 

te, essencial para que as reaçoes de fusão sejam energeticamente 

promissoras. Para que ocorra ignição, toda a energia para o aqu~ 

cimento do plasma do reator deverã provir das particulas alfa. 

Alem disto, a presença de particulas alfa no plasma pode condu 

zir ao surgimento de instabilidades que tanto podem contribuir 

favoravel cnmo desfavoravelmente ao aquecimento esperado. As sim 

e importante que se conheça o comportamento destas part1culas al 

fa no plasma, jã que ele pode ser essencial tanto para o confin! 

mento como para o aquecimento em futuros reatores de fusão. 

A equação de Fokker-Planck e a equação cineti ca quedes 

creve um plasma com colisões binãrias. Em um plasma termonuclear 

em que a reaçao seja a de deutério-tritio, teremos como compone~ 

tes do plasma elétrons, particulas alfa, 1ons de deuterio e de 

t r i t i o e i o n s d e i m p u r e z a s . P a r a . e s t u d a r mo s o c o m p o r t ,a me n to da s 

particulas alfa criadas em tais plasmas termonucleares. inicial

mente deveriamos resolver um sistema fortemente acoplado de, no 

minimo, quatro equaçoes de Fokker-Planck, uma para particulas al 



8 

fa, uma para el~trons e pe~o menos duas para lons. Entretanto, da 

da a sua complexidade, tal sistema não permite solução analTtica 

e diversas formas aproximadas, tanto num~ricas como anallticas, 

de tratamento do problema tem sido tentadas. 

Os trabalhos existentes, utilizando a equaçao de Fok 

ker-Planck, que analisam o comportamento das partlculas alfa a 

serem criadas em uma reação de fusão, do ponto de vista da sua 

distribuição e do aque c imento do plasma, em geral sao trabalhos 

numéricos e, quando analiticos, restringem-se a situações muito 

particulares. 

Dtichs e Pfirsch [DP74] obt~m soluções num~ricas para a 

distribuição de particulas alfa em um plasma finito espacialmen

te homogêneo, em função da energia das particulas alfa e, tamb~m, 

as distribuições, em função da energia, para valores fi xos da PQ 

sição espacial. Al~m disto es t udam a evolução dos perfis de den 

sidade radial e de temperatura das partículas alfa. 

Kolesnichenko [Ko75] obtem a distribuição de part1c~ 

las alfa no espaço de velocidade , em forma analitica, pa r a uma 

situação estacionãria de funcionamento ·do reator de fusão, admi

tindo que a energia dos produtos da reação seja cedida ao pla~ 

ma. Em um segundo trabalho, Kolesnichenko e Fursa [KF75] obtem a 

distribuição de particulas alfa atraves de uma solução numérica 

para a equação cinética da distribuição. Tambem encontram uma ex 

pressão analitica para a distribuição estacionaria destas parti

culas alfa, vãlida para plasmas isotérmicos e não isotérmicos e , 

usando a função distribuição obtida, calculam a pressão e xercida 

pelas partlculas alfa. Estes autores estão fundamentalmente in-
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teressados na obtenção da distribuição de particulas alfa tendo 

em vista estudar as instabilidades associadas a estas particulas. 

Tsuji et alii [ TKSN76] ~ usando a equaçao de Fo kker

-Planck~ atraves de analise numérica~ estudam a distribuição te~ 

poral~ em função da energia, das particulas alfa~ sob condições 

fixas do plasma de deuterio e tritio; a quantidade total de ener 

gia transferida a este plasma; a eficiência do aquecimento por 

particulas alfa; a partição da energia transferida entre os ele 

trons e os ions de deuterio e tritio e a variação da quantidade 

total de energia transferida ao plasma~ se houver uma variação 

nos parâmetros que caracterizam este plasma de fundo. 

Saito et alii [SSKM77] obtêm a distribuição de energia 

das particulas alfa ~ em forma analitica, atraves da solução de 

uma equação de Fokker-Planck aproximada~ supondo que o tempo de 

confinamento das particulas alfa é proporcional a E- ~ ~ sendo E a 

energia das partl'culas e Q, um número inte ir o positivo . Propõe ta m 

bem uma nova teoria de retardamento e a apli.cam aos problema s dl 

nãmicos de um reator de deuterio e tritio aquecido por particu

las · alfa~ através da introdução da fun~ão ou matriz resposta di 

nâmica. 

No presente trabalho estudamos o efeito~ das colisões 

entre as particulas alfa e as particulas do plasma de fundo~ so

bre a distribuição destas particulas alfa e sobre o transporte 

das grandezas ma c roscópicas de interesse, usando a equa çao de 

Fok ker-Planck. 

Usando modelos fisicos apropriados~ a distribuição de 

particulas alfa no espaço de velocidade e obtida de forma anali-



lo 

tica. o conhecimento da função distribuição em forma analitica e 
importante para o estudo das instabilidades provocadas pela pre

sença das particulas alfa. Estudam-se também as variações te mpQ_ 

rais das grandezas macroscópicas tais como a densidade de parti

culas, a densidade de momentum, a densidade de energia cinética 

e a densidade de fluxo de calor. Tais variações mostram a rela

çao entre a distribuição de part1culas alfa e as grandezas macros 

cõpicas e, conhecida a distribuição de forma analitica, permite 

calculã-las. O conhecimento da evolução temporal das grandezas m~ 

croscõpicas e de importância pois permite analisar o transporte 

destas grandezas pelo plasma de fundo e, principalmente, a parti 

ção da energia carregada pelas part1culas alfa entre os elétrons 

e os ions deste plasma. 

No Capitulo II a equaçao de Fokker-Planck para part1 c~ 

las alfa e analisada, sendo então obtidas formas especiais de s ta 

equaçao, vãlidas em determinadas regiões do espaço de ve lo c idade, 

e introduzidos alguns parâmetros caracter1sticos do problema, que 

se relacionam diretamente com o operador colisão da equaçao de 

Fokker- Pl anc k. 

O Capitulo III trata da distribuição termalizada de pa~ 

ticulas alfa que e essencialmente uma distribuição na situaç ão 

estacionãria do sistema, obtendo, a partir de um ansatz, a forma 

geral desta distribuição e do tempo de termalização, que e o tem 

po minimo necessãrio para que part1culas alfa, freadas por coli 

sões, atinjam velocidades tais que sua distribuição se torne uma 

distribuição de Maxwell. A partir desta solução geral, são obti

da s d i s t r i b u i ç õ e s aproximadas par a as reg i õ e s de te r ma 1 i z ação, de 
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freamento e de al t a energia, no espaço de velocidade. 

No Capitulo IV obtêm-se a distribuição de freamento das 

particulas alfa c omeçando pela solução estacionária do proble ma . 

Analisa-se então a evolução temporal de tal distribuição, os efei 

tos da inclusão de um termo de perda sobre a distribuição e os 

efeitos ocasionados pela presença de um campo elêtrico. 

No Capitulo V e obtida a distribuição de alta energia 

das particulas alfa, tanto na forma estacionária como dependente 

do tempo, sem incluir, entretanto, os efeitos de perda de parti

culas a lf a e de c ampo elêtrico. 

O Capitulo VI analisa o transporte por colisões de pa~ 

ticulas alfa. A partir da equaçao de Fokker-Planck sao estudadas 

as evoluções temporais da densidade de particulas, da den si da de 

de momentum, da densidade de energia cinética e da densidade de 

flu xo de calor. r feito um modelo para as colisões entre elé

trons e ions e também um balanço da potên c ia envolvida no pro c e~ 

soem consideração, mostrando a partição da densidade de potên

cia entre os com ponentes do plasma de fundo. 

No Capitulo VII e apresentado um sumãrio do trabalh o 

e discutidos os resultados obtidos. 

No Apêndice A e obtida a razão de produção das partic~ 

las alfa e no Apêndice B são analisados os efeitos que uma fonte 

nao deltiforme tem sobre os resultados obtidos. 



li - A EQUAÇAO DE. FOKKER-PLANCK PARA PART!CULAS ALFA 

II.l- Introdução 

A distribuição de partTculas alfa em plasmas termonu 

cleares pode ser obtida da equação de Fokker-Planck, 

-J> 

v 
c. 

= ~ 8 (~\tA ) t 8 ( t0 J ~J + a ( çco{ 
1 

Ço!) t 5 - l J 

(II.l) 

~ 

onde f = f (~, v, t) é a função distribuição das partTculas ala a 

fa, e e m são, respectivamente, a carga e a massa de uma part_1 a a 

cula alfa, c e a velocidade da luz no vãcuo, E e B sao os campos 

elétrico e magnético , respectivamente, 8(f , f.) e o operador CQ 
a J 

lisão de Fokker-Planck, S é o termo de fonte e L o termo de per-

da . Os 1ndices e, i, a indicam que as grandezas a que estão apo~ 

tos referem-se, respectivamente, a elétrons, 1ons e partTculas a_l 

fa. O somatório sobre o Tndice i indica soma sobre os diferentes 

tipos de Tons presentes no plasma em consideração. 

O operador colisão de Fokker-Planck, e (fk' f.), expres 
J -

sa o efeito, sobre as particulas da espécie k, das colisões binã 

rias destas com as particulas da espécie j. O termo de fonteS le 

va em conta a criação de part1culas alfa, a uma energia de 3.52 MeV, 

no plasma inicialmente constitu1do apenas por elétrons e 1ons. 

Embora muitas das soluções básicas sejam obtidas, neste trabalho, 

para um termo de fonte arbitrário, em geral supomos uma função fon 
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te do tipo delta em energia, de modo a obter uma solução partic~ 

larmente simples, que ilustre a parte física fundamental. Uma so 

lução .para uma função fonte de forma 'arbitrãria pode ser obtida a 

parti r destas, como se mostra no Apêndice B. O termo de perda L 

expressa a possível perda de partículas alfa do recipiente magn! 

tico que contem o plasma termonuclear. 

Como o operador colisão de Fokker-Planck e, em geral, 

um operador diferencial parcial de quarta ordem, a -equaçao de 

Fokker-Planck e uma equação diferencial parcial, nao linear, de 

q u a r ta o r de m , de s o 1 u ç ã o a n a li t i c a , e m g e r a 1 , d i fi c i 1 o u i m p os sI 

vel. Tendo em vista obter uma solução analítica para a equaçao 

(II. 1) vamos introduzir hipóteses simplificadoras. Supomos: 

a) a distribuição f e espacialmente homogênea; a 

b) a distribuição f tem simetria axial em relação ao 
a 

campo magnético; 

c) a densidade de partículas alfa, 
do que a densidade de elétrons, 
sidade de íons, ni. 

n , e 
a 

ne, e 
mui to menor 

do que a den 

Tais hipóteses simplificadoras sao razoavelmente veri-

ficadas na parte central dos tokamaks atualmente existentes, por 

exemplo, e, espera-se que também o seja·m, nos futuros reatores 

de fusão. 

Neste caso a equaçao (11.1) assume a forma, 

(11.2) 

sendo 

(11.3) 
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A equaçao (II.2) sera a equaçao bâsica no estudo da dis 

tribuição de velocidade das partlculas alfa, assim como também no 

estudo do transporte devido ãs colisões entre particulas alfa e 

elétrons e lons. 

Na secção !!.2 apresentaremos a forma geral do oper~ 

dor colisão a ser usado neste problema. Na secção 11.3, formas es 

peciais da equaç~o de Fokker-Planck, vâlidas em certas regiões 

do espaço de velocidades, serão obtidas e, serão introduzidos al 

guns parâmetros caracterlsticos do problema, diretdmente relacio 

nados ã forma dp operador colisão. 

11.2- Forma Geral do Operador Colisão para o Problema 
das Partlculas Alfa 

O operador colisão de Fokker-Planck pode ser obtido a 

partir da equação de Boltzmann e colocado na chamada forma de 

Landau [Te67], [Th64] para o operador de Fokker-Planck [MT64]. 

Nesta forma ele e dado por, 

(!!.4) 

onde fk e fj indicam as funções distribuição das particulas de 

espécies k e j, respectivamente, mk e mj' as suas massas e 
2 2 2neke.n . .tnfl 

J J. vj, suas velocidades . Alem disto, rkj = 
m 

... k_ . k . e . represe n ta m a s c a r g as da s p a r t 1 cu 1 a s de e s p e c 1 e s e J , r e s pe ~ 
J 

onde 
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tivamente, n. representa a densidade de part1culas da espécie j 
J 

e ~ n/\ e o fator de corte Coulombiano, g = 19 1 = lvk- vj I e a 
t a2g 

v e 

locidade relativa e, w = 
-+ -+ 

avkav k 
Observemos que o operador colisão e(fk' fj) envolve as 

funções distribui ção fk e fj. Isto implica em que 8 (fa , f;) e 

e (f, f ), que ocorrem na equação (II . 2), envolvem as funções dis a e 

tribuição de elétrons, fe, e de ions, f;. Então, em principio, 

deveriamos considerar c omo descrição completa do nosso problema 

de um plasma c omp osto de elétrons, ions e particulas alfa com co 

lisões coulombianas , um sistema de pelo menos quatro equaçoes do 

tipo da equação ( II. 1), cada uma delas permitindo obter a distri 

buiç ã o de uma das espécies presentes e levando em conta as coli 

soes desta especie com as outras. Tal sistema acoplado de equ ~ 

çoes e de solu ção dificil ou impossivel. Assim, ao afirmarmo s na 

secçao II.l que a distribuiç ã o de parti c ulas alfa pode ser obt i 

da da equação ( li. 1 ), supomos que as dis t ribuições de elétrons e 

de ions s ã o c onhe c idas. 

Integrando o segundo termo da equaçao (II.4) por pa ~ 

tes, podemos escrever o operador colisão em termos do potencial 

-11 

+ X r- ( XV ) 
~ó .... ~ 

( I I . 5 ) 

sendo 
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e 

(11.6) 

e onde vthj representa a velocidade térmica da particula da esp~ 

c i e j. 

Usualmente o operador colisão de Fokker-Planck e ex 

presso em termos dos potenciais [MT64], 

que sao idênticos aos potenciais de Rosenbluth [ RMJ57], quando 

l ej l = l ek l . Estes potenciais relacionam-se com a função F(xkj) 

da seguinte forma: 

Vamos supor que as distribuições de ions e de eletrons 

sao distribuições de Maxwell; neste caso o potencial F(x) pode 

ser calculado analiticamente [Ch43], [Gl72], [Ga76], obtendo-se, 
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r (X) :: (x + -~- J f(x) t 1. ~\x) J 

:LX I J__ 
(II.7) 

sendo <P (x) a função erro e <P ' (x) a sua derivada [AS66]. 

Então o operador colisão dado pela equação (11.5), no 

caso em que as part1culas da espécie j são descritas por uma dis 

tribuição de Ma xwell, assume a forma 

t 

(II. 8 ) 

onde 

Es ta e a form a ger a l do operador colisão que expressa 

o efeito das c ol isõ es coulombianas entre part1culas de espéci e s 

k e j, quand o as part1culas da espécie j obedecem a uma distri 

bui ção de Ma xwe ll . 

O ope ra do r colis ã o , e (fk, fj) pode ser decomposto [RMJ57] 

na soma de dois termos. Um deles da origem ao freamento das pa_c 

t1culas ao longo de sua direç ã o de movimento e e chamado de ter 

mo de atrito ou de freamento; o outro termo cor~esponde a difu 

sao no espaço de velocidade s e e chamado de termo de difusão . En 

tão 
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sendo o termo de freamento dado por 

(11.9) 

e o termo de difus ã o por 

(II.lO) 

Realizando as derivações indicadas nas equaçoes (II.9) 

e (II.lO), obtemos 

....., 

· 8 (t~ 1 t6 L :- I~ '?l __ . í (t + """\( \ t ~r.><1.. F"\x~6 > + 
' (.. à ~ v 'f- L """'ó ) k v;: \ "-6 

t ~ XI:: à F\ X \l ó ) - ,2_ F I (X K 6 ) ) J (II.ll) 

(11.12) 
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No caso em que as particulas da espécie j sao descri 

tas por uma distribuição de Maxwell, usando o resultado (II.7). 

as partes de freamento e de difusão do operador cal i são assumem 

a forma 

(1!.13) 

e (.ç , fd) :: 1' 
_., _, 

d \ [ t cx'tZ.6) V~t vK 
K J.,.; ~ k d 

....., 
t v') ~ v~'- ><~,:. ~ k. 

~ 
-";> ~ __., 

t ( cJ?(XIt. ) - ~( X--.ó ) ) ( v~~.l. i - VK V ~ J ~· d .ç\( 
Ó .2.. X 7. v3 --=-;--

d v~ I'<) \(. 

_, (11.14) 

- o1 r tx~) ~ fl J . v~ 
k 

11.3- Algumas Formas Especiais do Termo de Colisão para o 

Problema das Particulas Alfa e os Parâmetros Caracte 

r"ísticos 

A equaçao de Fokker-Planck (11.2) tem sua solução ana 

l"ítica dificultada, essencialmente devido a forma do termo de co 

a f 
lisão a: = I e (f , f . ), embora sua solubilidade de.penda tam 

c j=e,i a J -

bem da forma dos termos de fonte e de perda, assim como do tipo 

de campo elétrico Ê. 

Entretanto, existem situações especificas de interesse 

fisico, que serão analisadas no decorrer deste trabalho, em que 
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o termo de colisão apresenta-se em uma forma que permite manipu

laçã6 analTtica . Nesta secç~o analisaremos os casos de interesse 

para o presente trabalho. 

A função distribuição, f :: f (v, t), e suposta axial a. a. 

mente simétrica em relação ao campo magnético. Assim, ela depen-

derã da velocidade apenas através do seu mõdulo, v = I vi, e de 

~ = cos e , onde e e o ângulo polar. Ao analisarmos situações em 

que o campo elétrico n~o esteja presente, a distribuição f (v. ~ ,t) a. 

serã esfericamente simétrica, ou seja, f a. _ fa.(v, t). Neste caso 

o termo de colisão na equa çao de Fokker-Planck tem a forma 

(11.15) 

onde, por conveniência, suprimimos o indice a. em r . e em x . = 
O.J a.J 

Os atua i s resultados experimenta i s [Mu78], [ Eu78], p~ 

ra o tokamak PLT, "Princeton Large Torus", por exemplo, indicam 

que Te % 3.5 keV e Ti % 6.5 keV , sendo Ti e Te as temperaturas 

de Tons e de elé t rons, respe ctivamente. Lembrando que as partic~ 

las alfa sao criadas com ene rg i a de 3.52 MeV, teremos vthi « va.o < vthe' 

onde v e a velocidade ini c ial das partTculas alfa. Assim, pelo a. o 

menos na parte inicial de seu movimento, as particulas alfa esta 

rã o e m um a r e g i ~ o d o. e s p a ç o de v e 1 o ·C i d a de s em que x e < 1 e x i » l. 

Neste caso, ao tratarmos as colisões de parti'culas alfa com ele 

trons, usaremos para a função erro a forma aproximada, vãlida p~ 

ra pequenos argumentos [AS66] , 
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~ s X x - + 
) A o 

que nos fornecerã o potencial 

vãlido para x << l . Então, o operador colisão particulas alfa-el~ 

trons , incluindo a depend~ncia em ~. e, portanto, apropriado tam 

bem ao caso em que temos campo elétrico presente, ê dado por 

(II.l6) 

onde 

~ l x) ~ .2. x - o2. x3 + I X')
1 ~-i 3 s t 

J.n ()( ) :; l X 3 - .2. >( ') I 
rd- 3 s 

Ao tratarmos as colisões de particulas alfa com ions, 

usaremos, neste caso, a expansao para grandes argumentos da fun 

çao erro [AS66] , 
- -x2 
p ix\~ i- _ e _ _ 

[if x. 



que nos permite escrever o potencial como 

F(x) ~ x +_i_ 
1-X 
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vâlido para x >> 1. O operador colisão part1cul.as alfa-ions, in 

cluindo a dependência em Ç, e dado por 

a(f~r . ):: í'[ i ó't,( 1 IYv\,J.. ~ ~ çcl + --+ c:).. ,. ,(.. '>( 7_ v ó v 'L (VV\~ yt a v A 

t i _2 (i -1.?.) d tci, ]· y3 o'J ol (11.17) 

Então, o termo de col isio da equaçao de Fokker-Planck 

assume a forma, 

1 ~"" I - 1 l-- ---
ZIX c. to 

(II.l8) 

onde 

~ .2.. 
A(v) = /G vd. o 

l y3 

as cargas ~fetivas sao definidas por, 
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~= ~ 
'L 

""'"' e~ 1\N\J_ 

""e e t IW'\ ~ 
-L 

l~ :L 
1-

'Y'\~ e~· 

IV\ e. e2. 11 .i 

13=L 
2. 2. 

'Y\ ~ e ~ Vt.t .i 
"ri~ e 2 vJ: 1.1 i. 

e 

~ ~ ( 3Vrf """e ~~r, , 
~ f-AAJ.. 

Y - d.... Vto c. - ~ e.) 
(11.19) 

(11.20 ) 

O primeiro t ermo da equaçao (II. 18) leva em conta o 

desvio angular, no ângulo polar e, provocado sobre as trajetó

rias das part1 c ulas alf a pelas colisões e que origina a difusã o 

angular polar. o s egundo termo desta equação e o responsãvel p~ 

la difusão de part1culas alfa no espaço de velocidade; neste pr~ 

cesso elas tem .sua velocidade aumentada ou diminui da devido as co 

lisões que sofrem c om e letrons e ions, difundindo-se então para 

regiões de maior ou menor velocidade . O terceiro termo da equação 

representa o efeito de freamento que as colisões com elétrons e 

ions exercem sobr e as particulas alfa, fazendo com que estas pe~ 

c a m e n e r g i a . E s s e n c i a l m e n t e a s c o 1 i s õ e s c ou 1 omb i a na s o c a s i o n a m p e _c 
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da de energia e difusão no espaço de velocidade. 

o termo de freamento por colisões e composto de duas 

partes: uma delas expressa o freamento exercido pelos elétron s 

sobre as particulas alfa e a outra o freamento exercido pelos 
... 
1ons. Existe uma velocidade, vc, definida na equação (II. 19) e 

chamada de vel oc idade critica, na qual o freamento exercido p~ 

los elétrons e igual ao freamento exercido pelos ions. Portanto, 

quando as particulas alfa atingem a velocidade critica, a razao 

de transferência de energia das particulas alfa para os elétrons 

e igual a raz ão de transferência para os 1ons, ou seja, particulas 

alfa com velocidade v fornecem iguais quantidades de energia a 
c 

elétrons e ion s. Para partTculas alfa com velocidade maior do que 

a velocidade critica v ' o freamento por elétrons e dominante, ao 
c 

passo que, para particulas alfa com velocidade menor do que a ve 

locidade critica, o freamento por ions e dominante. 

O tempo de freamento de Spi tzer [Sp62], [MT64] para pa_c 

ticulas alfa, T , se desprezarmos termos menores do que 
a 

mOS da Ordem de xe2 ' e dado por T , definido na equação ao 

sendo que 

mantendo apenas termos ate x2 . e 

me 
- e ter 
JTI 

a 
(!! . 20 ) , 

(11.21) 

Se considerarmos que os ions de deuterio, O, e tritio, 

T, que compõe o plasma principal, tem mesma densidade, a carga 

efetiva zl e igual a 
-4 mos Z 3 = 3. 41 x 1 O . 

~ e Z 2 a ~ . A 1 em d i s t o , s e l'tv d = ./'Jv t , te 
5 Para z 1 = 3 , a constante a = 0.0672. 
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Usando os recentes resultados experimentais para 

PLT, [Mu7 8J , [Eu78], [Fu79], onde T - 3. 5 keV, T. = e 1 

4.5 x lo 13 -3 obtemos 2.36xl06 m/s, n = em v c = L e ao 
L = 

a 0.20 s , usando a equa çao (II.21), o que implica 

reção de 8,24 % em relação ao valor de L ao 

- 6.5 ke V, = 

= o. 1 8 s e 

em uma cor-



I II - DIS TRIBUIÇAO TERMALIZADA DAS ~ART1CULAS ALFA 

III.l- Introdução 

Vamos considerar neste cap1tulo a equaçao de Fokker

-Planck que nos perm i te obter a distribuição de particulas alfa 

no caso em que não hã perdas e nem campo elétrico presente. A au 

sência de campo elétr i co faz com que a distribuição seja esferi

camente simetrica , e , neste caso, o termo de colisão e dado, de 

forma e xata, pe 1 a equa ção ( I I. 15). Para esta situação a equaçao 

de Fokker-Planck assume a forma, 

(,f c>. 6 ' lí \ (Xó) ( _i_ ó Ç.;_ + .2 """ol ~~) + sI (III.l) - - -
2 t yl. ôv '-I d X -;, xó ~ d d 

onde a soma sobre j i nclui os eletrons e os diferente s tipos de 
.... presente s p 1 as ma de fundo. 1 o n s no 

A pôs o in1c io da rea çao termonuclear responsãvel pel a 

cria çã o das part1culas alfa, podemos distinguir, qualitativamen

te, trê s regiões no e s pa ço de velocidades, regiões estas onde a 

distribuiç ã o de part1culas alfa apresenta caracteristicas bem de 

fini das. 

Na prime i ra destas regiões, que chamamos de região de 

termalização , ocorre a termalização das part1culas alfa, ou seja, 

sua distribuição passa a ser uma distribuição de Ma xwell. Esta 

região estende-se desde a velocidade nula ate uma velocidade 

vthi << v ao ' ou , o~ v ~ vthi, sendo que a velocidade vthi sera con 

venientemente fi xada na secção III.3. Como não estamos levando 
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em conta eventuais perdas de part1culas alfa ou mesmo mecanismos 

que permitam a saida das part1culas a 1 fa do plasma , a 

distribuição na região de termalização deve crescer a medida que 

o tempo passa, indicando que hã um acumulo de particulas alfa nes 

ta região. O termo dominante na equação de Fokker-Planck, nesta 

região, e o termo de difusão . Neste caso temos difusão das partJ 

culas alfa no esp aç o de velo c idades com perda de energia. 

Na s egunda região, que chamamos de região de freamen to 
-

e em que vth · ~ v ~ v , as part1culas alfa são freadas como con s e 
1 ao 

q~ência das sua s co lisões c om os elétrons e os ions do plasma; 

ela s perdem gr ada t ivame nte velocidade até atingir a região onde 

o pr ocesso de termalizaçã o e dominante. o termo de freamento na 

equaçao de Fokker-Planck e o termo preponderante nesta região . 

Na terceira região , que chamamos de região de alta ener 

gia caracteri zada por ve l ocidades vao ~ v < vthe' o numero de pa r 

ti c ulas alfa pre s en t es e pequeno, e estas par t 1cul a s s ã o ca paze s 

de difundir-se para regiões de maior energia no espaço de velo c~ 

dades, ou seja , devido as colisões elas ganham energia. Novamen

t e o termo dom i nante na equa ção de Fokker-Planck e o termo de di 

fus ã o. Estas parti c ulas c ons t ituem a cauda de alta energia da dis 

tribuição, e esta decresce rapidamente com o aumento de velocida 

de. 

Evidentemente, e ne cessãrio que passe um certo per1odo 

de tempo, apos o in1cio do processo termonuclear de criação das 

part1culas alfa, para que o processo de termalização comece a 

oc orr er, ou seja, para que as primeiras part1culas atinjam a r e 

gião de termaliza ção. Chamamos a este tempo m1nimo de tempo de 

termalização e o representamos por tM, ou seja , o tempo de terma 
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lização e o tempo minimo necessãrio para que particulas alfa,fre~ 

das pelas colisões, atinjam velocidades tais que sua distribui

çao se torne uma distribuição de Maxwell. 

Para tempos posteriores ao tempo de termalização, t > tM, 

estas três regiões mantem suas caracteristicas e podemos dizer 

que as distribuições nas regiões de alta energia e de freamento 

atingiram seus valores assintóticos no tempo. Isto significa que 

os fatos relevantes , em relação ã evolução temporal da distribu1 

çao, ocorrem em uma escala de tempo em que os tempos significat~ 

vos sao menore s ou i guais ao tempo de termalização. Estas afirma 

tivas serão confirmadas nos capitules subseqDentes. Chamamos de 

distribuição termali z ada das particulas alfa a uma distribuição, 

vãl ida somente para tempos t > tM, que descreva corretamente a di s 

tribuição na região de termaliza ção e que descreva a distribuiç ã o 

nas regiões de freamento e de alta energia em seu limite assint õ 

tico no tempG>. 

Na secção III. 2 , a partir de um ansatz, coerente com 

os argumentos apresentados acima, obtemos, formalmente, a e xp re ~ 

são geral da distribui ção e do tempo de termalização. Na sec ça o 

III.3, obtemos a distribuição nas regiões de termaliza ção, de 

freamento e de a lta energia, respectivamente, fazendo aproxim a -

ções apropriadas na forma geral obtida na secção III.2. Na se c 

çao III.4 as caracteristicas gerais da distribuição termalizada 

sao dis ~ utidas, analisando-se também os grãficos de tais distri 

buições. 
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III.2- Forma Geral da Distribuição Termalizada 

Com a finalidade de obtermos a distribuição termali za 

da para as particulas alfa, propomos como solução da equaçao de 

Fckker-Planck ( III. l ), 

-m v2/2T 
sendo fmax(v) =e a uma distribuição de Maxwell 

(III.2) 

-na o norma 

lizada, onde T = T = T., g (v) uma função somente da velocidade e 1 a 

a ser determinada, e A uma constante a ser determinada juntamen-

te c om tw Ao propormos esta solução estamos fazendo a hipótese 

de que, para tempos t > tM, as temperaturas de ions e de elétrons 

são iguais entre si e iguais ã temperatura que caracteriza a dis 

tribuição de particulas alfa na região de termalização . Esta hi-

potese e v~lida, pois, mostraremos no Capitulo VI, que, para tem 

pos t > tM, a troca de energia entre elétrons, 1ons e part1culas 

alfa tende a igualar as temperaturas de todas as espécies de pa ~ 

ticulas presentes, ou seja, as trocas significativas de energi a 

entre elétrons, ions e particulas alfa ocorrem em tempos menores 

ou da ordem do tempo de termalização. Por outro lado, tal hipot~ 

se e uma conseql'Jência do teorema H de Boltzmann [CC52] , que as 

segura que um sistema isolado, que nao estã inicialmente em equ ~ 

librio térmico, sob a ação de colisões binãrias, tende a rela xar 

para uma distribuição de Ma xwell de velocidades, em que todas as 

componentes do sistema são caracterizadas pela mesma temperatur a. 

Esta e a única forma poss1vel de equilibrio e, neste caso, a en 
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t ropia e mã xima. 

Substituindo a solução proposta, dada pela equaçao 

(III.2), na equação (III.l), obtemos para a função incõgnita g ( v ) 
a 

a equaçao 

(III.3) 

Realizamos uma mudança de variãvel independente, de v 
m v2 

sendo x definida por x2 =~e, portanto, adimensio para 

na l . 

X ' a a a ~~ 

Observamos que x e 
m a 

x . relacionam-se 
J 

da seguinte forma : 

x2 = ma x~. Em termos da 
a j J 

nova variãvel, a equaçao (III.3), impo~ 

dgaJ 
do as condições de que g ( o ) e 

a ~~ x =o 
a -se, apõs integração, 

de vem se r f i n i tas , to r na-

(III.4 ) 

(
2TJl/2 -onde v = -- e a velocidade termica das particulas alfa. a m a 

O termo de fonte S, que leva em conta a criação de pa~ 

ticulas alfa no plasma, foi tomado da forma 

~( V-V_,) 
o- 0 I (III.5) 

para simplificação dos cãlculos. Liskien [Li79] determinou o es 

pectro das particulas alfa e dos neutrons criados em um plasma 

de deuterio e tr1tio, mostrando ser a largura do espectro de al 

fas de ate 2 MeV para temperaturas do plasma de 30 keV. As impli 
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caçoes decorrentes dessa distribuição inicial em velocidade sao 

tratadas no Apêndice B. Na equação (III.5), S0 ê a razao de pr.Q_ 

dução das particulas alfa, e ê dada por 

(III .6) 

sendo T, a temperatura dos 1ons do plasma principal, suposta igual 

para os 1ons de deutêrio e de tr1tio, dada em keV, e, nd e nt, 

as densidades de 1ons de deutêrio e de tr1tio, respectivamente, 

dadas em cm- 3
. A expressão (III.6) ê obtida no Apêndice A, e vãli 

da para temperaturas T ~ 25 keV. 

Para a fonte dada pela equaçao (III.5), a equaçao (III.4) 

assume a forma 

(III.7) 

onde x = /S v e 
ao 2T ao ou U(x - x ) e a função de Heaviside a ao fu n 

ção salto unitãrio. 

A solução geral da equaçao (III.7) ê dada por 

l. X 1 l. 

:/_e -x.J j ~ _e.:::::._x_o~. __ U_(_x-""J.'---x_bl._:__o _)_x_:_:jc__d_x_~---
4 I! L -r MA.J. lf (X I ) 

o d J tvv-d d 
(III.8) 

Podemos , então, escrever a função distribuição f (x , t) 
a a 



como, 

1. ( Xd_ I 1. 
-~ Xol. ( I \ l I I 

e --~--~u __ x~~_- _x~~_;_x~~~-x_d ________ __ 
) 

o L r """J. r (x ' ) 
d d !Vv\d d 
-x2 

onde o termo g ( o ) e a 
a de g (x ) foi incluido no termo a a 

tem A e tM. Observamos que 
dg 

a equação (III.9) foi obtida 
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l-

(III.9) 

que co n 

impondo 

a condição de que -1- ~ seja finita . x u x_ 
a a Xa =o 

A distribuição de pa~ 

ticulas alfa, vãlida para t > tM' dada pela equação (III.9), na o 

estã plenamente determinada, pois ainda não conhecemos as cons-

tantes A e tM" 

No Capitulo VI mostraremos, a partir da equaçao de 

Fokker-Planck mais geral que descreve o problema, equação (II.2), 

que a variação temporal da densidade de particulas alfa, n (t) = 
a 

f -+ -+ -= f (v, t)dv, e dada por a 

que e a equaçao que expressa a conservaçao do numero de partic~ 

las alfa, quando não ocorrem perdas destas particulas. 

U s a n d o , e n t ã o , a de f i n i ç ã o de de n s i da de e , p a r a uma f o n 

te do tipo delta, descrita pela equação (111.5), a condição que 

expressa a conservação do numero de particulas alfa, pode ser es 

crita como ;JO 

5O 1: = 4 iT ~) r f (.~ I t ) X
1 
~ ctxo( 

J J <:J. 

o 
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Usando esta condição obtemos as constantes A e tM, que 

sao dadas p o)" 

A= l 50 
íi J/ .2. v 3 

ol 

(III.lO) 

Formalmente, a distribuição termalizada ê, então , ex-

pressa por 

2. 
). l- -><J 

( ,\. - Ai'-\ ) ~ -\-

(III.ll ) 

sendo tM dado pela equação (III. 10). A distribuição dada pela 

equaçao (III.ll), vãlida somente para t'empos t ~ tM' tem em s eu 

segundo termo, que ê igual a f (x , tM)' toda a informação sobre 
a. a. 

as distribuições assintóti cas no tempo nas regiões de freamento 

e de alta energia. 

Observamos que a integral que ocorre na equaçao (111.11) 

nao pode ser calculada analiticamente. Entretanto, dependendo da 

região em que estamos interessados no espaço de velocidades, PQ 

demos realizar aproximações na função ~(x) que ocorre nesta equ~ 

ção, e obter soluções analiticas . Tal procedimento serã o adota

do na próxima secçao . 
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III.3- Distribuição nas Regiões de Termalização, Freamen
to e Alta Energia 

Tendo em vista obter formas analiticas explicitas para 

a distribuição, vamos aproximar a função l/J (x), que ocorre na equ~ 

ção (III. 11), através de aproximações na função erro e em sua de 

rivada, jã que l/J (X) e uma combinação destas funções. Se X << l e 

se ~ (x) aparece no numerador da expressão, usaremos 

e, se ocorrer no denominador da expressao, 

Se x >> l, e para ~ (x) em numerador, 

\f (X ) ;' i - .2. >< 

« 

ao passo que, para l/J (x) em denominador, 

(III.l2) 

(III.l3) 

(III.l4) 

(III.l5) 

A região de termalização e caracterizada por velocida

des v tais que o~ v < vthi, sendo vthi a media das velocidades te!_ 

micas dos diferentes tipos de ions presentes no plasma de fundo. 

A escolha de vthi como um limite superior de velocidade para a 
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região de termalização, baseia-se no fato de que nesta região as 

temperaturas de elêtrons, 1ons e part"iculas alfa se equalizam e 

de que no estãgio inicial da distribuição, a temperatura dos ions 

-e a menor das temperaturas envolvidas no processo . Assim, na re 

gião de termalização, temos o~ x < ~, o~x. < l , e m. 1 
e o~ x < ~-a m. 

1 1 
Neste caso, a distribuição, obtida da equação (III. 11 ), e dada 

por 

f(i) i 
1. so -Xd """' '!. 

) I 
(XJ , t\= _ e ( t-,\1 

[c< o X o~. (III.l6) +--
d.. íí )f1 v~ 3 (~ti) ol. 

~endo a carga efetiva z dada por 
o 

l=~ 
2 

( :~ ]'' 2. e~ IV.~ 

e2 Me. 
-0 

Para plasma i g u a 1 de 
... 

de deutêrio um com nume ro 1ons e 

de t ri ti o z - da ordem de 70 . e o 

Observamos distribuição f(l)(x t) - vãl ida que a 
a a' e p~ 

-
- -sendo r a O ~ X < X 

a i ' 
X 

a i a 
vthi 

Est a distribuição = apresenta um 
v a 

2 3(Z + 1) 
ponto de mã x imo o 

( t - tM) . Po r tanto , para X = para a T ao 

t = tM' instante inicial de validade desta distribuição, este mã xi 

Tao 
mo ocorre em xa =1 , ou seja, para v = Va ' e em um tempo 3 (z

0 

+l)' 

O mãximo e deslocado para X = 0, OU Seja , V= 0. 
a 

A região de freamento ê caracterizada 

v tais que iithi < v ~ vao e , nesta re g i ão , temos 

l m. E ' 

l < 1 ao 
< x . - - T 

1 me 
;m:::'< <;ç;;; v~ x -v~. m. a T 

1 

s en do E 
ao 

l -m 2 a 

por velocid a des 

< ; me tao' 
X V---e - m. T 

1 

Usando as 

aproximações e x pressas nas equações (III.l2) e (III.l5) obtemos, 
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a partir da equaçao (III.ll), a seg uinte distribuição para a re 

gião de freamento: 

onde x 

t _i_ Ko~~ 
j íi'~.;01 +i 

o 

v c 

i 
t. 

S
otv _xol 

Lc:J.o e_ ( 

) I {!!!.17) 

-
ac v Esta distribuição e vãli da para X . a1 < X ::; X , 

a ao 
-- v:o sendo x ao v a 

Observamos que f(l)( x ., t)=f( 2)(x. 
a a 1 a a1' t), o que 

mostra que as aproximações realizadas nas regiões de termal i za 

çao e de freamento são consistentes . Uma anãlise numérica dos ter 

mos desta distribuição para t = t M mostra que o termo dominante e 
o p r i me i r o te r mo da equação ( I I I . 1 7 ) . A~ i n te g r a 1 que o c o r r e n e s 

ta equação, estimada numericamente , ê aprox ima dam ente 100 vezes 

menor do que o termo dominante . A região de alta energia ê carac 

terizada por velocidades v tais que va
0

· 5. v << vthe e , nesta re 

t 1 /.m. E 1 15: /S ~ . - t e ao < 1 1 ao < << __ __ ~ a g 1 a o, e mos --=r- - x << , - -T - x. , T - x << -. m 1 e m 1 m a me a a e 

Neste caso a distribuição , obtida a partir da equação (111 . 11 ) , 

assume a forma, 

-z. 
xoL.: 

1 ti o 

+ 
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2. 
- 7.. f 'do I l Xd.o X'c:J.....· )(.J. I ~ I 

-\- e e. + ~ e_ Xo~ clX.t 
3 ' - 3 > ()(f' + .>\J.~ ) 2. >G. o +- ><'o. c. ~ +~c, -

~Á 

~ ( 
(III.l8) 

- - . < vthe e e val1da para x - x << x , s endo x = -- Observamos que ao a a e a e v 
a 

confirmando a consistência das apro ximações realizadas nas re-

giões de freamen to e de alta energi a, temos f( 2)(x ,t) = f(J)( x , t). 
a ao a ao 

Uma anãlise numérica dos termos qu e compõe a distribuição na re 

gião de alta energia, f( 3 )( x ,t), para t = tM mostra que o tercei a a 

ro term o da equação (III. 18) ê o termo dom inante. O t e rmo que 

contem a integral nes ta equaç ão, est imado numer i camente, mostrou 

ser ap r ox imadame nte 10 00 vezes meno r do que o termo domin ante. Se 

usamos a s mesma s aprox im açõ es que foram empreg adas para obter a 

distribui çã o nas re giões de termali zação, fream ento e alta ener 

g ia, ou seja, as equaçõe s (III.l2) a (III. l5) , obtemos que o tem 

po de termalização ê dado, conside rando ape nas os termos dominan 

t e s , por 

(III.l9) 

Um a an ãlise numé r ica da integral que ocorre nesta equ~ 

ção mostra que ela é apr oxi madame nte 100 vez es menor do que o prj_ 
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14 -3 mei ro termo da equaç ao . Por exemplo , sendo T = 11 keV, ne = l . 6xlO em 
1 

e nd=nt- 2 ne' calculando - se a integral por regra de Simpson, com 

precisão de 10 %, obtem-se o valor de 0.46 x 10- 2 s ao passo que 

o primeiro termo desta equação, neste caso , va l e 0.3 3 s. Des-

prezando o segundo termo, podemos escrever tM como , 

(III.20) 

(

V3+V3 

~ n 3 c) , o tempo necessãri o para uma pa_c 
v c 

ticula criada com velocidade v ser freada ate atingi r a velocida 

de v = O, como mostraremos no Capitulo IV . 

Podemos, tambem, expressar a densidade das partic ulas 

alfa como 

onde n(l) 
a ' 

n( 2 ) e n( 3 ) in d icam as densidades, 
a a independentes do 

tempo , nas três regiões do espaço de veloci dades que estamos con 

siderando : termalização , freamento e alta energia, respectivame~ 

te . Estima tivas numéricas mostram que 

""13) 
~ 'V 

:::0) 

o qu e mo stra que a região de freamento concentra o maior numero 

de parti culas. 
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111 .4- Características Gerais da Distribuição 

Os resultados obtidos nas secçoes pr ecedentes nos for 

necem tanto as distribuições aproximadas espec"ificas pa ra as re 

giões de termalização ., freamento e alta energia, dadas pe las equ~ 

ções (III. 16), (III. 17) e (111 . 18 ) res pec tivamente, evidenteme n-

te sem validade na fronteira entre estas regiões, como também a 

dist ribuição termalizada ge ral, dada pela equação (111.11) , a pa_!'_ 

tir da qual, po r aproximações convenientes , a s primeiras s olu-

çoes foram ob tidas. 

A distribuição termalizada, expressa pela equaçao (II I. ll), 

envolv e, em seu segundo termo , uma integral que não pode ser cal 

culad a analiticamente de forma exata. Calculamos tal integra l , n~ 

me ricamente , utilizando o método de Simpson, tendo em vista com 

parã-la com as distribuições aproximadas . 

A Figura 111.1 mostra a distribuição f a ( Xa ,t) ca l cula-

1 5 -6 3 da para o tempo t = tM' expressa em unidades de 10 - em . s , p~ 

ra o ~ x ~ 5 , no caso em que T=l l keV , n =1 . 6 x lo 14 cm- 3 , a e 
14 -3 nt = 0 .8 x lO em . A curva (a) a·presenta a distribuiçã o 

termalizada calculada numericamente a partir da equação (111.11), 

a curva (b) a forma analítica aproxi mada da dis trib uição dada p~ 

las equaçõ es (III. 16) e (II1. 17) e a curva (c) o te r mo dominan te 

da forma apro ximada da distribui ção termalizada na re gião de fre~ 

me nto. Neste caso x = 17 . 94 e esta fig ura apresenta apenas a ao 

parte in ic i al da distribuição , sendo que as dis tribu i ções terma 

li zadas em toda a re gião de variação de x , calculadas numerica
a 

mente usando a equ ação (111 . ll) e ut ilizando as formas anal"i ti 
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cas apro ximadas para as diferentes regiões , dadas pelas equaçoes 

(111.16), (11 1. 17 ) e (111 . 18), são most r adas na Figura 111.2, p~ 

las curvas (a) e (b) respectivamente. 

As c ur vas apresentadas tanto na Figu r a 111.1 como na 

Figura 111.2 mostram que nas porçoes das r egiões de termalização 

e de f reame nt o distantes do ponto de transição entre as duas re 

giões, a apro ximação analítica concorda bem com o resultado nume 

rico. Entretanto , na região de transição entre tais regiões, hã 

uma clara discordância entre as curvas (a) e (b). Tal discrepân-

cia provem do fato de que, ao obtermos as formas aproximadas nas 

diferentes regiões, o procedimento bãsico consistindo em uma ex 

pansao conveniente da função erro, o numero de termos considera

d o n a s e x p a n s õ e s f o i 1 i m i ta do . A um e n ta n do o n ú me r o de te r mos em 

tais expansões farTamos com que as porções da curva (b) mais pr~ 

ximas a região de t r ansição se aproximassem mais da curva (a). 

A Figu r a III.3 ap r esenta f ( x ,tM ), em 
a a 

10 15 cm- 6 .s 3 , ca lc ulada numericamente a pa r tir da 

unidades de 

equ ação (111.11), 

mantendo as densidades de elét r ons e de íons constantes, 
14 - 3 14 . -3 ne = 1.6 x 10 em , nd = nt = 0 . 8 x 10 em , para di versas temp~ 

raturas: 5 , 7 . 5, 11 , 15 e 20 keV . Tais curvas mostram que a posj_ 

ção do mãximo da distribuição independe da temperatura. 

A Figura III.4 mostra a distribuição f (x ,tM)' em uni a a 
dades de l0- 15 cm- 6 . s 3, calculada numericamente usando a equação 

(III.ll), para T = 11 keV e para diferentes densidades : a) ne = l.6 xlo 14 cm- 3, 
1 4 - 3 1 b ) n e = O . 8x 1 O c m , sendo n d = n t = -z n e Obse rv a-s e no v a mente 

que a posição do mãximo da distribuição permanece fixo, ou seja, 

independe da densidade. Quanto a distribuição esta varia linear

mente com a densidade como se pode observar da expressão (III.ll). 
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A Figura III.5 mostra a região de alta energia da dis 

tribuição termalizada, fa (xa ,tM ) , calculada a partir da equação 

-17 -6 3 14 -3 (III.ll) , em unidades de 10 em .s, para T = 11 keV, ne = 1.6xlO em , 

nd = nt = 0 .8xlo 14 cm- 3 . Tal curva mostra o decréscimo acentuado 

apresent ado pela distribuição nesta região, ou seja, a distribui 

çao cai a zero para x > x em um intervalo de var iação de x me ao 

nor do que l. 

Finalmente , a Figura III.6 apresenta a distribuição ter 

malizada f (x ,t), calculada numericamente a partir da equaçao a a 

(III.ll), em unidade s de lo- 15 cm - 6 .s 3 , para o~ x ~ 5, sendo 
a 

T = 11 keV, ne = 1.6 x 10 14 cm- 3 , nd = nt = 0 . 8x lo 14 cm- 3 . São apr~ 

sentadas curvas para tempos t = tM' 1.001 tM, 1.00~ tM, 1.003 tM' 

1.004 tM ' 1 .005 tM, sendo neste caso tM = O. 32 s. Estas curvas 

mostram que para x > 2 as distribuições se comportam como f (x ,tM), 
a a 

ou seja , independem do tempo. Para x < 2 hã acentuadas diferenças 

a medida que t cresce, ou seja, a altura da maxwelliana que domi 

na esta região cresce, mostrando que hã um acumulo de particu las 

alfa termaliz adas, jâ que os mecanismos de perda fo ram exc luidos 

no modelo adotado. 
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15 -6 3 
f (x ,tM)' e m unidades de 10 - em .s, para O ~x ,; 5, sendo a a a 
T = 11 keV, ne = 1.6 x 101 4 cm- 3, nd = nt = 0.8 x 1Q1 4 cm-3 

(xao = 17 . 94, xai = 1.2844 , xac = 5.7576): a) distribuição 

ca l cul ada numericamente; b) distribuição termalizada nas re 

giões de terma 1i zação e de f r eamento; c) termo dominante da 

distribuição terma1izada na região de freamento. 
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lO 15 20 

Figu ra III. 2 - f (x , tM) , em uni dades de 10- 15 cm-6.s 3, sendo T = 11 keV, 
a a 14 - 3 14 -3 

n = 1 . 6 x 1 O em , n d = n t = O . 8 x 1 O em ( x = 1 7 . 9 4, e oo 
x . = 1.2844, x = 5.7476): a) distribuição calculada numeri 
a 1 ae -

eamente ; b) distribuição terma1izada nas regiões de termaliz~ 

ção , f reamento e alta energia. 
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l .Or ----·-

l 

0.8 ~ . 

0.6 

Figura III.3- -15 -6 3 
f (x ,tM), em unidades de lO em .s , calculada numeric~ a a 
mente, para ne = 1.6 x 1Ql4 cm-3, nd = nt = 0.8 x 10l 4 cm-3: 

a) T = 5 keV; b) T = 7.5 keV; c) T = ll keV; d) T = 15 keV; 

e) T = 20 keV. 
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0.3 

0.2 

0.1 

o 5 10 15 20 

Figura III.4 -f (x ,tM)' em unidades de lo- 15 cm-6.s3, calculada nu 
a a 14 -3 

mericamente, para T = 11 keV: a) ne = 1 . 6 x l0 em 
( S0 = O. 6080 x 1012 em - 3. s -l): b) n = O. 8 x 1014 em - 3 

(S 0 = 0.1520 x l012 cm- 3.s-1 ). e 



46 

0.4 

0.2 

18 18. 1 

Figura III.5- Região de alta energia da distribuição f (x ,tM). em unida-
- 1 7 -6 3 a. a. 1 4 - 3 des de 10 em .s , para T = 11 keV, n = 1.6 x 10 em , 

14 -3 e 
n d = nt = O. 8 x lO em , xa.o = l 7. 94. 
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0.5r-------------------------------------------~ 

0.3 

0.2 

0.1 

0~------~--------~--------~------~~------_j 2 3 4 5 

-15 -6 3 Figura III.6- f (x ,t), em unidades de 10 em .s, para O ~x ~ 5, sendo a a a 
T = 11 keV, ne = 1.6 x 1014 cm-3, nd = nt = 0 . 8 x 1014 cm-3 , 

tM = 0.3261 s: a) t = tM; b) t = 1.001 tM; c) t = 1.002 tM; 

d) t = 1.003 tM; e) t = 1 . 004 tM; f) t = 1.005 tw 



IV - DISTRIBUIÇAO DE FREAMENTO DAS PARTTCULAS ALFA 

IV. 1 - Introdução 

Neste capitulo estudamos, especificamente, a distribu~ 

çao de particulas alfa correspondente ã região de freamento no 

espaço de velocidades, a que chamamos de distribuição de freame~ 

to das partículas alfa. Na região de freamento as partículas al 

fa perdem energia devido ãs colisões com os elétrons e os íons 

do plasma; nesta região a velocidade das partículas alfa reduz

-se substancialmente ate atingir uma velocidade comparãvel com a 

velocidade media térmica dos ions, onde se inicia o processo de 

termalização. 

No Capitulo III, ao estudarmos a distribuição termali

zada de partículas alfa, tínhamos obtido o limite assintótico no 

tempo da distribuição de freamento, no caso em que tanto o termo 

de perda como a presença de um campo elétrico eram desconsidera

dos. Tendo em vista que nos propunhamos apenas a obter a distri 

buição termalizada das partículas alfa, · não foi obtida nenhuma in 

formação sobre a evolução temporal da distribuição de freamento, 

jã que o método utilizado não o permitia. 

Neste capítulo vamos nos restringir a região de frea 

mento, ou seja, vamos estudar a equação de Fokker-Planck, que nos 

permite obter a distribuição de particulas alfa, apenas na re

gião do espaço de velocidades correspondente ã região de freamen 

to, e assim, vamos desconsiderar termos que ocasionam difusão. 

Tal colocação nos permite simplificações na equaçao de Fokker-
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-Planck de tal forma que um tratamento analitico da mesma sera 

possivel. Realizamos tal estudo de forma sistemãtica, a partir 

d() caso mais simples, ou seja, aquele em que os termos de perda 

e de campo elétrico são omitidos e os termos de colisão que nao 

conduzem a freamento, são desprezados. Na secção IV.2 obtemos a 

distribuição estacionãria correspondente a tal situação e, na sec 

ção IV.3, analisamos a evolução temporal da distribuição, na mes 

ma situação. Na secçao IV.4 um termo de perda e incluido e seus 

efeitos sobre a distribuição, são analisados detalhadamente. Os 

efeitos sobre a distribuição provenientes da presença de um cam

po elétrico, são estudados na secção IV.5. 

IV.2- Distribuição Estacionãria 

Nesta secçao obtemos a distribuição de freamento esta 

c i o n;ã r i a das parti cu 1 as a 1 f a , sem 1 e v a r em c o n ta os te r mos de pe.!:. 

da e : de campo elétrico. Para obter tal distribuição, resolvemos 
df 

a equação de Fokker-Planck (II.2), com L =0, Ê =0, quando d~ =0. 

Considerando que estamos interessados em obter a distribuição ap~ 

nas ' na região de freamento, vamos, no termo de colisão, dado p~ 

la equação (II.l8), desprezar os termos que ocasionam difusão, 
m 

pois ma.>> 1 >> ~. Como o campo elétrico estã sendo excluido, 
e x. 

1 

a função distribuição serã, necessariamente, isotrõpica na velo 

cidade, e a equação que a distribuição estacionária f ::f (v) sa 
a. a. 

tisfaz, e 

i 
t yl 
ólo 

c{ (f~)+S(V)=o. 
o.v oi. 

(IV.l) 
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A solução desta equaçao , sujei ta a c ondição de contor 

no v3f (v) __. O, ê dada por a 
v -+oo 

( I V . 2 ) 

e nos fornece a distribuição estacioná ri a de partículas a lfa na 

região de freamento, em função do termo de font e S . Supondo que 

a forma do termo de fonte ê do tipo fun ção de l t a, dad a pela equ~ 

ção (III.5), a distribuição de partíc ulas alfa e desc r ita po r 

~oS 
0 

{= 4 1Í~lV) (IV.3) 

Esta distribuição mostra que na o t emos pa r tícula s alfa 

com velocidades maiores do que v . Ta l resultado e e s perado j á ao 

que os termos responsáveis pela dif us ão no espaço de velocid ade 

foram desprezados, ao estabelecermos a equaçã o (IV .l ) . Alê m dis 

to, tendo em vista as aproximações feita s, a di stri bu i çã o dada 

pela equação (IV.3) não ê uma boa dist r i buiç ão para vel oci dades 

menores do que vthi. Na região de freame nto, vt hi < v :: va o ' on 

de esta distribuição e válida , notam os que se ap ro ximamos 

h(v) = v~+v 3 , a distribuição, dada pela equaçao (IV .3 ) , co i nci 

de com o termo dominante da dist r ibuiçã o termaliz ad a na r egião 

de freamento, dada pela equação (III.l7) . 

IV.3- Evolução Temporal da Distr i buição 

A evolução temporal da dist r ib uição de freamento das 
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partículas alfa, desprezando a difusão no espaço de velocidade e 

sem levar em conta a presença de um campo elêtrico e de 

de part1culas alfa, ê obtida da equação, 

i 
t yJ.. 

Qlo 

_2_(fJ.t) +S , a v 

perdas 

( I V . 4 ) 

onde a distribuição f ê agora uma função de v e t : f :: f (v ,t). 
a a a 

Tomando a transformada de Laplace desta equação em re 

lação a variãvel t, obtemos, 

( I V . 5 ) 

-
onde f (v,p) e S(v,p) sao as transformadas de Laplace em relação a 

ao tempo de f (v,t) e S(v ,t), respectivamente, e onde a condição a 

inicial f (v,t =0) =O foi utilizada . 
a 

Impondo a condição de contorno f a ( v -roo ,p) -+ 0, e aproxj_ 

mando h(v) ~v~ +v 3, a solução da equaçao (IV .S) ê 

( I V . 6 ) 

v 

Invertendo a transformada de Laplace e trocando a or 

dem de integração, entre a integração em velocidade e a integr~ 

çao de Laplace, obtemos 



52 

que, usando a propriedade das transformadas de Laplace , 

t~ "o 

( d~ 
) J.íí ~ 

-i ')() 

pode ser escrita como, 

) J } 

(IV.7) 

Esta equaçaD, que nos dã a dist r ibuição de freamento 

das particulas alfa em termos da velocidade e do tempo , most ra 

que particulas que tem velocidade v no 

1 ao ve l ocidade V
1 em um tempo anterior ~ 

tempo t , fora m 

( v 1 3+v~) 
9-n 3 3 

v + v c 

criadas c om 

o t empo 

T (v)=~ 9-n (v3+v~) 
o J v3 e o tempo necessãrio para q ue uma par ti 

c 
cula, criada com velocidade v, seja freada ate atingi r a vel oci-

dade v= O. Entretanto, devemos ressalta r que, como o modelo ado 

tado para descrever a região de freamento e tal que negligen cia 

os efeitos de difusão nesta região, os r es ultados obti dos não são 

vãlidos para velocidades v < vthi' jã que , para estas velocidades , 

o termo de difusão e dominante. Assim, o tempo T (v) se ria o tem 
o 

po necessãrio para que uma particula, cr i ada com velo cidade v, 

atingisse a velocidade v= O, caso não ocorressem efeito s de di 

fusão. 

O tempo de termalização, dado pela equaçao ( I I I.20) , p~ 
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de ser entendido como o tempo ne cessãrio para que particulas al 

fa, criadas com velocidade v ' atinjam a velocidade vth '' onde ao 1 

i nicia a região de termalizaç ão, sendo este decrésc imo de velo c i 

dade ocasionado, exclusivame nte, pelo freamento origi nado nas co 

lisões das particulas alfa com as particulas do plasma . 

Se consideramos uma f onte do tipo delta em energia, co 

mo temos feito ate aqui, e que dependa do tempo apenas no fato 

de ter sido ligada no tempo t =0 e, então, mantida constante, ou 

seja, 

(IV.8) 

a distribuição de particulas alfa, dada pela equaçao (IV.7), as 

sume a forma, 

rio, 

~ ( _v_OI o_? _+_V_c."":> __ ) I u l "d o~ v ) • 
y3 +- Vc.' j (IV.9) 

Esta distribuição mostra que, como no caso estacionã-

nao ha particulas alfa com v > v ao Tambêm, devi do ao f a to 

de termos desconsiderado os termos que originavam difusão de ene~ 

gia, todas as particulas alfa são freadas ao longo da mesma tra

jetõria caracteristica, dada por 

- 3 - 3.t/ t'o~..o 
V !Á:) .:.l ( v) +v 3 ) ~ 
fVV\ 0<0 c.. (IV. lO) 

Para cada instante de tempo t fixo, existe uma veloci-
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dade, que representamos por vm(t) e que pode ser obtida da equ~ 

ç ão (IV. 10), que e a minima velocidade para a qual a distr ibui 

ção, dada pela equação (IV.9), e não nula. Assim, a dis tribuiçã o, 

e xpressa pela equação (IV.9), apresenta dois cortes ve rt ica i s em 

velocidade: um, fixo, em v 
ao e, o outro, dependente do temp o, e 

dado por v (t). Em termos de v (t) a distribuição, dada pela equ_a m m 
çã o (IV.9), pode ser escrita como, 

(I V.ll) 

A Figura IV.l mostra a distribuição de f.reamento , f (v, t), 
a 

dada pela equação (IV.ll), no caso em que o plasma de deut er i o e 

~ 13 -3 1 
tntio tem Ti =6.5 keV, Te =3.5 keV, ne =4.5 x lO em , nd=nt= "2ne, 

pa r a diversos valores do tempo t . Observamos que a parte temp o-

ra l da distribuição manifesta-se através de co r tes ve rticai s, ou 

s e ja, uma particula alfa criada com velocidade de 1 . 3x l0 9 cm. s - 1, 

pe rde sua velocidade, por colisões, gradativamente, mas de tal 

fo rm a que para um certo instante de tempo t fi xo, e xis te um mini 

mo de velocidade que ela pode atingir . A curva que for nece a di~ 

t ribuição para t = T (v ) coincide com a curva da dis tribuiçã o 
o ao 

es t a c ionãria, embora ambas nao sejam vãlidas para v ~ v thi . 

A Figura IV.2 também apresenta a distribuiç ã o de fr ea 

menta no espaço de velocidade, f (v, t) dada pela equa çao (IV. ll), 
a 

mas para um plasma de deutêrio e tritio tendo T . = T 11 ke V, 
1 e 

1 4 -3 1 
ne = 1.6 x lO em , nd = nt =2 ne. Comparando esta figu ra co m a 

Fig ura IV . l, observamos que hã um relativo acréscimo na dis tr i -

b uiç ão, devido ao aumento da temperatura dos ions do plasma de 
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fundo. 

A Figura IV.3 por sua vez apresenta a distribuição de 

f r e ame n to em função da e n e r g i a , f a. ( E , t) , o b ti da a parti r da eq u~ 

ção (IV.ll), 

n = 1 O 14 em -3 
e 

para um plasma de deuterio e tritio com T. =T =15 keV, 
1 e 

1 
nd=nt=2ne. 

As distribuições apresentadas nestas figuras mostram que 

e necessário um tempo relativamente longo para que elas atinjam 

a SUa forma assintÓtica, que e aquela em que · t =T (V ) . 
O CI.O 

IV.4 - Distribuição Incluindo um Termo de Perda 

Nesta secçao analisamos o efeito, sobre a distribuição 

de freamento das part'iculas alfa, de um termo que leve em cont a 

as perdas de particulas alfa pelo plasma, e que chamamos de ter 

mo de perda. 

Em um plasma termonuclear confinado em um recipiente 

magnético as perdas de particulas alfa dependerão primordialme~ 

te das Õrbitas descritas por estas parttculas [Mc74J. Em um mode 

lo de plasma termonuclear do tipo que estamos considerando, de 

extensão infinita, os tipos de perdas a serem considerados sao, 

por exemplo, os que expressam os efeitos de troca de carga e de 

recombinação. Efeitos de perda anomalos também devem ser conside 

rados. 

Levando em conta os efeitos de perda que dependam da 

velocidade das particulas, obtemos a distribuição de freamento 

das p a r ti c u 1 as a 1 f a , n e s te c as o , a p a r t i r da · e q Li ação d ~~ F o k k e r-
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-P lanck (11.2), desconsiderando os efeitos de difusão e os efei 

tos devidos a presença de um campo elétrico. A distribuição e, 

então, obtida da equação 

_d _L. = i _d_ ( t. ~ ) t- s - \)L { v) f I I 

' t t v~ ?Jv ~ 01. o d() 
(IV.l2) 

onde vl(v)fa representa o termo de perda, sendo vL(v) a freqDê!!_ 

cia media de perda, e f =f (v, t). 
a a 

Tomando a transformada de Laplace da equaçao (IV. 12) 

em relação ao tempo, com a condição inicial fa(v,t =0) =0, obte 

mos 

Resolvendo esta equaçao, com~ condição 

f (v-+oo,p) -+0 e h(v) = v3 +v 3 , temos, 
a c 

y3 +v~ c.. 

v' 
x e.( f (- So j _v..:::.L_( _v_" )_v_'_' 2-_cl_v_'' __ 

v" 3 -1- vc.> v 
) 

(1V.l3) 

de contorno 

X 

(IV.l4) 

que, apos a inversão da transformada de Laplace, nos fornece, p~ 
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ra a distribuição de freamento das particulas alfa em termos da 

fonte, a seguinte expressao, 

f (v,t)= --=t'.,[J.~o __ f :;la.ll)( (-r Jv' VL{V") yll.2. cAVII 
;,!. 3 3 r u.o "3 ; 

V 4- Vc.. V V V + V c. 

) j (IV.l5) 

Comparando este resultado com o resultado corresponde~ 

te obtido no caso em que o termo de perda não era considerado, da 

do pela equação (IV. 7), notamos que o efeito da presença do ter 

mo de perda estã localizado no fator 

) 

que ocorre no integrando da equaçao (IV.l5). A evolução temporal 

da distribuição não é, evidentemente, afetada pela pres enç a do 

termo de perda, no modelo adotado, pois supomos vl(v) indep en de~ 

te do tempo. 

Se supomos que a freqUência mêdia de perda, vl(v), in 

depende de v, temos, a partir da equação (IV. 15), 

!>c) 

v3 +v 3 
C-

~ f S [v', t - ~ I,., ( 
v 

)] (IV.l6) 
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q u e , p a r a o te r mo de f o n te da do p e 1 a e q u a ç a o ( I V . 8 ) , a s s u me a f o r 

ma 

(IV.l7) 

Comparando com a distribuição dada pela equaçao (IV.9), 

que descreve a mesma situação que a descrita pela equaçao (IV.l7), 

e xceto pela presença do termo de perda nesta ultima, vemos que o 

efeito do termo de perda estã contido no fator ( ;
3 

+ v~3 )vl 'ao

13

, 
v +v a o c 

que e importante, no sentido de alterar substancialmente a dis 

tribuiç ã o dada pela equação (IV. 7), quando vl T > 3 . 
ao 

As Figuras IV.4 e IV.5 mostram os efeitos sobre a dis 

tribuição estacionãria de um termo de perda em que v l = constante, 

em função da velocidade e da energia, respectivamente . As distri 

bui ções dependen t es do tempo di ferem destas apenas pelos cortes 

verticais para os diferentes tempos. Ambos os grâficos foram re~ 

lizados para um plasma de deuterio e tritio em que Ti = Te=l5 ke V, 
1 4 -3 1 

ne =lO em , nd =nt = 2 ne. Para v l =0 as distribuições sao as 

d i s t r i b ui ç õ e s e s ta c i o n ã r i as s e m te r mo de p e r da . O b s e r vamos que h ã 

uma acentuada diminuição da distribuição a medida que v l aumenta, 

como se espera. 

Considerando efeitos de perda predominantemente do ti 

pode troca de carga, podemos supor que a freqUência média de pe!:_ 

da é dada por 

(IV . l8) 
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sendo vl,O e vc constantes e n um Índice. 

De forma geral, a distribuição de partículas alfa , in . 

cl uindo um termo de perda, para uma fonte de forma qualque r S( v, t) 

pode ser escrita como, 

(IV.l9) 

onde 

Tendo a fonte a forma dada pela equaçao (IV.8) , a equ~ 

ção (IV . 19) pode ser escrita como, 

O fator que expressa o efeito do termo de perda sobre 

a distribuição, M(v,v ) , foi calculado para vl(v) dado pela equ~ ao 

ção (IV.l8), para alguns valores de n inteiro. Estes dife rentes 

valores de M(v,v ), que representamos M (v,v ) , são dados a se ao n ao 
g ui r . 

M ( V V ) - ( V 3 t vi ) Lc~.o v L, o I 3 
o ' O!o - v "!J t v~ 

ol.o c. 



(--b-+J]x 
OI o 

3 
( VJ.o t V c..) 

(v+Vc-) 3 

~~ Y~..to /3 

l /'--\ l ~ v) 
1 0'0 J 
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IV.5- Efeito do Campo Elétrico 

Nesta seçao incluimos o efeito produzido pela acelera -

çao, originada pela presença de um campo elétrico, sobre a dis 

tribuição de freamento das particulas alfa. Os efeitos de difu 

são de energia novamente não são considerados. A distribuição e, 

então, obtida a partir da equação de Fokker-Planck, 

'a to~- + eJ. E . 'à Ç.J. =-

oJ:. MAJ. ?Jv (1V.21) 

A presença de um campo elétrico perpend~cular ao campo 

magnético, Ê , originaria uma deriva do tipo Ê xB , transversal 
..L ..L o 

aos campos, de eletrons e de ions. Tal efeito pode ser desconsi-

derado se o sistema de referência utilizado for um sistema de re 

ferência de deriva. 

Consideramos um campo elétrico paralelo ao campo magn~ 

tico. A presença de um campo elétrico tem como conseq~ência ime

diata que a função distribuição não per~anece esfericamente sime 

trica, mas mantem apenas simetria axial em relação ã direção do 

campo magnético, como jã foi apontado no Cap1tulo 11. A distri

buição, neste caso, e f ::f (v,ç:,t), onde ç: =cose e 8 e o ângulo a a 

polar. 

Usando o operador colisão dado pela equaçao (11.18), 

desprezando os termos correspondentes ã difusão que ocorrem nes 

te, e, tomando um campo elétrico paralelo ao campo magnético, a 

equação (IV.21) assume a forma, 
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d td. + e.~. . ~ ( í 
~f.,( 

+ 
(i- ~l} ~ )~ 

dt ~ 
et11 ?i V v â~ 

_i:_ ( V0; h 2_ ( ~ -~2) dtol + _ó_ ( ~1vJ f.J. ) ) + s---t(Vl r- , 
r J_ v' 0l d 7 v<-- ov ~ (I V. 22) éLc 

onde E f e a magnitude do camp o elétrico efetivo, incluindo cor e 11 

re çõe s neo clãssic as [FR72], dado por, 

E -E(i- .2-) 
e~tl - 11 l-y- . 

~ .2.. 

Para obtermos a distribuição de freamento das partic~ 

las alfa qu e inclui também o ef eito da presença de um campo ele 

trico, resolvemos a equação (IV.22), expandindo sua solução em 

uma série de potências na magnitude do campo elétrico, 

(IV . 23) 

onde ô 
Eef11 v the 

= ----r:-
0 

v e E0 e o campo elétrico de Dreicer [Dr60] , da 
ao 

do por 

A expansao proposta na equaçao (IV.23) para a função 

distribuição pode ser justificada se lembrarmos que, ao obte rmo s 

a distribuição de freamento, estamos considerando apenas a região 

do espaço de 
E ef11 temos ---r:- rv 

D 

velocidade em que vthi < v s vao' e que, para tokamaks, 
-2 10 e, portanto, o<< 1. 
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Usando h(v) = v 3 +v~, a expansao (IV . 23) substituí da na 

equaçao (IV.22), nos fo r nece, em ordem zero no parâmetro de e x 

pansao, a equaçao, 

(IV . 24) 

e, em primeira ordem no parâmetro de expansao , a equaçao , 

"-- ft _ v [ v ) C . 
L ol. o J.. (IV .25 ) 

A equaçao (IV.24) mostra que f 0 e a distri bui ção de f rea 
a 

menta na ausência de campo eletrico, e es t a foi obti da na s e cça o 

IV.4 deste capitulo . 

-Para obtermos a correçao em prime i ra o r dem em o a dis 

tribuição, tomamos a transformada de Laplace da equaçao (IV . 25 ) 

em relação a variâvel t, com a condição inici a l f 0 (v, t = O) = 0 , e 
a 

obtemos, 

~ ~ 

Vc_~ f~ '\./ 1 
d to~_ t ( 3 v 'L - "' z. ~ v2_ ) fJ.. - YL (V J ~o V - [o!o f -:: v 

V 3 + VG~ '?JV 

"'"o v vl d ÇJ._ - oi. o -
V~ + v c.,) o v 

ond e -1 -
de Laplace relação t de 1 f e a transformada em a f ( v , t) . a 

a 
Resolvendo esta equação para v L (v) = VL = cons ta nte e 
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z2 = 3, obtemos, a pos a inversão da transformada de Lapl ace, a 

seguinte distribuição de freamento, vãlida ape nas ate pri meira 

ordem no campo elétrico, 

(IV.26) 

onde 

). ) 

): (V 2.) : ~ z L .u (v) w (v L 
1 I I I oi.O 

A distribuição estacionãria neste caso e dada por 

(IV . 27) 

e coincide com a distribuição estacionãria, obtida a parti r da 

equação (IV . l7), quando a correção em primeira ordem, devi da ao 

campo elétrico, for excluída. 
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1.5 

1. 

0.5 

(c) 
( b} 

o 0.5 1 v 1.3 

Figura IV.l-Distribuição de freamento f (v,t), em unidades de 10-l? cm -6 . s 3, 
a 9 -1 

em função de v dado em unidades de lO cm.s , para T. =6 .5 keV, 
13 -3 1 1 

• Te=3.5 keV, ne=4.5 xl0 em , nd=nt='lne' sencb a) t=O .l s , 
b) t=0.2 s; c) t=0 . 25 s; d) t=T (v ) =0.31 s. o ao 
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0 .2 
-- ... ( d ) 

0.1 

o 0 .5 1.0 v 1.3 

Figura 15 -6 3 IV.2- Distribuição de freamento f (v,t) ,em unidades de 10 - em .s , 
- a 9 -1 em funçao de v dado em unidades de 10 cm.s para 

14 -3 1 Ti = Te = 11 k e V, n e = 1 . 6 x 1 O em , n d = n t = 2 n e , sendo: 

a) t=0.1 s; b) t=0.2 s; c) t=0 .3 s; d) t=-r (v ) =0.33 s. 
o ao 
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15 

10 

5 

0.1 0 .5 1.0 v 1.3 

Figura IV.4- Distribuição estacionária de fre ame nto f (v), em unidades de 
-16 -6 3 - a 9 -1 10 em .s , em funçao de v dado em unidades de 10 cm. s , 

incluindo um termo de pe r da em que vl = constante , sendo 
14 -3 1 

Te=\ :15 keV , ne=10 em , nd=n t =-z ne, para : a) '\ =0; 

b) v l = 1; c) vL = 4; d) vL = 10 (vL em s-1 ). 
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Figura IV.5- Distribuição estacionãria de freamento f (E) = c f (E), 

a 2rrT S0 a 
1/2 ao 

dada em ( keV) , em função da energia E dada em Me V, para 

T. =T =15 keV, n =10 14 cm-3, nd=nt=-2
1 n, incluindo um ter 

1 e e e -
mo de perda em que vl =constante, para: a) vl =O; b) vl = 1; 

-1 
c)vl=4; d) vL=lO (vlems ). 
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V- DISTRIBUI ÇAO DE ALTA ENERGIA DAS PARTTCULAS ALFA 

V. l - In trod uçã o 

Nes t e capitulo estudamos especi f icame nte a di st r ibui

çao de pa r tíc ulas alfa na região de alta energia do espaço de v~ 

locidades, onde E ~ E = 3. 52 MeV, a que chamamos de distribui-a a o 

ção de alta energia· das partículas alfa. Na r.egião de alta ener 

gia, caracterizad a por velocidades que vão desde a velocidade de 

cr iação das pa rt ículas alfa, v , ate velocidades muito menore s a o . 

do que a velocidade termica dos 'eletrons, vthe' as partículas al 

fa ganham ene r gia em conseqUência das colisões que sofrem com as 

partículas componentes do plasma de fundo, predominantemente com 

os elêtrons . Como a massa das partículas alfa ê muito ma i or do 

que a massa dos elétrons e maior do que a dos ions , e de se esp~ 

rar que o numero de partículas alfa com pos si bilidade de difusão 

seja pequeno, ou seja, que a distribuição de alta e ne r gia se con! 

titua em uma ca uda da distribuição total, rapidamente dec r es cen 

te com o aumento de velocidade. 

No Capitulo III, ao estudarmos a distribui çã o te r mali

zada de partículas alfa, obtivemos o limite assintõt i co no tempo 

da distribuição de alta energia, no caso em que tanto o termo de 

perda como o campo elét r ico foram excluídos . Não foi obtida ne 

nhuma informação sobre a evolução temporal da dist r ibuição de al 

ta energia, jã que o procedimento adotado naquele cap i tulo na o o 

permitia . 

Neste capitulo nos restringimos ã região de alta ener 
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gia, excluindo os efeitos de perda e os efeitos decorrentes da 

presença de um campo elétrico. Estas restrições possibilitam sim 

plificações drãsticas na equação de Fokker-Planck (II.2), em pai 

ticular na forma do termo de colisão , que tornam viãvel uma solu 

ção analitica aproximada para a equação que nos fornece a distri 

buição. Na secção V.2 e obtida a distribuição estac1onãria e na 

secção V.3 sua evolução temporal e analisada. 

V.2 - Distribuição Estacionãria 

A distribuição estacioniria de particul~s alfa na re 

gião de alta energia, não levando em conta o termo de perda e a 

presença de um campo elétrico, pode ser obtida da equação 

( v . l ) 

que, para o caso de um termo de fonte dado pela equaçao (111.5), 

assume a forma 

(v. 2) 

Estas equações sao vãlidas somente para velocidades v 

prõximas a v 
a. o 

A equação diferencial homogênea associada -a equaçao 

(V.2) e 

+v (v. 3) 
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Te 
Notamos que, quando 2 + O, que e o caso que esta 

ma v ao 
mos considerando, temos uma perturbação singular [Dy64]; porta~ 

to , esperamos que a solução desta equação seja uma solução quase 

singular. 

São duas soluções linearmente independentes da equaçao 

homogênea (V.3) , as funções 

e 

o 

Podemos expressar a função 

J~~ v 
_'YV\_bl_v_2.._) J ~ e i t ~ 

:L I e 
o 

(v. 4) 

( v. 5) 

que ocorre na expressao da solução f 1 (v), em termos da função dis 

persão do plasma [FC6l], a função Z, para argumento real, 

Como estamos considerando velocidades maiores do que a 
m v2 

ve l oci da de de cri ação das parti' cul as a 1 f a, ~T >> 1, podemos usar, 
e 
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então, a expa ns ao assintõti ca para grande ar_g[Jmento da pa rte real 

da função dispersão do plasma [FC61], obtendo 

r:::: v 
( ~ ~- 1 e urf :< ) J e ;: ~ 

o 

que nos permite escrever a solução f
1 

(v), de forma aproximada, co 

mo, 

(v. 6) 

que e uma solução da equação homogênea associada 'ã equaçao (V.2), 

vãlida atê ordem (mT: 2)
512 

. 
0'. 

Construimos uma solução para a equaçao diferencial nao 

homogênea (V . 2) da seguinte forma, 

f t v 1 : c f r v ) u ( ~ -v l + c.2. ç ( v J u ( v- ~o ) ) 
ci- 1 1 o-O .2. 

( v . 7) 

onde c1 e c2 sao constantes a determinar. 

A função f 1 (v) foi escolhida como solução pa r a v ~ va. o 
T - 3 

pois tal solução, em mais baixa ordem em~, varia com v 
m v 

0'. 

o que estã em concordância com a solução na região de freamento, 

3 dada pela equação (IV.3), desprezando termos em vc ' jã que na r~ 

gião que agora estamos considerando v3 << v3 .S v3 . A função f 2(v) 
c ao T 

foi escolhida como solução para v >-- v pois, quando---;. + 0, f 2 + 0 
ao m v 

0'. 

e ta m bem p o r f 2 te n de r a z e r o s u f i c i ente me n te rã p i do q u a n do v + ao. 



Impondo a condição de continuidade da solução f 
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em 

v= vao' pode mos expressar a distribuição fa em termos de apenas 

uma constante C, da seguinte forma, 

(v. 8) 

A constante C, por sua vez, e obtida impondo que f (v), 
a 

dada pela equaçao (V.8), seja solução da equação (V .2). Obtemos, 

c _ s o rc;I.O ""-"J. 

4í\ ~~ Í e_ 

ctf2. )-i . 
c).. V 

V= Vd.O 

Usando a função f 1 dada pela equaçao (V.6) e a f un ção 

f 2 dada pela equação (V.5), e mantendo apenas o termo dominante 

no wronskiano de f 1 e f 2 , que ocorre no denominador de C, temos 

Com esta constante C, obtemos para a distribuição 

prezamos termos 

que a distribui_ção e vãlida para v::; v 
L' ao 

Te -da ordem de 2 4 , a seguinte expressao 

e se consideramos 

m v a a o 

( i -

b Íe 

f ' a 

des 

( v. 9) 
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vã 1 i da a te ordem f = Te - 3 ---=2- = lO , ou seja, esta 
m v 

solução s a tis 

a. a.o 
fa z a equação (V.2) ate ordem E . 

A equação (V . 9) mostra que, para v> v , a distribui -
a. o 

Te tn2 
ç ao decai rapidamente, com meia largura dada por 6v 112 = m v 

a. a.o 
ao pas so que, 

Te 
para v < v , a d istribuição e alargada de uma qua_n a. o 

ti da de 
m v2 . 

a. 
Desprezando termos da ordem de , a solução (V.9) as s u 

me a forma, 

(V.lO) 

vã l i da em ordem E0
• 

Obtivemos no Capitulo III, a partir da di s tribuição ter 

ma lizada das particulas alfa, as distribuições assintóticas no 

tempo , validas nas regiões de termalização, freamento e alta ener 

gia . 

A partir da equaçao (III.l7), a distribuição assintoti 

cana região de freamento, considerando apenas o termo dominante 

da e xpressão, e desprezando termos em v~, jã que v~<< v3 , e da 

da po r 

(V . ll) 

e e vãlida para vth• <v< v . 
1 a.o 

Da mesma forma, a partir da equaçao (III.l8), a distri 

Ul'l:C.Ga 
~d-~ ........ 
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bui çã o assintótica na região de alta energia, considerando os ter 

mos do minantes da expressão, desprezando termos em v~ e term os 
-(x2-x2.) 

que co ntenham e a al jã que vthi << v, e dada por 

'1.. 1. ) Q;(t(- MIIJ.. ( V - V.,t 0 ) J 

~ le 
(V . l2) 

sendo e sta distribuição vãlida para v> v . 
ao 

Usando as distribuições dadas pelas equaços (V.ll) e 

(V.l2) , podemos construir uma distribuição ou solução de camada 

lim i te (boundary layer solution), dada por, 

~t(-
(V . l3) 

Se compararmos as distribuições dadas pelas equaçoes 

(V. lO) e (V. 13), verificamos que hã concordância para velocida 

des v < v , ao passo que, para velocidades v> v , elas diferem ao 2 ao 

pelo fa tor T 
v ao 

A diferença entre estas distribuições pode ser expres-

s a c omo 

Se consideramos v =v +I::. v e desprezamos termos ao da or 

dem de 2 o ,.... ) t:.v , obtemos, 6ft~ tOV).=(.<. ô.V) ~ /,J.o exp(- ~ \1 {JV J 
;,[ ~> ~o Y Íl~ Te o/.o 
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e, se es colhemos D.v =t:.v 112 , que e uma variação de velocidade ti 

pica, nota mos que a diferença entre as duas distribuições , D. f , 
a 

e, pelo me nos, da ordem det. Isto mostra que, em ordem é 0
, na 

qual as distr ibuições (V.lO) e (V.l3) são vãlidas, elas podem 

ser cons ideradas iguais. 

A Figura V. l mostra um grãfico da distribuição dada p~ 

la equação (V. 13) , em un ida des de lü - 17 cm- 6 .s 3 , em função de 

X = _:j_ 
a v a 

14 -3 14 -3 , para Te=Ti =ll keV, ne=l.6xl0 em , nd=nt=0 . 8xl0 em . A 

curva apresent ada mostra o comportamento da distribu ição na re-

gião em torno do ponto x = 17.94, evidenciando o pronunciado d_e ao 

caimento apresentad o pela cauda de alta energia, x > x , em rela 
a ao 

ção ao comporta mento da distribuição para X < X ao 

V. 3- Evolução Temporal da Distribuição 

A dist ribuição depende nt e do tempo das particulas al fa 

na região de alta energia, considerando as mesmas restrições que 

foram imposta s na secção (V.2) , ao obtermos a distribui ção esta 

cionãria, pode ser obtida da equação 

que, para o termo de fonte, S(v,t ), tomado da forma 

equaçao (IV.l8) , assume a forma 

c:;:O l1-
__ ..J_CMO::-- S (V- ~o) U / t) · 
~1íV~ 

(V.l 4) 

dada pela 

(V . l5) 
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As equaçoes (V.l4) e (V.l5) somente sao vãlidas para 

velocidade s v prõximas a v . Tomando a transformada de Lapla ce ao 

desta equ a ção em relação a variável temporal, sujeita a condição 

inicial f (v,t =0) =0, obt emos a seguinte equaçao, a 

'V 

le o 1. ÇJ. + v d fo~_ + () - rolo ~ 1 ç =- s o toLo 
MAJ. ó v 2- ã v J ~ (Í vt 

-

(V.l 6) 

onde f a = f a (v,p) representa a transformada de Laplace de fa(v,t ) 

em rel ação a t. 

A equaçao (V. 16) pode ser escrita como 

"' 
+ ( 3 - ~o f ) fel = - f 0 ~ 8 ( M -1. ) 1 

onde int roduzimos os parâmetros ~ 

ad i me ns i onal u = v 
v ao 

' f o 

(V.l 7) 

S0
T 

--~~~0 e a variãve l 
4nv ao 

A equa ção homogênea associada ã equaçao (V .l7 ) tem co 

mo solu çõ es linea rmente independe ntes, 

(V.l8) 

e 

.u 'Z ) 
--) 

J.é (V.l9) 

onde 1F1(a ; b ;x) e a função hipergeometrica confluente [AS66]. 
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e 

podemos e xpand ir a s f u n ç õ e s h i p e r g e o me t r i c a s c o n f 1 u e n te s , que o c o.!:_ 

rem nas eq uaçoes (V. 18) e (V. 19), usando a expansão para gran des 

argumentos destas funções . Obtemos, mantendo apenas os termos do 

minantes nas e xpansoes, 

~ ~ -
"' 

,..,.; ~ :~0 ) 
flu,'p) :: ~/2 ( -4'1. 

J ' r(~ - ~) \ J é 

i .!I r roLo 
,... 

..41 i- -r L.J.Q 

- ~Vif/2 e )., ( 
1 

) 
---r- - :rr-Li. e. 

I' ( l - t? ;~ ) 
:;_ E 

L - r L:'.w 
) ~ 

-
No tamos, nas expressoes acima, que tanto f 1(u,p) como 

-
f 2 (u,p) são compostas dos mesmos fatores em relação a sua depen-

dência em u. Toda a dependência em u esta contida nas funções 

(V.20) 

(V.21) 

-
A f unção f<(u) é uma solução da equaçao homogênea asso 

ciada ã equaçao (V.l7) precisa ate ordem E. 312 , ao passo que, 

f >( u) e solução da mesma equação com preci s ã o a te ordemE - 1 . 
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Const r uimos uma particular solução da eq uaçao nao homo 
- -

genea (V.l7) a partir das funções f <(u ) e f >(u), ba seados no com 

portamento destas funç ões para u < 1 e para u +oo, quando + O, e 

usando como referên c ia a solução estac io ná ria, obtida na se c ç ao 

V. 2, que , evidenteme nte, e um caso particular da distribuição a 

ser obtida nesta se c çã o. Propo mos como solução da eq ua ção (V. 17) 

"' IV "J 

r [.u , 'r) ::C ti.M.)U[i -u) -tC t c.u.) U (..u.- i) 1 \ ~ <.. / > (V.22 ) 

onde C< e C> sao cons tantes a de t e rmin ar. 
-

Impondo a co ndição de que f ( u, p) deve ser cont1nua em a 
-

u = 1, a transformada de Laplace da di st r ibui ç ã o, .f (u,p), pode ser 
a 

expressa em termos de apenas uma c onsta n te , 

(V.23) 

-
Determinamo s a constante C impondo que f a ( u, p) , dada p~ 

la equaçao (V.23), sej a uma solução pa r t ic ul ar da equação (V.l7). 

Obtemos, 

"v "" -i 

C= to ( (/ o f~ 'V 

d .ç > 
).Mo i - t( 

ft> dM oM 

que, usando as express oes da das nas e q uaçoes (V. 20) e (V.21), as 

s um e a forma, 

(V . 24 ) 
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Portanto, a transformada de Laplace da distribuição p~ 

de ser escrita como 

( v . 2 5 ) 

que e solução da equaçao (V . l7) precisa atê ordem E 0 . 

Desprezando termos de ordem deE. e inve rtendo a tr ans 

formada de Laplace, obtemos para a distribuição de alta energia 

dependente do tempo, 

onde u 
m 

= e 

t 
T ao 

t 
T 

e uM = e ao . Em termos das variã veis 

do problema, a distribuição assume a forma, 

(V . 26) 

o r i gi na i s 

O primeiro termo da equaçao (V.27) forne ce a distribul 

çao de alta energia para velocidades v tais que vm(t) ~ 
-t/ T 

sendo v (t) = v e ao. A distribuição nesta regi ão m ao 

v ~ v ' ao 
coincide 
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c o m a di s t r i b ui ç ã o de f r e ame n to , dada p e 1 a e q u ação ( I V . 9 ) , se l em 

brarmos que para v:::: v v3 << v3 . O segundo t ermo de st a equ a ao' c -

ção fornece a distribuição de alta energia pa ra velocidades v 
t/-r 

tais que v ~v ~ vM(t), sendo vM(t) = v e ao Tal parte da dis ao ao 

tribuição mostra que, para termos um acréscimo na velocidade das 

particulas alfa de 6 v112 
Te Q, n 2 

= m-v-- , e necessãrio um tempo da 
a ao 

o r -

dem de (
T Q,n2) 

6 t 1 I 2 = ' a o me v 2 
a a o 

Se tivessemos mantido termos da ordem de f 

(V.23), a distribuição seria dada por 

u ( ..v. - .M.'h'l ) u ( i - .u..) 1-

i -z. ) I é _ - ( .u. -i _ 1- .2. ] t 
+ 4 2 

e 2~ L i - ( ~"') lJ ( ,uM- .u) U Cu - i) J • 

na equaç ao 

(V . 28) 

Notamos que a di stri bui ç ão dada pe l a equaçao (V .26) apr~ 

senta cortes verticais em u =um e em u = uM' Os termos adiciona is 

em relação ã equação (V . 26), que ocorre·m na eq uação ( V.28), tem 

como efeito arredonda r os vértices que ocor r e m nestes cortes ver 

ticais da distribuição dada pela equação (V . 26) . 

Devemos observa r tambem que, se a f on t e de particu l a s 

alfa nao e do tipo função delta, mas apresent a uma certa largura 

em velocidade, teremos como conseqUência que o cor t e vertical apr~ 

sentado pela distribuição de freamento sera su avizado e, alem di ~ 

to, a largura da cauda de alta energia sera de terminada por esta 

largura, seM:.. > T . Estes efeitos são discuti dos em detalhe no o e 
Apêndice B. 
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VI - TRANSPORTE DEVIDO As COLISOES DE PARTTCULAS 

VI.l - Introdução 

Neste capitulo vamos analisar os efeito s, provocad os 

pela criação de particulas alfa em um plasma, sobre o tr ansp ort e 

neste plasma, a partir de um tipo de teoria de transp orte cl ãssi 

ca. Estudamos, então, a evolução temporal da . densidade de par ti 

culas, da densidade de momentum, da densidade de ene rg ia ci neti 

ca e da densidade de fluxo de calor das par t i culas alfa . A e vo lu 

ção temporal destas grandezas e obtid a a partir do s momentos da 

equação de Fokker-Planck, e as cont r ibuições a es t as quantidades, 

provenientes das colisões com os elétrons e com os Ton s do pl a~ 

ma, são calculadas explicitamente. Usando as equaçõ es ass im ob ti 

das, que descrevem a evol ução tempo r a l das grandezas de interes

se, alguns coeficientes de transpor te s ã o obtido s. 

As seguintes defin i ções s ao usa das : 

a) densidade de particulas : 

( VI. l) 

b) velocidade media: 

(VI.2) 

c) dens i dade de momentum: 

(VI. 3) 



d) tensor pressao: 

_.!>o 
___:;, 

+>d_ = ~ f ( V- < V ) ) ( V- <_ V ) ) tJ J. V I 

e) densidade de energia cinética: 

f) vetor fluxo de calor: 

Q =.i~ (v-<::v>)(v-<.v> f o. v . --"> í _, ..... _, ....., )2 ..., 
;,L 1. d. 

A partir destas definições obtemos , 
___,. 

...........::> -...:., 

t>o( = -:r:- IW\c;l. A(\J <. v> < v> ) 

onde definimos as grandezas auxiliares, 
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(VI.4) 

(VI. 5) 

(VI. 6) 

(VI. 7) 

(VI.8 ) 

( VI. 9) 

(VI. l O) 
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Na secçao VI. 2 estudamos a evolução temporal da densi 

dade de part1culas alfa. Na secção VI.3 estudamos a evolução te~ 

poral da densidade de momentum e, usando expressoes analiticas, 

obtidas em capitulas anteriores, para a distribuição de p a rtic~ 

las alfa, e feita uma estimativa da transferência de momentum que 

ocorre devido as colisões, assim como da freqllência media de co 

lisões e da resistividade elétrica. Nas secções VI.4 e VI . S estu 

damos a evolução temporal da densidade de en~rgia cinética e da 

densidade de fluxo de calor e, novamente, usando as distribuições 

especificas das particulas alfa, são feitas estimativas da troca 

de energia entre particulas alfa e as particulas do plasma de fun 

do e do fluxo de calor devido as colisões. Nas secções VI.2 a VI.S 

o efeito da presença de um campo elétrico e conside r ado e os re 

sul tados para o caso em que este campo e nulo são apontados . Na 

secção VI.6 as colisões entre os elétrons e os ions são tratadas 

através de um modelo conveniente e, na secção VI . 7, fa z-s e um ba 

lanço da potência envolvida no processo em consideração . 

VI.2- Evolução Temporal da Densidade de Pa r tf c ulas 

Nesta secçao estudamos a evolução temporal da densida 

de de particulas alfa, levando em conta os efeitos das colisões 

destas particulas com os elétrons e os ions do plasma , a partir 

da equação de Fokker-Planck. 

Tomando o momento de ordem zero da equaçao de Fokker

-Planck, equação (II.2), onde excluimos o termo de perda , ou se 

ja, integrando esta equação sobre todo o espaço de velocidade e 
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usando a equaçao (VI.l), obtemos a seguinte equaça o, 

(VI. ll) 

onde 

(V I .l2) 

afal sendo a t c definido na equaçao (! 1. 2) . 

A equação (VI.ll) nos dã a evolução tempo ral da de nsi 

dade de partículas alfa, criadas em um plasma composto de elé

trons e de ions, na presença de um campo elétrico Ê e de uma fon 

te S, quando as colisões entre as partículas alfa e os componen-

tes do plasma são consideradas . 
dn 

O termo cr[- contem a var iação tempor a l da densi dade 
c 

de partículas alfa devida as colisões. Usando o op erador co lisão 

escrito na forma de Landau, dado neste caso pela e quação (II.8 ), 

e, observando que tal operador , esc r ito nesta forma, e claramen 

te o divergente de um vetor no espa ço de veloci dade, obtemos 

(VI. l3) 

onde usamos o fato de que tanto a f un ção distrib ui ção f como 
af a 
~se anulam em uma superfície no i nfinito, no esp aço de veloci 
a v 

dade. Portanto, o operador colisão conserva o númer o de particu-
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las alfa presentes no plasma; seu efeito e de apenas deslocã-las 

no espaço de velocidade. 

Poder1amos ter adotado um procedimento alternativo e 

separado o operador colisão em suas partes de freamento e de di 

fusão, dadas pelas equações (11.13) e (11.14), que tambem sao di 

vergentes de vetores no espaço de velocidade. Então, as contri 

buições a variação temporal da densidade de partículas alfa, de 

vida as colisões que produzem freamento e difusão, sao nulas, tan 

to quando sõ consideramos colisões com uma espêcie de partícula 

(ou elétrons ou Tons), como quando consideramos todas as c o 1 i-

soes. 

A equaçao (VI.ll), que descreve a evolução temporal da 

densidade de partículas alfa, pode então ser escrita como, 

(VI.l4) 

Observamos que o termo que contêm o campo elétrico E, 
na equação (VI.ll), e nulo sempre, pois, no espaço de velocidade, 

o f a 
a função distribuição f e--~ se anulam em uma superfície no in 

a av 
f i n i to . Portanto , a e q u a ç a o ( V I. 1 4 ) e vã 1 i da tanto n o c as o em que 

E =O como quando Ê f O. 

Para qualquer tipo de fonte de particulas alfa, obte-

mos 

(VI.l5) 

que mostra que a densidade de partícul'as alfa cresce com o tempo 
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a uma razao que e igual a razao de produção das particulas alfa, 

(~~). Notamos que, como não estamos incluindo o termo de perda 
r 

na equação de Fokker-Planck, a densidade de particulas alfa ten 

derã a crescer com o decorrer do tempo, dentro do modelo por nos 

adotado. 

VI. 3 - Evolução Temporal da Densidade de Momentum 

Nesta secção estudamos a evolução temporal da densi da 

de de momentum das particulas alfa a partir da equação de Fokker-

-Planck, e consideramos detalhadamente o efeito das colisões, en 

tre as particulas alfa e os elétrons e os ions do plasma, sobre 

o transporte da densidade de momentum que ocorre no plasma em 

consideração. 

Tomando o momento de ordem um da equaçao de Fokker-

-Planck, ou seja, multiplicando a equação (II.2), excluido o te!_ 

mo de perda, por m t e integrando sobre todo o espaço de veloci a 

dade, obtemos a equação que governa a evolução temporal da densi 

dade de momentum transportada pelas particulas alfa. Esta equa-

ção tem a forma, 

(IV\,/ MA J (: V) ) \ t ~ f S V d V i 

c. 

(VI.l6) 

onde 

d. ----. (VI.l7) 
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nos dã a var1açao temporal da densidade de momentum das partic~ 

las alfa devida as colisões. 

Usando o operador colisão, dado pela equaçao (II.8}, i.!:_ 

tegrando por partes e usando o teorema da divergência , obtemos 

(VI.l8) 

Notamos que apenas a parte de freamento do operador c~ 

lisão contribui ã equação (VI.l8); a parte de difusão deste op~ 

radar não altera a densidade de momentum media das particulas al 

fa. A parte de freamento das colisões que ocasiona uma diminui

çao apreciável da velocidade das partlculas alfa, pode propiciar 

uma diminuição da densidade de momentum media destas particulas. 

No caso em que nao hã campo elétrico presente , E = O, 

lembrando que a distribuição de particula s alfa e então esferica 

mente simétrica em velocidade, vemos que a cont r ibuição ã varia

ção temporal da densidade de momentum devida as colisões e nula, 

-ft.(n a ma <V >)Ic =o. Tal resultado e esperado jã que, não haven 

do campo elétrico presente, não hã uma direção preferencia l para 

a perda de momentum, ou seja, todas as direções de velocidade tem 

uma perda igual, para uma dada velocidade; na media tal perda de 

momentum e nula. Então, neste caso, a equação (VI.l6} assume a 

forma, 

(VI.l9) 
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que, no caso de fontes esfericamente simêtricas no espaço de ve 

locidade, reduz-se a 

(VI.20) 

ou seja, a densidade de momentum media das particulas alfa se 

mantêm constante no tempo . Observamos, a partir da definição de 

velocidade media, introduzida na secção VI. 1; que neste caso, te 

mo s < v·> = O , o u s e j a , o mo me n t um me d i o das p a r ti c u 1 a s a 1 f a ê n u-

lo. 

- -+ -+ A presença de um campo eletrico, E = Ee
3

, altera esta 

situação, no sentido de que passa a existir uma direção prefere~ 

cial para a perda de momentum, ou seja, hã uma dependência angu-

lar originada pela presença do campo elétrico que se reflete no 

fato da distribuição que descreve as particulas alfa apres en tar 

simetria axial em relação a direção do campo magnético, que coi~ 

cide com a direção do campo elétrico. Neste caso, usando para a 

distribuição de particulas alfa a expansao dada pela equaçao 

(IV.23), vãlida em primeira ordem na magnitude do campo elétrico, 

obtemos para a variação temporal, devida as colis ões, da densida 

de de momentum das particulas alfa, na presença de um campo ele 

trico, 

(VI.21) 

Neste caso a equaçao (VI. 16) pode ser escrita como 
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~ 

___d__(~~~ <V'>)=""ot~E-.?.ií?12 ! ~tte 1\'AJ.l ~ (:~+I ))'t'lxaif.1 iv,ti<~V, 
OJ' ~ rJ.o d::e,~ d o 

(VI.22) 

que mostra que as colisões se opoe, em termos de transporte de 

momentum , ao campo elétrico aplicado. 

A freqDência media de colisões para transferência de 

momentum ãs particulas alfa pelas partículas do plasma, va, pode 

ser obtida [KT73] da relação 

(VI.23) 

Usando a expansao, dada pela equaçao (IV.23), para a 

di s t r i b ui ç ã o f e , c o n si de r a n do s o me n te te rm os 1 i n e a r e s em 
E v a 

o = _ef 11 ~~ , obtemos para o valor mêdio da velocidade das pa~ 
E D v ao 

ticulas alfa 

~ v> - íi 31
" ~e; 

""J 

:x:> 

f t ~ ( v, t) v 3d v) (VI.24) 
E? 

que, substituindo na equaçao (VI.23) e usando a equaçao (VI.21), 

nos permite expressar v como 
a 

y -
d. -

(VI.25) 

A resistividade elétrica, n, pode ser obtida a partir 

de v [KT73], atravês da relação a 
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(VI.26) 

VI.4 - Evolução Temporal da Densidade de Energia Cinetica 

Nesta seçao analisamos a evolução temporal da densida 

de de energia cinetica das particulas alfa, E , 
a. usando o mesmo 

procedimento utilizado na anãlise das evoluções temporais da den 

sidade de particulas e da densidade de momentum. 

Tomando o momento de ordem dois da equação de Fokker-

-Planck, ou seja, multiplicando a equação (II.2), excluido o ter 
ma. 2 

mo de perda, por~ v e integrando sobre todo o espaço de velo-

cidade, obtemos, 

(VI.27) 

-que e a equaçao que governa a evolução temporal da densidade de 

energia cinetica transportada pelas particulas alfa, e onde, 

(VI.28) 

nos fornece a variação temporal, devida as colisões, da densida-

de de energia cinetica das particulas alfa. 

Usando a equação (11.8), integrando por partes e usan 

do o teorema da divergência, obtemos, 

(VI.29) 
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Neste caso, a equaçao (VI.29) contem tanto contribui 

çoes provenientes da parte de freamento como da parte de difusão 

do operador colisão. Usando as equações (II.l3) e (11.14), pod~ 
dE 

mos expressar ~ como 
c 

~I = _d.Ío( \ + 
dJ' t ~f.n. 

d E dE 
onde ~ta e ~ta sao as variações temporais da densidade de 

UI.. fr UI.. dif 

energia cinética das particulas alfa devidas as contribuições de 

freamento e de difusão, respectivamente, e qu~ são dadas por, 

( v r . 30) 

(VI.31) 

Estes resultados mostram que a evolução temporal da de~ 

sidade de energia cinética, em sua parte proveniente de colisões , 

apresenta contribuições nao nulas da parte de freamento e da pa~ 

te de d i f u s ã o, de s i n a i s o p os t os . 

Usando para a distribuição de part1culas alfa e expan

sao dada pela equação (IV.23), linear no campo elétrico, a equ~ 

çao (VI.29) assume a forma, 

(VI.32) 
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Este resultado tambem e vãlido na ausência de campo el~ 

trico, jã que a distribuição, incluindo os efeitos de um campo 

elétri c o em ordem o0
, coincide com a distribuição no caso em qu e 

Ê = o. 

Usando para f 0 (v,t) a distribuição de freamento para as a 

pa r ti culas alfa, dada pela equação {IV. 11), obtemos 

(VI.33) 

Notamos que a equaçao (VI.33) e todas as equaçoes de-

c orrentes desta, devido ao fato de termos usado em sua obtenção 

a distribuição de freamento, sõ são vãlidas para termos t meno 

res do que o tempo de termalização tM' e são constantes no tempo 

pa r a t > tw 

A parti r da equaçao (VI.33) pod emos obter as c ontribu~ 

çoes ã v a ri ação tempora 1 da densidade de energia c i ne t i ca das pa_c 

t i c ulas alfa, devida as colisões com cada especie de part i cul a 

presente no plasma. 

Para a contribuição devida aos ions, ~ d;;j . l de aco~ 
1 1 

do com a região de integração considerada na equação (VI.33) , le~ 

brando que neste caso x. >> 1, aproximamos a funçã o erro e sua 
1 

derivada, de modo que obtemos 

1 . =-~ 
(VI.34) 

onde o somatõrio sobre abrange todos os tipos de 1ons prese~ 
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tes no plasma de fundo. 

A equaçao (VI.34) expressa a perda de energia na unida 

de de tempo sofrida pelas particulas alfa em suas colisões com 

os ions do plasma; esta quantidade de energia e cedida aos Tons 

na unidade de tempo. 
dE: a 

Para a contribuição devida aos elétrons, <ft lem-
e 

brando que xe ~ 1, obtemos 

(VI.35) 

que expressa a quantidade perdida de energia, na unidade de tem 

po, pelas partículas alfa, em suas colisões com os elétrons. Ob-

servamos que a quantidade de energia trocada pelas particulas al 

fa com os ions e compensada por parte da energia trocada pelas 

part í culas alfa com os elétrons. 

A equação (VI.33), que nos dã a densidade de energia 

total cedida pelas partículas alfa ao plasma de fundo na unidade 

de tempo, proveniente das colisões destas particulas com as par

ticulas que constituem o plasma de fundo, neste caso, e dada por 

( V I • 36 ) 

Usando uma fonte do tipo delta, como a que foi utiliz~ 

da na obtenção da distribuição f 0
, a entrada de energia na unida 

a 1 2 dna 
de de tempo, proveniente da fonte e dada por ?r" m v --:n:- e usando 

c. a ao ut 
a equaçao (VI.36) para a contribuição proveniente das colisões, 
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a variação temporal da densidade de energia cinética das part1c~ 

las alfa, dada pela equação (VI.27), assume a forma, 

~ e~ :: 'Y\ 1 e I Ê. < v>+ l """'d v 1( 1:) d "vl./. ( v I . 3 7) 
c\t CAO.. J. l'n-\ dt I 

onde o primeiro termo do lado direito da equaçao acima represe~ 

ta o aquecimento Joule . devido ao campo elétrico. 

A equação (VI.37), usando a equação (VI.24), pode ser 

escrita como 

PQ 

d&J _ rr 311 ~ E S ( f\vl tl v3dv+ .i~ vz.(,t) c(~) 
J.t - J ~ .2 """ cH 

o 

que e uma expressao vãlida ate ordem ô. 

~ Usando as definições de pa e E: ' a dadas 

(VI.38) 

pelas equaçoes 

(VI.9) e (VI.5), respectivamente, e para a distribui ç ão de parti 

culas alfa a expressao dada pela equação (IV.23), man tendo ape -

nas termos de primeira ordem no campo elétrico, obtemos, 

- -~ _., 

to~.= t~ i I 

0d :: i "'""' r d "Yl.L ) .i ( v .t - v ta J ) _ 
J. ~OlocU: ll olu """ 

_ v: ~ r ( Vc,z.- Vc. Vdo +- \1~~ ) 

~ l(V,1 -VV1t)tV~(,c) .... c. flvvl 

( Vc. t V/I'V\t.t)) 1... J _ 
( v e-+- veLo ) -z.. 

(VI . 39) 

(VI.40) 
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sendo, 

(VI . 41) 

Da equaçao (VI. 7) concl uimos , lembrando a equaçao {VI.24) , 

que, em primeira ordem no campo elétrico,~ = t , e que a evol_u 
a a 

ção temporal de p pode ser obtida trivialmente da equação (VI.38). a 

VI.5- A Evolução Temporal da Densidade de Fluxo de Calor 

Nesta secçao analisamos a evolução temporal do 

de calor transportado pelas particulas alfa. 

fluxo 

Tomando o momento de ordem três da equaçao de Fokker-

- Planck, ou seja, multiplicando a equação (11.2), excluido o ter 

mo de perda, por~ v2v e integrando sobre todo o espaço de velo 

cidade, obtemos a seguinte equação para a evoluçã o te mpo r al da 

densidade de fluxo de calor transportada pelas particulas al f a, 

onde 

e a~, 

l (VI.42) 

( VI. 43) 

nos dã a variação temporal da densidade de fluxo de calor trans 

portada pelas particulas alfa, devida as colisões. 
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Usando o operador colisão dado pela equaçao (II.8), i_!! 

t egrando por partes e usando o teorema da divergência, obtemos, 

(VI.44) 

sendo que as partes provenientes do freamento e da difusão por 

colisões, podem, neste caso, ser expressas como, 

~ 

v 
v (VI.45) 

--4> ....., 

v cl v. 
v (VI . 46) 

Observamos que na situação em que nao hã ca mp o eletri 
+ 

co presente, E =O, como a distribuição de parti cula s alfa e es-
+ 

dq a 
fericamente simétri c a, temos -àt =O, ou seja, as colisões nao 

c 
afetam o fluxo de calo r transportado pelas particulas alfa. Como 

+ 
< v > = O, obtemos a partir da equação (VI.42) , 

(VI.47) 

para fontes esfericamente simétricas. Em particular , a part ir das 

definições de Q 
a 

trica, Q = q = 
a a 

+ 
e q ' como a distribuição e esfericamente simea 

O, ou seja, não hã transporte de calor na ausen 

cia de campo elétrico . 

No caso em que temos presente um campo elétrico, usa 



100 

mos para a distribuição de part1culas alfa novamente a expansao, 

li near no campo elétrico, dada pela equação (IV.23) e, obtemos, 

a partir da equação (VI.44), a seguinte equação para a varia ç ão 

da densidade de fluxo de calor transportada pelas part1culas al 

fa, proveniente das colisões 

Levando em conta a equação (IV . 26) e considerand o ap~ 

nas termos lineares no campo elétrico, a equação (VI.48) pode ser 

es crita como 

T dn 
sendo f a 1(v) = ; : dta 3~v)3 (1 + 3w(v)), onde a contribuição do 

v vc 
termo de perda ã distribuição não foi considerada e as funções 

u(v) e w(v) são as mesmas definidas no Cap1tulo IV, secção IV.5. 

A evolução temporal da densidade de fluxo de calor trans 

portada pelas part1culas alfa, no caso de fontes esfericamen t e si 

mé t ricas, fica então determinada pelas equaçoes, 

(VI. 50) 
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e 

(VI . 51) 

onde usamos a equaçao (VI.8) e desprezamos termos de terceira or 

dem em ó; o fator ( E + p ), que ocorre na equação (VI.51), e da a a 
do por 

(VI.52) 

sendo Ea dado pela equaçao (VI.40), e vãlida somente ate primei 

ra ordem no campo elétrico. 

Estas equações mostram que hã transporte de calor pe

las particulas alfa na mesma direção do campo elétrico aplicado . 

VI.6 - Colisões entre Elétrons e Tons 

No tratamento ate aqui aprese~tado do problema que nos 

propusemos a estudar, a ênfase tem sido dada a descobrir o com

portamento das particulas alfa, criadas por reatores nucleares, 

em um plasma termonuclear. Estudamos ate agora caracteristicas 

deste comportamento tais como a distribuição de velocidade que 

estas particulas alfa apresentam em diversas situações e as pro-

priedades do transporte devido ãs colisões, realizado por estas 

partículas, das grandezas fisicas de interesse. Em todo o trata

mento ate aqui apresentado, as espécies componentes do plasma de 
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fundo, quais sejam , elétrons e 1ons de deuterio, de tritio e de 

impurezas, foram tratadas como tendo distribuição conhecida, do 

tipo distribuição de Maxwell, independente do tempo. 

· Sabemos que, em principio, para resolver o problema de 

forma completa, deveriamos resolver simultaneamente um sistema 

de, pelo menos, quatro equaçõ es de Fok ker - Planck, fortemente acQ 

plado, uma para partTculas alfa, uma para elétrons e, no minimo 

duas para 1ons> que inclu1ssem também os campos autoconsistentes 

E e B. Da solução de tal sistema obter1amos ás distribuições de 

part1culas a 1 f a, de elétrons e de -r lOnS, e ' a partir destas di s 

tribuições e das equaçoes de Fokker-Planck correspondentes, pod~ 

riamos analisar o transporte de grandezas fisicas tais como a den 

sidad e de energia cinética e a densidade de fluxó de calor , por 

cada tipo de partTcula . Entretanto, tal problema não permite so 

lu çã o anal1tica e, assim, reduzimos o sistema acoplado de equa

ções de Fokker-Plan ck a uma "única equação, a equação de Fokker

- P 1 a n c k p a r a a s parti cu 1 as a 1 f a , s u pondo d i s t r i b ui ç õ e s de Ma xwe 11 

para os elétrons e os 1ons componentes do plasma de fundo, e con 

siderando apenas os campos elétrico e magnético externos. 

Mas, sabemos que os elétrons e os 1ons do plasma de 

fundo colidem entre si e também que o efeito de tais colisões -e 

importante quando consideramos as trocas de energia entre part1-

culas alfa, elétrons e 1ons, por ser a energia trocada entre ele 

trons e Tons, por colisões, significativa, se comparada com as 

energias cedidas pelas part1culas alfa aos elétrons e aos 1ons . 

Consideramos que a equaçao de Fokker-Planck que des cre 

ve as part1culas do plasma principal é 

(VI. 53) 
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onde os Índices k e j referem-se ou a elétrons (e ) ou a íons (i), 

f k e 
ófk 
a t c 

a distribuição que descreve as partículas da espécie k e 

e o termo de colisão do problema, dado de forma geral pe la 

equaçao (II.9). Observar que estamos su pondo que a distribuição 

f k de pend e do tempo , em geral . 

Vamos tratar o termo de colisão da ~quação (VI.53) le 

vando em conta apenas as colisões entre partículas do plasma de 

fundo de espécies diferentes, ou seja, as coiisões entre ele -

trons e ions. Não consideraremos colisões entre elétrons, ou en 

tre ions de mesma espécie, pois estes tipos de colisões não pr~ 

pi c iam troca de momentum, mas apenas tem o efeito de manter a dis 

tribuição de cada espécie uma distribuição de Maxwell . Colisões 

entre íons de espécies distintas não serão consideradas, tendo em 

vista simplificar o problema. 

Considerando os r esultados obtidos nas sec çoes anter i o 

re s, estamos interessados em analisa r mais detalhadamente o trans 

porte da densidade de e ne r gia ced i da pelas partículas alfa ãs pa!:_ 

ticulas do plasma de fundo. 

Usando a definição de densidade de energia cinética, 

dada pela equação (VI. 5 ), para partículas da espécie k, podemos 

escrever a variação temporal desta densidade de energia como 

cl&~t_ - <'Yvl lt 

J 
() f'J. v l. d v -- - -- JU 

cH 1. o t k (VI. 54) 

ou como 

J,[; k :: 7) dh, I V1
clV) 

O.t ()t \( k 
c 

(VI. 55) 
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d fk 
onde a equaçao (VI.53) foi utilizada. O termo de colisão, at 

c 
que ocorre na equação (VI. 55), pode ser escrito, de forma geral, 

como 

o h I = f i' v L ( 1 + "fV'\1() 
~ ~ kd t~ó l ~ 

(VI. 56) 

onde usamos as equaçoes {11. 9) e {11. 10) e onde j =e se k = i 

e j = i se k = e. Observamos que a· equaçao {VI.56) e vãlida para 

quaisquer duas espécies de particulas. 

Supondo a distribuição fk esfericamente simétrica e as 

distribuições das particulas da espécie j distribuições de Maxwell, 

podemos escrever o termo de colisão, equação (VI.56), na 

dada pela equação {1!.15), ou seja, 

forma 

{VI. 57) 

Usando a equaçao (VI.57) na equaçao (VI.55) e integra~ 

do por partes, obtemos 

{VI.58) 

Usando para a distribuição que descreve as particulas 

da especie k uma distribuiçã o de Maxwell, dada por 
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1 2 onde a tem.peratura das part ículas da espêcie k, Tk =2 mkvthk' em 

geral, depende do tempo, a equação (VI. 58) assume a forma 

(VI. 59) 

Realizando a integração indicada na equaçao acima, ob 

temos, de forma exata, 

(VI.60) 

onde as temperaturas T.Q, foram definidas como Ti =i m.Q,v~hi' i= j 

ou k. Esta equação mostr a que a variação temporal da densidade 

de energia cinética das particulas da especie k depende essencial_ 

mente da diferença de temperaturas (Tj- Tk). Observar que, para 

tempos em que a distribuição termalizada das particulas alfa e 

vãlida, como temos Te= Ti, jã não hã mais troca de energia entre 

elétrons e ions, por colisões entre eles. 

A partir da equa çao (VI.60) obtemos para a variação tem 

poral da densidade de energia cinética dos elétrons, devida a 

suas colisões com os ions , 
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(VI.6l) 

e, para a variação t emporal da dens i dade de energia cinética dos 

io ns, devida as colisões c om os elétrons, 

m. T 
onde usamos o fa t o de q ue --1 ~ >> l , para aproximarmos o m T. 

(
l + m k T j )- 3 I 2 

m j T k 

e 1 

que ocorre na equação (VI.60). 

(VI.62) 

f a to r 

Como era de espera r, devido ao modelo adotado, temos 

Definindo a fr eqOênc i a de c ol is ões elêtron-ion por 

obtemos, 

e. 'l.e L~ <'V) L· ~ 1\ 
f'rri . IYYie. v ) 

L ~e 

d ~e j .,. - ( - - ) - = ..) 'Y\e_ ) Y- . I . - I e. I 

clt . ~ e;.. " 
J., • 

A 

onde supomos ne = r n . . 
i 1 

(VI.63) 
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Se em um plasma as temperaturas dos 1ons e dos elétrons 
-sao diferentes, a medida que o tempo passa, atuam mecanismos de 

troca de energia de tal modo que, para tempos maiores do que o 

tempo de colisão, as temperaturas dos ions e dos elêtrons tornam-

-se iguais, no modelo simples que estamos considerando e que ex 

clui outros mecanismos de perda de energia têrmica. Assim, as co 

lisões entre 1ons e elêtrons, para as quais fizemos um modelo sim 

plificado, baseado na equaçao de Fokker-Planck, que nos conduziu 

ãs equações (VI.6l) e (VI.62), ê um dos mecanismos que atuam no 

sentido de igualar as temperaturas dos 1ons e dos elêtrons. Entre-

t a n to , e x i s t e m o u t r os me c a n i s mo s q u e t a m b ê m f a v o r e c e m a h o mo gene j_ 

zação de temperatura de elêtrons e ions. Resultad~s experi men-

tais para o tokamak TFR mostram [Ma77] que nesta mãquina o bala~ 

ç o de e n e r g i a d o s i o n s p o de s e r de s c r i t o , de f o r ma r a z o ã v e l , a t r a 

ves de uma teoria neoclãssica, ao passo que as perdas de energia 

dos elêtrons, por serem anomalamente grandes, maiores do que as 

predições neoclãssicas por um fator que varia entre 10 a 500 [ME79], 

implicariam na inclusão de processos anômalos que incluíssem a 

existência de instabilidades de particu1as prisioneiras. 

VI.7- Balanço de Potência 

Podemos, com os resultados obtidos, realizar um balan 

ço da distribuição de potência entre as particulas alfa, os ele 

trons e os ions, no caso em que não temos campo elêtrico prese~ 

te , porque o efeito do campo elétrico sobre a potência e pequeno. 
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A equaçao (VI.38) mostra que a potência total transpo.!:_ 

tada pelas partículas alfa e dada por 

(VI.64) 

Notamos que tal equaçao, devido a forma como foi obti 

da, soe vâlida para tempos menores do que o tempo de termaliza

ção, embora este resultado não se modifique consideravelmente p~ 

ra tempos maiores do que o tempo de termalização, e, em partic~ 

1 a r, v (t) tenda a v para t > tM. m a. 

A potência transportada pelos elétrons e dada por 

(VI.65) 

onde o primeiro termo do membro direito provem das colisões ele 

tron-1on, e e dado pela equação (VI.61), e os dois restantes das 

colisões dos elétrons com as partículas alfa, e sao dados pela 

equaçao (VI.35). 

A potência transportada pelos 1ons e dada por 

(VI.66) 

-onde o primeiro termo do lado direito da equaçao e originado p~ 

las colisões entre elétrons e íons, e e dado pela equaçao (VI.62), 
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e o segundo pelas colisões dos ions com as partículas alfa, ten 

do sido obtido da equação (VI.34). 

Então, 

1 vz. d~ 
- -"""ol·J --) 

.2 "'" tU 
(VI.67) 

dn 
onde 1 m v2 

a e a potência de entrada da fonte. 2 a ao crt 

dE: a 
de ot 

As Figuras VI.l e VI.2 mostram a variação com o 
dE: e dE: ; 

tempo 

, <rt e crt, dados pelas equaçoes (VI.64), (VI.65) e 

(VI.66), para Te= T; = ll keV, ne 1 4 -3 = .1 . 6 x 1 O c m e Ti = Te = 15 ke V. 
14 -3 

ne = 10 em , respectivamente, sendo em ambos os casos nd 1 
=nt =2 ne. 

Estas figuras mostram uma acentuada diferença entre a densidade 

de potência cedida aos 
dE: . 

dE: 
elétrons, cnf , e a densidade de potência 

d 'd ~ 1 ce 1 a aos 1ons, 1ft , pelas partículas alfa. Em ambos os casos 
dE: e d E: · 
-át é maior do que (f~ , ou seja, os elétrons absorvem mais rapi 

damente energia das partículas alfa do que os ions. Entretanto, 

comparando as figuras VI.l e VI.2 observamos que a diferença en 
dE:e dE:; 

tre <nt e 1ft diminui a medida que a temperatura de elétrons e 

íons aumenta. Observamos que nestes dois casos considerados, co 

mo as temperaturas de elétrons e íons são iguais, não hã contri 

buição ãs densidades de potência de elétrons e íons proveniente 

das colisões entre estas partículas, pois no modelo por nos ado-
dE: dE: . 

tado a contribuição tanto a cnf como a cnf . devida a este tipo 

de colisão, depende essencialmente da diferença de temperaturas 

(T -T.). e 1 

e 

A Figura VI.3 mostra a variação com o tempo 
dE: . 
d~ , dados pelas equações (VI.64), (VI.65) 

dE: a 
at. de 

e (VI.66), 
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respectivamente, para T. = 15 keV, T =25 keV, n = 9 x1o 13 cm-3 
1 e e 

nd = nt =i ne. Como nas figuras anteriores, observamos qu~E: o de 

créscimo da densidade de potência das particulas alfa, <r[ , e 

acompanhado por um 
dE: e trons, (f;f , e dos 

acréscimo 
dE: . 

1' 1 
1ons, crt 

das densidades de potência dos ele

Como as temperaturas de elétrons 

e ions sao distintas, o efeito das colisões entre estas partic~ 

las, sobre as densidades de potência de elétrons e ions, e leva

do em conta pelo modelo por nõs adotado. Obs~rva-se que o efeito 

destas colisões sobre as densidades de potência ê de diminuir a 

diferença entre a densidade de potência absorvida por elétrons e 

por ions, das particulas alfa. 

Estes resultados permitem concluir que ns elétrons sao 

mais aquecidos pelas particulas alfa do que os ions. Entretanto, 

podemos dizer que a tendência e de que as colisões entre os ele 

trons e os ions equalizem as temperaturas de todas as particulas 

do plasma. 

A Figura VI.4 mostra a densidade de energia cinética 

sa , dada pela equação (VI.40), em função do tempo, para um pla~ 

ma com T = T. = 15 keV, n . = 9 x 10 13 cm- 3 . A densidade de energia e 1 1 

cinética cresce com o tempo, jã que não são levados em considera 

ção mecanismos que permitam a perda de particulas alfa pelo pla~ 

ma e, conseq~entemente, estas se acumularão no plasma, no modelo 

por nõs adotado. 
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4 

2 

o 0.2 0.4 

Figura VI.1 
dEa dEe dEi _2 _3 _ 

- cn; , cn;, cn;, em unidades de 10 W.cm , em funçao 

14 -3 
n e = 1 • 6 x 1 O em , de t, dado em s, para T. = T = 11 keV, 

1 1 e 
nd = nt = 2 ne · 

' 
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20 

10 

o 0.25 0.5 

dE dE dE . _ 2 _ 3 
Figura VI.2 - dta , <nf, <nf , em unidades de lO W.cm , em função 

14 -3 de t, dado em s, para T. = T = 15 keV, ne = lO em , 
1 1 e 

nd = nt = 2 ne · 
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ds a ds e ds i _ 1 _ 3 Figura VI.3- cn;. cn;. cn;. em unidades de 10 W.cm • em fun 

ção de t, dado em s. para T. = 15 keV, T = 25 keV. 
13 -3 1 1 e 

n e = 9 x 1 O em • n d = n t = 2 n e . 
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VII - SUMARIO E DISCUSSAO 

No presente trabalho tratamos de dois assuntos de im 

portância para a compreensao do funcionamento dos futuros reato

res de fusão: a distribuição de velocidade apresentada pelas pa! 

tTculas alfa criadas nas reações termonucleares e o efeito, devi 

do as colisões destas partíc ulas alfa com as partículas do pla~ 

ma de fundo, sobre o transpo rte das grandezas macroscõpicas. 

O conhecimento da distribuição de velocidade das parti 

culas alfa, alem do interes se intrTnseco que apresenta, e impor

tante pa ra a analise das instab ilidades em plasmas termonuclea 

res com combustível de deuterio e tritio, ocasionadas pela pr~ 

sença das part1culas alfa criadas nas reaçoes termonucleares. O 

estudo do efeito das colisões sobre o transporte 

macroscõpicas mostra como se dã a partição de tais 

das grandezas 

grandezas; e 

de especial interesse a partição da densi dade de energia cinéti

ca das partículas alfa para as particulas com ponentes do pla sma 

de fundo, ja que, para que um reator atinja a ignição, e necessã 

rio que as partículas alfa sõzinhas mantenham o plasma aquecido, 

cobrindo todas as perdas de energia possiveis. 

Desconsiderando a presença de impurezas no plasma, PQ 

demos dizer que o plasma termonuclear mais simples, com combustf 

vel de deuterio e tritio, te râ como componentes elétrons, Tons 

de deuterio, Tons de trTtio e particulas alfa, jã que os neutrons 

gerados na re ação, com 14.1 MeV de energia, seguramente nao pe_c 

mane cerao no plasma. 

Para levar em conta as colisões entre estas quatro es 
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pécies de particulas componentes do plasma termonuclear de forma 

completa, deveriamos ter analisado um sistema de quatro equaçoes 

de Fokker-Planck fortemente acoplado, que forneceria a distribu~ 

ção de cada uma das espécies presentes, levando em conta suas co 

lisões com todas as outras espécies de particulas do plasma, e in 

c l usive com e l as mesmas. A fim de abordar esse problema complexo 

de forma analitica procuramos simplificá-lo mediante modelos fi

sicos apropriados. 

Estudamos somente a distribuição de particulas alfa 1~ 

vando em conta os efeitos ocasionados pelas colisões destas par

t i culas com os elétrons e os ions de deutério e tritio do plasma 

termonuclear, que supomos descritos por distribuições de Maxwell 

independentes do tempo. 

No Capitulo 11 deste trabalho apresentamos a equaçao 

de Fokker-Planck para a função distribuição das particulas alfa 

em sua forma mais geral, obtendo também formas particulares des

ta equação, vãlidas somente para regiões restritas no espaço de 

velocidade e que foram utilizadas em capitulas posteriores. Tam

bém introduzimos alguns parâmetros caracteristicos do problema, 

como, por exemplo, as cargas efetivas, a velocidade critica e o 

tempo de freamento de Spitzer, que se relacionam diretamente com 

o operador colisão de Fokker-Planck. 

N o C a p i t u l o I 11 o b t i v e mo s a d i s t r i b u i ç ã o te r ma 1 i z a da das 

particul as alfa. Esta distribuição que foi obtida excluindo ter 

mos de perda e de campo elétrico da equação de Fokker-Planck, se 

caracteriza por ser uma solução estacionãria, em termos de fun 

cionamento do reator, e não especificar a situação transiente da 

distribuição. Esta distribuição apresenta dois termos: um termo 
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independent e do tempo e um termo Maxwelliano dependente do tempo. 

O espaço de velocidade pode ser dividido de forma g~ 

ral em três regiões, tendo em vista os efeitos dominantes das co 

lisões sobre a distribuição de particulas alfa: região de terma 

lização, região de freamento e região de alta energia. Na região 

de alta e ne rgia um número muito pequeno de particulas alfa ganh~ 

ram energ ia devido as colisões. A região de freamento se caracte 

riza por ser a região em que as particulas alfa perdem velocida

de substanci almente, devido as colisões. A região de termaliza 

ção e aquela região, de menor velocidade, na qual chegam as pa .!:: 

ticulas que foram freadas e onde as temperaturas dos diversos com 

ponentes do plasma term6nuclear se tornam iguais. Hã, com o pa~ 

sar do te mpo, um acumulo de particulas alfa nesta região, jã que 

foram excluidos termos, na equação de Fokker-Planck, que levam 

em conta a possivel saida de particulas alfa do plasma. Existe um 

tempo minimo, tempo de termalização, para que uma situação esta 

cionãria se estabeleça em todas estas três regiões. 

Obtivemos as distribuições nas regiões de termalização , 

de freamento e de alta energia, a partir de um ansatz em que es 

sencialmente impõe-se a equalização das temperaturas de elétrons, 

Tons e particulas alfa na região de termalização. Os resultados 

obtidos mostram a formação de uma Maxwelliana progressivamente 

crescente na região de termalização e, para as regiões de frea 

mento e alta energia, fornecem as distribuições estacionãrias de 

freamento e alta energia, respectivamente, como confirmamos nos 

CapTtulos IV e V deste trabalho. As Figuras III.l a III.6 mostram 

os resultados obtidos. Tais resultados concordam satisfatoriamen 

te com os obtidos por Kol esni chenko e Fursa [KF75]. 
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No Capitulo IV, onde sõ consideramos os termos de frea 

mento no operador colisão de Fokker-Planck, tratamos da distri 

buição de freamento das particulas alfa, obtendo a partir de con 

veniente forma aproximada da equação, a distribuição estacioná 

ria, que coincide com o termo dominante da solução termalizada 

na região de freamento. Obtemos também a distribuição dependente 

do tempo e os efeitos produzidos sobre a distribuição pela incl~ 

são, na equação de Fokker-Planck, de um term? de perda e de um 

termo de campo elétrico. Em geral tais resultados foram obtidos 

para um termo de fonte arbitrário e, então, particularizados p~ 

ra uma fonte deltiforme. A distribuição dependente do tempo mos 

tra que não hã particulas alfa com velocidade mai·or do que a ve 

locidade inicial e que todas as particulas alfa são freadas ao 

longo da mesma trajetõria caracteristica no tempo, pois os ter 

mos de difusão foram desprezados. Tais resultados são ilustrados 

pelas figuras IV.l, IV.2 e IV.3. 

A inclusão de um termo que leva em conta as possiveis 

p e r das de parti cu 1 as a 1 f a p e 1 o p 1 as ma f o i f e i ta s u pondo q u e a 

freq~~ncia media de perda, v l' e uma função arbitrária somente 

da velocidade. Em um modelo que leva em conta a perda de partic~ 

las alfa por recombinação, troca de carga e tambem por perdas an§_ 

malas, v l foi suposta depender de v através de uma lei de pot~n

cia do tipo v-n sendo n um numero real. A inclusão do termo de perda 

modifica a distribuição de particulas alfa através de um fator 

multiplicativo que depende da freqU~ncia vl. Se vl e constante 

estes efeitos são importantes para vL' > 3, como mostram as Fi-ao 
guras IV.4 e IV.S. 

A presença de um campo elétrico paralelo fraco e leva 
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da em con ta Jatravês da expansao da distribuição de particulas al 

fa na presença do campo elétrico, em uma série de potências, cu 

jo parâmetro de expansão depende essencialmente da magnitude do 

campo elétrico. A solução em ordem zero, evidentemente, reproduz 

a distribuição na ausência de campo elétrico e, em primeira or

dem, depende do ângulo polar na forma cos e . 

Os resultados por nõs obtidos apresentam boa concordân 

cia com os resultados de D~chs e Pfirsch [DP74], Tsuji et ali i 

[T K S N 7 6 J e S a i t o e t a 1 i i [ S S K M 7 7] . Ta 1 c o n c o r d â n c i a é ma i s p r o -

n u n c i a da em r e 1 ação a os t r aba 1 h os de T s u j i e t a 1 i i e Sai to e t a 1 i i , 

pois as apr oximaçõ es por eles realizadas na equaçao de Fokker

-Planck que descreve as particulas alfa são anãlogas as que rea 

lizamos e, incl usive, Saito et alii apresentam soluções analiti 

cas que correspondem as nossas distribuições de freamento esta

ci onãrias sem termo de perda e incluindo um termo de perda. Qua~ 

to aos resu ltados de DÜchs e Pfirsch, embora sejam mais gerais 

do que os nossos, no sentido de que consideram um plasma finito 

e t ambem estudam a dependência espacial da distribuição, não apr~ 

sentam a distribuição em forma analitica. Entretanto, as formas 

da distribuição nas regiões de freamento e de termalização sao 

coincidentes. Hã, porem, uma sensivel discrepância na evolução 

temporal da distribuição, que no nosso caso manifesta-se através 

de cortes verticais limitadores da distribuição, ao passo que, 

nos tra balhos citados, tais cortes verticais sao abrandados. Tal 

efei to provem da inclusão por estes autores, em estudos numeri 

cos da equação de Fokker-Planck para particulas alfa, dos termos 

de difusão no operador colisão de Fokker-Planck, que foram por 

nõs total mente desconsiderados ao obtermos a distribuição de frea 
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mento. 

No Cap1tulo V estudamos a distribuição de part1 culas 

alfa em sua cauda de alta energ ia, sem entretanto incluirmo s ter 

mos de perda e os efeit os de campo elétrico. Obtivemos tanto a 

di stri buição estacionária como a evolução temporal de st a cauda. 

Os resultados obtidos mostram que hã uma boa concordância da dis 

tribuição obtida com o termo dominante da distribuição termaliza 
T -J da na região de alta energia, pelo menos em ordem E= __ e_~ 10 , 

E: ao 
que e o parâmetro signifi cativo das expansões utilizadas para o~ 

ter a distribuição de alta energia. Alem disto vemos que esta dis 

tribuição decai rapidamente com o aumento de velocidade da s par:_ 

tículas alfa como mostra a Figura V.l, ou seja, o numero de pac_ 

tículas a l fa que atinge tal região e desprezãvel se comparado com 

o numero de part1culas alfa freadas e que chegam a regi ão de ter 

malização. 

No Capitulo VI estudamos o transporte origi nado pelas 

colisões das part1culas alfa com os elétrons e os 1ons de deutê 

rio e tr1tio do plasma termonuclear, através dos s uces s iv os mo 

mentos da equação de Fokk er-Pl anck para part1cula s alfa. Foram ana 

lisadas as evoluções temporais das densidades de part1culas, mo 

mentum, energia cinética e flu xo de ca lor. 

Mostra mos que a densidade de pa r t1culas alfa cresce co m 

o tempo a uma razao igual a ra zao de produ çã o destas part1culas 

alfa, se não incluirmos termos de perda na equaç ao de Fo kke r-

-P la nc k. Quanto a densidade de momentum, a s sim como a densidad e 

de fluxo de calo r, el as são conser vadas na ausência de campo el~ 

trico. Na presença de um campo elétrico, que impõe uma direção 

prefe rencial tanto para a var iaçã o do momentum como para a varia 
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çao do fluxo de calor, calculamos as contribuições ã variação tem 

poral destas grandezas devidas as colisões, tanto das particulas 

alfa com eletrons como com os ions de deutêrio e tritio. Mostr a -

mos que as colisões se opõe, em termos de transporte de momentum, 

ao campo elétrico aplicado, ao passo que se somam no caso de trans 

porte de calor. Mostramos tambem como e possivel obter-se a pa~ 

tir destes resultados a freq~ência media de colisões para trans 

ferência de momentum ãs particulas alfa pelas particulas do p la~ 

ma de fundo e a resistividade elétrica. 

O transporte da densidade de energia cinêtica foi estu 

dado detalhadamente. Calculamos tanto a perda de energia na uni 

dade de tempo sofrida pelas particulas alfa em suas colisões com 

os ions do plasma de fundo, como a perda sofrida por estas parti 

cu l as em suas colisões com os elétrons. Como usamos em tais cãl

culos f ormas apro ximadas para a distribuição, que somente são vi 

lidas para tempos t < t M, os resultados obtidos, ou seja, as ener 

gi as adquiridas por elétrons e ions das particulas alfa, o foram 

em tempos menores do que este. Ao estudarmos o transporte da den 

sidade de energia cinêtica foi necessãrio considerar as trocas 

de energia entre elétrons e ions que compõe o plasma de fundo, 

por s e rem estas trocas significativas, para Te I Ti, ao realizar 

mos um balanço da potência envolvida no processo. Escolhemos um 

modelo simples, utilizando a equaçao de Fokker-Planck, que consi 

derou apenas as colisões entre elétrons e ions. O efeito das co 

lisões dos elétrons e dos ions com as particulas alfa foi calcu 

lado a partir da equação de Fokker-Planck para particulas alfa. 

O efei t o das colisões entre particulas da mesma espêcie foi con 

siderado ao supormos que as distribuições dos elétrons e dos ions 
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era m distribuições ele Maxwell. Estas colisões não ocasionam tro 

ca de momentum nem de energia cinética. Os resultados obtidos p~ 

ra as v a ri ações temporais da densidade de energia cinética de ele 

trons e ions devido a suas colisões com ions e elétrons, respe~ 

tivamente, mostraram que hã uma tendência a equalização das tem 

peratura s de elétrons e ions. 

O balanço de potência realizado mostrou que a potência 

ce did a aos elétrons pelas part1culas alfa e maior do que a potê~ 

c ia transferida aos 1ons, embora esta diferença diminua a medida 

qu e a s temperaturas de elétrons e ions aumentam, como mostram as 

figur as VI.l, VI.2 e VI.3, o que deverã ocorrer nos futuros rea 

tore s de fusão. 

O pres·ente trabalho poderia ser aprofundado em diver 

sos pontos. A solução termalizada obtida de forma analitica apr~ 

ximada para as regiões de termalização, freamento e alta energia 

no Cap1tulo III, poderia ser facilmente melhorada se mantivesse 

mos um maior número de termos nas expansões da função erro e sua 

derivada, que ocorrem na so l ução termalizada exata. Mantendo um 

maior número de termos nestas e xpansões faremos com que as apr~ 

ximações anal1ticas obtida s no Capitulo III concordem melhor com 

a soluç ã o obtida numericamen te , na região em torno de vthi' onde 

a distribuição apresenta seu ponto de mãximo. Também poder1amos 

melhorar a solução termalizada at r avés da introdução de uma su 

perposição de distribuições Ma xwellianas com diferentes tempera

turas, cujo peso relativo deveria ser obtido, e através da intro 

duç ã o dos efeitos de um termo de perda sobre esta distribuição. 

Também poder1amos tentar estudar, de forma anal1tica, a contri

buição dos termos de difusão do operador colisão~ Fokker-Planck 
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ã distribuição de fre amento das part1culas alfa. 

Utilizando as distribuições anallticas obtidas pode-se 

tambem estu dar aspectos da estabilidade de um plasma termonu 

c l ear de deuterio e tr1ti o. Ta l assunto poderâ ser de im port â~ 

c i a e m r e l a ç ã o a o c o n f i n a m e n t o d a s p a r t 1 c u l a s a l f a e m f u tu r os r e a 

tores de fusão, e tem sido a motivação de diversos trabalhos 

[ BK074J , [ KM75] , [ LM75] , [K LMP76J, [ SC7 8] . 



APt:NDICE A 

OBTENÇAO DA RAZAO DE PRODUÇAO DAS PART1CULAS ALFA 

As particulas alfa sao criadas pela reaçao nuclear 

que ocorre no plasma composto de elétrons, ions de deuterio (D) 

e ions de tr1tio (T). A razão de produção destas particulas e da 

da por 

(A . 1 ) 

~ ~ -
onde vd e vt sao as velocidades dos ions de deuterio e de tritio, 

r e s p e c t i v a me n te , a d t ( I v d - v t I ) e a s e c ç ã o de c h o q u e da r e a ç a o q u e 

combina estes ions e fd e ft são as distribuições de velocidade 

que os descrevem. Se supusermos que as distribuições dos ions de 

deuterio e tritio são distribuições de Maxwell, 

3/.2-

f . ="" · (~( ) ~.l(P ( -
~ .2... l i I · {.. .(. 

onde o indice i refere-se tanto o s ions de deuterio como de tri 

tio, e onde ni e a densidade, mi a massa e T. a 
1 

ion do tipo i, a expressão (A. 1) assume a forma 

temperatura do 
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( A . 2 ) 

Fazemos uma mudança das variãveis para c o o r de 

nadas relativa, v, e centro de massa, V, definidas por 

-..:) 

v_ IYY\ d.. v d. t- '""" t vt 
I"YY\ a + 'YY\ \: 

Como o mõdulo do Jacobiano desta transformação e um, 

e definindo a massa reduzida do sistema de dois Tons, mr, por 

e a massa do centro de massa por 

S0
, dado pela equaçao (A.2), pode ser expresso como, 

(A. 3) 

uraoa 
.... ~da ...... -·· ..• 
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Supomos que as temperaturas dos ions de deuterio e tri 

tio sao iguais, Td =Tt =T. Neste caso a equação (A.3) reduz-se a 

que, realizada a integração em V e na parte angular de~. assume 

a forma 

(A. 4) 

Define-se a razao de reaçao media por particula, <adtv > 

como, 

( A. 5) 

ou seja, como a media sobre distribuições Maxwellianas da razao 

de reaçao. 

Observamos que se va dt(v) v a , sendo v e a cons-o o o o 
tantes, < odtv > = a

0
v

0
. 

Escrevemos a integral que ocorre na equaçao (A.4) em 

termos da energia associada ao movimento relativo, 

Em termos desta nova variável, a razão de reação media por parti 

cula, dada pela equação (A.5), assume a forma 
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- E!l/1 
te () 1(1-). 

J1. dt (A. 6) 

G a mo w [ G a 3 8] , o b t e v e a s e c ç a o de c h o q u e , n o si s te ma ce n 

tro de massa, para reações termonucleares entre particulas com 

cargas z1 e z2 . Esta secção de choque e dada por 

2 íl ~ lz e z. 1~ t. 2. 

~ { z_ fn ) 1/t 

onde mr e a massa reduzida das particulas com cargas z1 e z2 , Er 

a energia associada ao movimento relativo, . C e uma constante que 

e xpressa a secção de choque quantum-mecânica usual e o fator 

e xponenc ial expressa a penetração da barreira coulombiana, 

calculada usando a aproximação WKB. 

Glasstone e Lovberg [GL60], usando os resultados de 

Gamow, mostraram que para as reações de deutêrio e tritio, o dt P.Q 

de ser aproximado por 

() I f ) _ _!:h_ exr ( 
~t D - E 

I) 

A7. 
- 1/ 2. 
t 

D 
(A. 7) 

4 sendo A1 = 2.19 xl0 , A2 = 44.24, E0 dado em keV e o dt em barns. A 

expressão (A. 7) e valida no sistema laboratõrio, em que se consi 

dera que um ion de deuterio energético atinge um ion de tr1tio 

em repouso, e para valores baixos de E D. 

A energia E o do 
~ 

de deuterio relaciona-se 1on com a ener 

gia do movimento relativo E o 
md+mt 

E ED 
5 E Sub s-por r' ou = j 

mt r 
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tituindo a equaçao (A . 7) na equação (A.6) e introduzindo a variã 
E r 

vel adimensi onal E = ~ , obtemos 

(A . 8) 

onde A~ = ~ A1 , a = (f~ . 
Em forma mais compacta a equaçao (A.8) pode ser escri-

ta como 

(A.9) 

onde 

o 

a Em I(a), a função f( E) = E + lÊ , que ocorre na exp~_ 

· 1 d · d d .... · (a) 2 I 3 nenc1a o 1ntegran o, apresenta um ponto ~e m1mmo em E = Em= 2 . 

Expandindo f( E) em s~rie de Taylor em torno do ponto E e, reten 
m 

do termos ate ordem dois em E, obtemos 

(
!!:.. )2./3 ;JO 

- 3 J... f l (ot. );' e d. ~ 

o 

- ~ ( ; ) 2_f3 ( ~ - ( ~ ) 2./3 ) ~ 
e 1 

que, fazend o a mudança de variãvel 
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nos fornece 

Usando este resultado a razao de reaçao media por pa.!:_ 

ticula as sume a forma 

sendo T dado em keV. Esta fÕrmula aproximada e vãlida para val~ 

res baixos de T, T ::: 25 keV [GL60], pois neste caso < crdtv > a i_!! 

da e menor do que seu valor mãximo, ao passo que para valores 

maiores de T, < crdtv > e grande e aproximadamente constante. A 

expressão para a razão de produção das particulas alfa, S0
, obti 

da trivialmente das equações (A.lO) e (A.5), e 

(A.ll) 

onde nd e nt sao dados em cm- 3 e Tem keV. O resultado dado pela 

equaçao (A. 11) e a expressão introduzida na equação (III.6). 



APtNDICE B 

DISTRIBUI ÇAO OBTIDA DE FONTE NAO DELTIFORME 

Embora muitas das distribuições de particulas alfa nes 

te trabalho tenham sido obtidas para um termo de fonte arbitra

rio, em geral supusemos uma função deltiforme em velocidade. Des 

te modo obtivemos soluções mais simples, que · ilustravam a parte 

fi s i c a f u n da me n ta 1 . 

Os trabalhos de Kolesnichenko e Oraevskii [K06 7] e 

Liskien [Li79] mostram que fontes não deltiformes devem ser con 

sideradas. 

Neste apêndice inicialmente vamos obter uma expressao 

mais precisa para o termo de fonte das particulas alfa, do que a 

que foi introduzida pela equação {III.5), 

S c C' 
(v )::. J 

1. y 1í voU;, 
( B. l ) 

onde S0 
= ndnt<odtv>, sendo <o dtv > dado pela equaçao (A.lO), e 

sendo nd e nt as densidades de ions de deutêrio e tritio, respe~ 

tivamente, e v a velocidade inicial das particulas alfa. ao 

No Apêndice A obtivemos 

( B . 2 ) 



1 31 

on de M = md +mt ê a massa total do sistema de ions deuteri o-tri 
+ + 

tio, 
mdmt -

mr = -M- e a 
+ mdvd + mtvt -

massa reduzida do sistema, V = M e a 
+ + + -

velocidade do centro de massa e v= vd- vt e a velocidade relati 

v a. 

Observamos que, por definição, 

( B . 3) 

para qualquer forma da função fonte S. 

U s a n d o o me s mo t i p o de p r o c e d i me n t o q u e o u ti 1 i za do p o r 

Kolesnichenko e Oraevskii [K067], realizamos uma mudança de va 
- . + + riaveis das velocidades de centro de massa e relat1va, V e v, p~ 

ra as velocidades das particulas alfa nos sistemas laboratõrio e 
+ + centro de massa, v e u . a. a. 

No sistema centro de massa, a conservaçao de energia 

pode ser expressa como 

( B • 4) 

onde Q e a quantidade de energia cedida a particula alfa e ao 

- + neutron na reaçao, mn e a massa do neutron e un sua velocidade e 

u e a velocidade da particula alfa no sistema centro de massa. 
a. 

Neste mesmo sistema, a conservação de momentum assume a forma, 

( B . 5) 

onde ud e ut, sao as velocidades dos ions de deuterio e tr1tio, 
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respect i vamente, no sistema centro de massa. 
+ ma + ~ 

Da equação (8.5) obtemos u =-- ua, que substitu1da na 
n mn 

equ aç ao (8 . 4}, fornece 

( 8 . 6) 

onde usamos M = ma+ mn, pois a variação em massa e muito pequena. 

As velocidades das partlculas alfa .nos sistemas labora 

t6 ri o e centro de massa relacionam-se por 

( 8. 7 ) 

+ + 
Em termos das velocidades va e ua das partlculas alfa, 

dad as pelas equações (8 . 6) e (8.7), a razão de reação S0
, dada 

pe la equação (8 . 2), pode ser expressa como 

l 
11 

d & ot (t.i-M e o( !( 

':lo 

J cl"~v~ J d.u"' u._ 

v~~ o 

X 

( 8 . 8 ) 

Escolhendo no sistema de coordenadas centro de massa 
+ o eixo Z ao longo da direção de v , e realizando as int~grais an a 

gu l ares que ocorrem na equação (8.8), obtemos 
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Se desprezarmos a variação com a energia do f a to r 

Er cr dt(Er) para altas temperaturas, a razão de reação 5°, dada p~ 

la equação (B.9) assume a forma 

r1~Y, 
v IV\ MI\.,L 

X. ext ( _ 1~~~ J [ ~xt ( M v~~) _ e~ ( _ M ~ u~) J } 

que realizando a integral em u ' a 
pode ser escrita como 

J d 'v.~. 

(B.lO) 
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- 1 -i P a r a x > > 1 , p o demo s a p r o x i ma r e r f c ( x) = - e [AS 6 6 J . 
liTx 

Neste caso a equação (8. 10) pode ser escrita como, 

v.,~. 

( M ( v ( -"--1 "W""----'""-'--"tl- ) 
2 

) e x~n- --:---=- .;. +- 11 ~ 
I' _ J.. I V IW\qL M J 

(8 .11) 

Se desprezamos os frente a 1, nos de 

nominadores que ocorrem na equação (B. 11), e comparamos a expre~ 

são resultante com a equação (8.3), a função fonteS e, então, da 

da por 

j ::- 'VId. ""t () c.U t:: n. 1\N\}12 

2 "Jtl iT~T Q_~llryy,n\lli'Vv\~'2. 

- e 

M 
.lT 

2 

) J 

(B.l2) 

A função fonte dada por esta equaçao torna-se uma fun 

çao delt a em energia, quando a temperatura torna-se pequena. 

O resultado obtido, equação (8. 12), coincide com o re 

s u 1 ta do de K o 1 e s n i c h e n k o e O r a e v s k i i [K O 6 7] , exceto p e 1 o fato r 
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de normalização. Observamos que a função fonte S, por nos obtida, 

e normalizada a 

?11 -- J.. "1\cl, "v\ t CTct t C .n. "YVI ot. 

1\12 f\1\ 'W'\,\12. 

e que o primeiro termo da espressao de · S(v) i o termo dominante. 

Liskien [Li 79], usando o método de Monte Carlo, deter

minou numericamente o espectro de particulas alfa e de neutrons 

produzidos em um plasma de deuterio e tr1tio a temperaturas de 

10, 20 e 30 keV. Ele mostrou que para temperatura do plasma de 

30 keV o espectro das p~rticulas alfa apresenta uma largura de 

ate 2 MeV. Segundo Liskien o resultado obtido por Kolesnichenko 

e Oraevskii [K067] concorda bem com o resultado para o espectro 

de particulas alfa por ele obtido. 

Os resultados do presente trabalho ou sao dados direta 

mente em termos de uma fonte arbitrâria, como na maior parte. dos 

capitulas IV e VI, ou foram calculados especificamente para uma 

fonte deltiforme, como nos capitulas III e V. Escolhida uma fon-

te não deltiforme conveniente, no primeiro caso, seu efeito so 

bre a distribuição de freamento ou sobre o transporte das grand~ 

zas macroscópicas pode ser calculado diretamente. No segundo ca 

so, ou seja, para as distribuições termalizada e de alta energia, 

podemos obter os efeitos de uma fonte não deltiforme sobre a di~ 

tribuição, usando o método da função de Green, jã que a distri

buição obtida para uma fonte deltiforme, nos fornece a função de 

Green do problema. 

Tendo em vista ilustrar os efeitos sobre a distribui-
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çao ocasionados por uma fonte nao deltiforme, consideramos alg~ 

más das distribuições por nEs obtidas pa~a o caso de fonte delti 

forme, e as calculamos para uma função fonte de forma triang ul ar 

da da por 

S( VJ :: ~o 
~ lí ( ~ 6 V'--1- .i.. ô V y) 

b 

i voto _ r.::, v s v ~ v,~. 
0 

v <v<-V, 0 ~r:::,v 
olo - - """ 

e normalizada de acordo com a equaçao (B.3). 

(B.l3) 

A distribuição termalizada e o tempo de termalização , 

d a d o s n o C a p i t u 1 o I I I p e 1 a s e q u a ç õ e s ( I I I. 1 1 ) e ( I I I. 1 O ) par a uma 

fonte deltiforme, no caso de uma função fonte de forma arbitrã 

ria, S(v) = S0 R(v), sendo f R(v)d 3v = 1, são dados por 

I 
1- XJ.. , X.z 

- X.z [ t J ( lv , J.,) -n " ) '' '2. '' e Y ( .t - "") t- , tx"")- v.~...-'tlfl0 h .. lXo<. x oi.. <-<x. "" 

{ifvo/.3 -r~ 
o 2~ . L((xJ') 

J J "J 

e 

,( -M-

)( 1 2.. 
«.. 

) e. x~ dx:._ 

(B .l4) 

(B .l5) 

Usando a função fonte dada pela equaçao (B. 13) obtemos 

a partir da equação (B. 14) a distribuição termalizada nas di fe-
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ren tes regiões do espaço de velocidades, usando as mesmas aproxi 

maçoes que foram utilizadas no Capitulo III para a função erro e 

sua derivada . Par a a região de termalização, O ~v <vthi' obtemos 

3 jí ~I 2. C V Ç 
o .1. 

2/ '2.. -v ll.,l 
e g 

(B .l6) 

Na região de freamento, vthi <v~ vá
0

-t:..v, a distribui

çao independente do tempo e dada por 

(B.l7) 

na parte inferior da região de transição~ onde se localiza a fon 

te, v - t:..v~v~v , por 
ao ao 

t ! v) :: o. 
~ Lj 1 )( . ~ I f\ ) '-f 

- )( - --;- · ;( 1 )(.).. · - 6.1( ) +- - \ )(oi. 0- :...> )\ 
y ~ ) "' o 11.2. 

(8.18) 

na parte superi or da região de transição, v ~v~v +t:..v, por a. o a. o 

[
.!_xlf_ 1 x' ' x +!Jx.) t 
L.j ;..( ~ oi. \ <:J..o 

(8.19) 
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e final mente na região de alta energia, va 0 +t:.v~v < vthe' por 

-( ~2 - lX"'- 0 t 0.x J 2 ) 
e ( B. 20) 

Estas expressões mostram que a diferença mais importa~ 

te in troduzida pela consideração de uma fonte não deltiforme, co n 

siste no surgimento de uma região, que chamamos de região de t ran 

sição, on de a d i stribuição ê modificada de forma apreciãvel e fo r 

temente de pendente da forma da fonte. 

A distribuição de freamento dependente do tempo pa r a 

uma font e arbitrãria dada no Cap1tulo IV, pela . -equaçao ( I V . 7 ) , 

se sup omos que S(v,t) = S(v) U(t), sendo S(v) dado pela equaçao 

(B.l3), ê dada por 

vf\1\ , t J 

Lc~...o u ( 1/- v 1\N\ , .t) ) v ( tM I .t ) - ( 11<0- 0. li J ) J 'S ( v I I \/I l..J. \/ 
1
, 

v\vc.? 
~-6V 

(B . 21) 

onde 
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Obtemos, a partir da equaçao (8.21), 

i 

i 

Observamos que os resultados obtidos no Capitulo VI p~ 

ra o transporte das grandezas macroscõpicas, não são praticamen

te alt erados pela introdução de fontes não deltiformes, jã que 

os re s ul t ados obtidos dependem essencialmente da distribuição de 

f r ea men t o. 
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