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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um algoritmo que determina o nimero
de autovalores de uma matriz simétrica qualquer que representa uma arvore, num
dado intervalo real. Varias aplicacoes sao obtidas em relacao a distribuicao dos au-
tovalores da matriz laplaciana perturbada, uma matriz de representacao de grafos
que inclui, como casos particulares, a matriz de adjacéncias, a matriz laplaciana
combinatoria, a matriz laplaciana sem sinal e a matriz laplaciana normalizada, am-

plamente estudadas em Teoria Espectral de Grafos.

Além disso, desenvolvemos também um algoritmo de localizacao de
autovalores da matriz de adjacéncias de um grafo uniciclico. Este procedimento
permite obter propriedades espectrais de grafos uniciclicos denominados centopeias

uniciclicas.

Palavras-chaves: drvores, grafos uniciclicos, localizacao de autovalores, matriz

laplaciana perturbada.
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ABSTRACT

In this work, we present an algorithm that computes the number of
eigenvalues of any symmetric matrix that represents a tree, in a given real interval.
Several applications are obtained about the distribution of the eigenvalues of the
perturbed Laplacian matrix, which is a matrix representation of graphs that inclu-
des, as special cases, the adjacency matrix, the combinatorial Laplacian matrix, the
signless Laplacian matrix and the normalized Laplacian matrix, widely studied in

Spectral Graph Theory.

In addition, we also develop an algorithm that locates the eigenvalues
of the adjacency matrix of a unicyclic graph. This procedure allows us to obtain

spectral properties of unicyclic caterpillars.

Keywords: trees, unicyclic graphs, eigenvalue location, perturbed Laplacian matriz.
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1 INTRODUCAO

A Teoria Fspectral de Grafos estuda a relagao existente entre o espec-
tro — conjunto de autovalores e suas respectivas multiplicidades algébricas — de
matrizes associadas a grafos e propriedades estruturais dos grafos. A matriz mais
comumente utilizada para representar um grafo é a matriz de adjacéncias, cujo es-
pectro é dito espectro do grafo. Algumas propriedades do grafo podem ser deduzidas
a partir dos coeficientes do préprio polindmio caracteristico da matriz de adjacéncias

desse grafo. Por exemplo, se o polindmio caracteristico é dado por

PN = N+ a A"+ a4 4 N+ ag,

entdo —ay ¢ o niimero de arestas e —% ¢é o nimero de triangulos no grafo (veja [2,

Proposigao 2.1]).

As propriedades de grafos que sdo preservadas por isomorfismos sao
chamadas de invariantes. O nimero de vértices, o nimero de arestas e o niimero
de tridngulos sdo exemplos de invariantes. E também invariante o grau de um vér-
tice, que é o nimero de arestas incidentes nesse vértice, assim como o grau maximo,
que é o maior entre os graus de todos os vértices do grafo. Além disso, grafos iso-
morfos tém o mesmo espectro e, portanto, o espectro também é um invariante do
grafo. Entretanto, isto nao significa afirmar que todos os grafos sdo determinados
pelo espectro, ou seja, a partir do espectro, nem sempre podemos determinar uni-
vocamente, a menos de isomorfismos, o grafo que possui tal espectro. E possivel
encontrar, por exemplo, grafos nao isomorfos que possuem o mesmo espectro, os
quais sao denominados grafos coespectrais. Os grafos da Figura 1.1 sdo coespectrais,

visto que o polindmio caracteristico de ambos os grafos é dado por:

p(A) = A0 — TA* — 4N+ TA2 40 - 1.

O espectro destes grafos é, aproximadamente: {1, —1%), 27093, 0,1939, —1,9032}.



Figura 1.1: Dois grafos coespectrais e nao isomorfos

A partir do polindmio caracteristico, podemos deduzir que ambos os
grafos da Figura 1.1 possuem sete arestas e dois tridngulos, porém eles nao sao iso-
morfos, uma vez que o grau maximo do grafo da esquerda ¢ igual a 3, enquanto que
o grau maximo do grafo da direita é igual a 5. Assim, estes grafos sdo exemplos
de grafos que nao sao determinados pelo espectro, uma vez que possuem o0 mesmo
espectro e nao sao isomorfos. Neste trabalho, veremos algumas familias de grafos
determinadas pelo espectro. Por exemplo, se fixarmos o didmetro e o nimero de vér-
tices, todas as arvores de diametro trés, a menos de isomorfismos, sao determinadas

pelo espectro.

Conforme Abreu [1], a Teoria Espectral de Grafos teve origem na Qui-
mica Quantica, na década de 1930, quando utilizaram-se grafos para representar
moléculas de hidrocarbonetos nas quais os niveis de energia de certos elétrons eram
representados por autovalores desses grafos. Contudo, somente em 1971, com a tese
de doutorado de Cvetkovié¢ [14], a Teoria Espectral de Grafos teve sua fundamenta-
¢ao tedrica iniciada e o primeiro livro sobre o assunto, Spectra of Graphs, devido a
Cvetkovié, Doob e Sachs [15], foi publicado em 1979. Nas tltimas décadas, a quan-
tidade de trabalhos publicados nesta drea vem tendo um expressivo crescimento e,
de 2010 até o presente momento, contabilizam-se pelo menos 802 trabalhos publica-
dos, conforme dados disponiveis na pagina Spectral Graph Theory [45], mantido pelo
Programa de Engenharia de Produgao da COPPE (UFRJ). Além disso, na pagina

da revista cientifica Linear Algebra and its Applications, uma das mais bem concei-



tuadas na area de Algebra Linear, é possivel verificar que dois dos cinco artigos mais

citados desde 2010 sao de Teoria Espectral de Grafos.

Além da matriz de adjacéncias, outras matrizes sao associadas a um
grafo no intuito de obter diferentes espectros e invariantes deles derivados que pos-
sam caracterizar um ntimero maior de grafos. Entre essas matrizes, destacamos trés
que sao amplamente estudadas em Teoria Espectral de Grafos: a matriz laplaciana,
a matriz laplaciana sem sinal e a matriz laplaciana normalizada. Diferentemente
da matriz de adjacéncias, cada uma dessas trés matrizes é positiva semidefinida, e,

portanto, possui somente autovalores nao negativos.

Veremos no Capitulo 5 que o menor autovalor da matriz laplaciana de
um grafo é sempre zero. Fiedler [18] mostrou, para essa matriz, que o segundo menor
autovalor é nulo se e somente se o grafo é desconexo, e que a multiplicidade do zero
como autovalor é o nimero de componentes conexas do grafo. Fiedler denominou
esse segundo menor autovalor de conectividade algébrica do grafo. Este parametro
desempenha um papel importante em Teoria Espectral de Grafos, e estd associado
a diferentes invariantes de grafos, tais como o numero isoperimétrico e o diametro,
dentre outros (veja [40] para maiores detalhes). Um resultado combinatério clas-
sico, atribuido a Kirchhoff (1847), é o Teorema da Matriz-Arvore, o qual afirma que
qualquer cofator da matriz laplaciana de um grafo de n vértices, dado por — ﬁ Ais
onde 0 = Ay < Ay < --- < )\, sao os autovalores da matriz laplaciana, é iglgj ao
numero de arvores geradoras do grafo. A partir deste resultado, pode-se facilmente
obter que se a conectividade algébrica é nula, entao o grafo é desconexo. Na lite-
ratura, a matriz laplaciana também ¢é denominada matriz laplaciana combinatoria,

terminologia que utilizaremos neste trabalho para diferencia-la das outras matrizes

de representacao de grafos apresentadas neste texto.

Para a matriz laplaciana sem sinal de grafos conexos, Cvetkovic,
Rowlinson e Simié¢ [16] provaram que o menor autovalor é igual a 0 se, e somente

se, o grafo é bipartido. Além disso, a multiplicidade de 0 como autovalor da matriz



laplaciana sem sinal ¢ igual ao niimero de componentes conexas bipartidas e nao tri-
viais do grafo. Dessa forma, enquanto que para a matriz laplaciana combinatéria, o
segundo menor autovalor dd uma medida da conexidade do grafo, o menor autovalor

da matriz laplaciana sem sinal estabelece uma medida da biparticidade do grafo.

A matriz laplaciana normalizada, introduzida por Chung [12], tem pro-
priedades semelhantes as da matriz laplaciana combinatoéria e da matriz laplaciana
sem sinal. Chung [12] mostrou que, para um grafo sem vértices isolados, todos os
autovalores da matriz laplaciana normalizada pertencem ao intervalo [0, 2]. Além
disso, a multiplicidade de 2 como autovalor dessa matriz ¢ o nimero de componentes
conexas bipartidas e nao triviais do grafo e a multiplicidade de 0 como autovalor
coincide com o nimero de componentes conexas do grafo. Dessa forma, um grafo
¢ conexo se, e somente se, o segundo menor autovalor é positivo e, além disso, um

grafo conexo é bipartido se, e somente se, 0 maior autovalor é igual a 2.

Uma das contribui¢oes do nosso trabalho é mostrar que diferentes ma-
trizes de representagao de grafos possuem propriedades em comum e podem ser
estudadas de maneira mais geral. A nossa principal ferramenta é um algoritmo para
localizar os autovalores de uma matriz simétrica qualquer associada a um grafo
quando este é uma arvore. Fazendo uso deste algoritmo, mostraremos que podemos
obter simultaneamente propriedades espectrais de todas estas matrizes de represen-

tagdo de arvores.

O algoritmo que desenvolvemos estende para uma classe mais geral de
matrizes o algoritmo Diagonalize, de Jacobs e Trevisan [34], originalmente desen-
volvido para a matriz de adjacéncias de arvores. O algoritmo Diagonalize faz a
diagonalizagdo da matriz A + al, onde A é a matriz de adjacéncias de uma arvore
T e o é um numero real qualquer, e tem por objetivo localizar os autovalores de
A em qualquer intervalo real. Este algoritmo tem como caracteristica importante

percorrer os vértices do grafo sem necessidade do uso da matriz explicitamente.



O algoritmo de Jacobs e Trevisan tem sido usado em diversos traba-
lhos, e foi adaptado para outros tipos de matrizes de arvores, tais como a matriz
laplaciana combinatéria e a matriz laplaciana normalizada, o que permitiu obter

algumas propriedades espectrais que descrevemos a seguir.

Em 2011, usando o algoritmo Diagonalize, Fritscher et al. [20] mostra-
ram que a soma S, dos k maiores autovalores da matriz laplaciana de uma arvore

T com n > 6 vértices e didmetro maior ou igual a 4 satisfaz a seguinte relagao:

2k — 2
p—

Sy < n—2+2k—

Além disso, os autores em [20] demonstraram que a estrela de n vértices tem maior
energia laplaciana (um invariante introduzido por Gutman e Zhou [26]) entre todas
as arvores de n vértices. Nesse mesmo ano, Trevisan et al. [46] estabeleceram uma
ordem total pela energia laplaciana para todas as arvores de diametro 3. Dando
continuidade ao trabalho em [20], em 2014, Fritscher et al. [21] determinaram as
préximas, aproximadamente, /n arvores, depois da estrela, com maior energia la-

placiana.

Em 2013, estudamos em nosso trabalho [7] como o niimero de autova-
lores menores do que 2 da matriz laplaciana combinatéria de uma arvore T' com
n vértices comporta-se quando T é submetida a uma certa transformagao em seus
vértices. Fazendo uso do algoritmo de localizagdo de autovalores, obtivemos em [7]

que o nimero de autovalores da matriz laplaciana combinatoéria de 1" que sao me-

nores do que 2 ¢é pelo menos [%W Uma conjectura, proposta por Trevisan et al. em

[46] é a de que, para qualquer arvore com n vértices, o nimero de autovalores da
éa

matriz laplaciana combinatoria de T' que sao menores do que d, onde d = 2 — %

média dos graus dos vértices de T', é pelo menos [%W Em [7], mostramos que esta

conjectura é verdadeira se T' é um caminho ou uma centopeia.

Também em 2013, Jacobs, Trevisan e Tura [35] estenderam o algoritmo

Diagonalize para calcular o nimero de autovalores da matriz de adjacéncias de uma



classe especial de grafos, denominados grafos threshold, em um dado intervalo real.
Como aplicacao, os autores nesse trabalho mostraram que todo autovalor A\, com
A# —1e X # 0, de um grafo threshold é simples, e determinaram também qual o

grafo threshold com o menor autovalor minimo.

Em 2014, adaptamos o algoritmo Diagonalize para a matriz laplaciana
normalizada de uma arvore e, como aplicagao deste algoritmo, caracterizamos to-
das as arvores com até cinco autovalores distintos, verificando que tal quantidade
de autovalores distintos esta relacionada com o didmetro dessas arvores. Tais re-
sultados encontram-se em nosso trabalho [8]. Uma motivacao para estudar grafos
com poucos autovalores distintos é dada por van Dam e Omidi em [17], trabalho no
qual os autores afirmam que, em relagdo a matriz laplaciana normalizada, a maior
parte desses grafos nao sao determinados pelo espectro, o que significa que é dificil
distingui-los pelo espectro. Sobre este tipo de matriz de representagao de grafos,

m [11], Cavers provou que um grafo conexo G com n > 3 vértices tem exatamente
dois autovalores distintos se, e somente se, GG é o grafo completo. O autor também
caracterizou os grafos com exatamente trés autovalores distintos no caso em que
esses grafos possuem pelo menos um pendente, enquanto que, em [17], van Dam e
Omidi apresentaram uma caracterizacao dos grafos cuja matriz laplaciana normali-
zada tem exatamente trés autovalores distintos sem restricdo no nimero de vértices.
Em nosso trabalho [8], mostramos que entre todas as arvores cuja matriz laplaci-
ana normalizada tem exatamente quatro ou cinco autovalores distintos, nao existem
duas nao isomorfas coespectrais com o mesmo didmetro, o que significa dizer que

todas essas arvores, a menos de isomorfismos, sao determinadas pelo espectro.

Apods a publicacao deste trabalho, percebemos que os resultados que
obtivemos em [8] ndo eram restritos unicamente a matriz laplaciana normalizada
de arvores, e poderiam ser estendidos para outras matrizes simétricas associadas a
essas mesmas arvores. A partir desta constatagdo, desenvolvemos um algoritmo que

permite localizar os autovalores de qualquer matriz laplaciana perturbada de uma



arvore, um tipo de matriz introduzido, em 2001, por Bapat et al. [5] e que inclui,
como casos particulares, por exemplo, a matriz de adjacéncias, a matriz laplaciana
combinatdria, a matriz laplaciana sem sinal e a matriz laplaciana normalizada. O
algoritmo que desenvolvemos para matrizes laplacianas perturbadas de arvores cons-
titui uma de nossas principais contribui¢oes neste trabalho, sendo uma ferramenta
util para varias aplicagoes, algumas das quais apresentamos neste trabalho, além de
outros resultados das referéncias citadas acima que poderiam ser obtidos com o uso

do nosso algoritmo.

Uma outra contribuicao deste trabalho ¢ apresentar um algoritmo de
localizagdo de autovalores para grafos uniciclicos. O algoritmo que desenvolvemos
faz também a diagonalizagdo da matriz A + o, onde A é a matriz de adjacéncias
do grafo uniciclico e & é um ntimero real qualquer. O algoritmo que desenvolvemos
para grafos uniciclicos por si s6 é uma ferramenta importante, uma vez que pode
levar a obter propriedades do espectro desses grafos, de forma pratica e eficiente.
Como forma de ilustrar a facil aplicacao deste algoritmo, obtemos propriedades es-
pectrais de certos grafos uniciclicos, chamados de centopeias uniciclicas. Entre os
resultados obtidos para as centopeias uniciclicas, determinamos a multiplicidade dos
autovalores e verificamos também se esses grafos podem ser integrais, isto é, se seus
autovalores sao todos nimeros inteiros. Além disso, com o uso do algoritmo de loca-
lizacao dos autovalores, conseguimos determinar o espectro de todas as centopeias
uniciclicas regulares, concluindo que nenhum desses grafos é integral. Tais resul-
tados fazem parte de nosso trabalho [9], que se encontra em preparagao. Em [42],
Omidi identificou todos os grafos integrais com no maximo dois ciclos (o que inclui
arvores e grafos uniciclicos) que ndo possuem zero como autovalor e, além disso,
estabeleceu alguns resultados sobre grafos uniciclicos integrais com exatamente um
autovalor zero. Cabe observar que a busca por grafos integrais ou mesmo classes
de grafos integrais é um dos problemas estudados em Teoria Espectral de Grafos,

conforme apontam Balinska et al. em [4].



Queremos ressaltar ainda que ambos os algoritmos apresentados neste
trabalho podem ser executados diretamente no grafo, possibilitando, dessa forma,
obter informagoes sobre o espectro sem a necessidade de calcular todas as raizes dos

polindmios caracteristicos das matrizes associadas a esse grafo.
O presente trabalho esté organizado da forma que descrevemos a seguir.

No Capitulo 2, apresentamos as defini¢oes e os resultados necessérios da
Teoria de Grafos e da Algebra Linear para compreensao deste trabalho. Também
apresentamos as principais matrizes de representacdo de grafos e mostramos que
cada uma delas é um tipo especial de uma matriz laplaciana perturbada. Na tltima
se¢ao, descrevemos o algoritmo desenvolvido por Jacobs e Trevisan [34] para localizar
os autovalores de uma arvore em um intervalo dado, explicando o seu funcionamento

€ execlucao.

No Capitulo 3, apresentamos o algoritmo que desenvolvemos para lo-
calizar os autovalores da matriz de adjacéncias de um grafo uniciclico em um dado
intervalo real. Para ilustrar como este algoritmo pode ser facilmente aplicado para
obter algumas propriedades espectrais de grafos uniciclicos, estudamos a multiplici-
dade dos autovalores das centopeias uniciclicas e o espectro das centopeias uniciclicas

regulares.

No Capitulo 4, apresentamos o algoritmo de localizagao de autovalores
que desenvolvemos para ser aplicado a qualquer matriz laplaciana perturbada de
uma arvore. Tal algoritmo serd uma de nossas principais ferramentas para estudar
a multiplicidade dos autovalores e o nimero de autovalores distintos de arvores de
pequenos didmetros. Entre outros resultados, caracterizamos todas as arvores com
até cinco autovalores distintos com respeito as matrizes laplacianas perturbadas
estudadas neste capitulo, as quais incluem, como casos particulares, a matriz de

adjacéncias e a matriz laplaciana normalizada.



No Capitulo 5, utilizamos o algoritmo de localizagdo de autovalores
do capitulo anterior e uma transformagdo em &arvores, devida & Mohar [41], para
obter informacoes a respeito da distribuicao dos autovalores da matriz laplaciana
combinatoéria dessas arvores, determinando inclusive cotas inferiores para o niimero
de autovalores menores do que dois ou, em alguns casos, menores do que a média.
Utilizamos também esta transformacao em arvores para verificar o que acontece com
a multiplicidade do valor médio dos autovalores das matrizes laplacianas perturbadas

de espectro simétrico estudadas no Capitulo 4.

Por fim, no Capitulo 6, fazemos um resumo das nossas contribuic¢oes e

principais resultados obtidos.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos a matriz de adjacéncias, a matriz laplaciana
combinatoria, a matriz laplaciana sem sinal e a matriz laplaciana normalizada, matrizes
associadas a grafos amplamente estudadas em Teoria Espectral de Grafos. Apresentamos
também a matriz laplaciana perturbada, introduzida por Bapat et al. em [5]. Mostra-
mos que cada uma das matrizes apontadas neste texto sdo um caso particular da matriz

laplaciana perturbada.

Além disso, apresentamos defini¢cbes bésicas e resultados da Teoria de Grafos
e da Algebra Linear necessérios para compreensio deste trabalho. Tal abordagem também

¢é importante para fixarmos a notacao que sera utilizada ao longo do texto.

Por fim, apresentamos um algoritmo, devido a Jacobs e Trevisan [34], que
permite localizar os autovalores da matriz de adjacéncias de uma arvore em qualquer

intervalo real dado.

2.1 Conceitos basicos de Teoria de Grafos

Um grafo é uma estrutura constituida por um par ordenado G = (V, E)
de conjuntos tais que V' é finito e nao vazio e F é formado por subconjuntos de dois
elementos de V. Os elementos de V' sao denominados vértices e os elementos de F
sdo denominados arestas. Denotamos por |V| e |F|, respectivamente, o nimero de

vértices e o nimero de arestas de G. O nimero de vértices |V| é a ordem de G.

Se e = {u,v} € E, dizemos que a aresta e incide nos vértices u e v ou,
ainda, que e liga u a v e que u e v sdo as extremidades da aresta e. Dois vértices
u e v sao adjacentes se {u,v} é uma aresta de G. Neste caso, dizemos também que
u e v sao vizinhos. Um conjunto de vértices é dito independente se quaisquer dois

elementos do conjunto nao sao adjacentes.
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Neste texto, consideramos unicamente grafos simples, isto é, grafos sem
lagos (arestas ligando vértices a eles mesmos), sem arestas multiplas (mais de uma

aresta ligando os mesmos vértices) e sem orientagao.

Dizemos que G' = (V, E) é um grafo com pesos se, a cada aresta e € F,
é associado um nimero real w(e), denominado peso da aresta e. Um grafo sem pesos

também serd denominado simplesmente grafo.

Sejam G = (V,E) e G' = (V', E') dois grafos. Dizemos que G e G’ sdo
isomorfos se existe uma bijecao ¢ : V. — V' tal que {u,v} € E se, e somente se,
{¢(u),p(v)} € E'. Se V! CV e E' C E, entao dizemos que G’ é um subgrafo de G.
Além disso, dizemos que G’ é um subgrafo induzido de G se G' é um subgrafo de G
e G’ contém todas as arestas {u,v} € F para u,v € V'. Se G’ é um subgrafo de G

com V' =V, dizemos que G’ é um subgrafo gerador de G.

Para um grafo sem pesos, o grau de um vértice v € V', denotado por
d(v) ou d,, é o nimero de arestas que incidem em v. Um vértice de grau 0 é dito
um vértice isolado. Um vértice pendente ¢ um vértice de grau 1. Um vértice quase-
pendente é um vértice adjacente a um vértice pendente. Uma aresta incidente a um

pendente é dita aresta pendente.

A soma dos graus dos vértices de um grafo G sem pesos relaciona-se

com o nimero de arestas de GG da seguinte forma.

Proposigao 2.1.1. Para todo grafo G = (V, E),

S d(v) =2-|E|.

veV

Demonstracao. Cada aresta contribui com duas unidades para a soma dos graus
dos vértices, pois ¢ incidente a exatamente dois vértices. Logo, a soma dos graus

dos vértices é o dobro do nimero de arestas. [
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Dizemos que um grafo é r-reqular se todos os vértices tém grau r. A

Figura 2.1 mostra um grafo 3-regular.

Figura 2.1: Grafo 3-regular

Um grafo é dito completo se quaisquer dois vértices distintos sao adja-
centes. Um grafo completo com n vértices é (n — 1)-regular e é denotado por K.

A Figura 2.2 mostra um K.

Figura 2.2: Kj

O grafo complementar de G é o grafo G tal que V(G) = V(G) e, para
quaisquer u,v € V(G), {u,v} € E(G) se, e somente se, {u,v} ¢ E(G).

Um passeio em um grafo simples G = (V, E') é uma sequéncia finita de
vértices vy, v, ..., v; com {v;, v;41} € B, paratodoi, 1 <i <t—1. Um caminho é um
passeio em que todos os vértices sao distintos. Dizemos que um caminho vy, vy, ..., v4
liga o vértice v; ao vértice v;. Dizemos que um passeio vy, vy, ..., vy € fechado (resp.
aberto) se v; = v, (resp. v1 # vy). Um ciclo é um passeio fechado vy, vg, ..., v, em que
U1 = vy € v; # v; para todos os demais 7, j com ¢ # j. O comprimento de um passeio

¢ o nimero de arestas que nele ocorrem. O caminho com n vértices ¢ denotado por
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P, e o ciclo com n vértices é denotado por C,. Podemos observar que todo ciclo é

um grafo 2-regular. A Figura 2.3 mostra um ciclo C4 e um caminho Ps.

Figura 2.3: C4 e Ps

s

A distincia entre dois vértices u,v € V, denotada por d(u,v), é o
comprimento do menor caminho que liga u a v (se tal caminho nao existe, escrevemos
d(u,v) = 00). O maximo das distancias entre dois vértices de G é chamado diametro

de G, denotado por d(G).

Um grafo G é dito conexo se qualquer par de vértices de GG ¢é ligado por
ao menos um caminho. Caso contrario, o grafo é denominado desconexo. Dizemos
que G' é uma componente conexa de G se G' é um subgrafo conexo maximal de G,
isto é, G’ é um subgrafo conexo de G e nao existe um subgrafo conexo H de G tal

que G’ é subgrafo de H e H # G'.

Uma drvore é um grafo conexo e sem ciclos. Um grafo em que todas as
componentes conexas sao arvores ¢ chamado de floresta. Numa arvore, um vértice
pendente também é chamado de folha. Se uma arvore T' com n vértices tem n — 1
arestas pendentes, entdo T' é uma estrela. A estrela com n vértices é denotada por

Sp. A Figura 2.4 mostra uma estrela com 5 vértices.

Teorema 2.1.2. Um grafo conexo com n vértices é uma drvore se, e somente Se,

possui exatamente n — 1 arestas.
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Figura 2.4: Sj

Demonstragao. O teorema certamente é verdadeiro para o grafo com apenas um
vértice e, portanto, nenhuma aresta. Vamos agora assumir que n > 1 e que o

teorema é valido para grafos conexos cujo nimero de vértices é menor do que n.

Seja T" uma arvore com n vértices. Como n > 1, T possui pelo me-
nos uma aresta. Além disso, como 7' nao contém ciclos, a retirada de uma aresta
e = {u,v} de T separa o vértice u do vértice v e teremos duas componentes cone-
xas 11 e Ty com nq e ny vértices, respectivamente, tais que n = n; + no. Ambas
componentes sao arvores, uma vez que sao conexas e a retirada de aresta nao cria
ciclos. Por hipotese, o nimero de arestas de T} é ny — 1 e o niimero de arestas de
T5 é ny — 1. Acrescentando a aresta e, concluimos que o niimero de arestas de T é,
portanto,

(7’L1—1)+(7’L2—1)+1 = n—1

Consideramos agora um grafo GG conexo com n vértices e n — 1 arestas.
Afirmamos que no minimo um vértice de G tem grau igual a 1. De fato, se isto
nao fosse verdade, todos os vértices de GG teriam grau maior ou igual a 2 e, assim, a
soma dos graus seria, no minimo, 2n. Pela Proposicao 2.1.1, a soma dos graus dos
vértices é o dobro do niimero de arestas e, portanto, o niimero de arestas de G seria,
no minimo, n, contradicdo. Podemos considerar, entao, um vértice v de G com grau
igual a 1. Removendo-se a aresta pendente e que liga v ao grafo GG, e removendo
também o vértice v, temos um grafo conexo G’ com n — 1 vértices e n — 2 arestas.

Por hipétese, G’ é uma arvore. Adicionando o vértice v e a aresta e a arvore G’,
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obtemos um grafo conexo e sem ciclos, ou seja, uma arvore, uma vez que v tem grau

1. Portanto, G é uma arvore, o que completa a demonstracao do teorema. [J

Corolario 2.1.3. Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Sem > n—1, entao

G contém pelo menos um ciclo.

Demonstragao. Sejam Gi,Go, ..., G as componentes conexas de GG. Sejam n; e
m;, respectivamente, o nimero de vértices e o nimero de arestas de (;, para todo
1, 1 <1<k Temosque > n;=mne) m; =m > n. Portanto, existe algum i tal
que m; > n;. Por outro lado, GG; é conexo, e como possui m; > n; — 1 arestas, pelo

Teorema 2.1.2 , GG; nao é uma arvore. Logo, GG; contém pelo menos um ciclo. [
Grafos uniciclicos sao grafos conexos que contém um tnico ciclo.

Corolario 2.1.4. Um grafo conexo com n wvértices é uniciclico se e somente se

possui exatamente n arestas.

Demonstragao. Seja G um grafo uniciclico de ordem n. Seja e uma aresta do
unico ciclo de G e consideramos o grafo H = G — e obtido de G removendo-se a
aresta e. Temos que H é conexo. De fato: qualquer caminho ligando dois vértices
de GG contendo a aresta e pode ser substituido em H por um outro caminho usando
as outras arestas do ciclo. Além disso, como G tem apenas um ciclo, H nao possui
ciclos. Assim, H é uma arvore com n vértices. Pelo Teorema 2.1.2, H tem n — 1

arestas. Logo, G tem n arestas.

Reciprocamente, seja G um grafo conexo com n vértices e n arestas.
Pelo Corolario 2.1.3, G contém pelo menos um ciclo. Vamos mostrar que G contém
um unico ciclo. Se C' é um ciclo em G, tomamos uma aresta e de C' e consideramos
o grafo H = GG — e. Temos que H é conexo e possui n — 1 arestas. Pelo Teorema
2.1.2, H é uma arvore. Adicionando a aresta e a arvore H, criamos exatamente um

ciclo. De fato: como quaisquer dois vértices de uma arvore sao ligados por um tnico
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caminho, o caminho ligando estes dois vértices juntamente com a aresta incidente a

eles forma um ciclo. Portanto, G é uniciclico. [

Seja k > 2 um nimero inteiro. Um grafo G = (V, E) é dito k-partido se
o conjunto V' de vértices de GG pode ser particionado em k subconjuntos nao-vazios e
dois a dois disjuntos, tal que nao ha vértices adjacentes em um mesmo subconjunto
da parti¢do de V. Assim, V =V,UVLU--- UV} com V;NV; = 0 para todo i # j, de
modo que toda aresta de G é da forma {z,y} com z € V;, para algum i, e y € V},

para algum j # ¢. Um grafo 2-partido é chamado de grafo bipartido.

A seguinte propriedade caracteriza um grafo bipartido.

Teorema 2.1.5. Um grafo € bipartido se e somente se nao contém ciclos de com-

primento impar ligando seus vértices .

Demonstragdo. Seja G = (V; U V,, E) um grafo bipartido. Suponhamos por
contradicao que existe um ciclo vy, vs, ..., v, v; em G com t impar. Sem perda de
generalidade, podemos supor que v; € V;. Neste caso, como G ¢é bipartido, é facil
ver que v; € V; se i é impar e v; € V, se ¢ é par. Por outro lado, {v;,v;} é uma
aresta de G com ambas extremidades em V7, o que é uma contradi¢ao com o fato de
que G ¢é bipartido. Portanto, um grafo bipartido nao contém ciclo de comprimento

impar.

Reciprocamente, seja G = (V, E) um grafo que nao contém ciclos de
comprimento impar. E suficiente considerar o caso em que G é conexo, pois se cada
componente conexa de um grafo é bipartida, entao, claramente, todo o grafo é bipar-
tido. Escolhemos um vértice arbitrario v € V' e definimos V; = {v} U{u | d(u,v) é par},
onde d(u,v) denota a distancia entre dois vértices u e v de G. Definimos Vo = V'\ V;.
Afirmamos que a particao V = V; UV, caracteriza que G é bipartido. Suponhamos,
por contradigdo, que existe um aresta {u,w} € E com u,w € V;. Logo, d(u,v)
e d(v,w) sao ambos pares. Vamos denotar por P,, e P,, os caminhos mais cur-

tos ligando v a v, e v a w, respectivamente. Entdo, o passeio fechado dado por
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Py, {w,u}, P, tem comprimento igual a d(v,w) + 1+ d(u,v), o qual é impar, con-
tradigdo. Portanto, ndo existe aresta {u,w} € E com u,w € Vi. O caso em que

u,w € V5 é analogo. Segue-se, portanto, que G ¢é bipartido. [

Corolario 2.1.6. Toda a drvore é um grafo bipartido.

Um grafo G = (V, E) é dito bipartido completo se existe uma partigao
de V' em subconjuntos disjuntos V; e V; tais que nao hé arestas entre os vértices de
V1 nem entre os vértices de V5 e cada vértice de V; é adjacente a cada vértice de
Va. Se [Vi| = p e |Va] = q, escrevemos G = K, ,. A Figura 2.5 apresenta o grafo

bipartido completo K3 . Note que a estrela S,, ¢ o grafo bipartido completo K ,,—;.

Figura 2.5: K33

2.2 Conceitos basicos de Algebra Linear

Nesta se¢ao, trazemos algumas defini¢oes e resultados de Algebra Linear
que sao utilizados ao longo deste trabalho, além de fixarmos a notagao envolvendo
matrizes e vetores. Para mais detalhes e demonstragoes dos resultados apresentados,

indicamos o livro de Horn e Johnson [29].

Usaremos a notagao I, para a matriz identidade de ordem n, 1,, para
o vetor coluna de comprimento n com todas as entradas iguais a 1, 0,,x, para a
matriz de entradas nulas e ordem m x n e 0, para o vetor coluna de comprimento
n com todas as entradas nulas. Contudo, omitiremos a ordem da matriz na notagao

sempre que for possivel entendé-la claramente do contexto.
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Seja A uma matriz real de ordem nxn. Os autovalores de A sdo os valo-
res complexos de A que satisfazem a equacao matricial Av = Av, parav € C", v # 0.
Neste caso, dizemos que v é um autovetor de A associado ao autovalor A. Pode-se
ver facilmente que os autovalores de A sdo as raizes do polinomio caracteristico de
A, dado pelo determinante de \I — A. A multiplicidade algébrica de um autovalor
A de A é a multiplicidade de A como raiz do polindmio caracteristico da matriz A.
O espectro de A é o conjunto dos autovalores de A munidos de suas multiplicidades
algébricas. O conjunto dos autovetores associados ao autovalor A é o autoespaco de
A. A multiplicidade geométrica de A é a dimensao do seu autoespaco e é menor ou
igual a sua multiplicidade algébrica (veja [29, Teorema 1.4.10]). Além disso, é facil
ver que, se A é uma matriz quadrada de ordem n com autovalores Ay, ..., \,, entdo,
para quaisquer «, 3 € C, os autovalores de al,, + SA sdo a+ A, ...,a+ B\, com

0s mesmos autovetores de A.

Uma matriz quadrada A de ordem n é ndo singular (ou invertivel) se
existe uma matriz B de mesma ordem para a qual AB = BA = I,,. Neste caso, B

é chamada de matriz inversa de A e é denotada por A~L.

Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n. Dizemos que B é
semelhante a matriz A se existe uma matriz nao singular S de ordem n x n tal que
B = S7'AS. A transformacao A — S~'AS é chamada transformacao de semelhanca

pela matriz de semelhanga S.

Os proximos resultados mostram que matrizes semelhantes possuem o

mesmo espectro.

Teorema 2.2.1. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Se B é semelhante

a A, entao A e B possuem o mesmo polinéomio caracteristico.
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Demonstragao. Se A e B sao semelhantes, entao existe uma matriz nao singular

S tal que ST'AS = B. Logo, para todo A, temos que
det(\] — B) = det(AS™'S —S1AS) = det(S™ 1A — A)S)
= det Stdet(AM — A)det S = (det S)"'det Sdet(\ — A)
= det(M — A). O

Corolario 2.2.2. Se A e B sdo semelhantes, entdo elas possuem os mesmos auto-

valores, contando multiplicidades.

Dizemos que uma matriz A é diagonalizavel se ela é semelhante a uma

matriz diagonal.

Dada uma matriz A de ordem m X n, a transposta de A é a matriz de
ordem n x m, denotada por AT, cujas colunas sao as linhas correspondentes de A.

Dizemos que A é simétrica se A = AT,

Teorema 2.2.3 (Teorema de Cayley-Hamilton). Se A é uma matriz quadrada

de ordem n e p(\) € o polinémio caracteristico de A, entdo p(A) = 0.

Demonstracao. Veja [29, Teorema 2.4.2]. [

O polinémio minimal p,, de A é o polindmio mdnico de menor grau em
C [z] para o qual p,,(A) = 0.
Teorema 2.2.4. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao:

(i) A é diagonalizdvel se, e somente se, toda raiz do polindmio minimal de A é

simples.

(i) Se A ¢é real e simétrica, entao A é diagonalizdvel.

Demonstracao. Veja [29, Teorema 2.5.6 e Coroldrio 3.3.10]. O

Corolario 2.2.5. Se A ¢ real e simétrica, entdo todos os autovalores de A sao

numeros reais.
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O trago de uma matriz quadrada A, denotado por tr(A), é a soma das
entradas da diagonal de A. E bem conhecido o fato de que tr(A) é igual & soma dos
autovalores de A, incluindo multiplicidades. O resultado a seguir, devido a Schur
(1923), estabelece ainda outras relacoes entre as entradas da diagonal de A com os

seus autovalores, no caso em que A é real e simétrica.

Teorema 2.2.6 (Schur). Seja A uma matriz real e simétrica de ordem n. Se
di>dy>...>d, e\ > Xy > ... > )\, denotam as entradas da diagonal de A e

os autovalores de A, respectivamente, entao
k k
Zdi < Z/\i, para k=1,...,n—1, e Zdi = Z/\i.
i=1 i=1 i j

Demonstracao. Veja [29, Teorema 4.3.26]. O

Dizemos que uma matriz real e simétrica A de ordem n é positiva

semidefinida se 7 Ax > 0, para todo z € R".
Teorema 2.2.7. Seja A uma matriz real e simétrica de ordem n. Entdao as se-
guintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) A é positiva semidefinida.
(i) Todos os autovalores de A sio nao negativos.

(iii) Eziste uma matriz S tal que A = SST.

Demonstracao. Veja [29, Teoremas 7.1.6 ¢ 7.2.1]. O

Dizemos que duas matrizes A e B sao congruentes se existe uma matriz

nao singular P tal que A = PTBP.

A inércia de uma matriz A real e simétrica, denotada por i(A), é a
terna ordenada (n4,n_,ng), onde n, (resp. n_ e ng) é o nimero de autovalores

positivos (resp. negativos e nulos) de A.
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Apresentamos a seguir uma propriedade importante envolvendo con-
gruéncia de matrizes simétricas, chamada de Lei da Inércia de Sylvester, cuja prova

pode ser encontrada em [29, Teorema 4.5.8].

Teorema 2.2.8 (Lei da Inércia de Sylvester). Sejam A e B matrizes reais e

simétricas de mesma ordem. A e B sao congruentes se e somente se i(A) = i(B).

Assim, duas matrizes reais simétricas de mesma ordem sao congruentes
se e somente se elas tém o mesmo nimero de autovalores positivos e 0 mesmo niimero

de autovalores negativos.

2.3 Matrizes associadas a grafos

A seguir apresentamos as principais matrizes simétricas que podem ser

associadas a grafos.
Seja G = (V, E) um grafo sem pesos e com n vértices. A matriz de
adjacéncias A = A(G) de G é a matriz quadrada de ordem n cujas entradas sao

1, se {v;,v;} € E, para v;,v; €V,
Clij =
0, caso contrario.

Seja D¢ a matriz diagonal dos graus dos vértices de GG, ou seja, cada
entrada d;; da matriz diagonal D¢ é dada por d;; = d(v;), para 1 <7 < n, e seja A

a matriz de adjacéncias de GG. A matriz
L(G)=Dg— A

é chamada de matriz laplaciana combinatdria (ou simplesmente matriz laplaciana)

do grafo G.

A matriz laplaciana sem sinal de G é definida por
Q(G) = D¢ + A.
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Em 1997, Chung [12] introduziu a matriz laplaciana normalizada, que
tem sido muito estudada nos ultimos anos. A matriz laplaciana normalizada de G,

representada por £(G), é matriz quadrada de ordem n com entradas

1, se 1=7 e d; >0,
1
gij = - o se {vi,vj} c E,
iy
0, caso contrario,

onde d; denota o grau do vértice v; € V.

Se G nao tem vértices isolados, entdo ¢ facil ver que £(G) relaciona-

se com as matrizes laplaciana combinatoéria (L) e de adjacéncias (A) das seguintes

formas:
L£(G) = DG"*LD;"?, (2.1)
= Dg'*(Dg — A)DG"?, (2.2)
= - DZ"?AD;"*. (2.3)

Exemplo 2.3.1. Para o grafo da Figura 2.6, as matrizes de adjacéncias (A), lapla-
ciana combinatdria (L), laplaciana sem sinal (Q)) e laplaciana normalizada (L) sdo

dadas por:

V4 V3

U1 V2

Figura 2.6: Grafo do Exemplo 2.3.1
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(010 1] 2 1 0 1]
A:1011, L:—1 3—1—1’
0101 0 -1 2 -1
111 0| -1 -1 -1 3
(2910 1] 1 L0 L]
0= 1311’ oo % 1 -5 -3
01 21 0 —% 1 —%
111 3] % 5 —w 1]

As matrizes apresentadas anteriormente também sao definidas para um
grafo com pesos, geralmente considerados positivos. Consideremos entao um grafo
G = (V, E) munido de uma fung¢ao peso de arestas w : E — RT, que a cada aresta
e;; = {vi,vj} € E, associa o niimero real positivo w(e;;) = w;;, peso da aresta e;;.
Neste caso, a matriz de adjacéncias A(G) correspondente é dada por A(G) = (aij),
onde

wij, se {v;,v;} €k,
Cl,ij =
0, caso contrario.

Apesar da fungao peso de arestas estar definida apenas para o conjunto
E de arestas do grafo G, serd conveniente definir w;; = 0 se {v;,v;} ¢ E. Neste
contexto, o grau de um vértice v; € V é definido como sendo a soma dos pesos das
arestas incidentes em v;, ou seja,

d(’UZ) = Zwij.
J#i
Assim, a matriz laplaciana combinatoria de um grafo G com pesos

positivos, L(G) = Dg — A(G), onde D¢ e A(G) sdo as matrizes diagonal dos graus
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dos vértices de G e de adjacéncias de GG, correspondentes, tem entradas:

d(v;), se i=j,
gij = —W;j, S€ {UZ',U]‘} c E‘7
0, caso contrario.

E a matriz laplaciana sem sinal de G, Q(G) = Dg + A(G), tem entradas

d(vy), se i=j,
¢%j =5 wij, se {v,v;} €E,
0, caso contrario.

A matriz laplaciana normalizada L£(G) de G é a matriz com entradas

1, se 1=7 e d; >0
EZ]: _7;;1]61]7 se {U’i)vj} GE,

0, caso contrario,

onde d; denota o grau do vértice v; € V.

Da mesma forma que em (2.1), temos que se G nao tem vértices isolados,
entao

L(G) = Dg"*(De — A(G))Dg"?.

E importante observar que se considerarmos um grafo sem pesos como
um grafo em que todas as arestas tém peso igual a 1, entao as defini¢bes das matrizes

para grafos com pesos coincidem com aquelas apresentadas para grafos sem pesos.

Exemplo 2.3.2. Considere G o grafo com pesos nas arestas, como indicado na
Figura 2.7. Assim, as matrizes de adjacéncias A(G), laplaciana combinatoria L(G),

laplaciana sem sinal Q(G) e laplaciana normalizada L(G) de G sao dadas por:
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[0
2
A(G) =
0
6
(3 2
2 14
Q(G) =
0 4
6 8

2 06
0 4 8
4 07
8§ 7 0
0 6
4 8
1 7

721

Figura 2.7: Grafo do Exemplo 2.3.2

0 -6 |
4 —8
11 -7 |
~7 21
o
0 -5
4 8
V154 V6
1 7
oz
N 1
VoL ]

Em [5], Bapat et al. definiram a matriz laplaciana perturbada para

um grafo com pesos positivos, a qual inclui varias das outras matrizes como casos

particulares.

Dada uma matriz diagonal real D, a matriz laplaciana perturbada de G

com respeito a D, denotada por (@), é definida como sendo a matriz

B(G) = D — A(G).

Observa-se desta maneira que se D ¢é matriz diagonal Dg dos graus

dos vértices de G, entdo (@) coincide com a matriz laplaciana combinatéria de
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G. Portanto, a matriz laplaciana combinatéria é um tipo de matriz laplaciana

perturbada.

Também podemos observar que se D = 0, entao a matriz laplaciana
perturbada é simplesmente —A(G). Outro caso, se D = —Dg, é a matriz —Q(G),

onde Q(G) é a matriz laplaciana sem sinal de G.

A matriz laplaciana normalizada de um grafo G' que nao possui vértices
isolados também pode ser vista como uma matriz laplaciana perturbada, embora nao
o seja por definigdo. O que ocorre na verdade é que £(G) é uma matriz laplaciana

, ) L
perturbada de um grafo G’, o qual possui os mesmos vértices e as mesmas arestas

do que G, contudo, com pesos modificados nas arestas. Se w;; ¢ o peso da aresta e;;

~ - 14 f_ Wiy ;

de G, entdo o peso desta mesma aresta e;; de G é dado por w;; Jaed; e, assim,
temos que L(G) =1 — Dgl/zA(G)Dgl/2 =1 — A(G), ou seja, L(G) é uma matriz
laplaciana perturbada de G’ com diagonal D = I. Em particular, a matriz laplaciana

normalizada de um grafo G sem pesos é uma matriz laplaciana perturbada de um

. /
grafo G’ cujas arestas tem pesos dados por Wij = ="
idj

Na Secao 4.1 deste trabalho, apresentamos propriedades espectrais de
matrizes laplacianas perturbadas com respeito a uma matriz diagonal D = ul, para
algum p € R, as quais incluem as matrizes de adjacéncias e a matriz laplaciana
normalizada como casos particulares. Assim, mostramos algumas propriedades que
essas matrizes possuem em comum e que serdo importantes para a obtencao dos

resultados apresentados no decorrer do Capitulo 4.

2.4 Espectros de grafos

Na secao anterior vimos que a matriz da adjacéncias (A), a matriz
laplaciana combinatéria (L), a matriz laplaciana sem sinal (Q)) e a matriz laplaciana

normalizada (£) sdo exemplos de matrizes associadas a um grafo.
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Para cada matriz quadrada M associada a um grafo G, podemos cal-
cular seu polindmio caracteristico e seus respectivos autovalores. Dado um grafo G,

chamamos o polinémio

pav(A) = det(A — M)

de polinomio caracteristico de G associado a M. Além disso, chamamos o espectro
da matriz M associada a G de M-espectro de G. No caso em que M é a matriz de
adjacéncias A de GG, chamamos o A-espectro de G simplesmente de espectro de G.
Usaremos a notacao A para indicar que \ aparece no espectro com multiplicidade

m.

Uma vez que estamos considerando grafos simples e sem orientacao,
todas as matrizes de representagao desses grafos sdo reais e simétricas e, portanto,

todos os seus autovalores sao reais (Corolario 2.2.5).

O polindémio caracteristico e, consequentemente, o espectro de um grafo
G associado a uma matriz quadrada M sdo dnicos. E importante observar que,
embora as matrizes de representacdo de um grafo dependam da numeracao dos
seus vértices, se duas matrizes M; e M, sao associadas a diferentes numeragoes dos
vértices de um grafo G, entdo M; e My possuem o mesmo polindémio caracteristico.
Isto porque, neste caso, existe uma matriz de permutacao P tal que M, = P~'M,P,
e, portanto, M; e M,y sao semelhantes. Consequentemente, pelo Teorema 2.2.1,
My e M, possuem o mesmo polinomio caracteristico e, por conseguinte, o mesmo
espectro. Assim, sdo Unicos os polindmios caracteristicos de cada matriz A, L,Q e
L de GG, independentemente da numeracao dos vértices de GG, e, portanto, o espectro

de G associado a cada uma dessas matrizes estd bem definido.

Exemplo 2.4.1. Para o grafo G sem pesos da Figura 2.6, o A-espectro é dado por

{O, 1,5 +3V17,3 -1 17}, o L-espectro é dado por {0,2,4(2)}, o Q-espectro é

dado por {3 + /5,3 — /5, 2(2)} e o L-espectro é dado por {0, 1, %, g}
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O resultado a seguir relaciona, para grafos bipartidos, o espectro da

matriz laplaciana e o espectro da matriz laplaciana sem sinal.

Teorema 2.4.2. Se G é um grafo bipartido, o espectro da matriz laplaciana sem

sinal de G € igual ao espectro da matriz laplaciana combinatoria de G.

Demonstracdo. Se G = G(V; U V,, E) é um grafo bipartido de ordem n, com
V1| = p,|Va| = q, e n = p + q, podemos escrever a matriz de adjacéncias A = A(G)

como
0 B

BT 0

A:

onde B, ., representa as adjacéncias dos vértices em V; com os vértices em V5. Seja
U = (u;;) a matriz diagonal de ordem n tal que u; =1,se 1 <i <p, eu; = —1, se

p+1<i<p+gq. Eficil ver que U = U~'. Além disso, temos que

B I, 0 0 B||I o0 0 -B
UAU™' = = = —A.
o -I,|| BT o||o0 -I BT 0

q

Portanto, para L = Dg — A e Q = Dg + A, temos que
ULU ' =U(Dg— AU ' =UDgU ' ~UAU ! = DoUU ' — (—=A) = Dg+A = Q.

Logo, L e () sao semelhantes e, portanto, pelo Teorema 2.2.1, L e () possuem o

mesmo polindmio caracteristico, do qual segue o resultado. [

Para algumas classes de grafos, os espectros com respeito a matriz de
adjacéncias, matriz laplaciana combinatéria, matriz laplaciana sem sinal e matriz

laplaciana normalizada sao bem conhecidos e sao apresentados na Tabela 2.1.
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Grafo | A-espectro L-espectro Q-espectro L-espectro

n—1

(n—1)
K, | (=)D n—-1]0,nr"D (n—2)"=D 2n —2 0,( n )

Ky | £v/00, orta=2) | o, pla=) =1 pig |0, plaV ¢®=D piyq |0, 10Ha=2) 2

P |2eos(). [2ozees(5). [2-zeos(%), 1—cos (72,
7::1,2,...,7’1 i:O717"'7n_1 Z-:Oa17"'7n_1 ?::0,1,...,’!1,—1

Cn | 2cos (32), 2 — 2cos (22), 2-+2 cos (2£4), 1 — cos (224),
i= 0,1 n—1]i=0,1,.,n—1 i=0,1,.n—1 i=0,1,.m—1

Tabela 2.1: Alguns grafos especiais e seus espectros

Como ja citado nesse texto, diferentemente da matriz de adjacéncias,
cada uma das matrizes L, Q) e L é positiva semidefinida, e, portanto, possui somente

autovalores nao negativos.

H4a uma outra maneira de definir a matriz laplaciana combinatéria de

um grafo G, a qual possibilita concluir que L(G) é uma matriz positiva semidefinida.

Suponhamos que a cada aresta de G é dada uma orientacao, a qual
pode ser feita arbitrariamente. Neste caso, cada aresta é um par ordenado (u,v) de
vértices u,v de G de modo que se u # v, entdo (u,v) # (v,u) e apenas um entre
estes dois pares pode ser uma aresta de GG. Assim, se G é um grafo de n vértices e
m arestas, a matriz S de incidéncia com respeito a uma orienta¢do dada é a matriz

de ordem n X m cujas entradas sao dadas por:

I, se ej=(vy,v) ei=k
sij =19 —1, se e; = (vg,vp) € i =1/
0, caso contrario.

A escolha dos sinais em S também pode ser feita arbitrariamente, contanto que
em cada coluna de S (correspondente a uma aresta de () exista exatamente uma
entrada positiva e uma negativa. Nao é dificil provar que L(G) = SST. Logo, pelo

Teorema 2.2.7, L(G) é positiva semidefinida e, portanto, seus autovalores sao nao
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negativos. Observamos que, embora tenha-se dado uma orientacao a cada aresta de

G para definir a matriz S, a matriz L(G) é independente de orientagao.

Exemplo 2.4.3. Seja G o grafo cujo conjunto de vértices é V. = {vy,vs, 03,04}
e cujas arestas, sequndo uma orientacio dada, sio e; = (v1,v2), e = (v1,v3),

es = (v1,v4), €4 = (vo,v3) € e5 = (v3,v4). Entao

(001 1 1] 1 1 1 0 0]
1010 1 0 0 1 0
AG) = , S =

1101 0 -1 0 -1 1
(101 0] 0 0 -1 0 —1|

6 - -

3 -1 —1 —1

Col-1 o2 210

L(G) = SST =
1 -1 3 -1
-1 0 -1 2|

E facil ver que 1 é um autovetor de L(G) com autovalor 0, uma vez que
a soma de todas as entradas de cada linha de L(G) é igual a 0. Assim, se o grafo G

tem n vértices, assumimos que os autovalores de L(G) sao

0= < A <<

Além disso, a matriz L(G) possui o valor dos graus dos vértices de G
em sua diagonal principal e, portanto, pela Proposicao 2.1.1, possui trago igual a
2m, onde m ¢é o numero de arestas de G. Como a soma dos autovalores ¢ igual ao
traco da matriz, segue-se que

1

n
1=

Exemplo 2.4.4. O espectro da matriz laplaciana combinatoria da estrela S, pode
ser obtido exibindo-se os autovetores. Lembramos que S, = K;,_1 é o grafo bipar-

tido completo com n — 1 pendentes e um vértice de grau n — 1 adjacente a todos
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os n — 1 pendentes. O polinémio caracteristico de S, associado a matriz laplaciana
combinatdria L = L(G) é dado por pr,(\) = A(A—n)(A—1)""2. De fato: se ordenar-
mos os vértices de S, de modo que v,, seja o vértice de grau n — 1, pode-se verificar
facilmente que (—1, —1, ..., =1, n — 1) é um autovetor de L(G) correspondente ao

autovalor n, enquanto que
(1, -1,0,...,0,0), (0,1, -1,0,...,0,0),...,(0,0,...,0,1, —1,0)

formam um conjunto de n—2 autovetores linearmente independentes correspondentes
ao autovalor 1. Além disso, jd sabemos que 1 é um autovetor de L(G) com autovalor
0. Conclui-se assim que o L-espectro de S, € dado por {0,172 n}. Podemos notar
ainda que a soma dos autovalores de S, € iqual a 2(n — 1), que € igual ao dobro do
numero de arestas de S,, uma vez que S, € uma drvore e, portanto, possuin — 1

arestas (Teorema 2.1.2).

A seguir enunciamos alguns resultados sobre o espectro da matriz
laplaciana combinatoria de um grafo. A demonstragao destes resultados pode ser

encontrada em [2].
Proposicao 2.4.5. Seja G um grafo com n vértices e sejam 0 = Ay < Ay < -+ < A\,
0s autovalores de L(G). Entdo:
(i) G € conezo se e somente se Ay > 0;
(ii) a multiplicidade do autovalor 0 é igual ao nimero de componentes conexas de
G
(iii) Ni(G) =n — Mio_i(G), para todo i =2, ...,n.

Corolario 2.4.6. Se um grafo G possui n vértices, entio \,(G) < n. Além disso,

n € autovalor de G se e somente se G ¢ desconexo.

Demonstracao. Seja G um grafo de ordem n e seja G o grafo complementar de G.

Pelo item (zii) da Proposigao 2.4.5, temos que \,(G) = n — A\y(G). Por outro lado,
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como L(G) é positiva semidefinida, temos que A\y(G) > 0, e, portanto, \,(G) < n.

A segunda parte segue diretamente dos itens (¢) e (iii) da Proposi¢ao 2.4.5. [

Exemplo 2.4.7. O grafo complementar do grafo completo K, de n vértices é o
grafo com n vértices e nenhuma aresta, ou seja, o grafo com n vértices isolados.
Assim, a matriz de adjacéncias de K, é identicamente nula e como todos os seus
vértices sao isolados, o grau de todos os vértices é igual a 0. Logo, L(K,) = 0
e, portanto, o L-espectro de K, é {0}, Se 0 = A\ < Xy < --- < A, sdo 0s

autovalores de K, entao, pelo item (iii) da Proposi¢io 2.4.5, temos \; =n—0=n,

para todo i = 2,...,n. Ou seja, o L-espectro de K, ¢ {0,n""V}.

Outra propriedade dos autovalores da matriz L(G) de um grafo G é o
entrelacamento entre G e o grafo H obtido de GG adicionando-se uma aresta, conforme

descreve o teorema a seguir. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada

em [22, Teorema 13.6.2].

Teorema 2.4.8. Seja G um grafo com n vértices e seja H o grafo obtido de G adici-
onando uma aresta ligando vértices distintos de G. Se \(G) < X2(G) < ... < M\ (G)
e M(H) <X (H) <...<\,(H) denotam os autovalores de L(G) e L(H), respecti-
vamente, entao

Nic1(H) < N(G) < N(H),

para todo i = 1,2, ...,n (assumimos que \g = —00).

Exemplo 2.4.9. Para n > 3, vamos denotar por S} o grafo obtido da estrela S,, de

n vértices adicionando-se uma aresta. A figura 2.8 ilustra o grafo Sg.

Figura 2.8: Grafo Sg.
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E fécil ver que St ¢ um grafo uniciclico, uma vez que criamos um ciclo ao adicionar
uma aresta a uma drvore com n > 3 vértices. Sen =3, S3 € o grafo completo Ks,
cujo L-espectro é {0,33)Y. Vamos usar o Teorema 2.4.8 para obter o L-espectro de
Sl paramn >4, a partir do L-espectro da estrela S, o qual é dado por {0, 1(n=2), n},
conforme visto no Exemplo 2.4.4. Se M1 < Xy < ... < A\, denotam os autovalores

da matriz laplaciana de S}, entdo, pelo Teorema 2.4.8, temos que
0<A<I<AN<1I<- <1< <1< A <n< A\, (2.4)

Ou seja, \; = 1, para todo i = 2,....,n — 2. Além disso, \y = 0. Seque de (2.4) e
do Coroldrio 2.4.6 que N\, = n. O tnico autovalor de S} que ainda falta descobrir é
An—1. Como S} é um grafo uniciclico de n vértices, seque do Coroldrio 2.1.4 que S}
tem n arestas. Logo, como a soma dos autovalores é o dobro do numero de arestas,
temos que 11 Nj = 2n, ou seja, 0+ (n—3) -1+ A\,_1 +n = 2n, do qual seque que
An_1 = 3. Portanto, o L-espectro de S é dado por {0,173 3 n}.

Para mais detalhes sobre a matriz laplaciana combinatoria, indicamos,

por exemplo, 23], [39] e [40].

Dizemos que um grafo G é integral se o espectro (com respeito & matriz
de adjacéncias) de G é formado unicamente por niimeros inteiros. Um dos problemas
estudados em Teoria Espectral de Grafos ¢ o de identificar quais grafos sao integrais.
Pode-se encontrar esses grafos entre as mais variadas classes de grafos, embora, ao
mesmo tempo, sejam raros e dificeis de serem encontrados. Para maiores detalhes,

sugerimos [4]. Abaixo, mostramos alguns exemplos de grafos integrais.

Exemplo 2.4.10. Conforme a Tabela 2.1, podemos observar que o grafo completo
K, ¢ integral para todo n. Ja o caminho P, € o unico grafo integral entre todos
os caminhos P,, com n > 2 vértices. Os ciclos C3,Cy e Cg sao os unicos grafos
integrais entre todo os ciclos C,. O grafo bipartido completo K, , € integral se e

somente se p - q € um quadrado perfeito. Em particular, a estrela S, = K;,_1 €

integral se e somente se n — 1 é um quadrado perfeito.
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Salvo casos particulares, em geral é dificil calcular o espectro exato de
um grafo GG, uma vez que precisamos encontrar todas as raizes de um polinémio de
grau igual ao nimero de vértices de G. Muitas vezes sao utilizados programas de

computacao numérica para aproximar o calculo dos autovalores.

Na se¢ao a seguir, descrevemos um algoritmo para localizar autovalores
da matriz de adjacéncias, em um dado intervalo real, no caso em que o grafo é
uma arvore. Tal procedimento serviu de inspiracao para o desenvolvimento deste

trabalho.

2.5 Localizacao de autovalores de arvores

Em [34], Jacobs e Trevisan apresentaram um algoritmo para localizar
autovalores da matriz de adjacéncias de uma arvore T', ou seja, para determinar o
nimero de autovalores de 7' num dado intervalo real. Esse método é baseado na
diagonalizagdo da matriz A + al, onde A é a matriz de adjacéncias de T e « é
um numero real, e na Lei da Inércia de Sylvester (Teorema 2.2.8). O algoritmo,
denominado Diagonalize(T, o), tem como entradas a arvore T e o escalar o € R,
sendo executado diretamente sobre os vértices de T, de forma que a matriz A nao é
necessaria explicitamente. A saida do algoritmo é uma matriz diagonal D congruente

a matriz A + ol

Para a execugao do algoritmo Diagonalize numa dada arvore T', escolhe-
se um vértice arbitrario como raiz de T'. Os vértices de T" adjacentes a raiz sao seus
filhos. Os vértices adjacentes a esses filhos (excetuando-se a raiz) sao seus filhos, e
assim por diante. Todo vértice v de T, exceto a raiz, possui um pai, que é o vértice
adjacente a v que nao é filho de v, e os Unicos vértices que nao possuem filhos sdo

as folhas, a menos que uma folha seja a raiz.
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Deve-se, também, fixar um ordenamento dos vértices de T'. Assim,
vamos numerar os vértices de T como vy, v, ..., v,, de tal forma que se v; ¢ filho
de v, entdo j > k. Neste caso, a raiz sera v,. A cada vértice v; de T é associado
um valor real a(v;) que no final do algoritmo representard precisamente a entrada
it da matriz diagonal D. Por esta razao, vamos denominar a(v;) o valor diagonal
de v;. Inicialmente, cada vértice v; recebe o valor diagonal a(v;) = a. O algoritmo
entao é aplicado seguindo o ordenamento dos vértices, das folhas em direcao a raiz,
conforme descreve o Algoritmo 1. Para um vértice vg, denotamos Fj o conjunto de

todos os filhos de v,. Observamos que se v, é uma folha, que nao é a raiz, entao

F, = 0.

Entrada: &arvore 7', escalar «
Saida: matriz diagonal D congruente a A+ al

Ordene os vértices de tal forma que se v; € filho de v;,
entdo j > 1.
Inicialize a(v) := a, para todo vértice v de T.
Para k=n até 1
se vr ndo é uma folha, entdo
1. se a(v) #0, para todo v € Fj, ent&o
a(vg) < a(vg) v;k ()
2. se a(v) =0 para algum v € F;, ent&o
escolha um vértice v; em Fj tal que a(v;) =0;
a(vy) < —3; alvy) « 2;
se v, tem um pai vy, remova a aresta {vy,v}.

Algoritmo 1: Diagonalize(T), )

Para justificar este procedimento, consideremos um vértice v, de T' com

um filho v; e um pai v;, como ilustra a Figura 2.9.
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Ve
Uk
Uj

Figura 2.9: Vértice v, com um filho v; e pai v,

A submatriz a seguir mostra as entradas de A+ al correspondentes aos

vertices vy e vj:

Se a(v;) # 0, este valor pode ser usado para anular as entradas kj e

jk da matriz A+ al, executando-se as seguintes operagoes elementares nas linhas e

colunas:
1
Lk < Lk — L.
a(vy)
e
Cr +— C 1 C
k E— ——Cj.
a(v;) ’

Realizadas as duas operacoes acima, o valor diagonal de vy, torna-se

resultando na matriz
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Assim, podemos observar que se todos os filhos v; de v possuem valores

diagonais nao nulos, entao, apds processarmos v, o seu valor diagonal sera

a(vg) — Z L

v; EFY, a(/Ui) '

Note que, ao processarmos o vértice vy, podemos considerar que a ma-

triz A + ol esta diagonalizada para todas linhas abaixo da linha k.

A maior dificuldade para a diagonalizacao ocorre quando um dos filhos
de v possui valor diagonal igual a zero. Suponhamos, entdao, que exista algum
filho v; de vy com a(v;) = 0. Entao, o vértice v; pode ser usado para anular as duas
entradas nao diagonais de qualquer outro filho v; de vy, assim como as duas entradas
que representam a aresta que liga v; a seu pai v,. Até este ponto, a submatriz com

linhas e colunas 1, j, k, £ é dada por:

EE)
e

—

—_

i 1 a(v;)

Fazendo uso de certas operagoes elementares nas linhas e colunas, pode-

se mostrar que esta submatriz resulta na seguinte forma diagonalizada:
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¢ a0 ]
k|10 —3 0 0

J 0 2

i 0 a(v;) |

de maneira que todos os outros filhos de v, nao sao afetados com as operagoes

realizadas, incluindo aqueles que possam ter valores diagonais nulos.

Temos entao o seguinte resultado.

Teorema 2.5.1. [34, Teorema 1] Seja o um nimero real e seja T uma drvore de
ordem n. O algoritmo Diagonalize(T, ) (Algoritmo 1) calcula wma matriz diagonal

D congruente a A+ ol, onde A € a matriz de adjacéncias de T.

E importante notar que o algoritmo Diagonalize(T, ) é executado di-
retamente na arvore T, de tal forma que nao é necessario utilizar a matriz A + ol

explicitamente.

Vejamos entao qual a principal finalidade desse algoritmo.

Teorema 2.5.2. [34, Teorema 3] Seja D a matriz diagonal cujas entradas na di-
agonal sdo produzidas pelo algoritmo Diagonalize(T, —a) para uma drvore T e um

numero real . Entao, valem as sequintes afirmacoes.

(i) O nimero de autovalores de T' que sao maiores do que o € o nimero de entradas

positivas em D.

(i) O nimero de autovalores de T que sao menores do que o é o nimero de entradas

negativas em D.

(7ii) A multiplicidade de o como autovalor de T é o niumero de entradas nulas em

D.

Demonstragdo. Vamos demonstrar o item (7). Pelo Teorema 2.5.1, o algoritmo

Diagonalize(T, —a) produz uma matriz diagonal D congruente & matriz A — al,
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cujas entradas da diagonal sdo os valores diagonais obtidos ao final do algoritmo.
Pela Lei da Inércia de Sylvester (Teorema 2.2.8), o nimero entradas positivas na
diagonal é exatamente igual ao nimero de autovalores de A — al que sao positivos,
0S quais, por sua vez, sao os autovalores de A que sdo maiores do que «. Esta tltima
afirmacao decorre do fato de que se A\ < Ay < .-+ < )\, sdo os autovalores de A e
< pg < -+ <, sdo os autovalores de A — al, entao u; = \; — «, para todo 1, e,
portanto, A; > « se e somente se p; > 0, o que prova o item (7). As demonstragoes

dos itens (7i) e (iii) sdo andlogas. [

Exemplo 2.5.3. Seja T a drvore da Figura 2.10. FElegemos arbitrariamente um
vértice como raiz, o qual serd vy, e sequimos uma numeracao dos vértices sequndo a

qual se v; € filho de v, entdo ¢ > j.

U1

%) U3

V4 Us Ve

Figura 2.10: Arvore do Exemplo 2.5.3

Vamos aplicar o algoritmo Diagonalize para obter o numero de auto-
valores de T que sao maiores do que 2. O lado esquerdo da Figura 2.11 mostra a
inicializacao dos vértices com o = —2. Em cada etapa, indicaremos no interior dos

circulos o valor diagonal daquele vértice.

U1 U1

—_—

Figura 2.11: Aplicagao do algoritmo Diagonalize(T, ) com o = —2
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Como vg € folha e filho de vs, ao processarmos o vértice vy pelo algoritmo, obtemos

1 1 3
alvs) “ a(vs) -2 2

Como os vértices vy e vy sao folhas, e ambos sdo filhos de vy, entdo, ao processarmos

0 vértice vy pelo algoritmo, obtemos

1 1 1 1
— a0 _ S S .
alvs) “ a(vy) a(vs) -2 =2

Finalmente, o algoritmo processard o vértice raiz vy, cujos filhos sdo 0s vértices vy

e vs, da sequinte forma:

1 1 1 1 1
alvr) = &_a(vg) " oavy) _2_j1 T o320 3

Obtemos, assim, que todos os valores diagonais que o algoritmo produz
s@o negativos, conforme ilustra o lado direito da Figura 2.11. Portanto, seque-se do

Teorema 2.5.2 (ii) que todos os seis autovalores de T' sao menores do que 2.

Uma vez que todos os autovalores de T' sao menores do que 2, podemos
obter quantos autovalores de T' estdo no intervalo [1,2). Neste caso, vamos aplicar
o algoritmo Diagonalize com o = —1 e contar quantos valores positivos (ou nulos)

o algoritmo ird produzir neste caso. A Figura 2.12 ilustra este procedimento.

U1 U1

—_—
S S SONNOL
S IS I ) wl)  Ehw

Figura 2.12: Aplicagao do algoritmo Diagonalize(T, o) com o = —1

Como vg € uma folha, e filho de vs, ao processarmos o vértice vz pelo

algoritmo, obtemos




Como os vértices vy e vs sao folhas, e ambos sdo filhos de vy, entdo, ao processarmos

0 vértice vy pelo algoritmo, obtemos

1 1 2
a(vg) = a_a(v4) — (7] = —1—_—1 = 1.

A sequir, o algoritmo processard o vértice vy, cujos filhos sdo os vértices
ve e v3. Neste caso, como a(vs) = 0, o algoritmo atualiza os valores diagonais de
vy e vg para a(vy) = —% e a(vs) = 2, finalizando o procedimento, uma vez que vy €
a raiz. Concluimos entdo que o algoritmo produz dois valores diagonais positivos e
quatro negativos, conforme ilustra o lado direito da Figura 2.12. Portanto, seque-se

do Teorema 2.5.2 que T tem dois autovalores maiores do que 1 e quatro autovalores

menores do que 1.

Como ja sabiamos que todos os autovalores de T eram menores do que
2, conclui-se que hd exatamente dois autovalores no intervalo (1,2) e todos os demais

autovalores sao menores do que 1.

A Figura 2.13 ilustra a aplicacao do algoritmo com o = 0. Como
a(vg) = 0, e vg € filho de vs, o algoritmo atualizard os valores diagonais de v3 e vg
o 1 o p . . .
para a(vs) = —5 e a(vg) = 2, e, além disso, removerd a aresta que liga vs ao seu
pai v1. Da mesma forma, como vy e vs sao filhos de vy, ambos com valores nulos,
o algoritmo atualizard o valor diagonal de vy para a(vy) = —1/2, substituird um dos
valores diagonais nulos pelo valor a(v) = 2 para exatamente um dos filhos de v, e
eliminard a aresta entre vy e vi. Neste caso, vy serd um vértice isolado (sem arestas

incidentes a outros vértices) e, por vy ser a raiz, o processo termina.
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U1
o
SOGROL wly s
u@ el W u @ w12 t

Figura 2.13: Aplicacdo do algoritmo Diagonalize(T, &) com a = 0

Do Teorema 2.5.2, seque-se que T tem dois autovalores iquais a 0, dois
autovalores positivos e dois autovalores negativos. Além disso, combinando 0s casos

a=0ea=—1, podemos concluir que T' ndo possui autovalores no intervalo (0, 1].

Concluimos, assim, que T tem dois autovalores positivos no intervalo
(1,2), um autovalor igual a 0 (com multiplicidade 2) e dois autovalores negativos.

Com ajuda de um programa de computacao numeérica, obtemos que os autovalores de

T sao 0, i%\/ 10 + 2v/5, o0 que é condizente com os resultados obtidos pelo algoritmo.

Em [34] os autores também observam que o algoritmo Diagonalize po-
deria ser facilmente adaptado para ser aplicado a matriz laplaciana combinatoéria de
uma arvore 7. Tal extensdo foi efetivamente utilizada em [20] e em nosso trabalho
[7]. Como toda arvore é um grafo bipartido (Corolério 2.1.6), entao, pelo Teorema
2.4.2, a matriz laplaciana sem sinal de T" e a matriz laplaciana combinatéria de T'
possuem o mesmo espectro. A adaptagao do algoritmo para a matriz laplaciana
combinatoéria de T' consiste apenas em modificar a inicializacao de todos os vértices
de T, atribuindo inicialmente a cada vértice v; o valor a(v;) = d(v;) + «, onde d(v;)
é o grau do vértice v;. Com tal adaptagao, algumas aplicagdes em [7] foram obtidas
a respeito do espectro da matriz laplaciana combinatéria de uma arvore, as quais

apresentamos no Capitulo 5.
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3 LOCALIZACAO DE AUTOVALORES DE
GRAFOS UNICICLICOS

No capitulo anterior, descrevemos o algoritmo que Jacobs e Trevisan [34]
desenvolveram para calcular o nimero de autovalores de uma arvore em um determinado
intervalo real. Esta técnica de localizagdo de autovalores mostrou-se util no estudo da
distribui¢ao dos autovalores de arvores em diferentes trabalhos — como, por exemplo, [8],
[20], [21] e [46] — e nos motiva a estender este método para uma classe maior de grafos,

como ja foi feito para os grafos threshold em [35].

Neste capitulo, apresentamos o algoritmo que desenvolvemos para localizar
os autovalores de um grafo uniciclico G em um dado intervalo real. Tal algoritmo é baseado
na diagonalizacado da matriz A + af, onde A = A(G) é a matriz de adjacéncias de G e «

¢ um numero real.

Como aplicagdo desse algoritmo, obtemos a multiplicidade de zero como
autovalor de uma centopeia uniciclica e mostramos que os autovalores nao nulos destes
grafos tém multiplicidade no maximo igual a dois. Além disso, mostramos que nenhuma

centopeia uniciclica regular é integral.

3.1 Algoritmo de localizacao de autovalores de grafos

uniciclicos

Nesta secao, descrevemos nosso procedimento para localizagao de au-
tovalores da matriz de adjacéncias de um grafo uniciclico em um dado intervalo

real.

O algoritmo tem como entradas um grafo uniciclico G de ordem n con-
tendo um ciclo Cp, onde b > 3, e um nimero real a. Tal algoritmo calcula os valores

diagonais de uma matriz diagonal congruente a A(G) + al, o que permite determi-
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nar, pela Lei da Inércia de Sylvester, o nimero de autovalores de A(G) maiores do
que —a, o numero de autovalores de A(G) menores do que —a e a multiplicidade de
—a como autovalor de A(G). E importante observar que o algoritmo néo necessita
da matriz A(G) + al explicitamente, pois ele é executado percorrendo-se os vértices

e as arestas de G.

Inicialmente, os vértices de C, sdo numerados como vy, vs,...,v,. Os
n—>b vértices de G restantes sao numerados considerando o vértice v;, para 1 < i < b,
a raiz da drvore pendente T;, a qual é o maior subgrafo induzido de G que é uma
arvore e cuja intersecgao com o ciclo Cp é o vértice v;. A Figura 3.1 ilustra um grafo

uniciclico G com um ciclo C3 e arvores pendentes 1,75 e Ts.

Figura 3.1: Um grafo uniciclico

A numeracao dos vértices de cada arvore pendente é feita conforme o
algoritmo para arvores, descrito na Secao 2.5, onde os vértices sdo numerados da
raiz em direcao as folhas. Numeramos primeiramente os vértices de Tj, seguidos

pelos vértices de Ts, e assim por diante até Ty.

O algoritmo que desenvolvemos é o Algoritmo 2 apresentado a seguir.
A ideia bésica desse procedimento é utilizar, primeiramente, o algoritmo de arvores

para diagonalizar as partes da matriz A(G) + al correspondentes as arvores penden-
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tes T;, com 1 < ¢ < b, para, entao, diagonalizar o bloco da matriz correspondente ao
ciclo Cy, cujos vértices serao processados levando-se em conta os b valores diagonais

obtidos pelo algoritmo de arvores durante o processamento de cada arvore pendente

T;.

Para um dado niimero real «, iniciamos nosso procedimento atribuindo
a todos os vértices de G o valor a(v) := « (Passo 1). A seguir, o algoritmo processa
os vértices de cada arvore pendente T;, das folhas em direcao a raiz v; (Passo 2).
Observamos que, para cada vértice v; do ciclo Cp, ambos os vértices do ciclo C, que
sao adjacentes a v; sao considerados seus pais, e denotamos por F; o conjunto dos
filhos de v; em T;. Por fim, o algoritmo processa os vértices do ciclo C,, do vértice

vy em direcao ao vértice v, (Passos 3 e 4).

Entrada: grafo uniciclico (G com vértices ordenados vy,...,V,,
escalar «
Saida: valores diagonais a(vy),...,a(vy,)

1. Inicialize a(v):= «a, para todo vértice v de G

2. Aplique o algoritmo Diagonalize(7;,«) a cada arvore T}, para
1 <i<b, considerando v;_; e v;y; pais de v;, onde v;_1 = vy,
seit1=1, e v,y =v1, se i =D0.

3. Se alguma aresta do ciclo C, foi removida no passo 2, entdo
aplique o algoritmo Diagonalize(P,«) a cada caminho P que
ndo & um vértice isolado, escolhendo a extremidade de P
com menor indice como raiz.

4. Se o ciclo C, ndo foi desconectado no passo 2, entdo
defina a; := a(v;), para 1 <1i <b;
aplique o procedimento DiagCycle(a,as,...,a;) (Algoritmo 3).

Algoritmo 2: Diagonalize Unicyclic(G, o)
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Defina TriangDiagonalized := false; wy := 1,wy := 1 e w; := 0, para
3<73<b—-1.
Para i =05 até 3

se a; # 0 ent&o

1 w;)? w;
Qi1 4 Q1 — —; QA1 < a1 — (1w:) DWW — —; //caso 1
Q; Q; @;
senao
BF%'(wi—l—wi(l—f—%)); 7<—wz‘—1+wi'<1—a%l)§
1 2
a; < 2; i1 —5 a; «+ a, +2B% — 5 //caso 2

se 1 > 4 entdo
Wi—g $ Wi—2 — Wi;

11— 1;
senao
TriangDiagonalized < true;
fim do lago.

Se TriangDiagonalized = false e wy # 0 entdo

se as # 0 entdo
2
w
a1<—a1—( 2) ;
az

senao
as — 2; ap +— —
Mostre (ay,as, ..., ap).

(w2)?
2

Algoritmo 3: Procedimento DiagCycle(ay, as, ..., ap)

Para entender como o algoritmo calcula os valores diagonais de uma
matriz diagonal congruente a A(G) + «l, vamos considerar a seguinte representagao

matricial, segundo a numeracao estabelecida para os vértices de G.

B E, By - E,

(E)T B, 0 -+ 0
A+al = | (B)T 0 By, -~ 0 |,

(E)T 0 0 --- B,

onde B = A(Cy) + al,, sendo A(C,) a matriz de adjacéncias do ciclo Cy;
B, = A(T;, —v;) + alir,_y,|, onde T; — v; é o subgrafo induzido de G pelos vér-
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tices em V(T;) \ {v;} e A(T; — v;) é a sua respectiva matriz de adjacéncias, para
i=1,...,b; e E; é o bloco da matriz A(G) com todas as entradas nulas, exceto pelas
entradas iguais a 1 da linha 4, as quais representam as adjacéncias entre v; e seus

filhos em F;, para i =1,...,b.

Exemplo 3.1.1. Seja G o grafo uniciclico da Figura 3.2. Podemos observar os

blocos B, B1, Bo, B3, E1, E5 e E3 na sequinte representagao matricial de A(G) + ol :

@ 1 1'1 100 0'00 00
1 a 1,0 0 0,1 0,0 0 0 0
| | |
1 1 a'000'00'1 100
1 0 0ia 0 O, 1
| | |
1 00'0 a 1! i
00 0,0 1 a l
—————— A e e e e —— — — — -
01 0 o 1
00 0, 1 o
—————— e
00 1 | '@ 0 0 0
00 1, 1 0 a1 1
| | |
00 0 | 01 a 0
00 0, l 01 o
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Como cada T; é uma arvore e nao ha aresta entre T; —v; e T; — v;, para
i # j, podemos aplicar o algoritmo Diagonalize(T;, ) aos vértices de cada subgrafo
T; — v;, sem afetar as adjacéncias em FE; enquanto o vértice v; nao for processado.
Pelo Teorema 2.5.1, o algoritmo produz b matrizes diagonais D;, para 1 < ¢ < b,
congruentes a B;. O bloco B permanece o mesmo apos o processamento do subgrafo
T; — v; pelo algoritmo Diagonalize(T;, o), pois ndo ha aresta entre o subgrafo T; — v;

e os vértices do ciclo C, diferentes de v;. Obtemos, assim, a seguinte matriz:

B E E - E
(E)T D, 0 0
(B)T 0 Dy 0
(B 0 0 - Dy |

A seguir, o algoritmo Diagonalize(T;, o) processara a raiz v; de cada
arvore pendente 7;, considerando que a raiz v; tem dois pais no ciclo. Se nenhum
vértice do ciclo tem algum filho com valor diagonal nulo, isto é, se a(v) # 0, para
todo v € Fj, entdo o algoritmo Diagonalize(T;, &) atribui a v; o valor diagonal

a(vy)  a(v;) — Y L,
ver, A(v)
e as entradas em F; que representam as adjacéncias de v; com seus filhos em F;

serao anuladas.

Se algum vértice do ciclo tem algum filho com valor diagonal zero, isto
é, a(vj) = 0, para algum v; € F;, entdo o algoritmo Diagonalize(T;, &) atribui a v; e a
v; os valores diagonais —% e 2, respectivamente, e as entradas em F; que representam
as adjacéncias de v; com seus filhos em £}, bem como as entradas que representam
as adjacéncias de v; com seus pais v;41 e v;_1, sdo anuladas. Para entender por que
estas operacgoes realmente diagonalizam esta parte da matriz, considere a seguinte

submatriz que mostra as entradas correspondentes a v;, v, Vi41 € V;i—1:
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7 a 1 1
141 0 1 « 0
J 01 0 0

Entao, as operagoes elementares

Lk<—Lk—Lj

Ck%Ck—Cj,

para k € {i — 1,7 + 1}, anulam as entradas (i — 1,4) e (i,7 — 1) da matriz, quando
k =i —1, e anulam as entradas (i + 1,7) e (4,7 + 1), quando k = i + 1, resultando

na submatriz abaixo:

i—1 a 0 0 0
) a 0 1
1+ 1 0 « 0
7 0 1 0 0

Estas operacoes efetivamente removem a aresta entre v; e seu pai v;_1, assim como a
aresta entre v; e seu outro pai v; 1 no ciclo C,, desconectando o ciclo, caso ele ainda
nao tenha sido desconectado. De forma andloga, as operacoes elementares citadas

anulam as entradas (k,7) e (i, k) da matriz, para todo outro filho v de v; em Fj.
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Por fim, a sequéncia de operacoes elementares

Li Li—%Lj
G« oi—%cj
L; < L;+ 1L,
C, « C;+0C,
Li « Li—;Lj,
C; « Ci—;cj

diagonalizam esta parte da matriz, atribuindo a v; o valor diagonal —1/2, e a vj,
o valor diagonal 2. Note que os filhos de v; em Fj, incluindo aqueles que possuem

valor diagonal nulo, nao sao afetados pelas operagoes acima.

Até este ponto, obtemos a seguinte matriz congruente a A 4+ o, diago-

nalizada para os vértices v;, com b+ 1 < j < n:

B 0 0 0
0 D, O 0
0 0 D, 0 |.
0 0 O D,

onde o bloco B de ordem b representa as adjacéncias remanescentes entre os vértices

do ciclo original Cp, concluindo assim o passo 2 do algoritmo Diagonalize Unicyclic.

Para completar o processo de diagonalizacao de A + al, resta realizar

a diagonalizacdo do bloco B.

Se uma aresta do ciclo Cp foi removida no passo 2, o ciclo original serd
agora um unico caminho ou a uniao disjunta de caminhos. Neste caso, podemos

aplicar o algoritmo de arvores a cada caminho que nao seja um vértice isolado, es-
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colhendo a extremidade do caminho com menor indice como a raiz daquele caminho

(passo 3), completando o processo de diagonalizagdo da matriz.

Suponhamos, entao, que o ciclo C, nao foi desconectado pela aplica-
¢ao do algoritmo Diagonalize(T;, o) a cada uma das arvores pendentes T;, para
1t =1,...,b, durante a execucao do passo 2 do algoritmo Diagonalize Unicyclic. En-
tao, no passo 4 do algoritmo, é executado o procedimento DiagCycle, que realiza a

diagonalizacao do bloco B.

A ideia geral é comecar a diagonalizacdo do bloco B a partir do vértice
v, em diregdo ao vértice vy, assim como é feito no algoritmo de arvores, com a
diferenca de que, em cada passo dessa diagonalizagao, o valor diagonal do vértice vy
é atualizado, uma vez que ele é afetado pelos calculos dos outros vértices, conforme

descrevemos a seguir.

Denotamos por w;, para i = 2, ..., b, as entradas (1,4) e (i,1) da matriz
original A + al, que representam a adjacéncia entre v; e v;. Assim, temos inicial-
mente que wy = wp = 1 e w; = 0, para 3 < j < b — 1, porém, esses valores serao
atualizados ao aplicarmos o procedimento DiagCycle (Algoritmo 3). Denotamos
também a; = a(v;), para cada ¢ = 1,...,b, por simplicidade. Com esta notagao, a

matriz B tem a seguinte forma:

1 ai Wj_1 W Wy
J—1 wj—1 aj—1 1 0

J w; 1 a 0

b L Wy 0 0 Qp i
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Para um dado j, com 3 < j < b, supondo que foram diagonalizadas as
linhas e colunas de B de j + 1 até b, vamos diagonalizar a linha j e a coluna j da

matriz B.

Se a; # 0, as seguintes operacoes elementares nas linhas e colunas
anulam as entradas (j — 1,j) e (5,7 — 1):

1
Ljfl <— Ljfl — 7[/]
a;

1
Oj_l — Cj_l — CTOJ

J

Ao serem realizadas essas duas operagoes, o valor diagonal de v;_; torna-se a,;_1 =

a1 — i, e o valor de w;_; torna-se w;_; = w;j_; — %, resultando na matriz
J J

1 aq w]‘_l w] 0
J— 1 ’ZIJ],1 @7;1 0 0

7 w 0  q 0

b | 0 0 0 ay |

Além disso, as seguintes operacoes elementares anulam as entradas w; da primeira

linha e coluna da matriz B :

Ll < Ll — &L]
a4

01 < Cl — %Cj,
a;
(w;)?
a;

modificando o valor diagonal de v, para a; = a; — , produzindo a matriz
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] — 1 ’UN)],1 C~l]71 0 0
J 0 0 a 0
b 0 0 0 ap

Este processo pode ser repetido sempre que a; # 0, conforme o caso 1 do procedi-

mento DiagCycle (Algoritmo 3).

Suponhamos entao que a; = 0, como ilustra a matriz a seguir.

1 aq o Wj—2 W1 Wy v 0
] — 2 Wj—2 aj—2 1 0 0
J—1 | wj 1 aj—; 1 0

J w 0 1 0 0

b I 0 . 0 0 o --. ap |

No caso em que j > 4, o vértice v; serd usado para anular as duas entradas que
representam a aresta entre v;_; e seu pai v;_o, realizando as seguintes operagoes

elementares nas linhas e colunas:
Lj_g — Lj_g — Lj
Cj,Q — Cj,Q — Cj.
Estas duas tltimas operacoes modificam o valor de w;_o para wj_s = w;_o — w;

(caso 2 do procedimento DiagCycle), produzindo a submatriz abaixo:
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1 aq wj,g U)j,1 'w] 0
] — 2 711]_2 aj—2 0 0 0
j—l w]',1 0 Clj,1 1 0
J w 0 1 0 0

No caso em que j = 3, a linha j — 2 de B é a primeira linha, e a ligacdo

entre v;_; e seu pai v;_p serd removida posteriormente.

A seguir, as operagoes

a;_1
J [
Ty i

Lj—l — Lj—l — 5

a;_
Cj_l — Cj_l — ]TIC]

anulam o valor de a;_; e modificam o valor de w;_; para w;_; = w;j_; — “=F=*. A

submatriz torna-se

1 aq QI)]_Q lz}j_l Wy 0
J— 2 ~] 2 Aj—2 0 0 0
j—1 | @y 0 0 1 0

J w; 0 1 0 0

bo| 0 0 0 0 a |
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Além disso, as operacoes elementares

Cj <— Cj + Cj_l,
1
Lj—l < Lj—l — §Lj,
1
Cj_l — Cj_l — 503

produzem a submatriz

1 aq UN)J',Q 5 Y 0
J -2 QI)J_Q Aj—2 0 0 0
i—1 1| B 0 -1/2 0 0 |,
j 0 0 2 0
b I 0 0 0 o --- ap |

onde 8 = u:)j_l — % . (wj_l —w; - (1 + llj2—1>) ey =w; =wj_1+ wj- (1 — llj2—1).

Finalmente, as operagoes

Ly + Li+28L; .,
C, + C1+28C;,,
L, Ll—%Lj,
O, « 01—%@-

. ~ 2
anulam as entradas 3 e v e atualizam o valor de a; para @; = a;+23>— 4, resultando

na seguinte submatriz:
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1 aq (I 0 0 0
J—2 Wj_o aj_o 0 0 0
j—1 0 0 -1/2 0 - 0

7 0 0 0 2 0

b 0O ... 0 0 0 - a

Observamos que, neste ponto, tanto a linha (e coluna) j, como a linha (e coluna)
j — 1, encontram-se diagonalizadas, conforme descrito no caso 2 do procedimento
DiagCycle (Algoritmo 3). Observamos ainda que, caso j = 3, ou seja, a3 = 0, a
variavel booleana TriangDiagonalized, descrita no Algoritmo 3, muda seu valor
logico para true e o algoritmo nao executa as operagoes que viriam na sequéncia.
Neste caso, o processo de diagonalizacao estaria finalizado ao serem realizados os

passos acima.

Para demonstrarmos que o procedimento descrito pelo Algoritmo 3
completard a diagonalizacio de B, resta analisar o caso onde j = 2 e ainda falta

diagonalizar o bloco 2 x 2 ilustrado abaixo:

ap ws

Wy Q2

Note que se wy = 0, esta submatriz ja esta diagonalizada. Se wy # 0, é facil ver que

se ag # 0, realizando as operagoes

Ll — Ll — %LQ
a2

Wa
Cy + Cp — —C4,
az
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completa-se o processo de diagonalizagdo, ficando o valor de a; atualizado para

~ 2 ~ . ~
ap = a; — % Se wy # 0 e ay = 0, entao as seguintes operagdes elementares nas

linhas e colunas
Ly
Gy
Ly
Cy

Ly

Ch

a1
Ly — L
1 2 W, 2
a1
Cy — C.
1 2 Wy 2
1
Lo+ —Lq,
W
1
CQ + 7017
Wa
w
Ll - 72[/27
w
Q—gg

resultam no seguinte bloco 2 x 2 diagonal

Uma vez que todas as operagoes elementares realizadas nas linhas e

colunas foram de tal forma que a mesma operacao realizada para linha foi realizada

para a coluna, a matriz diagonal D cujas entradas sdo os n valores diagonais cal-

culados pelo algoritmo é tal que D = S(A + oI)ST, onde S é a matriz invertivel

composta pelas operacoes elementares realizadas nas linhas de A+al e ST a matriz

composta pelas operagoes elementares nas colunas de A + af. Em outras palavras,

D e A+ ol sdao congruentes, comprovando, assim, o resultado a seguir.

Teorema 3.1.2. Seja G um grafo uniciclico de ordem n com vértices ordenados

V1, V2, .oy U, € S€ja o um namero real. O algoritmo DiagonalizeUnicyclic(G, o) (Al-

goritmo 2) calcula n valores a(v;), 1 < i < n, de forma que a matriz diagonal D

com entradas a(vy), ..., a(v,) na diagonal é congruente a A+ «l, onde A é a matriz

de adjacéncias de G.
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Pelo Teorema 3.1.2 e a Lei da Inércia de Sylvester (Teorema 2.2.8),

temos o seguinte resultado, que é a principal finalidade do algoritmo.

Teorema 3.1.3. Seja G um grafo uniciclico e a um niumero real. Seja D a matriz
diagonal cujas entradas na diagonal sao produzidas pelo algoritmo

Diagonalize Unicyclic(G, —«). Entdo, valem as sequintes afirmagoes:
(i) O nimero de autovalores de G que sdo maiores do que o € o niumero
de entradas positivas em D.

(i) O nimero de autovalores de G que sido menores do que o é o nimero

de entradas negativas em D.
(iii) A multiplicidade de o como autovalor de G é o nimero de entradas
nulas em D.
Demonstragao. A prova é a mesma do Teorema 2.5.2. [J

E importante observar que o algoritmo que desenvolvemos pode ser
aplicado diretamente sobre os vértices do grafo uniciclico G, sem a necessidade de

obter a expressao da matriz A + al explicitamente.

Exemplo 3.1.4. Seja G o grafo uniciclico da Figura 3.3.

Us U1 V2 Ve U7

() V3

V13

Vg V11

V10

Figura 3.3: Grafo uniciclico do Exemplo 3.1.4
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Vamos aplicar o algoritmo Diagonalize Unicyclic em G com escalar
a = —2. 0 lado esquerdo da Figura 3.4 mostra a inicializacdo dos vértices com

o valor —2.

Figura 3.4: Passos 1 e 2 do algoritmo Diagonalize Unicyclic(G, ) com a = —2

Executando o passo 2, como vy tem apenas um filho, seu valor diagonal

3.

—35; como vg tem trés filhos, seu valor torna-se a(vg) =

torna-se a(vip) = —2— 4 =
-2 — _% = —%; analogamente ao caso do vértice vis, o valor de vg torna-se a(vg) =
—%. Na sequéncia, tanto vy como vy possuem um unico filho com valor diagonal —%
e, portanto, terao seus valores diagonais atualizados para —2 — %/2 = —%, enquanto
que vs terd seu valor atualizado para —2 — %/2 = 0. O lado direito da Figura 3.4

mostra os valores diagonais atualizados desses vértices.

A sequir, como nenhum vértice v; tem um filho em T; com valor diagonal
nulo, nenhuma aresta do ciclo é removida. Dessa forma, o algoritmo executard o
passo 4. Neste passo, o algoritmo executa o procedimento DiagCycle (Algoritmo

3). A Figura 3.5 ilustra a inicializagao do procedimento DiagCycle para os vértices

vy, Vg, U3,y do ciclo, cujos valores diagonais sao, respectivamente, ay = —%, as =
4 _ 3 _ 4
—3,03 =y, A4 = —3.

A cada iteracio i do lago, de i = 4 até 2, o procedimento DiagCycle

processa 0s vértices v;_1 e vy eliminando as arestas com seu filho v;. Como ay =
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Figura 3.5: Inicializacao do procedimento DiagCycle no caso v = —2

o

—% £ 0, o algoritmo atualiza o valor diagonal de vs para az — L+ = 0 — fm =

as
S 7 - SN € _
o valor de vi para a; @ T T3 i3 = 1 €0 valor de w3 para ws

Wy
a4

0— f/g = %. A Figura 3.6 ilustra os resultados para esta etapa do algoritmo.

Figura 3.6: Iteracao i =4 do procedimento DiagCycle no caso a = —2

Como az = % # 0, o algoritmo atualiza o valor diagonal de vy para

312
as — i = —% — 3—}4 = —%, o valor de vy para a; — —(121)2 = —% — <34/21 = —% e o valor
de wy para wy — =1- % = 0. A Figura 3.7 ilustra os resultados para esta etapa
do algoritmo.

@@
@ D
Figura 3.7: Iteracio i = 3 do procedimento DiagCycle no caso o = —2
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Como TriangDiagonalized = false, uma vez que ndo foi executado o
caso 2 do procedimento DiagCycle, entdo o algoritmo vai para o passo final, quando
resta processar o vértice vy a partir de sua ligagdo com o vértice vo. No entanto,
como wy = 0, este passo ndo serd executado, visto que a ligacao de vy com vy jd estd

eliminada, o que finaliza o procedimento.

Ao final, percebemos que hd apenas um valor diagonal positivo (o valor
de v3) e, portanto, pelo Teorema 3.1.3 (i), apenas um autovalor de G é maior do

que 2 e todos os demais autovalores sdo menores do que 2.

Vamos agora aplicar o algoritmo Diagonalize Unicyclic em G com esca-

v
1112 1)8
Ul3
’U
7110 11

Figura 3.8: Passos 1 e 2 do algoritmo DiagonalizeUnicyclic(G, ) com o = 0

lar a = 0, como ilustra o lado esquerdo da Figura 3.8.

Como todos os vértices sao inicializados com valor 0, entdo, para cada
vértice v; que possuir um filho com wvalor 0, o Passo 2 do algoritmo vai substituir
o valor de v; pelo valor —% e substituir o valor 2 em exatamente um filho de v;
com valor nulo. Além disso, a aresta ligando v; ao seus pai serd removida. O
unico vértice do ciclo que possui filho com valor nulo € vy, e, neste caso, as arestas

conectando v, aos seus vértices adjacentes no ciclo, vy € vy, Serdo removidas, como

mostra o lado direito da Figura 3.8.
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Dessa forma, o passo 3 serd executado no caminho vovzvy resultante,
sendo vy a raiz. Assim, como vy possui valor nulo, o algoritmo atualizard os valores
1

de vz e vy para a(vs) = —5 e a(vy) = 2, e a aresta ligando vs a vy € removida,

ficando vy um vértice isolado ao final do algoritmo, como mostra a Figura 3.9.
Us U1 V2 Vg U7

U12 Us
9 0)

V11
V10

Figura 3.9: Valores finais da aplicagio do algoritmo Diagonalize Unicyclic(G, «)
coma =10

Assim, pelo Teorema 3.1.3, concluimos que G possui um autovalor igual

a 0 com multiplicidade 3, cinco autovalores positivos e cinco autovalores negativos.

O lado esquerdo da Figura 3.10 mostra a aplica¢io do algoritmo ao
grafo G com escalar o = —1 e assim, todos os vértices sao inicializados com o valor

—1.

Ezecutando o passo 2, como vi5 tem apenas um filho, seu valor diagonal
torna-se a(vis) = —1 — % = 0; como vs tem trés filhos, seu valor torna-se a(vs) =
—1-— _% = 2; analogamente ao caso do vértice via, o valor de vg torna-se a(vg) = 0.
Como vy possui agora um filho com valor nulo, vis, entdo o algoritmo atualizard os
valores de vy e viy para a(vy) = —%,a(vlg) = 2, e as arestas ligando vy aos seus
vértices adjacentes no ciclo, vy e vs, sao removidas. Como vs possui como filho o
vértice vg, temos que seu valor diagonal € atualizado para a(vs) = —1 — % = —%.

Assim como vy, 0 vértice vy possui um filho com valor nulo, ve, e, de forma andloga,
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Vs, U1 V2 Ve U7

G2

V4 V3
(3 @
s o &
vg v11
V10
Figura 3.10: Passos 1 e 2 do algoritmo DiagonalizeUnicyclic(G, a) com o = —1
teremos a(vy) = —%, a(vi2) = 2 e as arestas que ligam vy aos dois vértices do ciclo,

vy e vs, sao removidas. Finalmente, o vértice vy tem seu valor diagonal atualizado

para a(vy) = —1 — }1 = 0. Note que, neste caso, todas as arestas do ciclo foram
removidas. Dessa forma, o algoritmo termina neste passo, uma vez ndo restou
nenhum caminho no ciclo original. O lado direito da Figura 3.10 mostra os valores

finais no caso a = —1.

Pelo Teorema 3.1.3, obtemos que G tem um autovalor simples igual a

1 e trés autovalores maiores do que 1.

Com base nos resultados anteriores, concluimos que G tem cinco auto-
valores positivos, sendo um deles o autovalor 1, outro estd no intervalo (0, 1), outros
dois estao no intervalo (1,2) e exatamente um autovalor é maior do que 2. Pode
ser mostrado, com auzilio de um programa de computacdo numérica, que este grafo
uniciclico tem um autovalor 0 (com multiplicidade trés) e autovalores simples +1,

+1/2, 40,53128, +1,82357 e £2, 52831.
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3.2 Centopeias uniciclicas

Nesta secao, vamos estudar os grafos uniciclicos denominados cento-
petas uniciclicas para ilustrar como o algoritmo Diagonalize Unicyclic apresentado
na Se¢ao 3.1 pode ser facilmente aplicado para obter resultados a respeito da mul-
tiplicidade dos autovalores desses grafos. Uma centopeia uniciclica é o grafo obtido
do ciclo Cp, onde b > 3, adicionando-se pelo menos um pendente a cada vértice do

ciclo. Chamamos de né dorsal cada um dos vértices de Cy.

Teorema 3.2.1. Se C € uma centopeia uniciclica com b nos dorsais, entao C tem b

autovalores positivos e b autovalores negativos.

Figura 3.11: Aplicac¢ao do algoritmo Diagonalize Unicyclic(C, —a) com o = 0

Demonstragao. Vamos aplicar o algoritmo Diagonalize Unicyclic para o grafo C
com escalar a = 0, conforme ilustra a Figura 3.11. Uma vez que cada pendente
tem valor diagonal nulo, o algoritmo atribuird o valor diagonal —% a cada um dos
b nos dorsais e o valor diagonal 2 a exatamente um pendente de cada um dos b nos
dorsais, enquanto que os outros n — 2b vértices restantes permanecerao com o valor
diagonal zero. Além disso, todas as arestas do ciclo sdo removidas, e o algoritmo

termina. Portanto, no fim do algoritmo, sdo produzidos b valores positivos e b valores

negativos. Pelo Teorema 3.1.3, segue-se o resultado. [
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Teorema 3.2.2. Em qualquer centopeia uniciclica C, os autovalores nao nulos pos-

suem multiplicidade no mdzximo igual a 2.

Demonstragao. Seja C uma centopeia uniciclica e seja A # 0 um autovalor de C.
Pelo Teorema 3.1.3 (iii), apds a aplicacao do algoritmo Diagonalize Unicyclic(C, —\),
pelo menos um valor diagonal nulo deve ser obtido no fim do algoritmo. Os valores
diagonais dos pendentes permanecerao iguais a —\ # 0 até o final. Se algum valor
diagonal nulo aparecer em um vértice do ciclo durante a execugao do procedimento
DiagCycle (Algoritmo 3), o algoritmo substituird tal valor por 2, a menos que tal
valor apareca nos vértices vy ou vy, apos terem sido processados todos os demais
vértices v;, para ¢ = 3,..,b. Assim, o nimero maximo de valores diagonais nulos é
dois. Portanto, pelo Teorema 3.1.3 (7iz), A tem multiplicidade no méximo igual a 2.

0

A situagdo de ter um autovalor ndo nulo com multiplicidade igual a 2
pode efetivamente ocorrer caso os valores diagonais dos vértices v e vy sejam zero
apos terem sido processados todos os demais vértices v;, para ¢ = 3,..,b, e caso ws
resulte igual a zero no fim do procedimento DiagCycle. O exemplo a seguir ilustra

este fato.

Exemplo 3.2.3. Seja C a centopeia uniciclica da Figura 3.12.

Figura 3.12: Centopeia uniciclica do Exemplo 3.2.3
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Aplicando o algoritmo DiagonalizeUnicyclic(C, ) com o = —1, obte-
mos dois valores diagonais nulos nos vértices vy e vy ao final do algoritmo (a Figura
3.13 ilustra esta aplica¢do). Portanto, pelo Teorema 3.1.3 (iii), 1 é autovalor de C

com multiplicidade 2.

Figura 3.13: Aplicagao do algoritmo DiagonalizeUnicyclic(C, o) com o = —1

O indice de um grafo G' é o maior autovalor de G e é denotado por

p(G). O grau mdzimo de G é o maior dos graus dos vértices de G.

Lema 3.2.4. Se um grafo uniciclico G tem grau mdzimo A e indice p(G), entao

p(G) < 2V/A 1.

Demonstracao. Veja [31], Teorema 1. [

Teorema 3.2.5. Seja C uma centopeia uniciclica com b nos dorsais e grau mdzrimo

A. Entao C tem ao menos um autovalor nao inteiro se b > 4|/ A —1].

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.1, C tem b autovalores positivos e, pelo Teorema

3.2.2, qualquer autovalor nao nulo de C tem multiplicidade no maximo 2, o que

implica que C tem pelo menos [gw autovalores positivos e distintos. Pelo Lema

3.2.4, tais autovalores sao limitados por 2v/A — 1, e existem exatamente |2v/A — 1]
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inteiros positivos neste intervalo. Assim, pelo Principio da Casa dos Pombos, se

b > 4[v/A — 1], ao menos um autovalor de C devera ser ndo-inteiro. [J

Vamos denotar C(b,p) a centopeia uniciclica com b > 3 nés dorsais
vy, ..., Up, cada um dos quais adjacente a exatamente p > 1 pendentes. Tais grafos

sao denominados centopeias uniciclicas regulares. A Figura 3.14 ilustra o grafo

C(4,3).

Figura 3.14: Centopeia uniciclica regular C(4, 3)

Conforme a Tabela 2.1, o espectro do ciclo C, com b vértices é dado por

{2cos <2bm> Ci=0,1,...,b— 1}.

Vamos mostrar que, sabendo-se o espectro de Cy, é possivel obter o espectro com-
pleto da centopeia uniciclica regular C(b,p), utilizando-se, para isto, o algoritmo

Diagonalize Unicyclic aplicado ao grafo C(b, p).

Teorema 3.2.6. Se ry,...,1m, sao os autovalores do ciclo Cy, entdo o espectro da

centopeia uniciclica reqular C(b, p) € dado por

. N\ 2
{o<"2b>, %i p+ (g) Q= 1,...,b}.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.1, 0 é autovalor de C(b,p) com multiplicidade
n — 2b. Para obtermos os outros 2b autovalores restantes, vamos aplicar o algoritmo

DiagonalizeUnicyclic para C(b, p) com escalar « = —\, onde A é um autovalor nao
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nulo de C(b,p). Uma vez que cada né dorsal v;, para i = 1,...,b, é adjacente a

exatamente p pendentes, temos que

p _N-p
a(v;)) = —A—— =
(vi) - -\
Como todos os valores a(v;), para i = 1,...,b, sdo iguais e nenhuma aresta foi
removida, visto que a(v) = —\ # 0, para todo pendente v do grafo C(b,p), a

unica forma de obtermos um valor diagonal zero no fim do algoritmo é quando
a(v;) = —r, para todo i = 1,...,b, onde r é autovalor do ciclo C. Isto porque, uma
vez que todos os valores a(v;) sdo iguais, podemos pensar que estamos aplicando o
algoritmo diretamente a um ciclo C, com vértices vy, ..., v, e escalar &« = —r. Desta
forma, pelo Teorema 3.1.3 (7i7), algum vértice de C, tera valor diagonal nulo no fim
do algoritmo se e somente se r for um autovalor de C,. Além disso, se a(v;) = —r,

para todo ¢ = 1, ..., b, temos que

Teorema 3.2.7. Em uma centopeia uniciclica reqular C(b,p), o indice é dado por

1+ +/p+1 e o maior autovalor negativo ¢ 1 — /p + 1, ambos simples.

Demonstracgao. Pelo Teorema 3.2.6, uma vez que 2 é sempre um autovalor do ciclo
Cyp, entao %i \/p+ (%)2 = 14+/p + 1 sdo autovalores de C(b, p). Quando aplicamos
o algoritmo para C(b, p) com escalar o« = —(1++/p+ 1) ou v = —(1—+/p + 1), temos
que a(v;) = —2, para todo i = 1,...,b. Processando esses vértices pelo algoritmo,
apenas um valor diagonal nulo aparecera e sera exatamente na raiz vy, com a(v;) < 0,
para todo ¢ = 2,...,b, uma vez que 2 é o indice do ciclo e tal autovalor é simples.
Como todos os pendentes recebem o valor «, isto significa que, no caso em que
a=—(14+p+1) <0, o algoritmo produzird apenas um valor diagonal nulo e
todos os outros valores diagonais serdo negativos, o que implica que 1+ /p+1 é

o maior autovalor de C(b,p). No caso em que @« = —(1 — \/p+1) > 0, teremos
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um valor diagonal nulo na raiz vy, b — 1 valores negativos nos outros b — 1 nés
dorsais e n — b valores positivos em todos os pendentes do grafo. Como o niimero
de autovalores negativos ¢ igual a b (Teorema 3.2.1), segue-se que 1 — \/p+1¢é o

maior autovalor negativo de C(b,p) e com multiplicidade igual a 1. [

Teorema 3.2.8. Para qualquer autovalor positivo A de uma centopeia uniciclica

reqular C(b,p), tem-se

A>Vp+I-1

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.6, o menor autovalor positivo de C(b, p) é dado

a+/+(a>2
2 T\VPT\3)

onde a é o menor autovalor do ciclo Cp. Se b é par, temos que a = —2, e se b ¢ impar,

a = 2cos (@) = —2cos (%) > —2. Assim, se b é par, —1 + \/p+ 1 é o menor

por

autovalor positivo de C(b, p), donde segue-se o resultado. Suponhamos entao que b

¢ impar. Entao,

5+ p+(g)2>—1+\/m & p+<%)2>—(
<:>p+(%)2>(1

S0>24+a—(a

1

—_
+
2B
_|_
<
+
—

0> 24+a)(1—p+1),

o que é verdade, uma vez que a+2>0el1l—+/p+1<0. O

Corolario 3.2.9. Para todo autovalor positivo A de C(b,p),

14+ VpFI<A<1++p+1.

Corolario 3.2.10. Nenhuma centopeia uniciclica reqular C(b,p) € integral.

Demonstragdo. Se b > 6, segue-se, pelos Teoremas 3.2.1 e 3.2.2, que C(b,p) tem

pelo menos quatro autovalores positivos distintos, uma vez que o maior autovalor é
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simples. Pelo Corolario 3.2.9, os autovalores positivos de C(b, p) estdao no intervalo
[—1++vp+1,1+/p+1]. Por outro lado, hd no méximo trés nimeros inteiros
nesse intervalo. Pelo Principio da Casa dos Pombos, pelo menos um autovalor
positivo de C(b,p) é nao-inteiro. No caso em que b € {3,4,5}, é facil ver, pelo

espectro descrito no Teorema 3.2.6, que C(b, p) nao é integral. [

Observamos que o espectro das centopeias uniciclicas regulares obtido
no Teorema 3.2.6, bem como o maior autovalor desses grafos, sdo resultados ja
conhecidos, visto que uma centopeia uniciclica regular é um caso particular de grafos
corona. Segundo define Harary [28], se G; e G5 sao dois grafos com conjuntos
disjuntos de n e m vértices, respectivamente, o corona Gy o Gy de G1 e G5 é o grafo
obtido tomando uma cépia de GGy e n copias de GG, e, entao, unindo o i-ésimo vértice
de GG a cada vértice da i-ésima cépia de G. Assim, o grafo corona G; o Gy tem
n(m + 1) vértices e |[E(G1)| + n - (JE(Gs)| + m) arestas. Uma centopeia uniciclica
regular C(b, p) é o grafo corona C, o K, do ciclo Cy e o grafo com p vértices isolados.
Barik et al. mostraram em [6, Teorema 3.1] que, se G; é um grafo qualquer e Gy
é um grafo r-regular, e se 0(G1) = (1, 2, s fin) € 0(G2) = (M1, M2, .., ) SO 0S

espectros de GG; e Gg, respectivamente, entao os autovalores de G = G o G5 sado

ui+7“:i:\/(r—,ui)2+4m
2

nj, com multiplicidade n, para j = 1,...,m — 1. Além disso,

dados por , com multiplicidade 1, para ¢ = 1,...,n, e por

Gi)+rE/(r—p(G))?+4m
RS ¢<2 p(G))* + 4m

Queremos, contudo, justificar a apresentacao e demonstracao dos resul-
tados nesta secao, mesmo que sejam ja conhecidos, a fim de ilustrar a facil aplicagdo
do algoritmo Diagonalize Unicyclic para obter propriedades espectrais de grafos uni-

ciclicos como as centopeias uniciclicas.
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4 A MATRIZ LAPLACIANA PERTURBADA

Iniciamos este capitulo apresentando algumas propriedades espectrais que
varias matrizes simétricas de representacdo de um grafo possuem em comum, como o

nimero minimo de autovalores distintos relacionado ao didmetro do grafo.

Na secao seguinte, apresentamos o algoritmo que desenvolvemos para loca-
lizar os autovalores de uma matriz laplaciana perturbada de arvores, o qual estende, para
uma classe mais geral de matrizes, o algoritmo de Jacobs e Trevisan [34] descrito na Segao
2.5. Nosso procedimento é mais geral, uma vez que pode ser aplicado a qualquer arvore,

com diferentes pesos definidos tanto para as arestas, como para os seus vértices.

Além disso, vamos trabalhar com uma classe especial de matrizes laplacia-
nas perturbadas que inclui, como casos particulares, a matriz de adjacéncias e a matriz
laplaciana normalizada, o que permite obter uma caracterizagdo de arvores de pequeno
didmetro pelo espectro de todas essas matrizes de forma simultdnea, utilizando como

principal ferramenta o nosso algoritmo de localizagdo de autovalores.

Os resultados apresentados na ultima secdo deste capitulo fazem parte de

nosso trabalho em [8].

4.1 Matrizes simétricas associadas a um mesmo grafo

Conforme Johnson e Leal-Duarte [36], se A = (a;;) ¢ uma matriz real e
simétrica de ordem n, define-se o grafo de A, G = G(A), como sendo o grafo de n
vértices determinado inteiramente pelas entradas nao diagonais de A de forma que G
tem uma aresta ligando vértices distintos ¢ e j se e somente se a;; # 0. Observamos
que as entradas diagonais de A, que podem ser ou nao nulas, nao sao levadas em

conta para se determinar o grafo de A.
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Exemplo 4.1.1. Considere a matriz

2 3 0 0 0
3 0 -2 1 0
A=10 -2 1 0 4
O 1 0 -3 -1
O 0 4 -1 0
Entio G(A) é o grafo da Figura 4.1.
1 2 3

Of\

Figura 4.1: Grafo do Exemplo 4.1.1 .

Dado um grafo G, define-se o conjunto S(G) de todas as matrizes reais
e simétricas cujo grafo é G. Os autores obtiveram em [37] vérios resultados inte-
ressantes a respeito da multiplicidade dos autovalores das matrizes A € S(G), em
particular quando G é uma arvore. Um destes resultados afirma que, para qualquer
arvore T e qualquer matriz simétrica A € S(T'), o maior e o menor autovalores de

A tém sempre multiplicidade igual a 1 [37, Observacao 4].

O resultado a seguir relaciona o didmetro do grafo G com o niimero de
autovalores distintos de uma matriz A € S(G) com entradas ndo negativas. Este
é um resultado classico quando A é a matriz de adjacéncias ou a matriz laplaciana
combinatoria (veja, por exemplo, [10]), que foi demonstrado, mais recentemente,

para a matriz laplaciana normalizada por Chung [12].
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Dado um grafo GG, denotamos por ¢(G) o niimero minimo de autova-
lores distintos de todas as matrizes em S(G), ou seja, se ¢(A) denota o nimero de

autovalores distintos de uma matriz simétrica A € S(G), entao

q(G) = Ierlg(rlG)Q(A)~

Teorema 4.1.2. Se A ¢ uma matriz real e simétrica de ordem n com entradas nao

negativas e G(A) é conexo e com didmetro d, entdo

q(A) > d+1.

Antes de demonstrar o Teorema 4.1.2, consideramos o lema a seguir e
a seguinte notacdo: se A € S(G) e x,y sao vértices de G, denotamos por A,, a

entrada zy de A.

Lema 4.1.3. Se A é uma matriz real e simétrica de ordem n com entradas ndo
negativas, G = G(A) é conexo e x,y sao vértices distintos de G, entao, para £ > 1

inteiro, (Ag)xy > 0 se e somente se existe um passeio de comprimento £ ligando x a

Y.

Demonstracao. Vamos fazer a demonstracao por indugdo em ¢. Se ¢ = 1, temos,

por defini¢do de G(A), que
Ay >0 {2,y € E & d(z,y) =1,
onde E é o conjunto de arestas de G.

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para ¢ > 1. Assim, temos:

(A1), = (A'A)sy = S (AW = 3 (Ao, (4.1)

k=1 {kyteE

Se existe um passeio de comprimento ¢ + 1 ligando = a y, entdo, como

G ¢é conexo, existe um passeio de comprimento ¢ ligando o vértice x a um vértice
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z, onde z é adjacente a y. Por hipétese, (AY),, > 0 e, como A,, > 0, segue que o

somatorio em (4.1) é positivo.

Reciprocamente, suponhamos que (A1), > 0. Como A tem entradas
nao negativas, segue de (4.1) que existe um vértice z tal que (A%),. > 0 e 2z é
adjacente a y. Por hipdtese, existe um passeio de comprimento ¢ ligando x a z.
Assim, como {z,y} € E, e G é conexo, pode-se formar um passeio de comprimento

¢+ 1 ligando z a z. [

Demonstragao do Teorema 4.1.2. Vamos mostrar que, se o nimero de auto-
valores distintos de A for ¢ > 2, entdo o didmetro de G = G(A) é no maximo

t—1.

Sejam Aq, A9, ..., \; os autovalores distintos da matriz A. Como A é

real e simétrica, pelo Teorema 2.2.4, o polindmio minimal de A é
P = (A= M) - (A= X) -+ (A= Xy).
Pela definicao de polindmio minimal, temos que:
pm(A)=(A—=XNI)- (A= XI)--- (A= X\I)=0.

Logo, A! é combinacdo linear de I, A, A%, ... A*~!. Suponhamos que existam vérti-
ces z,y € V(G) tais que d(z,y) = t. Entdo, pelo Lema 4.1.3, temos que (A"),, = 0,
para 0 <i<t—1e (A",, > 0. Isto contradiz o fato de A’ ser combinagao linear de
I,A A% ... A"! Portanto, t é maior do que a distancia entre dois vértices quais-
quer de G. Como a maior distdncia em G é o didmetro d = d(G), segue que t > d,

ou seja, d é no maximo t — 1. [

E importante observar que a hipétese de que a matriz simétrica A possui
entradas nao negativas foi importante para a demonstragao do Teorema 4.1.2; devido
ao Lema 4.1.3. O seguinte exemplo mostra que o resultado pode nao ser verdadeiro,

caso a matriz tenha entradas negativas.

74



(%

U1 V4

U3

Figura 4.2: Grafo do Exemplo 4.1.4

Exemplo 4.1.4. [37, p.176] Considere a matriz

(11 1 o]

12 1 1
A=

11 2 -1

01 -1 3|

cujo grafo G(A) € conforme a Figura 4.2.

Temos que o diagmetro de G é 2, mas A tem so dois autovalores distin-

tos, a saber, A = 2 £ /3, cada um com multiplicidade 2.

No caso de arvores, a hipotese da matriz simétrica ser nao negativa nao

¢ necessaria, como mostra o seguinte resultado de [37].
Teorema 4.1.5. [37, Teorema 2] Para uma drvore T,
q(T) > d(T) + 1.

Corolario 4.1.6. Se T é um caminho com n vértices e A € S(T), entao A tem

exatamente n autovalores distintos.

Demonstragao. Basta ver que num caminho 7" com n vértices, temos d(T') = n—1.

O resultado segue do Teorema 4.1.5. [J

No teorema abaixo, mostramos que o Teorema 4.1.2 também vale para
qualquer matriz laplaciana perturbada de um grafo. Tal resultado que demonstra-

mos serd de grande importancia em nosso trabalho.
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Teorema 4.1.7. Se G € conexo e tem diametro d, entdo qualquer matriz laplaciana

perturbada (G) tem pelo menos d + 1 autovalores distintos.

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n conexo e com didmetro d cuja
matriz laplaciana perturbada é dada por 2(G) = D — A(G). Denotamos as entradas
da diagonal da matriz D por d;;, para i € {1,...,n}, e as entradas da matriz de
adjacéncias A(G) por a;j, para todo 4, j € {1,...,n}. Seja m = 1 + max {|\;|}, onde
A1, ..., A\, 530 os autovalores de Z(G), e consideremos a matriz B = mI — 2(G) =
mI — D + A(G). Temos que, para todo i € {1,...,n}, a entrada b;; da diagonal
de B é dada por b; = m — d;; e, para todo i,j € {1,...,n} com i # j, temos que
bi; = a;;. Como todas as entradas de A(G) sao nao negativas, entao b;; > 0, para
todoi,j € {1,...,n} com i # j. Além disso, b;; > 0, para todo ¢ € {1,...,n}, pois B é
simétrica e, pelo Teorema de Schur (Teorema 2.2.6), d;; < max {|\;|} < m. Portanto,
B é uma matriz com entradas nao negativas e como B € S(G), pelo Teorema 4.1.2,
temos que ¢(B) > d+ 1, onde ¢(B) é o nimero de autovalores distintos de B. Como
B = mI — 2(G), os autovalores de B sao dados por m — Ay,...,m — \,. Assim,

temos que q(2(G)) = q(B), do qual segue o resultado. [J

Para um dado grafo G = (V, E') conexo e com pesos das arestas dados
por w : E — RT, podemos associar infinitas matrizes laplacianas perturbadas da
forma 2(G) = D — A(G), onde D ¢ uma matriz diagonal real qualquer e A(G) é a
matriz de adjacéncias de GG. Observamos que as entradas da diagonal de D podem
ser, inclusive, negativas e, mesmo assim, os resultados apresentados nesta segao
continuam valendo. Neste sentido, podemos definir, para uma matriz laplaciana
perturbada 2(G), o peso do vértice v; como sendo a entrada i7 da matriz diagonal D.
Assim, para um dado grafo GG conexo e com pesos positivos atribuidos para as arestas
de GG, podemos armazenar os pesos dos seus vértices. Tal armazenamento sera
importante para o algoritmo que desenvolvemos para localizar, em qualquer intervalo
real, os autovalores de matrizes laplacianas perturbadas de uma dada arvore T', o

qual apresentamos na se¢do a seguir. Observamos ainda que se a matriz diagonal
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D ¢é a matriz diagonal dos graus dos vértices de GG, entdo o peso de cada vértice

coincide com a defini¢do de grau de um vértice para um grafo com pesos.

4.2 Localizacao de autovalores de matrizes laplacianas

perturbadas de arvores

Nesta secao, apresentamos o algoritmo que desenvolvemos para calcular
o numero de autovalores de uma matriz laplaciana perturbada de uma dada arvore T'
com pesos, em qualquer intervalo real dado. Tal algoritmo estende para uma classe
mais geral de matrizes o procedimento de Jacobs e Trevisan [34], descrito na Secao
2.5, originalmente desenvolvido para a matriz de adjacéncias de uma arvore. O
algoritmo que apresentamos nesta secao faz a diagonalizagao da matriz 2(T) + o,
onde o é um ntimero real e Z(7T) é uma matriz laplaciana perturbada de 7' com

respeito a matriz diagonal D.

Seja T'= (V, E') uma arvore de ordem n com pesos dados por w : F —
R*. Para a execucao do algoritmo, deve-se escolher um vértice arbitrario como raiz
da arvore T e deve-se fixar um ordenamento dos vértices de T'. Assim, numeramos
os vértices de T como vy, v9,...,v,, de tal forma que se v; ¢ filho de v, entao
j > k. Logo, a raiz serd v;. Além disso, estabelecemos que w;; = w(e;;), onde

€ij = {vz-,vj} € E, eque Wij = 0, se {’UZ',UJ'} ¢ E.

Seja 2(T) uma matriz laplaciana perturbada de T’ com respeito & matriz
diagonal D, que consideraremos a matriz diagonal dos pesos dos vértices de T', ou
seja, o peso do vértice v; € V serd dado por §; = d;;, onde d;; é a entrada iz da

matriz diagonal D.

O algoritmo tera, assim, como entradas a arvore T, com pesos nos
vértices e pesos nas arestas, e um escalar a € R. A saida do algoritmo é uma matriz

diagonal A congruente a matriz 2(T) + ol.

77



De forma semelhante aos procedimentos anteriores, o algoritmo associa,

a cada vértice v; de T', o valor diagonal a(v;), que, no fim do algoritmo, representard

a entrada i7 da matriz diagonal A.

Iniciamos o algoritmo atribuindo a cada vértice v; o valor diagonal
a(v;) = §; + a. O procedimento segue o ordenamento dos vértices, das folhas em
direcao a raiz, como descrito na Tabela 4. Lembramos que F} representa o conjunto

de todos os filhos de vy.

Entrada: escalar «; arvore 1 de vértices wq,vs,...,U,, COmM
pesos 0p,...,0, nos vértices e com pesos de arestas w:FE — R
Saida: matriz diagonal A congruente a P(T)+ of

Inicialize a(v;) :=d; + a, para todo vértice v; de T.
Para k=n até 1
se v, ndo é uma folha, entdo
1. se a(v;) #0, para todo v; € F), entdo
2
a(vg) < a(vg) — Z (wir) )
v, €EFY, CL(’UZ‘)
2. se a(v;) =0 para algum v; € F},, ent&o
escolha um vértice v; em Fj tal que a(v;) =0;
(wir)?

a(vg) < —

;oa(vy)  2;

se v, tem um pai vy, remova a aresta {vg,vs}.

Algoritmo 4: Diagonalize W(T, «)

Para justificar este procedimento, consideramos um vértice vy de T' com

um filho v;, conforme ilustra a matriz a seguir
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Se a(v;) # 0, entao, as seguintes operacoOes elementares nas linhas e

colunas tornarao nulas as entradas kj e jk:

wjk

Ly < Ly — L;
T ()
e
w<
Cp + Cp — =2,
a(v;)
Realizadas as duas operagoes elementares acima, o valor diagonal de vy torna-se
(wig)?
a(Uk) N
a(v;)
resultando na matriz
k a(vg) — (wrg)* 0
k a(vj)
il 0 o a(vy)

Note que, se o vértice v, tem todos os seus filhos com valores diagonais
nao nulos, entdo cada um destes valores pode ser usado para anular as entradas nao
diagonais da linha e coluna de v, na matriz. Neste caso, apds realizar as mesmas

operagoes elementares para todos os filhos de v, o valor diagonal de vy seréd

a(vg) = Y (wix)

v, EFy, a(/Ui) '

Suponhamos que exista algum filho v; de v, com a(v;) = 0. Entao, o
vértice v; pode ser usado para anular as duas entradas nao diagonais de qualquer
outro filho v; de vy, assim como as duas entradas que representam a aresta que liga
Uk a seu pai vy, caso v, nao seja a raiz de 1. Até este ponto, a submatriz com linhas

e colunas 1, j, k, ¢ é dada por:
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0| e +a  we ]
k Wre Ok + 0o Wi Wi

J wik 0

i | Wik a(v;) |

As seguintes operacoes elementares nas linhas e colunas removem as
entradas ik e ki da submatriz acima,

Wik

wjk
(§]
Wi
Ci < Cz — JC]‘,
wkj

enquanto que as operagoes abaixo removem as entradas kf e (k:

Wrek
Lg < Lg — 7[/]'
wjk
(§]
Wgke
Cg — Cg - —C(j;.
wkj

Observamos que wj, = wy; 7# 0, pois v; ¢ filho de wvy.

Estas duas tultimas operagoes correspondem a remover a aresta que liga
vr a0 seu pai vy, desconectando o grafo. Neste ponto, a submatriz com linhas e

colunas 1, j, k, ¢ foi transformada como mostra a ilustragao a seguir.

14 | 0p + « 0 ]
k 0 o +a wy 0

] Wik 0

i 0 a(v;) |




e Ot )

kaj

anulam a entrada kk, e a submatriz torna-se:

14 i op+a 0

k 0 0 wg O

J wir 0

i 0 a(v;) |

Por fim, as operagoes abaixo

Wi
C; «— C;+ LCk,,
jk
L « Ly %Lj,
Q4—@—%Q
resultam na seguinte forma diagonalizada:

14 [ 0p + « 0 ]
N
J 0 2 7
i 0 a(v;) |

Note que, uma vez que 1" é uma arvore, todos os outros valores diago-
nais dos filhos de v, nao sao afetados com as operagoes realizadas anteriormente,

incluindo aqueles que poderiam ter valores diagonais nulos.

Uma vez que todas as operacoes elementares realizadas nas linhas e
colunas foram de tal forma que a mesma operacao realizada para linha foi realizada
para a coluna, a matriz diagonal A cujas entradas sao os n valores diagonais calcu-

lados pelo algoritmo ¢ tal que A = S(Z(T) + al)S?, onde S é a matriz invertivel
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composta pelas operagoes elementares realizadas nas linhas de #(T) + al. Desta

forma, A e 2(T) + aI sdo congruentes, demonstrando assim o resultado a seguir.

Teorema 4.2.1. Seja o um numero real e seja T uma drvore de ordem n com
vértices vy, Vs, ..., v, com peso de arestas w : E — R* e peso do vértice v; dado
pela entrada @i de uma matriz diagonal real D. Seja 2AT) a matriz laplaciana per-
turbada de T com respeito a D. O algoritmo DiagonalizeW(T', o) (Algoritmo 4)
calcula n valores a(v;), 1 < i <mn, de forma que a matriz diagonal A com entradas

a(vy), ..., a(v,) na diagonal é congruente a (T) + al.
Pelo Teorema 4.2.1 e a Lei da Inércia de Sylvester (Teorema 2.2.8),
temos o seguinte resultado, que mostra o objetivo principal do algoritmo.

Teorema 4.2.2. Seja T uma drvore conforme a descri¢cao no Teorema 4.2.1 e a um
numero real. Seja A a matriz diagonal cujas entradas na diagonal sdo produzidas

pelo algoritmo DiagonalizeW(T, —«). Entdo, valem as sequintes afirmagoes:
(i) O niimero de autovalores de (T que sio maiores do que o é o niimero
de entradas positivas em A.

(ii) O nimero de autovalores de BT que sGo menores do que o é o niimero

de entradas negativas em A.
(iii) A multiplicidade de o como autovalor de B(T) é o niimero de entradas
nulas em A.
Demonstragao. A prova é a mesma do Teorema 2.5.2. [J

Observamos que o algoritmo Diagonalize W (T, o) (Algoritmo 4) pode
ser executado diretamente sobre a arvore 1', desde que tenhamos armazenado os

pesos dos vértices e das arestas de T

Exemplo 4.2.3. Seja T a drvore com pesos indicados na Figura 4.3.
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(%1

(%) U3

V4 Us

Figura 4.3: Arvore do Evemplo 4.2.3

Consideramos o caso em que 0s pesos dos vértices vy, vy, V3, Vs € Vs de
T sdo dados, respectivamente, por 61 = 1, 0o = 2,603 = 1,0, = 1 e 05 = 1. Neste
caso, a matriz laplaciana perturbada de T com respeito a matriz diagonal dos pesos

dos vértices de T' é dada por:

e}
S O O N
|
[\
—_
(e

Vamos aplicar o algoritmo DiagonalizeW(T, ), com o = 0. Neste
caso, cada vértice v; de T serd inicializado com o valor diagonal a(v;) = 0;, para

1t =1,...,5, conforme ilustra o lado esquerdo da Figura 4.4.

Figura 4.4: Aplicagio do algoritmo DiagonalizeW(T, ) com o« =0
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Como os vértices vy e vs sao folhas, e ambos sdo filhos de vs, entao, ao

processarmos o vértice vy pelo algoritmo, obtemos

B _(w34)2_(w35)2_ _272_172_ 4 _
G(Ug) = 53 a(?}4) a(’U5) = 1 1 1 = 1 4 ]. = 4

Como vy € folha, o algoritmo passard a processar o vértice vy, cujos filhos sao os

vértices vy € v3. Assim, temos que:

51_(W12)2_(w13)2 _ 1_172_272 — 1—1—{—1 = §
a(vs)  alvy) 2 4 2 2

a(vy) =

Vemos assim que o algoritmo produziu quatro valores diagonais positivos e um ne-
gativo, conforme ilustra o lado direito da Figura 4.4. Portanto, pelo Teorema 4.2.2,

P(T) tem quatro autovalores positivos e um negativo.

A Figura 4.5 ilustra a aplicacao do algoritmo com o = —2.

Figura 4.5: Aplicagao do algoritmo DiagonalizeW(T, ) com o« = —2

Neste caso, todos os vértices sao inicializados com o valor a(v;) = 0;—2,
para i = 1,....5. Como a(vy) = a(vs) = 1 —2 = —1, ao processarmos o vértice vs

pelo algoritmo, obtemos

. (W34)2 (W35)2 . 22 12
als) = 1-2- a(v))  alvs) _1_j1_ -1

= 14441 = 4.

Vemos que a(vy) = 2 —2 = 0. Neste caso, como vy tem um filho com valor nulo, o

algoritmo atribui o valor 2 para vy, enquanto que o valor diagonal de v, serd

(w12)2 12 1
o) = =5 =Ty T Ty




o que permite concluir, pelo Teorema 4.2.2, que 2(T) tem dois autovalores maiores

do que 2 e trés autovalores menores do que 2.

A Figura 4.6 mostra a aplicacio do algoritmo com o = —1.
U1
1
V2 @ V3
2 1
Uy @ @ Us

Figura 4.6: Aplica¢io do algoritmo Diagonalize W(T, ) com o = —1

Neste caso, todos os vértices sio inicializados com o valor a(v;) = 6;—1,
para i = 1,...,5. Como a(vy) = a(vs) = 1 —1 = 0, e ambos os vértices vy e
vs sao filhos de vz, para processarmos o vértice vz, teremos que escolher um dos
dois vértices, vy ou vs, para atribuir o valor diagonal 2. Suponhamos que o vértice

escolhido seja vy. Entdo, o valor diagonal de vs serd

(wse)? 22

= = -2
2 2

a(vy) = —

Além disso, como v3 ndo € a raiz e ¢ filho de vy, a aresta que liga v a v € removida.

Assim, v1 passa a ter apenas vy como filho. Logo,
(w12)2 o 12
a(vy) 1

demonstrando, pelo Teorema 4.2.2, que 2(T) tem um autovalor igual a 1, dois au-

a(vy)) = 1—1-— = —1,

tovalores menores do que 1 e dois autovalores maiores do que 1.

Podemos, dessa forma, concluir que 2(T) tem um autovalor negativo,
um autovalor positivo em (0, 1), um autovalor igual a 1 e dois autovalores maiores
do que 2. Com ajuda de um programa de computagcdo numérica, obtemos que o
polinémio caracteristico de (T é dado por pp(\) = (A=1)- (A1 =5 3= 2+221—12),
cujas raizes sao, aproximadamente, 1, 4,1168, 2,3342, 0,6068 e —2,0579.
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E importante observar que o procedimento que descrevemos nesta se¢ao
poderia ser utilizado para localizar os autovalores de qualquer matriz simétrica M
associada a uma arvore T'. Isto porque nao hé restri¢gdes sobre os valores reais para
os pesos dos vértices de T', os quais sao as entradas da diagonal de M, incluindo pos-
sivelmente valores nulos. Apesar do algoritmo DiagonalizeW ter sido desenvolvido
para matrizes laplacianas perturbadas de arvores, as quais possuem pesos positivos
nas arestas, ele utiliza durante sua execucgao os valores dos pesos das arestas elevado
ao quadrado, e, portanto, nao ha restricbes sobre os valores reais que representam
estes pesos para o algoritmo. Tal observagao mostra que nosso procedimento é mais
geral e poderia ser aplicado a qualquer matriz real simétrica cujo grafo é uma arvore
T. A condicao necessaria é a de que a matriz que sera diagonalizada pelo algoritmo

precisa ser a matriz de representacao de uma arvore.

Dessa forma, uma questao a ser levantada é como identificar se uma
dada matriz simétrica M de ordem n é a matriz de uma arvore de n vértices. Uma
arvore é um grafo conexo sem ciclos. Assim, devemos identificar, primeiramente,
se o grafo G = G(M) é conexo. Para tal identificacdo, podemos utilizar algum
algoritmo de busca, tais como o algoritmo de busca em profundidade DFS (Depth
First Search) ou o algoritmo de busca em largura BES (Breadth First Search). Tais
algoritmos podem fazer uma varredura na matriz, buscando verificar se a partir de
um vértice arbitrario v; é possivel alcancar, por algum caminho, todos os demais
vértices de GG. Para maiores detalhes sobre estes dois algoritmos citados, indicamos

13] e [38].

Uma vez que sabemos que GG é conexo, para saber se G tem ou nao
ciclos, basta contar o nimero de entradas nao nulas de M que estao acima da
diagonal. Tal niimero representa exatamente o ntimero de arestas de GG. De fato:
pela defini¢do de G(M), se i # j, entdo a entrada m;; de M ¢é nao nula se e somente
se {v;,v;} é uma aresta de G; além disso, m;; = m;;, pois M é simétrica e, portanto,

o nimero de arestas de G serda o numero de entradas nao nulas acima (ou abaixo)
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da diagonal de M. Se tal ntmero for igual a n — 1, entdo G é uma arvore (Teorema
2.1.2). Caso este nimero seja igual a n, entdo G é um grafo uniciclico (Corolério

2.1.4).

4.3 Propriedades espectrais da matriz laplaciana

perturbada ul — A

Como a expressao da matriz laplaciana perturbada é geral, pois depende
de uma matriz diagonal D arbitraria, convém considerar um caso especial deste tipo

de matriz, buscando com isto obter algumas propriedades.

Consideremos entao o caso em que D = pl, para algum g € R. Neste

caso, dado o grafo GG, a matriz laplaciana perturbada de G é

P(G) = ul — A(G).

Observe que, em particular, se u = 0, Z(G) = —A(G); enquanto que,
se G nao tem vértices isolados, i = 1 e os pesos das arestas de GG forem dados por
Wij = ﬁ, temos que 2(G) = L(G"), onde G’ é um grafo com as mesmas arestas e
vértices do que G, porém, sem pesos (veja (2.3)). Ou seja, a matriz de adjacéncias
de um grafo com pesos e a matriz laplaciana normalizada de um grafo sem pesos e

sem vértices isolados sao casos particulares de uma matriz laplaciana perturbada da

forma 2(G) = ul — A(G).

A seguir apresentamos algumas propriedades espectrais de uma matriz
laplaciana perturbada da forma ?(G) = ul — A(G). Primeiramente, utilizamos o
seguinte resultado da matriz de adjacéncias. Uma versao deste resultado para um

grafo sem pesos pode ser encontrada em [10, Proposicao 3.4.1].
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Teorema 4.3.1. Sejam G um grafo de n vértices com pesos e A = A(G) a matriz de
adjacéncias de G. Se G € um grafo conexo, entao G é bipartido se e somente se para

cada autovalor n de A, —n é também um autovalor, com a mesma multiplicidade.

Demonstragdo. Se G = G(V; U V,, E) é um grafo bipartido de ordem n, com
Vil = p,|Va| = q, e n = p + q, podemos escrever a matriz de adjacéncias A = A(G)

como
0 B

BT 0

A=

onde B, representa as adjacéncias dos vértices em V; com os vértices em V5.

Assim, se v = [z y |7, com z € RP, y € RY, é um autovetor de A

associado ao autovalor 7, entao temos que:

T T T B
ny y y BTy
Logo, By = nxz e BTz = ny. Portanto, para o vetor w = [ z —y |7 obtemos:
—B —nx T
BTz ny —y

ou seja, w é um autovetor de A associado ao autovalor —n. Além disso, é facil ver
que se n tem multiplicidade m, entao —n também tem multiplicidade m, uma vez
que o espaco gerado por v tem a mesma dimensao que o espago gerado por w. Isto

mostra que o espectro de A é simétrico, se G é bipartido.

Reciprocamente, suponhamos que o espectro de A = A(G) é simétrico

e sejam 7y, ...,n, os autovalores de A. Entao, para qualquer k£ impar, temos que

uma vez que para cada i, temos que (—n;)* = —n,*. Por outro lado, se n é autovalor

de A, entdo n* é autovalor de A*, com a mesma multiplicidade. Assim, como A é
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simétrica e, portanto, diagonalizavel (Teorema 2.2.4), A* é semelhante a uma matriz
diagonal D por uma transformacio de semelhanca S~'A¥S = D, onde D é a matriz

diagonal com os autovalores de A* na diagonal e S é a matriz de semelhanca. Logo,
tr(A*) = tr(S71A*S) = tr(D) = Znik =0.

Contudo, como A é uma matriz com entradas nao negativas, podemos concluir que
todas as entradas da diagonal de A* sio nulas. Pelo Lema 4.1.3, sabemos que a
entrada diagonal 7 de A* é positiva se e somente se existe um passeio fechado de
comprimento k iniciando e terminando em 7. Portanto, nao existe nenhum ciclo de
comprimento k£ em . Consequentemente, pelo Teorema 2.1.5, G é bipartido, o que

completa a prova. []

Teorema 4.3.2. Sejam G um grafo de n vértices e com pesos, A(G) a matriz de
adjacéncias de G e seja p € R. A matriz 2(G) = ul — A(GQ), com autovalores

A < A Z Lo\, possui as sequintes propriedades:
n
(i) Z/\i = K.
i=1
(ii) Se G é um grafo conexo, entdo G ¢é bipartido se e somente se para cada N;,

1 <i<mn, onimero2u — \; também é um autovalor de (G).

Demonstragao. A prova do item (i) é direta, visto que o trago da matriz puf — A(G)
¢ - n. Para provar o item (ii), basta mostrarmos que o espectro de pul — A(G) é
simétrico em relagdo a p se e somente se o espectro de A(G) ¢é simétrico (contando
multiplicidades), e o resultado segue do Teorema 4.3.1. Suponhamos que o espectro
de A(G) é simétrico. Se A é um autovalor de ul — A(G), entdo u — A é autovalor
de A(G). Como o espectro de A(G) é simétrico, segue-se que A\ — u é autovalor de
A(G). Logo, p— (A—p) = 2p— X é autovalor de ul — A(G). A reciproca é andloga.
U

Uma vez que, para grafos bipartidos, o espectro de pul — A(G) é si-

métrico em relacao ao valor p, podemos nos perguntar quando p é autovalor da
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matriz ul — A(G) e com qual multiplicidade. No caso especifico de &rvores, que sao
grafos bipartidos (veja Teorema 2.1.6), podemos obter tal multiplicidade usando o

algoritmo DiagonalizeW (T, ), aplicando-o em uma arvore T e escalar o = —p.

Consideremos um vértice v incidente a k > 0 pendentes e possivelmente
outros filhos que nao sdo pendentes, assim como um pai w, caso v nao seja a raiz.
A cada pendente y de v é atribuido o valor diagonal a(y) = p — p = 0, como
mostra o lado esquerdo da Figura 4.7. Ao processar o vértice v pelo algoritmo,

Wy * 2 , .
—%, onde y* ¢ um pendente de v escolhido para

seu valor diagonal passa a ser
assumir o valor 2. Portanto, & — 1 pendentes continuam com valor diagonal 0, e
a aresta conectando v com seu pai w é removida, como ilustra o lado direito da
Figura 4.7. Isto mostra que existem pelo menos k — 1 autovalores de £(T) iguais ao
valor p. Como isto ocorre para cada vértice que tenha vértices pendentes, entao a

multiplicidade do autovalor p é pelo menos p(T') — ¢(T'), onde p(T) e ¢(T') denotam,

respectivamente, o nimero de pendentes e o de quase-pendentes de T

Figura 4.7: DiagonalizeW(T, —p).

Podemos obter um resultado ainda mais forte. Um vértice interior de
uma arvore 7' é um vértice de T" que nao é pendente nem quase-pendente. Um wvértice
interior isolado é um vértice interior de T' que s6 é adjacente a quase-pendentes de
T. Denotamos por inn(T') o nimero de vértices interiores isolados de T'. Analisando

o procedimento descrito acima, note que, se u é um vértice interior isolado de T, seu
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valor diagonal continua zero apés serem processados todos os quase-pendentes que
sao adjacentes a ele, supondo que u nao seja filho de nenhum destes quase-pendentes.
Se u for filho de algum quase-pendente x, entao o valor diagonal de u continua zero,
no caso em que atribuimos o valor 2 a um dos pendentes ou a outro vértice interior
isolado filho de x, ou, entao, atribui-se o valor 2 a u e todos os valores diagonais
dos filhos de = (pendentes e possiveis vértices interiores isolados) continuam zero.
Portanto, obtemos o seguinte resultado. Denotamos por my(A) a multiplicidade de

A como autovalor da matriz 2(T) = pul — A(T) de uma &rvore T

Teorema 4.3.3. Se T é uma drvore com p(T) vértices pendentes, q(T) vértices

quase-pendentes e inn(T') vértices interiores isolados e p € R, entao

mr(p) = p(T') — (1) + inn(T).

O Teorema 4.3.3 generaliza resultados ja obtidos para certas matrizes.
A cota inferior apresentada no Teorema 4.3.3 foi obtida por Vukadinovié¢ et al [47]
para o autovalor 1 da matriz laplaciana normalizada £(7") de uma arvore 7. Um
resultado mais cldssico aparece em [15], segundo o qual my(0) > p(T') — ¢(T"), onde
mr(0) representa a multiplicidade do zero como autovalor da matriz de adjacéncias

de uma arvore 7.

Observamos que esta cota pode nio ser verdadeira se #(7") for uma
matriz laplaciana perturbada de uma arvore 7" com respeito a uma matriz diagonal

D # pl, para todo u € R.

Exemplo 4.3.4. Seja T a darvore do Exemplo 4.2.3, com os mesmos pesos de ares-
tas, porém agora com pesos dos vértices vy, Vo, U3, Vg, V5 dados, respectivamente, por

—1,0,0,1,0. Neste caso, a matriz laplaciana perturbada de T com respeito a matriz
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diagonal dos pesos dos vértices de T € dada por:

1 -1 =2 0 o]

-1 0 0 0 0
T)=|-2 o0 0 -2 -1
0 0 -2 1 0

0 0 -1 0 0]

Embora o tragco da matriz seja igual a 0, temos que 0 ndo é autovalor de 2(T), uma
vez que tal matriz é nao singular. Por outro lado, temos que p(T) —q(T) =3 -2 =

1> mT(O)

A cota do Teorema 4.3.3 ¢ atendida com exatidao para 2(T) = ul —
A(T) quando T tem didmetro d < 4. No caso em que d = 1, temos que T' = Kj, o
grafo completo de 2 vértices, cujos autovalores sdo p+ w e u — w, onde w representa

o peso da aresta que liga os dois vértices. Assim, my(u) = 0.

No caso em que d = 2, temos que T' = S,,, a estrela de n vértices e, neste
caso, temos que p(T) =n—1, ¢(T) =1 einn(T) = 0. Para ver que mp(pn) =n—2,

—u e escolhemos o vértice

aplicamos o algoritmo Diagonalize W(S,,, &), com «

de grau n — 1 como raiz. Como todos os n — 1 pendentes de S, recebem valores

_ (wvy* )2

diagonais nulos, ao processarmos a raiz v, seu valor diagonal passa a ser —,

onde y* é um pendente de v escolhido para assumir o valor 2. Portanto, n — 2
pendentes restarao com valor diagonal 0 ao finalizarmos o algoritmo, o que mostra

que mr(pu) =n — 2.

Vejamos o caso em que d = 3. Uma arvore de didmetro 3 pode ser
vista como um caminho P, de 2 vértices, em que colocamos k > 1 pendentes num
dos vértices e colocamos ¢ > 1 pendentes no outro vértice de P,, conforme ilustra a

Figura 4.8.

Denotamos por T'(k, ¢, d) e chamamos de double broom com n vértices,

uma arvore construida tomando-se o caminho de vértices 1,2,...,d, adicionando
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Figura 4.8: Arvore de didmetro 3

k > 1 vértices pendentes adjacentes ao vértice 1 e £ > 1 vértices pendentes adjacentes
ao vértice d, de tal forma que n = k+ ¢+ d é o nimero de vértices da arvore e d + 1
¢ o diametro de T. Desta forma, uma arvore de didmetro 3 é uma double broom
T(k,?,2), uma vez que uma arvore de didmetro 3 tem exatamente 2 vértices nao

pendentes e que sao adjacentes.

Assim, para uma arvore T' = T'(k, ¢, 2), de didmetro 3, temos que p(T') =
k+0=n—-2 q(T)=2einn(T) = 0. Vamos mostrar que mr(u) = n—4. Para isto,
aplicamos o algoritmo DiagonalizeW(T, ), com o« = —p e T' com raiz no vértice
com ¢ pendentes. O algoritmo entao inicializa todos os vértices com o valor 0. Como
todos os k pendentes do vértice adjacente a raiz tém valores nulos, ao processarmos
este vértice, seu valor diagonal torna-se negativo e um de seus k£ pendentes torna-se
positivo. Ao processarmos a raiz que tem ¢ pendentes, como ela possui pelo menos
um pendente com valor zero, ja que ¢ > 1, seu valor diagonal torna-se negativo, e
exatamente um dos seus ¢ pendentes recebe valor positivo, o que mostra que, ao final

do procedimento, obteremos k+¢—2 = n—4 valores nulos. Portanto, mr(u) = n—4.

Vamos agora considerar o conjunto de todas as arvores de diametro 4.

As arvores neste conjunto sao da forma ilustrada na Figura 4.9 abaixo.

Escrevemos T' = T (k,p1, pa, - - ., Px, m) para representar uma arvore de
diametro 4, que contém um vértice v adjacente a k > 2 quase-pendentes de grau

p; + 1, onde p; > 1 para todo ¢, ¢ = 1,...,k, e também possivelmente adjacente
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P P, P, P

Figura 4.9: Arvore de didmetro 4.

a m > 0 pendentes de grau 1, de forma que o nimero de vértices de T" é n =
E+m+ 1+ p. O seguinte resultado d4 a exata multiplicidade de p como
autovalor de 2(T") = uI — A(T), onde T é uma 4rvore de didmetro 4 qualquer.

Teorema  4.3.5. Para toda drvore T de diametro 4 da forma
T = T(k,p1,p2,--.,pr,m), com p(T) pendentes e q(T) quase-pendentes, a multi-
plicidade de p como autovalor de ul — A(T') é
k
L—k+) pi=pT)—ql)+1=>1,
i=1
quando m = 0, e € igual a
k
m—1—k+Y p = p(T)—q(T),
i=1

quando m > 0.

Demonstragao. Vamos aplicar o algoritmo Diagonalize W (T, ), com o = —p, em
uma arvore T (k, p1,p2, - - ., Pk, M) com raiz no vértice v de grau k+m, adjacente aos

vértices quase-pendentes vy, vs, ..., v, de graus p; + 1,...,pr + 1, respectivamente.

Suponhamos que m = 0, ou seja, que a raiz v nao tem pendentes. Todos
os vértices sao inicializados com valor diagonal nulo, uma vez que p + a = 0, como

mostra o lado esquerdo da Figura 4.10.
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v (©

Figura 4.10: Arvore de didmetro 4 com m = 0.

(@o,07)?

A seguir, para i = 1,...,k, o valor de v; torna-se ——

, onde v} é
um pendente de v; escolhido para receber o valor 2, e a aresta conectando v; a v é
removida, de forma que o valor da raiz v continua 0. Os outros > (p; — 1) pendentes
também continuam com valor diagonal 0, como ilustra o lado direito da Figura 4.10.
Portanto, pelo Teorema 4.2.2, a multiplicidade de z como um autovalor de 2(T’) é
exatamente

Z(pi_1)+1 = (Zpi>_k+1 = p(T) —q(T) + 1.

i=1 i=1

Wil

Figura 4.11: Arvore de didmetro 4 com m > 0.

Suponhamos agora que m > 0. Neste caso, apds serem removidas as
arestas que conectam os v;’s ao vértice v, o valor diagonal de v muda (veja a Figura

4.11). Processando a raiz v, uma vez que s6 restam arestas conectando v aos seus m

Ve * 2
pendentes, os quais possuem valor 0, o valor diagonal atribuido a v é —%, onde

v* ¢ um pendente de v escolhido para receber o valor 2. Logo, a multiplicidade de
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@ como um autovalor de £(T) é exatamente

Zk:(pi—l) + (m-1) = (ip) —k+(m—1) = (Zk:pi>+m—(k+1)

i=1 i=1

Salientamos que o Teorema 4.3.5 mostra que a cota inferior do Teorema
4.3.3 ¢é atingida para arvores de diametro 4, pois no caso em que m = 0, temos que

inn(T) =1 e, no caso em que m > 0, temos que inn(7T") = 0.

Corolario 4.3.6. A cota inferior do Teorema 4.3.3 ¢ atingida para qualquer drvore

com diametro menor do que 5.

Passamos agora a analisar a multiplicidade dos demais autovalores de
P(T) = uI — A(T), para arvores com didmetro d < 4. No caso em que d = 1, entao
T = Ky e (T) tem 2 autovalores distintos (p+w e g —w, onde w é o peso da aresta
que liga os dois vértices). Se d = 2, entdao Z(T") tem 3 autovalores distintos, uma vez
que mz(p) = n — 2 e o espectro de £(T') é simétrico em relagdo a u, pelo Teorema

4.3.2. Além disso, os autovalores diferentes e p sdo simples.

Se d = 3, usando o algoritmo para localizagao de autovalores, obtemos

o resultado abaixo.

Teorema 4.3.7. Seja T uma drvore de diametro 3. Entao todos os autovalores de
P(T) = ul — A(T), exceto possivelmente pelo autovalor p, sio simples. Mais ainda,
P(T) tem exatamente 4 autovalores distintos se e somente se T = P, o caminho

com 4 vértices. Caso contrdrio, ¥(T) tem exatamente 5 autovalores distintos.

Demonstragao. Segue do Coroldrio 4.1.6 que se T' = P;, entdo 2(T) tem exata-
mente 4 autovalores distintos. Suponhamos entdao que 7" ndao é o caminho. Como
mp(p) =n —4 > 0, precisamos mostrar que os demais quatro autovalores de 1" sdo
simples. Suponhamos que A # u seja autovalor de 2(7). Como T é uma arvore

de didmetro 3, T' tem exatamente dois vértices que nao sao pendentes (veja Figura
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4.8). Assim, vamos aplicar o algoritmo Diagonalize W(T, ) com o« = —\ e com raiz
em um dos dois vértices que nao sao pendentes. Neste caso, o valor diagonal de
todos os pendentes é u — A\ # 0. Logo, os tinicos valores diagonais que podem ser
nulos sdo o da raiz e o valor do outro vértice que nao é pendente. Porém, se o valor
do vértice nao pendente diferente da raiz for nulo, o algoritmo atribuird um valor
negativo para a raiz e o valor do outro vértice ficard positivo. Isto contradiz o fato
de que X\ é autovalor de Z(T) e, pelo Teorema 4.2.2, ao menos um valor diagonal
deve ser zero. Consequentemente, o valor diagonal da raiz é o tinico nulo, o que im-
plica que a multiplicidade de X é 1. Portanto, todos os autovalores de Z(T), exceto
possivelmente i, sdo simples, o que implica que Z(T') tem exatamente 5 autovalores

distintos. O

No caso em que d = 4, vamos considerar a arvore T' = T (k, p1,pa, - - ., Pk,
como na Figura 4.9. Para cada ¢ = 1,..., k, vamos denotar os pendentes do vér-
tice v; por ¢, onde h = 1,...,p;, e por w;, o peso da aresta que liga v; com g;,.
Temos assim o seguinte resultado envolvendo a multiplicidade dos autovalores de

P(T) = ul — A(T) para 4rvores de didmetro 4.

Teorema 4.3.8. Seja T = T (k,p1,p2,...,Dk,m) uma drvore de diametro 4. En-

tao, valem as sequintes afirmacoes:

(i) Se a soma dos quadrados dos pesos das arestas que ligam v; aos seus pendentes
¢ igual a o para exatamente t+1 vis, t > 1, entdo \y = p—+/0 € \g = p1++/0
s@o autovalores de B(T) com multiplicidade t.

(ii) Se X\ # u é um autovalor de (T com multiplicidade t > 2, entio eratamente
t+1 vis possuem a mesma soma dos quadrados dos pesos wip, h =1, ..., p;, das

arestas que ligam v; aos seus pendentes.

Demonstragdo. (i) Sem perda de generalidade, suponhamos que, para algum

Dpi
t, 1 <t < k, tenhamos Z(wih)Q = o, para todo i, com 1 < ¢ < t+ 1, e que

h=1
Pi

> (win)? # o, se i >t + 1. Aplicamos o algoritmo Diagonalize W(T, o), com raiz o
h=1
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vértice v de grau k +m e com o« = —\, onde A = p — /0. Inicialmente, todos os
pendentes de T recebem valor diagonal y — A\ = /o, o qual é positivo. Além disso,
para todo i, i =1,...,t+1, os quase-pendentes v; tém seu valor diagonal atualizado

para zero, uma vez que

pi 2 2
(win) (n—=A)°—o
a(v;) = Z = o =0.

Assim, processando a raiz v, obtemos a(v;) = 2, para exatamente um
jemA{l,...;t+ 1} ea(v) = —M < 0. Portanto, ao final do algoritmo, havera
exatamente t valores diagonais iguais a zero, o que implica que A é um autovalor
de ?(T) com multiplicidade ¢t. O resultado para A\ = u + /o segue da simetria do

espectro de 2(T) = ul — A(T) (Teorema 4.3.2, (ii)).

(i) Suponhamos que A # u é um autovalor de 2(7") com multiplicidade
t > 2. Ao aplicarmos o algoritmo DiagonalizeW(T, —\), considerando o vértice v

de grau kK +m como raiz Cada pendente de T recebe o valor 4 — A # 0. Logo,

a(v;) = Y para todo i, ¢ = 1,...,k. Por outro lado, devido a
multiplicidade de )\ ao ﬁnal do algoritmo existirao exatamente ¢ valores diagonais
nulos. Uma vez que todos os pendentes de T' possuem valor nao nulo e ¢ > 2, a tinica
possibilidade de obtermos exatamente ¢ valores diagonais nulos ao fim do algoritmo
é que a(v;) = 0 para exatamente ¢t + 1 v;’s, de tal forma que, ao processar a raiz v,

o valor de v torna-se negativo e o valor de um desses t + 1 quase-pendentes torna-se

positivo. Isto implica que t + 1 < k. Além disso, para 1 <1i < j <k,

o(u) = aluy) & =3 = 3 VL 3 S SR S

como queriamos demonstrar. [

A partir do Teorema 4.3.8, podemos estabelecer uma cota inferior para o
ntimero de autovalores simples de 2(T) = ul—A(T), onde T = T (k,p1,pa; - - ., Dk, M)
¢ uma arvore de didmetro 4. Vamos fazer uma particao dos vértices {vy, va, ..., 5} =

ViuVaoU- - UV, com s > 1, de maneira que v; e v; pertencem ao mesmo subconjunto
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V, se somente se i (win)? = i(wjh)Q = 0y, ou seja, dois vértices quase-pendentes de
T estao no mesrﬁglsubconju}ﬁ:té da particao se e somente se a soma dos quadrados
dos pesos das arestas que hgarr; estes vértices aos seus respectivos pendentes sao
iguais. Note que se i(wihf # Z](wjh)2, para todo 1 <i < j <k, entao Vy = {w},
para todo 1 </ < kh.:;Femos enthg(} o seguinte resultado.

Teorema 4.3.9. Se T' = T (k,p1,p2,...,pk,m) € uma drvore de diametro 4 com
particao dos vértices {vy, vy, ...,vp} = ViUV U---UVj estabelecida conforme acima,

entao B(T) = ul — A(T) tem pelo menos 2s autovalores simples, no caso em que

m =0, e tem pelo menos 2s + 2 autovalores simples, no caso em que m > 0.

Demonstragao. Vamos considerar inicialmente o caso em que m = 0. Neste
caso, pelo Teorema 4.3.5, a multiplicidade do autovalor p é exatamente 1 — k +
ipi. Portanto, 2(T") tem 2k autovalores diferentes de p. Tomando uma parti¢io
l:vll, Vo, ..., U} = ViUVLU- - - UV, temos que, pelo Teorema 4.3.8, 14 /07 e p— /0y
sao autovalores de Z(T) com multiplicidade |V;| — 1, se |V;| > 1. Observamos que,
se |Vi| = 1, entdo pu + /o, € pp — \/o¢ ndo sdo autovalores de £(T). Totalizando
estes possiveis autovalores, obtemos 2 - Zs: (Vo] =1) = 2-(k—s). Pelo Teorema
4.3.8, se A # p for algum autovalor de Zflcom multiplicidade t > 2, entao A esta
obrigatoriamente entre os 2(k—s) possiveis autovalores de T' calculados acima. Logo,

os demais 2k — (2k — 2s) = 2s autovalores serao todos simples. Portanto, no caso

em que m = 0, segue-se que Z(T") tem, pelo menos, 2s autovalores simples.

No caso em que m > 0, temos que, pelo Teorema 4.3.5, a multiplicidade
k

do autovalor u é exatamente m — 1 — k + Z pi- Logo, neste caso, existem 2k + 2
i=1

autovalores de 2(T) diferentes de . Com um argumento analogo ao caso acima,

obtemos que ?(T') tem, pelo menos, 2k + 2 — (2k — 2s) = 2s + 2 autovalores simples.

0.
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Pi Pj

Corolario 4.3.10. Se Z(wih)Q + Z(wjh)z, para todo 1 < i < j < k, entao,
h=1 h=1

exceto possivelmente pelo autovalor u, todos os autovalores de P(T) = pl — A(T)

sao simples.

4.4 Arvores com 5 autovalores distintos

Queremos, nesta secdo, caracterizar exatamente quais s@o as arvores
para as quais qualquer matriz laplaciana perturbada tem exatamente 5 autovalores

distintos.

Com relacao a esta classe de matrizes, vimos nas segoes anteriores que a
tnica arvore com diametro 1 é o K5, que tem 2 autovalores distintos; a tinica arvore
de diametro 2 é a estrela, que tem exatamente 3 autovalores distintos; o caminho
P, tem exatamente 4 autovalores distintos (Corolario 4.1.6) e qualquer arvore de
didmetro 3 que nao é o caminho tem exatamente 5 autovalores distintos (Teorema
4.3.7). Além disso, se o didmetro de uma arvore 7" é maior do que 3, entao, pelo
Teorema 4.1.7, T tem pelo menos 5 autovalores distintos. Logo, P, é a tinica arvore

com 4 autovalores distintos.

Vejamos entao quais sao as outras arvores, necessariamente de didame-
tro 4, que possuem exatamente 5 autovalores distintos para a matriz laplaciana

perturbada pul — A, caso existam.

Uma double broom T'(k, ¢, 3), ilustrada na Figura 4.12, é uma &rvore

de diametro 4.

O argumento usado na demonstragao do Teorema 4.3.7 para o caso de

diametro 3 pode ser aplicado de maneira similar para obtermos o resultado abaixo.

Teorema 4.4.1. Se uma drvore T é uma double broom T(k,(,3) de diagmetro 4,

entao P(T) = pul — A(T) tem exatamente 5 autovalores distintos.

100



Figura 4.12: Double broom T'(k, ¢, 3).

Queremos mostrar ainda que existe um outro tipo de arvore de
diametro 4 que tem 5 autovalores distintos. Como na se¢do anterior, escrevemos
T = T(k,p1,pa,--.,pk,m) para representar uma arvore de didmetro 4 de ordem
n=k+m+1+ Zk: pi, que contém um vértice v adjacente a k > 2 quase-pendentes
v; de grau p; + 1i:(1)nde p; > 1 para todo i, 1 = 1,...,k, e também possivelmente

adjacente a m > 0 vértices pendentes (veja a Figura 4.9).

Teorema 4.4.2. Seja T uma drvore de diametro 4 da forma T (k,p1,p2, ..., Pk, M).
Sem =0 e todos os vértices v;, i = 1, ..., k, possuem a mesma soma dos quadrados
dos pesos w;n, h = 1,...,p;, das arestas que ligam v; aos seus pendentes, entao

P(T) = ul — A(T) tem exatamente 5 autovalores distintos.

k
Demonstragao. Pelo Teorema 4.3.5, como m = 0, mp(u) =1 —k + sz-. Logo,
i=1
Pi

P(T) tem exatamente 2k autovalores diferentes de p. Se > (wis)® = o, para todo
1 < i <k, entdo, pelo Teorema 4.3.8, A\ = u++/o e Ay = /Lhil\/g sao autovalores de
P(T) com multiplicidade k—1 > 1 cada um. Logo, os autovalores de L(T) diferentes
de p, p++/0 e de p—+/o sdo exatamente 2k — (2(k—1)) = 2. Além disso, estes dois
autovalores sdo simples (Teorema 4.3.9), o que conclui que £(T) tem exatamente 5

autovalores distintos. O

Queremos mostrar que as arvores descritas nos Teoremas 4.3.7, 4.4.1 e

4.4.2 sdo as lnicas para as quais a matriz laplaciana perturbada da forma £(T) =
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pul — A(T') tem exatamente 5 autovalores distintos, o que completa a caracterizagao

das arvores com até 5 autovalores distintos.

Seja T uma arvore de didmetro 4 da forma T (k,p1, po, ..., pr, m). Va-
mos Considerar inicialmente o caso em que, para todo 1 < ¢ < j < k, tenhamos
Dpi
Z Win) 7£ Z w]h , ou seja, nao hd dois vértices distintos v; e v; para os quais a
h=1
soma, dos quadrados dos pesos das arestas que ligam v; e v; a seus pendentes seja
a mesma. Observamos que se k = 2 e m = 0, entdao T" é uma double broom de
didmetro 4, que ja consideramos no Teorema 4.4.1. Portanto, vamos considerar os

casosemquem >0ek>2,em=0ek > 3.

Lema 4.4.3. Seja T = T'(k, p1, pg, o ,pk,m) drvore de diametro 4 que ndo é uma

pi

double broom. Se Z win)? # Z wjh , para todo 1 < i < j < k, entio T) =
h=1

pl — A(T) tem pelo menos 6 autovalores distintos.

Demonstragao. Primeiramente, vamos considerar o caso em que m =0 e k > 3.
k

Pelo Teorema 4.3.5, a multiplicidade do autovalor p ¢ exatamente 1 —k + Z pi > 1.
i=1
Logo, Z(T) possui n — mT(u) 2k > 6 autovalores diferentes de pu. Como, por
pi
hipétese, Z win)? # Z wjh , para todo 1 < ¢ < j < k, entdo, pelo Corolario

=1
4.3.10, todos os 2k os autovalores diferentes de p sdo simples. Portanto, segue que

?(T) tem pelo menos 7 autovalores distintos neste caso.

No caso em que m > 0 e k > 2, pelo Teorema 4.3.5, a multiplicidade
k

do autovalor u é exatamente m — 1 — k + sz- > 0. Logo, existem n — myp(u) =
i=1

Pi pPj
2k +2 > 6 autovalores de Z(T) diferentes de p. Se Y (win)® # > (wjn)?, para todo
h=1 h=1
1 <i < j <k, entdo, pelo Corolario 4.3.10, todos os 2k + 2 autovalores diferentes
de p sdo simples. Portanto, Z(T") tem pelo menos 6 autovalores distintos, uma vez

que my(p) pode ser igual a zero neste caso. [
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Vamos considerar agora o caso das arvores 1" de diametro 4 da forma

T =T (k,p1,p2--..,pk,m), onde, para certos v; e vj, 1 <17 < j <k, possamos ter

;gi(wz-w? _ §<wjh>2. (42)

Podemos notar que se a igualdade (4.2) for valida para todos os v;’s e
m = 0, entdo T é a arvore descrita no Teorema 4.4.2. Assim, vamos considerar os
subcasos onde ou m > 0 ou existe pelo menos um vértice vy, 1 < ¢ < k, para o qual

nao vale a igualdade (4.2).

Lema 4.4.4. Seja T = T (k,p1,p2,-..,Pk,m) uma drvore de diametro 4 que ndo
satisfaz as hipoteses do Teorema 4.4.2. Se existirem 1 e j, 1 <i < j <k, para os
quais a igualdade (4.2) for verdadeira, entio P(T) = pul — A(T) tem pelo menos 6

autovalores distintos.

Demonstracdo. Como 7T nao satisfaz as hipoteses do Teorema 4.4.2, ou (i) k > 3
e existe um vértice v,, 1 < r < k, r # i, J, tal que a soma dos quadrados dos pesos
das arestas que ligam v, aos seus pendentes nao satisfaz a igualdade (4.2), ou (i)
todos os v;’s sdo tais que a soma dos quadrados dos pesos das arestas que ligam v;

aos seus pendentes satisfazem a igualdade (4.2) e m > 0.

Facamos uma particao de {vy, v, ..., v} = ViU Vo U--- UV, de maneira
que dois vértices estao no mesmo subconjunto da particao se e somente se a soma
dos quadrados dos pesos das arestas que ligam estes vértices aos seus respectivos
pendentes sao iguais. Por hipdtese, existe pelo menos um V, para 1 < ¢ < s,
com |V;| > 2 vértices e, para os quais, a soma dos quadrados dos pesos das arestas
que ligam estes vértices aos seus pendentes sao iguais a o,. Pelo Teorema 4.3.8,

M = f1—+/0¢ € Ay = p14/0¢ sdo autovalores de £(T") com multiplicidade [V;|—1 > 1.

Para o caso (i), teremos que o nimero s de subconjuntos da parti¢ao
serd pelo menos 2, uma vez que v, nao satisfaz a igualdade (4.2) para nenhum i # r

e, portanto, v, ¢ V. Além disso, se m = 0, pelo Teorema 4.3.5, a multiplicidade
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k
do autovalor u é exatamente 1 — k + sz- > 1 e, pelo Teorema 4.3.9, T' tem pelo

menos 2s > 4 autovalores simples difé;éntes de p e p & /oy, 0 que mostra que T
tera pelo menos 7 autovalores distintos. Se m > 0, pelo Teorema 4.3.9, T tem pelo
menos 2s + 2 > 6 autovalores simples diferentes de p e p £ /0y, 0 que mostra que
T tera pelo menos 8 autovalores distintos, uma vez que a multiplicidade p pode ser

zero quando m > 0 (Teorema 4.3.5).

No caso (ii), onde m > 0, k > 2 e i(wihf = o, para todo i €
{1,...,k}, entdo s = 1 e, assim, pelo Teorema 4.3.9?:71’ tem pelo menos 2s + 2 > 4
autovalores simples diferentes de p e £ /o, o que mostra que T terd pelo menos
6 autovalores distintos, uma vez que mr(u) pode ser igual a zero quando m > 0

(Teorema 4.3.5). O

Finalmente, estabelecemos o resultado abaixo, que caracteriza todas as
arvores com 5 autovalores distintos da matriz laplaciana perturbada de espectro

simétrico em relacao a .

Teorema 4.4.5. Seja T uma drvore com n > 4 vértices. Entiao AT) = ul — A(T)
tem 5 autovalores distintos se e somente se exatamente uma das trés situacoes abaizo

ocorre.
(i) T # Py é uma drvore de didmetro 3.
(i) T é uma double broom de diametro 4.

(iii) T é uma arvore de diametro 4 que satisfaz as hipoteses do Teorema 4.4.2.

Demonstragao. O resultado segue dos Teoremas 4.1.7, 4.3.7,4.4.1 e 4.4.2, e Lemas

443e444. 0O

Concluimos esta se¢do caracterizando todas as arvores com 5 autovalo-
res distintos nos casos especificos em que a matriz laplaciana perturbada é a matriz

laplaciana normalizada £ e matriz de adjacéncias A de um grafo sem pesos.
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A matriz de adjacéncias A de um grafo GG sem pesos é um caso particular
da matriz laplaciana perturbada 2(G) = uI — A(G) no caso em que p =0 e w;; = 1
se os vértices ¢ e jJ sdo adjacentes. Neste caso, pelo Teorema 4.3.2, a soma dos

autovalores é zero e o espectro é simétrico se e somente se o grafo GG for bipartido.

A matriz laplaciana normalizada £ de um grafo G sem vértices isolados
e sem pesos é uma matriz laplaciana perturbada de um grafo G’ com as mesmas
arestas de GG, mas com pesos diferentes. Temos que 2(G) = pl — A(G'), no caso
em que ot = 1 e w;; = ﬁ se os vértices ¢ e j sao adjacentes e d; e d; denotam,
respectivamente, o grau dos vértices ¢ e 7. Novamente, pelo Teorema 4.3.2, a soma
dos autovalores de L(G) é n e o espectro é simétrico em relagdo ao valor 1 se e
somente se o grafo GG for bipartido. Além destas propriedades, é conhecido que o

espectro de L£(G) estd no intervalo [0,2] e que o maior autovalor é igual a 2 se e

somente se alguma componente conexa de G for bipartida (veja, por exemplo, [12]).

Convém entao, com base no que foi apresentado na se¢ao anterior, que
para estes dois exemplos de matrizes fagamos a caracterizacao de todas as arvores

com 5 autovalores distintos.

Sabemos, da secao anterior, que as double brooms de diametros 3 e 4
sao exemplos de grafos com cinco autovalores distintos. Assim, iremos calcular o
espectro destas drvores no caso em P(T) = A(T) e #(T) = L(T). Para tanto,
observamos que o algoritmo Diagonalize pode ser usado para calcular o polinémio
caracteristico de qualquer matriz cujo grafo é uma arvore 7. Cada vértice v é
inicializado com a expressio a(v) = A, no caso em que 2(T) = A(T), ou entao
a(v) = X — 1, no caso em que Z(T) = L(T). Uma vez que todos os filhos de
v tiverem sido processados pelo algoritmo, v recebe como valor diagonal a funcao

racional

a(v) - Z @’
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se 7(T) = A(T), ou 1
W) = 2 odadn)”

CEFU a
se 2(T) = L(T), onde F, é o conjunto dos filhos de v. Apés todos os vértices terem
sido processados, obtemos o polinémio caracteristico de A(T') (ou £(T")) tomando o
produto de todas as fungbes racionais a(v) :
p(\) = 11 a(v).
veV
Usando este procedimento, podemos calcular o polindomio caracteristico
de qualquer arvore T' = T'(k,¢,2) de didametro 3. E assim, podemos confirmar que,

de fato, T" terd somente 5 autovalores distintos se 1" nao é o caminho P;.

Proposicao 4.4.6. Para uma drvore T(k,(,2) de diagmetro 3, o polinémio caracte-

ristico da matriz de adjacéncias de T' é dado por
pa(N) = AT — (b 4+ 0+ 1D)N? + k),
e o polinomio caracteristico da matriz laplaciana normalizada de T' é dado por

peA) = A\ = 2) (A — 1)\ —2) + ),

E+0+1

onde C' = m

O seguinte resultado decorre diretamente da Proposi¢ao 4.4.6 acima.

Corolario 4.4.7. Para uma drvore T(k,(,2) de diametro 3, o espectro da matriz

de adjacéncias de T' é dado por

{o<”4> i\/(k+€+1)+\/(lc—e)2+2(£+k)+1 i\/(k+€+1)—\/(k—€)2+2(€+k)+1}
? 2 b 2 )

e o espectro da matriz laplaciana normalizada de T é

kel L Kkl
{07<1‘ <k+1><e+1>>’1 4’(” <k+1><e+1>>2}
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Os resultados anteriores mostram que de fato, qualquer arvore de dia-
metro 3 tem pelo menos quatro autovalores diferentes de 0 (no caso da matriz de
adjacéncias) e diferentes de 1 (no caso da matriz laplaciana normalizada). No caso
emquen =4ek=/=1, aarvore é o caminho P, e todos os quatro autovalores

distintos sao: i\/3+—2‘/5, j:\/?”—g/g (no caso da matriz de adjacéncias) e 0,1/2,3/2 e

2 (no caso da matriz laplaciana normalizada), espectros conhecidos na literatura.

Como vimos também na se¢ao anterior, as double brooms T(k,¢,3) de
diametro 4 sdo exemplos de uma classe de arvores com exatamente 5 autovalores
para a matriz laplaciana perturbada ?(7) = uI — A(T). Aplicando o mesmo procedi-
mento para o calculo do polinémio caracteristico utilizando o algoritmo Diagonalize,

obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 4.4.8. Para uma drvore double broom T(k,¢,3) de diametro 4, o po-

linomio caracteristico da matriz de adjacéncias de T' é dado por
paA) = N = (b + 0+ 2)N + 0+ k + k),
e o polinomio caracteristico da matriz laplaciana normalizada de T' é dado por

p(N) = XA =2)(A = 1)"*(\? =2\ + B),

k+1042

de B = .
o = Sk )+ 1)

Corolario 4.4.9. Para uma drvore T(k,(,3) de diametro 4, o espectro da matriz

de adjacéncias de T' é dado por

{O(n—4)7i\/(k+f+2)+2\/m’i\/(k+£+2)—

k—02+4
2 b

e o espectro da matriz laplaciana normalizada de T é
2k +k+ 1 2kl +k+ 1
0, (1222 ) qnd (14,2 TE ) ot
{ ( \/2(k+1)(€+1)> < +\/2(k:+1)(e+1)> }
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No caso em que 2(T) = L(T) ou 2(T) = A(T) para grafos sem pesos, a
arvore que satisfaz as hipdoteses do Teorema 4.4.2 é uma drvore de Bethe generalizada
de didmetro 4. Uma drvore de Bethe generalizada é uma arvore com uma raiz na
qual vértices a uma mesma distancia da raiz (nivel) tém o mesmo grau. Tal definigao

foi introduzida por Rojo e Robbiano, em [44].

Figura 4.13: Arvore de Bethe generalizada de didmetro 4.

Para uma arvore de Bethe generalizada T de diametro 4, com n =
k(¢ + 1)+ 1 vértices, onde k > 2 é o grau da raiz e £+ 1 é o grau de cada vértice do
nivel 1, com ¢ > 1, entdo, segue diretamente dos Teoremas 4.3.5 e 4.3.8 o seguinte

resultado.

Corolario 4.4.10. Para uma drvore de Bethe generalizada T de diametro 4, o

espectro da matriz de adjacéncias de T € dado por
k— k—1
{—\/6 Y N R Y/ /s k;} ,

e o espectro da matriz laplaciana normalizada de T é

7\ 5 7\ 5
0,{1—4/— 1R+ ] 2
’ ( (+ 1) ’ A 0+1 ’

O resultado abaixo é um caso particular do Teorema 4.4.5 e estabelece
a caracterizacao de todas as arvores sem pesos com 5 autovalores distintos para as

matrizes de adjacéncias e matriz laplaciana normalizada.

Teorema 4.4.11. Seja T uma drvore com n > 4 vértices e sem pesos. FEntao a
matriz de adjacéncias de'T' e a matriz laplaciana normalizada de T' tém 5 autovalores

distintos se e somente se exatamente uma das trés situacoes abaixo ocorre.

108



(i) T # Py é uma drvore de diametro 3.
(i) T é uma double broom de diametro 4.

(iii) T é uma drvore de Bethe generalizada de didgmetro 4.

Uma vez que o Teorema 4.4.5 caracteriza todas as arvores com quatro
ou cinco autovalores distintos para uma matriz laplaciana perturbada da forma
P(T) = pl — A, p € R, poderfamos tentar estender esta caracterizagido para outras
matrizes que nao sao da forma ul — A, como por exemplo, para a matriz laplaciana
combinatéria L(T') = Dy — A, onde Dy é a matriz diagonal dos graus dos vértices
da arvore T'. Entretanto, como mostra o resultado a seguir, encontramos casos de
arvores com 6 autovalores distintos para a matriz L(T'), enquanto que para todas as
matrizes da forma ul — A, essas mesmas arvores possuem exatamente 5 autovalores

distintos.

Fazendo uso do algoritmo Diagonalize e inicializando cada vértice v da
arvore T' com o valor a(v) = A — d(v), onde d(v) é o grau de v, podemos calcular
o polinémio caracteristico com respeito a matriz laplaciana combinatéria L(7') no

caso em que 1" é um grafo sem pesos. Obtemos dessa forma os seguintes resultados.

Proposicao 4.4.12. As afirmagoes abaizo referem-se ao polindémio caracteristico

da matriz laplaciana combinatoria de grafos sem pesos.

(i) Para qualquer drvore T = T(k,{,2) de didmetro 3, o polindmio caracteristico

¢ dado por:
prAN) = AN =D — (B + 0+ DN+ (bl + 2k + 20+ 5)\ —2 — Kk — {).

(ii) Para qualquer darvore T = T'(k,¢,3) de diametro 4, o polinémio caracteristico

¢ dado por:

pr(N) = AA=1)" (N = (k+L4+6) N>+ (kl+4k+404+2) N> — (2k -+ 4Kk +40+10) A +-Kk+£+3).
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(7ii) Para qualquer drvore de Bethe generalizada de diagmetro 4 comn = k({+1)+1
vértices, onde k > 2 é o grau da raiz e £ + 1 € o grau de cada vértice do nivel

1, com £ > 1, o polinomio caracteristico é dado por:

pr(N) = AN = DFEDO2 — (4 2N+ DFP A2 = (B 0+ 2N+ RO+ E+1).

Usando das mesmas técnicas empregadas na secao anterior para carac-
terizar as arvores com exatamente 4 ou 5 autovalores distintos, podemos obter o

seguinte resultado:

Teorema 4.4.13. Seja T uma drvore com n > 4 vértices e sem pesos. FEntao a
matriz laplaciana combinatoria de T tem 5 autovalores distintos se e somente se

exatamente uma das duas situacoes abairo ocorre.
(i) T # Py é uma drvore de diametro 3.

(i) T é uma drvore de Bethe generalizada de diametro 4 com n = 2k + 1 vértices,

onde k > 2 e todos os vértices do nivel 1 tém grau 2.
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5 APLICACOES A DISTRIBUICAO DE
AUTOVALORES DE ARVORES

O algoritmo que apresentamos no capitulo anterior permite estudar a dis-
tribuicdo dos autovalores de arvores em um dado intervalo real. Embora incluida como
um caso particular de matriz laplaciana perturbada, a matriz laplaciana combinatoéria
apresenta propriedades espectrais distintas em relagdo a outras matrizes ja citadas neste
trabalho, como a matriz de adjacéncias e a matriz laplaciana normalizada. Por exemplo,
o espectro da matriz laplaciana combinatéria ndo é simétrico. Uma conjectura proposta
em [46] afirma que pelo menos metade dos autovalores da matriz laplaciana combinatéria

de uma arvore sdo menores do que a média dos autovalores.

Neste capitulo, utilizando o algoritmo Diagonalize e uma transformacao apli-
cada a arvores, estabelecemos uma cota inferior para o nimero de autovalores da matriz
laplaciana combinatéria de uma arvore T' no intervalo [0,2) e mostramos que, para uma
double broom, a conjectura acima é verdadeira. Mostramos também que a multiplicidade
de p como autovalor da matriz laplaciana perturbada da forma ./ — A ndo aumenta quando

essa mesma transformacao é aplicada a uma arvore.

5.1 Distribuicao dos autovalores da matriz laplaciana

combinatoria de arvores

Lembramos que a matriz laplaciana combinatéria de um grafo G é a
matriz L(G) = Dg — A(G), onde D¢ é a matriz diagonal dos graus dos vértices de
G e A(G) é a matriz de adjacéncias de G. Usaremos a partir daqui a defini¢ao usual

da matriz laplaciana combinatéria para um grafo sem pesos.

Nosso proposito estd em investigar a distribuicao dos autovalores da
matriz laplaciana combinatéria quando o grafo G é uma arvore 1. Sabe-se que

An < n com igualdade apenas quando T é a estrela S, (veja, por exemplo, [20],
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Lema 2.3). Assim, é natural investigar a distribuigdo dos autovalores da matriz

laplaciana combinatoéria de 7" em [0, n).

Aplicando o algoritmo Diagonalize, podemos facilmente obter cotas
para o nimero de autovalores da matriz laplaciana combinatéria em certos interva-
los. Usando-se um argumento similar ao da demonstracao do Teorema 4.3.3, com
a aplicagao do algoritmo Diagonalize(T, &) em uma arvore T e escalar & = —1, po-
demos obter os seguintes resultados. Denotamos por mg(A) a multiplicidade de A
como um autovalor de L(G) e por mg(I) o ntimero de autovalores de L(G), incluindo

multiplicidades, pertencentes ao intervalo real I.

Teorema 5.1.1. Se T é uma drvore com n vértices, p(T) vértices pendentes e q(T)

vértices quase-pendentes, entdo
(i) mr(1) > p(T) — q(T);
(i) mr[0,1] = p(T);

(i) mp(1,n] = ¢(T).

O resultado (i) é devido a Faria [19], enquanto que (ii) e (iii) aparecem
em Grone, Merris e Sunder [23]. Neste ultimo artigo, os autores mostram também

que, para uma arvore 7' com diametro d,

mr(0,2) > |d/2] e mr(2,n] > |d/2].

Uma vez que uma arvore 7' com n vértices tem n — 1 arestas (Teorema
2.1.2) e a soma dos graus dos vértices de T' é o dobro do nimero de arestas, temos
que a média dos graus dos vértices de T é dada por

n

S

(5.1)

Proposicao 5.1.2. Para o caminho P,, comn > 1 vértices, o nimero de autovalores

da matriz laplaciana combinatoria que sao menores do que a média dos graus d €

ezatamente [ ].
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Demonstracao. O espectro da matriz laplaciana combinatéria do caminho P,,

A< X <...< )\, édado por

1
Ai =2+ 2cos <(n—|—z)7r>’ 1=1,2,...,n.
n

Portanto, o resultado é claramente verdadeiro para o caminho Ps.

Para n par e maior do que 2 temos que

2+1
:2—1—2(:os<(n/+)7r> :2+2008(72T+7T).

Arg] = A " "

n n
2 2

Logo,

- T T 1 T T 1 T 1
ATn <d<=>COS<+)<—<:>cos<—>><:>sm()>,
(5] 2 n n 2 n n n n

A dltima desigualdade segue facilmente do fato de que sin(z) > = — g—? en > 2.

Assim, P, tem pelo menos [ %] autovalores menores do que d. Além disso,

7T —
/\[ ‘|+1:)\g+1:2+2008(2):2>d.

bl
Portanto, quando n ¢ par, P, tem exatamente [ ] autovalores da matriz laplaciana

combinatoria menores do que d.

Analogamente, para n impar, temos que

Assim,

Arn < d & <7T+7T)< 1@ ( >>1<:>'()>1
|'%‘| COS 2 2n COS 2n n S1n 2 s

o qual também é verdade para n > 2. Além disso,

T T A
)\”%‘I+1 = )\n23 =9 + 2 cos <2 — 2n) =9 + 2sin <2n) ,
e assim, )\(ﬂ > 2> d. Portanto, o resultado também é verdadeiro quando n é
2

impar. [

Na secOes a seguir, juntamente com o algoritmo Diagonalize, utilizare-
mos algumas transformacoes em arvores para obter uma cota inferior para o nimero

de autovalores da matriz laplaciana combinatoéria nos intervalos [0,2) e [0, d).
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5.2 A transformacao 7

Nesta se¢ao, utilizamos uma transformagao definida por Mohar em [41],
a qual foi denominada transformagdo 7, para obter uma cota inferior para o niimero

de autovalores menores do que 2 da matriz L(7T") de uma arvore 7.

Seja u um vértice da arvore 7. Denotamos por P = wuy ---u, (com
p > 1) um caminho em 7T cujos vértices uy, ..., u,—; tenham cada um grau dois e u,
é¢ um folha. Dizemos que P é um caminho pendente de comprimento p incidente a

u.

A transformacao 7 é definida da seguinte forma. Suponhamos que T
contém um vértice u de grau pelo menos trés e que P = wu;---u, e
() = uv; ...y, sao dois caminhos pendentes incidentes a u. Formamos entao uma
drvore T removendo a aresta que conecta u e vy e adicionando uma aresta co-
nectando u, e v;, obtendo assim um caminho mais longo R = wwu;---uyv;--- vy
incidente ao vértice u. Dizemos que T é uma n—transformada de T e escrevemos

T =mn(T,u,P,Q). A Figura 5.1 ilustra esta transformagao.

Figura 5.1: A transformacao 7.

Primeiramente, precisamos do seguinte resultado devido a Mohar [41,

Proposigao 2.1, p. 737].
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Proposicao 5.2.1. Toda drvore que nao é um caminho contém um vértice de grau
pelo menos trés conectado a pelo menos dois caminhos pendentes. Em particular,
toda arvore pode ser transformada em um caminho por uma sequéncia de transfor-

magoes .

Aplicando o algoritmo Diagonalize, obtemos uma propriedade interes-
sante da transformagao m: o nimero de autovalores da matriz laplaciana combina-
toria de uma arvore que sao menores do que 2 nao aumenta por esta transformacao.

Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.2.2. Seja T uwma drvore comn > 2 vértices. Se'l' é uma m—transformada

de T, entdo

mrl0,2) = m4z[0,2)  ou  mgp[0,2) = ms[0,2) + 1.

Demonstracgao.

Seja T uma arvore com n > 2 vértices. Sem perda de generalidade,
podemos supor que T nao é um caminho, pois, do contrario, a transformacao m
nao poderia ser aplicada em 7. Logo, pela Proposi¢ao 5.2.1, T' contém um vértice
u de grau pelo menos trés conectado com pelo menos dois caminhos pendentes
P=uu;---u,e @ =uv-- v, Como u tem grau maior do que dois, também estd
conectado a uma floresta nao vazia F C T, a qual ndo contém nenhum vértice de
Pou Q. Seja T = n(T,u, P,Q). Note que a floresta F e o conjunto C' dos filhos
de v em F permanecem os mesmos pela transformagao 7, mas o grau de v em 7T,
d(u), decresce em 1. Aplicamos entdo o algoritmo Diagonalize as érvores T e T,

com o = —2, considerando o vértice u como raiz em ambas as arvores. Dividimos a

prova em trés casos diferentes, dependendo da paridade de p e gq.

Para o primeiro caso, suponhamos que p e ¢ sdo ambos impares e con-
sideremos a aplica¢ao do algoritmo Diagonalize a arvore T'. Como os pendentes tém

grau 1, u, e v, sdo inicializados com o valor diagonal —1 pelo algoritmo. Como
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os vértices up, ..., Up_1, V1, ..., Vg—1 tém grau 2, todos sao inicializados com o valor
diagonal 0 pelo algoritmo, enquanto que u sera inicializado com o valor diagonal

a(u) = d(u) — 2.

A seguir, processando os vértices de T' das folhas em direcao a raiz,
temos que u, e v, permanecem com o valor —1, enquanto que os valores nos dois
vértices acima destes mudarao para 0—(1/—1) = 1, os valores nos préximos vértices
acima destes tltimos serdao 0 —(1/1) = —1 e assim por diante até chegar aos vértices

uy e v1. Como p e ¢ sdo impares, os valores de u; e vy serdo iguais a —1. Assim, no

caminho P teremos % vértices com valor —1 e %

no caminho () teremos %1 vértices com valor —1 e ‘12;1 com valor +1. Portanto,

com valor +1, enquanto que

nos dois caminhos pendentes temos um total de pQﬁ + 1 valores negativos e % -1

valores positivos. Além disso, para o vértice u temos que

a(u):d(u)—2—<_11+_11+z;a(10>>:d(u)_za(lc)a

ceC
caso nenhum filho de v em F tenha valor nulo, onde C' é o conjunto dos filhos de u

em JF, ou

a(u) = —1/2,

se u tiver algum filho em F com valor nulo.

Analogamente, para a arvore transformada T, apés a aplicacdo do al-
goritmo, notamos que os valores de vy, vy, ..., v, s40 0s mesmos como em 7', mas 0s
valores de uy, ug, ..., u, mudam de —1 para +1 e de +1 para —1, de forma que o va-
lor de u; torna-se +1, uma vez que o caminho pendente R = wwu; - - - upv; - - - vy tem
comprimento par p+ ¢q. Assim, temos ‘1'5—1 + % = 1‘% valores —1 e q;21 + % = %

valores +1. Portanto, considerando apenas os vértices que formam R, vemos que T’

tem um valor negativo a menos do que 7. Além disso, o valor do vértice u sera

1 1 1
a(u) = (du)—1)—2— | = —— | =d(u) —4— -
a(u) = (d(u) —1) <1 +> a(c>> (u) > ek

ceC ceC
caso nenhum filho de v em F tenha valor nulo, ou

a(u) = —1/2,
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se u tiver algum filho em F com valor nulo.

Segue entdao que a(u) — a(u) = —4 ou a(u) = a(u) = —1/2, o que
implica que

a(u) < a(u).

Observamos que se a(u) < 0, entdo a(u) < 0, de forma que o nimero
de sinais negativos na saida em Diagonalize(T,—2) é exatamente um a mais do
que o numero de sinais negativos na saida de Diagonalize(’f, —2). Por outro lado,
se a(u) > 0, entao tanto a(u) < 0 como a(u) > 0 podem ocorrer. Em qualquer
caso, temos que o numero de sinais negativos na saida de Diagonalize(T,—2) é
igual ou é exatamente um a mais do que o nimero de sinais negativos na saida de

Diagonalize(T, —2). Portanto, pelo Teorema 4.2.2, segue o resultado.

Para o segundo caso, supondo que p e ¢ sejam ambos pares, um racio-
cinio analogo nos leva a concluir que os valores dos vértices uy, ..., up, v1, ..., V4 pelo
algoritmo serao os mesmos para ambas as arvores e

N 1
a(u) = a(u) =d(u) —4->" 2’
ceC

caso nenhum filho de v em F tenha valor nulo, ou
a(u) = a(u) = —1/2,

se u tiver algum filho em F com valor nulo. Portanto, o nimero de autovalores em

[0,2) é 0 mesmo para ambas as arvores, pelo Teorema 4.2.2.

Para o ultimo caso, sem perda de generalidade, vamos assumir que p
é par e ¢ é impar. Similarmente ao primeiro caso, considerando apenas os vértices
que formam R, obtemos que 7" e T tém o mesmo numero de valores —1 e o mesmo

numero de valores +1. Além disso,

a(u) = a(u) =d(u) —2 - > —



caso nenhum filho de v em F tenha valor nulo, ou
a(u) = a(u) = —1/2,

se u tiver algum filho em F com valor nulo. Logo, o resultado segue do Teorema

4.2.2, o que completa nossa prova. [

Usando os resultados obtidos anteriormente, podemos obter uma cota
inferior para o nimero de autovalores da matriz laplaciana combinatéria de uma
arvore que sao menores do que 2. O resultado que provamos a seguir estabelece que
a maioria dos autovalores sao menores do que 2. Esta cota foi estabelecida por Guo

[24, Corolario 1, p. 57].

Teorema 5.2.3. Para uma drvore T’ com n > 1 vértices,

mr[0,2) > m .
2
Demonstracgao. Seja T" uma arvore com n > 1 vértices. Queremos mostrar que
o numero de autovalores da matriz laplaciana combinatéria de T em [0,2) é pelo
menos [%W Observamos que, pela Proposicao 5.2.1, se T' ndo é um caminho, entao
T pode ser transformada em um caminho por uma sequéncia de transformacoes .

Pelo Teorema 5.2.2, sabemos que, em cada passo, o nimero de autovalores da matriz

laplaciana combinatéria que sao menores do que 2 nao aumenta. Portanto,

mT[Ov 2) Z mp, [07 2) Z mp, [Oa d)7

uma vez que 2 > d. O resultado segue pela Proposicao 5.1.2. O

Sabemos, pelo Teorema 4.3.2, que o espectro da matriz laplaciana per-
turbada da forma pul — A é simétrico em relagdo a pu no caso de arvores. Assim,
aplicamos a transformagao 7 para saber o que acontece com a multiplicidade de p
como autovalor de ul — A ao transformarmos uma arvore T" por esta transformacao.
Temos entao o seguinte resultado, que mostra que tal multiplicidade nao aumenta
quando aplicamos a transformacao 7 e que pode vir a ser uma ferramenta para obter

cotas para o nimero de autovalores da matriz laplaciana perturbada pul — A.
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Teorema 5.2.4. Seja T uma drvore comn > 2 vértices. Se T é uma n—transformada
de T e my(u) denota a multiplicidade de . como autovalor da matriz laplaciana per-

turbada ul — A(T), entdo

Demonstragao. Novamente, podemos supor, sem perda de generalidade, que T
nao é um caminho. Entao, pela Proposi¢ao 5.2.1, T' contém um vértice u de grau
pelo menos trés conectado com pelo menos dois caminhos pendentes P = wu; ... u,
e =uv;...v,. Como u tem grau maior do que dois, u também estd conectado a
uma floresta nao vazia F C T, a qual nao contém nenhum vértice de P ou (). Seja
T = (T, u, P,Q). Aplicamos entdo o algoritmo DiagonalizeW as arvores T e T,
com o = —, considerando o vértice u como raiz em ambas as arvores. Dividimos a

prova em trés casos diferentes, dependendo da paridade de p e gq.

Para o primeiro caso, suponhamos que p e ¢ sejam ambos impares.
Consideramos a aplicagdo do algoritmo DiagonalizeW a arvore T', processando os
vértices de T" das folhas em direcao a raiz. Como os pendentes u, e v, sao inicializados
com o valor diagonal 0 pelo algoritmo, ao processarmos os vértices u,_; € v4_1, estes
ficarao negativos, enquanto que u, e v, ficarao com valor positivo, e as arestas
{tup—1,up—2} € {v,-1,v4-2} serdo removidas de 7. Aplicando-se sucessivamente o
algoritmo, como p e g sdao impares, os valores de u; e v; permanecerao iguais a 0,
agora como pendentes do vértice u. Ao processarmos o vértice u, ha duas opg¢oes: ou
escolhe-se um dos pendentes u; ou vy, e com isto, um deles ficara positivo enquanto
a(u) serda negativo, ou escolhe-se um dos filhos de v em F com valor nulo. De
qualquer forma, teremos a(u) < 0 e, pelo Teorema 4.2.2; a multiplicidade de y como

autovalor de ul — A sera

my(p) =1+ B,

onde 3 ¢é o nimero de elementos em F para os quais o valor diagonal ¢ nulo.
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Analogamente, para a drvore transformada 7', teremos um caminho
pendente R = wuy - --u,v; - - - v, com comprimento par p + g. Neste caso, a aresta
ligando u; a u sera removida. Assim, o valor de u dependera exclusivamente dos
valores de seus filhos em F. Se um filho de u em F possuir valor diagonal nulo,
entdo a(u) < 0 e o nimero de elementos restantes de F com valor diagonal nulo serd

S —1=msz(p) , pelo Teorema 4.2.2; o que implicaria que

Caso u nao possua filho em F com valor diagonal nulo, entdo o niimero de valores
nulos para T serd igual a 8 ou 3 + 1, dependendo, respectivamente, se a(u) # 0
ou a(u) = 0 no fim do algoritmo. Nestas condigoes, segue do Teorema 4.2.2 que
my(p) = map(p) ou myp(p) = mp(p) + 1. Contudo, como o espectro de ul — A é
simétrico em relagdo a u e a transformacao 7w preserva o niimero de vértices, teremos

que ter obrigatoriamente

Portanto, no caso em que p e ¢ sao impares, temos que

mr(p) =mg(p)  ou  mr(p) =mp(p) + 2.

Para o segundo caso, supondo que p e ¢ sejam ambos pares, um
raciocinio similar nos leva a concluir que os valores dos vértices uy, ..., up, V1, ..., U4
pelo algoritmo serdo os mesmos para ambas as arvores. Tanto para T’ como para T,
uy e vy estarao desconectados da raiz u e, assim, o valor diagonal de u serd obtido
diretamente dos elementos da floresta F da mesma forma para T e T. Portanto,

neste caso, temos, pelo Teorema 4.2.2, que

Para o ultimo caso, sem perda de generalidade, vamos assumir que

p é par e ¢ é impar. Similarmente ao primeiro caso, obtemos que, tanto para T
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como para 7', apenas u; permanecerd como pendente da raiz u. E deste ponto, o
algoritmo percorrera os vértices igualmente, tanto para 7' como para T', o que nos

leva a concluir que

completando a prova. [

5.3 A transformacao p

Nesta secao, consideramos um caso particular da transformagao 7, ilus-
trada na Figura 5.2 e serd importante para obtermos uma cota inferior para o nimero
de autovalores da matriz laplaciana combinatéria menores do que a média dos graus

para uma classe de arvores.

Seja T uma arvore que contém um vértice quase-pendente u adjacente a
pelo menos dois pendentes p; e py. Assim, formamos uma nova arvore 1" removendo
de T a aresta que conecta u e p; e adicionando uma nova aresta conectando p; e ps.

Dizemos que T’ é uma p-transformada de T e escrevemos T = (T, u,p1,pa).

/o
(=)

Figura 5.2: A transformacao p.

Para essa transformacdo, obtemos o seguinte resultado envolvendo a
distribuicao dos autovalores da matriz laplaciana combinatoria de uma arvore que

sdo menores do que a média dos graus d, dada pela Equacio (5.1).
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Teorema 5.3.1. Seja T uma drvore comn > 2 vértices. Se T é uma p—transformada

de T, entdo

mr[0,d) = mz[0,d)  ou  mp[0,d) =mz[0,d) + 1.

Demonstragao. Seja T uma arvore com n > 2 vértices. No intuito de aplicar
a transformacao p, suponhamos, sem perda de generalidade, que 7' contenha um
vértice quase-pendente u que é adjacente aos vértices pendentes p; e py e que u
também esta conectado a uma floresta F C T que nao contém p; e ps. Seja T =
p(T', u, p1,p2). Note que a floresta F e o conjunto C' dos filhos de u em F permanecem
os mesmos pela transformagdo p, mas o grau de uw em T, d(u), decresce em 1.
Aplicamos o algoritmo Diagonalize as arvores T e T, com o = —d, colocando o
vértice u como raiz em ambas as arvores. Para a arvore T' obtemos
- 2 1
a(u) =d(u) —d — <M+§@> ,

se u nao tem nenhum filho em F com valor diagonal nulo, ou
a(u) = _1/ 27

se u tem pelo menos um filho em F com valor diagonal nulo. J& para a arvore T,

obtemos

o) = () - 1) == (54 3 )

a(p2) CEC

se u nao contém nenhum filho em F com valor diagonal nulo, ou
a(u) = a(u) = —1/2,

se u tiver algum filho em F com valor diagonal nulo. Além disso, temos que

1 2
ipe) =2—d— ——=2-4 "

Logo, se u nao tiver filho em F com valor nulo, temos que

y R
a(u) — a(u) = i(pa) + 1_Cz<07
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uma vez que a(ps) > 0el—d = 2—1 < 0. Portanto, a(u) < a(u). Note também que
a(p1) e a(ps) sdo ambos negativos, j& que p; e ps sdo vértices pendentes de u em T'.
Além disso, a(p;) < 0, uma vez que p; é pendente de py em T. Consequentemente,
como p mantém o sinal de p; e altera o sinal de ps de negativo para positivo, temos

que

e se a(u) <0, entdao a(u) < 0 e, portanto, pelo Teorema 4.2.2

e se a(u) > 0, podemos ter a(u) < 0 e neste caso, pelo Teorema 4.2.2,
mr[0,d) = mz[0,d); ou podemos ter @(u) > 0 e neste caso, pelo Teo-

rema 4.2.2, mr[0,d) = mz[0,d) + 1;

Portanto, em qualquer caso, temos que

mr[0,d) = mz[0,d)  ou mr[0,d) =ms[0,d)+1. O

A propriedade acima sera importante para a demonstragao do resultado
a seguir. Lembramos que uma double broom T(k,{,d) é uma arvore construida
tomando-se o caminho de vértices 1,2,...,d, d > 2, adicionando k£ > 1 vértices
pendentes adjacentes ao vértice 1 e £ > 1 vértices pendentes adjacentes ao vértice
d, de tal forma que n = k + ¢ 4+ d é o nimero de vértices de T. Vamos considerar,

sem perda de generalidade, que £ > k > 1.

Teorema 5.3.2. Se T'=T(k,{,d) é uma double broom com n =k + { + d vértices,

entao

onde d =2 —

3N

Demonstracao. Dividiremos a prova em quatro casos. Para o primeiro caso,

consideraremos k = 1 e £ = 2. Note que, se aplicarmos a transformagao p a arvore
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T(1,2,d) no vértice u que possui ¢ = 2 pendentes, digamos ¢; e {5, teremos que
p(T,u,ly,0s) = P,, o caminho de n = d + 3 vértices. Denotando P, = T, temos,
pela Proposicao 5.1.2 e Teorema 5.3.1, que

Consideremos agora o caso em que k = 1 e £ > 3. Neste caso, vamos
obter o grafo G' removendo-se de T' = T'(1,¢,d) a aresta que liga os vértices d — 1
e d, este ultimo com ¢ > 3 pendentes. Assim, temos que G é o grafo desconexo
cujas componentes conexas sao o caminho P = P, _, ; e a estrela S = Sy;;. Temos
que mg[0,d) = ¢, uma vez que o L-espectro de Sgpy é {0,160 7 41} e d > 1.
Além disso, se dp é a média dos graus dos vértices de P, temos que d > dp e,
portanto, mp[0,d) > mp[0,dp). Pela Proposicio 5.1.2, mp[0,dp) = ["‘THW . Logo,
mpl0,d) > [”_THW Assim, como ¢ > 3, temos que

melo, )z ¢+ [P < [ S [ Ry

Logo, pelo Teorema 2.4.8, temos que

Y

o que mostra que m[0, d) {%W

Como terceiro caso, consideremos k = 2 e £ > 2. Note que, se aplicar-
mos a transformacao p na arvore T'(2, ¢, d) no vértice u que possui k = 2 pendentes,
digamos k; e ks, teremos que p(T,u, ki, k) = T(1,¢,d + 1). Assim, denotando

p(T,u, ky, ko) = T, temos, pelo segundo caso, que mT[O,d) > [ﬂ Logo, pelo

Teorema 5.3.1,

Finalmente, resta provar o caso em que k > 2 e £ > 3. Assim como no

segundo caso, vamos obter o grafo G removendo-se de T' = T'(k, ¢, d) a aresta que
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liga os vértices d — 1 e d, este ultimo com ¢ > 3 pendentes. Assim, temos que G é o
grafo desconexo cujas componentes conexas sao a double broom T' = T'(1,k,d — 2)
e a estrela S = Sy11. Temos que mg[0,d) = ¢ e, pelo segundo caso, m[0,d) >
mp [0, dp) = ["‘THW , onde dp é a média dos graus dos vértices de T'. Assim,

como £ > 3, temos que

melo, )2 ¢+ [P - [ S [ Ry

Logo, pelo Teorema 2.4.8, temos que

n
2

o que mostra que mr[0,d) > [%W’ completando a prova. []

Cabe frisar que o resultado apresentado no Teorema 5.3.2 pode ser mais

geral. A seguinte conjectura foi proposta por Trevisan et al. em [46].

Conjectura 1. Para uma drvore T com n > 1 vértices, temos que

Além das double brooms, a conjectura acima é verdadeira para as cen-
topeias, conforme demonstrado em [7]. Uma centopeia é uma arvore formada a
partir de um caminho P, adicionando-se pelo menos um pendente a cada vértice do

caminho.

Proposicao 5.3.3. A Conjectura 1 € verdadeira se T' é uma centopeia.

Demonstragao. Seja T' uma centopeia. O nimero de pendentes p(T) em T é, pelo
menos, igual ao nimero de vértices nao pendentes, ou seja, p(T) > [%W Aplicando

o Teorema 5.1.1, temos que mr[0,d] > mr[0,1] > ¢(T'), provando o resultado. O

Observamos que, pela Proposicao 5.2.1, se uma arvore 17" ndo é um

caminho, entdo 1" pode ser transformada em um caminho por uma sequéncia de
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transformacoes w. Pelo Teorema 5.2.2, sabemos que, em cada passo, o nimero
de autovalores da matriz laplaciana combinatéria que sao menores do que 2 nao
aumenta. Se a transformacao m nao aumentasse, em cada passo, o numero de
autovalores da matriz laplaciana combinatéria que sdo menores do que d, entdo,
pela Proposicao 5.1.2, provariamos a Conjectura 1. Assim, formulamos a seguinte

conjectura, que, se verdadeira, demonstra a Conjectura 1.

Conjectura 2. Seja T uma drvore comn > 2 vértices. SeT' € uma m—transformada

de T, entdo
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6 CONCLUSAO

A maior parte dos resultados que obtivemos e apresentamos neste texto
utilizaram como principais ferramentas os algoritmos DiagonalizeW e
Diagonalize Unicyclic, que foram desenvolvidos para arvores e para grafos uniciclicos,

respectivamente.

O algoritmo DiagonalizeW estende para uma classe mais geral de ma-
trizes o algoritmo Diagonalize de Jacobs e Trevisan [34], originalmente desenvolvido
para a matriz de adjacéncias de arvores sem pesos. Nosso algoritmo faz a diago-
nalizacio da matriz 2(T") + o, onde Z(T) é uma matriz Laplaciana perturbada de
uma arvore T’ com pesos e o € um numero real, de forma pratica e eficiente, uma
vez que ele pode ser aplicado diretamente sobre os vértices e arestas da arvore, sem
necessidade de obtencdo da matriz 2(T) explicitamente. Tal procedimento permite

calcular o niimero de autovalores de Z(T") em um dado intervalo real.

O algoritmo DiagonalizeUnicyclic, que apresentamos no Capitulo 3
deste trabalho, foi desenvolvido para localizar os autovalores da matriz de adja-
céncias de qualquer grafo uniciclico sem pesos. Utilizando este algoritmo obtivemos
a multiplicidade dos autovalores dos grafos uniciclicos denominados centopeias unici-
clicas, bem como uma cota para o maior autovalor destes grafos. Para as centopeias
uniciclicas regulares, obtivemos, inclusive, o espectro exato, o que permitiu concluir
que nenhum grafo deste tipo é integral. Estes resultados sao descritos em nosso

trabalho que se encontra em preparagao [9].

Empregando o algoritmo Diagonalize W, obtivemos, no Capitulo 4, pro-
priedades espectrais da matriz Laplaciana perturbada 2(7) de uma arvore T', entre
elas a multiplicidade e a distribuicao dos autovalores no caso em que Z(T) é da forma
pl — A(T), para algum p € R, o que inclui, como casos particulares, a matriz de ad-

jacéncias e a matriz Laplaciana normalizada. Entre outras propriedades, mostramos
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que o espectro é simétrico em relagdo ao nimero real u, estabelecemos uma cota
para a multiplicidade de p como autovalor da matriz uI — A(T') e calculamos a mul-
tiplicidade dos demais autovalores para arvores de didmetro pequeno. Além disso,
caracterizamos todas as arvores com exatamente 4 ou 5 autovalores distintos para
a matriz ul — A(T). Inclusive, calculamos explicitamente o espectro com respeito
a matriz de adjacéncias e a matriz Laplaciana normalizada de todas as arvores com
4 ou 5 autovalores distintos. Tais resultados originalmente obtidos para a matriz

Laplaciana normalizada estao presentes em nosso trabalho publicado [8].

No Capitulo 5, utilizando o algoritmo Diagonalize e uma transformacgao
aplicada a arvores, estabelecemos uma cota inferior para o nimero de autovalores
da matriz Laplaciana combinatéria L(T") de uma arvore 7" no intervalo [0,2). Nos
mostramos que pelo menos metade dos autovalores de L(T') sao menores do que 2
e que a transformacao 7, definida por Mohar [41], ndo aumenta a multiplicidade
do nimero real p como autovalor da matriz Laplaciana perturbada ul — A. Os
resultados obtidos para L(T") encontram-se em nosso artigo publicado [7]. Além
disso, com uso de um caso particular da transformacao 7, mostramos que pelo menos
metade dos autovalores da matriz Laplaciana combinatéria de uma double broom de
qualquer diametro sao menores do que a média dos graus dos vértices de T'. Esta
mesma cota também foi obtida para caminhos e centopeias em [7]. Estes resultados
provam para estas classes de arvores a Conjectura 1, proposta por Trevisan et al.
em [46]. Essa conjectura é importante para entender melhor a distribuigao dos

autovalores da matriz Laplaciana combinatéria.

O algoritmo de localizagdo de autovalores da matriz de adjacéncia de
arvores, de Jacobs e Trevisan [34], tem sido utilizado em diversos trabalhos, como
[7], [20], [21] e [46]. Em vista disto e dos resultados que obtivemos, esperamos
que as extensoes desse algoritmo para uma classe mais geral de matrizes de arvores

e para grafos uniciclicos também sejam ferramentas de grande utilidade para ou-
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tras aplicagoes envolvendo diferentes matrizes de grafos, como a matriz Laplaciana

combinatoria, a matriz Laplaciana sem sinal e a matriz Laplaciana normalizada.

Nossos algoritmos trabalham de forma muito eficiente com arvores e
grafos uniciclicos, uma vez que sao de tempo linear e podem ser executados dire-
tamente sobre os vértices e arestas desses grafos, sem a necessidade de obter ex-
plicitamente as suas respectivas matrizes de representacdao. Dessa forma, uma de
nossas perspectivas de trabalho futuro é desenvolver um algoritmo de localizagao
de autovalores para uma classe maior de grafos conexos, por exemplo, quando o
numero de ciclos do grafo ja é conhecido. Considerando-se o caso dos grafos bicicli-
cos, o desenvolvimento de um algoritmo que realizasse a diagonalizacao da matriz
A+al, onde A é a matriz de adjacéncias destes grafos, dependeria, basicamente, de
entender como tal diagonalizagdo seria executada quando o grafo biciclico se reduz
a um dos trés casos seguintes: os dois ciclos possuem um tunico vértice em comum,
ou os dois ciclos possuem uma aresta em comum, ou existe uma aresta conectando

um vértice de um ciclo a um vértice do outro, como ilustra a Figura 6.1 abaixo.

Figura 6.1: Trés possiveis casos de grafos biciclicos

Observamos ainda que o algoritmo que desenvolvemos para grafos unici-
clicos poderia ser facilmente adaptado para qualquer matriz Laplaciana perturbada
destes grafos. Optamos por nao apresentar tal extensao neste trabalho para manter
a simplicidade das expressoes durante a execucao do algoritmo, ja que elas ficariam
bastante carregadas se tivéssemos que levar em conta diferentes pesos para as ares-
tas e para os vértices destes grafos. O intuito de estender o algoritmo de localizagao

dos grafos uniciclicos para outras matrizes é obter uma ferramenta para estudar
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invariantes obtidos de diferentes espectros que possam caracterizar outras classes de

grafos uniciclicos além das centopeias uniciclicas.

Utilizando, possivelmente, os algoritmos de localizacao de autovalores,
pretendemos, também, estudar a energia de grafos para diferentes matrizes. Dado
um grafo G, a energia de G, denotada por E(G), é definida como a soma dos valores
absolutos dos autovalores da matriz de adjacéncias de G, isto é, se \; < Ay < --- <

An 880 os autovalores de A(G), entao
E(G) =3Il
i=1

Tal invariante foi introduzido em 1977 por Gutman [25]. Um dos problemas de
grande interesse em Teoria Espectral de Grafos é determinar o grafo de maior (ou
menor) energia entre todos os grafos com mesmo ntmero de vértices. Em [25],
Gutman estabeleceu valores extremais da energia de arvores e mostrou que a estrela
e o caminho sdo as arvores de menor e maior energia, respectivamente. O problema
da energia extremal também estd resolvido para grafos uniciclicos, como pode ser
verificado em [3], [30] e [32]. Para grafos biciclicos, sabe-se apenas qual é o grafo de
maior energia no caso em que o grafo é bipartido [33]. A busca por grafos extremais
para a energia em outras familias de grafos conexos, tais como os grafos k-ciclicos,

com k > 3, encontra-se em aberto e é um problema que pretendemos investigar.

A nocao de energia de um grafo foi estendida para outras matrizes
simétricas associadas a grafos. Desta forma, também héa interesse em procurar-se

grafos extremais para a energia com relagdo a essas outras matrizes.

Conforme Cavers [11], se G ¢ um grafo de ordem n e M é uma matriz

real simétrica associada a G, a M-energia de G é definida por:

" tr(M
Ew(@) =32 | - U0}
i=1 n
tr(M 1 &
onde r(M) = — ) )\; é a média dos autovalores de M.
n n <

=1
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Um exemplo de M-energia é a energia Laplaciana do grafo G, introdu-
zida em 2006 por Gutman e Zhou (veja [26] e [27] para mais detalhes), que é dada
por:

ELG) =3 5~
onde d é a média dos graus dos vértices de G. Observe que o traco da matriz
tr(L(G))

n
Em 2007, Gutman e Radenkovié [43] calcularam a energia Laplaciana de drvores

Laplaciana combinatoéria é a soma dos graus dos vértices e, portanto, d =

com até 17 vértices e conjecturaram que, para qualquer arvore 1" de n vértices,
EL(P,) < EL(T) < EL(Sy),

estabelecendo assim uma ordem inversa das energias de arvores se comparadas a
energia com respeito a matriz de adjacéncias. Em 2011, Fritscher et al. demonstra-
ram a cota superior da desigualdade acima, ou seja, demonstraram que a estrela S, é
o grafo de maior energia Laplaciana entre todas as arvores de n vértices. Além disso,

foram obtidos ordenamentos de algumas classes de arvores pela energia Laplaciana

em [21] e [46].

Uma das razoes para as quais a demonstracao da Conjectura 1 seria
util é que se ela for verdadeira, entao seria possivel obter, de maneira mais eficiente,
cotas para a energia Laplaciana. Pode-se provar (veja, por exemplo, [20]) que

Er(G)=2Y" X\ —20d,
Ai>J

onde ¢ é o nimero de autovalores da matriz Laplaciana combinatéria de G maiores
ou iguais a média dos graus d. Por esta razao, é de grande importancia sabermos o

numero de autovalores abaixo da média.

Em nossas pesquisas, nao encontramos registros de grafos uniciclicos
extremais para a energia Laplaciana. Baseado em testes realizados, conjecturamos

que o grafo S!, obtido adicionando-se uma aresta entre dois pendentes da estrela

n’

Sy, conforme descrito no Exemplo 2.4.9, é o grafo uniciclico de maior energia La-

placiana. Este grafo possui L-espectro formado inteiramente por niimeros inteiros
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{0,1m=%) 3 n}, e sua energia Laplaciana é dada por E7(S}) = 2(n —1). Observa-se
que a confirmacgdo da nossa conjectura manteria, assim como no caso de arvores,
uma ordem inversa de energia com relagdo as matrizes Laplaciana combinatoéria e
de adjacéncias, uma vez que S! é o grafo uniciclico de menor energia para a matriz

de adjacéncias [30]. Este também é um problema que queremos investigar.

Além disso, no caso dos grafos uniciclicos, a média dos graus é sempre
igual a 2 e, assim, pode-se estudar o nimero de autovalores menores (ou maiores)

do que 2, utilizando-se, possivelmente, o algoritmo de localizagao de autovalores.
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