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RESUMO

O objetivo desta dissertacdo € apresentar uma pesquisa e investigacao que
validam uma proposta de sequéncia didatica que utiliza a perspectiva
metodoldgica da Resolucdo de Problemas para ensinar conceitos relacionados
a Teoria de Grafos na escola basica, mais especificamente, no Ensino
Fundamental. Para tanto, a metodologia de pesquisa escolhida foi o Estudo de
Caso, de acordo com Fiorentini e Lorenzato (2006), Ventura (2007) e Gil
(1995). O referencial teérico é baseado nos trabalhos do GTERP?, de Onuchic
e Allevato (1999) e (2004), Polya (2006), Pozo (1998), Santos (2002) e De
Maio (2009), bem como os PCNs? e outros artigos/livros relacionados & Teoria
de Grafos e a Resolucéo de Problemas. Apresentaremos uma pratica realizada
com cinco grupos de uma turma do sétimo ano do Ensino Fundamental, em
uma escola particular de Porto Alegre, no ano de 2014. Concluimos que a
escolha desse tépico da Matematica aliado a perspectiva metodolégica da
Resolucdo de Problemas contribui para o desenvolvimento intelectual e
matematico, bem como para a formagdo de um individuo mais autbnomo e
critico.

Palavras-chave:

Teoria de Grafos - Resolucdo de Problemas — Educacdo Matematica —
Aspectos Historicos — Contextualizacdo — Perspectiva Metodoldgica- Estudo de
Caso.

! Criado em 1992, Grupo de Trabalho e Estudos em Resolucdo de Problemas, GTERP, desenvolve suas
atividades no Departamento de Matematica da UNESP-Rio Claro.
http://www2.rc.unesp.br/gterp/?g=quem-somos

2 parametros Curriculares Nacionais.



ABSTRACT

The aim of this dissertation is to show a research and investigation that validate
a didactic propose of sequence that use the methodological perspective of
Problem Solving to teach concepts related to Graph Theory in primary school,
more specifically, in Elementary School. For this, the research methodology
chosen was Case Study according to Fiorentini and Lorenzato (2006), Ventura
(2007) and Gil (1995). The theoretical approach is based on the work of
GETERP, Onuchic and Allevato (1999) and (2004), Polya (2006), Pozo (1998),
Santos (2002) and De Maio (2009), as well as the National Curriculum
Parameters (PCNs), books and articles dealing with Graph Theory and the
Problem Solving. We will introduce a practice carried out with five groups of a
class of seventh year of primary school, in a private school of Porto Alegre, in
2014. We conclude that the choice of this topic of mathematics combined with
methodological perspective of Problem Solving contribute to the intellectual and
mathematician development, as well as the formation of a more autonomous
and critical individual.

Keywords: Graph Theory — Problem Solving - Mathematics Education -
Historical Aspects - Background - Methodological Perspective — Case Study.
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INTRODUCAO

Tive a oportunidade de voltar ao meio académico no ano de 2013, apos
dois anos do término da minha graduacdo, desta vez como mestrando no
programa de pos-graduacdo em Ensino de Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul. Para mim, e com certeza para muitos colegas,
tivemos a possibilidade de fortalecermos nossa pratica, uma vez que
discutimos e refletimos sobre o Ensino de Mateméatica e aprendemos uns com
0s outros por meio da troca de experiéncias. Foram muitas disciplinas voltadas
para o ensino, foram muitas andlises de livros didaticos, foram muitos relatos
de experiéncia, foram muitos os debates que englobam desde o ensino
fundamental, médio, passando também pelo vestibular e encerrando no ENEM.
As vivéncias e experiéncias trocadas pelo nosso grupo de professores
mestrandos, bem como com o0s professores orientandos foram riquissimas e,
posso dizer hoje com toda a certeza, que contribuiram profundamente para o
nosso desenvolvimento como docente e individuo.

Quando comecei essa pesquisa, com a ajuda da minha orientadora,
professora Marilaine de Fraga Sant'ana, uma das minhas principais
preocupacdes era saber se ensinar conceitos que ndo sao vistos na escola
basica, como os explorados pela Teoria de Grafos, utilizando alguma
perspectiva metodologica, possibilitaria aos alunos uma compreensao sobre os
aspectos histéricos que deram origem ao seu estudo, sobre a necessidade
desse conhecimento no seu cotidiano, bem como aumentar a suas
capacidades de interpretar e resolver problemas.

Assim que definimos nossa metodologia de pesquisa que é o Estudo de
Caso e o tépico da Matematica que iriamos abordar, ainda nos faltava uma
perspectiva metodologica de ensino que possibilitaria explorar atividades que
fizessem parte do cotidiano do aluno. Foi entdo que, apds algumas conversas
entre orientadora e orientando, decidimos utilizar a Resolu¢do de Problemas
como perspectiva metodologica para que tal conteudo, o da Teoria de Grafos,
fosse trabalhado com um determinado grupo de alunos, a partir de um Estudo

de Caso, para que talvez seja inserido no curriculo do Ensino Fundamental.
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A partir de entdo, tomamos como referenciais tedricos Onuchic e
Allevato (1999, 2004), Polya (2006), Pozo (1998) e Santos (2002), bem como
os PCNs e outros artigos e livros relacionados a Teoria de Grafos e a
Resolucdo de Problemas.

Nesse trabalho analisamos uma sequéncia didatica, fruto dessa
pesquisa, que busca viabilizar o contato do aluno da escola béasica, mais
especificamente, o aluno do Ensino Fundamental, com conceitos ligados a
Teoria de Grafos a fim de contribuir para sua formacdo matematica e
intelectual. Pensamos nesse topico da Matematica para nossa pesquisa e
posteriormente desenvolvemos a sequéncia didatica, que esta presente nessa
dissertacdo, por acreditar que o ensino de matemética vem “levando um duro
golpe” do sistema de ensino atual, uma vez que hoje, muitas vezes,
professores valorizam apenas o resultado em uma prova, fruto esse, de um
trabalho mecéanico e a memorizacao de técnicas a serem utilizadas em sala de
aula em vez de possibilitar ao aluno o exercicio de pensar e construir um
significado para o que se estuda.

Penso que um professor, ao ensinar Matematica, poderia fomentar
alguns aspectos historicos, apresentando biografias de alguns Matematicos e
esclarecendo de que forma os Matematicos do passado e os do nosso tempo
pensaram e pensam aquilo que esta se ensinando/aprendendo em sala de
aula. Além de aspectos histéricos para contextualizar o estudo da Matematica é
necessario também trabalhar com problemas que explorem o0s conceitos
aprendidos em sala de aula aplicados ao mundo real e, ndo sO ensinar por
ensinar, privilegiar memorizacbes e nao possibilitar ao aluno uma melhor
aprendizagem.

Sendo assim, nossa intencdo € que, por meio da Resolucdo de
Problemas, possamos explorar melhor as situacfes curiosas e interessantes,
como os problemas apresentados na Teoria de Grafos.

Acreditamos que com a alianca entre a Resolucdo de Problemas e a
Teoria de Grafos é possivel trabalhar conceitos matematicos de forma
contextualizada com a realidade e experiéncias dos alunos, deixando a

Matematica mais interessante, além € claro, de possibilitar novas descobertas.



13

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas ha sempre
uma pitada de descoberta na resolucdo de qualquer problema. O
problema pode ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser
em jogo as faculdades inventivas, quem o resolver por seus proprios
meios experimentard a tensdo e gozard o triunfo da descoberta.
([POLYA, 2006, prefacio]).

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos. O primeiro apresenta o
Referencial Tedrico Matematico que fundamenta nossa sequéncia de
atividades. Para fazer tal fundamentacdo resgatamos os problemas historicos
gue originaram a Teoria de Grafos. O segundo capitulo apresenta o Referencial
Tedrico que fundamenta a Resolucdo de Problemas como perspectiva
metodolbdgica, com enfoque maior nos trabalhos Polya (2006), Pozo(1998) e no
GTERP (2004). O terceiro capitulo apresenta os objetivos e a metodologia de
pesquisa, com o Método do Estudo de Caso, de acordo com Fiorentini e
Lorenzato (2006), Ventura (2007) e Gil (1995). O quarto capitulo apresenta a
pratica/sequéncia didatica aplicada por mim, detalhando cada uma das
etapas/aulas, apresentando o0s objetivos e as expectativas. Além disso, ao final
de cada uma dessas etapas ha uma analise relacionando-as com o0s
referenciais estudados e, principalmente, relacionando-as com o0 roteiro
metodoldgico de Resolucdo de Problemas escolhido para a pratica. Por fim, o
quinto capitulo apresenta as consideracdes finais, mostrando os resultados da
pesquisa e sugestoes.

Temos a confianca de que a pesquisa realizada, o planejamento e o
produto final de nosso trabalho, que € a sequéncia didatica, podem propiciar
aos professores de hoje ou aos futuros professores uma possibilidade nova,
gue é trabalhar a Teoria de Grafos no Ensino Fundamental aliada a perspectiva
metodolégica da Resolucéo de Problemas.

Particularmente, acredito que ser professor € muito mais que conhecer
uma ciéncia e saber ensina-la aos seus alunos. Ser professor € sim saber
ensinar, mas também é aquele “ser” dentro da escola que € capaz de tocar o
coracao dos jovens seja com palavras, olhares ou ensinamentos. Assim, penso
gue o docente deve estar sempre discutindo e refletindo tanto com seus
colegas quanto alunos, para que 0 ensino e a aprendizagem estejam sempre

melhorando.
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1 TEORIA DE GRAFOS

Este capitulo apresenta a fundamentacdo tedrica matematica de nosso
trabalho. Apesar de procurarmos conceitos acerca da Teoria de Grafos em
muitos trabalhos e artigos cientificos que estao disponibilizados pela internet ou
em diversos livros que tratam desse topico, nosso embasamento tedrico
focaliza-se, principalmente, nos livros: Introducéo a Analise Combinatéria, de
Santos (2002) e Fundamentos de Matemética, de Maio (2009). Além desses
livros, também buscamos analisar e trabalhar com a dissertacdo de mestrado
intitulada Grafos no Ensino Médio: uma insercao possivel, de Malta (2008).

Nosso objetivo com esse capitulo é sistematizar de maneira simples
alguns dos conceitos da Teoria de Grafos, especialmente, aqueles que foram
abordados em nossa sequéncia didatica. Gostariamos de lembrar que esse
nao é um material definitivo, que contém todo o desenvolvimento dessa Teoria,
mas sim um material que servira de base e sera capaz de municiar o professor
com o conhecimento necessario para abordar tais conceitos na escola basica.

E importante ressaltar que existem muitos trabalhos nesse ramo da
Matematica e que o professor ou o leitor em geral, podera pesquisar mais
sobre esse topico da Matematica a fim de enriquecer suas ideias e nocodes

sobre esses conceitos.

1.1 NocoOes sobre Grafos (conceitos preliminares)

A Teoria de Grafos tem uma origem relativamente recente (século XVIII)
na histéria da Matematica. Dentre os primeiros cientistas a trabalhar nesta area
se destacam L.Euler, G.Kirchhoff e A. Cayley. A Teoria de Grafos tem
extensiva utilizacdo em Matematica aplicada, pois demonstra ser uma
poderosa ferramenta para a modelagem de diversas situacfes reais em, entre
outros, fisica, quimica, biologia, engenharia elétrica e pesquisa operacional.
(SANTOS, 2002, p. 225).

Definicdo 1.1.1. Grafo € um conjunto de pontos do plano ligados por

segmentos cujas extremidades devem conter tais pontos. Os pontos sdo
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chamados de vértices ou nos e os segmentos sdo chamados de arestas ou

arcos.

Notacdo: um grafo G=(V, A), no qual G é o grafo composto por V vértices e A
arestas.

Na Figura 1.1 abaixo, N, A, S e B sdo vértices e 0s segmentos que ligam 0s
vértices sdo chamados de Arestas.

N/
A —>»8

sv’

Figura 1.1

Definicdo 1.1.2. Vértices adjacentes sdo aqueles conectados por uma aresta.

Por exemplo, os vértices N e B sdo adjacentes, pois sdo conectados pela

mesma aresta.
Definicdo 1.1.3. Lacos sao arestas incidentes no mesmo vértice.

Por exemplo, no grafo da Figura 1.2 abaixo a aresta az € um laco, pois € uma

resta que incide sobre 0 mesmo veértice.

A -

Figura 1.2

Definicdo 1.1.4. Arestas incidentes sdo aquelas que se conectam a um veértice.
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Por exemplo, na Figura 1.3 abaixo, podemos dizer que az, a; e a; sao
arestas incidentes ao vértice 2, bem como a; e a; Ssao arestas incidentes ao

vértice 1 e as é aresta incidente ao vértice 3.

—.A3
32_,..«*’_‘3;‘”3
{ P
® .
1 s 3
Figura 1.3

Definicdo 1.1.5. Arestas paralelas séo arestas distintas que se conectam aos

mesmos Vértices.

Por exemplo, na Figura 1.3 acima, a, e a; sdo arestas paralelas.

Definicdo 1.1.6. O grau de um vértice € dado pelo niumero de arestas
incidentes nesse veértice, ou seja, que possui uma de suas extremidades nesse

veértice.

Por exemplo, no grafo da Figura 1.4 abaixo, o0s vértices representados pelas
letras B, S e N possuem grau 3 e 0 vértice representado pela letra A possui

grau 5.

e

Figura 1.4
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Definicéo 1.1.7. O grau de um grafo é dado pela soma dos graus dos vértices

do mesmo.

Por exemplo, o grau do grafo da figura 1.4 é 14, pois como vimos antes, 0s
vértices representados pelas letras B, S e N possuem grau 3 e o vértice
representado pela letra A possui grau 5.

Teorema decorrente das definicdes 1.1.6 e 1.1.7: o grau de um grafo é

sempre um numero par.

Prova do Teorema: ao somarmos 0s graus dos vértices, como cada aresta
liga dois vértices, entdo cada aresta é contada duas vezes, assim a soma sera

sempre um numero patr.

Definicdo 1.1.8. Matriz de Incidéncia é aquela, na qual as linhas estao
associadas aos vértices e as colunas as arestas. Neste caso, um elemento na

linhaie colunajé 1 se o vértice i é incidente a aresta j e 0 caso contrario.

Figura 1.5 : Grafo Figura 1.6: Matriz de Incidéncia

Definicdo 1.1.9. Matriz de Adjacéncia € aquela em que tanto as linhas quanto
colunas estéo associadas aos vértices. Neste caso, se A=[a;] tem-se que ;€ o
namero de arestas entre vie v;.

Por exemplo:

O O O e

e I = B

_— G e OO
o

[
BH—W
0

Figura 1.7: grafo e sua matriz de adjacéncia
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1.2 Tipos de Grafos

1.2.1. Grafo Simples

E todo grafo que ndo apresenta lagos e nem arestas paralelas.

Por exemplo: D v B

G
Figura 1.8

1.2.2. Grafo Completo

O Grafo Completo de n veértices denotado por K,, € um grafo simples em
gue cada um de seus vértices € adjacente a qualquer outro.

Por exemplo, a figura abaixo representa um Ks,

Figura 1.9
1.2.3. Grafo Conexo e ndo Conexo

Dois vértices sdo ditos conectados se existe um caminho no grafo que
percorre as arestas partindo de um vértice a outro. Assim, um grafo conexo &
aquele em gue quaisquer dois vértices dele sdo conectados por um caminho.

Caso contrario o grafo é dito ndo conexo.
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Por exemplo, o grafo da esquerda é dito conexo e o da direita é dito ndo

conexo.
\ | = . ® =
\ % %2
Y
Y
\\
T % %s
— o —O0x
Figura 1.10 Figura 1.11

1.2.4. Grafo Bipartido

Dados V, um conjunto de veértices, e G, um grafo de V, dizemos que G é
bipartido se existirem V; e V, subconjuntos de V, disjuntos, tal que uma aresta

gualquer sempre liga um vértice de V; a um vértice de V.

Exemplo: sejam V={1,2,3,4,5,6} e o grafo G dado pela figura 1.12 abaixo:

Figura 1.12

Temos os subconjuntos: V; = {1,2,3} e V, = {4,5,6} disjuntos; logo, G é

bipartido.
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1.2.5 Digrafo

E todo o grafo em que as arestas possuem orientagao.

Exemplos:
Gavides
P ) Lagartqs
N $ = . -
e
:..h

L

-

Figura 1.13 Figura 1.14

1.3 Caminhos Eulerianos

Em Konigsberg, atual Kaliningrado, que fica entre a Polonia e a Lituania,
discutia-se nas ruas da cidade a possibilidade de fazer um passeio pela cidade,
comecando e terminando no mesmo lugar, atravessando todas as pontes uma
Unica vez. Essa possibilidade havia se tornado uma lenda popular até que

Euler, em 1736, solucionou esse problema dando origem a Teoria de Grafos.
Problema das Pontes de Konigsberg

Na cidade de Konigsberg 7 pontes cruzam o rio Pregel estabelecendo
ligacbes entre duas ilhas e entre as ilhas e as margens opostas do rio,

conforme ilustrado na figura abaixo:

> S N

A, &

Mapa de Kornigsberg

Figura 1.18

Sera possivel fazer um passeio pela cidade, comecando e terminando

no mesmo Iugar, cruzando cada ponte exatamente uma vez?



21

Os grafos que possibilitam esse tipo de passeio sdo chamados de
Eulerianos. No entanto, esse caminho, a ser percorrido, pode ser aberto ou
fechado. Sera aberto se os vértices de entrada e saida forem distintos e, sera

fechado, se esses vértices coincidirem.

Euler, em 1736, transformou esse problema em um problema de Grafos
ao associar vértices as ilhas e margens do rio e arestas entre esses vertices

para representar as pontes, obtendo assim o multigrafo da Figura 1.19 adiante.

)™
Y

Figura 1.20

C

A D

B

No grafo anterior, temos que os vértices C e B sdo as margens do rio e 0s

vértices A e D sdo as ilhas.

Ao tentar resolver esse problema, Euler acabou desenvolvendo o

seguinte teorema:

Um Grafo G=(V,A) admite caminho Euleriano se, e somente se, todos 0s

veértices tiverem grau par, ou apenas admitirem dois vértices com grau impar.

Prova

Se os vértices inicial e final do caminho s&o distintos, eles s&o os
unicos que podem ter grau impar, se orientadas as arestas pelo sentido do
caminho, cada vértice intermediario x; tera d(xi)/2 entradas e d(xi)/2 saidas, no
qgual d(xi) representa o grau do vértice x; ou entdo o caminho ndo podera
prosseguir, em um dado momento sem repetir a aresta: logo, d(xi) devera ser
par, para todo vértice intermediario. Se o caminho é fechado todo vértice sera

intermediario e ndo poderéo existir vértices de grau impar.
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Sejam X, e X, 0s dois Unicos vértices de grau impar. Ao
construirmos um caminho partindo de x, poderemos observar que, ao chegar a
qualquer x; intermediério, teremos utilizado um ndamero impar de suas arestas
incidentes; como todo x; diferente de x, € X, tem grau par, restard ao menos
uma aresta pela qual o caminho podera prosseguir. Se isso nao ocorrer em

algum vértice este deveré ser x,, dado seu grau impar.

Construimos entdo, um caminho x, até x, sem a preocupacao de utilizar
todas as arestas. Restara, entdo um grafo parcial G' contendo as arestas nao
utilizadas, o qual podera ser ou ndo conexo. Entdo, partindo novamente de X,
podemos desviar o caminho toda vez que atingirmos uma componente conexa
de G', percorrendo um caminho Euleriano sobre essa componente antes de
prosseguir - 0 que sera sempre possivel visto que todos os vertices terdo grau

par. Ao atingir X, teremos percorrido um caminho Euleriano de G.

Assim, Euler percebeu que isso ndo ocorre com o Problema das Pontes
de Konigsberg e, portanto encontrar um caminho do tipo questionado no

problema, para esse grafo, € impossivel.

Se todos os vértices de G tiverem grau par, retiraremos uma aresta e
chamaremos de X, € Xp seus veértices terminais, executando entdo a sequéncia
descrita acima e recolocando a aresta ao atingir x, permitira o fechamento do

caminho Euleriano.

Segundo Malta (2008), existem outras aplicacdes para o0 conceito de
Caminhos Eulerianos, como por exemplo: atendimento sequencial a um grande
namero de pessoas tais como entregas domiciliares como agua, correios, gas,

luz e telefone.

Além das aplicagbes mencionadas anteriormente para os Caminhos
Eulerianos, existe também uma aplicacdo que serve como um passatempo que
desafia os alunos e que utilizamos em nossa sequéncia didatica (Apéndice C),

gue é a tentativa de desenhar figuras sem retirar o lapis/caneta do papel.
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1.4 Caminhos Hamiltonianos

Outro problema consiste em verificar se, dado um Multigrafo (grafo com

lacos ou arestas paralelas), é possivel construir um caminho que inclua todos
0s Vértices. Para tanto, um caminho que respeita essa regra € chamado de
Caminho Hamiltoniano, pois foi um problema proposto por Sir W.R. Hamilton®
guando criou o jogo “lcosian Game” em 1856. Ele era um matematico, fisico e
astronomo irlandés que contribuiu com trabalhos fundamentais ao
desenvolvimento da Optica, Dindmica e Algebra. A sua descoberta mais
importante em Matematica € a dos Quaternides (extensdo do Conjunto dos
Numeros Complexos).

A proposta do jogo era sair da cidade de Londres, uma das vinte cidades
do jogo, percorrer todas as cidades e voltar para Londres sem repetir cidades.
O jogo era jogado em um tabuleiro que é a representacdo achatada de um
Dodecaedro. Esse achatamento gera um grafo, no qual, cada cidade € um
veértice e cada aresta do Dodecaedro forma um arco do grafo ligando esses

vértices (cidades).

Representacédo do Tabuleiro do jogo:

Figura 1.21

® http://global.britannica.com/biography/William-Rowan-Hamilton


http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%93ptica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Din%C3%A2mica
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra
http://pt.wikipedia.org/wiki/Quaterni%C3%B5es
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Possivel resolucéo do jogo:

Note que a resolugdo apresentada na Figura 1.22 para o Grafo do jogo, €
apenas uma possibilidade. Neste caso particular, escolhemos o vértice mais ao
norte para representar a cidade de Londres. Além disso, percebe-se que nado é
necessario passar por todas as arestas para encontrar um caminho que

satisfaga o objetivo do jogo.

— -

Figura 1.22

Um problema decorrente do modelo Hamiltoniano é conhecido como o

Problema do Caixeiro Viajante que pode ser enunciado da seguinte forma:

“ O Caixeiro deve partir de uma cidade inicial, passar por todas as demais uma
Unica vez e retornar a cidade inicial. Sabendo que o Caixeiro € informado de
um conjunto de cidades e um custo associado a cada uma, o objetivo é fazer
esse trajeto no menor caminho possivel e, por consequéncia gastar 0 minimo

necessario.”.

1.5 Planaridade

Um Grafo é dito planar se é possivel desenha-lo no plano de maneira
gue as arestas ndo se cruzem. Planaridade € um conceito importante, pois
existem muitas aplicacbes no mundo real, como por exemplo: desenvolvimento
de circuitos impressos, problemas em otimizacdo combinatorial, distribuicdo de
energia, ou ainda, no Problema das Quatro Cores, que é o problema mais

famoso da Teoria de Grafos.
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Existe um Teorema proposto por Euler no século XVIII, que da a
condicdo necessaria a ser satisfeita por um Grafo Planar:

Teorema de Euler: seja G=(V,A) um grafo planar, no qual V é o nimero de
vértices e A é o numero de arestas. No qual n e m sédo as cardinalidades
(nimero de elementos de um conjunto) de V e A, respectivamente, p 0 nimero
de componentes conexas de G e f o numero de faces de uma realiza¢éo planar

deG,entdo n-m+f=p+1.

Observacao: uma aplicacdo desse teorema na escola basica € no estudo de
Poliedros com a famosa Relacdo de Euler: V- A + F = 2, na qual V = nUmero

de vértices, A = nimero de arestas e F = nUmero de faces.

Prova:

Provaremos inicialmente o teorema para o caso p = 1 e depois

usaremos o resultado para obter a férmula para qualquer p.

A demonstracdo é feita utilizando inducdo no numero de arestas e

admitindo que o grafo G seja conexo.
Suponhamos que m = 0:

Neste caso G € constituido por apenas um vértice e qualquer
representacao grafica de G sera um ponto, portanto f = 1. Substituindo estes
valores na formula anterior, comprovamos a validade da equacdon -m+f=p

+ 1 enunciada no teorema.

Agora, suponhamos que a formula seja valida para grafos com m

arestas, com m < 1: Consideremos uma realizacdo planar de G e suponhamos
gue passemos a acrescentar a partir de um vértice fixo qualquer, arestas
incidentes ao subgrafo ja construido (isto € possivel, pois estamos supondo
gue G seja conexo). Sejam n; 0 numero de vértices, m; 0 nimeros de arestas
e fi o nimeros de faces da representacdo apds acrescentarmos a i-ésima

aresta.
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Assim, np =1, my=0 e fp = 1 e em particular, m; = 1.

Pela hipétese de inducdo, temos que o subgrafo de G obtido apés

colocarmos m; - 1 arestas satisfaz o teorema.

Portanto ni.;- mi.q + fi.g = 2.

Acrescentamos agora a i-ésima aresta.

Por construcdo, uma das extremidades desta aresta pertence ao
subgrafo com m;-1 arestas ja construidas. Quanto a outra extremidade, temos

duas possibilidades:

Possibilidade 1: A outra extremidade ndo pertenca ao subgrafo. Neste caso
acrescentaremos um vertice e uma aresta ao subgrafo. Notemos que este novo
veértice pertence a uma das faces do subgrafo com m; -1 arestas, na fronteira
da qual se situa a outra extremidade. Caso contrario a i-ésima aresta
interceptaria alguma aresta na representacao ja construida, contradizendo sua
planaridade. Sendo assim, a nova aresta nao cria uma nova regiao e, portanto,

0 numero de faces nao se altera. Temos entao:

N-mi+fi=na+1—-(mj+1) +fi.;=2

Figura 1.23: Exemplo em que uma das extremidades ndo pertence ao

grafo.

Possibilidade 2: A i- ésima aresta liga dois vértices ja pertencentes ao

subgrafo construido, com m— 1 arestas. Como no exemplo da Figura 1.24.
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Figura 1.24: Neste caso, estas duas extremidades devem
estar dispostas como mostra a Figura, caso contrario teremos uma
interseccado.Uma face é subdividida em duas pela i-ésima aresta sem alterar o

ndmero de vértices.

Passemos para o caso p > 1. Denotemos por Gi, Gy, ..., Gp, 0s
componentes de G, e por n;, m;, e fjo numero de vértices, arestas e faces,

respectivamente, do j-ésimo componente. Logo, para cada j,
nj—m;+ fj =2

Observemos que a representacdo grafica planar de cada componente G
€ obtido da representacado grafica de G, considerando-se uma componente de
cada vez. Para cada fj, uma das faces que contribui para o total é a face
exterior. No entanto, esta face exterior € contada novamente como face interior

de outro componente ou como face exterior da realizacao grafica planar de G.

Portanto, da soma dos fj devemos descontar p ( faces exteriores, uma
para cada componente) e somar 1 ( a face exterior de G que apds o desconto

acabou ndo sendo contada) para obtermos f, o nimero de faces de G, ou seja:

f= ?=1fj -p+l
Portanto, somando nj—m;+ fij=2 para todos os componentes de G, obtemos:

Zl}’zl(n]- -m; + fj)=n—-m +f+p—1=2p, assim adicionando -p + 1 aos

dois lados da igualdade, obtemos a equacéo inicial do enunciado:

n-m+f=p+1
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1.6 Coloracao (Problema das Quatro Cores)

Problema das Quatro Cores:

O Teorema das Quatro Cores garante que € possivel colorir regides de
qualquer mapa desenhado no plano (grafo planar), usando no maximo quatro
cores, de maneira que nenhum par de regides que tenham uma fronteira em
comum (n&o apenas um ponto) seja da mesma cor. A demonstracdo desse
teorema pode ser encontrada em Apple e Haken (1977) conforme listado em
minhas referéncias bibliogréaficas.

A coloracdo de mapas é equivalente a colorir grafos planares, ou seja,
atribuir cores a vértices de um grafo planar de tal forma que vértices adjacentes
tenham cores distintas. O numero cromatico de um grafo G € o menor inteiro K
para qual o grafo G pode ser colorido em K cores.

Acreditamos que o professor ou o leitor em geral pode por meio desse
capitulo compreender o necessario sobre os conceitos que foram trabalhados

na sequéncia didatica / pratica apresentada nesta dissertacao.
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2 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

2.1 A Resolucao de Problemas

Este capitulo apresenta reflexdes sobre a aprendizagem matematica no
ponto de vista da metodologia escolhida para essa pesquisa, bem como as
principais ideias de alguns educadores e pesquisadores a respeito da
metodologia da Resolucao de Problemas.

Segundo o livro Ler, escrever e resolver problemas: habilidades basicas
para aprender matematica do autor Diniz (2001), o NCTM* (National Council of
Teachers of Mathematic’s), na década de 1980 dedicou sua edi¢cdo anual a
Resolucdo de Problemas. Nessa publicacao reforcou as propostas curriculares
americanas que colocavam a Resolucdo de Problemas como o centro do

€ensino nos anos oitenta.

Ja na década de 1990, sdo elaborados no Brasil os PCNs que apontam
gue a Resolucéo de Problemas € uma importante estratégia de ensino, pois 0s
alunos sao confrontados com situacGes-problema novas que lhes possibilitem
desenvolver uma estratégia de resolucao, planejando etapas e desenvolvendo
em si capacidades a partir de seus erros cometidos, desenvolvendo assim o
espirito de pesquisa e suas habilidades em fazer relacbes com outros

conhecimentos.

Os PCNs de Matematica do Ensino Fundamental apontam diversos
objetivos a serem alcancados pelos alunos, dentre os quais destaco alguns que
considerei importante para essa pesquisa: visam contribuir para que toda
crianca e jovem brasileiros tenham acesso a um conhecimento matematico que
Ihes possibilite de fato sua inser¢cdo, como cidaddos, no mundo do trabalho,
das relacfes sociais e da cultura; evidenciam a importancia de o aluno valorizar
a Matematica como instrumento para compreender o mundo a sua volta e de
vé-la como a area do conhecimento que estimula o interesse, a curiosidade, o
espirito de investigacdo e o desenvolvimento da capacidade para resolver
problemas. (BRASIL, 1998, p 16).

* Organizacdo ndo governamental fundada em 1920, nos Estados Unidos, que tem como objetivo discutir
0 ensino de matematica no Canadé e nos Estados Unidos.
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Fiorentini e Lorenzatto (2006) apresentam uma pesquisa realizada pela
Universidade Bielefeld da Alemanha e que foi publicada por Batanero (1992),
feita a partir de uma compilacdo de trabalhos apresentados em congressos
internacionais e de um levantamento desenvolvido pelas linhas de pesquisas
de 87 programas de mestrado e doutorado em 61 universidades de 19 paises.
Nesse levantamento, foi encontrado entre as linhas de pesquisa a “Resolucéo
de Problemas” adotada em 22 programas, ou seja, cerca de 25%, dos
programas de pos-graduacdo pesquisados apresentam a Resolucdo de
Problemas como uma linha de pesquisa no Ensino de Matematica.

Nos ultimos vinte anos, muitos pesquisadores tém trabalhado com a
Resolugcdo de Problemas, inclusive como uma perspectiva metodoldgica de
ensino. Entre alguns pesquisadores estdo Falzetta (2003), que encoraja 0 uso
da Resolucéo de Problemas para melhorar a aprendizagem, uma vez que o
fracasso dos alunos passa pela ma interpretacado dos enunciados e problemas.
Temos também, no livro Matematica para aprender a pensar publicado pelos
autores Vila e Calejo (2006) a possibilidade da utilizacdo da Resolucédo de
Problemas como forma de romper com as crencas que 0s alunos possuem a
respeito da Matematica. Ja Malta (2008), na sua dissertacdo de mestrado,
aplica a Resolucdo de Problemas como perspectiva metodoldgica de ensino

para possibilitar a insercéo do ensino de grafos no Ensino Médio.

Polya (2006) e Pozo (1998) também desenvolveram pesquisas
utilizando a Resolucdo de Problemas como uma perspectiva metodologica.
Eles criaram seus roteiros metodoldgicos, no qual, apresentam 0s passos a
serem dados pelos alunos a serem seguidos no momento de resolver um

problema.

Ha também o grupo de trabalho GTERP, em cujas pesquisas, o
problema é tido como o ponto de partida, no qual os alunos através de um
roteiro similar aos de Polya e Pozo, devem fazer conexdes entre os diferentes
ramos da Matematica, gerando novos conceitos. No entanto, o roteiro criado
pelo GTERP é mais completo do que os criados por Polya (2006) e Pozo
(1998) e, portanto sera o roteiro metodologico que adotaremos em nossa

sequéncia didatica/pratica.
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Sendo assim, pensamos que a Resolucdo de Problemas é uma
alternativa de ensino que tem como objetivo ajudar o aluno a compreender ou
interpretar melhor o que o problema esta exigindo e, a partir disso, permitir que
ele faca relagbes com outras &reas do conhecimento; resume-se muito bem a

partir do fragmento abaixo:

Uma das formas mais acessiveis de proporcionar aos alunos que
aprendam a aprender € a utilizacdo da resolucdo de problemas como
metodologia de ensino. A resolucdo de problemas baseia-se na
apresentacao de situacdes abertas e sugestivas que exijam dos alunos
uma atitude ativa ou um esforgo para buscar suas proprias respostas,
seu préprio conhecimento. O ensino baseado na solucdo de problemas
pressupde promover nos alunos o dominio de procedimentos, assim
como a utilizacdo dos conhecimentos disponiveis, para dar resposta a
situacdes variaveis e diferentes. (POZO e ECHEVERRIA,1998, p.09).

Nas proximas secdes, destacaremos alguns educadores e pensadores

gue desenvolveram estudos acerca da Resolucéo de Problemas.

2.2 A Resolucéo de Problemas segundo Polya

George Polya® nasceu em Budapeste, Hungria em 1887. Foi professor
de matematica de 1914 a 1940 na Suica e de 1940 al953 na Stanford
University. Faleceu em 1985 nos Estados Unidos. Ele trabalhou em muitas
areas da matematica, como Séries, Teoria dos Numeros, Analise Matematica,
Geometria, Algebra, Combinatéria e Probabilidade. Contribuiu ainda para a
Heuristica em Educacédo Matematica.

No inicio de sua carreira, Polya escreveu livros que trabalhavam a
resolucdo de problemas. Mais tarde, comecou a pesquisar sobre métodos de
resolucdo de problemas. Possivelmente, Polya seja o primeiro a pesquisar

sobre métodos para resolver problemas. Em A Arte de Resolver Problemas,

®> InformagBes retiradas dos sites http://www.somatematica.com.br/biograf/polya.php e

http:/imww-history.mcs.st-andrews.ac.uk .


http://pt.wikipedia.org/wiki/Stanford_University
http://pt.wikipedia.org/wiki/Stanford_University
http://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9rie_(matem%C3%A1tica)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_n%C3%BAmeros
http://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra
http://pt.wikipedia.org/wiki/Combinat%C3%B3ria
http://pt.wikipedia.org/wiki/Heur%C3%ADstica
http://www.somatematica.com.br/biograf/polya.php
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/
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Polya (2006), explica o que quer dizer com a Heuristica em Educacdo, mais
especificamente, a Educacao relacionada a problemas mateméticos:

O objetivo da Heuristica € o estudo dos métodos e regras da
descoberta e da invencdo. [..] Heuristica Moderna procura
compreender o processo solucionador de problemas, particularmente
as operagcfes mentais, tipicas desse processo, que tenham utilidade.
(POLYA, 2006 p.99).

Nesse livro, Polya apresenta uma sistematizacao, ou seja, um método a

ser seguido a fim de se resolver um problema. Apresentaremos seus passos:

1° Passo: Compreensdo do Problema.
Nesse passo, Polya (2006) sugere uma série de perguntas e ordens
para que se compreenda melhor o problema, como por exemplo:

Qual é a incognita? Quais sdo os dados? Qual é a condicionante? E possivel

satisfazer a condicionante? A condicionante é suficiente para determinar a

incognita? Ou é insuficiente? Ou redundante? Ou contraditoria?

Trace uma figura. Adote uma notacdo adequada.

Separe as diversas partes da condicionante. E possivel anota-las?

2° Passo: Estabelecimento de um Plano.

Nesse passo Polya sugere que se encontre a conexao entre os dados e
a incognita. Além disso, chama a atencéo de que é possivel que seja obrigado
a considerar problemas auxiliares se ndo puder encontrar uma conexao

imediata. Por fim, é preciso chegar a um plano para a resolucéo.

3°Passo: Execucdo do Plano.

Nesse passo, Polya chama a atencdo para alguns pontos como:
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Ao executar o seu plano de resolucdo, verifique cada passo. E possivel
verificar claramente que o passo esta correto? E possivel demonstrar que ele

esté correto?

4° Passo: Retrospecto.
Nesse passo, Polya quer que seja examinada a solugéo obtida e, para

iISs0, sugere algumas perguntas:

E possivel verificar o resultado? E possivel verificar o argumento? E possivel
chegar ao resultado por um caminho diferente? E possivel perceber isto num
relance? E possivel utilizar o resultado, ou o método, em algum outro

problema?

2.3 A Resolucao de Problemas segundo Pozo

7

Juan Ignacio Pozo® é PhD em Psicologia e atualmente trabalha na

Universidade de Madrid na Espanha.

Para Pozo (1998), o professor deve deixar de ser um mero transmissor
do conhecimento e tornar-se um guia para orientar os alunos a desenvolver
especialmente o habito da pesquisa, para que o aluno obtenha a capacidade
de saber onde consultar para dar uma solucdo adequada para um problema

que se apresenta.

Em seu livro, “A solucdo de Problemas”, Pozo (1998) afirma que a
aprendizagem da Solucdo de Problemas somente se transformara em
autbnoma e espontanea se transportada para o ambito do cotidiano do aluno.
Ele acredita que isso pode gerar a atitude de procurar respostas para as suas
préprias perguntas/problemas. Assim, o objetivo final da aprendizagem da
Resolucdo de Problemas é fazer com que o aluno adquira o habito de propor a

si problemas e resolvé-los como uma forma de aprender.

6 Informacgdes retiradas do site
https://www.uam.es/ss/Satellite/Psicologia/es/1242653130931/1242652874192/persona/detallePDI/P
0zo_Municio, Juan_lgnacio.htm


https://www.uam.es/ss/Satellite/Psicologia/es/1242653130931/1242652874192/persona/detallePDI/Pozo_Municio,_Juan_Ignacio.htm
https://www.uam.es/ss/Satellite/Psicologia/es/1242653130931/1242652874192/persona/detallePDI/Pozo_Municio,_Juan_Ignacio.htm
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No trabalho de Pozo (1998), fica evidente que apenas seguir 0S passos
de Polya ndo é suficiente para resolver um problema. Outras consideragfes
sdo importantes como: a diferenca entre exercicio e problema, os diversos
significados de resolver um problema em Matemética, tipos de problemas no
Ensino de Matematica, o ensino e a aprendizagem do processo de solugéo de

um problema matematico e ensinar a resolver um problema.

Na solugcdo de problemas, as técnicas sobreaprendidas previamente
exercitadas constituem um meio ou recurso instrumental necessario,
mas nédo suficiente, para alcancar a solucéo; além delas sao exigidas

estratégias, conhecimentos conceituais, atitudes e etc. (POZO, p.17).

Assim, se faz necessario explorar essas consideracdes mencionadas

por Pozo e que consequentemente complementam as ideias de Polya.

Diferenca entre Exercicio e Problema:

Para Pozo (1998), um exercicio € aquela situacdo, na qual um aluno
deve utilizar técnicas ou habilidades para realizar tarefas ja aprendidas. Ja uma
situacdo somente pode ser concebida como um problema a medida que exista
um reconhecimento dela como tal, e a medida que nado disponhamos de
procedimentos automaticos que nos permitam soluciona-los de forma mais ou
menos imediata, sem exigir, de alguma forma, um processo de reflexdo ou uma
tomada de decisbes sobre a sequéncia de passos a serem seguidos. Em
outras palavras, em um problema o aluno se depara com algo novo e diferente
de tudo aquilo que ja foi trabalhado e, portanto, € necessaria uma estratégia

para resolvé-lo.
Os Diversos Significados de “Resolver Problemas” em Matematica:
Para Pozo (1998), na concepcado dos alunos, ndo ha uma diferenciacao

entre resolver um exercicio e um problema, pois para eles a Matematica € uma

ciéncia fechada que utiliza de métodos e ferramentas ou técnicas para resolver
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as atividades propostas pelos professores. Assim, ndo h4 uma reflexdo sobre
os significados relacionados a Resolugéo de Problemas.

O Ensino e a Aprendizagem do Processo de Solugcdo de um Problema
Matematico:

Para Pozo (1998), algumas estratégias podem ser utilizadas na
resolucdo de problemas, sejam eles matematicos ou de qualquer area do
conhecimento humano, como por exemplo: realizar tentativas por meio de
ensaio e erro; dividir o problema em subproblemas; estabelecer submetas;

decompor o problema; procurar problemas analogos.

E importante também para aquele que ird resolver um problema estar
apto a resolvé-lo, ou seja, a preparacédo do problema, por parte do professor,
deve estar em linguagem adequada e clara para esse aluno, caso contrario,
pode ndo haver nem motivacéo para tentar a sua resolucao.

Para Pozo e Echeverria (1998), outras técnicas que ajudam na
compreensao de problemas matematicos podem ser utilizadas por quem
deseja resolver problemas ou até mesmo pelo professor, no momento de
auxiliar um aluno, tais como: expressar 0s problemas com outras palavras;
explicar aos colegas em que consiste o problema; indicar qual a meta do
problema; procurar um problema semelhante que ja tenha resolvido; procurar

diferentes situacGes nas quais esse problema possa ser aplicado.

Ensinar a Resolver Problemas:

Segundo Pozo (1998), ao ensinar a resolver problemas, alguns aspectos
precisam ser levados em conta. Na montagem de um problema, é essencial
gue o professor saiba avaliar quais sdo 0s conhecimentos conceituais e
procedimentais que possuimos e gue 0s alunos possuem e a maneira como ele
ira combina-los no problema. Além disso, € fundamental que o professor
indigue todos os passos no momento de auxiliar o aluno a resolver o problema.
E importante também, que o professor faca o papel de mediador nas

discussobes acerca dos procedimentos utilizados por diferentes alunos. Por fim,
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0s erros ndo podem ser considerados como fracassos e sim como informagao
para o professor, para que 0 mesmo possa corrigir atitudes e posturas dos
alunos, bem como servir de experiéncia para os alunos e auxilid-los na

melhoria do processo de resolucéo de problemas.

2.4 A Resolucéo de Problemas segundo o GTERP

O grupo GTERP é coordenado desde sua criacdo em 1992, pela Profa.
Dra. Lourdes de la Rosa Onuchic e é constituido por alunos regulares e ex-
alunos do Programa de Pos-Graduacdo em Educacdo Matematica da UNESP-
Rio Claro, que buscam aprofundar seus conhecimentos, aberto a participacéo

de alunos especiais em busca de aprimorar sua pratica docente.

O GTERP se dedica a trabalhos voltados ao Ensino-Aprendizagem-
Avaliacdo de Matematica. O GTERP passou a empregar essa palavra
composta dentro de uma dinamica de trabalho para a sala de aula por meio da

Resolucdo de Problemas como metodologia de ensino.

Segundo Allevato e Onuchic (2004), o GTERP ao considerar o Ensino-
Aprendizagem-Avaliacao, isto €, ao ter em mente um trabalho em que estes
trés elementos ocorrem simultaneamente, sugere que, enquanto o professor
ensina, o aluno, como um participante ativo, aprenda, e que a avaliacdo se
realize por ambos. Assim, o aluno analisa seus proprios métodos e solucdes
obtidas para os problemas, visando sempre a construcdo do conhecimento.
Essa forma de trabalho do aluno é consequéncia de seu pensar matematico,
levando-o a elaborar justificativas e a dar sentido ao que faz. Por outro lado, o
professor avalia o que esta ocorrendo e os resultados do processo, com vistas

a orientar as praticas de sala de aula, quando necessario.

Para o GTERP, essa metodologia de ensino é uma forma pés-Polya de
ver a Resolucdo de Problemas. Nela, o problema é o ponto de partida, no qual
os alunos através da Resolucdo de Problemas devem fazer conexdes entre 0s

diferentes ramos da Matematica, gerando novos conceitos.


http://www.rc.unesp.br/igce/pgem/index.html
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Essa metodologia exige do professor que ele prepare ou escolha
problemas apropriados ao conteddo ou ao conceito que se pretende
construir. Precisa deixar de ser o centro de gravidade das atividades,
passando para os alunos essa responsabilidade pela aprendizagem
que pretende atingir. (ALLEVATO, ONUCHIC, 2004, p. 82]).

Segundo Onichic e Allevato (2004) e outros autores que abordam o
tema, existem algumas razfes para se fazer um esforco do ensino através da

resolugcéo de Problemas, como por exemplo:

e A Resolucdo de Problemas desenvolve o poder matematico nos alunos,
ou seja, capacidade de pensar Matematica, utilizar diferentes e
convenientes estratégias em diferentes problemas, permitindo aumentar
a compreensao dos conteudos e conceitos matematicos;

e A Resolucédo de Problemas desenvolve a crenca de que os alunos sao
capazes de fazer Matematica e de que a Matematica faz sentido; a

confianca e a autoestima dos estudantes aumentam;

e Professores que ensinam dessa maneira se empolgam e ndo querem
voltar a ensinar na forma dita tradicional. Sentem-se gratificados com a
constatacdo de que os alunos desenvolvem a compreensao por seus

préprios raciocinios.

Apresentamos a seguir o roteiro metodoldgico criado pelo GTERP com o
intuito de prover aos alunos conhecimentos prévios necessarios ao
desenvolvimento mais produtivo da metodologia da Resolucdo de Problemas,

bem como possibilitar que ocorram as razbes destacadas anteriormente.

O GTERP (2004) apresenta uma sistematizacdo, ou seja, um método a

ser seguido a fim de se resolver um problema. Apresentaremos seus passos:

1° Passo: Preparacdo do Problema
O professor deve selecionar um problema (chamado gerador) visando a

constru¢do de um novo conceito, principio ou procedimento.
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2° Passo: Leitura Individual:
O professor deve entregar uma cépia do problema para cada aluno e

solicitar que seja feita sua leitura;

3%°Passo: Leitura em conjunto:
O professor deve formar grupos e solicitar uma nova leitura do

problema;

4° Passo: Resolucéo do Problema:

A partir do entendimento do problema, sem duvidas quanto ao
enunciado, os alunos, em seus grupos, em um trabalho cooperativo e
colaborativo devem buscar resolvé-lo. Considerando os alunos como co-
construtores da Matematica nova que se quer abordar, o problema
gerador € aquele que, ao longo, da sua resolucédo conduzira os alunos a

construcéo do conteudo planejado pelo professor para aquela aula;

5% Passo: Observar e incentivar:

Enquanto os alunos, em grupo, buscam resolver o problema, o professor
observa e avalia o comportamento dos alunos e estimula o trabalho
colaborativo. Além disso, o professor incentiva os alunos a utilizarem
seus conhecimentos prévios e métodos para poderem resolver o

problema;

6° Passo: Registro das resolugdes no quadro:
Os representantes de cada grupo devem ir para o quadro registrar suas
resolucdes e discutir sobre as diferentes respostas, sejam elas certas ou

erradas;

7° Passo: Plenaria:

Nessa etapa todos os alunos séo convidados a discutir suas respostas;

8° Passo: Busca do consenso: Depois de sanadas as dividas e
analisadas as resolucdes, o professor deve tentar, com toda a classe,

chegar a um consenso sobre o resultado obtido;
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9° Passo: Formalizac&do do contetdo:

Neste momento o professor deve formalizar a apresentacéo organizada
e estruturada em linguagem matematica, padronizando os conceitos, 0s
principios e os procedimentos construidos através da Resolugdo de
Problemas, destacando as diferentes técnicas operatérias e as
demonstracdes das propriedades qualificadas sobre o assunto.

2.5 Algumas Consideragdes acerca dos autores destacados:

No trabalho de Polya fica evidente que o aluno deve trabalhar de forma
independente, mas com auxilio do professor em alguns momentos de duvidas.
No entanto, o professor ndo pode ajudar demais o aluno no momento de
resolver um problema, pois assim o aluno ndo aprende. Polya deixa claro que é
necessaria uma parcela razoavel de participacdo na resolucdo de um problema
por parte do aluno.

Para Malta (2008), a obra de Polya é uma consequéncia de suas
observacdes enquanto docente do Ensino Superior. Na qual, Polya percebeu a
necessidade de instrumentalizar académicos quanto a algumas

particularidades sobre o fazer matematico.

Vimos que o trabalho de Pozo (1998) é um complemento para 0s passos
de Polya para resolver um problema. Além disso, fatores como a diferenca
entre exercicio e problema, os diversos significados de resolver um problema e
os tipos de problemas no ensino de Matematica, bem como ensinar a resolver
um problema sdo importantes e devem ser considerados para uma melhor
aprendizagem.

Por fim, acreditamos que o roteiro metodolégico criado pelo GTERP € o
ideal para ser aplicado em nossa sequéncia didatica, pois o roteiro do GTERP
€ considerado pelo proprio grupo como uma metodologia pos-Polya, a qual
exige que o professor prepare um problema apropriado ao conceito que se
guer ensinar. Além disso, o professor deve dar liberdade para o aluno se
responsabilizar pela prépria aprendizagem. Por fim, a Resolucéo de Problemas

deve desenvolver a capacidade matematica dos alunos, utilizando diferentes
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estratégias para os problemas, permitindo aumentar a compreensdo dos
conceitos matematicos.

Sendo assim, conhecer os métodos de Polya, Pozo e GTERP nos
ajudou pela escolha de um roteiro metodolégico que consideramos mais
completo e apropriado como é o do GTERP para podermos aplicar em nossa

sequéncia didatica a fim de obtermos resultados mais satisfatérios.
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3 OBJETIVOS E METODOLOGIA DE PESQUISA

O objetivo desta pesquisa é encontrar uma forma de auxiliar os alunos a
desenvolverem suas capacidades de interpretacdo e argumentacédo quando se
deparam com um problema. Assim, por meio da alianga entre a perspectiva
metodoldgica da Resolugédo de Problemas e a Teoria de Grafos para trabalhar
conceitos  matematicos, principalmente no  Ensino  Fundamental,
desenvolvemos uma sequéncia didatica que visa explorar esses conceitos de
forma contextualizada com as realidades e experiéncias de cada aluno.

A patrtir disso, surgem as questdes norteadoras dessa pesquisa: “De que
forma podemos ensinar 0s conceitos que sao explorados pela Teoria de
Grafos, utilizando a Resolucdo de Problemas, de forma a possibilitar aos

alunos uma melhor compreensao do que se estuda?”

“‘De que forma os conceitos explorados em nossa sequéncia didatica pode
auxiliar no entendimento e percepcao, por parte dos alunos, dos aspectos
historicos e da necessidade desse conhecimento no seu cotidiano, assim

como, aumentar a suas capacidades de interpretar e resolver problemas?”.

Para a realizacdo desta pesquisa foi adotado o Método do Estudo de
Caso. Para Ventura (2007), o Estudo de Caso pode ter muitas aplicacbes

conforme os trechos a seguir:

Com base nas aplicacBes apresentadas, evidenciam-se as vantagens
dos estudos de caso: estimulam novas descobertas, em funcédo da
flexibilidade do seu planejamento; enfatizam a multiplicidade de
dimensbes de um problema, focalizando-o como um todo e apresentam
simplicidade nos procedimentos, além de permitir uma analise em
profundidade dos processos e das relacdes entre eles. (VENTURA,
2007, p.386).
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Quanto as aplicacdes do estudo de caso, sdo muitas e variadas. Sao
de grande utilidade em pesquisas exploratdrias e comparadas. Como
toda pesquisa apresenta vantagens e limitagcbes na sua aplicacéo,
merecendo o cuidado necessario quando buscar generalizagfes. Em
nenhum momento, o pesquisador devera desprezar, em busca da
simplificagdo, o rigor cientifico necessario para sua validagdo.
(VENTURA, 2007, p.386).

Segundo Gil (1995), citado por Fiorentini e Lorenzato (2006), o Estudo
de Caso € um estudo profundo de um ou poucos objetos bem definidos,
permitindo detalhado conhecimento sobre os mesmos. Segundo Fiorentini e
Lorenzato (2006), o Estudo de Caso ndo precisa se basear apenas em um
aluno, em um grupo de alunos ou escola, mas sim em qualquer sistema
delimitado que apresenta caracteristicas Unicas, que valham a pena ser
explorado e investigado.

Ao longo da pratica, foram apresentados em sala de aula, aos grupos de
alunos, problemas historicos e problemas que sao abordados até hoje, seja na
escola ou na vida cotidiana, que retratam aspectos da nossa realidade. Dessa
forma, segundo Fiorentini e Lorenzato (2006), o Estudo de Caso € adequado

para essa pesquisa, uma vez que esta de acordo com o trecho abaixo:

O estudo de caso busca retratar a realidade de forma profunda e mais
completa possivel, enfatizando a interpretacdo ou a analise do objeto,
no contexto em que ele se encontra, mas ndo permite a manipulacéo
das varidveis e ndo favorece a generalizagdo. Por isso, o estudo de
caso tende a seguir uma abordagem qualitativa. Mas isso néo significa
abandonar algumas quantificagcbes necessarias. Essas quantificacbes
podem ajudar a qualificar melhor uma andlise. (FIORENTINI E
LORENZATO, 2006, p. 110).

Segundo Gil (1995), citado por Ventura (2007), o Estudo de Caso néo
possui um roteiro fechado ou engessado para que o caso seja delimitado, mas
sim pode ser dividido em quatro fases para que se possa iniciar um trabalho,
pesquisa ou investigacao.

Na primeira fase, é preciso que o pesquisador estabeleca o que constitui

0 seu Estudo de Caso, chamado por Gil (1995), de unidade-caso, para que, a
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partir dessa delimitacdo, seja possivel observar os diversos dados que serdo
importantes para o entendimento do caso.

Neste trabalho de pesquisa, a unidade-caso foi uma proposta de
desenvolver em um ambiente escolar com grupos de trés a seis alunos de
sétimo ano do Ensino Fundamental, mediante a perspectiva metodolégica da
Resolugcdo de Problemas, uma sequéncia didatica que explore conceitos da
Teoria de Grafos relacionados a situagdes-problema.

Na segunda fase, € necessario definir os procedimentos de coleta de
dados, sejam eles quantitativos ou qualitativos. Para Gil (1995), esses
procedimentos sdo: observagdes, analise de diversos documentos, entrevistas,
guestionarios entre outros.

Nesse trabalho foi utilizado, em algumas aulas, um diario de bordo do
professor, no qual foram registradas as minhas observagbes sobre o
transcorrer das aulas no que tange a participacéo dos alunos, o papel de cada
aluno e o meu papel como professor mediador nesse processo. Além disso,
foram registradas as atitudes, duvidas e questionamentos dos grupos. Durante
as aulas registrei alguns momentos por fotos, bem como gravacdes de video
para me ajudar a captar mais detalhes que poderiam passar despercebidos
durante as minhas observacdes escritas no diario de bordo. Por fim, também
utilizei como procedimentos de coleta de dados, as respostas e 0s argumentos
produzidos pelos grupos a partir do material fornecido a eles em cada aula.

Na terceira fase deve ser feita a selecéo, a analise dos dados coletados
e as suas interpretacdes. Apos isso, o pesquisador devera selecionar aqueles
gue serdo importantes para seu trabalho, delimitando assim a coleta de dados
realizada.

No meu trabalho as analises e demais interpretacbes dos dados,
coletados através dos diversos procedimentos, mencionados anteriormente,
estao referidas apds cada relato e analise de aula/etapa no quarto capitulo.

Na quarta fase, deve ser feito um relatorio que deve demonstrar a forma
como cada dado foi coletado, a teoria que serviu de base e classificacdo dos
dados, bem como sua validacéo.

O relatério do meu trabalho de pesquisa estd presente nesta
dissertacdo, no quarto capitulo, na forma de relatos e andlises em cada uma

das aulas da sequéncia didatica.
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4 PRATICA

Este capitulo apresenta a prética desta dissertacdo de mestrado que foi
realizada em uma escola particular de Porto Alegre, na qual atuo desde 2007, o
Colégio Provincia de Sdo Pedro. Esse colégio € uma instituicdo que possui
apenas uma unidade de ensino e é reconhecida internacionalmente pela
formacdo de seus egressos. Participaram da préatica/sequéncia didatica “Teoria
de Grafos no Ensino Fundamental”, os alunos de uma de minhas turmas de
sétimo ano, ao todo 25 alunos, em novembro de 2014.

A escola possui um Projeto Politico Pedagdgico (PPP) e uma proposta
de trabalho apoiados no Método Montessori. Esse € um método educativo
criado pela italiana Maria Montessori no século XIX. O método baseia-se em
trés principios ou fundamentos basicos: O ambiente preparado, professor
orientador e o aluno independente. Esses fundamentos podem ser melhor
explicados dessa forma:

e Ambiente preparado: local limpo e organizado para atender

individualidades e o ritmo de cada aluno.

e Professor Orientador: O professor apenas acompanha o

desenvolvimento individual do aluno e se necessario o0 ajuda.

e Aluno independente: aquele que tem sua liberdade respeitada

guando escolhe essa ou aquela atividade.

Assim, o aluno acaba aprendendo e desenvolvendo a partir dessa
liberdade ndo s6 os saberes como a logica, o portugués, mas também a
amarrar 0os sapatos, passar a agua de uma jarra para outra, confraternizar
com os colegas, pentear os cabelos, brincar no patio, cuidar do jardim, jogar
um jogo, resolver atividades de aula, resolver fichas de aula ou de raciocinio
|6gico, ou seja, aprende a se socializar e a buscar o conhecimento a partir de
seus interesses e suas proprias descobertas.

Analisando o item “Os Principios e Fins” da Proposta Pedagdgica da

escola vemos 0s principais pontos que a escola destaca na sua forma de
promover a educacdo e a aprendizagem, sdo: Respeito a todos os seres

humanos; Valorizar o Pluralismos das idéias; Respeitar as individualidades de
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cada aluno; Estimulo para que o educando desenvolva habilidades no sentido
de sua independéncia, para que conquiste seu espaco na sociedade e
desenvolva também habilidades nas diversas areas do conhecimento.

Existem ainda projetos pedagdgicos que estdo previstos no projeto
politico pedagdgico desta escola e que realmente sdo colocados em prética
como os projetos relacionados com as artes sejam elas no atelier das artes,
com as aulas de musica que comeca no bercario com instrumentos musicais
adaptados para a crianca dessa idade, ou outros projetos, como robdtica e
gincanas culturais e esportivas e datas festivas.

Todo nosso trabalho e pesquisa sobre a concepcdo da préatica deu
origem a sequéncia didatica que a meu ver melhor se adapta a essa escola
devido ao perfil dos alunos. A pratica sera apresentada neste capitulo e foi
pensada numa abordagem de Resolucdo de Problemas em um Estudo de
Caso. Assim, tinhamos como principais expectativas e objetivos buscar abordar
conceitos e ideias da Teoria de Grafos, relacionando-os com situacfes-
problema. Acreditamos que a Teoria de Grafos, aliada com esse tipo de
metodologia, apresenta aspectos importantes e pertinentes que podem
contribuir para a formacao de um individuo mais critico e autbnomo.

A turma como ja havia mencionado, era composta por vinte e cinco
alunos, cada um com doze anos de idade. A sequéncia didatica foi aplicada
dentro da grade curricular da turma e ndo como uma oficina fora do horario de
aula, pois nossa proposta de dissertacado busca inserir e trabalhar esse tipo de
contetdo aliado a um roteiro metodoldgico de Resolucdo de Problemas em
sala de aula.

A sequéncia didatica tem como ponto de partida os problemas histéricos
e classicos que contribuiram para o surgimento da Teoria de Grafos. A medida
gue fomos dando andamento a essa sequéncia, apresentamos problemas
atuais que necessitavam da Teoria de Grafos para que pudessem ser
resolvidos. A pratica levou em consideracdo referéncias internacionais e
nacionais sobre a metodologia da Resolucdo de Problemas aplicada junto aos
conceitos da Teoria de Grafos.

Nas proximas secbes apresentaremos as aulas com seus respectivos

objetivos, expectativas e exercicios propostos, assim como, relato e analise de
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como as aulas transcorreram baseadas nas observagbes, anotacbes e

filmagens feitas por este mestrando.

4.1 Aula l: Introducao

4.1.1 Objetivos e expectativas

Nosso objetivo, nesse primeiro encontro, era propiciar para o grupo de
alunos um resgate historico do surgimento da Teoria de Grafos e suas
aplicacbes. Esse resgate historico foi realizado a partir de uma apresentacao
no PowerPoint, na qual apresentamos algumas imagens e informacdes que
foram sendo explicadas uma a uma até reconstruirem a historia da Teoria de
Grafos, aléem de mostrar a utilidade desse ramo da Matematica em sua época
de descoberta e na atualidade.

Entre as imagens que foram comentadas na apresentacdo para 0S
alunos estavam as de alguns matematicos envolvidos no processo historico
como, por exemplo: Leonard Euler e Sir W.R Hamilton. Também estavam entre
as imagens aquelas que demonstram a importancia do estudo de Grafos, bem
como sua utilidade para os correios, rotas, distribuicdo de energia, entre outras.

Minha expectativa era despertar o interesse dos alunos por esse tema a
partir das curiosidades e duvidas que os problemas poderiam trazer, assim

como relatos histéricos e possiveis aplicacdes da Teoria.
4.1.2 Relato e Analise da primeira aula

A apresentacdo no PowerPoint transcorreu bem e foi até uma surpresa,
pois os alunos participaram mais do que eu havia imaginado, pois muitas
duvidas e questionamentos surgiram a cada imagem que aparecia nos slides.
Os questionamentos eram do tipo: Quem sdo essas pessoas que aparecem
nas imagens? Eles eram Matematicos? Que contribuices eles fizeram? Eles
eram génios? Como podemos notar as perguntas eram curiosidades dos
alunos. No entanto, quando apresentei o Problema das Pontes de Konigsberg

e o Problema do Caixeiro Viajante, as perguntas foram bem interessantes,
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como por exemplo: Professor, tu conseguiria resolver esses problemas? Os
Matematicos conseguiram resolvé-los? E possivel resolver?

A ideia era justamente a partir de belas imagens e problemas historicos
despertar o interesse dos alunos, mas como eu disse antes, para minha
surpresa, a participacdo dos alunos superou minha expectativa. E importante
ressaltar que as perguntas dos alunos possibilitam ao professor esclarecer
algumas duvidas e até mesmo estimular os alunos com outras, como por
exemplo: quando um aluno perguntou se era possivel resolver o problema das
“‘Pontes de konigsberg”, respondi com outra pergunta: quem sabe tu né&o
resolves esse problema na préxima aula?

As perguntas dos alunos sempre sdo importantes, pois a partir das
mesmas é possivel compreender que tipos de duvidas os alunos possuem e a
partir disso, podemos planejar uma forma de sanar tais davidas.

Na primeira aula, utilizamos o primeiro passo do roteiro metodoldgico do
GTERP (2004), o qual se reserva a preparacdo dos problemas, pois montei a
apresentacdo visando a construgdo de novos conceitos, N0 NOSSO caso,
relacionados a Teoria de Grafos. Os problemas apresentados na primeira aula
sédo chamados de Problemas Geradores (GTERP, 2004).

4.2 Aula 2: Caminhos Eulerianos

4.2.1 Objetivos e expectativas

A partir da segunda aula, a turma foi dividida em grupos de trés a seis
alunos. Nossos objetivos e expectativas eram que, ao dividir a turma em
grupos, pudéssemos favorecer a troca de saberes e ideias entre os diferentes
componentes de cada grupo e também contribuir com sua socializacdo e o
poder de argumentacdo dos mesmos. Cada componente de cada grupo
recebeu uma lista contendo atividades, as quais exploravam ideias
relacionadas com o Problema das “Pontes de Konigsberg”, bem como com
situacbes em que figuras deviam ser desenhadas na folha de papel sem que

dela fosse levantado o lapis/caneta.
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4.2.2 Atividades

Atividade 1: Pontes de Konigsberg

Em Konigsberg, atual Kaliningrado, que fica entre a Pol6nia e a Lituania, discutia-se nas ruas
da cidade a possibilidade de fazer um passeio pela cidade, come¢ando e terminando no
mesmo lugar, atravessando todas as pontes uma Unica vez. Essa possibilidade havia se
tornado uma lenda popular até que Euler, em 1736, solucionou esse problema dando origem a

Teoria de Grafos.

O grupo sera convidado a ler o problema a seguir e tentar encontrar uma solucdo para o

mesmo:

Na cidade de Konigsberg 7 pontes cruzam o rio Pregel estabelecendo ligacGes entre
duas ilhas e entre as ilhas e as margens opostas do rio, conforme ilustrado na figura

abaixo:

Mapa de Konigsberg

Sera possivel fazer um passeio pela cidade, comecando e terminando no mesmo lugar,

cruzando cada ponte exatamente uma vez?

Observacdo: Para a solu¢do encontrada, sendo o passeio possivel ou ndo, o grupo deve

apresentar a0 menos um argumento que a sustente.

Quadro 4.1: atividade 1 fornecida para 0s grupos.
Fonte: Arquivos do autor
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Atividade 2: O grupo sera convidado a encontrar, para cada figura abaixo, um caminho que
passe todos os pontos(vértices) percorrendo todas as arestas (linhas que ligam os pontos) uma

Unica vez, sem tirar o l4pis ou a caneta do papel.

Atividade 3: A partir dos caminhos encontrados pelos grupos em cada item da atividade 2,

responda:

a) Pode-se comecar por qualguer vértice o caminho encontrado?

b) Por qual motivo sera que ocorre o que o0 grupo respondeu no item a? Aqui 0 grupo

deve apresentar um argumento que sustente sua resposta.

c) E possivel fazer uma representacdo, semelhante as da atividade 2, para a
atividade 1, ou seja, representar cada ponte como uma aresta que liga os vértices
e, cada margem do rio e suas ilhas, como vértices? Nesse momento, convido cada

grupo a tentar fazer essa representacao.

Atividade 4: Verifigue em cada figura abaixo se é possivel encontrar um caminho que passe
por todos os vértices percorrendo todas as arestas uma Unica vez, sem tirar o lapis ou a caneta

do papel.

a) b)

Quadro 4.2: atividades 2, 3 e 4 fornecidas para 0s grupos.
Fonte: Arquivos do autor.
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Atividade 5: Para os itens que nao foi possivel encontrar um caminho que percorresse todas

as arestas uma Unica vez e que passasse por todos os vértices, responda:

a) Por qual motivo o grupo acredita que nado foi possivel encontrar um caminho que
respeitasse esses critérios?

b) E possivel fazer alguma alteragdo, seja incluindo um ou mais vértices ou arestas na
figura, para que isso possibilite encontrar um caminho que respeite esses critérios? Se

sim, dé pelo menos um exemplo.

Atividade 6: Hora do desafio! Cada grupo sera convidado a inventar uma ou mais
representacdes como as da atividade 4, para que 0s outros grupos tentem encontrar uma

possivel solugéo para os mesmos.

Quadro 4.3: atividades 5 e 6 fornecidas para 0s grupos.
Fonte: Arquivos do autor

4.2.3 Relato e Analise da segunda aula

A partir dessa aula estabelecemos a unidade-caso que é a primeira
etapa do Estudo de Caso segundo Gil (1995), pois dividimos a turma em
grupos de trés a seis alunos delimitando, por meio da sequéncia didatica aliada
a perspectiva metodoldgica da Resolucdo de Problema, nosso publico alvo.
Cada atividade ou problema da sequéncia foi preparado de acordo com o
primeiro passo do roteiro metodoldgico proposto pelo GTERP (2004), que é
justamente a preparacdo do problema, na qual o professor deve selecionar um
problema visando a construcdo de um novo conceito, principio ou
procedimento. Na primeira atividade, os grupos deviam encontrar uma possivel
solucdo para o problema das Pontes de Konigsberg. Assim, solicitei aos
componentes de cada grupo que fizessem uma leitura individual (segundo
passo), sobre cada atividade, mais especificamente, sobre o problema das
“‘Pontes de Konigsberg” para que os alunos fossem desenvolvendo suas
primeiras ideias. Num segundo momento, solicitei aos alunos uma leitura em
conjunto (terceiro passo) e, pude perceber que os alunos trocavam ideias e
argumentavam entre eles o porqué de tais ideias e solucbes encontradas,
muitos grupos rabiscavam o desenho recebido a fim de encontrar uma possivel

solucao, note que essa etapa, na qual os alunos tentam resolver o problema ou
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a situacdo proposta é classificada pelo GTERP (2004) como Resolucdo do
Problema (quarto passo). Alguns grupos, ou por ndo entender o problema ou
por falta de interesse, tiveram mais dificuldades. Para esses grupos, minha
estratégia foi incentivar e estimular com algumas ideias (quinto passo, observar
e incentivar), de forma que eles pudessem voltar a se interessar em resolver o
problema ou ajudar os grupos na compreensao do que o exercicio realmente
esta pedindo.

Quatro grupos (80%), concluiram para a primeira atividade que ndo era
possivel fazer um passeio pela cidade, comecando e terminando no mesmo
lugar, cruzando cada ponte exatamente uma vez, pois havia um namero impar
de pontes entre as margens e ilhas. Um grupo em particular percebeu que se
fossem incluidas uma ou mais pontes seria possivel. Neste caso, 0 grupo
inventou uma solucéo criativa para esse problema, ou seja, incluem-se pontes
e o0 problema esta resolvido. Seguem abaixo as figura 4.1, 4.2 e 4.3 que

mostram algumas das respostas apresentadas pelos grupos sobre atividade 1:

“Na cidade de Konigsberg 7 pontes cruzam o rio Pregel estabelecendo ligagdes en!re duas
ilhas e entre as ilhas e as margens opostas do rio, conforme ilustrado na figura abaixo:

s e
| Py

R .
Mapa de Konigsberg

Sera possivel fazer um passeio pela cidade, comegando e terminando no mesmo lugar,
cruzando cada ponte exatamente uma vez?

Observagdo: Para a solugdo encontrada, sendo O passeio possivel ou ndo, o grupo deve
apresentar a0 menos um argumento que sustente a mesma

Figura 4.1: Resolucdo da atividade 1.
Fonte: Arquivos do autor.

Note que grupo que sugeriu incluir uma ponte para encontrar uma
solucdo alternativa. A imagem traz consigo até uma sequéncia de 1 a 8
mostrando o caminho percorrido, bem como a inclusdo de uma ponte a caneta

(ao lado do namero 5).
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q
Sera possivel fazer um passeio pela cidade, comegando e terminando no mesmo lugar,

cruzando cada ponte exatamente uma vez?

Observa¢do: Para a solugdo encontrada, sendd” o0 passeid possivel OU ndo, o grupo deve
apresentar ac menos um argumento que sustente a mesma

Figura 4.2: Resolugéo da atividade 1.
Fonte: Arquivos do autor.

Note que esse grupo argumentou dizendo que nédo era possivel fazer a
travessia por haver um numero impar de pontes. Essa argumentacdo se
mostra valido quando definimos Caminho Euleriano na aula seguinte (passo 9

do roteiro metodologico, que € a formalizacdo dos conceitos).

Sera possivel fazer um passeio pela cidade, comegando e terminando no mesmo lugar,
cruzando cada ponte exatamente uma vez?

Observacdo: Para a solugdo encontrada, sendo o passeio possivel ou ndo, o grupo deve
apresentar ao menos um argumento que sustente a mesma

Figura 4.3: Resolucédo da atividade 1.

Fonte: Arquivos do autor.

Foi solicitado aos representantes de cada grupo que fossem até o
guadro de aula e registrassem suas resolucdes e demais consideracfes (sexto
passo, registro das resolucdes no quadro). Nessa etapa estabelecemos uma
Plenaria (sétimo passo), na qual os alunos discutiam suas respostas e demais

ponderagdes. No final dessa atividade e logo apds a Plenaria, tentei sanar as
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diferentes duvidas e chegar a um consenso geral sobre a atividade (oitavo
passo, busca do consenso). A busca do consenso se deu a partir das
resolucdes dos alunos, pois verificamos todas no quadro de aula e procuramos
buscar uma resposta ou uma resolucéo que pudesse explicar os motivos pelos
quais nao era possivel fazer esse passeio pelas Pontes de Konigsberg.

Um grupo, em especial, chamou minha atencdo, pois argumentou que
apos algumas tentativas concluiu que ndo era possivel fazer esse passeio, pois
0 numero de pontes que saiam de cada margem ou ilha ndo era par. Mas eles
me perguntaram se s6 iSso garantia um bom argumento para a nao realizacdo
do passeio. Respondi que ndo podia dizer, mas incentivei-os a procurar outro
argumento ou melhorar o anterior. Apés um tempo, o grupo disse que
conseguiu encontrar um caminho com duas margens ou ilhas que possuissem
um numero impar de pontes saindo delas. Isso foi muito interessante, pois tinha
relacéo direta com a definicdo de Caminhos Eulerianos, que seria explorada na
aula seguinte.

Na segunda atividade, na qual os grupos se deparavam com trés figuras,
os alunos deviam reproduzi-las sem tirar o lapis/caneta do papel e respeitando
as regras da atividade. Na atividade 2, os grupos fizeram uma leitura individual
da atividade e posteriormente uma leitura em conjunto (passos 2 e 3 do roteiro
metodoldgico). A partir disso, 0s grupos executaram o quarto passo que é
buscar a resolucdo do problema. Durante o periodo em que os alunos
buscavam resolver essa atividade eu incentivava e estimulava o trabalho
colaborativo (quinto passo) entre o0s integrantes dos diversos grupos,
principalmente aqueles que apresentavam maiores dificuldades. Dos cinco
grupos, um (20%), ndo conseguiu resolver essa atividade, pois, como as
figuras estavam em sequéncia, ao resolver a primeira, ficaria mais facil resolver
as proximas e, esse grupo nao conseguiu resolver a primeira. Todos os outros
grupos conseguiram resolver a atividade, sendo dois por tentativa e erro. E
interessante destacar nessa atividade que dois grupos (40%), que acertaram
essa atividade, nomearam os vértices ou n0s com numeros e as arestas ou
arcos, como segmentos orientados, mesmo nunca tendo discutido esse tipo de
resolucdo em aula. Outro grupo (20%) colocou a sequéncia de vértices a serem
seguidos para formar o caminho solicitado pela atividade. A seguir as figuras

44,45 e 4.6 apresentam algumas das solucdes encontradas pelos grupos:
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Atividade 2: O grupo sera convidado a encontrar, para cada figura abaixo, um caminho que
passe todos os pontos (vérices ou nos) percorrendo todas as arestas (linhas que ligam os

pontos) uma unica vez, sem tirar o lapis ou a caneta do papel

Figura 4.4: Resolugéo da atividade 2.
Fonte: Arquivos do autor.

Nota-se que a solucdo encontrada pelo grupo apresenta vértices

numerados e segmentos nao orientados.

Atividade 2: O grupo sera convidado a encontrar, para cada figura abaixo, um caminho que
passe fodos os pontos (vértices ou nos) percorrendo todas as aresias (linhas que ligam os
pontos) uma unica vez, sem tirar o lapis ou a caneta do papel

a)

Figura 4.5: Resolucédo da atividade 2.
Fonte: Arquivos do autor.

Solucdo com veértices numerados e segmentos orientados para o item a,

além disso, o0 grupo apresentou uma sequéncia de numeros para as resolucdes

dositens b e c.
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KAtividade 2: O grupo sera convidado a encontrar, para cada figura abaixo, um caminho que
passe todos os pontos (vertices ou nos) percorrendo todas as arestas (linhas que ligam os

pontos) uma Gnica vez, sem tirar o lapis ou a caneta do papel

Figura 4.6: Resolugéo da atividade 2.
Fonte: Arquivos do autor.

Note que o grupo apresenta uma solucdo com vértices numerados e
segmentos orientados.

Importante ressaltar, que ao final, da aula solicitei aos representantes de
cada grupo que mostrassem no quadro de aula suas resolucdes (passo 6) e a
partir delas discutir (passo 7) e encontrar uma resolucdo comum, ou seja, uma
generalizacdo ou um consenso sobre a respostas encontradas (passo 8). Nota-
se aqui uma ideia intuitiva na resolucao desse tipo de atividade.

Na terceira atividade, os grupos deviam responder algumas perguntas e
criar argumentos em relacdo a segunda atividade seguindo os passos 2, 3 e 4:
Leitura Individual; Leitura em Conjunto; Resolucédo de Problemas. A discussao
foi muito rica e interessante, pois 0s alunos mostravam as maneiras diferentes
com que cada grupo chegou a resolucdo para cada figura. Além disso, alguns
grupos trocavam dicas, ensinavam suas estratégias de resolucdo que fariam
toda a diferenca para resolver esse tipo de problema, como por exemplo:
numerar 0s veértices, mostrar as orientacdes e direcbes seguidas em cada
vértice, impedindo assim que os alunos se confundissem no momento de tentar
resolver as atividades, (passos 5, 6, 7 e 8 conforme o roteiro do GTERP), mas
0 que iremos destacar dessa atividade € o item “c”, pois esse convidava os
alunos a tentarem representar uma figura no estilo da atividade dois para a
atividade um das “Pontes de Konigsberg”. Para minha surpresa, dois grupos

(40%), conseguiram criar perfeitamente um grafo que representa o problema



56

das Pontes de konigsberg. Os outros grupos chegaram perto, mas nao
conseguiram relacionar as ilhas e a por¢cdo de terras com um vértice e as

pontes com as arestas.

c) E possivel fazer uma representagdo, semelhante as da atividade 2, para a atvdade 1
Ou S&ja, representar cada ponte CoMO LMA aresta que liga os vartices e, cada margem
do o & suas lhas, como vértices? Nesse momanto. convido cada Qrupo & lentar fazes

es5a representacho

Figura 4.7: Resolucéo da atividade 3.c).
Fonte: Arquivos do autor.

pmeathe 5 da v e 2 para & atividade 1
prasenagao semathante as da atividade 2, parn 8 it
como uma aresta que liga os verticas &, taca mi ge
momento, convido cada Qrupo a tentar fazer

¢c) € possivel fazer uma re
sela representar cada ponte

o , .
Ihas, como vértices? Nesse

do no & suas
essa representacio

Figura 4.8: Resolugéo da atividade 3.c).
Fonte: Arquivos do autor.

Das solucdes apresentadas pelos dois grupos que conseguiram
representar um grafo para as “Pontes de Konigsberg”, note que, em uma delas,
0s vértices possuiam até simbolos representando as margens e as ilhas.

Na quarta atividade, os grupos tinham que verificar se era possivel ou
nao reproduzir cada um dos quatro grafos que apareciam sem tirar o
lapis/caneta do papel e respeitando as regras da atividade. Nessa atividade, os
alunos tiveram mais dificuldades que na atividade dois, mas no geral os grupos
apos discutirem entre si, chegaram as suas devidas representacfes, quando
possivel.

Na quinta atividade, na qual os alunos no item “a” eram convidados a

encontrar um argumento que explicasse o motivo pelo qual ndo era possivel
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encontrar um caminho para um ou mais grafos da atividade quatro, apenas
dois grupos responderam que era devido ao niumero de saidas impares de
alguns vértices/nés. Nota-se aqui uma ideia que vai ao encontro do conceito de
grafo Euleriano que s6 foi explorado na aula seguinte. Ja para o item “b” os
grupos deviam fazer alteracbes no grafo que era impossivel de ser percorrido,
incluindo arestas e vértices para possibilitar um caminho, respeitando as regras
da atividade quatro. Para esse item, apenas um grupo (20%), foi capaz de criar
essas alteragbes de forma a possibilitar o caminho. Seguem as figuras 4.8 e
4.9 que mostram a figura em que era impossivel seguir as regras da atividade

5, item a, e a solugcédo encontrada por esse grupo no item b.

Figura 4.9: grafo que néo satisfazia as regras da atividade 5.

b) E possivel fazer alguma alteracdo, seja incluindo um ou mais vértices ou arestas na figura
para que Isso possibilite encontrar um caminho que respeite esses critérios? Se sim. dé
pelo menos um exemplo

Figura 4.10: solucdo apresentada para a figura 4.9.
Fonte: Arquivos do autor.

Na sexta e Ultima atividade, os grupos puderam criar seus proprios

grafos e desafiarem uns aos outros. Foi uma atividade recreativa que visava a
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interacdo entre todos 0s grupos, a troca de ideias e possibilitar a criacdo e a
participacdo desses alunos no processo de aprendizagem, uma vez que
estavam criando problemas fundamentados na experiéncia e nas ideias
aprendidas até aquele momento. E importante destacar que nessa atividade os
alunos seguiram todos os passos do roteiro metodolégico proposto pelo
GTERP (2004). Os alunos criaram problemas (passo 1), possibilitaram uma
leitura individual e em conjunto dos grupos (passos 2 e 3), permitiram aos
grupos encontrarem uma resolugcdo para problemas, sempre incentivando e
observando os grupos (passos 4 e 5). Depois disso, 0s grupos foram ao quadro
para mostrar suas resolucdes e discutiram sobre uma resolugcédo correta ou
possiveis generalizacfes (passos 6, 7 e 8).

As atividades da segunda aula foram uma boa estratégia para
estimular a criatividade e a interacdo dos grupos (vide as imagens a seguir),
além é claro, de possibilitar uma breve revisdo de tudo o que vimos nas duas

primeiras aulas.

Figura 4.11: Resolucdo de problemas propostos pelos alunos (atividades 6).
Fonte: Arquivos do autor.



Figura 4.12: Resolucéo de problemas propostos pelos alunos (atividades 6).

Fonte: Arquivos do autor.

Figura 4.13: Resolucdo de problemas propostos pelos alunos (atividades 6).

Fonte: Arquivos do autor.
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4.3 Aula 3: Formalizacao dos Conceitos Trabalhados

nas Aulas 1 e 2

4.3.1 Objetivo e expectativas

Nosso objetivo, para a terceira aula, era formalizar os conceitos e ideias
trabalhadas na aula anterior como: Grafo; Grau de um vértice e Grau de um
Grafo; Caminho Euleriano e o Teorema do Caminho Euleriano (passo 9 do
roteiro metodologico do GTERP).

ApoOs a formalizagdo, retornamos a algumas das atividades da aula
anterior para explora-las com mais rigor. Esperavamos que os alunos fossem
capazes de identificar e aplicar os conceitos formalizados nas atividades vistas

na segunda aula.

4.3.2 Definicbes

Para compreender melhor as ideias relacionadas a Teoria de Grafos
vistas até o momento, foi entregue aos alunos uma folha com algumas
definicbes e imagens sobre as ideias trabalhadas nas Ultimas aulas. As
definicbes também foram exploradas no quadro de aula para que os alunos
pudessem compreender melhor ou complementassem alguma ideia que nao foi
colocada na folha entregue anteriormente. Abaixo seguem os quadros 4.4 e

4.5 que apresentam tais definicdes e imagens:

Vamos retornar ao nosso primeiro problema, o das Pontes de Konigsberg. O problema
possui a seguinte representacdo de grafo vista em aula e que inclusive, alguns grupos

conseguiram representar:

AM " *B

Quadro 4.4: Defini¢cbes fornecidas para 0s grupos.
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Grafo: Chamamos de Grafo um conjunto de pontos do plano ligados por segmentos cujas
extremidades devem conter tais pontos. Os pontos sdo chamados de vértices ou nds e 0s

segmentos sdo chamados de arestas ou arcos.

Grau de um Vértice: Chamamos de grau de um vértice o niumero de arestas incidentes nesse

vértice, ou seja, que possui uma de suas extremidades nesse vértice.

Exemplo: no grafo das Pontes de Konigsberg, os vértices representados pelas letras B, S e N

possuem grau 3 e o vértice representado pela letra A possui grau 5.
Grau de um Grafo. Chamamos de grau de grafo a soma dos graus dos seus vértices.
Exemplo: O grau do grafo das Pontes de Konigsberg é 14.

Caminho Euleriano: € o caminho que passa por todas as arestas uma Unica sO vez. O
caminho pode ser aberto ou fechado. Aberto se os vértices de entrada e saida ndo coincidem e

fechado se esses mesmos vértices coincidem.

Exemplo: Vimos nas aulas anteriores que o grafo das Pontes de Konigsberg isso ndo é

possivel, mas vejamos dois exemplos de grafos em que o Caminho Euleriano é possivel:

No grafo da Figura a esquerda temos um exemplo de Caminho Euleriano aberto, pois
temos a seguinte sequéncia de vértices (ul, u2, u3, u4, ul, u3, u5). J4 no grafo da a direita
temos um Caminho Euleriano fechado, pois temos a seguinte sequéncia de vértices (ul, u2,
u3, u4, us, u3, ul, ué, uz, u7, u3, ué, u7, ul).

Quadro 4.5: Defini¢cdes fornecidas para 0os grupos.
Fonte: Arquivos do autor.

4.3.3 Relato e Analise da terceira aula

A aula transcorreu de uma forma mais tranquila do que imaginadvamos,
pois como iriamos formalizar as novas definicdes tinhamos medo que alguns
grupos tivessem muitas duvidas. No entanto, como retomavamos as ideias e
conceitos das aulas anteriores no momento das explicagbes, os alunos

acabaram compreendendo e fazendo perguntas e conclusdes coerentes com
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as definicées aprendidas. Uma conclusdo bem interessante a que dois grupos
(40%) chegaram € a seguinte: que o grau de um grafo sempre sera par, pois
segundo eles mesmos, as arestas sédo contadas duas vezes, uma vez que elas
estdo conectadas a dois vértices. Outro fato que € importante destacar foi que,
apos a definicdo de Caminhos Eulerianos, foi solicitado que 0s grupos
voltassem as atividades da aula anterior para verificar se os grafos possuiam
Caminhos Eulerianos abertos, fechados ou se ndo eram Eulerianos. E
importante voltar as atividades anteriores apo6s formalizar conceitos e
definicbes para oportunizarmos ao aluno a verificagdo de sua compreensao

sobre as mesmas.

A volta as definicbes constitui uma operacdo mental. Se desejamos
compreender a importancia das palavras, precisamos primeiro sentir
que as palavras sdo importantes. Dificilmente podemos raciocinar sem
o auxilio das palavras ou simbolos de qualquer espécie. Assim,

palavras e signos tem poder. ([POLYA, p. 59]).

A terceira aula possibilitou o fechamento do roteiro metodolégico
sugerido pelo GTERP (2004) e utilizado por mim nessa pratica, pois esse € 0
nono e ultimo passo do roteiro, a formalizacdo do conteudo, no qual o professor
formaliza e apresenta de forma organizada e em linguagem matematica os
conceitos construidos através da Resolucdo de Problemas, destacando as
diferentes técnicas operatorias e as demonstracoes das propriedades

gualificadas acerca do tema.

4.4 Aula 4: Caminhos Hamiltonianos

4.4.1 Objetivos e expectativas

Nosso objetivo, para a quarta aula, era explorar o Jogo “lcosian Game”
de Hamilton, pois a partir da proposta desse jogo, seria possivel na aula
seguinte, trabalhar com o problema do “Caixeiro Viajante” que & decorrente
desse modelo. Além disso, solicitamos aos grupos que fosse feita uma

comparacao entre os modelos de Euler e Hamilton. Minha expectativa era que
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os alunos fossem capazes de distinguir bem os modelos identificando suas
diferencgas.

4.4.2 Atividades

Seu grupo recebeu junto com estas atividades um tabuleiro, em folha A4, na forma de
um dodecaedro achatado que sera a representacao do Grafo, no qual cada vértice sera

uma cidade e, cada aresta, sera uma estrada que liga uma cidade a outra.
Atividade 1: Icosian Game
Proposta do jogo:

Sair de Londres, que sera representada no tabuleiro da figura 4.15 por um vértice, e
passar por todas as demais cidades (vértices no tabuleiro) uma Unica vez e retornar

para Londres.

Atividade 2: O grupo devera fazer uma comparac@o entre os modelos de Euler €
Hamilton. Nessa comparacdo devem aparecer um ou mais argumentos que

diferenciem um modelo do outro.

Atividade 3: E possivel partir de qualquer vértice passar por todos os demais, umg
Unica vez, e retornar ao vértice de origem? Se sim, apresentem um ou mais

argumentos gque sustentem a ideia do grupo.

Quadro 4.6: Atividades fornecidas aos grupos.
Fonte: Arquivos do autor.



64

4.4.3 Relato e Andlise da quarta aula

Nesta aula, os grupos estavam euféricos para jogar um jogo novo e,
para eles, era melhor ainda por ser de matematica (digo isso por essa turma
adorar desafios e jogos de légica). E importante lembrar que a historia sobre
guem foi Sir W.R. Hamilton foi contada na primeira aula, na qual foi feita uma
apresentacdo no PowerPoint. Nessa primeira aula, j& haviamos mencionado
esse jogo em especifico e, naquela ocasido, os alunos se mostraram ansiosos
pelo momento em que poderiam de fato joga-lo.

Na primeira atividade, na qual os grupos se submeteram ao jogo, em
busca de fazer cumprir as suas regras, ndo houve surpresas, pois era
esperado que todos conseguissem achar o caminho com algum tempo gasto
em tentativa e erro.

Os grupos seguiram 0s passos 2 ao 9, conduzidos por mim, como
professor mediador. Inicialmente, os alunos fizeram uma leitura individual sobre
as regras do jogo. Posteriormente, os alunos fizeram a leitura em grupo e eu
expliquei mais uma vez como seria e em que consistia 0 jogo. Apos todos os
grupos terem encontrado uma solucéo foi solicitado que fossem no quadro de
aula representar suas solucdes. Para finalizar discutimos e tiramos algumas
conclusdes da atividade e sanamos eventuais duvidas dos grupos.

Terminada essa primeira atividade, houve por parte dos grupos certa
frustracdo, uma vez que quatro (80%) dos grupos encontraram 0 caminho
relativamente rapido. A partir disso, pensei em uma segunda fase para o jogo;
casualmente, em nossa sala de aula, havia outros jogos, foi entdo que peguei
alguns dados e uns pinos (que representariam cada componente do grupo) e
fizemos o seguinte: todos deveriam colocar seus pinos em Londres e, a partir
disso, jogando-se o dado, cada componente do grupo percorreria quantos
passos o0 dado determinasse (importante destacar que cada passo era
representado por uma aresta que levaria o jogador até o proximo veértice).
Quem chegasse a Londres percorrendo todos os vértices uma Unica vez e
respeitando as demais regras estabelecidas anteriormente venceria 0 jogo.
Naquele momento, era essencial que fosse resgatada a vontade e a
curiosidade dos alunos. Esse momento esta representado pela figura 4.14 a

sequir:
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Figura 4.14: Alunos jogando.
Fonte: Arquivos do autor.

Na segunda atividade, os grupos foram convidados a estabelecer uma
comparacao entre os modelos de Hamilton que era representada pelo jogo e o
modelo de Euler explorado em aulas anteriores.

Foi combinado para essa atividade que os alunos de cada grupo
debateriam e estabeleceriam, através da argumentacdo escrita ou oral, as
diferencas ou igualdades dos modelos. Apds o término do tempo cedido para a
criacdo dessa argumentacdo, todos os grupos, portanto 100%, conseguiram
encontrar a principal diferenca, mas um grupo (20%), em especial, argumentou
da seguinte forma: o modelo Hamiltoniano é preciso passar por todos os
vértices uma unica s6 vez, enquanto o modelo Euleriano € preciso passar por
todas as arestas uma Unica so6 vez.

Todos os grupos responderam de forma analoga, mas esse grupo em
especial, usou termos matematicos e se preocupou com o rigor matematico. E
importante lembrar que era uma turma de sétimo ano (sexta-série) e ser capaz
de emitir uma argumentacdo oral desse tipo, para mim em especial, foi
impressionante, pois € comum nessa faixa etaria os alunos terem dificuldade

para se expressar.
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Para a terceira e Ultima atividade dessa aula, os grupos deviam
responder se era possivel sair de qualquer vértice e passar pelos demais uma
Unica vez. Seguem abaixo algumas das respostas dadas pelos grupos na
atividade 3:

Atividade 3: E possivel partir de qualquer vértice passar por todos 0s demais, uma unica vez, e
retomar ao vertice de ongem? Se sim, apresentem um ou mais argumentos que sustentem a ideia
do grupo " X A \ o f '

Atividade 3: E possivel partir de qualquer vértice passar por todos 0s demais, uma unica vez, e
retomnar ao vértice de origem? Se sim, apresantem um ou mais argumantos que sustentem a ideia

i \ |
do grupo } : ( 0 "I ¥ o NP

Atividade 3: E possivel partir de qualquer vértice
retornar ao vertice de origem? Se sim aprasentem
da grupo

passar por lodos 0s demais, uma unica vez e
um ou mais argumentos que sustentem a ideia

Atividade 3: E possivel partir de qualquer vértice passar por todos os demais, uma unica vez, e
retornar ao vertice de ongem? Se sim, apresentem um ou mais argumentos que sustentem a ideia
do grupo

Figura 4.15: Respostas fornecidas pelos grupos para atividade 3.
Fonte: Arquivos do autor.

houve certa discrepancia nas respostas como do tipo: “sim, pois o
numero de vértices era impar” ou “sim, pois o numero de arestas era par’.
Nessa atividade em especial, os alunos tiveram dificuldades para estabelecer
uma argumentacao que justificasse suas respostas. Na quinta aula fizemos um
fechamento sobre algum conceito que tenha ficado pendente com alguns
grupos em relacdo as atividades dessa aula (passo 9 do roteiro metodolégico
do GTERP).

4.5 Aula 5: Caminhos Hamiltonianos

45.1 Objetivo e expectativa
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Nossos objetivos, para a quinta aula, sdo terminar as atividades da aula
anterior e concluir com os grupos as diferencas apresentadas pelos modelos
de Euler e Hamilton. Além disso, explorar o classico problema do Caixeiro
Viajante a partir das ideias que foram propostas na quarta aula. Esperamos
gue os alunos, apos a formalizacdo dos conceitos apresentados na quarta aula,

sejam capazes de resolver os problemas apresentados nessa aula.
4.5.2 Atividades

Um problema decorrente do modelo proposto por Hamilton é conhecido
como o problema do Caixeiro Viajante que pode ser enunciado assim: O
caixeiro é informado sobre um conjunto de cidades e um custo associado a
cada uma, assim o objetivo € fazer um trajeto (0 menor e mais barato) que
parta de uma cidade, passe por todas as demais uma unica vez, e retorne a

cidade inicial.

Atividade: Caixeiro Viajante (questdo adaptada do enunciado acima)

Um Caixeiro Viajante trabalha com quatro cidades conhecidas ( A, B, C e D) e quer descobrir 0
menor caminho que lhe permita partir de uma cidade, visitar cada cidade uma Unica vez e
retornar a cidade de partida. Sabe-se que as distancias entre as cidades séo apresentadas na
tabela abaixo, em km.

A B C D
A 0 100 120 150
B 100 0 200 180
C 120 200 0 110
D 150 180 110 0

a) O grupo deverd fazer a representac@o de um Grafo para a situacéo colocada acima.

b) Encontre tal (is) caminho(s) sabendo que o Caixeiro parte da cidade A.

Quadro 4.7: Atividades fornecidas para os alunos na aula 5.
Fonte: Arquivos do autor.
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45.3 Relato e Analise da quinta aula

Como nao tinhamos muito tempo para essa aula, uma vez que era
apenas um periodo (50 minutos), nossa ideia, em um primeiro momento, era
finalizar o assunto da quarta aula sobre eventuais duvidas como, por exemplo:
as diferencas entre os Caminhos Euleriano e Hamiltoniano.

Apos as duvidas, nosso foco, foi trabalhar na atividade que tratava do
problema do Caixeiro Viajante. Esse tipo de problema explora a interpretacéo,
o cdalculo, a nocdo de espaco e distancia, além € claro de verificar
possibilidades, uma vez que os grupos devem achar o melhor caminho para o
caixeiro viajante e, esse melhor caminho € aquele em que devemos respeitar
as regras do problema, ou seja, saber verdadeiramente o que esta sendo
pedido e o que se quer descobrir. Este € o tipo de problema que pode permitir
generalizar solugcbes ou encontrar novas solucbes através da sua
decomposicéo.

Existem duas citagdes de George Polya em seu livro “A Arte De
Resolver Problemas, 2006” que ilustra justamente 0 que mencionamos:

“Portanto, procuremos antes de tudo, compreender o problema como
um todo. Uma vez compreendido, estamos em melhor posicdo para
avaliar que pontos particulares podem ser 0s mais essenciais. Tendo
examinado um ou dois pontos essenciais, ficamos em melhor posi¢édo
para julgar quais os outros detalhes que merecem exame mais atento.
Passamos aos detalhes e decompomos gradualmente o problema, mas

nao além do que faz necessario.” ([POLYA, p. 47]).

“Uma vez decomposto o problema, podemos tentar recombinar 0s seus
elementos de maneira nova. Em particular, podemos tentar essa
recombinacdo de modo a obtermos um problema novo e mais

acessivel que possamos utilizar como um problema auxiliar.” ((POLYA,
p. 48]).

A aula transcorreu dentro do esperado, ou seja, esperava-se que alguns
grupos teriam um pouco de dificuldade para interpretar a tabela de
qguilometragem, mas a partir de algumas dicas de como interpreta-la (para
aqueles grupos com maior dificuldade), os grupos seriam capazes de resolvé-

lo. Nessa atividade foram seguidos todos 0s passos propostos pelo roteiro
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metodoldgico. Desde a escolha do problema (passol), passando pelas leituras
individuais e conjuntas de cada grupo (passos 2 e 3), posterior resolugdo com o
auxilio de minhas observacdes e estimulos por meio de dicas (passos 4 e 5) os
alunos foram capazes de representar suas solu¢gdes no quadro de aula (passo
6) e, apds discussbes e busca de um consenso (passos 7 e 8) para sua
solugdo do mesmo, formalizamos de maneira estruturada e organizada em

linguagem matematica a solugcéo do problema (passo 9).

A seguir algumas solucdes para a atividade apresentadas em forma de
grafos pelos grupos nas figuras 4.16 e 4.17:

Atividade 1: Caixeiro Viajante (questdo adaptada do enunciado acima)

Um Caixeiro Viajante trabatha com 4 cidades conhecidas (A B.CeD) e quer descobrir, 0 menor caminho
que |he permita partir de uma cidade, visitar cada cidade uma Unica vez , e retomar a cidade de partida
Sabe-se que as distancias entre as cidades sdo apresentadas na tabela abaixo. em km{quildmetros)

A B=i1i€:D
A 0 [100_ 1120 |15
8 : ‘A“: U‘
C $.0) 0
D 150 ( 1 0

a) O grupo sera convidado a fazer a representacao de um Grafo para a situaciio colocada acima

p |

b) Encontre tal(is) caminho(s) sabendo que o Caixeiro parte da cidade A

Figura 4.16: Resolucdo do Problema do Caixeiro Viajante.
Fonte: Arquivos do autor.

Note que a solucdo apresentada possui valores para as arestas no item

a. Para o item b, a solucdo possui segmentos orientados.
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' Atividade 1: Caixeiro Viajante (questio adaptada do enunciado acima)

Um Caixeiro Viajante trabalha com 4 cidades conhecidas (A. B. Ce D) e quer descobrir, © menor caminho
que Ihe permita partir de uma cdade, visitar cada cidade uma Unica vez . e retormnar a cidade de partida

Sabe-se que as dist&ncias entre as cidades sdo apresentadas na tabela abaixo, em km(quildmetros)

A | B c: [P

| A | 0 [100 |120 |150
‘ 8B |100 |0 ‘ﬂoo | 180
c 120 200 |0 110

D (150 |180 |110 |0

a) O grupo sera convidado a fazer a representacio de um Grafo para a situacio colocada acima

b) Encontre tal(is) caminho(s) sabendo que o Caixeiro pane da cidade A

. : —

Figura 4.17: Resolucéo do Problema do Caixeiro Viajante.
Fonte: Arquivos do autor.

Nessa solucdo o grupo utilizou valores para as arestas, mas
diferentemente da figura 4.16, a solucdo para o item b possui sequéncias de
veértices para representar o menor caminho.

Perguntei aos grupos se a medida que eu fosse acrescentando mais
vértices (cidades) e mais arestas (distancia em quilémetros) o problema ficaria
mais dificil, e isso gerou um siléncio de um ou dois minutos até que alguns
grupos afirmaram que o problema seria mais complexo de se resolver. Nesse
momento, aproveitei para falar que muitos matematicos utilizam programas
especificos de computador para tentar encontrar o melhor trajeto para casos
onde ha grafos com muitos e muitos vértices, nesse caso estavamos falando
de cidades, mas podemos aplicar em outras areas do conhecimento, como por

exemplo: o problema da distribuicdo de cartas, parquimetros e etc.
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4.6 Aula 6: Coloracao de mapas e Formalizacéao dos

Conceitos Trabalhados nas aulas 4,5 e 6

4.6.1 Objetivos e expectativas

Nossos objetivos, para essa Ultima aula, eram trabalhar com coloragéo
de mapas, com o problema das quatro cores e formalizar conceitos trabalhados
nas aulas 4, 5 e 6 como: Caminhos Hamiltonianos e o Teorema/Problema das
4 cores. Minha principal expectativa era que 0S grupos percebessem que
mapas podem ser coloridos com até 4 cores.

4.6.2 Atividades

Atividade 1: Coloracdo de Mapas

O grupo devera colorir 0s mapas a seguir com o menor namero de cores possiveis,

respeitando as seguintes condicdes:

e Regides com fronteiras comuns ndo podem possuir a mesma coloragao;
e Se as regibes possuirem apenas um ponto em comum, essas regides podem

possuir a mesma cor.

a) < B N b) C) ewasl‘.ws<31:’s:; A

Sy
A ' b = o
N ' e c e .
D\ E LW o
F D

Atividade 2: A partir dos mapas da atividade anterior é possivel gerar um grafo que
representa a coloracao realizada pelo grupo. Assim, para podermos transformar esse problema
da coloragdo de mapas em um problema de grafos, associamos a cada regido um vértice e
dizemos que dois vértices sdo adjacentes se as regides correspondentes possuem fronteira em

comum. Sendo assim, convidamos o grupo a representarem um grafo para o mapa do item “a
e “c” da atividade um

Quadro 4.8: Atividades fornecidas aos grupos.
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4.6.3 Defini¢cdes

Para compreender melhor as ideias relacionadas a Teoria de Grafos
vistas nas aulas 4, 5 e que foram abordadas na ultima aula, foi entregue aos
grupos uma folha com algumas definicbes e observacdes. Abaixo segue 0
guadro 4.9 que apresenta tais definices e observagoes:

Caminho Hamiltoniano: Dado um grafo, é possivel construir um caminho que inclua todos os

vértices uma Unica vez, com excecado do vértice de saida e de chegada, que sera o0 mesmo.

Observacdo: é importante ressaltar que embora esse problema seja semelhante ao do
Caminho Euleriano, o problema de achar um Caminho Hamiltoniano é muito mais complexo.
Nao sao conhecidas condicBes necessarias e suficientes para que um grafo qualquer tenha
esse tipo de caminho, diferentemente, do caminho Euleriano.

Teorema/Problema das 4 cores: dado um mapa plano, dividido em regies, quatro cores sao
suficientes para colori-lo para que regifes vizinhas ndo partilhem a mesma cor. E necessario
saber que as regides que s6 se tocam num ponto ndo sdo consideradas vizinhas. Esse
Teorema possui uma demonstracdo complexa e ndo sera realizada com os alunos do sétimo
ano devido ao conhecimento matematico necessario para fazé-la.

Quadro 4.9: Defini¢cdes fornecidas aos alunos na aula 6.
Fonte: arquivos do autor.

4.6.4 Relato e Analise da sexta aula

Na primeira atividade, na qual os grupos deviam colorir mapas usando o
menor numero de cores possiveis seguindo uma série de regras que estavam
dispostas (passos 2, 3, 4 e 5 do roteiro proposto pelo GTERP), a maioria dos
grupos se saiu muito bem, ou seja, conseguiram concluir 0 que 0 exercicio
exigia. Infelizmente, coloquei apenas mapas que podiam ser coloridas com
apenas 3 cores, penso que o ideal era ter explorado mapas que s6 pudessem
ser coloridos com 4 cores, uma vez que estamos falando sobre o “Problema
das 4 Cores”. Para minha surpresa, um grupo (20%), ndo conseguiu utilizar
apenas trés cores para colorir um dos mapas. A seguir, apresento nas figuras

4.18 e 4.19, solucBes para essa atividade proposta:



Atividade §: Coloraciio de Mapas
O grupo seréd convidado a colorir 0s Mapas a seguir com o menor numero de cores possiveis, respeitando

Figura 4.18: Resolucédo a partir da coloracdo de mapas.
Fonte: Arquivos do autor.

’ Omwﬁm:mrumamtmomm}m&mmm.w
as seguintes condiches:
= Regibes com fronteiras comuns NS0 Podem Possuir 8 meama coloracio,

* So as regides possuirem apenas um ponto em comum, assas regides podem possuir a Mesma
cor.

o
[ !

c)

Figura 4.19: Resolucéo a partir da coloragcédo de mapas.
Fonte: Arquivos do autor.
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Note que no item c, o grupo utilizou 4 cores para pintar o mapa do Brasil,
em vez de 3 como 0s outros grupos.

No momento de discutirmos as coloragdes feitas pelos alunos no quadro
de aula e buscarmos um consenso sobre a forma de colorir os mapas e
estabelecer uma estratégia para resolver esse tipo de problemas respeitando
as regras propostas pela atividade (passo 6, 7, 8 e 9 do roteito metodoldgico da
Resolucdo de Problemas), ressaltei a importancia de trabalhar com mapas que
permitiam colori-los utilizando 2 e 4 cores visto que os mapas trabalhados
nessa atividade poderiam ser coloridos com apenas 3 cores.

Portanto, uma sugestdo de corre¢cdo para minha sequéncia é colocar
mapas que possam ser pintados com 2 e 4 cores também, para ir dificultando o
nivel da atividade de colorir.

Essa atividade foi bem interessante, uma vez que um grupo em especial,
percebeu que no seu livro de mapas da escola da disciplina de Geografia,
todos 0s seus mapas eram pintados com quatro cores.

Ja na formalizacéo das ideias sobre esse problema mencionei que havia
um teorema, que ndo seria demonstrado em aula, que era possivel colorir
qualquer mapa com no maximo quatro cores. E importante lembrar aqui que o
professor deve deixar bem claro para o aluno que um teorema é uma
proposicdo ou afirmacdo que deve ser provada por axiomas (afirmacdes tidas
como verdadeiras) ou afirmacdes ja demonstradas anteriormente. Ja que para
o entendimento dessa demonstracdo era preciso que 0s alunos tivessem um
bom grau de conhecimento matematico, que nesse caso, nao foram explorados
em nossa sequéncia didatica, acabamos ndo demonstrando esse teorema em
aula.

Para a segunda e ultima atividade dessa longa sequéncia didatica, os
alunos deviam encontrar um grafo que representasse as coloracdes feitas nos
mapas dos itens “a” e “c’ dessa atividade. Para essa atividade, os alunos
deveriam seguir os passos 2 e 3 (leituras individuais e conjuntas) do roteiro
metodolégico. Essa atividade foi considerada a mais dificil por todos os grupos
no momento de estabelecer uma estratégia de resolugcdo (passo 4), pois eles
tinham que enxergar as regides como vértices e cada aresta era a fronteira
entre as regides. Um grupo, em especial, fez uma pergunta interessante: Nos

podemos transformar um mapa em um grafo? Eu disse que sim. Além disso,



75

dei uma dica: lembra o mapa das Pontes de konigsberg? Podemos fazer o
mesmo aqui nesse tipo de exercicio. O grupo ainda sem entender como diz:
mas agora estamos falando de cores e nao pontes, margens e ilhas. Entdo eu
pedi ao grupo que fizessem uma nova leitura do problema, pois muitas vezes a
resposta da nossa pergunta esta na forma como interpretamos o problema e, a
partir disso, expliquei mais uma vez o que o problema estava solicitando.

Para minimizar essa dificuldade, que aparecia quase que em todos 0s
grupos, eu incentivava 0s grupos a verificarem o que a atividade solicitava e
fornecia algumas dicas (passo 5).

Apenas dois grupos (40%) dos cinco conseguiram representar por
Grafos, sem as dicas fornecidas por mim, os dois mapas. Quatro grupos (80%)
representaram corretamente apenas um mapa, o do item “@”. No entanto foi
apenas um grupo (20 %), que representou corretamente o mapa do item “c”, o
mapa das regides do Brasil, por um Grafo. A seguir na figura 4.20 ficam
evidenciados os grafos encontrados pelos grupos que conseguiram finalizar

essa atividade:

Ativiciadie 3 A partic

o B =0 €

Figura 4.20: Resolucfes para encontrar os Grafos dos itens a e c.
Fonte: Arquivos do autor.
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Na imagem 4.20, os grafos encontrados pelo primeiro grupo estao
corretos, mas nos grafos encontrados para o item “c” pelos outros dois grupos
nao estavam corretos. Nos passos 6, 7, 8 e 9, discutimos no quadro, a partir
das solucdes encontradas, formas de compreender o objetivo da atividade,
bem como mostrar as estratégias que cada grupo utilizou para fazer as
representacdes dos grafos e, por fim, mostrar por qual motivo 0s grupos néo
conseguiram representar corretamente o grafo do item “c”.

No geral, conversando com os alunos, percebi que as aulas foram
interessantes, mas em especial a Ultima que foi mais abrangente, pois falamos
sobre teoremas, axiomas, afirmacfes e proposicfes. Relembramos também
como se constroem grafos e colorimos mapas seguindo algumas regras e
ideias. Além disso, tivemos a oportunidade de falar sobre outras matérias como
geografia, no momento de falar em coloracdo de mapas.

No final, foi importante perceber que muitos grupos se mantinham
entusiasmados e felizes por estarem aprendendo uma matematica diferente
daquela que comumente estamos acostumados a fazer em sala de aula.
Acredito que isso se deve ao fato dos alunos estarem sendo desafiados e
exigidos o tempo todo, bem como os alunos se sentem co-construtores da
Matematica, além é claro, de pensarem estratégias para resolver os problemas
propostos. Espero que essa sequéncia tenha sido a primeira de muitas que
fardo mais sentido e dardo maiores significados e contextualizacbes para a

matematica que faco e ensino na minha sala de aula.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desta dissertacdo foi encontrar uma forma de auxiliar os
alunos a desenvolverem suas capacidades de interpretacdo e argumentacao
guando se deparam com um problema, bem como desenvolver estratégias
para isso. Assim, por meio da alianca entre a perspectiva metodolégica da
Resolugdo de Problemas e a Teoria de Grafos para trabalhar conceitos
matematicos, principalmente no Ensino Fundamental, desenvolvemos e
aplicamos uma sequéncia didatica que explorou esses conceitos de forma
contextualizada com as realidades e experiéncias de cada aluno.

Com relacdo a questao norteadora, “De que forma podemos ensinar os
conceitos que séo explorados pela Teoria de Grafos, utilizando a Resolucéao de
Problemas, de forma a possibilitar aos alunos uma melhor compreensao do
que se estuda?”, o roteiro metodoldgico, elaborado pelo GTERP (2004),
apresentado nesse trabalho pode ser considerado uma resposta eficaz, uma
vez que a maioria dos grupos realizou as atividades seguindo as etapas da
Resolucdo de Problemas.

Utilizei a metodologia do Estudo de Caso segundo Gil (1995) para
analisar os registros dos alunos nas resolucées dos problemas aplicados
durante a pratica e pude confronta-las com a literatura utilizada na pesquisa.

A partir das andlises realizadas sobre os resultados obtidos da
sequéncia, seja por meio dos registros escritos pelos alunos ou pelos registros
de fotos e videos (segunda e terceira etapas do Estudo de Caso), foi possivel
afirmar que o trabalho foi valido, pois eu tinha como objetivo observar se os
alunos poderiam desenvolver a capacidade de apresentar argumentos
matematicos ou estabelecer estratégias de resolucdo de problemas propostos
e obtive evidéncias desta capacidade em muitas atividades, como no exemplo
da aula 2, quando um grupo argumenta que acrescentando uma oitava ponte
ao problema das “Pontes de Konigsberg” o problema seria resolvido ou como
no exemplo da aula 4, na qual um aluno argumentou em linguagem matematica
as diferencas entre os caminhos Eulerianos e Hamiltonianos: o modelo

Hamiltoniano € preciso passar por todos os vértices uma unica sé vez,
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enquanto o modelo Euleriano é preciso passar por todas as arestas uma unica
sé vez.

Desde o inicio tive muito cuidado com o planejamento, com a forma com
gue a sequéncia didatica seria posta em pratica, com a escolha do publico-
alvo, ou seja, a minha unidade-caso (primeira etapa do Estudo de Caso).
Sabemos que a validade de nossa sequéncia s6 foi possivel devido a esse
planejamento, bem como com as reflexdes e analises dos resultados finais

(quarta fase do estudo de Caso).

Nossa pratica pode ser implementada em qualquer escola e ndo s6 em
uma que seja montessoriana, mas sabemos que o trabalho em grupo nem
sempre € facil e comum em muitas instituicdes, mas adaptac6es podem ser

feitas sempre que se mostrem necessarias.

7

A sequéncia didatica apresentada nesse trabalho é apenas uma
sugestédo de introducao dos conceitos explorados pela Teoria dos Grafos. A ela
podem ser acrescidos mais problemas que, por falta de tempo, ndo foram
explorados, como por exemplo: o problema do Carteiro Chinés, o problema do
Passeio do Cavalo (problema relacionado ao jogo de xadrez), o problema da
Coleta de Correspondéncias, assim como outros. Outro acréscimo importante,
gue considerei uma falha ndo aparecer na minha prética, € o uso de mapas
gue possam ser coloridos com 1, 2 ou 4 cores, pois ha Ultima aula o objetivo
era explorar o “Problema das Quatro Cores”, mas acabei utilizando mapas que
podiam ser coloridos com apenas 3 cores. Outra ideia que poderia ser
explorada é fazer um trabalho interdisciplinar com a matéria de Geografia no
gue tange coloracdo de mapas, sejam eles mapas politicos, de relevos ou de
gualquer outro tipo. Além dessas sugestbes, € importante explorar mais
problemas semelhantes ao do Caixeiro Viajante, pois em minha sequéncia
acabei dando muita importancia para Caminhos Hamiltonianos e acabei
explorando muito pouco sobre o problema do Caixeiro Viajante.

A metodologia escolhida para o desenvolvimento e aplicacdo dessa
sequéncia didatica foi adequada, pois ao analisar os resultados percebemos
gue grande parte dos grupos apresentou aprendizagem dos conceitos
abordados e, a metodologia, com certeza, € uma das causas disso. A

sequéncia se mostrou valida devido a Resolucdo de Problemas ter suas
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potencialidades comprovadas durante nossa pratica, pois ela auxiliou os
grupos a organizarem suas ideias e estratégias para resolver as atividades
propostas favorecendo as relagbes com outras areas do conhecimento.

Sendo assim, defendo a Resolugcdo de Problemas como perspectiva
metodoldgica para que conceitos como os abordados pela Teoria de Grafos
sejam trabalhados no Ensino Fundamental de forma a contribuir com formacao
matematica e intelectual do aluno. No entanto, essa abordagem deve ser feita
por meio de um roteiro metodolégico adequado como é o do GTERP (2004).

O processo de aprendizagem do aluno passa muito pelas maos de um
professor, ou seja, de que forma ele ensina, de que forma ele possibilita a
socializagéo dos alunos em um ambiente escolar, de que forma ele planeja as
aulas, até que ponto ele respeita as individualidades dos alunos e outras
perguntas mais. Penso que se a aula for bem preparada e planejada, e se essa
aula utilizar uma metodologia como a Resolucdo de Problemas os alunos teréo
vontade de aprender mais sobre determinados assuntos.

Para finalizar, afirmo que explorar em sala de aula assuntos e conceitos
importantes como os da Teoria de Grafos, aliados a uma perspectiva
metodolégica como a Resolucdo de Problemas, pode contribuir para uma boa
aprendizagem, além é claro de despertar o interesse de alunos, pois um
contetdo seja o de Grafos ou outro que seja introduzido de uma forma que
valorize os aspéctos histéricos e as respectivas contextualizacbes, pode
transformar as mentes avidas de hoje e, por consequéncia, mudar o mundo do

amanha.
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APENDICE A

Este apéndice apresenta o termo de consentimento
informado entregue aos pais dos alunos para que pudéssemos filmar e

fotografar as aulas da sequéncia didatica aplicada.

TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO

Eu, , R.G. , responsavel

pelo(a) aluno(a) , da turma 72, declaro, por meio deste

termo, que concordei em que o(a) aluno(a) participe da pesquisa intitulada Resolugdo de Problemas
relacionados a Teoria de Grafos no Ensino Fundamental, desenvolvida pelo professor e pesquisador
Daniel da Rosa Mesquita, para a conclusdo de seu Mestrado na UFRGS. Fui informado(a), ainda, de que
a pesquisa é coordenada/orientada por Marilaine de Fraga Sant'Ana, Professora Doutora do Instituto
de Matematica da UFRGS, a quem poderei contatar a qualquer momento que julgar necessario, através

do e-mail: marilaine@mat.ufrgs.br .

Tenho ciéncia de que a participagdo do(a) aluno(a) ndo envolve nenhuma forma de incentivo
financeiro, sendo a unica finalidade desta participagdo a contribuicdo para o sucesso da pesquisa. Fui
informado(a) dos objetivos estritamente académicos do estudo, que, em linhas gerais, sdo:

1. Explorar os conceitos relacionados a Teoria de Grafos através da interpretagao, compreensao

e resolugao de situagoes-problemas;

2. Executar a sequencia de atividades produzida e planejada para o ensino de Grafos através da
resolugao de problemas no Ensino Fundamental, mais especificamente, para a turma 72 do Colégio

Provincia de Sdo Pedro;

3. Utilizar a Resolugdo de Problemas como perspectiva metodolégica para que tal contetido seja
trabalhado no ensino fundamental de forma a contribuir com formagao matematica e intelectual

do aluno;

A colaboragdo do(a) aluno(a) se fara por meio de sua participagdo em aula, em que ele(ela) sera
observado(a) e sua producdo analisada, sem nenhuma atribuicdo de nota ou conceito as tarefas
desenvolvidas. No caso de fotos ou filmagens, obtidas durante a participacdo do(a) aluno(a), autorizo
gue sejam utilizadas em atividades académicas, tais como artigos cientificos, palestras, semindrios etc,
sem identificacdo. A colaboracdo do(a) aluno(a) se iniciara apenas a partir da entrega desse documento
por mim assinado.


mailto:marilaine@mat.ufrgs.br
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Estou ciente de que, caso eu tenha duvida, ou me sinta prejudicado(a), poderei contatar o
professor e pesquisador Daniel da Rosa Mesquita no telefone: 99401998 ou pelo e-mail:

mesquitamaster@hotmail.com .

Fui ainda informado(a) de que o(a) aluno(a) pode se retirar dessa pesquisa a qualquer

momento, sem sofrer quaisquer sangdes ou constrangimentos.

Porto Alegre, de Novembro de 2014.

Assinatura do Responsavel:

Assinatura do pesquisador:


mailto:mesquitamaster@hotmail.com
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APENDICE B

Este apéndice apresenta algumas fotografias retiradas
durante a pratica e sequéncia didatica aplicadas na escola durante o
més de novembro de 2014.
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APENDICE C

Produto da Dissertacao: Sequéncia de Atividades

Esse apéndice apresenta uma sequéncia didatica e um roteiro
metodolégico em um ambiente de Resolugdo de Problemas, no qual proponho
um trabalho que explore os conceitos ligados a Teoria de Grafos.

O GTERP (2004) apresenta uma sistematizacdo, ou seja, um método a

ser seguido a fim de se resolver um problema. Apresentaremos seus passos:
1° Passo: Preparacdo do Problema

O professor deve selecionar um problema visando a construcao de um
novo conceito, principio ou procedimento. Esse problema serd chamado
problema gerador. E bom ressaltar que o conteido matematico
necessario para a resolucao néo tenha ainda sido trabalhado em sala de

aula;

2° Passo: Leitura Individual:
O professor deve entregar uma cépia do problema para cada aluno e

solicitar que seja feita sua leitura;

3°Passo: Leitura em conjunto:
O professor deve formar grupos e solicitar uma nova leitura do

problema;
4° Passo: Resolucéo do Problema:
A partir do entendimento do problema, sem duvidas quanto ao

enunciado, os alunos, em seus grupos, em um trabalho cooperativo e

colaborativo devem buscar resolvé-lo. Considerando os alunos como co-
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construtores da Matematica nova que se quer abordar, o problema
gerador € aquele que, ao longo, da sua resolu¢do conduzird os alunos a

construcdo do conteudo planejado pelo professor para aquela aula;

5° Passo: Observar e incentivar:

Enquanto os alunos, em grupo, buscam resolver o problema, o professor
observa e avalia o comportamento dos alunos e estimula o trabalho
colaborativo. Além disso, o professor incentiva os alunos a utilizarem
seus conhecimentos prévios e métodos para poderem resolver o

problema;

6° Passo: Registro das resolucdes no quadro:

Os representantes de cada grupo devem ir para o quadro registrarem
suas resolucdes e discutir sobre as diferentes respostas, sejam elas

certas ou erradas;

7° Passo: Plenaria:
Nessa etapa todos os alunos séo convidados a discutir suas respostas;

8°Passo: Busca do consenso:

Depois de sanadas duvidas e analisadas as resolucbes, o professor
deve tentar, com toda a classe chegar a um consenso sobre o resultado
obtido;

9° Passo: Formalizacdo do contetido:

Neste momento o professor deve formalizar a apresentacdo organizada
e estruturada em linguagem matematica, padronizando os conceitos, 0s
principios e os procedimentos construidos através da Resolucdo de
Problemas, destacando as diferentes técnicas operatérias e as

demonstracdes das propriedades qualificadas sobre o assunto.
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Apresentamos como sugestéo, as seis aulas abaixo:

Aula 1-Introducéo (1 periodo de 50 minutos)

1. Objetivo
Nosso objetivo, nesse primeiro encontro, é propiciar para o grupo de alunos um
resgate histérico do surgimento da Teoria de Grafos e suas aplicacdes. Esse resgate
histérico sera realizado a partir de uma apresentagcdo no PowerPoint, na qual
aparecerdo algumas imagens que serao explicadas uma a uma até reconstruir a
histéria da teoria de Grafos, além de demonstrar a utilidade desse ramo da

matematica em sua época de descoberta até os dias de hoje.

Entre as imagens que serdao comentadas estdo as de alguns matematicos
envolvidos no processo histérico como, por exemplo: Leonard Euler e Sir W.R
Hamilton. Também estéo entre as imagens aquelas que demonstram a importancia do
estudo de Grafos como sua utilidade para os correios, rotas, distribuicdo de energia,

entre outras.
Aula 2-Caminhos Eulerianos (2 Periodos de 50 minutos)

1. Objetivo
Os objetivos dessa aula € propor para o grupo de alunos que tentem encontrar
uma solucgao para o “classico problema” das Pontes de Konigsberg resolvido por Euler
e, além disso, explorar figuras que possam ser desenhadas no papel sem tirar o lapis

da mesma.

2. Atividades

Atividade 1: Pontes de Konigsberg

Na cidade de konigsberg, atual Kaliningrado que fica entre a Poldnia e a Lituania,
discutia-se nas ruas da cidade a possibilidade de existir um caminho pela cidade que
atravessasse todas as pontes sem repeti-las nenhuma vez. Essa possibilidade havia
se tornado uma lenda popular até que Euler, em 1736, solucionou esse problema
dando origem a Teoria de Grafos.

O grupo sera convidado ler o problema a seguir e tentar encontrar uma solucéo para o
mesmo:
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Na cidade de Konigsberg 7 pontes cruzam o rio Pregel estabelecendo ligacOes
entre duas ilhas e entre as ilhas e as margens opostas do rio, conforme ilustrado
na figura abaixo:

Mapa de Konigsberg

Sera possivel fazer um passeio pela cidade, comecando e terminando no mesmo
lugar, cruzando cada ponte exatamente uma vez?

Observacdo: Para a solucdo encontrada, sendo o passeio possivel ou ndo, o grupo
deve apresentar a0 menos um argumento que sustente a mesma.

Atividade 2: O grupo sera convidado a encontrar, para cada figura abaixo, um
caminho que passe todos os pontos(vértices) percorrendo todas as arestas (linhas que
ligam os pontos) uma Unica vez, sem tirar o l4pis ou a caneta do papel.

b) b) c)

Atividade 3: A partir dos caminhos encontrados pelos grupos em cada item da
atividade 2, responda:

a) Pode-se comecar por qualquer vértice o caminho encontrado?
b) Por qual motivo sera que ocorre 0 que 0 grupo respondeu nho item a?

Aqui o grupo deve apresentar um argumento que sustente sua
resposta.
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c) E possivel fazer uma representacdo, semelhante as da atividade 2,
para a atividade 1, ou seja, representar cada ponte como uma aresta
gue liga os vértices e, cada margem do rio e suas ilhas, como vértices?
Nesse momento, convido cada grupo a tentar fazer essa representacao.

Atividade 4: Verifique em cada figura abaixo se é possivel encontrar um caminho que
passe por todos os vértices percorrendo todas as arestas uma Unica vez, sem tirar o
lapis ou a caneta do papel.

Atividade 5: Para os itens que néo foi possivel encontrar um caminho que
percorresse todas as arestas uma Unica vez e que passasse por todos os vértices,
responda:

d)

a) Por qual motivo o grupo acredita que nao foi possivel encontrar um caminho
gue respeitasse esses critérios?

b) E possivel fazer alguma alteracdo, seja incluindo um ou mais vértices ou
arestas na figura , para que isso possibilite encontrar um caminho que respeite
esses critérios? Se sim, dé pelo menos um exemplo.
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Atividade 6: Hora do desafio! Cada grupo ser& convidado a inventar um ou mais
representacoes como as da atividade 4, para que 0s outros grupos tentem
encontrar uma possivel solugdo para 0s mesmos.

Observacdo: é importante que os grupos criem a solucdo das suas
representagfes para evitarem problemas quanto aos caminhos encontrados
pelos outros grupos.

Aula 3-Caminhos Eulerianos (2 periodos de 50 minutos)

1. Objetivo

Nosso objetivo, para a aula 3, é formalizar os conceitos e ideias trabalhadas na

aula anterior como:

e Grafo;
e Grau de um vértice e Grau de um Grafo;
e Caminho Euleriano;

e Teorema do caminho Euleriano.

Apés a formalizacdo, retornaremos a algumas das atividades da aula anterior

para explora-las com um olhar matematico e com maior rigor.

Aula 4-Caminhos Hamiltonianos (1 periodo de 50 minutos)

1. Objetivo

Nosso objetivo, para a aula 4, é explorar o Jogo “Icosain Game” de Hamilton,
pois a partir da proposta desse jogo, poderemos na aula 5, trabalhar com o problema
do “Caixeiro Viajante” que é decorrente desse modelo. Além disso, poderemos solicitar

aos grupos que fagam uma comparagao entre os modelos de Euler e Hamilton.
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2. Atividades

Atividade 1: Icosain Game

Cada grupo recebera um tabuleiro na forma de um dodecaedro achatado que
sera a representacao do Grafo, no qual cada vértice sera uma cidade e, cada
aresta, sera uma estrada que liga uma cidade a outra.

Proposta do jogo:

Sair de Londres, que sera representada no tabuleiro por um vértice, e passar
por todas as demais cidades (vértices no tabuleiro) uma Unica vez e retornar
para Londres.

Imagem do tabuleiro:

J— ) 9. e

«
»

Atividade 2: O grupo sera convidado a fazer uma comparacdo entre 0s
modelos de Euler e Hamilton. Nessa comparac¢éo, o grupo deve apresentar um
ou mais argumentos que diferenciem um modelo do outro.

Atividade 3: E possivel partir de qualquer vértice passar por todos os demais,
uma Unica vez, e retornar ao vértice de origem? Se sim, apresentem um ou
mais argumentos que sustentem a ideia do grupo.
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Aula 5-Caminhos Hamiltonianos (2 Periodos de 50 minutos)

1. Objetivo

Nossos objetivos, para a aula 5, sdo terminar as atividades da aula 4 e
concluir com os grupos as diferencas apresentadas pelos modelos de Euler e
Hamilton. Além disso, explorar o classico problema do Caixeiro Viajante a partir
das ideias que foram propostas na aula 4

2. Atividades

Um problema decorrente do modelo proposto por Hamilton é conhecido como o

problema do Caixeiro Viajante que pode ser enunciado assim:

O caixeiro é informado sobre um conjunto de cidades e um custo associado a cada
uma, assim o objetivo é fazer um trajeto (0 menor e mais barato) que parta de uma

cidade, passe por todas as demais, uma Unica vez, e retorne a cidade inicial.

Atividade 1: Caixeiro Viajante (questdo adaptada do enunciado acima)

Um Caixeiro Viajante trabalha com 4 cidades conhecidas ( A, B, C e D) e, quer
descobrir, 0 menor caminho que lhe permita partir de uma cidade, visitar cada cidade
uma Unica vez , e retornar a cidade de partida. Sabe-se que as distancias entre as
cidades sao apresentadas na tabela abaixo, em km(quildmetros).

A B C D
A 0 100 120 150
B 100 0 200 180
C 120 200 0 110
D 150 180 110 0

a) O grupo sera convidado a fazer a representacdo de um Grafo para a situagéo
colocada acima.
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b) Encontre tal(is) caminho(s) sabendo que o Caixeiro parte da cidade A.
Aula 6- Caminhos Hamiltonianos (2 periodos de 50 minutos)

1. Objetivo

Nossos objetivos, para essa Ultima aula, sdo trabalhar com coloracdo de
mapas, o problema das quatro cores e formalizar conceitos trabalhados nas aulas 4, 5

e 6 como:

e Caminhos Hamiltonianos;
e Planaridade;

e Teorema das 4 cores.
2. Atividades

Atividade 1: Coloracdo de Mapas

O grupo sera convidado a colorir 0s mapas a seguir com o menor nimero de cores
possiveis, respeitando as seguintes condi¢des:

e Regides com fronteiras comuns ndo podem possuir a mesma coloracao;

e Se as regides possuirem apenas um ponto em comum, essas regides
podem possuir a mesma cor.

a) ~ B( 3 b) ,A_B
w77 T =1 ]

BRASIL REGIDES o)
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Atividade 2: A partir dos mapas da atividade anterior € possivel gerar um grafo
que representa a coloracdo realizada pelo grupo. Assim, para podermos
transformar esse problema da coloracdo de mapas em um problema de grafos,
associamos a cada regido um vértice e dizemos que dois vértices séo
adjacentes se as regifes correspondentes possuem fronteira em comum.
Sendo assim, convidamos 0 grupo a representarem um grafo para o mapa do
item “a” da atividade 1.



