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RESUMO

Uma classe de problemas de transporte de interesse na comunidade
cientifica sao os problemas de transporte dependentes do tempo. Mas a solugao
analitica de problemas desse tipo é, em geral, complexa, quando possivel de se
obter em forma fechada . Pela aproximacao de ordenadas discretas Sy, as solugoes
analiticas encontradas na literatura para problemas unidimensionais dependentes do
tempo em dominio finito sao: solugao pelas aproximagoes de Pomraning-Endington
e a solucao pelo método SP-LTSy . Recentemente, foi desenvolvida uma solugao
analitica, denominada TLTSy , em forma integral para a equagao unidimensional
de ordenadas discretas dependente do tempo para dominio homogéneo. Neste tra-
balho, estendemos esta formulacao para dominios heterogéneos. Para isto, dividimos
a placa original em pequenas placas, onde, em cada uma delas, podemos considerar
dominio homogéneo. Em cada uma das placas, aplicamos o método TLTSy , con-
forme desenvolvido anteriormente e para a solucao final, aplicamos as condicoes de

continuidade e de contorno ao problema acoplado.
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ABSTRACT

One kind of transport problems that has been of interest in the scientific
community is the time-dependent transport problem. But the analytical solution
of this type of problems is very complicated. By the Sy discrete ordinates approx-
imation, the solutions for slab geometry time-dependent problems in finite domain
found in the literature are: the solution using the Pomraning-Endington approxi-
mation and the solution by the SP-LTSy method. Recently, an analytical solution,
termed TLTSy , has been developed in an integral form for one-dimensional time-
dependent Sy discrete ordinates approximation for a homogeneous domain. In this
work, we expand this formulation for heterogeneous domains. To do that, we di-
vide the original slab in small slabs, and we consider each one as a homogeneous
domain. In each slab, we use the TLTSy method and for the final solution, we apply

appropriate continuity and boundary conditions to the coupled problem.



1 INTRODUCAO

Um dos métodos mais usados para resolver problemas de transporte
de particulas é o método de ordenadas discretas. Este método foi introduzido por
Chandrasekhar na década de 40 em seus estudos de transferéncia radiativa em atmos-
feras planetdrias [Chandrasekhar, 1950]. Este método consiste na transformacao de
uma equacgao integro-diferencial em um sistema de equacoes diferenciais ordinérias
através da aproximacao do termo integral por quadratura gaussiana e discretizagao
da varidvel angular. O método desenvolvido por Chandrasekhar encontra de forma
analitica a solucao deste sistema de equagoes, através de uma combinagao linear de
exponenciais que satisfazem a equacao de ordenadas discretas unidimensional em
geometria plana. Os termos desta combinacao linear dependem de dois conjuntos
de parametros: o primeiro é o conjunto de valores no argumento das exponenciais,
que sao determinados como raizes de um polinomio, e o segundo um conjunto de
coeficientes, que sao determinados a partir das condicoes de contorno. As dificul-
dades numéricas inerentes ao método de Chandrasekhar para encontrar os autovalo-
res e autovetores do problema sao discutidos no trabalho de Liou [Liou, 1973]. Nos
ultimos anos, uma atencao especial tem sido dada a solucao analitica das equacoes de
ordenadas discretas (equagoes Sy) em geometria cartesiana unidimensional, como
podemos ver em trabalhos de Siewert e colaboradores  [Garcia e Siewert, 2005]
[Siewert e Valougeorgis, 2002] [Barichello et al., 2002] [Barichello e Siewert, 1998].
Também, nas ultimas duas décadas, apareceu na literatura o método LTSy, cuja
idéia basica é a solugao das equagoes Sy através da aplicagao da transformada de
Laplace na variavel espacial, transformando o problema em um sistema algébrico
dependente do parametro complexo s. Este sistema algébrico é entao resolvido para
o fluxo transformado e a transformada inversa é feita de forma analitica, obtendo-se

assim uma expressao para o fluxo angular de particulas.

Esta metodologia tem sido aplicada a uma classe abrangente de proble-

mas de transporte de particulas neutras, entre os quais destacamos: problemas de



transporte unidimensionais em meio homogéneo [Barichello e Vilhena, 1993], que foi
um dos primeiros problemas resolvidos pelo método LTSy e, também, em meio
heterogéneo, quando o dominio é subdividido em regices de tal forma que possamos
considerar o problema homogéneo em cada uma dessas regides [Tavares, 2000] ou
quando o meio é composto por dois materiais em mistura aleatdria [Vasques, 2005];
modelos com um grupo  [Barichello, 1992] e com  multigrupos de energia
[Vilhena e Barichello, 1995]; com ou sem simetria azimutal [Segatto e Vilhena, 1994]
[Segatto, 1995] [Vilhena e Segatto, 1996] [Brancher et al., 1999], sendo que, neste
ultimo, foi resolvido um problema de transferéncia radiativa utilizando um método
recursivo , que combina a decomposicao de Schur e o método de particionamento,
para a inversdo da matriz associada ao problema [Segatto et al., 1999a]. Este
método foi desenvolvido para resolver problemas sem simetria azimutal, que re-
querem alta ordem de quadratura para a obtencao de bons resultados. Mas mesmo
para problemas com simetria azimutal se a ordem de quadratura (N) é grande, é
preciso grande esfor¢co computacional para inverter a matriz associada. Problemas
com elevada ordem de quadratura e para grandes espessuras ja foram resolvidos pelo
nétodo LTSy [Gongalves, 1999] [Gongalves et al., 2000], e nesse caso foi utilizada a
técnica da diagonalizagdo [Segatto et al., 1999b] para a inversao da matriz associ-
ada e uma mudanca de variaveis que elimina o problema de overflow para esse tipo
de placa. O método LTSy ja foi estendido para modelos de variavel angular continua
[Segatto e Vilhena, 1997], para o caso onde N é inteiro [Bonemberger, 2005] e para o
caso onde a razao de espalhamento c=1 [Marona et al., 2007]. Além disso, o método
LTSy ja foi implementado computacionalmente com um algoritmo em paralelo
[Souto et al., 2003] e também j4 foi implementado utilizando uma abordagem multi-
grid [Santos, 2005] [Segatto et al., 2005]. O método LTSy jé foi combinado com o
método da decomposicao de Adomian para resolver problemas lineares e nao lineares

[Vargas e Vilhena, 1997] [Vargas e Vilhena, 1999] [Vilhena e Barichello, 1999].

O método LTSy também ja foi utilizado em diversas aplicacoes, den-
tre as quais podemos citar: problema de transferéncia radiativa com polarizacao

[Simch, 2006] [Simch et al., 2006], no qual os autovalores da matriz associada sao



complexos; solugao da equagao adjunta de néutrons [Gongalves et al., 2002], solucao
da equagao de transferéncia radiativa condutiva [Lemos, 2000] e solugao da equagao
de transferéncia radiativa do calor [Vargas et al., 2007]. O método também tem
aplicagbes em  problemas de engenharia nuclear [Borges e Vilhena, 2002],
problemas de  determinacdo de  criticalidade  [Batistela e Vilhena, 1997b]
[Batistela e Vilhena, 1997a]  [Batistela et al., 1999] [Orengo et al., 2004] e deter-
minacao de parametros radiantes [Segatto et al., 2001]. Além disso, o método
também foi utilizado na resolucao de problemas de aplicacao na area de oética
hidrolégica [Retamoso et al., 2002] [Velho et al., 2002] [Velho et al., 2003], onde

é resolvido um problema inverso nao-linear.

Devemos ainda observar que as equagoes Sy aproximam a equagao
de transporte, e que ja foi provada, por Pazos e Vilhena [Pazos e Vilhena, 1999b]
[Pazos e Vilhena, 1999a] a convergéncia desta solugdo para a solucdo exata desen-
volvida por Case [Case, 1960]. A idéia central deste método também ja foi apli-
cada a problema de transporte em geometria cilindrica usando a transformada de
Hankel [Vilhena et al., 2004] e na esfera utilizando a idéia desenvolvida por Mitsis
[Vasques et al., 2003]. Também temos que ressaltar que esta metodologia nao esté
limitada a problemas unidimensionais. A formulacao LTSy também foi estendida a
problemas de transporte multidimensionais em geometria cartesiana, tanto aplicada
a néutrons [Zabadal et al., 1995] [Hauser et al., 2002] [Hauser et al., 2003] quanto
a fétons e elétrons [Amaral Rodriguez et al., 2006] [Amaral Rodriguez et al., 2007],
bem como a problemas em geometrias bi-dimensionais convexas [Zabadal et al., 1997].
Finalmente precisamos chamar atencao que a convergencia do método também foi

mostrada por Hauser et al. [Hauser et al., 2005].

Uma classe de problemas de transporte de interesse na comunidade
cientifica sao os problemas de transporte dependentes do tempo. Mas a solucgao
desse tipo de problemas nao a simples e, usualmente, sao feitas simplificagoes para
que o problema possa ser resolvido. Ainda assim, ha uma vasta literatura sobre o

assunto quando se tratam de solugoes numéricas; dentre elas podemos citar: solugao



da equacao de transporte Sy unidimensional dependente do tempo em dominio finito
pelo método nodal [Barros et al., 1998], obtengao de benchmark numérico em geo-
metria plana e esférica para problemas unidimensionais através de métodos classicos
para solugdo de equagoes integrais [Olson e Herderson, 2004] e solugao de proble-
mas multidimensionais através de elementos ou volumes finitos [Aydin et al., 2005]
[Chai, 2004] [Chai e Lama, 2004]. Também devemos citar a extensa contribuicao
de Ganapol na obtencao de solugoes analiticas para problemas unidimensionais de-
pendentes do tempo em dominio infinito ou semi-infinito, usualmente pelo método
multiple collision. Dentre os trabalhos de Ganapol podemos citar: problemas em
coordenadas cilindricas e esféricas [Ganapol, 1976], problemas com reflexao especu-
lar [Ganapol, 1982] e problemas anisotrépicos [Ganapol e Filippone, 1982]
[Ganapol, 1986]. Além das solugoes obtidas por Ganapol, encontramos, na lite-
ratura, outras solugoes analiticas ou semi-analiticas para problemas de transporte
dependentes do tempo em dominio infinito ou semi-infinito como, por exemplo,
solugbes pelo método da méxima entropia [Abdou, 2005] [Abdou, 2006] e solucao
para problemas em meio estocéstico [El-Wakil et al., 2004] [El-Wakil et al., 2005].
Porém, para problemas em dominio finito, as solugoes analiticas ou semi-analiticas
sao poucas. Para o problema de ordenadas discretas Sy encontramos a solugao pelas
aproximagoes de Pomraning-Endington [El-Wakil e Sallah, 2004] [El-Wakil, 2006] e
também pelo método SP-LTSy [Oliveira et al., 2002b], que é uma combinagao dos

métodos espectral e LTSy .

Recentemente, Gongalez et al. [Gongalez et al., 2007] desenvolveram
uma solucao analitica em forma integral para a equacao unidimensional de ordenadas
discretas dependente do tempo. Este método, que recebeu o nome de TLTSy, aplica
a transformada de Laplace na variavel temporal ¢ transformando assim o sistema
de equacoes diferenciais parciais em um sistema de equacoes diferenciais ordinérias,
na variavel espacial. A solucao deste sistema é entao encontrada, de forma analitica
pelo método LTSy. Neste trabalho, vamos seguir esta idéia para estendermos esta
formulagao para resolver problemas de transporte Sy em uma placa heterogénea.

Para isto, dividimos o dominio unidimensional em subconjuntos homogéneos. Em



cada uma destas sub-placas, encontramos a solucao pelo método TLTSy e por fim
aplicamos as condigoes de continuidade e contorno ao problema acoplado. Com esta
finalidade dividimos esta dissertacao da seguinte forma: no capitulo 2, fazemos uma
revisao do método LTSy com a sua formulagao mais recente; no capitulo 3, fazemos
a aplicagao do método TLTSy para o problema de transporte unidimensional de-
pendente do tempo para dominio homogeéneo; no capitulo 4, fazemos a extensao do
método TLTSy para dominio heterogéneo; no capitulo 5, apresentamos resultados
numéricos e no capitulo 6, relatamos nossas conclusoes e nossa proposta para futuros

trabalhos.



2 O METODO LTSy

O método LTSy resolve de forma analitica as equacoes Sy que apro-
ximam a equacao unidimensional de transporte de particulas em uma placa, con-
siderando uma fonte arbitraria. No método LTSy , primeiramente aplicamos a trans-
formada de Laplace na varidvel espacial e encontramos assim um sistema algébrico,
dependente de um parametro complexo s, para o fluxo angular de particulas transfor-
mado. Em um segundo passo, resolvemos este sistema algébrico para o fluxo trans-
formado e, finalmente, determinamos o fluxo angular de particulas pela aplicagao

da transformada inversa de Laplace.

2.1 Meétodo LTSy : Dominio Homogéneo

Para descrevermos o método LTSy , consideramos a equacao de trans-
porte linear unidimensional monoenergética estaciondria com simetria azimutal dada

por,

1

0 s NI,
W)+ o¥(a,) = 5 [ pleos©)U(a )k + QL) (2.1)
-1

onde x € [0, o], pe€[-1,1].

Aqui, para descrevermos o método, vamos considerar que conhecemos o fluxo de

particulas incidente na fronteira da placa, isto é,

(0, 1) = f(p) e ¥(2o, —p1) = g(p) para p > 0. (2:2)
A fungao W(z,p) representa o fluxo angular de particulas, que depende de duas
varidveis: a primeira é a varidvel de posicao = € [0,x0] e a segunda é a varidvel

de direcao pu € [—1,1], onde p = cos(f) com 6 sendo o angulo polar. Na equagdo

(2.1), o, representa a se¢ao de choque macroscépica de espalhamento e o; a segao



de choque macroscopica total. A funcao de espalhamento esta representada por
p(cos ©), onde © é o angulo formado pela dire¢ao da particula antes da interacao e
a direcao da particula apds a interagao. Finalmente, Q(x, 1) é uma fonte externa

de particulas.

A funcao de espalhamento pode ser aproximada através de uma série
truncada em polinomios de Legendre e usamos o teorema da adicao para os polinomios

de Legendre resultando em

M L
pleos©) = S 3 B PP () B () cosmlyp — &), (2.3)

m=0{¢=m
onde ¢ é o angulo azimutal formado com um angulo de referéncia ¢', P"(u) sao

funcgoes associadas de Legendre e

m (L —m)!
G = 7(“7”)!5@ (2.4)

onde os coeficientes 3, sao tabelados. Como neste trabalho vamos considerar que o

fluxo angular de particulas possui simetria azimutal, temos que M = 0 na equagao

(2.3). Desta forma obtemos a seguinte equagao:

1

L
i W) + o) = B[S GRGO PV ) + Q). (25)

L=0

Para obtermos as equagoes de ordenadas discretas associadas a equagao (2.5), seguindo
a idéia de Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1950], aproximamos o termo integral
desta equacao por quadratura de Gauss-Legendre de ordem N e logo apds, apli-
camos o método da colocagao na variavel angular p, considerando o Delta de Dirac
como fung¢ao teste e como pontos de colocacao as N raizes do polinomio de Legendre
de grau N. Desta forma, a aproximacao Sy da equagao de transporte unidimensional
estacionaria em uma placa é escrita como,

N

L
=0 k=0

para m = 1,2..., N onde u,, e wr sao, respectivamente, as N diregoes discretas

ordenadas de forma decrescente e os pesos da férmula de quadratura;



U, () e Qn(x) sdo, respectivamente, o fluxo angular e a fonte na dire¢ao p,,

e usando o mesmo procedimento nas condi¢oes de contorno temos
Ui (0) = fin € Upnyny2(T0) = gm, (2.7)

N
5. Neste trabalho, por

sendo fo, = f(tim) € gm = g(—pm + 5) param = 1,2, ..,

facilidade de notacao, a partir deste ponto, vamos usar a seguinte notagao:

L
o™ = Z ﬁlpl<:um)Pl</~Ln>
=0

Desta forma a equagao, se dividirmos a equagao (2.6) por p,,, ela pode ser reescrita

CcOo1mo

Os

dx o, 24im

iv: o™ (2)wy + Qm(z) (2.8)
=0 Hm

Para aplicarmos o método LTSy na resolucao do sistema de equacoes Sy , vamos
reescrever as equacoes definidas pela equacao (2.8) e suas condigoes de contorno
definidas pela equagao (2.7) em forma matricial, ou seja

%\P(x) — AY(x) = Q(x) (2.9)

onde A = [a;;] é uma matriz de ordem N definida por

—Gt 4 Wi —

aij = i 2 (2.10)
TsWj ij L
211 o ¢ 7& J

com condigoes de contorno definidas por,

T
i) = A foo fa] e
T
Uy(z0) = {91 g2 .- g%} : (2.11)
Aqui, ¥(x) é o vetor fluxo angular de ordem N, definido como

v = | D@ (2.12)
\112(33)

onde ¥y(x) e Wy(z) sao sub-vetores de ordem N/2 do vetor fluxo angular ¥(x),

o primeiro contendo os fluxos nas N/2 diregoes discretas positivas e o segundo nas



N/2 diregoes discretas negativas. Ainda Q(z) é o vetor fonte de ordem N definido

por

Q) = Qi(z) Golr)  Qn(2) T.
M1 w2 uN

(2.13)

Para resolvermos a equagao matricial (2.9) aplicamos a transformada de Laplace na

variavel espacial = e, desta forma, obtemos o seguinte sistema algébrico

sB(s) — W(0) — AB(s) = Q(s), (2.14)

onde definimos o fluxo transformado W(s) = L£{¥(x)} e a fonte transformada
Q(s) = £L{Q(x)}. Agora resolvemos o sistema (2.14) para o fluxo transformado, ou
seja

W(s) = (sI— A)71w(0) + (sT - A)71Q(s). (2.15)
Em continuidade, aplicamos a transformada inversa de Laplace para obtermos o

vetor fluxo angular de particulas ¥(x)
U(x)=L(sT— A)"1w0) + L H(T-A)1Q(s)}. (2.16)

Neste ponto devemos proceder a inversao da matriz LTSy (sI — A), que depende
de um parametro complexo s, e calcular sua transformada inversa. Segatto et
al. [Segatto et al., 1999b] e Marona et al. [Marona et al., 2007], observaram que
quando ‘;—t nao é unitario, os autovalores da matriz A sao todos simétricos nao-nulos

e distintos e neste caso, a matriz A é similar ao seu espectro, isto é
A =XDX!,

onde D ¢é a matriz diagonal dos autovalores da matrix A, e X é a matriz cujas
colunas sao seus respectivos autovetores. Logo, usando esta decomposicao espectral,
podemos calcular de forma analitica a transformada inversa de Laplace da matriz

inversa LTSy como descrevemos a seguir. Primeiramente observamos que,

LHI-A) ] =L H(XIXT - XDX ) =X (sI-D) XL (2.17)
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A seguir, tirando vantagem do fato da matriz simbélica sI—D ser diagonal, podemos

inverte-la facilmente, isto é

s_ldl 0 0
-1 _ 0 S—ldz
(sI-D)'=| (2.18)
1
L 0 0 s—dy J

Podemos ainda aplicar a transformada inversa de Laplace em (2.18) de forma analitica

e obtemos,
i ez 0 0 ]
0 gd2® :
LHYI-D) = = P (2.19)
. c. 0
0 0 edne

Finalmente obtemos, de forma analitica, a transformada inversa de Laplace da in-

versa da matriz LTSy .
Agora, usamos este resultado para reescrever a equacao (2.16), como

¥(x) = XeP*X10(0) + XeP*X 1« Q(x), (2.20)
onde * denota a operacao convolucao.

Dessa forma encontramos em (2.20) uma expressao analitica para o fluxo angu-
lar de néutrons W(x). Desta expressao podemos observar o carater exponencial
da solucao LTSy . Este cardter exponencial acarreta problemas computacionais
de overflow para problemas de grandes espessuras ou que requeiram uma ordem
de quadratura muito elevada, como acontece em problemas sem simetria azimu-
tal [Segatto et al., 1999a, Brancher et al., 1999]. Por este motivo, Gongalves et al
[Gongalves et al., 2000] introduziram uma formulacao que elimina este problema,
tanto da parte homogénea quanto do termo de convolugao gerado pela fonte. Para
isto, dividimos a matriz diagonal exponencial, que aparece na solugao (2.20) como
a soma de duas matrizes, a primeira contendo todos os elementos que possuem

expoentes positivos e a segunda contendo os termos de expoente negativo, isto é

ePX = DX | D7x (2.21)
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Dtz

onde as matrizes diagonais e e eP7? tem os elementos da diagonal definidos por

d;x
e“®  se d; >0
P = ' (2.22)
0, se d; <0

_ 0, se d;>0
P = ’ (2.23)
edi®  se d; <0

Dafi definimos

B(z) = XeP*X 1 =X(P ™ 4P X)X =

= XeP X4 XeP XX =BT (2)X '+ B (2)X ! (2.24)

Assim, de acordo com a formulagao apresentada em [Gongalves et al., 2002] pode-

mos reescrever a solugdo LTSy (2.20) como
U(z) =BY(z — 20)X W (x0) + B~ ()X ¥ (0) + H(z) (2.25)
onde o vetor convolu¢ao H(z) estd definido por

H(z) = /x B (x — u)Q(u)du + /Orr B™ (z —v)Q(u)du (2.26)

Zo

N

Entéo observamos que 4 conponentes de X~ 'W¥(z) e % componentes de X~ 1¥(0)

sao multiplicadas por zero, entdo podemos escrever a solugao (2.25) como

U(z) = (BT (z — x0) + B™(2)) £ + H(z) = B*(2)¢ + H(x) (2.27)

onde o vetor £ é formado pelas % componentes desconhecidas de X1 (x) e pelas %
componentes desconhecidas de X 'W¥(0). Para mostrarmos o procedimento usado
para determinarmos este vetor, vamos primeiramente reescrever a equacao (2.27)

com notacao de matrizes bloco, assim

v | _ [ Bu Buw ||, [ ] 005
) | | Bu@) Bu@ | |e| |

onde W, (x) representa o fluxo angular para as % diregoes positivas e Wyo(x) repre-

senta o fluxo angular para as % direcoes negativas.



12

Aplicamos entao as condi¢oes de contorno da seguinte forma: a condicao referente a
W, (0) é aplicada nas % primeiras equagoes de (2.28) e a condigao referente a Wy(xg) é
aplicada nas % ultimas equagoes de (2.28). Fazendo isto obtemos o seguinte sistema

linear

BL,0) BLO |[&a]_[ w0-mo 229)

B3 (z0) Biy(z0) ) Wy (z0) — Ha(zo)

com os vetores W1 (0) e Wo(z() dados pelas condigoes de contorno (2.11). Resolvendo
o sistema (2.29), o vetor £ é determinado e, consequentemente, a expresao (2.27)

para o fluxo angular também.

Para finalizar esta secao, devemos observar que nesta dissertacao apenas
consideramos o caso de condicoes de contorno de fluxo incidente prescrito, contudo
o método LTSy é facilmente adaptado para outros tipos de condicoes de contorno,
e a unica mudanca no método é a montagem do sistema linear (2.29) para a deter-

minagao do vetor &.

2.2 Método LTSy : Dominio Heterogéneo

Nesta secao, vamos apresentar a solucao LTSy quando consideramos
uma placa heterogénea. Neste caso, subdividimos a placa original em k regioes, de
forma que, em cada uma delas, consideramos o meio homogéneo. Em cada uma
destas k placas usamos a solucao LTSy conforme desenvolvida na secao anterior.
Para encontrarmos o vetor fluxo angular nos extremos de cada placa usamos as
condigoes de contorno do problema e de continuidade de fluxo nas interfaces. Para
explicarmos este procedimento, vamos, primeiramente, aplica-lo a 2 regioes e, pos-

teriormente, vamos estender esta formulacao para um nimero arbitrario de regioes.
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2.2.1 Meétodo LTSy : 2 Regioes

Vamos considerar uma placa composta de 2 materiais distintos. Vamos,
ainda, considerar que conhecemos o fluxo de particulas incidente nos extremos desta
placa e que as secoes de choque macroscopicas total e de espalhamento e fonte

externa em cada uma dessas placas s@o conhecidas. A figura (2.1) ilustra o problema.

Regido 1 Regido 2
d -
S0 ¥i(e
ol o’
(Ttl (;rt?
Q'(x) Q*(x)
Ly r T

Figura 2.1: Placa dividida em 2 regioes.

Assim, em cada placa, temos as seguintes equacoes Sy

;N
d _. . ot . . .
,um%\llzn(x) + 00 (z) = ?S > o™, U (x) + Qly () (2.30)
n=1
onde i = 1 e 2 representam o indice das placas 1 e 2, ¥! (z) e Q' (x) sao, respecti-
vamente, o fluxo angular de néutrons e a fonte na direcao discreta pi,,, o’ é a segao
de choque macroscépica de espalhamento, N é a ordem da quadratura, w, sao os

pesos da quadratura e o™ = 31 31 P(ptm) P(p1n) é a funcio de espalhamento.

Para aplicarmos o método LTSy fazemos uma mudanca de varidveis
r =x — x;_1 ha regiao 1, para ¢ = 1,2, e, desta forma, as espessuras de cada placa

sao dadas por L; = xy — xg € Ly = 9 — x1. Fazendo isto, as condigoes de contorno

dadas por:
0, (0) = f
" " (2.31)
\I]m-i-% (L2) = 3dm
param = 1,2, ..., % Na justaposicao das placas vamos considerar a continuidade

de fluxo, que é descrita por

vl (L) =9%(0), m=1,2,...,N (2.32)



14

isto é, o fluxo angular de particulas no extremo direito da regiao 1 é igual ao fluxo

angular de particulas na origem da regiao 2.

Aplicando o método LTSy em cada placa, obtemos

Wi (z B (z) B¥(x ‘ Hi (z
@ | _[ i B | [d] | [ me o)
W5 (z) Bii(z) Bi(r) | | & Hi(x)
para i=1, 2, onde ¥! denota o fluxo angular de néutrons para i, > 0 e ¥l o fluxo

para fi,, < 0 na placa 1, ¥% o fluxo de néutrons para p,, > 0 e ¥2 o fluxo para

tm < 0 na placa 2 e £ sdo vetores desconhecidos.

Para que a solugao (2.33) fique completamente determinada, precisamos
determinar os vetores £!, para i=1, 2. Para isto, aplicamos as condicoes de contorno

e de continuidade (2.31) e (2.32), as quais podemos escrever da seguinte forma

w1 (0) = Bi1(0)¢1 + Bi3(0)¢5 + Hi(0)
Bi1(L1)&1 + Bi3(L1)& + Hi(Ly) = Bi1(0)€7 + Bi3(0)&3 + H3(0) (2.34)
B3 (L1)&] + B35 (L1)&5 + Hy(L1) = B53(0)€7 + B35(0)&5 + H3(0)
W3(Ly) = B33 (L2)&7 + B33 (Lo)&5 + H5(La)
Podemos escrever esse sistema na forma matricial
Bi1(0)  Bj3(0) 0 0 & w1 (0) — Hi(0)
Bil(L) Bi(L) -BRO) -B3O) || & | _ | H@)-HO) o)
Bji(L1) B33(L1) —B3i(0) —B33(0) £ Hj(L,) — H3(0)
0 0 B3 (L) Bj3(L2) & W3(Ly) — H5(Lo)

Resolvendo o sistema (2.35), de ordem 2Nx2N, os vetores W¥(x) da expressao (2.33),
para ¢ = 1 e 2, ficam completamente determinados e assim encontramos a solugao

LTSy para o problema (2.30).

2.2.2 Meétodo LTSy : k& Regioes

Vamos, agora, estender a formulacao anterior para um nimero ar-
bitrario de placas. Entao, consideremos um placa composta de k materiais distintos.
Suponhamos também, que conhecemos o fluxo de particulas incidente nos extremos

da placa e que também sao conhecidas as se¢oes de choque macroscépicas total e de
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espalhamento bem como a fonte externa em cada uma das k placas. A figura (2.2)

ilustra o problema.

Regiao 1 Regido 2 Regido k
«—
1(0) B 2 N ok k()
rrtl fo ‘7?
Q'(x) Q) Q)
T T1 T2 Tk—1 T

Figura 2.2: Placa dividida em k regioes.

As equagoes Sy que descrevem o problema unidimensional, com simetria

azimutal nao dependentes do tempo para cada placa sao dadas por

N
d o i oy mni i i
parai=1,2 ...,k onde ¥’ (z) é o fluxo angular de particulas na dire¢ao discreta

tm, - é a segao de choque macroscépica de espalhamento, Q! (z) é a fonte, N é a
ordem da quadratura, w, sao os pesos da quadratura e o™ = 7 3¢ Py( i) Py (i)

é a funcao de espalhamento.

Novamente, a fim de aplicar a transformada de Laplace, fazemos a
mudanca de varidaveis * = x — x;_1 na regiao i, parai = 1,..., k. As espessuras de
cada placa sao dadas por L; = x; — x;_1. Desta forma, as condicoes de contorno sao
dadas por

\Ijrln(o) = fm
‘IJ:H_E (Lk) = 09m

2

(2.37)

N

param = 1,..., 5 e as condigoes de continuidade de fluxo nas k — 1 interfaces sao

dadas por

Ui, (L) = Wi (0) (2.38)

Assim, aplicamos o método LTSy conforme feito nas secoes anteriores. Utilizamos

a diagonalizagdo proposta em [Segatto et al., 1999b] e a formulagdo proposta em
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[Gongalves et al., 2002] até obtermos uma expressao para o fluxo angular de particulas
semelhante a (2.27), porém para ¥'(x), com i = 1,2,..., k. A fim de determinarmos
completamente os vetores fluxo angular W(z), precisamos conhecer os vetores &'
Com esta finalidade, aplicamos novamente as condicoes de contorno do problema

seguindo a mesma idéia de (2.34). Fazendo isto obtemos o sistema matricial

M¢ = P (2.39)
sendo
1 1 ) 7 k k T
e=lgd g .4 g . & g, (2.40)
[ wlo)-Hi(0) |
H}(L1) — H}(0)
H}(L1) — H3(0)

- o (2.41)

HYL(Ly, — 1) — HE(0)
HA (L) — H5(0)
Wh(Ly) — H5(Ly,)
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Esse é um sistema de kN equacoes por kN incognitas. Resolvendo esse sistema, as

expressoes para os fluxos angulares W'(x) ficam completamente determinadas.
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3 A EQUACAO DE TRANSPORTE
DEPENDENTE DO TEMPO

A equagao de transporte dependente do tempo tem sido estudada no
meio cientifico tanto por interesse puramente matematico como por interesse na
obtengao de benchmark [Olson e Herderson, 2004]. Apesar de haver solugoes
numéricas para os casos bi e tridimensionais para o problema de transporte depen-
dente do tempo [Chai, 2004] [Chai e Lama, 2004], usualmente restringe-se a busca
por solucoes semi-analiticas do problema unidimensional, devido a complexidade da
equacao de transporte dependente do tempo. Além disso, mesmo com essa restricao,
a literatura sobre o assunto s6 é ampla para os casos onde o dominio é infinito ou
semi-infinito, como mnos trabalhos de Ganapol [Ganapol e Filippone, 1982]
[Ganapol, 1986] [Ganapol e Grossman, 1973] [Ganapol e Peddicord, 1977]. Para os
casos onde o dominio é finito encontramos somente os trabalhos [Oliveira et al., 2002b]

[Oliveira et al., 2002a|[El-Wakil e Sallah, 2004][El-Wakil, 2006][Gongalez et al., 2007].

Seguindo nosso objetivo, neste capitulo resolvemos a equagao de trans-
porte Sy dependente do tempo utilizando o método TLTSy. Esse método consiste
na solugao das equagoes Sy [Chandrasekhar, 1950] através da aplicagdo da trans-
formada de Laplace, uma vez na variavel temporal ¢ e outra na variavel espacial
x. O problema transformado é dado por um sistema algébrico de equacoes, que é
resolvido de forma analitica pela inversao da matriz associada.  Para  determi-
narmos o fluxo angular de particulas aplicamos a transformada inversa de Laplace,
primeiramente na variavel espacial. Essa inversao segue o mesmo raciocinio utilizado
no capitulo anterior. Em seguida, aplicamos a transformada inversa de Laplace na
variavel temporal utilizando a integral de Bromwich. Com isso obtemos uma ex-
pressao para o fluxo angular de particulas na forma integral, o que caracteriza uma
solugao analitica. Para a obtencao de resultados numéricos, aproximamos a integral
de Bromwich por uma férmula de quadratura [Stroud e Secrest, 1966] e, com isso,

as nossas solugoes sao obtidas de forma semi-analitica.



20

3.1 O método TLTSy

Consideremos as equagoes Sy para o problema de transporte unidi-

mensinal dependente do tempo com simetria azimutal, dada por

N

10 0 Os -
;a\llm(t, x)+ um%\Pm(t, x) + oW, (¢, ) =5 Z "™ w, W, (t, x) + Sp(t, ) (3.1)

n=1

onde W,,(t,x) e S,,(t,z) denotam, respectivamente, o fluxo e a fonte de particulas
e no tempo ¢, na posi¢ao x e na direcao discreta p,,, v é a velocidade dos néutrons,
o; ¢ a secao de choque macroscopica total, o, é a secao de choque macroscopica
de espalhamento, ™" = Zszo BiP(pm) Pi(p) €é a fungdo de espalhamento, u,, é

direcao discreta de propagacao da particula e w, sao os pesos da quadratura.

Vamos supor também que conhecemos o fluxo angular de particulas
para o tempo inicial e o fluxo angular incidente nos extremos da placa, ou seja, as

condicoes inicial e de contorno, sao dadas respectivamente por

U (0,2) = ¢pm(x), m=1,2,...,N; (3.2)
m(t,0) = fm(t), m=1,2,... ,% (3.3)
e
N
Voon(t,m0) = gm(t), m=12, 5 (3.4)
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Aplicando a Transformada de Laplace na varidvel temporal ¢t em (3.1), obtemos

%@@m@%@__@mmﬁw)+um——wm@xxw+aﬂmxnx)=

Oz
%; 3 0™ W, Uy (p, ) + Som(p, ) (3.5)
st
onde
Uy (p,x) = L{Vp(t, 2),t — p} (3.6)
e
Sm(p,z) = L{Sm(t,z),t —> p}. (3.7)

Reorganizando os termos da equagao (3.5) obtemos

d P
Mm%\l}m(p) r) + (Ut - ;) U, (p, ) =

— 1 —
— Yy o™w,V,(p,x)+ ;‘Ifm(O, x) + Sim(p, x). (3.8)

Dividindo por p,, e denotando

O'f =0+ B
v
€
am(pw/lj) - 7\11m(0)x) +§m(p7 l‘)
obtemos

D N
ST, )+ () = 753 o, Bl + 2P (30)
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Neste ponto observamos que a equagao (3.9) tem a forma da apro-
ximagao Sy para a equacao de transporte unidimensional, com simetria azimutal,
porém nao dependente do tempo. Sendo assim, aplicamos o método LTSy con-
forme descrito no capitulo anterior, ou seja, aplicamos a transformada de Laplace

na variavel espacial da equacao (3.9), obtendo

— - p__ N _
SUn(p,8) = Unn(p,0) + 0,0 (p, 5) = 225 > o w, Uy(p,s) +
m M p=1
| OulP:) (3.10)
Hm
onde
e
Se reorganizarmos os termos da equagao (3.10) na forma
ol o0, \ = o N _
i u) U (p,5) = 5 0" w, U (p, ) =
= s -
el 0, (313

podemos reescrever a equagao (3.13) na forma matricial. Fazendo isto obtemos

(sI— A(p)®(p.s) = T(p,0) + b(p, s) (3.14)
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como a forma matricial de (3.13) onde

aij(p) = { :E]: T (3.15)
- para i#j
i
— — = T
T(p,s) = [wp, s) ... Un(p, s)] , (3.16)
T(p,0) = [T1(p,0) ... Tn(p,0)]", (3.17)
[§
- pu— pu— T
a(p7 S) _ (bl(pv 3) ¢N(p7 S) ) (318)
251 UN
O sistema (3.14) é resolvido analiticamente como
T (p,s) = (sT— A@) " E(P,0) + (sT— A(p)) ' 6(p, s) (3.19)

Neste ponto, utilizamos o fato que a matriz A (p) é diagonalizdvel [Segatto et al., 1999b)]

€ a escrevernos coino

A(p) = X(p)D(p)X(p) " (3.20)

onde D(p) é a matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores da matriz A(p) e

X(p) é a matriz cujas colunas sao os autovetores da matriz A(p). Com isso, obtemos

(sT—A)" ' =X(sI-D)" !X (3.21)
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A partir deste ponto, por simplicidade de notagao, adotaremos
A=A(p), D=D(p) ¢ X=X(p).

Entao a equagao (3.19) torna-se

T(p,s) = X(sI— D) 'X1¥(p,0) + X(sI - D)X 1¢(p, s) (3.22)

Aplicando a transformada inversa de Laplace em relacao a variavel s na equacao

(3.22) e utilizando a mesma idéia de (2.17), (2.18) e (2.19) obtemos

W(p,z) = XeP*X 1 (p, 0) + XeP*X 71 % 4(p, z) (3.23)

onde o sinal * representa a operacao convolucao na variavel x. Neste ponto, vemos,
novamente, o carater exponencial da solucao LTSy . Isto pode acarretar problemas
de overflow para placas de grande espessura. Dai utilizamos, mais uma vez, a

formulacao proposta por Gongalves [Gongalves et al., 2000] e definimos

B(p,z) = XeP*X 1 = XeP' (e-m0)x—1 4 XPox ! (3.24)

Denotamos, a titulo de facilitar o entendimento, a equagao (3.24) por

X P @m0~ L XeP X = B (p, & — x9) + B (p, z) (3.25)
onde
di(p), se d; >0
0, se di(p) <0
e

D™ = (3.27)

com d;(p) autovalores da matriz A.
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De acordo com a formulacao apresentada em [Gongalves et al., 2000]

obtemos (3.23) como

@ (p,z) = B*(p,2)¢ + H(p, x) (3.28)

onde B*(p, x) é obtido de forma similar a (2.27), £ é um vetor desconhecido e H(p, z)

contém os termos de convolucao.

Se utilizarmos uma notacio por blocos, com ¥, denotando o fluxo angular trans-
formado de néutrons para ji,, > 0 e ¥, o fluxo angular transformado de néutrons

para fi,,, < 0, podemos escrever a solucao (3.28) da forma

Ti(pa) | _ | Bupa) Bhpa) || & | | o) (3.20)

Wy(p, x) B3 (p,z) B (p, ) & 2(p, )

s

onde W1 (p,z) e Wy(p, ) sdo vetores com % componentes de W(p, r) para f,, >0 e

Um < 0, respectivamente.

Neste ponto, a fim de determinar o vetor &, aplicamos as condigoes de contorno

seguindo a mesma idéia do capitulo anterior, ou seja, aplicamos a transformada de

Laplace na condigao referente a Wy (t,0) e a aplicamos nas % primeiras equagoes de

(3.29), entao aplicamos a transformada de Laplace na condigao referente Wy (¢, x¢)
N

e a aplicamos nas 3 ultimas equagoes de (3.29). Fazendo isto podemos montar o

sistema matricial

Bfl(pv 0) B’{Q(p’ 0) & _ Wl(pa 0) - ﬁl(p7 O) (330)

B3, (p, 7o) B3s(p, 7o) & Wy (p, z0) — Ha(p, z0)

Resolvendo esse sistema, determinamos completamente a expressao (3.28)

para o fluxo transformado na variavel temporal W(p, z). Para reconstruirmos o fluxo
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angular W(¢, x) basta procedermos a inversao da transformada de Laplace na variavel

temporal ¢. Isto é feito através da integral de Bromwich

_ 1 ytico ot
Y

278 )y ioo

E assim obtemos a solucao do problema proposto na forma integral.
Para obtermos resultados numéricos vamos utilizar uma férmula de quadratura para

aproximar a integral (3.31).

3.1.1 Inversao numérica da transformada de Laplace por férmula de
quadratura

Existem muitas técnicas para a inversao numérica da transformada de
Laplace. Nesta dissertacao iremos usar quadratura Gaussiana para fazer esta in-
versao [Stroud e Secrest, 1966]. A técnica de quadratura Gaussiana apropriada para

encontrar a inversa da transformada de Laplace é dada pela seguinte férmula:

c+1i00 N
L eXp(p)F](gp)dp = AuF(pn) (3.32)
n=1

2mi c—100

onde i é a unidade imaginaria, ¢ é um numero positivo arbitrario e F(p) é uma
funcao analitica no semi-plano direito do plano complexo. As abscissas p, e pesos
Ap, n=1,2,..., N sdo determinados de forma que (3.32) seja exata sempre que a
funcao F(p) é um polindomio de % com grau menor ou igual a 2N — 1. Segundo
Heydarian et al. [Heydarian et al., 1981], podemos calcular as abscissas p, como
sendo as raizes do seguinte polinomio

N
SRS
r=0

(—1)NTZ(J]\;(Jj$!r — Dl ver _y, (3.33)

e os pesos A, da equagdo (3.32) podem ser encontrados através da solugao de

il 1
g Anp,:’":—', 0<r<N-1.

rl
n=1
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Assim, se queremos encontrar a transformada inversa de Laplace de uma funcao

U(s), pela integral de Bromwich fazemos

y+ioco
u(t) = — / e (5)ds. (3.34)

B Tm —1400
Para usarmos a férmula de quadratura definida pela equacao (3.32), fazemos a

seguinte mudanca de varidvel em (3.34)

st=p
e desta forma temos que
L (P) 4 3.35
tu(t) = — (7) . .
w) =g [, v (§)a (3.35)
Podemos reescrever a equagao (3.35) como:
1 c+ioco F(p)
tu(t) = — P 2d 3.36
wt) =5 [ e, (3.36)
onde F(p) = pU (%) Resumindo, a fungdo F(p), que aparece na férmula de

quadratura Gaussiana (3.32) estd relacionada com a fungado a ser invertida U(s)

por:

=20 ()

onde t é o tempo em que desejamos obter a inversao. Devemos notar que podemos
encontrar um algoritmo para o calculo destas abscissas e raizes em trabalhos de

Piessens [Piessens, 1973].

Desta forma, podemos estimar o valor da integral de linha descrito
pela formula (3.31) através de quadratura Gaussiana. Assim, o fluxo angular de

particulas em x no instante ¢ pode ser calculado como
Mo,
w(t,z) = > 42T (% 2) 3.37
()= AT (s (337)

onde A; sao as raizes da quadratura e p; s@o os pesos descritos acima.
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4 O PROBLEMA EM DOMINIO
HETEROGENEO

Neste capitulo fazemos a extensao do método TLTSy para o problema
de ordenadas discretas Sy unidimensional em dominio heterogéneo. Para isto uti-
lizamos uma formulacao semelhante & proposta na segao (2.2), isto é, subdividimos
a placa original em k regioes, de tal forma que possamos considerar meio homogéneo
em cada uma das regides. Entao, em cada uma delas, aplicamos o método TLTSy
da maneira como foi explicado no capitulo anterior. Consideramos que conhecemos
o fluxo angular de particulas para o tempo inicial, o fluxo angular incidente nos
extremos da placa e que hé continuidade de fluxo nas interfaces das regioes. Estas
condigOes nos permitem encontrar uma expressao para o fluxo angular transformado
W(p,r) na placa. E utilizando a transformada inversa de Laplace na varidvel tem-
poral, obtemos o vetor fluxo angular W (¢, ). Para exemplificar esse procedimento
vamos proceder como na se¢ao (2.2), ou seja, vamos, primeiramente, aplica-lo a duas

regioes e entao estender a formulagao para um nimero arbitrario de regioes.

4.1 O Problema Heterogéneo: 2 Regioes

Vamos considerar uma placa composta de 2 materiais distintos. Vamos
ainda considerar que conhecemos o fluxo de particulas incidentes nos extremos desta
placa e que as se¢oes de choque macroscépicas total e de espalhamento e fonte

externa em cada uma destas placas sdo conhecidas. A figura (4.1) ilustra este caso.

Assim, para cada placa i, as equagoes Sy que descrevem o problema de
transporte unidimensional, com simetria azimutal, dependente do tempo sao dadas

por
10

i N
% Z o, U (¢, ) + SE(t, 2) (4.1)
n=1
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parai=1e2 m=1,...,N, onde v é a velocidade dos néutrons, o} ¢ a segao de

choque total na regiao i, o é a secao de choque de espalhamento na regiao i, ! (¢, )

e S (t,z) sao, respectivamente, o fluxo angular e a fonte de particulas na diregao

discreta pt,,, no tempo ¢, na posicao x do material i, o™ = ZlL:O GiPy () Pr(pen) €

a funcao de espalhamento da regiao 1.

— Regiao 1 Regiao 2 —
Ui(t,0) WAt 29)
ol ol
o/ of
Si(t,x) Sa(t, x)
Ty i) To

Figura 4.1: Placa dividida em 2 regioes para problema dependente do tempo.

Procedendo com a seguinte mudanca de variavel x =  — x;_; na regiao

i, para i = 1,2, as espessuras de cada regiao sao dadas por L; = x; — x;_1. As

condicoes iniciais, de contorno e de continuidade de fluxo tomam a forma

N
2

N
2 ft —
V(L) = gnlt) m=1...7

ol (t,L1) = V2 (¢,0), m=1,...,N.

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Aplicando o método TLTSy, conforme descrito na secao anterior, para cada regiao

i, obtemos a solucao transformada da equagao (4.1), para i = 1 e 2, como sendo

' (p,z) = B*(p,2)¢' + H (p, 2)

(4.5)
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para i = 1,2, onde Wi(p, r) é o fluxo angular transformado na regiao i, B*(p, ) é
definido de forma similar a (2.27), £ é um vetor desconhecido e ﬁi(p, x) é o vetor

que contém os termos de convolucao na variavel x.

A fim de que os fluxos transformados @i(p, x) fiquem determinados na
expressao (4.5), aplicamos as condigdes de contorno como em (2.34) e obtemos o

seguinte sistema

Bil(p.0) Bil(p.0) 0 0 3 W, (p,0) — H, (p, 0)

Bil(pL1) Bi}pL) -Bif0) —BiE(0) || & |_| MeL)-Heo | o

B3l(p.L1) B3b(p.L) —B32(p,0) -B3(p.0) | | & Hy(p.L))-H(p.0) |
0 0 B3 (p. L) Bi(p.La) | | & 5 (p, Lz) — Hy(p, L)

Resolvendo esse sistema, a expressao para o fluxo angular transformado
@i(p, x) de (4.5) fica completamente determinada, para i = 1 e 2. O vetor fluxo
angular para cada regiao i W'(¢,z) é obtido através da aplicagao da transformada
inversa de Laplace utilizando a integral de Bromwich como em (3.31). Apds para
a obtencao dos resultados numéricos, aproximamos tal integral por um esquema de

quadratura, seguindo os passos da secao 3.1.1.

4.2 O Problema Heterogéneo: k Regioes

Vamos agora estender a formulagao TLTSy para uma placa heterogénea
composta por um numero arbitrario de regides. Para isto vamos considerar uma
placa composta por k materiais distintos. Vamos considerar também que o fluxo de
particulas no tempo inicial é conhecido, bem como o fluxo incidente nos extremos
da placa. Além disso, vamos supor que ha continuidade de fluxo nas interfaces
das regioes e que sao conhecidas as segoes de choque macroscépica total e de es-
palhamento e a fonte externa em cada uma das placas. A figura (4.2) ilustra o

problema.
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Regiao 1 Regiao 2 Regiao k
ﬁ ~ - H
Wit 0 . Wk,
1(£,0) J}’ 03 Jé 2( k)
rrtl Uf Uf
Si(t, z) So(t, z) Si(t, )
) T Z2 Tp-1 Tk

Figura 4.2: Placa dividida em k regioes para problema dependente do tempo.

A aproximacao Sy que descreve o problema de transporte unidimen-

sional, dependente do tempo, com simetria azimutal em cada placa é dada por

N
10 o _. o i : . .
;a\ﬂﬁn(t, x) + ,uma—x\llfn(t, x) + oV (t,x) = ?s n§_1 o™ w, W (¢, ) + Sy, (t ) (4.7)
parai=1,...,k,m=1,..., N, onde v é a velocidade dos néutrons, o} ¢ a segao de

choque total na regiao i, o é a secao de choque de espalhamento na regiao i, W' (¢, )
e S'(t,x) denotam, respectivamente o fluxo angular e a fonte de particulas na diregao
discreta i,,, no tempo ¢, na posicao = do material i, o™ = ZIL:O GiPy () Pr(pn) €

a funcao de espalhamento da regiao 1.

Procedendo com a seguinte mudanca de variavel x = z — x;_1 na regiao
i, parai = 1,...,k, as espessuras de cada regiao sao dadas por L; = z; — x;_1. As

condicoes iniciais, de contorno e de continuidade de fluxo tomam a forma

Ul (t,0) = fu(t), m=1,...

qf’;%%(t,Lk) = gn(t) m=1,..., (4.9)

U (t,L;) = Uer(t,0), m=1,...,N, i=1,...,k—1. (4.10)
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Aplicando o método TLTSy, para cada uma das equagoes (4.7) obtemos sua solugao

transformada como

W' (p,x) = B*(p,2)¢' + H (p, ) (4.11)

parai=1,...,k, onde i (p,x) ¢é o fluxo angular transformado na regiao i, B*(p, r)
¢ definido de forma similar a (2.27), £ é um vetor desconhecido e " (p,z) é o vetor

que contém os termos de convolugao na variavel x.

Para que a solugao para o fluxo transformado (4.11) fique completamente determi-
nada, precisamos determinar o vetor £. Para isto aplicamos as condic¢oes de contorno

(4.9) e de continuidade (4.10) e montamos o sistema matricial
M¢ = P (4.12)

onde
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e=ld & .44 .. & d] (414)

1 =1
‘Ill(pv 0) - Hl(pa 0)
=1 =2
H, (p, L1) — Hy(p,0)
=1 =2
HQ(pv Ll) - HQ(pa O)

) Tyi+1
Hll(pv Lz) - Hl (p7 0)
P= . (4.15)
i i+l

—=k—1 =k
Hl (p’ Lk - 1) 7H1(p70)

=—=k—1 ==k

H2 (p7 kal) - H2(p, O)
—k ==k
Wy (p, L) — Hy(p, Li,)

Resolvendo tal sistema, a solu¢do para o fluxo transformado (4.11) é totalmente
determinada. Para a solucao final, aplicamos a transformada inversa de Laplace
na varidvel temporal t, utilizando a integral de Bromwich como em (3.31) para
cada regiao i, encontrando assim, a solucao para o problema de ordenadas discre-
tas unidimensional dependente do tempo na forma integral. Apds, para a obtencao
de resultados numéricos, fazemos uma aproximagcao desta integral seguindo os pas-
sos da secao 3.1.1. E isto completa a extensao do método TLTSy para dominio

heterogéneo.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Com o objetivo de validar o algoritmo proposto para a solu¢ao do pro-
blema de transporte Sy unidimensional dependente do tempo em geometria carte-
siana, primeiramente testamos os resultados gerados pelo nosso programa em meio
homogéneo. Fazemos isto comparando os resultados obtidos pela nossa proposta com
os resultados obtidos em [Oliveira et al., 2002a]. Num segundo passo, para analisar
a formulagao proposta para meio heterogéneo, como nao encontramos trabalhos na
literatura, vamos considerar uma seqiiéncia de problemas em duas regioes, onde a
primeira regiao possui espessura Li, secoes de choque total o, = 1 e espalhamento
o, = 0,9. A segunda regiao sera considerada com uma espessura Lo, 0, = 1 e 0s
valores de o, para a segunda regiao assumirao um valor em cada problema formando

uma seqiiencia de valores se aproximando de 0, 9.

5.1 Problema Homogéneo

Considere o problema homogéneo, conforme secao 3. Suponhamos que
o, =1, 05 = 0,999, v = 10° e que a espessura da placa é o = 50. Consideremos,
também, condigoes de contorno reflexiva a esquerda e de vacuo a direita. Suponha-
mos uma fonte unitaria na regiao 0 < x < 10 e que, no instante ¢t = 0, esta fonte é
retirada, gerando assim um problema dependente do tempo, cuja condigao inicial é

dada pela solucao do problema estacionario descrito pelas equacgoes

N

36 (2) + 10m(2) = 53 i + Qu(o), (51)
n=0

én(0) = dN—pn+1(0), n=1,...,N/2 (5.2)

On(r9) =0, n=(N/2+1),...,N, (5.3)
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1, 0<x<10
Qm(x) = (5.4)
0, 10 <z < 50.
As tabelas seguintes mostram o valor da taxa de absorcao dada por
50 N
Ru(t) = (o1 — 05) / D wn Wy, t)de, (5.5)
45 =1

Na tabela 5.1 apresentam-se os resultados numéricos determinados para
a taxa de absorcdo na regiao 45 < x < 50, no instante t = 10~°s, fazendo-se uso
dos métodos TLTSy e SPy;-LTSy, o qual foi proposto em [Oliveira et al., 2002a,
considerando as ordens de quadratura N = 2,4,6,8 e 12 para a aproximagao Sy,
ordem de quadratura igual a 8 para a inversao numérica da transformada de Laplace

e ordem de aproximacao em polinomios de Laguerre igual a M = 30.

N TLTSN SP-LTSN

2 1 0.1265737376187556 -

4 1 0.1265737376187556 -

6 | 0.1265737376187557 -

8 | 0.1265737376187572 | 0.1265737376187571

Tabela 5.1: Resultados Numéricos para a taxa de absorcao pelos métodos TLTSy e
SPy-LTSy

Na tabela 5.1, pode-se observar que o método TLTSy convergiu desde

a ordem de quadratura de N = 2.

Na tabela 5.2, apresentam-se os valores para a taxa de absorsao na
regidao 45 < x < 50, dada por (5.5) no instante ¢ = 1s para o método LTSy ,
considerando as ordens de quadratura N = 2,4,6,8 e 12 para a aproximacao Sy e
ordem de quadratura 8 para a inversao numérica da transformada de Laplace. Esses
resultados sao comparados com os obtidos pelo método SP-LTSy , considerando
ordem de aproximacao em polinomios de Laguerre igual a M = 18. Enquanto

que, na tabela 5.3, sao apresentados os valores para o fluxo escalar no instante
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t = 8s, ordem de quadratura 8 para a aproximacao Sy e para a inversao numeérica
da transformada de Laplace nos pontos x = 5,6,7 e 8 da placa. Esses resultados
sao comparados com os resultados obtidos pelo método SP;-LTSy com ordem 18

para a aproximacgao em polindmios de Laguerre.

N LTSy SP-LTSy
1.0161399 | 1.016139
1.0161399 | 1.016139
1.0161399 | 1.016139
1.0161398 | 1.016139
12 ] 1.0161398 | 1.016139

OO | O] W=~ | DN

Tabela 5.2: Resultados Numéricos para a taxa de absorcao pelos métodos TLTSy e
SPs-LTSyn

LTSg SPlg—LT88
0.00779734523 | 0.007797345
0.00240506489 | 0.002405064
0.00067846751 | 0.000678467
0.00017045100 | 0.000170451

ol ooy &

Tabela 5.3: Resultados Numéricos para o fluxo escalar pelos métodos TLTSg e SPs-
LTSg nos pontos = 5,6,7 e 8

Observando atentamente as tabelas 5.1,5.2 e 5.3, pode-se concluir que o
método TLTSy apresenta uma boa aproximagao em comparagao com os resultados
do método SP,,-LTSy. Destacamos ainda que o método TLTSy nao necessita de
recursividade em sua resolucao como é preciso no SP,,~-LTSy. Por este motivo
precisamos resolver apenas um problema estacionario para cada abcissa p,,, dada na
férmula (3.37) e a implementagao computacional é facilitada. Com isso afirmamos
que o método TLTSy é robusto computacionalmente para resolver o problema de

transporte Sy depedente do tempo em uma placa.

Em suma, concluimos a convergéncia numérica do método TLTSy em
comparagao ao método SP-LT'Sy . Isto pode ser verificado tanto com a variagao da
ordem de aproximacao dos polinomios de Laguerre, como com a variacao da ordem

das equagoes Sy .
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5.2 Problema Heterogéneo

Para testarmos nossa formulacao para problemas em dominio
heterogéneo, vamos resolver uma seqiiéncia de problemas de transporte unidimensio-
nais dependentes do tempo em dominio heterogéneo. Vamos considerar uma placa
composta de duas regides, onde v = 10°, L; = 3, S'(¢t,z) =0, o} =1, o} = 0,9,
Ly=17,5%t,x) =0, 02 =1 e 02 assume uma seqiiéncia de valores convergindo para

ol =0,9. A figura 5.1 ilustra o caso.

R Regido 1 Regiao 2 —
Vi(z,0) 1 02— 0.8,0.85,0.88,0.80, | Ti(t.x2)
7= 0.9 0.899.0.8999,0.89999
o—tl — 1 l’ftz = 1
Si(t:I) SQ(tJI)
3 7

Figura 5.1: Figura ilustrando a seqiiéncia de problemas resolvidos.

Neste problema, consideramos como condic¢oes iniciais e de contorno,

respectivamente, as condigoes

U, (0,2) =10% m=1,...,
vl (t,0)=0, m=1,..., (5.6)

\llfn(t,xg) =0, m=

Na tabela 5.4 apresentamos os valores obtidos pelo método TLTSy para o fluxo

escalar dado por

N
gO(t,l‘) = an\yn(t,l‘) (57)
n=1

para a ordem N = 10, para as posicoes x = 0, 3 e 10 no instante ¢ = 0.1. Estes re-
sultados sao comparados com os resultados obtidos pelo método TLTSy em dominio

homogéneo com zy = 10, oy = 1 e 0, = 0.9 listados na tultima linha da tabela.
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O z=0 r=3 z =10

0.8 | 0.0267405082297 | 0.00437852441138 | 1.3231050610119
0.85 [ 0.0267348290615 | 0.00432857691846 | 1.2884719563727
0.88 [ 0.0267378139524 | 0.00428714029475 | 1.2476239475617
0.89 [ 0.0267399864273 | 0.00405837491857 | 1.2100562718238
0.899 [ 0.0267400194382 | 0.00383847562745 | 1.2100037281910
0.8999 | 0.0267403491837 | 0.00373302738494 | 1.2098514483992
0.89999 | 0.0267405082296 | 0.00373381979639 | 1.2042519774918

| 0.9 ]0.0267405082296 | 0.00373342773961 | 1.2042519765982 |

Tabela 5.4: Resultados numéricos para o fluxo escalar com N = 10 em ¢ = 0.1 pelo
método TLT Sy

Podemos observar, na tabela 5.4 que obtivemos resultados satisfatérios
com a aplicacao do método TLTSy para dominio heterogéneo. Podemos afirmar isso,
pois foi proposta uma seqiiéncia de problemas heterogéneos convergindo para um

problema homogéneo e nos resultados obtidos também observa-se essa convergeéncia.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com base nos resultados apresentados no capitulo anterior e também
na prépria formulagao do método TLTSy apresentada nas secoes 3 e 4, é importante
salientar os seguintes aspectos: a solugao obtida W, (¢, z) é uma solucao analitica das
equacoes Sy no sentido de que nenhuma aproximacao foi feita para sua derivagao,
a menos de erros de arredondamento; a aplicacao do método LTSy a cada uma das
regioes, reduz um problema mais complexo em um problema simples, que pode ser
resolvido acoplando todas as solugoes obtidas ao seu término; a rapida convergéncia
numérica do método TLTSy na resolugao do problema de transporte Sy dependente
do tempo, ou seja, a precisao desejada é encontrada para um valor pequeno de
N; o método mostrou-se eficiente tanto na resolugao de problemas de transporte
dependente do tempo em dominios homogéneos e heterogéneos; face a complexidade
dos problemas resolvidos, vale salientar a simplicidade da formulacao proposta, o que
facilita a implementacao de cédigos computacionais; com facilidade essa formulagao
pode ser adequada para resolver outros tipos de problemas, tais como, problemas
anisotropicos, problemas envolvendo outros tipos de condigoes de contorno e iniciais,
por exemplo, condigoes reflexivas; a confiabilidade dos resultados encontrados é
reforgada pela demonstragao da convergéncia do método SP,-LTS y apresentada em
[Vilhena et al., 2003]. Face ao exposto, pode-se afirmar que a formulagao proposta
é adequada na geracao de problemas benchmark, basta testarmos outras formas de

inversao numeérica para a transformada de Laplace.

Concluindo, pode-se afirmar que o objetivo deste trabalho foi atingido,
uma vez que foi mostrada a generalidade do método na resolugao de problemas de
transporte Sy unidimensionais dependente do tempo, em uma placa plana, em meio

homogeéneo ou heterogéneo.

Como trabalho futuro, sugerimos testar outras formas de inversao
numérica da transformada de Laplace no tempo. Também sugerimos a aplicagao

desta metodologia na solucao de problemas de cinética de reatores.
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