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Resumo

A integragao estruturada e consistente de diversas especificagoes (ou visoes ) de
um sistema é hoje uma questao essencial na moderna abordagem para especificacao
e desenvolvimento de software. Neste contexto, precisamos de uma teoria que fale
sobre formalismos de especificacao e que ao mesmo tempo nos oferega conceitos e
construcoes para estabelecer-mos relagoes entre eles.

Com este trabalho temos o objetivo de discutir nocoes rigorosas para idéia de
l6gica, técnicas fundamentais para relaciona-las e mostrar a utilizagao destes concei-
tos para abordar a questao da interoperabilidade formal, especialmente de provas.
Como formalizagao para idéia de légica utilizaremos as Institui¢oes de Goguen &
Burstall e a extensao de Meseguer para General Logics. Como técnica para rela-
cionar légicas trabalharemos com os mapeamentos Plain e Simples de Meseguer.
Atencao especial é dada a discussao das propriedades destes mapeamentos com vis-
ta a reutilizagao de componentes logicos, especialmente da relagao de consequéncia
entre férmulas.

Contribuic¢oes desta dissertacao incluem um tratamento acessivel para os con-
ceitos fundamentais necessarios para estudar logicas e sua integracao, uma expo-
sicao uniforme e detalhada de uma familia de sistemas l6gicos e uma apresentacao
categorica desta integracao via mapeamentos.

Palavras-chave: Interoperabilidade Logica, Mapeamentos entre Instituigoes, Es-
pecificacao Formal.



TITLE: “LOGICAL INTEROPERABILITY VIA MAPS”

Abstract

The integration in a sound and structured way of several specifications (or
views) of a system is a key research area in (modern) software specification and
development. In this context, we need a theory to speak not only about specification
logics, but also one that can offer us concepts and constructions to establish relations
between these formalisms.

In this work we have the purpose of discussing rigorous notions for the idea of
logic, presenting fundamental techniques to relate them, and introducing important
constructions to approach the problem of formal interoperability, most notably of
proofs. As a formalization of the informal idea of a logical system, we use Goguen &
Burstall's concept of Institutions and Meseguer’s further extension to General Logics.
Meseguer’'s Plain and Simple Maps of Institutions are the tools we use to relate and
map logics. Besides, special attention is given for the discussion of the essential
properties of these maps concerning the borrowing of logical components, specially
of consequence relations.

Contributions of this thesis include a smooth presentation of fundamental
techniques to study and relate logics, an uniform and detailed exposition of a num-
ber of logical systems, and a categorical formalization of relations between these
formalisms by way of maps between institutions.

Keywords: Maps between Institutions, Logical Interoperability, Formal Specifica-
tion.



1 Introducao

1.1 Motivagao

A complexidade dos sistemas de computacao tem crescido consideravelmente
nos ultimos anos. Os requisitos aumentam em escala e funcionalidade. Desta manei-
ra, o desenvolvimento de sistemas requer, cada vez mais, o suporte de metodologias
rigorosas.

Neste sentido, salientamos a utiliza¢ao de métodos formais, que sao linguagens,
técnicas e ferramentas para especificar e verificar sistemas, baseadas em fundamen-
tos matemadticos [CLA 96]. A utilizagdo de métodos formais visa principalmente
aumentar o entendimento dos sistemas, revelando inconsisténcias, ambigiiidades e
falhas que podem, caso contrario, nao serem detectadas. Além disso, especificacoes
formais facilitam a modularizacao e o reuso na producao de software. Também
propiciam rapida prototipagao e metodologias para verificagao formal.

Devido a necessidade de capturar vérios aspectos dos sistemas (i.e., aspectos
algébricos e operacionais, tratamento de dados, seguranca e concorréncia) surge
uma diversidade de formalismos légicos para especificacao formal. Alguns exemplos
classicos de logicas para especificagao incluem: légica de predicados e suas variantes
incluindo légica equacional multi-sortida e ordenada por sorts [GOG 92], l6gica de
reescrita [MES 90], CCS [MIL 80] e légicas temporais [ARR 96].

No entanto, a existéncia desses diversos formalismos, embora um sinal de
vitalidade e criatividade intelectual [MES 89], nos impoe ao mesmo tempo algumas
dificuldades. Primeiramente, nao temos como comparar resultados e ferramentas
desenvolvidas em diferentes formalismos. Também, as linguagens de especificacao
sao, na maioria das vezes, utilizadas independentemente, sem a possibilidade de
“integracao” na solucao de um mesmo problema.

Neste contexto, precisamos de uma teoria que fale sobre formalismos para espe-
cificagao e que ao mesmo tempo nos ofereca conceitos e construgoes para estabelecer-
mos relagoes entre eles. Mais precisamente, necessitamos de uma “estrutura” que
capture as propriedades bésicas de qualquer logica para especificacao.

Este dissertagao é baseada no trabalho de Goguen & Burstall [GOG 92] sobre
Instituicoes' e na extensao desta teoria por Meseguer no cldssico General Logics
[MES 89].

As Instituicoes foram introduzidas para axiomatizar a nocao informal de
l6gica, consistindo nos ingredientes minimos que qualquer formalismo deve ter, i.e.,
a idéia de sintaze (linguagem), semdntica (modelos/algebras) e de satisfagdo. For-
malmente, este conceito consiste de uma categoria de assinaturas, de dois funtores,
um determinando o conjunto de sentencas e o outro a categoria de modelos para
cada assinatura, de uma relacao de satisfacao entre modelos e sentencas respeitando
os morfismos entre assinaturas. Esta ¢ a visao da logica como uma linguagem para
falar sobre modelos.

Em [MES 89], é introduzida uma abordagem unificadora em que um sistema
légico integra aspectos dedutivos (deducgao & provas) e semanticos (modelos), i.e., é
formalizado como uma ldgica junto com um cdlculo de provas, sendo que uma légica
é definida como uma instituicao juntamente com um sistema de conseqiiéncia.

Do inglés institution



Esta nocao é necessaria para abordar a questao da interoperabilidade de re-
lacao de consequéncia, i.e., de provas, como serd mostrado adiante. Entretanto,
os relacionamentos entre sistemas légicos sao capturados essencialmente no aspecto
semantico de uma légica, mais precisamente a nivel de instituicao.

Na literatura existem outras nogoes interessantes para a idéia de sistema légico,
entre elas podemos citar o conceito de Instituigao-m [FIA 87|, em que a formalizagao
de légica é definida em funcao da relacao de conseqiiéncia. Desta forma, baseada
em uma abordagem dedutiva. Em [MES 89], essa nogao é apresentada com o nome
de sistema de consequéncia.

Desta maneira, podemos construir especificagoes com sistemas logicos arbi-
trarios. Contudo, trabalhar com uma unica légica, nao ¢é suficiente em muitas si-
tuacoes. Como ja mencionado, normalmente precisamos de varios sistemas logicos
na mesma tarefa de especificacao e desenvolvimento (i.e., para capturar uma diver-
sidade de aspectos dos sistemas).

Essa necessidade de trabalhar com diversos formalismos logicos na mesma
tarefa introduz a questao da interoperabilidade légica, ou seja, como conectar de
uma maneira matematica rigorosa as diferentes logicas para especificacao. Neste
contexto, esta questao pode ser vista sob diversos aspectos, entre eles,

e a necessidade de representar (ou “codificar”) uma légica £ em outra, digamos
U, normalmente entendida como uma légica universal, no sentido de que varias
légicas podem ser representadas nela de uma maneira natural (ver Figura 1.1);

L’

"R(L”)

U

FIGURA 1.1 — Loégica Universal

e a capacidade de utilizar de forma integrada, com um tratamento matemaético
rigoroso, as diferentes formalizagoes de um sistema e as diversas estruturas
(softwares, provas, relagoes de satisfagdo e conseqiiéncia) que suportam tais
formalizacoes.

Neste sentido, existem varias abordagens para tratar essa questao. Uma ma-
neira é a construcao de novos métodos (sistemas 1égicos, ferramentas, linguagens)
que reunam como um todo, diferentes caracteristicas de diferentes légicas. Exem-
plos de linguagens que foram construidas englobando caracteristicas de linguagens ja



existentes sdo: Lotos (CCS + especificagao algébrica) [ELJ 89], RAISE [MIL 90|, Z
+ CSP [FIS 97]. Entretanto, estamos certos que, devido ao alto custo e o tempo gas-
to no desenvolvimento de sistemas e na construcao de novos métodos, a reutilizacao
¢ uma questao essencial. Entao torna-se clara a necessidade de uma metodologia
que possibilite conectar (reutilizar) as 16gicas ja existentes, capacitando assim, a
utiliza¢do de uma diversidade de sistemas légicos (independentes) na solug¢ao de um
mesmo problema.

Nesta dissertacao, discutimos conceitos que vao de encontro com esta aborda-
gem (reutilizagao), mais especificamente apresentamos a conexao entre as légicas e
seus componentes capturada através de mapeamentos entre instituicoes.

Com base nessas idéias (mapeamentos) existe uma série de trabalhos que vem
desenvolvendo metodologias para tratar de diversas aplicagoes. Cerioli & Mese-
guer tem o objetivo de utilizar (reutilizar) componentes (modelos, calculos, siste-
mas de provas, relacoes) de uma logica em outra. Diaconescu [DIA 98, DIA 96]
busca a conexao entre logicas através de mapeamentos, para dar semantica para a
linguagem CafeOBJ. Em [TAR 96], Tarlecki propde a utilizagdo de diferentes for-
malismos em diferentes visdes do mesmo problema. Também, Martini, Wolter e
Haeusler [MAR 2001], discutem a situacao de conectar mddulos de especificagoes
(com semanticas possivelmente heterogéneas).

Com isso, podemos dizer que o contetido presente aqui estd inserido na area de
estudo de metodologias matematicas para o relacionamento, integragao e reutilizacao
de logicas.

1.2 Objetivos e Contribuicoes
Os objetivos deste trabalho incluem

e discutir nogoes rigorosas da idéia de ldgica e de logica para especifica¢do, bem
como compara-las. Especificamente concentrando esta dissertacao nas insti-
tuicoes de Goguen & Burtall, como formalizacao modelo-teérica para idéia de
l6gica para especificacao e no classico General Logics de Meseguer, tratando o
conceito de sistema logico como uma abordagem unificadora;

e introduzir técnicas fundamentais para relacionar loégicas, apresentando esta
idéia através de mapeamentos entre instituicoes;

e abordar esses conceitos para tratar a questao da interoperabilidade formal,
especialmente de provas.

Por exemplo, considere a Figura 1.2, onde temos a conexao de dois sistemas l6gicos
(Instituicao + Sistema de Conseqiiéncia + Cédlculo) no nivel de instituigao. O de-
senho representa uma situacao em que a relacao de conseqiiéncia é transportada
através de mapeamentos entre instituicoes. Mais precisamente, temos um reuso de
provas acontecendo através de um mapeamento junto com as relacoes internas das
légicas (ver setas pontilhadas). Note que o reuso discutido aqui é a nivel de dedugoes
(T F @, i.e., aférmula ¢ é derivavel de um conjunto de férmulas I') nao considerando
o “escore” de prova (aplicagoes das regras do célculo para construir a prova). Mais
especificamente, considere por exemplo que para a ldgica de primeira ordem temos
diversos calculos de provas, i.e., Hilbert, cdlculo de seqiientes, deducao natural, cada



um deles com uma nocao diferente de prova. Contudo, a relacao de provabilidade
entre as férmulas continua a mesma.

L L’
Inst | < N g

Logica __|
Consg. Consg. | = S
onsq onsq Logico
Calc. Calc.’
1= =\

FIGURA 1.2 — Reuso

Um caminho normalmente percorrido para a interoperabilidade de provas pode
ser verificado no seguinte diagrama.

I 2 a(I) ' a(y)

| )

L'k al) H alp)

Onde a seta 2, que representa o mapeamento entre instituicoes, induz um mapea-
mento entre a relacao de conseqiiéncia. Considerando que as provas nas duas légicas
estao nos nodos abaixo (), entao um mapeamento entre instituigoes junto com as
relacoes de completude e coeréncia, representadas pelas equivaléncias 1 e 3, possibi-
lita o reuso.

E neste sentido que o titulo desse trabalho “Interoperabilidade Loégica via
Mapeamentos entre Instituicoes” aborda a questao da integracao de formalismos
l6gicos.

Assim, contribuigoes desta dissertacao incluem um tratamento acessivel para
conceitos fundamentais necessarios para estudar logicas e sua integracao, uma ex-
posicao detalhada de uma série de sistemas légicos e uma apresentacao categorica
desta integracao via mapeamentos.

Além disso, é interessante mencionar que este trabalho esta inserido no con-
texto do projeto CNPq-NSF MEFTA: Mathematical and Engineering Foundations
for Interoperability via Architecture.

Na seqiiéncia colocamos uma breve discussao do material encontrado em cada
capitulo da dissertacao.



Capitulo 2

Discutimos sobre as nocoes de légica tradicional e logica para especificacao. Apre-
sentamos as duas abordagens de estudo da légica, ou seja, modelo-tedrica (=), que
estuda a relagdo de satisfagdo de féormulas por modelos e a prova-tedrica () que
enfatiza a relacao de conseqiiéncia entre um conjunto de féormulas e uma férmula
derivavel deste conjunto. Assim, o objetivo deste capitulo é comparar essas duas
nogoes (tradicional & especificagao), analisando seus aspectos principais. Além dis-
so, no final desta parte do texto apresentamos uma tabela comparativa (resumida)
na qual pode ser verificada a principal diferenca quando trabalhamos com especifi-
cagoes, i.e., a presenca de assinaturas nas defini¢coes de logica para especificagao. O
material desta parte do texto é baseado principalmente no classico General Logics
[MES 89] e também em outros trabalhos importantes como [GOG 92] e [COU 97].

Capitulo 3

Apresentamos as instituicoes como uma formalizacao modelo tedrica para a idéia
de logica para especificagao. Primeiramente, temos uma discussao informal sobre
os ingredientes basicos que sao capturados por essa idéia. Neste sentido, salienta-
mos que o conceito de instituicoes nos permite construir estruturas com as quais
podemos escrever especificagoes. A seguir, introduzimos a definicao formal consis-
tindo de uma categoria de assinaturas (Sign), de um funtor (Sen : Sign — Set), de
um funtor (Mod : Sign — Set) e de uma relagdo de satisfagdo. O funtor Sen e o
funtor Mod determinam respectivamente, o conjunto de sentencas e a categoria de
modelos para cada assinatura. O conceito de satisfacao entre modelos e sentencas,
indexado por assinaturas, determina a invariancia da troca de notacao. Um ob-
servacao importante que deve ser notada é que o funtor Mod é contravariante, ja
que uma determinada relacao entre dois objetos sintaticos determina essencialmente
uma traducao semantica no sentido oposto. Também, citamos diversos exemplos de
instituicoes. Além disso, esse capitulo possui algumas definicoes derivadas que serao
utilizadas no andamento do texto. Essas estruturas sao a nocao de conseqiiéncia
semantica e alguns conceitos que envolvem teorias e seus modelos. Esta apresen-
tacdo é baseada em textos classicos como [GOG 92, GOG 84].

Capitulo 4

Apresentamos detalhadamente duas instituicoes que sao mais relevantes para este
texto, i.e., ldgica equacional multi sortida e ldgica equacional ordenada por sorts.
Sao discutidos, particularmente para a primeira légica, os conceitos de assinaturas
e morfismos entre assinaturas, bem como a idéia de algebra e homomorfismos en-
tre dlgebras. Seguindo a definicao de instituicao introduzimos em detalhes o funtor
Sen, o funtor Mod e a relacao de satisfacao indexada por assinaturas. Em relacao
ao funtor Sen sao vistos os conceitos de termos e férmulas nessas loégicas, bem como
a traducao destes induzida pelo morfismo entre assinaturas. Na secao respectiva
ao funtor Mod cuidado especial é dado ao funtor esquecimento, que pode ser visto
como uma seta entre as categorias de modelos de assinaturas que estao relacio-
nadas por morfismos em Sign. Um conceito interessante que pode ser analisado
nessa instituicao, sao as atribuicoes correspondentes, ja que elas tém papel essencial



para provar a relacao de satisfacao. Para a [dgica equacional ordenada por sorts
apresentamos somente a categoria de assinaturas devido a similaridade dos demais
conceitos com a instituicao discutida anteriormente. Esses exemplos sao adaptados
principalmente de [MAR, 99, WOL 94].

Capitulo 5

Temos uma apresentacao detalhada da ldgica Horn sem sorts (Prolog puro - con-
jungao e implicagao) vista como uma instituigao. Também, discutimos minuciosa-
mente a categoria Sign, o funtor Sen, o funtor Mod e a relagao de satisfacao. Na
instituicao Horn um ponto essencial a ser observado ¢ a idéia que uma “légica sem
sorts” pode ser entendida como uma logica com assinaturas que possuem um Uinico
sort. Desta forma este unico sort pode ser pensado como uma representacao do uni-
verso (dominio). Além disso, neste capitulo, os predicados sao tratados com mais
atencao, ja que os outros conceitos sao similares ao capitulo anterior. Esta explicacao
busca ser tao detalhada quanto possivel e também é baseada em [MAR 99, WOL 94].

Capitulo 6

Analisamos dois tipos de mapeamentos entre instituicoes, mais precisamente, ma-
peamento Puro® e mapeamento Simples’. Um mapeamento entre duas légicas é
essencialmente uma estrutura que traduz assinaturas e sentencas de £ para L' e
que mapeia modelos de £’ para £. Como mapeamento plain temos uma seta que
relaciona (representa) uma instituicao £ em outra L', tal que as assinaturas de £
sao mapeadas para assinaturas de £'. J4 um mapeamento simples traduz assina-
turas de L para teorias de L'. Isto acontece pois a traducao da informacao na
assinatura da légica origem pode requerer axiomas na logica destino. Apresentamos
detalhadamente um mapeamento puro entre a MSEqtl e a OSFEqtl e um mapeamento
simples entre a MSFEqtl e a légica Horn. Atencao especial é dada para as proprie-
dades légicas desses mapeamentos. Esses dois tipos de setas foram introduzidas em
IMES 89]. Este capitulo é essencialmente influenciado por [MAR 99].

Capitulo 7

Apresentamos um estudo de caso: reutilizando um provador de teoremas através
de mapeamentos entre instituicoes. Esta parte da dissertacao tem como objetivo
utilizar mapeamentos entre instituicoes como abordagem para tratar um simples
aspecto da interoperabilidade [6gica, ou seja, uma situagao problema em que nos
deparamos com a necessidade de reutilizar o provador de teoremas OBJ [GOG 92a].
Primeiramente introduzimos o problema, i.e., ao trabalharmos com especificagoes
em MSFEqtl surgiu a necessidade de executarmos provas sob essas especificagoes.
Seguindo, discutimos a idéia de utilizar o provador de teoremas OBJ para executar
tais provas, ja que conhecemos esse sistema e o temos instalado em nossas maquinas.
Finalmente, mostramos um mapeamento puro entre as duas légicas em questao como
uma estrutura matematica adequada para modelar a situacao. A execucao das
provas na ferramenta OSFEqtl é possivel no sentido de que todos e, somente todos, os

2Do inglés Plain
3Do inglées Simple



axiomas provaveis nas especificacoes MSFqtl sao provados em OSEgqtl. Temos essa
garantia, pois esse mapeamento (MSEqtl — OSFEqtl) possui a propriedade 16gica de
ser uma extensao conservativa. Também é importante salientar que para o reuso
acontecer é necessario, além do mapeamento entre as instituicoes, considerarmos
as relacoes internas das légicas (completude e coeréncia, ver Figura 1.2). Além
disso, buscamos salientar que mesmo situacoes simples requerem um tratamento
matematico cuidadoso (i.e., um mapeamento adequado e que tem a propriedade de
ser conservativo junto com relacoes internas das légicas).

Capitulo 8

Finalmente, discutimos as conclusoes e dire¢oes de trabalhos futuros.
Notas para o Leitor

Na notacao de teoria das categorias utilizada neste texto consideramos que
| C | descreve uma classe de objetos de uma categoria C, agora, se o objeto A estd
na categoria C temos A €| C |. Se escrevemos f € C e f é um morfismo, significa
que o morfismo f esta na categoria C.

Se A e B sao objetos em uma categoria C, representamos um mapeamento m
entre esses dois objetos como A — B.

Uma funcao f com dominio em A e codominio em B é escrita f : A — B.

Funtores sao setas entre categorias. Sejam C, D, E categorias e F': C — D,
G : D — E dois funtores. Representamos a composicao desses funtores por F; G :
C—E.

Uma transformacao natural é uma seta entre dois funtores. Sejam C e D duas
categoriase F': C — D, G: C — D dois funtores. Entao, uma transformagao natural
n entre esses dois funtores é escritan: FF'= G: C — D.

Em teoria das categorias, existem algumas categorias especiais. Sao categorias
bem conhecidas que tem nomes especificos. Nesta dissertagao, nos referimos a algu-
mas dessas categorias, e.g., Cat e Set. Em Cat, os objetos sao categorias e as setas
sao funtores. Em Set, os objetos sao conjuntos e os morfismos sao fungoes totais.

Para as definicoes e proposicoes apresentadas neste trabalho utilizamos o se-
guinte critério: quando o conceito requer uma prova mais cuidadosa entao é uma
proposicao seguida de prova, caso contrario é uma definicao. Se a definicao requer
alguma verificacao, entao essa é inserida em uma nota.



2 Loégica Tradicional & Légica para Especificacao

H& muito tempo a ciéncia da computacao tem encontrado na légica verdadeiras
solucoes para os seus problemas. Além de programacao em légica, provadores de
teoremas, especificagao e verificagao de programas outras areas tém uma interessante
interagao com logica, incluindo teoria dos tipos, concorréncia, inteligéncia artificial,
banco de dados, semantica operacional e compiladores [MES 89].

De qualquer forma, quando falamos sobre légica, podemos pensar em duas
abordagens: a modelo-tedrica (M [ ¢), preocupada com a relagao de satisfacao
entre um modelo M e uma férmula ¢, e a prova-teérica (I' - ¢), que axiomatiza a
relacao de conseqiiéncia entre um conjunto de sentencas [' e uma sentenca ¢ derivavel
de I'. Também ¢é bom mencionar que a légica como um instrumento matematico
pode ser compreendida sob no minimo dois aspectos. Um deles é a visao tradicional
da légica como uma linguagem de expressoes para falar sobre estruturas, sendo essas
o universo que da significado aos objetos dessa linguagem. O outro é uma extensao
natural deste primeiro que leva em conta a nocao de assinaturas e a relacao entre
assinaturas. Isto é essencial sob o ponto de vista do uso da légica como linguagem
para descricao e especificacao de sistemas de forma modular e estruturada.

O objetivo deste capitulo é apresentar uma descricao sistematica das estru-
turas que compoem légicas. Na primeira secao apresentamos isto sob uma visao
tradicional. Na secao seguinte adaptamos o material desenvolvido anteriormente,
levando em conta assinaturas e seus relacionamentos.

2.1 Ldgica - Uma Visao Tradicional

Normalmente, quando falamos em légica temos em mente sintaxe e semantica.
Neste contexto, podemos estuda-la essencialmente em seus aspectos semanticos, ou
seja, uma abordagem orientada a teoria dos modelos (sistemas de satisfagao). Por
outro lado, também podemos estudar logica focalizando seus aspectos dedutivos,
enfatizando a relacao de conseqiiéncia entre conjuntos de férmulas e formulas. No
entanto, segundo Meseguer [MES 89], em muitos casos nenhuma dessas abordagens
é suficiente para fornecer uma axiomatizacao das linguagens légicas. Assim, varios
autores integram ambos aspectos semanticos e dedutivos.

E interessante mencionar também, que existem logicas formais somente com
teoria de prova, sem semantica definida, e.g., LF (Edinburgh Logical Framework)
[AVR 89], Isabelle [PAU 2001]. Essas logicas sao geralmente utilizadas na drea de
teoria de tipos de alta ordem.

Além disso, com a evolucao dos sistemas de computacao e principalmente com
as direcoes de pesquisa em inteligéncia artificial teve o surgimento de légicas moder-
nas, que ainda nao tem semantica, i.e., lé6gicas nao-monotonicas, paraconsistentes.

Nesta segao apresentamos a logica vista sob seu aspecto sintético (sistema de
conseqiiéncia) e seu aspecto seméantico (sistema de satisfacao). Também abordamos
uma noc¢ao que integra essas duas idéias.



2.1.1 Sistema de Conseqiiéncia

Informalmente, um sistema de conseqiiéncia é composto por um conjunto de
férmulas e uma relacao de conseqiiéncia , entre conjuntos de férmulas e férmulas.

Por exemplo, na ldgica equacional multi sortida (daqui para frente simples-
mente MSFEqtl, veja se¢ao 3.1 e 4.1), usualmente temos uma assinatura consistindo
basicamente de simbolos de sorts e de simbolos de fungoes. Com base nesta assina-
tura temos a nocao de formulas da légica MSEqtl.

Sabendo que um conjunto I' é um conjunto de tais férmulas MSFEqtl, entao
as regras de um calculo de provas desta logica especificam a seguinte relacao de
conseqiiéncia ,

I' = pseqn @

Esta relacdo na MSEqtl (Fpysgeu) satisfaz trés propriedades bésicas, que po-
dem ser generalizadas como as propriedades que toda relacao de conseqiiéncia deve
satisfazer [MES 89]. Sao elas:

o reflexividade, i.e., se assumirmos uma sentenca sempre podemos prova-la;

e monotonicidade, i.e., podemos provar com mais hipdteses, o que ja provamos
com 1menos;

e transitividade, i.e., se utilizarmos como hipotese adicional alguma coisa ja pro-
vada, nao deve ser possivel chegarmos a mais conclusoes que aquelas que po-
deriamos chegar com a hipotese original.

Essas idéias sao capturadas na seguinte

Definigao 2.1 (Sistema de Conseqiiéncia ) Um sistema de conseqiiéncia é uma
dupla SC = (Form, ) tal que:

e Form é um conjunto de féormulas;

e FC p(Form) x Form é a relagdo de conseqiiéncia tal que as seguintes propri-
edades sao satisfeitas:

— reflexividade: para qualquer ¢ € Form,{¢} F ¢;
— monotonicidade: se ' o e CT' entao [' - ¢;
— transitividade: se I' = ;, para i € I, e TU{p; | i € I} 1, entdo [ - 9.

2.1.2 Sistema de Satisfacao

Informalmente, um sistema de satisfacao é composto por um conjunto de
formulas, uma classe de modelos e uma relacao de satisfacao de férmulas por mode-
los.

Voltando ao exemplo da MSFEqtl, dado um conjunto de férmulas, podemos
associar uma classe de modelos M psgqe a esse conjunto. Onde cada modelo M con-
siste de um conjunto para cada simbolo de sort juntamente com uma interpretacao
para cada simbolo de funcao.

Desta maneira, dado um modelo M € M ygpqy € uma formula ¢ € Formuysgqu,
temos a nogao de satisfagio de uma férmula ¢ por um modelo M, escrita M = .



Definigao 2.2 (Sistema de Satisfagao) Um sistema de satisfagdo é uma tripla
S8S = (Form, M, =) onde:

e Form é um conjunto de féormulas;
e M é uma classe de modelos;
e =C MxForm é a relagao de satisfagao.

Um sistema de satisfagao induz uma relagao de conseqiiéncia entre conjunto
de férmulas e formulas, que é formalizada na seguinte

Definigao 2.3 (Conseqiiéncia Semantica) Sejam SS = (Form, M, =) um sis-
tema de satisfacao, I' C Form um conjunto de féormulas e ¢ € Form uma férmula.
Temos que ¢ é conseqiiénciasemantica de I', escrita I' = ¢, se e somente se, para
todo M € M, o seguinte vale

MET =M Eo.

2.1.3 Légica = Sistema de Satisfagcao + Sistema de Conseqiiéncia

Em muitos casos ¢ insuficiente entender uma légica somente como um sistema
de satisfacao ou como um sistema de consequéncia.

Geralmente, uma légica tem essencialmente dois componentes: um sistema de
conseqiiéncia e um sistema de satisfagao.

Definigao 2.4 (Légica) Uma légica é uma quadrupla £ = (Form, M, ) tal
que:

e (Form,F) é um sistema de conseqiiéncia ;
e (Form, M, =) é um sistema de satisfagao.

Uma logica é consistente se I' = ¢ = I' = . Uma ldgica é completa se I' = ¢ =
['F .

2.2 Légica - Uma Visao para Especificacao

A idéia discutida nesta secao é que podemos desejar trocar de assinatura X
(no caso da légica MSEqtl, uma assinatura é um par (S, F'), onde S é um conjunto
de sorts e F' é uma familia de simbolos de fungoes, ver definigao 4.1) e mover para
uma nova assinatura ¥'. Em alguns casos a assinatura Y’ pode ser uma extensao
da sintaxe original. Mas, por outro lado, ¥’ pode ser uma assinatura diferente,
contendo novos simbolos, sendo que os simbolos velhos foram traduzidos para esses
novos. Neste sentido, a idéia geral é podermos ter um morfismo, ¢ : ¥ — X/,
entre assinaturas. Na MSFEgqtl, um morfismo entre assinaturas consiste de um par de
funcoes, uma para simbolos de sorts e outra, que preserva a aridade e 0 mapeamento
de sorts, para simbolos de operacoes. Essas fun¢oes sao utilizadas para mapear os
simbolos velhos para simbolos novos. Essas assinaturas formam uma categoria que
chamamos de Sign que tem assinaturas como objetos e morfismos entre assinaturas
como setas. Mais ainda, temos que morfismos entre assinaturas induzem a uma



traducao a nivel de sentencas. Assim, podemos associar a cada sentenga ¢ relativa
a ¥ uma sentenca correspondente relativa a ', pela substituicao dos velhos simbolos
por novos de acordo com o morfismo entre assinaturas. Isso pode ser expressado de
maneira estrutural e compacta dizendo que o processo que associa a cada assinatura
¥ seu conjunto de sentengas Sen(X) é um funtor Sen : Sign — Set, com origem na
categoria de assinaturas e destino na categoria de conjuntos. Contudo, é essencial
que a relacao de conseqiiéncia seja estavel sob a troca de notacdo pelo morfismo
entre assinaturas, ou seja: se podemos provar uma conclusao de alguns axiomas
(sentencas na légica), entao, para qualquer tradugao ¢, podemos provar a conclusao
traduzida dos axiomas traduzidos.

A observacao crucial é de que assinaturas nada mais sao do que conjuntos de
declaragoes de simbolos nao 16gicos, como é normalmente introduzido em qualquer
apresentacao de um sistema logico. A questao essencial a ser entendida é que quando
falamos em logica para especificacao estamos interessados em considerar de uma vez
sO todos esses conjuntos e também as funcoes que os relacionam. Em outras palavras
precisamos reunir tudo isto em uma categoria.

Desta maneira, nesta secao, apresentamos uma adaptacao do material desen-
volvido na secao anterior, considerando a indexacao dos componentes por assinatu-
ras.

Esta parte do trabalho é essencialmente baseada no classico General Logics
[MES 89].

2.2.1 Sistema de Conseqiiéncia

Definigao 2.5 (Sistema de Conseqiiéncia ) Um sistema de conseqiiéncia é uma
tripla SC = (Sign, Sen, =), onde Sign é uma categoria cujos objetos sao chamados
assinaturas, Sen um funtor Sen : Sign — Set e F uma funcao associando a cada
Y. € Sign uma relagao bindria FxC p (Sen(X)) x Sen(X) chamada Y-conseqiiéncia
, tal que as seguintes propriedades sao satisfeitas:

1. Reflexividade: para qualquer p € Sen(X),{¢} Fs ¢;
2. Motonicidade: se I' Fy p e I' C T entao [V 5 ¢;
3. Transitividade: se I' -y ;, parai € I, e TU{y; | i € I} 5 1, entao I Fy 1;

4. Tradugdo: se I' Fy ¢, entdo para qualquer ¢ : ¥ — ' € Sign, Sen(¢)(I') Fy
Sen(4)(p).

2.2.2 Instituicao

Definigao 2.6 (Institui¢gdo) Uma instituigao é uma quadrupla (Sign, Sen, Mod,
=), onde Sign é uma categoria cujos objetos sao chamados assinaturas, Sen um
funtor Sen : Sign — Set, Mod um funtor Mod : Sign — Cat e = uma funcao
associando a cada assinatura ¥ uma relagdo bindria F=xC| Mod(X) | xSen(X),
chamada satisfacao, tal que para qualquer M' € Mod(X'), para qualquer ¢ : ¥ — ¥’
e para todo p € Sen(X), o seguinte vale

M’ f=xr Sen(9)(p) & Mod(¢)(M') F=x ().

Sabendo que a partir de uma instituicao podemos derivar um sistema de con-
seqiiéncia temos a seguinte



Proposicao 2.1 Um sistema de conseqiéncia derivado de uma instituicdo € uma
tripla (Sign, Sen, &), tal que Fx=%t=x, para todo ¥ €| Sign | (sequndo a definicdo
3.2,1), onde ExC p (Sen(X) x Sen(X)).

Prova. Precisamos demonstrar as quatro condicoes da definicao 2.5.

1. Reflexividade: seja M €| Mod(X) |. Entao se M =5 {¢} segue que M =y ¢
(pelo corolario 3.1,1, no préximo capitulo), e estamos prontos.

2. Monotonicidade: seja M €| Mod(X) |, tal que M |5 I". Mas pelo corolario
3.1,1 temos que M [=x T, jd que I' C . Mas, pela premissa temos que se
M 5 T entao M = ¢, que era o que tinha que ser provado.

3. Transitividade: seja M €| Mod(X) |, tal que M |=x I'. Pelas premissas temos
que M Ex T'e M 5 ¢;,1 € I, e além disso que se M =y I'U{y; | i € I},
M ks 1. Pelo coroldrio 3.1,2 M |y 'U {p; | i € I} se e somente se
M Es T'e M =y {¢i | i € I}. Mas como M =y I, pela hipétese, e
MpEs =M Ey @;,i€1,segue que M v I'e M =y 4,0 € 1. Por modus
ponens temos que M =y 1.

4. Segue direto do lema 3.1 (monotonicidade de Sen(¢)).

2.2.3 Légica = Instituicao + Sistema de Conseqiiéncia

Uma légica para especificacao pode ser axiomatizada em uma formalizagao que
englobe ambos aspectos dedutivos quanto os modelo tedricos. Assim, uma légica
tem dois componentes, que sao: um sistema de consequéncia e uma instituicao
que compartilham as mesmas assinaturas e sentencas. Também, a logica deve ser
consistente, i.e.,

F'Fe=TFEe¢.
Portanto, temos a seguinte

Definigao 2.7 (Légica) Uma légica é uma 5-upla L= (Sign, Sen, Mod,F, ), tal
que:

1. (Sign, Sen,t) é um sistema de conseqiiéncia ;
2. (Sign, Sen, Mod, =) é uma instituigao, e

3. a seguinte condigao de consisténcia (soundness) é satisfeita: para qualquer
¥ € Sign, ' C Sen(X) e p € Sen(X),temos que I' Fy ¢ = ' Ey ¢. Uma
légica é completa, se: T' by o < T Ex ¢.

O conceito de instituicao junto com a nocao de sistema de conseqiiéncia deri-
vado induz a noc¢ao de légica derivada.

Coroldrio 2.1 Dada uma instituicio T = (Sign, Sen, Mod, =) e um sistema de
conseqiéncia derivado (Sign, Sen,t) podemos definir uma légica L7 = (Sign, Sen,

Mod, |=,1), tal que

F|_2<,0<:>F):2g0



2.2.4 Sistema Légico

Na definicao de légica vista até aqui, a estrutura (escore) das provas é abs-
traida. A tnica coisa que sabemos é que a partir de um conjunto de sentencas I’
podemos derivar uma sentenca . Nenhuma informacao sobre a estrutura interna
de geracao dessa derivagao é conhecida. A esséncia desta idéia é que a relagao de
conseqiiéncia () permanece invariante sob os célculos diferentes que podem ser
utilizados para uma légica. Por exemplo, para MSEqtl temos diversos célculos de
provas, i.e., Hilbert, calculo de sequentes, dedugao natural, cada um deles com uma
nocao diferente de prova. Contudo, a ldgica MSEqtl sempre permanece a mesma,
pois todo e qualquer célculo produz a mesma relagdo de conseqiiéncia (F). E neste
sentido que ¢ interessante termos uma definicao de légica sem a preocupacao com
um célculo de provas particular. Segundo Meseguer, esta idéia é diretamente rele-
vante para a ciéncia da computacao, pois ela mostra que podemos trocar a semantica
operacional (calculo de provas) de uma linguagem de programacao sem alterar sua
semantica matematica, no sentido que a nova e a velha semantica operacional tem
a mesma relacao de conseqiiéncia . No entanto, se precisamos escolher um calculo
especifico para uma légica temos a idéia de sistema ldgico, que é axiomatizado co-
mo uma légica junto com um calculo de provas. Mais especificamente, como uma
légica L= (Sign, Sen, Mod, -, =) juntamente com um calculo que gera a relagio de
conseqiiéncia .

Na tabela a seguir resumimos os componentes de uma logica de acordo com as duas
visoes discutidas anteriormente.

Légica Classica & Légica para Especificagao

Légica

Légica para Especificacao

Sistema ~ de  Satisfacao
(Form, M, )

Sistema de Conseqiiéncia
(Form, )

Sist. de Conseq. derivado

(Form, )

Légica
(Form,, =, M)

Instituicao
(Sign, Sen, Mod, =)

Sistema de Conseqiiéncia
(Sign, Sen, )

Sist. de Conseq. derivado
(Sign, Sen, =)

Loégica
(Sign, Sen, Mod, =, )

2.3 Notas Bibliograficas

Na abordagem modelo-teérica, Goguen & Burstall [GOG 84| propoem uma
visao unificadora de logica para especificacao com o conceito de Instituicao. Em
Meseguer [MES 89] encontramos uma extensao desta teoria com objetivo de levar
em consideragao outros componentes importantes de uma légica, como por exemplo
deducoes e provas. Em [COU 97] é apresentado um estudo bastante detalhado sobre
logicas e seus relacionamentos sem a indexacao por assinaturas.



3 Instituicoes

Este capitulo consiste basicamente na apresentacao de institui¢cdes como uma
formalizagao modelo tedrica para a idéia de logica para especificagao. Primeiramen-
te, temos uma discussao informal sobre os ingredientes bésicos que sao capturados
por essa idéia. Neste sentido, salientamos que o conceito de instituicao nos permite
construir estruturas com as quais podemos escrever especificacoes. Seguindo, intro-
duzimos a defini¢ao formal consistindo de uma categoria de assinaturas (Sign), de
um funtor (Sen : Sign — Set), de um funtor (Mod : Sign — Set) e de uma relacao
de satisfacao entre modelos e sentencas indexada por assinaturas. Os funtores Sen e
Mod determinam respectivamente, o conjunto de sentengas e a categoria de modelos
para cada assinatura. Além de citarmos diversos exemplos de instituicoes apresenta-
mos, nesse capitulo, algumas defini¢oes derivadas que serao utilizadas no andamento
do texto. Essas estruturas sao essencialmente a nocao de conseqiiéncia semantica e
alguns conceitos que envolvem teorias, i.e., categoria de teorias - Th-, subcategoria
de modelos e funtor modelo generalizado. Os conceitos discutidos nesta parte da
dissertacao sdo baseados em textos cldssicos como [GOG 92, GOG 84].

3.1 Definicoes Basicas

Na discussao da parte introdutéria deste trabalho verificamos que as logicas
para especificagao possuem caracteristicas em comum, i.e., o conceito de sintazxe,
semantica e a nogao de satisfacao. Neste sentido, essas idéias sao capturadas pela
defini¢ao de instituicao.

De forma a motivar a no¢ao de institui¢ao considere o seguinte esquema para
nimeros naturais na MSEqtl.

Y. Natl, MSEqtl
Sorts
nat
Opns
0:— nat
S : nat — nat
plus : nat, nat — nat

Formalmente, temos o conceito de assinatura dos naturais com zero, sucessor e
adigao. Agora, para esta assinatura temos a idéia de algebra, i.e., uma estrutura
que interpreta cada simbolo de sort como um conjunto e cada simbolo de operacao
como uma funcao. Assim, uma algebra para esta assinatura MSFEqtl, na notagao
representada pelo esquema abaixo

— 1. Alg
Funcdes

Defini¢des

pode ser uma estrutura que interpreta o simbolo de sort nat da assinatura como
o conjunto dos numeros naturais N, o simbolo de constante 0 como a constante 0



dos naturais, o simbolo de operacao s como a funcao succ e o simbolo plus como a
funcao sum definida no esquema abaixo

_[[Nat1,X], Alg
Conjuntos
N
Fun
0:{x} >N
succ: N— N
sum: NxN— N

succ(z) =z +1
sum(z,y) = +y

Note que o dominio para a funcao constante 0 é um conjunto unitario. Mais
precisamente, considere, por exemplo, que temos um conjunto com dois elementos
({0,1}). Seja {*} um conjunto unitario fixo. Observe que é possivel definir somente
duas fungoes de {*} para tal conjunto, uma que associa o nico elemento * a cons-
tante 0 e outra a constante 1. Portanto, existem duas funcoes que correspondem
aos dois valores constantes, i.e., 0: {*} — {0,1} e 1 : {*} — {0,1}. Desta forma,
temos uma maneira de apontar para o elemento desejado.

Quando trabalhamos com especificacoes, em muitos casos, precisamos mover
de uma assinatura para outra adicionando ou removendo simbolos de sorts ou ope-
racoes. Entao, precisamos da nocao de morfismo entre assinaturas. Por exemplo,
considere que desejamos enriquecer a assinatura MSFEqtl dos naturais com o simbolo
de operacao mult, i.e.,

__Y.Nat2, MSEqtl
Sorts
nat
Opns
0:— nat
s nat — nat
plus : nat, nat — nat
mult : nat, nat — nat

Desta maneira, um morfismo (¢) entre essas duas assinaturas pode ser pensado
como uma funcao que relaciona cada simbolo de sort e simbolos de operagoes da
especificacao original com a nova. Neste exemplo, temos que todos os simbolos da
primeira assinatura sao mapeados para os mesmos na nova, visto que esta seta pode
ser pensada como uma inclusao.

Agora, observe uma algebra para a nova assinatura no esquema abaixo. Note
que temos a mesma estrutura da assinatura original sé que com uma funcao para
interpretar o novo simbolo mult, que no caso é visto como a multiplicacao dos
naturais.



—_[[Nat2,%], Alg

Conjuntos
N

Fun
0:{x} >N
succ : N— N
sum: NxN— N
times : Nx N — N

succ(z) =z +1
sum(z,y) = +y
times(z,y) =z *y

Neste sentido, temos um morfismo entre as duas algebras (Mod(¢$)) que é
induzido pelo morfismo entre assinaturas (¢). Contudo, observe no diagrama abaixo
que esta seta traduz modelos no sentido contrario, i.e., o conjunto e funcoes que
interpretam a nova assinatura sao, agora, a origem do morfismo.

(N, 0, succ, sum, times)
Mod (¢)

(N, 0, succ, sum)

Assim, uma seta entre as estruturas de interpretacao traduz os modelos que
interpretam os simbolos mapeados pelo morfismo entre as assinaturas, mais espe-
cificamente, temos que a algebra da assinatura destino é também uma algebra da
assinatura origem do morfismo entre assinaturas. Portanto, neste caso o funtor
Mod(¢) esquece a fun¢ao times. Além disso, para cada assinatura temos a nogao de
sentencas. Um morfismo entre sentencas é no mesmo sentido que ¢, relacionando
sentengas da assinatura origem com as da assinatura destino, de acordo também
com ¢.

Considere novamente a primeira assinatura MSFEqtl de nimeros naturais. Po-
demos desejar mover para uma assinatura de numeros inteiros, também com 0,
sucessor e adigao (ver esquema abaixo).

Y Int, MSEqtl
Sorts
nt
Opns
0:— wnt
s :wnt — int
plus : int, int — int

Entao, um morfismo (¢) entre essas duas assinaturas traduz o simbolo de sort
nat para int. Os nomes dos simbolos de operacoes sao mantidos os mesmos, no
entanto seus sorts respectivos trocam de nat para int.



Uma algebra para esta assinatura pode ser uma estrutura que interpreta o
simbolo de sort int como o conjunto dos nimeros inteiros Z, e os simbolos de ope-
racoes 0, s e plus como a constante inteira 0, como a funcao sucessor em inteiros
succ e como a funcao adigao em inteiros sum, respectivamente. Logo, temos essa
algebra no seguinte esquema.

—[Int,X], Alg
Conjuntos
Z
Fun
0:{x} =2
succ : L — 7
sum : Z X 1 — 7

succ(z) =z +1
sum(z,y) =z +y

Um morfismo entre as estruturas de interpretacao de assinaturas é sempre
contravariante, i.e., no sentido contrario do morfismo entre assinaturas. Observe a
traducao das algebras, dessas duas assinaturas, no diagrama abaixo.

(Z,0, succ, sum)
Mod )

(Z.,0, succ, sum)

Novamente, nesta traducao, transparece a idéia de que um modelo da assina-
tura destino (respectiva a ¢) é também um modelo da assinatura origem. Particu-
larmente neste caso, a dlgebra destino de Mod(¢) é exatamente a mesma origem.

No primeiro exemplo apresentamos a idéia de um morfismo entre assinaturas
que é uma inclusao (inje¢ao), no segundo, o morfismo pode ser pensado como uma
bijecao, assim o proximo exemplo que apresentaremos é um morfismo sobrejetor.
Para isso, considere a seguinte assinatura MSEqtl de nimeros naturais e valores e
operacoes booleanas, no esquema a seguir.

__Y.NatB, MSEqtl
Sorts
nat, bool
Opns
0 :— nat
true :— bool
false :— bool
s 1 nat — nat
not : bool — bool
and : bool, bool — bool
plus : nat, nat — nat

Agora, queremos relacionar esta assinatura com uma assinatura somente de
valores e operacoes booleanas, i.e.,



Y Bool, MSEqtl
Sorts
bool
Opns
true :— bool
false :— bool
not : bool — bool
and : bool, bool — bool

Definimos o morfismo ¢ de ¥ NatB para ¥ Bool como uma funcao que relaciona
ambos simbolos de sort nat e bool da primeira assinatura com o unico simbolo bool
da segunda. Os simbolos de constantes 0 e true sao também ambos mapeados para
true e o simbolo false é traduzido para false em X Bool. Os simbolos s e not vao
para not na segunda assinatura. Finalmente, and e plus tem imagem and.

Uma algebra para ¥ Bool, interpreta o simbolo de sort bool como o conjunto de
valores booleanos B tal que B = { TRUE, FALSE}. Os simbolos de constantes true
e false sao as constantes TRUE € B e FALSE € B, respectivamente. Os simbolos de
operagoes not e and sao as usuais operagoes booleanas — (negacao) e A (conjuncao)
(ver esquema abaixo).

—[Bool,X], Alg
Conjuntos
B
Fun
TRUE : {x} - B
FALSE : {x} — B
-:B—DB
AN:BxB—B

Desta forma, de acordo com o morfismo entre assinaturas, o morfismo Mod ()
entre as algebras é um mapeamento como representado no diagrama abaixo.

(B, TRUE, FALSE, -, )
Mod(¢)

(B,B, TRUE, TRUE, FALSE,—,—, A\, \)

Note, neste ultimo exemplo, que o relacionamento entre modelos nao é mais
uma seta que esquece ou traduz o proprio modelo, mas sim um morfismo que duplica
o carregador e algumas constantes e operagoes. Esta duplicacao acontece de acordo
com a traducao (¢) dos simbolos da assinatura.

E interessante mencionar que o morfismo entre assinaturas (¢) é uma n-upla
de funcdes, no caso de uma assinatura MSFEqtl é uma dupla de funcoes, uma que
mapeia sorts e outra que traduz simbolos de operacoes preservando a aridade. Para
ilustrar esta situacao considere que desejamos relacionar a ultima assinatura de
valores booleanos ¥ Bool, apresentada acima, com a seguinte assinatura de numeros
naturais



__Y.Nat3, MSEqtl
Sorts

nat
Opns

0:— nat

s : nat — nat

Podemos pensar no morfismo ¢ com uma funcao que traduz o sort bool de
Y. Bool para o sort nat de X Nat3, os simbolos de constantes true e false para o
simbolo 0 de ¥ Nat3 e not para s. Até aqui tudo estd de acordo, entretanto observe
que na assinatura origem temos o simbolo de operacao and, o qual tem aridade 2, e
que na assinatura destino nao temos nenhum simbolo de operacao com aridade igual
a 2. Como descrito acima o mapeamento ¢ para simbolo de operagoes é uma funcao
que preserva a aridade entao, neste caso nao é possivel estabelecer um morfismo
entre essas duas assinaturas.

Toda essa discussao sobre relacionamentos entre assinaturas, algebras e sen-
tencas verificada nos exemplos apresentados, pode ser formalizada pela seguinte

Definigao 3.1 (Instituicao) Uma instituicdo é uma quadrupla Z = (Sign, Sen,
Mod, =) onde,

e Sign é uma categoria cujos objetos sao assinaturas ¥ e as setas sao morfismos
entre assinaturas;

e Sen : Sign — Set é um funtor, associando a cada assinatura > um conjunto de
sentencas Sen(X);

e Mod : Sign®® — Cat é um funtor, atribuindo para cada assinatura uma corres-
pondente categoria de modelos Mod(X) e

e | é uma relacao de satisfacio indexada |y, C  |Mod(X)| x Sen(X), onde
|Mod(X)| denota a classe de todos os objetos na categoria Mod(X) tal que
a seguinte propriedade vale para qualquer seta ¢ : ¥; — ¥, em Sign, para
qualquer M, € |Mod(Xs)| e para qualquer ¢; € Sen(X):

M, s, Sen(¢)(p1) <= Mod(¢)(Ms) Ex, ¢1 (Cond. de Satisfacao)
Esta relacao pode ser observada no seguinte diagrama

N Mod(S,) <~ Sen(31)
l¢> Mod(qs)T lSen(cb)
Yy Mod(%2) =—— Sen(Xs)

Considere agora a Figura 3.1. Ela é composta essencialmente por trés células
e setas que estabelecem relacionamentos entre elas. A célula superior denota a
categoria de assinaturas Sign. A célula inferior a esquerda representa a categoria das
categorias Cat e a inferior a direita a categoria dos conjuntos Set. Temos duas setas
que partem da célula superior, a que tem destino na célula inferior a esquerda e a
que chega na inferior a direita. Esta primeira representa o funtor Mod : Sign — Cat



FIGURA 3.1 — Instituicao

e a segunda o funtor Sen : Sign — Set. Em Cat, as duas subcélulas denotam as
categorias de modelos das respectivas assinaturas em Sign. Ja em Set, as subcélulas
sao os conjuntos de sentencas dessas assinaturas. Note que a direcao da seta entre
as categorias de modelos é oposta a direcao da seta que relaciona os conjuntos de
sentencas, ilustrando a contravariancia entre sintaxe e semantica. No centro do
desenho, o simbolo = é a relagdo de satisfagdo. Esta relagdo junto com as setas
pontilhadas abaixo denotam a invariancia da relagao de satisfacao, i.e., a partir de
um morfismo entre assinaturas em Sign, a satisfacao de férmulas por modelos é
respeitada coerentemente.

A definicao de instituicao é tao geral quanto possivel, descrevendo as carac-
teristicas essenciais dos sistemas logicos usuais. Por exemplo, as seguintes logicas
sao instituigdes: ldgica de primeira ordem e suas variantes |(GOG 92|, ldgicas tem-
porais (linear, branching) [ARR 96], ldgicas modais, cdlculo lambda, l6gica de alta
ordem [GOG 92|, Lisp puro, Prolog puro [GOG 2001].

Considerando, novamente, a primeira assinatura MSEgqtl para os nimeros na-
turais (X Natl), podemos construir a partir dela uma teoria (i.e., especifica¢ao)
acrescentando os seguintes axiomas

[z : nat]plus(z,0) =z : nat A,
[z, y : nat]plus(z, s(y)) = s(plus(z, y)) : nat A

Essa teoria, com I' = conjunto de axiomas (equagoes), na notacdo do esquema
abaixo
_Th
)
r

pode ser verificada na sequéncia



__ThNatl, MSEqtl
Sorts
nat
Opns
0:— nat
s : nat — nat
plus : nat, nat — nat

[z : nat]plus(z,0) =z : nat A,
[z, y : nat)plus(z, s(y)) = s(plus(z, y)) : nat A

Nesta especificacao, os nomes A; e Ay no final de cada axioma sao roétulos
que utilizaremos a seguir, para identificar de qual axioma estamos falando. Observe
que uma algebra para esta teoria pode ser a mesma introduzida para a assinatura
YNatl, no inicio da segao, ja que ela nao é somente uma algebra da assinatura, mas
também uma dlgebra da especificagao. Uma algebra A de uma especificacao, é uma
algebra A da assinatura que satisfaz todos os axiomas (neste caso equagoes) em I
Como tratamos de uma especificacao em MSFEqtl temos equagoes como axiomas,
entretanto em outras légicas podemos ter também outros tipos de férmulas. Isso
motiva o conceito de satisfa¢do de um axioma em uma algebra. Um axioma (neste
caso equagao) ¢ satisfeito por uma dlgebra A se e somente se a avaliacdo dos lados
direito e esquerdo da equacao produz o mesmo resultado em A. Por exemplo, consi-
dere a senteca A; da especificacao ThNatl. Sejam A na1 @ dlgebra da especificacao
e (gt : {2} — N uma atribuicao arbitraria. Para verificar que a sentenca A; é satis-
feita pela algebra Aqyyai, temos que provar que: @pq (plus(z,0)) = @pe(z), para a
avaliacao @ segundo a defini¢ao 4.13. Sabendo que a avaliagao ¢ um homomorfismo,
temos:

Wpat (plus(z,0)) = sum(Wpa (), Wpat (0)) (definigao 4.13)
= Wpor(z) + 0 ( definigao de sum)
= Tt () (definicao de + )

3.2 Definicoes Derivadas

As estruturas derivadas apresentadas nesta secao sao essencialmente a nocao
de consequéncia semantica e algumas definicoes que envolvem teorias. Na area de
especificagao algébrica teorias sao representadas como especificagoes, i.e., assinatura
junto com axiomas (ver ThNatl). Essas estruturas sdo principalmente importantes
para as aplicacoes (ponto de vista do usudrio), i.e., para construir especificagoes.
E interessante salientar que existe um outro conceito de teoria sem a nocao de
representagao, que chamamos de teoria [6gica que é um conjunto de axiomas fechado
sob a nocao de consequéncia logica. A maioria dos conceitos apresentados nesta
segao sao adaptados de [MAR 99].

Em instituicoes temos a nocao de satisfacdo, i.e., abordagem modelo-tedrica.
Contudo, a partir de uma instituicao podemos derivar uma relacao de consequéncia
entre um conjunto de férmulas I' e uma férmula ¢, a qual chamamos de consequéncia
semantica, que pode ser formalizada na seguinte

Definicao 3.2 (Consequéncia Semantica)



1. Um modelo M € |Mod(X)| satisfaz um conjunto de sentengas I' C Sen(X),
escrito M =5 T, se e somente se Vo € I': M |y T

2. Uma sentenca ¢ € Sen(X) é uma consequéncia semantica de um conjunto de
sentencas I' € sen(X), escrita I' =y ¢, se e somente se, VM € |Mod(X)| :
M ):Z '—=M ):Z Q.

3. Um conjunto de sentencas A C Sen(X) satisfaz a consequéncia semantica de
um conjunto de sentencas I' C Sen(X), escrito I' |y A, se e somente se
Voe A:T Eyx .

Coroldrio 3.1
1. Dados T, A C Sen(X) e A CT, temos que M Ex I’ = M =5 A.

2. Dados ')A C Sen(X) e M €| Mod(X) |, temos que M Ex TUA & M 5 T
e M ):E A.

3. Dados T'1,T5, '3 C Sen(X), temos que

Se Fl ):2 FQ € FQ ):Z Fg, entao Fl ):2 Fg.

Prova. Temos que provar as trés afirmacoes do coroldrio. Comecamos com o item 1
e na sequéncia temos os itens 2 e 3.

1. Seja M [=x T pela hipdtese. Entao, pela defini¢ao 3.2,1, temos que Vi € T':
M Exy, 9. Como A C T, segue que Vo € A : M Ey ¢. Novamente pela
definigao 3.2,1, temos que M =y, o que era para ser mostrado.

2. Primeiro, da esquerda para direita (=). Note que M Fxy TUA = M 5 T,
pelo lema 3.1. Da mesma forma M =y TUA = M =y A. Logo, M |Ex A e
M 5 T.

Seguindo a prova, da direita para a esquerda (<). Por hip6tese temos que
M s Ae M s T'. Agora, note que se M =y AU entao Vo € AUT :
M =5 . Pela definicao de conjuntos temos que considerar dois casos, ja que
v € AUT entao ¢ € A ou ¢ € I" (ou ambos). Segue de ¢ € A e pela hipGtese
M Ex A que M [y . Logo, por vacuidade M =y ¢.

3. Seja M €| Mod(X) | um modelo arbitrario. Temos que mostrar que se M =5
['; entdao M sy I's. Mas por hipétese sabemos que se M =y 'y entao M =y
['s. Novamente pela hip6tese, como M |=yx I's entao M =y '3, 0 que conclui
a prova ja que M ¢ arbitrario.

Seguindo, apresentamos mais algumas estruturas sintaticas e semanticas que sao
baseadas em uma instituicao arbitraria Z.

Além da definicao de teoria apresentamos o funtor modelo generalizado, que
tem como origem a categoria de teorias e como destino Cat. Contudo, precisamos
primeiramente definir um importante operador, que define uma subcategoria cheia
de Mod(X). Nesta subcategoria vamos ter os X-modelos que satisfazem um conjunto
de sentencas I'.



Defini¢ao 3.3 (Subcategoria de Modelos) Dada uma assinatura ¥ €| Sign | e
um conjunto de sentencas I' C Sen(X), definimos a categoria mod(X)(I') como a
subcategoria cheia de Mod(X) determinada por aqueles modelos M €| Mod(X) | que
satisfazem todas as sentencas em I, isto é, a parte dos objetos é definida como

| mod(S)(T) [=* {M €| Mod(X) || M =5 I'}.

A preservacao de consequéncia logica pelos morfismo entre assinaturas é represen-
tada no seguinte

Lema 8.1 Sejam T'y,Ty C Sen(Xq) e ¢ : X — Xy um morfismo entre assinaturas
em Sign. Entao o sequinte vale:

[y s, Ty = Sen(9)(Th) s, Sen(¢)(Ty).

Prova. Por duas aplicagoes da condi¢ao de satisfacao e pela hipotese, segue que,
para todo M, €| Mod(%s) |, My [x, Sen(¢)(I'1) & Mod(¢)(Msy) Ex, T =
Mod(¢)(Ms) ==, T2 & Ms 5, Sen(¢)(L2).

Definicao 3.4 (Teoria) Uma representacao de uma teoria é um par 7T = (X,I),
tal que X €| Sign |, I' C Sen(X).

Definigao 3.5 (Categoria Th) A categoria Th de teorias e morfismos que preser-
vam axiomas tem:

e 7 = (X T) como objetos;

e setas (¢, =) 1 (E,T) — (¥,I"), tal que ¢ : ¥ — ¥’ é um morfismo entre
assinaturas em Sign e I'' =y Sen(¢)(D);

e o morfismo identidade é definido como: id : (idy, =) : (£,T') — (X,I'), tal que
ids : ¥ — ¥ é um morfismo em Sign e I' =y Sen(id)(I'). Como Sen é um
funtor I' =y idg,,, (I') = I

e composicao: sejam (¢, =) : (X,T) — (X, I") e (¢, ) : (£, T") — (", T")
setas em Th, entao temos que I'' =y Sen(¢)(T) e I s Sen(y)(I), tal que
a composigao é I f=xn Sen(y o ¢)(T).

Nota 3.1 Temos que verificar se I'” =y Sen(1) o ¢)(I') é uma seta em Th. Sejam
I s Sen(¢)(T) e I' [=xn Sen(1)(I'). Assim pelo lema 3.1 (monotonicidade de
Sen() em relacdo a =), temos que Sen()(I") Esr Sen(y)(Sen(¢)(I')). Agora,
pela transitividade de =gv (ver coroldrio 3.1.3), temos que I' =yxv Sen(¢)(I7) e
Sen()(I'") Exv Sen(v)(Sen(¢)(I')) implica que I' =sv Sen(v)(Sen(¢)(T')). Agora
pela definicao de composigao do funtor Sen temos I =y Sen(¢ o ¢)(I'), que é o
que devia ser provado.

Cada morfismo entre teorias possui uma denotacao, que é um funtor que ma-
peia modelos da teoria destino para modelos da teoria origem. Devido a condigao
de satisfacao de uma instituicao, podemos definir um funtor como uma restricao do
respectivo funtor que é a denotacao do morfismo entre assinaturas. Em detalhes,
temos essa idéia capturada pela seguinte



Proposicdo 3.1 (Funtor Modelo Generalizado) Dada uma teoria (3,T) €|
Th |, a atribuicio Mod((X,I)) =% mod(X)(I') determina um funtor Mody :
Th°” — Cat, chamado funtor modelo generalizado.

Nota 3.2 Para verificar a proposi¢ao acima consideramos ¢ : (X1,T'1) — (35, ')
um morfismo entre teorias em Th. Entao, pela definicao de morfismo entre teorias,
temos que I'y =5, Sen(¢)(I'1). Assim, para qualquer My € Mod(2,,1')), segue
que M, 5, Sen(¢)(I'y), e pela condigao de satisfagio , temos que Mod(¢)(Ms) Ex,
I'y, isto é Mod(p)(Ms) €] Modp((¥1,T'1)) |. Isto significa que o funtor

Mod(¢) : Mod(Xs) — Mod (%)
se restringe ao funtor Mod(¢) : Mod=(¥2,1'2) = Mod(¥1,1I'1)).

<21,F1> MOd':(<El,F1>)C—>MOd(21)
¢l M 0(? (8)= M O?i(gb)
(39, ) Mod,:((EQ, ['y)) & Mod(%,)

3.3 Notas Bibliograficas

A teoria das instituicoes foi primeiramente introduzida por Goguen & Burstal
[GOG 84|, para descrever de uma maneira uniforme uma diversidade de sistemas
l6gicos utilizados para especificacao. Esta idéia foi essencial no trabalho com a
linguagem de especificacao Clear [BUR, 80], suportando modularizagao e parametri-
zacao para estruturar o reuso de especificacoes formais. O trabalho em instituicoes
foi posteriormente enriquecido por seus autores em [GOG 92|, na drea de teoria abs-
trata dos modelos. Além disso, essas idéias tém também infuenciado outros traba-
lhos de autores diferentes, como por exemplo: Foundations [POI 89|, m—institutions
[FIA 87], General Logics [MES 89]. Uma interessante apresentacao unificada de
sistemas 16gicos para especificacao pode ser encontrada em [WOL 94].



4 Instituicoes I

Neste capitulo mostramos em detalhes duas instituicoes que sao especialmente
relevantes neste texto, i.e.,ldgica equacional multi-sortida e l[6gica equacional orde-
nada por sorts. Para a primeira logica, introduzimos o funtor Sen, o funtor Mod e a
relacao de satisfacao indexada por assinaturas. Em relagao ao funtor Sen sao vistos
os conceitos de termos e féormulas nessas légicas, bem como a traducao destes indu-
zida pelo morfismo entre assinaturas. Na secao respectiva ao funtor Mod cuidado
especial é dado ao funtor esquecimento, que pode ser visto como uma seta entre as
categorias de modelos de assinaturas que estao relacionadas por morfismos em Sign.
Uma idéia interessante que pode ser analisada cuidadosamente nessa instituicao é o
conceito de atribuicoes correspondentes, ja que elas tém papel essencial para provar
a relacao de satisfacao. Para a [dgica equacional ordenada por sorts apresentamos
somente a categoria de assinaturas devido a similaridade dos demais conceitos com
a instituicao discutida anteriormente. Salientamos que as secoes sao estruturadas
com uma discussao informal sobre cada uma das légicas no primeiro momento, e
entao seguindo, temos as defini¢oes formais.

4.1 Instituicao da Ldgica Equacional Multi-Sortida

De forma a introduzir uma discussao informal da instituicao da [dgica equaci-
onal multi-sortida (daqui em diante, simplesmente MSEqtl), considere as seguintes
especificacoes.

__ ThString, MSEqtl

Sorts
string, nat

Opns
0:— nat
vazia :— string
s 1 nat — nat
cons : nat, string — string
first . string — nat
rest : string — string

[z : nat, w : string| first(cons(z w)) =z : nat A;
[z : nat,w : string] rest(cons(z w)) = w : string Ay

Primeiramente, temos uma especificacao da estrutura de dados string de ntimeros
naturais, com string e nat como simbolos de sorts. Observe que os tinicos simbolos
de operagoes sobre o sort nat sao 0 e s. O simbolo de operacao cons especifica o
construtor para o sort string. Além disso, note que os axiomas sobre os simbolos
first e rest especificam o que deve fazer uma possivel funcao que interpreta-los.
Os nomes A; e As no final de cada equacao, no esquema acima, sao rétulos que
serao utilizados a seguir para identificar de qual equacao estamos falando. Agora,
considere a seguinte especificacao de listas de nimeros inteiros.



__ ThList, MSEqtl

Sorts
list, int

Opns
0:— int
empty — list
s :int — int
plus : int, int — int
tail : list — list
head : list — int
cons : int, list — list

[z :int] plus(z,0) =z : int B,

[z, y = int] plus(z, s(y)) = s(plus(a: y)) : int By
[z :int, [ : list] head(conc(z 1)) = z : int Bs
[z :int, [ : list] tail(conc(z 1)) =1 : list B,

Nesta teoria, para o sort int, além dos simbolos de operagoes 0 e s temos também
plus. Novamente, o simbolo cons especifica o construtor, s6 que agora para o sort
list. Note que empty é o unico simbolo de constante para [ist. Novamente, marcamos
cada equacdo com um rétulo (By, By, By, By) para identificacao.

Observando essas duas teorias, podemos desejar estabelecer um morfismo (¢)
entre as assinaturas (Ygiping, Lzist) das duas especificagoes. Note, nos esquemas
apresentados, que a assinatura estd antes do traco que marca o inicio das equacoes.
Mais precisamente, um mapeamento entre assinaturas traduz sorts e simbolos de
fungoes de Xgying para Y. Entao, temos as seguintes tradugoes

o(string) = list
(nat ) int
(0) =

(Uazm) = empty
(s) =

(con ) = cons
(first) = head

(

rest) = tail

B S S S S S S S

Neste contexto, podemos pensar também em traducoes de sentencas do con-
junto de sentencas de ThString para o conjunto ThList. Assim, temos um ¢, que
troca os nomes de acordo com o morfismo entre assinaturas (¢), tal que:

—~

: nat, s : string|, first(cons(z w)) = = : nat) =

s int, [ : list], head(cons(z 1)) = z : int)

nat, s : string|, rest(cons(z w)) = w : string) =
sant, [ list], tail(cons(z 1)) =1 : list)

&-—-&
8

BN

.—|

Uma algebra para especificacao ThString é a seguinte estrutura,



—_[String, MSEqtl], Alg
Conjuntos
N, N*
Fun
0:{x} >N
A {x} > N
succ : N— N
n N x N — N
hd : N* — N
tl: N* — N

hd(n::y)=mn
thin:y =y

que interpreta o simbolo de sort nat como o conjunto dos numeros naturais N, o
sort list como palavras de naturais, o simbolo de operacao 0 como a constante 0 dos
naturais, o simbolo vazia como a palavra vazia de nimeros naturais A, o simbolo de
operacao first como a funcao hd e finalmente rest como a funcao #l.

Como ja mencionado no capitulo anterior, quando trabalhamos com especi-
ficacoes e estruturas de interpretacao para elas, temos o conceito de satisfacao de
férmulas (da especificagao) pela dlgebra. Logo, a satisfagao de férmulas em ThString
¢ tal que: seja Agiring a estrutura de interpretacao MSEqtl definida acima, e sejam

gt - {2} = N
gy {w} — N

atribuicoes arbitdrias. Para provar que a sentenca A; é satisfeita pela dlgebra,
significa verificar que @y, (first(cons(z w)) = @yae(x), para a avaliagdo @ segundo a
definicao 4.13. Entao, temos:

sty (first(cons(z w)) = hd (@, (cons(z w))) (definigao 4.13)
= hd(@pat(2) = Wgir(w))  (definicao 4.13)
= QWpat(T) (definigao de hd)

Agora para a sentenga A, é preciso verificar que @y, (rest(cons(z w))) =
Wsr (w). Assim, temos:

gy (rest(cons(z w)) = t(Wpest(cons(z w))  (defini¢ao 4.13)
= tl(Wpat(7) : gr(w))  (definigao 4.13)
= Wgyr (W) (definicao de )

Na sequéncia, considere a algebra para especificagao ThList no seguinte es-
quema.



— [ List, MSEqtl], Alg
Conjuntos
Y/
Fun
0:{x} > Z
A {x} — Z*
succ : L — 7
sum L x L — 7

hd : Z* = 7
tl: 7" — 7Z*
v 4oxX LF— TF

succ(n) =n +1
sum(n,m) =n+m
hd(n 1) =n

thin 1) =1

Temos que o simbolos de sorts int e [ist sao interpretados pelo conjunto dos
nimeros inteiros e por palavras de inteiros, respectivamente. Nesta estrutura de
interpretacao, as funcoes 0 e succ que denotam 0 e s sao definidas sob numeros
inteiros, diferentes das definidas na algebra anterior que eram sob naturais.

Para este segundo exemplo, novamente temos a nogao de satisfacao dos axio-
mas da teoria ThList pela dlgebra Ay definida acima. Assim, sejam

Qnat - {2, y} = Z
s {l} = Z*
atribuicoes arbitarias. Para provar que a sentenca B; é satisfeita pela algebra signi-
fica verificar que @yq(plus(z,0)) = @pet(z). Logo, temos:

Wpat (plus(z,0)) = sum(Wpa (), Wpat (0)) (definigao 4.13)
= Wpat(2) + oz,mt( ) (defini¢ao de sum)
= Wpat(z) + (definicao 4.13)
= Qpat() (defini¢ao de +)
Para a sentenca By temos @ (plus(z, s(y))) = @na(s(plus(z,y))). Assim,
Wpat (plus (z,5(y))) = sum(Wpu(z), Wnat(s(y))) (definigao 4.13)
= Tpat(2) + Tpat(s(y)) (definigao de sum)
= Tpat () + (succ(@pat(y))) (definicao 4.13)
= Qpat () + Wpar(y) + 1 (definigao de succ)

Agora, para o lado direito de By temos:

Wnat (s(plus(z,y))) = succ(Wpa(plus(z, y))) (definigao 4.13)
= succ(sum(@pat (), nat (¥)) (definigao 4.13)
= succ((amt( )+ Wpat(y)) (defini¢ao de sum

)
= Qpat (2) + Wpat(y) + 1 (defini¢ao de succ)

que é o que tinha que ser provado. Seguindo, para B; temos @z (head(conc(z 1)) =
Wpat (7). Assim,
Qyist(head(conc(z 1)) = hd(Qs(conc(z 1))) (definigao 4.13)
= hd(@pat(z) Qs (1)) (definigao 4.13)
= Wpat(2) (definicao de hd)



Finalmente, para By, precisamos verificar que @5 (tail(conc(z 1)) = @5 (1). Entdo:

Qyist (tail(conc(z 1)) = tl(as(conc(z 1)) (definigao 4.13)
= tl(Qpat () = Qs (1)) (definicao 4.13)
= @st (1) (definigao de )

Desta maneira, provamos que essas duas algebras sao modelos das respectivas espe-
cificacoes.

Agora, voltando a idéia inicial de relacionamento entre as especificagoes, po-
demos definir um morfismo, Mod(¢) : Apiss — Asiring, (induzido pelo morfismo entre
assinaturas) entre essas duas algebras que é dado no sentido contrdrio, i.e., de Ap;s
para Ag;ing. Portanto, tratamos da seguinte traducao:

Apiss = (Z, 7,0, )\, succ, :: , sum, hd, tl)
Mod )

(Z,7*,0, \, succ, ::, hd,tl)

onde a funcao sum é esquecida. E importante notar que esta seta traduz os modelos
de ALy que satisfazem os axiomas relacionados por ¢.

Contudo, é essencial que a satisfacao de férmulas por modelos seja estdavel sob
a troca de notacdo pelo morfismo entre assinaturas, i.e., se temos que um modelo
satisfaz os axiomas traduzidos, entao, para qualquer traducao ¢, temos que o modelo
traduzido satisfaz os axiomas origem. Assim, na traducao das especificacoes acima
temos:

AList ):ZList Sen(qﬁ)(gp) <~ MOd(¢)(AL13t) ):Zstring ¥

Esta discussao motiva pensarmos em assinaturas como objetos em uma cate-
goria e morfismos entre assinaturas como setas nesta categoria. Também, podemos
expressar de maneira estruturada, o processo que associa cada assinatura com seu
conjunto de féormulas e com sua classe de modelos, i.e., através de dois funtores. Os
dois com origem na categoria de assinaturas e com destino em Set e Cat, respecti-
vamente.

Isto tudo pode ser formalizado nas definicoes apresentadas nesta secao.

4.1.1 Categoria Sign gy, de Assinaturas

A categoria de assinaturas MSEqtl, tem assinaturas MSEqtl como objetos e
morfismos entre assinaturas como setas. Uma assinatura MSFqtl consiste de um con-
junto com nomes de sorts e de uma familia de conjuntos com simbolos de operagoes
indexada pela aridade e sort codominio desses simbolos. Neste sentido, aridade pode
ser pensada como uma palavra de sorts. Essa idéia pode ser verificada em detalhes
na seguinte

Definicao 4.1 (Assinatura) Uma assinatura MSEqtl (equacional) é um par ¥ =
(S, F), onde:



e S é um conjunto de nomes de sorts,

e I é um familia de conjuntos de nomes de operadores, indexada por S* x S.
Assim, F = (F,, s | w € §*,s € §). Um operador f € F, ; com aridade w e
sort s é escrito f : w — s.

Um morfismo entre tais assinaturas MSFEqtl consiste de uma funcao que traduz
simbolos de sorts e uma familia de func¢oes que mapeia simbolos de operacoes. Mais
precisamente, este morfismo da para cada sort e para cada simbolo de operacao da
assinatura origem um respectivo na assinatura destino.

Definicao 4.2 (Morfismo entre Assinaturas MSEgqtl) Dadas duas assinaturas
Y1 = (S, F1) e ¥y = (S, Fy). Um morfismo ¢ : ¥; — Xy é um par {(¢°, ¢*), onde:

e ¢»° é um mapeamento ¢° : S — 3, de sorts

e ¢! é uma familia de mapeamentos de sfmbolos de funcoes indexada por $* x S,
tal que: ¢F = (s : Flus — Fy 4+ (w),6(s))» onde ¢* é a extensao de 58 =S
para palavras de S*, isto é, ¢*(s1...5,) = ¢(s1)...d(s,) para todo s;...s, €
S*, lembrando que ¢*(\) = A

Nota 4.1 Para a notagao ficar mais clara, escrevemos ¢(s) no lugar de ¢(s), ¢(f)
no lugar de ¢ (f) e f:8...8, — scomo f:w — sse w=3s...8,.

Tendo os conceitos de assinaturas e morfismo entre assinaturas MSEqtl pode-
mos definir entao o primeiro ingrediente da instituicao desta logica, i.e., categoria

SignMSeql'

Definicao 4.3 (Categoria Sign,/sp,;) A categoria Signjqp,, tem:
e assinaturas equacionais ((5, F')) (segundo a defini¢ao 4.1) como objetos,
e morfismos entre assinaturas como morfismos,

e a composicao dos morfismos é a composicao dos mapeamentos nos componen-
tes, i.e., sejam

X =Xy = <¢S,¢F> ey — Ny = (7/)S;¢F>
morfismos em Sign, onde

#° 8 — Soepf i Fy > F,
que é definida como:

O = (Pu,s * Frus = Fogrw)o(s)

para todo w € 5] e s € 51, onde ¢* : S — S5. Igualmente para o morfismo
1, temos

1&5:52—>Sgesz:F2—>F3
que é definida como:

O = (us  Faws = Fspe(w)u(s))



para todo w € S5 e s € Sy, onde ¥* : S5 — S;. Entao, a composigao desses
mapeamentos é tal que:

Yo X — Ny =LY (%09 PF 0 pT)

definida para cada componente dos morfismos. Assim, a definicao da compo-
sicao para a componente S é

(1% 0 ¢%)(s) = 1((s)) € S

para todo s € 51, e para a componente F' é

(V" 0 " )ws =P (Vg (w).i(5) © Pus)-

Note que, pela definicao da composicao na componente F', temos que:

(" 0 0" Vs + Frows = Fape(¢r (w))(e(s)) -

Isto pode ser verificado nos seguintes diagramas. Onde, para ¢, temos

Sl Sl* X Sl Fl;wl 581

¢>l lcb*w laswl,sl

Sy Sy X Sy F 6 (un),(s1)

para v temos

SQ SQ*XS2 F2ws

1/’l ld’*m/’ l’/’wzﬂ

Sy S5 X 53 F3 5% (w2) 0 (s2)

finalmente, para composicao (¢ o ¢)

S S x5 Fy s
(1/1°¢)l/ l(1/’°¢)* X (Vo) ld)rb* (w1),6(s1)°Pwr 51
S S5 % Sy B3 5 (6 (wn)) (9(s1))
e 0s morfismos identidade idy, : 31 — ¥ sdo pares de mapeamentos identidades
idy, = (id®, id""). Assim, sejam

idy, 1 X — 2 = <ids, ZdF> e ¢ 12— Mg = <¢S)¢F>



morfismos em Sign, onde
iWds 8 = S eid”  F, = F
que é definida como:
id" = (L Fiys = Foigeuyids))

para todo w € S| e s € 1, onde i«d* : S] — 5. Igualmente para o morfismo
¢, temos

¢SZS1—>SQG¢FIF1%FQ
que é definida como:
O = (us : Frows = Fogr(w), ()

para todo w € Sf e s € S1, onde ¢* : S5 — S5. Entao, temos que a composi¢ao
desses morfismos ¢ definida como:

¢ oidy : Y1 — Sy =4 (¢5 0id®, ¢F 0 id")

i.e., para cada componente dos morfismos. Logo, a definicao da composicao
para a componente S é

(¢° 0 id%), = ¢ (id”)s = ¢,
para todo s € S;. Finalmente, para a componente F' temos:

(ng ©) Z'dF)wys =def (¢id*(w),id(s) o Z‘dw,s) = ¢w,s-

Novamente, temos os diagramas representativos, tal que para idy, temos:

Sl Sl* X Sl Fl,’ll)l,Sl

idl lid* xid lidwl,s1

S, Srx S F iax (wy),id(s1)

O diagrama de ¢ pode ser observado no item acima. Entao, a composicao é

S S X 51 B s
(¢°id)l l(ﬁboid)* X (¢oid) l‘bid*(m),idsl oidwy s

Sy Sy X Sy B g (id* (wn ) plid(s1))

que pode ser simplificada como:

Sl Sl* X Sl Fl,’ll)l,Sl
(¢oid)l lwoid)* X (goid) lml,sl
S2 SQ* X S2 F27¢*(w1)7¢(31)

Seguindo a definicao de instituicao, apresentamos agora, o segundo ingrediente
da légica MSEqtl, i.e., funtor modelo (Mod ysgqu)-



4.1.2 Funtor Modelo Mod yspu : Signyjsp,y — Cat

O funtor Mod yspe (daqui em diante, representado simplificadamente Mod)
atribui para cada assinatura ¥ €| Sign ez, | uma categoria de ¥-dlgebras como ob-
jetos e homomorfismos entre -algebras como morfismos. No caso da légica MSEqtl
os modelos sao dlgebras entao, escrevemos Y-algebras no lugar de Y-modelos .

Uma X-algebra interpreta cada simbolo de sort da assinatura como um con-
junto e cada simbolo de operagao como uma funcao.

Definicao 4.4 (X-algebra) Seja ¥ = (S5, F) uma assinatura. Uma X-dlgebra A =
(A(S), A(F)) é dada por:

o A(S)=(A4,]|s € S) que é uma familia de conjuntos indexada por S, os quais
sao chamados “carregadores”.

o A(F) = (A(F)ys | w € S*,s € §) é uma familia de fungdes indexada por
S* x 8, com uma fungao

Af st Ay — A
para cada simbolo de operagao f : w — s € F, onde A(sy...s,) = As X ... X A;,

no casode w = 8;...5,

Como visto na definicao acima, X-algebras em geral tém vérios conjuntos
carregadores. Entao uma familia de mapeamentos entre esses conjuntos é chamada
homomorfismo entre Y-dlgebras, se os mapeamentos sao compativeis com todas as
constantes e fungoes da algebra. Assim, essa idéia é capturada na seguinte

Definicao 4.5 (- Homomorfismo) Dadas duas ¥-dlgebras A e B, um - homo-
morfismo h : A — B é uma familia de mapeamentos indexada por S.

h=<(hs: Ay - Bs; | s € 9),
tal que h é compativel com as operacoes, isto é,

hs(Af(ar, ..., an)) = Bp(hs,(a1), ..., hs,(ay))

Ay — B,
| [
A, — B,
para cada simbolo de operagao n-ario f : s;...s, =+ s € Fetodo a; € Ag,,...,0a, €

A,

Nota 4.2 Denotamos (hs, (ay), ..., hs,(a,)) como hy(a) com a € A,. Assim, pode-
mos escrever, simplificadamente, a condicao de homorfismo: hy o Ay = By o hy,

A definigao do funtor Mod em objetos atribui para cada assinatura X € | Sign |
uma categoria de Y-algebras.



Proposicao 4.1 (Categoria Mod ysgm) Dada um assinatura X. A categoria Mod(X) ysgqu
consiste de: X-dlgebras como objetos e X-homomorfismos entre as dlgebras como
morfismos.

Prova. Temos que provar que os homorfismos entre as dlgebras preservam identidade
e composi¢ao. Primeiramente, o homomorfismo identidade (mapeamento identidade
nos carregadores) é realmente a identidade, pois a defini¢ao é baseada em mapeamen-
tos. Segundamente, a composicao de homomorfismos deve ser um homomorfismo.
Sejam h = (hy : Ay - B; | s € S)eg=1(gs : By - Cs | s € §) dois homo-
morfismos, definimos a composicao desses X-homomorfismos como a composicao de
mapeamentos em Set, isto é:

((goh)s|s€S)=(gs0hs: Ay = Cs | s €S)

Assim, temos que provar que a composicao é compativel com as operacoes. Entao,
sejam os dois homomorfismos h e g definidos acima, temos que o seguinte diagrama
comuta:

hw Juw
Aw - Bw — Cw

Af,w,sl le,w,s lcf,w,s

AsTBsTCs

ou seja,

(goh)soA; = (gsohs)oAs (pela definicdo de composigao)
= gs0 Brohy (h é um homomorfismo)
= Cf o gy 0 hy (g é¢ um homomorfismo)
= Cro(goh), (peladefinicdo de composicao)

paratodos € Sef:w—s€Few=s...8,

Agora, pela definicao do funtor Mod em setas, temos para cada morfismo entre
assinaturas ¢, um funtor Mod(¢), entre as categorias das X-algebras relacionadas por
¢. Contudo, se o morfismo entre assinaturas é de X para ¥', entao o funtor Mod(¢)
é da categoria de X'-dlgebras para a de Y-algebras. Nos exemplos apresentados
no inicio do capitulo podemos observar a contravariancia desse funtor. Chamamos
Mod(¢) de funtor esquecimento, que é mostrado em detalhes, na seqiiéncia. Neste
trabalho, utilizamos o nome funtor esquecimento que é uma heranca dos estudos em
Algebm Universal, entretanto a terminologia funtor restricao também é adequada.

Definigao 4.6 (Funtor Esquecimento (forgetful)Mod($)uspu) Dado um mor-
fismo entre assinaturas ¢ : 3; — Y5 em Sign, definimos um funtor esquecimento
Mod(¢) : Mod(X) — Mod(X;) em Yo-dlgebras e Yo-homomorfismos.

1. Para toda Yo-dlgebra Ay temos um 3-algebra Mod(¢)(As), onde

Mod(9)(Asz)s, =P Ay 45,y para todo s € S e
MOd((ﬁ)(Ag)fl =Def A2,¢(f1) para todo f1 S F1

2. Para todo ¥y-homomorfismo hy : 49 — By obtemos um ¥;-homomorfismo



Mod(¢)(hy) : Mod(¢)(A2) — Mod(¢)(Bs) definido por
Mod(¢)(ha)s, =P hy 45,y para todo s € S

O diagrama seguinte representa a definicao do funtor esquecimento em objetos

e setas.

Modg)
(A2)s = Aa9(s1)

Mod (4)
(Ag)p, ~——A24p)

Modg)
(hQ)S1 ~——— h’27¢>(31)

Nota 4.3 Precisamos verificar se o mapeamento preserva as identidades e é com-
pativel com a composicao, ou seja, ¢ um funtor.

1. Mod(¢) preserva as identidades. Seja Ay uma Yo-dlgebra que tem como iden-
tidades idy, : Ay — A,. Para todo s, € 51, temos:

Mod(9)(ida,)s, = idaye(s) (pela defini¢ao 4.6,1)
= idMOd(d))(Ag)sl (pela defini¢ao 4.6,1 )

2. Mod(¢) é compativel com a composi¢do de homomorfismos. Dados dois ;-
homorfismos hy : Ay — By e ¢y : By — (5 para todo s; € 51, temos:

Mod(¢)(g2 0 h2)s, = (920 h2)g(s1) (pela def. 4.6,2)
= J2,4(s1) © h2,p(s1) (comp. em Set)
= Mod(9)(g2)s, © Mod(9)(hy)s, (pela def. 4.6,2)

Finalmente, o funtor Mod, que consiste essencialmente nos componentes semanticos
da instituicao MSFEqtl é formalizado abaixo.

Proposicao 4.2 (Funtor Mod ysgpau) Podemos definir Mod yspgu como um fun-
tor Mod yspen = Signyysp — Cat, tal que,

e Para toda assinatura ¥ €| Sign |, Mod(X) € a categoria de todas as X-dlgebras
sequndo a proposi¢ao 4.1 .

e Para todo morfismo entre assinaturas ¢ : X1 — Xy em Sign, Mod(¢) : Mod (2,) —
Mod(X,) é o funtor “esquecimento” como definido em 4.6.

Prova. Precisamos provar que o funtor Mod ysgqu preserva o morfismo identidade e
a composicao.

1. Para verificar se Mod ysgey € compativel com a composigao, sendo ¢ : Xy — Yo
e 1 : Yo — X3 dois morfismos em Sign, temos que provar que os seguintes
morfismos em Cat sao iguais:



MOd(Eg) MOd(Zg)

lModom

Mod (pog) Mod (%)
lModw)

Mod(%,) Mod(%:)

Para todo s € S e para toda X3-dlgebra A3, temos que: Mod (1o ¢)(Az), =P
Asp(o(s)), entao:

Mod(yp o ¢)(Az)s = Azp(s(s) (pela defini¢ao acima)
= (Mod(v))(A3))g(s) (pela def. 4.6)

= Mod(¢p)(Mod(v)(As3))s (pela def. 4.6)

= (Mod(¢) o Mod( ))(As)s  (pela comp. em Set)

2. Da mesma maneira, para verificar se Mod ysgeu preserva as identidades, sendo
¢ X — Yy eidy : ¥y — X morfismos em Sign, temos que provar que os
seguintes morfismos em Cat sao iguais:

Mod (%) Mod(2s)
lModw)
Mod (9) Mod (%)
lMOd(z’dl)
Mod (%) Mod (%)

Para todo Ys-modelo A, e s € S, pela definicdo de composicao acima, temos
que (MOd(Zdl) o] MOd((ﬁ))(Ag)s = A2,¢(id1(s)) = A2,¢(S), entao:

(Mod(idy) o Mod(¢))(A2)s = Az g(id;(s)) (def. de comp. de Mod)
= A 4(s) (def. de identidade)
= Mod(¢)(A2)s (def. 4.6)

O terceiro ingrediente da instituicao é o funtor Sen, que atribui para cada
assinatura em Sign um conjunto de sentencas.

4.1.3 O Funtor Sentenga Senuyspgy @ Sign yspey — Set

Nesta secao, apresentamos o funtor Senuyggqu, que define termos e sentencas
sobre uma assinatura, onde as sentencas sao equagoes. Este funtor define morfismos
(tradugoes) entre essas equagoes (em Set), que sao induzidos pelos morfismos entre
assinaturas (em Sign).

Um sistema de varidveis é uma familia de conjuntos de varidveis indexada por
sorts, com a restricao de que os nomes das variaveis nao se repetem. Por exemplo,



seja [z : nat,y : list,| : listlhead(cons(z :: 1)) = z : nat uma equacdo com seu
sistema de varidveis. Assim, nao pode ocorrer uma situacao tal que [z : nat,y :
nat,y : list, 1 : listlhead(cons(z :: 1)) = z : nat, pois o nome de varidvel y aparece
repetido, representando uma mesma variavel com dois sorts.

Definicao 4.7 (X-Sistema de Varidveis) Sejam ¥ = (5, F') uma assinatura. Um
Y-sistema de variaveis X ¢é uma familia de conjuntos indexada por S, i.e.,
(X5 |s€8), com

s1 # 89 =—> X5, N X,, = @ para todo s; e s € 5.

A Figura 4.1 pode ser vista como uma denotacao de um sistema de variaveis,
dado um conjunto s de sorts.

S X
FIGURA 4.1 — Sistema de Variaveis

Os termos de uma assinatura sao definidos para cada sort s do conjunto de
sorts.

Definicao 4.8 (Termos de uma Assinatura) Sejam ¥ = (5, F') uma assinatura
e X um Y-sistema de varidveis.

TEX)=(T(X,X);|s€S5)

¢ chamada familia de Y-termos sobre X e é definida para cada s € S como
conjunto T'(X, X),, para o qual vale:

e X, CT(% X)s,
e feT(X,X)sparatodo f: A > s €F,

o f(ty,...,tn) € T(X,X)s;paratodof:s1...5, > s € Fetodot; € T(E,X)s,
oty € T(S, X),,.

As sentencas da logica MSFEqtl sao equacoes. A idéia de uma equacao é sempre
carregar o seu contexto, i.e., sistema de varidveis. Por exemplo, considere as seguin-
tes sentencas [z : int] plus(z,0) = z : int e [z,y : int, [ : list] plus(z,0) = z : int.
Elas sao vistas como equagoes diferentes, ja que seus sistemas de varidveis nao sao
os mesmos. Neste sentido, podemos pensar que cada equacao tem uma tag, i.e., seu
contexto (declaragdo de varidveis € local). Desta forma, o conjunto de equacoes de
uma assinatura sao todas as equacoes com seus possiveis sistemas de varidveis. Essa
idéia é colocada em detalhes na seguinte



Definigao 4.9 (X-Equagdes) Sejam ¥ = (S, F') uma assinatura e X um -sistema
de varidveis. Uma Y-equacao ¢é escrita (X ¢ =1¢"),onde t e t' € T(X, X);, s € S.
Sendo que Eq(X, X') denota o conjunto de todas as Y-equacoes sobre X e Eq(X) é o
conjunto de todas as equacoes para uma assinatura, isto é:

Eq(X) =" U{Eq(X, X) | X é um X-sistema de varidveis. }

O funtor Sen é definido em setas atribuindo para cada morfismo entre assi-
naturas (¢) um mapeamento entre os conjuntos de sentencas dessas assinaturas.
Assim, para cada termo da assinatura origem de ¢ temos um respectivo na assina-
tura destino. A traducao destes termos segue a sua estrutura, i.e., é definida para
variaveis, para constantes e para termos compostos.

Defini¢ao 4.10 (Tradugao de Termos) Dadas duas assinaturas 3, = (Sy, Fy),
Yo = (Sy, F3), um morfismo entre assinaturas ¢ : £; — ¥y e X; um ¥;-sistema de
variaveis. Definimos X, como Y,-sistema de varidveis por

X5y =" U{ X015, | 0(51) = 52}

para todo s; € S;. Ou seja,

Xl,sl '—d)) X1,¢(Sl)

Assim, a traducao % : T(X1,X1) = T(Xy, Xy) de ¥i-termos é dada por uma
familia de mapeamentos ¢, : T'(X1, X1),, — T(X2, X2)4(s;) indexada por §;, com
° 551(@) =Pel (€ X5 4(51)) para todo z; € Xi 4
e ¢, (fi) =P ¢(f) para todo fi : X = s € F)

o ¢, (filti,. tn) =" ¢(f)(d,, (1), ..., b, (tn)) paratodo fi : wy — s € Fy e
todo tl c T(ZI;XI)SU .. tn € T(EI;XI)STL-

para todo s; € S; e para todo w; = s;...5, € S;. A tradugao de termos pode ser
verificada nos seguintes diagramas.

b5
T —lemp € Xo6(s1)

as
fir————=0(fi) € Fps))

Filts s tn) e (£ By (8): - B, (50)) € Py gy oo



Em relagao a traducao de variaveis, considere o seguinte exemplo do inicio da
secao.

~—~

s nat, s : string|, first(cons(z w)) = = : nat) =

z :int, [ : list], head(conc(z 1)) = z : int)

: nat, s : string|, rest(cons(z w)) = w : string) =
sant, [ list], tail(conc(z 1)) = 1 : list)

—~
A~~~
8 —— 8

| =] =

Temos uma traducao de sentencas entre assinaturas MSEqtl. Nos sistemas de
variaveis que acompanham as equagoes, a Unica mudanca na traducao de variaveis
é respectiva ao sort. Os nomes das varidveis permanecem 0s mesmos.

O funtor Senyspq : Signysp,y — Set leva cada assinatura ao conjunto de
todas as equacoes sobre esta assinatura e cada morfismo entre assinaturas para um
morfismo que traduz equagoes das respectivas assinaturas.

Defini¢ao 4.11 (Funtor Sentenga Se"MSeql) O funtor Se"MSE‘qtl : Sign —
Set (daqui em diante simplesmente Sen) é definido:

1. Sobre assinaturas: Sen(X) =9 Eq(X)

2. Sobre morfismos entre assinaturas: Sen(¢ : ¥; — o) = Se
Eq(X2), onde Sen(¢)(X ¢ =) =P (¢(X1) F ¢(t) = ¢
T(%, Xy)

¢) : Eq(Xy) —
(t")), para t,t' €

Nota 4.4 Precisamos verificar que Sen realmente é um funtor, isto é, preserva
identidades e composicao.

Para verificar se Sen é compativel com a composicao, sendo ¢ : X; — ¥y e
Y 1 Y9 — Y3 dois morfismos em Sign, temos que provar que os seguintes morfismos
em Set sao iguais:

Ea(X1) Ea(X1)
lSenw)

Sen(1pog) Eq(S,)
Sen(y)

Eq(Xs) Eq(Xs)

_ Para t_da_(X
o(X1)) - (o(1))

(Sen() o Sen(9))( Xy Ht =1t (: Sen(w)(SSen()qﬁ)(Xl Ft=1t"))
comp. em JSet
= Sen()(p(X1) - o(t) = (1))
(def. 4.11,2)
= (Y((X1) F¥(b(t) = v(o(t")))
(def. 4.11,2)
= Sen(pod)(XiFt=1)

(def. acima)

t = t') ¥i-equagdo, temos que: Sen (o @) (X, Ft =1') =def
o(t"))), entao;

II—'—

(4(



Da mesma maneira, para verificar se Sen preserva as identidades, sendo ¢ : 31 — ¥,
e idy : X7 — X4 dois morfismos em Sign, temos que provar que os seguintes morfismos
em Set sao iguais :

Eq(%)) Eq(%)
lSen(idl)
Sen(¢) Eq(X)
lSen((j))
Eq(X>) Eq(X»)

Para toda (X; - ¢t = ¢/

1-equagio, temos que Sen(¢ o idy)(X, bt = t') =%

Y
(p(idy(X1)) F p(id, (1)) = ¢(id1(t'))) que pode ser simplificada para (¢(X;) - @(t) =

o(t")), entao:

(Sen(¢) o Sen(idy))(Xy =t = t') (: (5@1_()51))) = g(idi (1)) = ¢(idy(t')))
composigao
= (¢(X1) F o(t) = ("))
(definigao acima)
= Sen(p)( Xyt =1)
(definigao 4.11)

4.1.4 Condigao de Satisfagao

Nesta secao apresentamos a relacao de satisfacao e as definicoes importantes
para provarmos que os componentes sintaticos sao compativeis com os componentes
semanticos.

Uma atribuicao de variaveis é uma familia de fungoes indexada por sorts, tal
que para cada variavel de sort s é dado um valor na algebra no respectivo conjunto
base deste sort.

Definigao 4.12 (Atribuicao de Varidveis) Sejam A uma Y-dlgebra e X um -
sistema de varidveis. Uma atribuicao o : X — A é uma familia de mapeamentos
indexada por §

a=(as: Xy = A | s€S)

Na Figura 4.2 temos a familia de atribui¢oes (indexada por S).

A avaliacao de termos é também uma familia de mapeamentos indexada por
sort, que interpreta cada termo da assinatura > em uma X-algebra. A definicao de
avaliagao é dada de acordo com a estrutura de termos, i.e., para varidveis (ou seja,
a propria atribuigdo), para constantes e para termos complexos.

Definigao 4.13 (Avaliagao de X-Termos) Para uma -algebra A, para um con-
junto de termos T'(X, X') e para uma atribuicdo o : X — A, a avalia¢do de termos

a:T(X,X)— A éuma familia de mapeamentos indexada por S

a=(a,: T(X,X); > A; | s€9)



X A
FIGURA 4.2 — Atribuicao

definida para todo s € S como segue:
o a,(z) =P a,(x) para todo = € Xj,
o a,(f) =P A; paratodo f: A = s € F,

o ay(f(ts,...,tn)) =P9 A;(@y(t,...,t,)), onde para todo f : w — s € F e
todo t; € T(X,X)sy, ..., tn € T(X,X)s, sendo w = sy ... Sp.

Podemos analisar a avaliacao de termos no diagrama abaixo.

x&as(x)
f—2 A
Fltn, b)) — s A(y (1, -, )

Como mencionado no inicio desta secao, dada uma assinatura ¥ e uma Y-
algebra temos o conceito de satisfacao de X-sentencas nesta algebra.

Definigao 4.14 (Satisfagao de uma equagao em uma atribuicao) Sejam ¥
= (S, F') uma assinatura, ¢ = (X F ¢ = t') uma equagao sobre ¥, uma X-dlgebra
A= (A(S),A(F)) e a: X — A uma atribui¢do. Entao A satisfaz p em o : X — A,
escrita A, o =y, ¢, se e somente se a(t) = a(t').

Definicao 4.15 (Satisfagao de uma equagao) Sejam ¥ = (S, F') uma assinatu-
ra, ¢ = (X F ¢t = t') uma equagao sobre ¥, uma X-algebra A = (A(S), A(F)). Entao
A satisfaz @, escrita A =5 ¢, se e somente se A, a =y ¢, para todo a: X — A.

Nota 4.5 Entao, podemos dizer que uma algebra satisfaz um conjunto de equagdes,
se e somente se as avaliacoes dos lados direito e esquerdo da equacao produzem o
mesmo resultado em A, sendo A uma X-algebra, para toda atribuicao a: X — A.

Considere ¢ um morfismo entre duas assinaturas. Para toda a atribuicao de
variaveis para valores da algebra da assinatura origem temos uma semelhante na
destino e vice-versa.



Definigao 4.16 (Atribuigoes Correspondentes) Dado um morfismo entre assi-
naturas ¢ : Xy — X, uma Yo-algebra A, um X;-sistema de varidveis X; e um
Y,-sistema de varidveis ¢(X;). Para toda atribuicao oy, : X1, — Mod(¢)(A2)s,

existe uma atribuicao as, : ¢(X1)s, — Asa,s,, definida por:
2,5 (I) =P Q1,51 (.T)

para todo sy € Sy, onde ¢(s;) =s2 ez € Xy 5, C 5(X1)52_-

Da mesma maneira, para toda atribuicao agg, @ ¢(X1)s, — Ao, existe uma
atribuicao a4 : Xi15, — Mod(¢)(A2)s,, dada por:

a5, () =P 0 450 (2)

para s, € Sy onde z € X; 5 C $(X1)¢(51). Neste caso, chamamos (g, @) como par
de atribuicoes correspondentes, que pode ser verificado no seguinte diagrama:

Mod(¢)(As)s, = As g(s1)
Q1,51 Q2 ¢(s1)
X1 C A(X1)g(s1)

Note que a igualdade na parte superior do diagrama é garantida pela caracteristica
que Mod(¢) tem de nao mudar os carregadores, e, porque ¢ nao muda os nomes das
variaveis temos a relagao C.

Na definicao acima, observamos que temos atribuicoes correspondentes, as-
sim ¢ definida a mesma relacdo para avaliacoes. Mais especificamente, dada uma
avaliagdo de um termo da assinatura origem (de ¢) temos uma correspondente na
assinatura destino, para o termo traduzido.

Proposi¢cio 4.3 (Avaliagdes Correspondentes) Sejam ¢ : Xy — Yo um mor-
fismo em Sign, uma Xo-dlgebra Ay, e um Xq-sistema de varidveis X;. Pafa toda atri-

buicao oy : X1 — Mod(¢)(Ay), temos a correspondente atribuicao ay : ¢(X1) — Ao
e vice-versa, tal que:

@15, (1) = Dy g5,y (9, (1))
para todo s, € Sy, t € T(X1,X1)s,-

Prova. A prova de correspondéncia entre as fungoes de avaliacao é feita por inducao
estrutural sobre a construcao de termos. Para todo s; € Sy e todo ¢t € T(31, X1)s,
temos:

1. Para todas as varidveis z, com z € Xj

s () = a1 (2) (def. de @)
= Q,9(51)(7) (def. de ay)
= T, p(s1) (%) (def. de @)
= Wy p(s1) (D5, () (def. de @)



2. Para constantes f;, com f; : A — sq:

@15, (h) = Mod()(A2)y, (def. de @)
= Ao (1) (def. de Mod(¢))
= Tz,4(s1) (2 (1)) (def. de @)
= W2,9(s1) (9, (/1)) (def. de @)
3. Para termos compostos fi (t1,...,t,),comfi : w — s;ety € T(Z1, X1)s1,...,tn €

T(X1, X1)sn, onde w = §p...8,:

[ (fl(tla s tn)) = MOd(¢)(A2)f1 (51,31 (tl)a e -al,sn(tn))
(def. de @) B B
(= MOd(¢5))(A2)f1 (@2,4(51) (D, (1)) - - - Fa,(5,) (D5, (E)))
inducao
= Ao o) @,651) (s, (1)) - - - W2 5,) (D5, ()
(def. de Mod(¢)

)
= T p(s1) (D(f1) (s, (1), - - - By, (n)))
(def. de @s)

= a2,(1)(51)_(551 (fl)(tl’ s tn)))
(def. de ¢)

A condicao de satisfacao é tal que, quando mudamos de assinatura, através de
um morfismo ¢, a satisfacao de sentencas por modelos muda coerentemente. Entao,
os modelos da assinatura destino satisfazem as sentencas traduzidas se e somente
se os modelos traduzidos satisfazem as sentencas originais.

Teorema 4.1 (Condi¢cao de Satisfagdo) Para todo morfismo entre assinatu-
ras ¢ @ X1 — Yo, e toda Yi-equacio ¢ = (X F t = t') e toda ¥y-dlgebra As, o
sequinte vale:

Ay s, Sen(9)(p) & Mod(9)(A2) Fx, ¢

Prova. Pela proposicao 4.3 sabemos que a avaliacao dos termos em ambas as algebras

produz o mesmo valor, entdo, para todo ag g(s,) : ¢(X1) — (A2)g(s1), 51 € St
Ay =5, Sen(9)(p) B
& Az s, (0(X) Fo(t) = (1) (def. de o)
S o g(s,) (D, (1)) = Ta g5, (D, (1)) (pela def. 4.15)
& U1 (1) = Q1 (1) (pela prop. 4.3)
& Mod(#)(A2) Fx, (X Ft=1) (pela def. 4.15)
& Mod(¢)(Az2) s, ¢ (def de o)

4.2 Instituicao da logica Equacional Ordenada por Sorts

Primeiramente, introduzimos como motivagao, uma discussao informal de es-
pecificacoes na logica OSFEqtl.
Assim, observe as seguintes teorias nesta légica.



ThTriv, OSEqtl
Sorts

Elem.
Opns

x :— Flem

—Th Lista|X :: TRIV], OSEqtl
Sorts

Lista, NvLista.
Subsorts

Elem < NuvLista < Lista.
Opns

o ¢ Lista, Lista — Lista.

::: NvlLista, Lista — Lista.

hd : NvLista — Lista.

tl : NvLista — Lista.

[z : Elem, [ : Lista] hd(z :: l) = x : Lista.
[ : Elem, !l : Lista] tl(zx :: 1) = [ : Lista.

A primeira, é uma especificagao que requer um sort e um elemento deste sort
(representado porx). A segunda é uma especificacao de listas. Nesta teoria, a
notacao Lista[X :: TRIV], pode ser entendida como uma importagao, i.e., que a
especificacao Triv é incluida na Lista. Neste contexto, podemos pensar que entre
essas duas especificagdes (Triv e Lista) existe uma seta, mais precisamente um
morfismo que inclur Triv em Lista. Entao, esta situacao pode ser capturada por
um morfismo entre assinaturas OSEqgtl (ver figura 4.3).

List[Triv]

Triv

C inc

FIGURA 4.3 — Seta entre assinaturas OSEqtl

Outra questao que deve ser observada é que na especificacao Lista temos a
idéia de subsorts, i.e., uma ordem parcial no conjunto de sorts. Sendo que, para os
modelos dessas especificagoes isto significa que, se temos a seguinte relacao entre os
sorts s < &', entao o conjunto carregador de s é subconjunto do carregador de s'.
Assim, em Lista, um elemento é também um lista.

A seguir, apresentamos a instituicao da OSEgqtl. Esta instituicao pode ser
pensada como uma “extensao” conservativa ou, melhor ainda, que MSEqtl é uma
sublégica da OSEqtl (ver proposicao 6.3). Esta idéia é discutida em detalhes no
capitulo 6. Desta maneira, apresentaremos os principais conceitos que diferem da
légica equacional multi sortida. Todas as provas e demais definicoes podem se
verificadas na secao 4.1.



4.2.1 Categoria Sign 0SEqtl

A categoria Sign gp,,; tem assinaturas OSEqtl como objetos e morfismos entre
assinaturas como setas.

Uma assinatura OSFEqtl pode ser entendida como uma assinatura MSFEqtl junto
com uma ordem parcial no conjunto de sorts. Além disso, os simbolos de operagoes
na OSEqtl sao monotonicos, i.e., a ordem parcial na aridade (dominio) implica na
preservacao desta ordem nos sorts codominio. Por exemplo, considere que temos
um conjunto de sorts {nat, int}, tal que nat < int. Entao, um simbolo de operacao
plus € Fpatnatnat O Fintint,ine © nat, nat < int,int implica na restricao nat < int.
Neste sentido, esta logica, assim como a MSFEqtl, permite overloading para simbolos
de operacgoes. Entretanto, aqui temos um overloading com uma nocao de extensao,
no sentido que o conceito de subsort transporta as funcoes que interpretam os
simbolos de operacoes. Por exemplo, a funcao que interpreta plus : nat, nat — nat
é uma restricao de funcao que interpreta plus : int,int — int. Isso tudo, estd em
detalhes na seguinte

Definigao 4.17 (Assinatura OSEqtl) Uma assinatura OSEqtl é uma tupla ¥ =
(S, F, <) onde:

e (S, F) é uma assinatura MSFEqtl;

e (5, <) é uma ordem parcial, tal que os simbolos de operagao f € F satisfazem
a seguinte condi¢ao de motonicidade f € Fiy ;N Fyr g e w < w' = s < §'

Um morfismo entre assinaturas OSFqtl é similar a um morfismo entre assina-
turas MSFEqtl, tal que a ordem parcial no conjunto de sorts é preservada na traducao.

Definigao 4.18 (Morfismo entre Assinaturas OSEgtl) Sejam ¥, = (S, F},
<1) e Yo = (S, Fy, <o) duas assinaturas OSEqtl. Um morfismo ¢ : 3y — Xy é
definido como:

e um morfismo ¢ = (¢, $*') como na assinatura MSEqtl, sendo que ¢° : S; — S5
é tal que 51 <y, s, = ¢%(s1) <x, ¢%(s2).

Uma algebra OSEqtl é uma algebra MSFEqtl, sendo que uma ordem parcial no
conjunto de sorts implica na relacdo de subconjuntos entre os carregadores. Além
disso, as funcgoes respeitam a seguinte condicao: considere o simbolo de operacao
plus € Fratnatnat N Fintint,ine tal que nat, nat < int, int. Assim, + : NxN - Néa
restricao + : Z X Z — 7.

Definigdo 4.19 (Z-Algebra OSEqtl) Dada uma assinatura OSEqt ¥ = (S, F, <
), uma Y-dlgebra OSEqtl A = (A(S), A(F), <) é uma édlgebra MSEqtl A = (A(S), A(F)),
tal que a seguinte condicao de motonicidade vale:

e s < s implica que A, C Ay e
o fel,,NFyyew<w implicaque Ay : A, — A, éiguala Ay : A,y — Ay.

De maneira andloga aos outros componentes, um homomorfismo entre -
algebras OSEqtl é como um homomorfismo em Y-algebras MSEqtl, tal que a se-
guinte condicao é respeitada: considere nat < int, a relacao de ordem parcial entre
os sorts vista acima, e 3 € N, um valor no conjunto base de nat. Entao, temos que

hnat (3) — hmt (3) .



Defini¢ao 4.20 (Homomorfismo entre X-algebras OSEqtl) Seja ¥ = (S, F,
<) uma assinatura OSEqtl e A e B duas algebras OSFEqtl. Entao um X-homomorfismo
h:A— B éum (S, F)-homomorfismo, como definido na instituicao MSEqtl, satis-
fazendo a seguinte condicao:

s < s ea€ As implica que hy(a) = hy(a).

Como ja mencionado as demais defini¢oes e provas podem ser verificados na
instituicao MSEqtl.
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Neste capitulo, temos uma apresentacao detalhada da ldgica Horn sem sorts
(Prolog puro - conjuncdo e implica¢do). Nesta légica, um ponto essencial a ser
observado é a idéia que uma “légica sem sorts” pode ser entendida como uma légica
com assinaturas que possuem um unico sort. Desta forma este tnico sort pode ser
pensado como uma representagao do universo (dominio). Além disso, neste capitulo,
os predicados sao tratados com mais atencao, ja que os outros conceitos sao similares
ao capitulo anterior.

5.1 Instituicao da Ldgica Horn Sem Sorts

Primeiramente, temos uma discussao informal da instituicao para Légica Horn
sem sorts (daqui para frente, simplesmente légica Horn).

Neste sentido, considere a seguinte especificagao do tipo de dado pilha na
l6gica Horn.

__ThPilha, Horn
Sort
u
Pred
alfabeto, pilha : u
Opns
ki,... ky, :—u
vazia -— U
CONS : U, U —> U
topo : u — u
pe:u — u

[z, p : u] alfabeto(x), pilha(p) = pe(cons(z,p)) = p
[z, p = u] alfabeto(x), pilha(p) = topo(cons(z,p)) =
[ ] pe(vazia) = vazia

X

ariomas
[z, p @ u] alfabeto(x), pilha(p) = pilha(cons(z, p))
[z, p @ u] alfabeto(x), pilha(p) = pilha(pe(cons(z, p)))
[z, p @ u] alfabeto(x), pilha(p) = alfabeto(topo(cons(z,p)))

Note que especificamos neste esquema uma pilha com as operagoes topo, que
produz como saida o elemento do topo da pilha, e pe, que retira o elemento do
topo e da o resto da pilha como resultado. Observe também, que a impossibilidade
de declarar vérios sorts nesta logica requer, na especificacao, predicados de tipos e
axiomas adicionais.

Assim, uma estrutura de interpretacao para esta apresentacao de teoria pode
ser da seguinte forma



__{Pilha, Horn}, Mod
Conjuntos
U=NuNuw{Ll}
Fun

Ay .oyl {x} = U
Ai{x}—=>U

s UxU—=U
top: U — U

foot : U — U

zw=(rw) sex € Nw e N
=1 caso contrario

foot(zw) =w sex € N w e N

1 caso contrario

foot(\) = A
top(zw) =z sex € Nyw € N*
= 1 caso contrario

Observe que as fungoes sao condicionais. Desta maneira, produzem um resul-
tado desejado somente se aplicadas aos argumentos certos. O papel do elemento
L neste modelo é fazer com que as funcoes sejam totais. De maneira andloga as
secoes anteriores temos o conceito de satisfacao de sentencas da especificagao por
esta estrutura de interpretacao.

5.1.1 Categoria Sign,,,, de Assinaturas

Primeiramente, introduziremos a categoria de assinaturas Horn, que tem as-
sinaturas como objetos e morfismos entre essas assinaturas como setas.

Uma assinatura Horn pode ser pensada como uma assinatura MSFEqtl com um
unico sort junto com uma familia de conjuntos de simbolos de predicados indexada
por palavras de sort. Essa idéia é mostrada em detalhes na seguinte

Definigao 5.1 (Assinatura Horn) Uma assinatura Horn ¥ = ({u},
F, P) consiste de:

e um conjunto unitdrio {u} ,

e uma familia de conjuntos de nomes de operadores F', indexada por {u}* x {u}.
Assim, F' = (Fyn, | n € N). Um operador f € Fy», com aridade u" e sort u
é escrito f : u™ — w.

e uma familia de conjuntos de simbolos de predicados P, indexada por {u}*.
Entdao P = (Py» | n € N).

tal que FNP =0

Nota 5.1 Para representar o dominio e o codominio dos simbolos de operagoes
(f € F) utilizaremos a seguinte notagao: f : 4™ — u. Similarmente para representar
a aridade dos simbolos de predicados p € P, escreveremos p : u".



Note que na especificacao ThPilha a notacao utilizada para os sorts dos simbolos
de operacoes ¢ um pouco diferente, e.g., o simbolo cons : u, v — u na notacao apre-
sentada na definicao é cons : u? — u.

Uma assinatura para esta légica normalmente poderia ser apresentada como
(F,P,arp : F — Nyarp : P — N). Assim, esta notagdo pode ser adaptada para a
apresentada acima, ja que temos um tnico simbolo para sort. Como arp(u™) = n
ou| u™|=mn, | u|=1 e osimbolo é sempre o mesmo, entao o essencial em relacao a
aridade é o tamanho da palavra. Logo, f : 4" — u pode ser considerada f : n — 1.

Um morfismo entre assinaturas Horn consiste de uma funcao que traduz o
unico sort, e de duas familias de funcoes que mapeiam simbolos de operacoes e
simbolos de predicados. Essas familias de funcoes preservam o tamanho da aridade.

Definicao 5.2 (Morfismo entre Assinaturas Horn) Sejam Xy = ({u}, Fi, Py)
e Yo = ({up}, Fy, Py) duas assinaturas Horn. Um morfismo entre essas assinaturas
¢ : 31 — ¥y é uma tripla (g%, o7, ¢*') de fungoes, onde:

o 0" {u} = {uw},

e ¢ é uma familia de mapeamentos de simbolos de operacoes indexada por
{ur}*x{w }, tal que ¢ = (Pun,u : Fioun,u = Fopr(un)p(u)), onde ¢* é a extensdo
de ¢" : {1} — {up} para palavras de {u}*, tal que ¢* : {us }* — {up}*,

o ¢! é uma familia de mapeamentos de simbolos de predicados indexada por
{wi}*, tal que ¢¥ = (Pyn : Piyn — Poge(un)), onde ¢* é a ¢* extendida
definida acima.

Nota 5.2 Para a notagao ficar mais clara, escrevemos ¢(u) no lugar de ¢%(u). A
funcao f : u™ — u poderia ser escrita como f : w — u se w = u" € {u}* € pyn como
Ppw se w = u" € {u}*.

Na sequéncia, temos em detahes a categoria de assinaturas que é o primeiro
componente da instituicao da légica Horn.

Definicao 5.3 (Categoria Signy,,,) A categoria Signy,,, consiste de:

e assinaturas Horn ({u}, F, P) como objetos,
e morfismos entre assinaturas Horn como morfismos,

e a composicao dos morfismos é a composicao dos mapeamentos nas componen-
tes S e F como definida na institui¢do da MSEqtl (ver def.4.3), adicionando
a composi¢ao na componente P (dos simbolos de predicados). Entao, sejam
dois morfismos

¢ 01— Ng = (¢, 0", 07) e 1 By — ¥z = (¥, 97, yF)
em Sign, onde ¢f : P, — P,, definida como

¢F = (Phn : Prun = Pyge(un))



para todo u" € {u}* e ¢* : {y}* — {w}*. Da mesma maneira para o
morfismo v, temos que " : Py — P3, que é definido como

d)P

= (Yfn : Poun = Psgeuny)

para todo u" € {up}* e * : {u}* — {u3}*. Assim, a definicao da composigao
para a componente P é

(1/) o ¢)u" =Def (d)d)*(u") © ¢U")

Pela definicao da composicao nesta componente, temos que:

(Vo @)un : Praun — Psye(g(un))-

Note a composicao nos diagramas abaixo.

para v

{u}

o|

{ua}

{ua}

|

{us}

{w}*

l o

{ua}”

{ug}”

lw*

{us}*

finalmente, para composicao (¢ o ¢)

{u}
(¢o¢)l

{us}

{w}
(1/10¢)*l
{us}”

Pl,ul’”

ld&ﬁ* (u{b ) O(z)u{L

Py (¢ (up))

e os morfismos identidade idy, : 31 — ¥ sdo triplas de mapeamentos identidades
idy, = (id®,id" ,id"). Assim, sejam

’idz Y >y = <Zdu, ’idF, ZdP> e ¢ 1Y > Yy = <¢u7¢F¢P>

morfismos em Sign, onde ¢* : P — P,, definida como:

¢" = (prn : Prun = Pyge(un))



para todo u™ € {u;}* e ¢* : {u1}* — {uz}*. Igualmente para o morfismo
identidade id? : P; — P;, definida como

idf = <id,fn R Pl,id*(u")>

para todo u™ € {u}* e id* : {w;}* — {w}*. Entao, temos que a composigao
desses morfismos na componente P ¢é definida como

(¢o id)un =" ( Z*(u") o idyn) = Pyn-

uTL
Assim, pela definicao acima, temos que
(Qb 0] Zd)un . Pl,u" — P2,¢*(un).

Observe a seguir, os diagramas para identidade.

{ur } {u }* Py
id id* liduf
{u} {w }* Py ias (up)

O diagrama de ¢ pode ser observado no item acima. Logo, temos que a
composicao é

{Ul} {ul}* Pl,u"
(d)oid)l l(q&oid)* ld’id*(uf)"iduf

{uy} {up}* P g (ia(up))

que pode ser simplificada como:

{u} {u}” Py yr

(¢01d)l l(‘bold)* lqﬁu"

{u2} {u2}” Pa,g (up)
O segundo ingrediente da institui¢do Horn é o funtor modelo (Mod).

5.1.2 Funtor Modelo Mod y,,, : Sign?, =~ — Cat

Horn

O Funtor modelo define uma categoria de modelos para cada assinatura Horn
e homomorfismos entre os modelos Horn para cada seta entre assinaturas em Sign.

Definicao 5.4 (Modelo Horn) Sejauma assinatura X = ({u}, F, P) € | Signyopm |
definimos um Y-modelo A = (A(u), A(F), A(P)) como segue:



e A(u) = A, é um conjunto, chamado carregador de u,

o A(F) = (A(F)ynu | n € N) é uma familia de fun¢oes indexada por {u}* x {u},
com

Afur  Aun — Ay

e A(P) = (A(P)y» | n € N) é uma familia de relagoes indexada por {u}*
(subconjuntos do apropriado produto cartesiano A,»), com

Apun C Ay

Nota 5.3 (Modelo Horn) A, é a abreviacdo para o produto cartesiano A, x

... X Ay (n vezes). Como u é um sort unico, A, poderia ser escrita A? = A, X
o X A,

Uma funcao entre os conjuntos carregadores de duas -estruturas de interpre-
tacao é chamado homomorfismo entre Y-estruturas de interpretacao, se a funcao é
compativel com todas as constantes, funcoes e relacoes da estrutura. Essa idéia é
capturada na seguinte

Definicao 5.5 (Homomorfismo entre Modelos Horn) Sejam uma assinatura
Horn X € | Signg,,m | € dois ¥-modelos Horn A, B. Uma funcao

h = (h,: Ay, = By)

¢ chamado homomorfismo h : A — B, se para qualquer f : u” - u € F,p:u" €
P as seguintes condigoes de compatibilidade valem:

1. hyo Ay = Bjohyn

hun
Ay By»
Afau"aul/ le,u",u
4, ————B,
um

2. hun o Ap g Bp (g Bun)

h.» denota a extensao da funcao em conjuntos para a funcao no produto cartesiano
de conjuntos, isto é, a aplicacao paralela.

O funtor Mod : Sign g,y — Cat é definido em objetos, atribuindo para cada
assinatura ¥ Horn sua categoria de modelos.

Proposi¢do 5.1 (Categoria Mod(X)yem) Seja X € | Signy,,, | uma assinatura
entdo podemos definir a categoria de X-modelos Horn Mod(X)gom, que possui
a classe de todos os YX-modelos Horn como objetos e homomorfismos entre esses
modelos como setas.



Prova. Primeiramente, o homomorfismo identidade no conjunto carregador é re-
almente o homomorfismo identidade, pois esta prova vem de Set. Segundamen-
te, a composicao de homomorfismos deve ser um homomorfismo: Dados trés Y-
modelos Horn A, B, C, e dois homomorfismos h : A — B, g : B — C, definimos
goh : A — C como composicao de mapeamentos em Set. Assim, para funcoes,
temos que o diagrana abaixo comuta:

hyn gun
Ay = By 225 €,
Af,un,ul le,un,u lcf,un,u
Au h'u Bu Ju Cu

i.e,

(1) (goh),oA; =gyo(h,oAy) (pela defini¢ao de composigao
= gy 0 (By 0 hyn) (h ¢ um homomorfismo
= Cf 0 gyn 0 hyn (g é um homomorfismo
= Cro(goh)yn (pela definicao de composicao

)
)
)
)

(171) (goh)ynoA, C guno (hynoA,) (g é um homomorfismo)
C gun 0 B, (h é um homomorfismo)
C G, (g é um homomorfismo)

para qualquer f : u" - u € Fep:u"€P

A definicao do funtor Mod em setas atribui para cada morfismo entre assina-
turas em Sign um funtor entre categorias de modelos das assinaturas.

Defini¢ao 5.6 (Funtor Esquecimento Mod(¢)gem) Seja ¢ : ¥; — X9 um mor-
fismo entre assinaturas Horn em Sign, definimos o funtor esquecimento

Mod(9) Horn = Mod(22) Horn — Mod (1) gorn (daqui em diante, simplesmente Mod (¢))
entre as categorias de modelos das correspondentes assinaturas Horn (em direcao
oposta) como segue:

1. em objetos (isto é, em modelos Horn): seja Ay um y-modelo Horn, defini-
mos um Y;-modelo Horn Mod(¢)(Az)u, = Asg(u,) constituido dos seguintes
elementos: um conjunto carregador, operacoes e relacoes, i.e.,

(a) para o conjunto unitdrio {u;} de £y :  Mod(¢)(A2)u, =" Az p(u)
(b) para todo simbolo de operacdo fi € Fi : Mod(¢)(As2)y, =P As )
(¢) para todo simbolo de predicado p; € Py Mod(¢)(A2)p, =24 Az p()

2. em morfismos (isto é, em homomorfismos entre modelos Horn): dado um
homomorfismo hy : Ay — B, entre dois ¥y modelos Horn, definimos um >
homomorfismo como segue:

Mod(p)(hy) : Mod(¢)(Az) — Mod(¢)(Bs)
sendo que:

Mod(9)(h2)u, =P by p(u)



Nos diagramas abaixo temos a representacao da definicao do funtor esqueci-
mento em objetos e setas.

Mod ¢
(AQ) <—| A2 Jb(u1)

Mod ($)

(Ag)y =——— A2 ()

Mod (¢
(A2)yp, o) Az 4(p1)

Mod ¢

(), <, b(u)

Nota 5.4 (Funtor Esquecimento) Para simplificar a leitura, muitas vezes esta-
mos utilizando simplesmente ¢ no lugar ¢*, ¢* e ¢*'. Esta consideracio é importante,
pois ¢ ¢ dependente do tipo argumentos.

Precisamos verificar se o funtor preserva as identidades e composicao. Em geral,
preservar as identidades quer dizer: F(id4) = idp(a). Dado um Xs-modelo Horn
A, e seus correspondentes homomorfismos identidades id4, : Ay — Ay, podemos
concluir que:

Mod(¢)(iday)u, = idaypu) (pela definicao acima)
= )\ fod(g) ). (pela defini¢ao acima)

Finalmente, o funtor deve ser compativel com as composigoes: F(goh) = F(g)oF (h).
Dados dois Yp-homomorfismos hy : Ay — Bs, g2 : Bs — (5 induzindo a composicao
g2 0 hy : Ay — (5, podemos concluir que:

Mod(#)(g2 0 ha)u, = (92 © h2) p(wr) (como definido acima)
= P2,6(u1) © h2,gv(u) ( composic¢ao em Set)
= Mod(9)(g2)u, © Mod(¢)(hy)y, (como definido acima)

Assim, o funtor Mod é definido em objetos e setas na seguinte

Proposi¢do 5.2 (Funtor Modelo Mod ) Definimos o funtor modelo Mod o, -
Signit . — Cat como um funtor mapeando cada:

e X assinatura Horn para Mod(X) yor, a categoria de modelos Horn de acordo
com a proposicao H.1.

e morfismo entre assinaturas Horn ¢ : X1 — Xy para Mod(®)gor, o funtor
esquecimento de acordo com a defini¢cao 5.6.

Prova. A prova que Mod p4ry, € realmente um funtor é a mesma do funtor Mod ysgqu
apresentada na instituicdo da MSFqtl (ver prova da defini¢ao 4.2 ). Esta prova deixa
claro a contravariancia do funtor modelo. Assim, quando trabalhamos a nivel de
modelos, que estao relacionados pelo morfismo entre assinaturas em Sign, os morfis-
mos sao tratados no sentido contrario, utilizando apenas as estruturas necessarias,
do modelo da assinatura destino (no morfismo entre assinaturas), para satisfazer as
estruturas da assinatura origem.



5.1.3 O Funtor Sentenca Senpy,, : Signy,,, — Set

Nesta secao, introduzimos o terceiro elemento da instituicao, i.e., o funtor
sentenga (Sen). O funtor Sen “relaciona” cada assinatura em Sign com seu conjunto
de sentencas em Set e cada morfismo entre assinaturas com um morfismo entre os
conjuntos de sentencas das respectivas assinaturas.

Inicialmente, consideramos algumas definicoes importantes que incluem, ter-
mos de uma assinatura, férmulas atomicas e férmula Horn universal, a seguir apre-
sentamos a traducao destas definicoes.

Um sistema de variaveis é um conjunto de variaveis, tal que nenhum nome de
variaveis ¢ igual a um simbolo de operacao ou simbolo de predicado.

Definicao 5.7 (Varidveis e Sistema de Varidveis) Os simbolos de variaveis estao
num conjunto contavel representado pelo simbolo I, que para cada assinatura Horn
Y = ({u}, F, P), admite escolher um subconjunto X, C I'. Para simplificar, daqui
para frente usaremos simplesmente X. Chamamos o conjunto X de X-sistema de
varidveis, tal que X N (F U P) = @.

Novamente, para a légica Horn o conjunto de termos é formado de maneira es-
trutural incluindo varidveis, simbolos de constantes e simbolos de operacoes (termos
compostos).

Defini¢ao 5.8 (Termos de uma assinatura) Sejam ¥ = ({u}, F, P) uma assi-
natura Horn e X um Y-sistema de varidaveis. Chamamos

TS, X) =% T(X,X),
de conjuntos de termos sobre X, definido da seguinte maneira:
o X, CT(X,X), (toda varidvel é um termo)

e Para cada f : A — u € F temos que f € T(X,X), (toda constante é um
termo)

e Para todo f : u" — u € F e para todo termo #; € T(X,X)y,...,t, €
T(%,X), temos que f(t1,...,t,) € T(X, X), (termos compostos)

As férmulas atomicas desta légica sao constituidas de equacoes e predicados.
Em detalhes, considere a seguinte

Definicao 5.9 (Férmulas Atomicas) Sejam ¥ uma assinatura Horn e X um Y-
sistema de variaveis. Definimos duas formas de Y-férmulas atomicas sobre X:

1. Assumimos que o simbolo equacional ‘ = ’ nao esta incluido em P. Sejam

t,t' € T(X,X),, dois X-termos. Entao:
t=1t

¢ uma, Y-féormula atomica sobre X chamada equacdo.

2. Dado um simbolo de predicado p,» € P e termos t;, € T(3,X),,...,t, €
T(S, X),. Entao,



p(tla ceey tn)

é uma X-férmula atomica sobre X.

Y-féormulas atomicas podem ser chamadas de atomos.

Nota 5.5 (Férmulas Atdomicas) Para indicar que uma férmula atomica é base-
ada em um sistema de varidveis X escreveremos (X - ¢).

Um férmula Horn universal é uma implicacao da forma capturada na proxima

Definigao 5.10 (Férmula Horn Universal) Sejam ¥ uma assinatura Horn, X
um X-sistema de varidveis e ¢y, ..., @,, ¢ 2-férmulas atomicas sobre X de acordo
com a definicao 5.9. Chamamos

77:<<10177<10n:><10>

de féormula Horn universal sobre X e X.

Nota 5.6 A definicdo acima requer que qualquer simbolo de varidvel usado em
algum ¢;, v esteja incluido em X. Novamente, enfatizando o tratamento de variaveis
(ver nota 5.5), se queremos expressar uma férmula atémica como uma férmula bem
formada, devemos usda-la da maneira especificada acima, isto é, temos que referenciar
o sistema de variaveis.

Dado um morfismo entre assinaturas em Sign. O funtor Sen é definido em setas
como uma traducao entre as sentencas dessas assinaturas. Assim, para todo sistema
de varidveis na assinatura origem temos um respectivo na assinatura destino.

Definicao 5.11 (Sistema de Varidveis Induzido) Sejam X, ¥, assinaturas Horn,
¢ : ¥ — Yo um morfismo entre assinaturas Horn e X; um X;-sistema de variaveis.
Chamamos

¢(X1) = (¢(X1)uz)

de Yo-sistema de variaveis induzido por ¢, tal que:

O(X1)w = (Xiu | ¢(w) = up)

Isto é,

X1 — X1,6(m)

Desta forma, para cada termo da assinatura origem de ¢ temos um respectivo
na assinatura destino.

Definigao 5.12 (Tradugao de Termos) Sejam X, ¥, duas assinaturas, ¢ : ¥; —
Yo um morfismo entre essas assinaturas e um X;-termo ¢; € T'(3, X),, . Definimos
a traducao de t;, escrita

Gy (1) € T'(X2, (X1)) p(ur)



recursivamente sobre a defini¢cao de termos, da seguinte maneira:

(7) o (71) = 71 (€ ¢(X1)) para todo z; € X1, ( sobre varidveis )
(77) (fi) = ¢(f1) para todo f : A — uy € Fy (sobre constantes)

(747) ¢u1(f1(t1,..., ) = 0(f)(Pyn(ts, - -, 1)) para todo fi(t,...,t,) com
f1 w— u € Fletl e T(El,Xl)u,. oty € T(Zl,Xl)u.

é
B

Nota 5.7 (Tradugao de Termos) A fun¢io extendida ¢ que faz a tradugio de
termos é da seguinte forma: ¢, : T'(X1, X1)u, — T(X2, (X1))(w). E importante
verificar que os nomes das variaveis permanecem os mesmo, o que muda € o sort.

O funtor Sen traduz férmulas atomicas, i.e., equacoes e predicados da assina-
tura origem em ¢ para a destino, para todo ¢ em Sign.

Definigao 5.13 (Tradugao de Férmulas Atomicas) Sejam Y;, Y, assinaturas
Horn, ¢ : ¥y — Y9 um morfismos entre essas assinaturas e uma ;-férmula atomica
¢. Definimos a traducio de ¢(¢), de acordo com a estrutura da defini¢io de férmulas
atomicas (defini¢ao 5.9 ), como segue:

(i)  para = (X ¢ =t) como ¢(p) =1 (4(X) - 6,,(t) = 6, (t')), com
'€ T(S1, X)),
(i) parap=(XF p(tl, .+« 1n)), como

 In)), €
B(0) =" (D(X) F ¢(p)(@yn(t1) - -, Pyn (tn))),

com tl € T(X1, X1)y, -, 1y € T(El,Xl)u para todo p,» € P;.

utilizando a tradugao de termos definida acima (defini¢ao 5.12). A definicao de
traducao de férmulas atomicas é representada pelos diagramas que seguem.

(X Ft=t)—————(0(X) -, (t) = &y, ()

(X Ep(t- s 1) = (D(X) F 0(p) (D (1), - -, Dy (1))
Assim, podemos definir a traducao de férmulas Horn Universais.

Definigao 5.14 (Traducgao de Férmulas Horn Universais) Sejam Y, ¥y as-
sinaturas Horn, ¢ : X1 — Y9 um morfismo entre assinaturas, X; um X;-sistema de
varidveis e uma férmula Horn universal n = (X; F ¢1,..., 9, = @) sobre ¥y e Xj,
definimos a traducao de 1 como:

o(n) = (6(X1) F d(¢1), .-, d(0n) = 0())

Utilizando a definigao de traducao do sistema de varidveis (defini¢ao 5.11) e a defi-
nicao acima de traducao de férmula atomicas. Desta maneira, temos:

(X F @i,y on = ) —=(0(X1) F d(p1), ..., d(on) = d(v))

Apresentamos a seguir o terceiro ingrediente da instituicao Horn, i.e., o funtor
Sen.



Definigao 5.15 (O Funtor Sentenca Sen o, : Signy,,, — Set) Definimos o
funtor sentenca para ldgica Horn, escrito Sen yor, : Sign g, — Set (daqui em diante
simplesmente Sen) por:

e Sen(X) que é o conjunto de todas as férmulas Horn universais sobre 3.

o Sen(¢) = ¢ : Sen(X)) — Sen(3;) que é a tradugao de férmulas Horn universais
para qualquer dado ¢ : ¥ — X.

Nota 5.8 A verificacao de que Sengym, @ Signy,,, — Set é realmente um funtor
segue o mesmo principio da nota 4.4 mostrada na instituicao da légica equacional
multi sortida para o funtor Sen aspqy-

5.1.4 Condicao de Satisfagao

Nesta secao, apresentamos a condicao de satisfacao de férmulas por modelos,
como ultimo item desta logica.

Uma atribuicao de varidveis é uma funcao, tal que para cada variavel no sis-
tema de variaveis é dado um valor no conjunto carregador da estrutura de interpre-
tacao.

Definigao 5.16 (Atribuicao de Varidveis) Dada uma assinatura Horn ¥ € Signy,,,.,
um Y-modelo Horn A €| Mod(X) yor | € um X-sistema de varidveis X. Uma atri-
buicao de um simbolo de variavel em X para valores em A:

a: X - A= (a,: X, = Ay)

é um conjunto de func¢oes, que atribui para cada simbolo de varidvel £ um valor
a(z) no modelo (veja Figura 5.1)

A

FIGURA 5.1 — Atribuicao Horn

A definicao de avaliacao de termos é dada de acordo com a estrutura de termos,
i.e., para varidveis (ou seja, a prépria atribuigdo), para constantes e para termos
complexos.

Definicao 5.17 (Avaliagido de Termos) Sejam ¥ €| Signg,,., | uma assinatura,
A € Mod(X) um Y-modelo e X um Y-sistema de varidveis, uma atribuicao o : X —
A eum Y-termo t € T(X, X),. A avaliagao de ¢ sob a:

a:T(E,X)— A, a=1q,



é definida recursivamente, de acordo com a defini¢ao de termos (definigao 5.8 ):

a,(z) =% a,(z) para todo r € X,
(i) @, (f) =% A; paratodo f: A —u€F
(i48) @u(f(try ..., 1)) =% Ap(@un(t1), ..., @y (t,))) para todo
fru"—ueFeti € T(E, X)y,...,tn € T(E,X),.

Nota 5.9 (Avaliagao de Termos) Quando utilizamos ¢t € T'(X, X), significa que
X é o conjunto maximo de simbolos que podem ser usados para construir . G, €
a extensao de @, para palavras de {u}*.

Da mesma maneira que para termos, temos também a avaliacao de férmulas
atomicas, que é capturada pela seguinte

Definigao 5.18 (Avaliacao de férmulas atémicas) Sejam ¥ = ({u}, F, P) uma
assinatura Horn, A = (A(u), A(F), A(P)) um modelo, X um sistema de varidveis,
a: X — A uma atribuicao e ¢ uma férmula atémica Horn, segundo a definicao
5.9. A avaliagao de férmulas ¢ é definida como segue:

e a,(t) =a,(t'), i.e., a avaliacao dos termos t, t' produz o mesmo resultado em

b)) =% (@, (t), ..., 0y, (t,) € A(P), i.e., a avaliagdo da termo
tuplat; € T(X, X)y,...,t, € T(X, X), em A produz um elemento da relagao

Como mencionado no inicio desta secao, dada uma assinatura ¥ e uma Y-
estrutura de interpretacao temos o conceito de satisfacao de Y-sentencas nesta es-
trutura.

Definigao 5.19 (Satisfagao de uma férmula atémica em uma atribuicao)

e Caso 1: Sejam ¢ = (X F ¢, t') uma equagao sobre ¥, A = (A(u), A(F), A(P))
um modelo Horn e o : X — A uma atribuicao. Entao A satisfaz ¢ em
a: X — A, escrita A, «a [y @, se e somente se a(t) = a(t').

e Caso 2: Sejam ¢ = (X F p(t)) um predicado sobre ¥, A = (A(u), A(F), A(P))
um modelo Horn e « : X — A uma atribui¢cao. Entao A satisfaz ¢ em
a: X — A, escrita A, Ex @, se e somente se a(t) € A(P).

O conceito de satisfacao de uma sentenca em um modelo vale se, e somente
se, a satisfacao vale para toda atribuicao.

Definicao 5.20 (Satisfagao de uma férmula atébmica em um modelo)

e Caso 1: Sejam ¢ = (X F ¢ = t') uma equagdo sobre ¥ e A = (A(u), A(F), A(P))
um modelo Horn. Entdo, A satisfaz ¢, escrita, A =5 ¢ se e, somente se,
A, « Ey ¢ para toda atribuicao o : X — A.

e Caso2: Sejam p = (X F p(t,...,t,)) um predicado sobre ¥ e A = (A(u), A(F),
A(P)) um modelo Horn. Entao, A satisfaz @, escrita, A =5 ¢ se e, somente
se, A, a =5 ¢ para toda atribui¢do o : X — A.



Da mesma maneira que para formulas atomicas, segue a satisfacao de formulas
Horn universais em uma atribuicao.

Definigao 5.21 (Satisfagao de uma férmula Horn em uma atribuigao)
Sejan=(XF ¢1,...,p, = ) uma férmula Horn sobre ¥, A = (A(u), A(F),
A(P)) um Y-modelo e  : X — A uma atribuicao. Entao A satisfaz n em «, escrita,
A o s 1, se e somente se, sempre que A, o Fyx ¢1,...,4,a Ex ¢, temos que

A,O! ):E p-

Definigao 5.22 (Satisfagao de uma férmula Horn em um modelo)
Sejan=(XF ¢1,..., 0, = ¢) uma férmula Horn sobre ¥ e A = (A(u), A(F),
A(P)) um X-modelo. Entao A satisfaz 7, escrita A =5 7, se e somente se, sempre que
A aEy ¢1,..., A a FEy ¢, temos que A, a =y ¢ para toda atribuigao o : X — A.

A condicao de satisfacao em uma instituicao é tal que, quando mapeamos uma
assinatura para outra, entdo a satisfacdo de féormulas pelos modelos (ver defini¢ao
5.22), muda coerentemente. Neste contexto, os nomes nao sdo importantes, no
entanto as estruturas devem ser preservadas.

Sabemos que, na traducao de termos, os nomes das varidveis nao mudam.
Assim, toda a atribuicao de varidveis para valores da dlgebra da assinatura origem
temos uma semelhante na destino e vice-versa.

Definigao 5.23 (Atribuigoes Correspondentes) Sejam ¢ : ¥; — 3, um mor-
fismo entre assinaturas Horn, X; um Y;-sistema de varidveis e As um Y, modelo
Horn.

1. Dada uma atribuicdo ay : ¢(X;) — As, com ¢(X;) um X, sistema de varidveis
induzido de acordo com a defini¢ao 5.11, chamamos «; : X — Mod(¢)(Az) de
atribuicao correspondente, definida como:

a1 (2) =" g g(u) ()

para todo z; € X 41

2. Dada uma atribui¢do oy : X; — Mod(¢)(Az), chamamos oy : ¢(X;) — Ao de
atribuicao correspondente, definida como:

Q2,uy (1’) =Def Q1,uy (1’)

para todo z € ¢(X)), tal que uy = ¢(uy).

Agora, precisamos definir atribuicoes estendidas para termos, a&tomos e formulas,
isto é, dado um par de atribuicoes correspondentes, podemos extender ambas pro-
duzindo a nocao de avaliagoes correspondentes.

Proposicio 5.3 (Avaliagcoes Correspondentes) Seja
e Horn ¢ : X1 — X9 um morfismo entre assinaturas Horn;

o X um X- sistema de varidveis;



o Ay €| Mod(Xs) | um X9-modelo Horn e

e as atribuigcoes correspondentes, como definidas em 5.25.

Entao, temos as sequintes avaliagcoes correspondentes:

aq T(El,Xl) — MOd(¢)(A2)
Qo : T(Eg,a(Xl)) — A2

Tal que, para todo t € T (X1, X1)y,, a sequinte propriedade vale:

T (1) = W p(un) (D, (£))
Prova. Prova analoga a proposicao 4.3.

Lema 5.1 (Condicdo de Satisfagcao para Atomos) Sejam ¢ : X1 — o um
morfismo entre assinaturas, As um Yg-modelo , X1 um Xq-sistema de varidveis e
uma @ X1-formula atomica sobre Xy, sequndo a definicdo 5.9. Para toda atribui¢do
s ¢(Xy) — A temos que:

Ay =, Sen(9)(p) & Mod()(42) Fx, ¢

Prova. O lema contém uma proposicao sobre ¥; atomos ¢ sobre X;j. Isto é, temos
que prova-lo de acordo com a estrutura de dtomos, seguindo a definicao 5.9. A
prova para equacgoes é analogo a prova apresentada no teorema 4.1. Segue abaixo a
prova para predicados. Seja ¢ = (X & pi(ty,...,t,)) para t; € T(31, X1)uy---,tn €
TEL,X))ueprw€ P

A2 ):Ez Sen(¢)( )

© Ay fx, (6,(X0) F 6, (p1)(@u(h), -, 8u(t))  (def. de @)
& A )222_%(1)1)(@5 (t) s Ou(tn) (def. de 5.13)
© Q2 9(u) (P (tl)) s 2, (u) (Do (n)) € Az gp) (def. 5.20)
= alu(tl,... ) S A2¢ (prop 5. 3)
) € Mod(6)(As), (def. 5.6)
o Mod(0)(As) Exy pi(ty. .., 1) (def. 5.20)
& Mod(9)(A2) Fx, ¢ (def. ¢)

Coroldrio 5.1 (Condigcao de Satisfacao) Dada um morfismo entre assinatu-
ras Horn ¢ : X1 — Yo, um Yo modelo Horn As, um Xi-sistema de varidveis X; e
uma férmula Horn universal n = (X1 F o1,...,0n = ¢), a sequinte condicdo de
satisfacdo vale:

Ay [z, Sen(9)(n) < Mod(9)(A2) s, 1

Prova. Este coroldrio tem uma proposicao sobre férmulas Horn universais, entao te-
mos que provar de acordo com sua estrutura (ver defini¢io 5.10). Seja as : ¢(X) —
Ay uma atribuigdo. Temos para toda férmula n = (X3 F ¢1,...,¢0, = @) a
seguinte prova. Por hipdtese temos que Ay |y, Sen(¢)(n). Agora, temos que
Ay B, Sen(¢)(n) é equivalente a Ay =y, (9(X) = @(@1). ..., d(pn) = 6(p)) pela
definicao de 1. Mas temos que isto é equivalente a A, as )222 o(p1),..., A, a0 oy,
O(pn) = Ag, a0 s, (@) pela definicio 5.22. Assim, segue Mod(¢)(As), a1 =y,
©1,..., Mod(¢)(As), 01 FEx, on = Mod(4)(As2), a1 [Ex, ¢ pela defini¢do 5.23. Nova-
mente, isto é equivalente a Mod(¢)(As) s, (X1 F ¢1,..., 00 = ¢), pela defini¢ao
5.22. Finalmente, segue Mod(¢)(As) F=x, n pela defini¢ao de 7, que era o que tinha
que ser provado.



6 Mapeamentos

Neste capitulo, apresentamos dois tipos de mapeamentos entre instituicoes,
mais precisamente, mapeamento Puro e mapeamento Simples, que foram introduzi-
dos em [MES 89]. Um mapeamento Puro entre duas légicas é essencialmente uma
estrutura que traduz assinaturas e sentencas de £ para £ e que mapeia modelos de
L' para £. Como mapeamento puro temos uma seta que relaciona (representa) uma
instituicdo £ em outra £, tal que as assinaturas de £ sdo mapeadas para assinatu-
ras de £'. J4 um mapeamento simples traduz assinaturas de £ para teorias de L’.
Isto acontece pois a traducao da informacao na assinatura da logica origem pode
requerer axiomas na légica destino. Como exemplos, mostramos detalhadamente
um mapeamento puro entre a MSEqtl e a OSEqtl e um mapeamento simples entre
a MSEqtl e a logica Horn. Também, atencao especial é dada para as propriedades
l6gicas desses mapeamentos.

6.1 Mapeamento Puro

De forma a motivar a definicao de mapeamento Puro considere as duas espe-
cificagoes de listas nas légicas MSFEqtl e OSEqtl apresentadas abaixo.

__ ThList, MSEqtl

Sorts
nat, list

Opns
empty :— list
head : list — nat
tail : list — list
cons : nat, list — list

[z : nat, l : list|head(cons(z, 1)) = z : nat
[z : nat, | : list|tail(cons(z, 1)) = 1 : list
[ Jtail(empty) = empty

__ThList, OSEqtl

Sorts

nat, list
Subsorts

nat < nat, list < list
Opns

empty — list

head : list — nat

tail : list — list

cons : nat, list — list

[z : nat, : list|head(cons(z,l)) = z : nat
[z : nat,l : list|tail (cons(z, 1)) = 1 : list
[ Jtail(empty) = empty




O ponto essencial a ser observado nessas especificacoes é a maneira como
a especificacao de listas em MSEqtl pode ser “representada” em OSFEqtl. Mais
precisamente, note que isto foi possivel através da inclusao da relagao de ordem
parcial identidade no conjunto de sorts, representada por <. Desta maneira, o
que esta acontecendo é que uma assinatura MSFEqtl pode ser codificada em uma
assinatura OSFEgqtl com a inclusdo da relacdo < no conjunto de sorts. Entretanto,
podemos verificar que as sentencas permanecem iguais nas duas especificacoes.

Como cada uma dessas especificagoes é denotada por uma classe de mode-
los (4lgebras) entao, elas também estao relacionadas semanticamente. Contudo, os
modelos que interpretam as estruturas sintaticas dessas dessas duas logicas sao es-
sencialmente diferentes, i.e., na OSEqtl, as estruturas de interpretacao requerem uma
relacao de ordem parcial nos conjuntos, que nao existe para as estruturas que inter-
pretam MSEqtl. No entanto, podemos pensar em algebras MSEqtl como algebras
OSEqtl com uma relacao de ordem parcial identidade nos conjuntos carregadores.
Desta forma, temos uma maneira de relacionar os modelos das duas especificagoes
apresentadas acima, i.e., como esta relacao é a identidade podemos “traduzir” a
algebra que interpreta listas em OSFEqtl para uma algebra que denota listas em
MSEqtl.

Esta idéia de representar uma légica £ em uma outra légica £’ estd formalizada
na seguinte

Defini¢ao 6.1 (Mapeamento puro de institui¢gdes) Sejam duas institui¢oes £ =
(Sign, Sen, Mod, =) e L' = (Sign’, Sen’, Mod', ='). Um mapeamento puro (®,a, ) :
L — L' consiste de

e um funtor ® : Sign — Sign’;
e uma transformacao natural a : Sen = ®; Sen’: Sign — Set e
e uma transformacao natural 3 : ®°?; Mod' = Mod : Sign® — Cat

tal que para cada ¥ €| Sign |, ¢ € Sen(X) e M’ € |[Mod'(®(X))| a seguinte proprie-
dade vale:

BE)M) s ¢ & M' ) a(S)(0)  (Condigio Pura)

Sign Mod (%) e Sen()
q>l ﬂ(E)T la@)
Sign’ Mod' (®(%)) " Sen'(®(X))

Considere agora a Figura 6.1, Onde os dois circulos maiores representam duas
légicas (instituigoes). Note que, a seta pontilhada no topo é o funtor ® : Sign — Sign’
e a seta solida inferior é a transformacao natural 3. Ja traducao pontilhada inferior
denota a transformacao a. Podemos observar, que J relaciona os modelos das légicas
no sentido contrario de ® (em Cat), e que « ralaciona as férmulas das légicas no
mesmo sentido de ¢ (em Set). Finalmente, o simbolo = no centro do desenho aparece
como a condi¢do pura. Essa condi¢ao diz que os modelos da légica destino (de @)
satisfazem os axiomas traduzidos por « se e somente se os modelos traduzidos por
[ satisfazem os axiomas da légica origem.



| Mapeamento
.
i

FIGURA 6.1 — Mapeamento Puro

6.1.1 Exemplo

Nesta secao, discutimos mais detalhadamente o mapeamento puro ja introdu-
zido no inicio desta secao, i.e., entre a logica MSFEqtl e a l6gica OSFEqtl.

Exemplo 6.1 (Mapeamento Puro MSEqtl — OSEqtl) Um mapeamento
puro (®, @, ) : Lysequ — Losequ ¢ definido como segue:

e para cada assinatura ¥ = (S, F) €| Signygp, | temos uma ¥ = (S, F, <
) € Signogug, ou seja, (S, F) =% (S, F,<), onde < é a ordem parcial
identidade no conjunto de sorts S.

e para cada ¥ = (S, F) €| Signyep,, | e para cada equagdo (X = t = t)
Senyspau(S, F) temos uma equacao ordenada por sorts (X F ¢t = t')
Senogeql(®(<S, F>))

S
S

e para cada ¥ = (S, F)) € Signysp,; € para cada modelo ordenado por sorts
M'=(A;|s€ 8, A | f €F,=) €| Modpgy(®((S, F))) | temos uma algebra
multi sortida S(X)(M') = (As | s € S,A; | f € F) €| Modysgau((S,F)) |,
onde a ordem parcial nos carregadores é esquecida.

Além disso, a partir dessas informacoes temos, para todo ¢ € Senyspu(X) e para
todo M" €| Mod g, (®((S, F))) | que:

6(2)(M,) ):EMSeql Y <= M’ ):ZOSeql a(z) (90)

que é a condicao pura do mapeamento.

Na sequéncia mostramos que as defini¢coes dadas acima, satisfazem os requisitos
para serem um mapeamento puro, i.e., que globalmente elas definem respectivamente
funtores entre assinaturas e transformacoes naturais entre sentencas e modelos.

Proposicao 6.1 As definicoes apresentadas no exemplo 6.1 definem um mapea-
mento Puro (®,«, ) : Lyseq — Loseq-



Prova. A proposi¢ao acima requer que verifiquemos uma diversidade de itens.

1. Comegamos com o funtor ® : Signep, — Signpggy- Pela definicao temos
que para todo ¢ : 31 — ¥y € Signygp,, existe um @(d) 1 @(X;) — ¢(X,) €
SignoSEqtl tal que ®(¢) = ¢, i. e,

(8, F)) 2 (S, F), <)

¢l l¢(¢)¢

<S27F2> <S27F27<>

Temos que investigar se o funtor ® é compativel com a composicao e identi-
dade.

e Composigao, i.e., sejam ¢ : X1 — Yo, ¢ : Yy — X3 morfismos em
Sign ysme temos que constatar se (¢’ o @) = ®(¢') o ®(¢). Esta prova
pode ser resumida no diagrama abaixo:

<~ (51, F1) (81, F1, <) —
¢ 2 =2(9)
#op (Sa, Fy) (S, Fy, <) ®(¢')o®(9)
¢ 2 o' =00
— (53, F3) (83, F3, <) <—
O(pog) =¢ o (definigao de ®)

= (@) o ®(¢p) (definicao de P)
e Identidade, ou seja, ®(idsy) = ide(y), entdo:

Q(idig,my) = ®((S,F)) (definicao de id)
= (5,F,<) (definicao de )
= idis,r <y (definicao de id)
= Z'd@((g,p» (deﬁni(;zio de (I))
2. Para a transformacao natural o : Senyspg = ®; Senosga @ Sign — Set,
temos que, para qualquer ¢ : (S, F1) — (S, Fy) € Signyep,, 0 seguinte
diagrama comuta:



asy

Sen(Sl,Fl) Sen(q)<‘5’17F1>)
XrFt=thr——— (X Ft=1t)
3 ®(¢)
(6(X) F o(t) = o(t") — (#(X) F (t) = 4(t"))
SBTL(SQ,FQ) Sen(q)<‘5’27F2>)

Ay

3. Finalmente, para a transformacao natural g : ®°; Mod'OSEqﬂ = Mod ysgqu -
Signjizsp,n — Cat definida como B((A(S), A(F),=)) = (A(S), A(F)), temos
que, para qualquer ¢ : ¥y — Xy € Sign ez, 0 seguinte diagrama comuta:

ﬂzl
Mod(S,, Fy) Mod'((S1, F1,=))

(As,6(51)> A2,0(0)) < (A2,6(51), A2,0(1), =)
Mod (¢) I I Mod' (¢)

(A2,52; A27f2> <~ <A2,527 A27f2; =)

MOd(SQ,FQ) MOdl(('SZ:FZ::))

Bxsy

A prova da condicao pura é como a prova da satisfacao em instituicao. Con-
tudo, as atribuicoes correspondentes sao entre duas instituicoes diferentes.

Além disso, a transformacao natural S é uma colecao de setas em Cat. Assim,
temos que 3 é um funtor.

Definicao 6.2 (Funtor ) O funtor 8 : ®°7; Modosgu — Mod yspeu ¢ definido
da seguinte maneira:

e em objetos: sejam ¥ = (S, F') uma assinatura MSEqtl, ® : Signyspy —
Sign psp,y um funtor, tal que ®((S, F)) = (S, F, <) e Mod" : Sign¢Jsy,, — Cat,
entdo [ é definido em objetos , para todo (Ags), Aer), =) € | Mod' ((S, F, <
)) |, como:

B((Ag(sy, Ag(ry,=)) =" (Ag(s), As(r))

esquecendo a relagao de ordem parcial identidade nos carregadores.

e em setas: para todo Mod'(®(¢)) : Mod' (®(X2)) — Mod'(®(X1)) € Mod ospqu
temos que S(Mod'(§)) : B(Mod'(Sz, Fa,=)) — S(Mod'(Sy, F1,=)) € Mod ysgqu,
definido como:



B(Mod' (¢)) =% Mod(p)

Bx
(Az,p(s1)» A2,6(11)5 =) - (A2,6(s1), A2,(1))
Mod' (¢) Mod(¢)
<A2,s27 A2,f27 :> 8 <A2,527 AZ,f2>
o

Nota 6.1 Temos que verificar se o funtor preserva composicao e identidade. Pri-
meiramente para a composicao, sejam ¢ : Xy — Yo e ¢' : Yy — Y3 dois morfis-
mos em Sign sy, Mod'(¢) : Mod' (((S2, Fy))) — Mod'(®((S1, F1))) e Mod'(¢') :
Mod' (®((S3, F3))) — Mod'(®((Ss, F»))) temos que provar, para todo (As 3, As 3, =
) € | Modospau((Ss, F3, <)) |, B(Mod'(¢) o Mod'(¢)) = B(Mod'(¢)) o B(Mod'(¢')).
Assim, isso é fato mostrado no seguinte diagrama:

—— (43,0 (¢(s1))» 43,6/ (6(£1)) =) (As,60(6(s1))5 3,0 (p(11))) =——
' B8
Mod' (¢) Mod(¢)
comp. <A37¢r(s2),A37¢r(f2)7:> <A37¢f(52),A3'¢/(f2)> comp.
Mod'(+/) o Mod(s')
(As,s3, A3 13, =) (As,s3, A3 p3) ————>
B(Mod'(¢) o Mod'(¢')) = Mod($) o Mod(¢') (definigao de )

= B(Mod'(¢)) o B(Mod'(¢')) (definigao de )

Agora para identidade, seja idpyr, 7 o ) Mod' (®(X)) — Mod'(®(X)) um morfismo

em Mod 'y, - Entao

B(idMod'(q>(2))) = Z:dMod(z) (deﬁn?gz}o de 3)
= ZdB(MOd’(‘b(E))) (definigao de 3)

6.1.2 Propriedades Loégicas

Seguem nesta secao as propriedades logicas preservadas pelo mapeamento pu-
ro.

Em aplicagoes dos mapeamentos, normalmente trabalhamos com nocao de
dedugao (relacao de consequéncia) das logicas relacionadas. Com relagao a essa
idéia, o mapeamento puro preserva consequéncia semantica.



Proposicio 6.2 (Preservacao de Consequéncia Semantica) O mapeamen-
to Puro (®,«, ) : L — L' preserva consequéncia semdntica, i.e., para todo 3 € |
Sign |, para todo T' € Sen(X), e para todo ¢ € Sen(X), temos que

IEs o= a@)(1) Fym) aX)(@)-

Prova. Seja M' € | Mod'pgp,,(®(X)) |, entdo temos:

M' Eys) a(B)(T)

e Vpel: M iy aX)(p) (def. de )
SVepel:BE) (M) Es e (condi¢ao pura)
= BE)(M') Ex ¢ (assumpgao)
S M EFox) a(X)(e) (condicao pura)

Coroldrio 6.1 O mapeamento Puro (®,«, ) : L — L' com [ sobrejetor preserva
e reflete consequécia semantica, i.e., para qualquer I' € Sen(X), e para qualquer
p € Sen(X), temos que

['Es v & o)) Fom) a(E) ().

Prova. A preservacao foi provada acima. Assim segue para reflexdao: seja M €
| Mod(X) |. Pela sobrejetividade de (3 existe um M’ € | Mod' (®(X)) |, tal que
B(X)(M') = M. Entdo temos

MEsT=p(X) (M) EsT (B sobrejetor)
e Vyel: BE) (M) Fs v (def. de |=)
S Vyel: M Eypy a(X)(y) (condigao pura)
& M Ey a(Z)(F) (def. de )
= M" ) a(X)(p) (hipdtese)
& B(E)(M’) Es @ (condi¢ao pura)
=M Ex ¢ (definicao de 3)

Como esse trabalho considera uma légica partindo do conceito de Instituigoes,
para relatar a nocao de sublégica temos a idéia de subinstituicao.

Definigao 6.3 (Subinstituicdo) Uma subinstitui¢do é um mapeamento puro (®, «, 3) :
L — L', com ® injetivo em objetos e § um isomorfismo natural.

Proposi¢cao 6.3 A instituicao MSEqtl ¢ uma subinstituicao da OSEqtl.

Prova. Precisamos verificar que o funtor @ : SlgnMSeql — Sign osEqu € Injetivo e que
3 . op. ! . CQign P 4
a transformagao natural 8 : ®; Mod ogp,y = Mod yspg : Signysp,y — Cat é um
isomorfismo natural.
Primeiramente, para o funtor ® temos que verificar que ele é injetivo. Sejam

= (S,F) e ¥ = (', F') assinaturas em | Signygsp,; |- Como o funtor ® nao
altera o objeto, a menos da ordem parcial nos sorts, se temos que ¥ # X' entao
O(X) # o(X).

Seguindo, para verificar se 3 ¢ um isomorfismo, temos que provar que Sy oy =
ZdMod e frofy’ = = 1) ods)
SeJa 62 um funtor B! : Mod yspqu — Mod ospqu definido da seguinte maneira:



e em objetos: seja M

BH(As|s€8, A [feF)) =

:<AS|8€S, Af |f€F> €|M0dM5eql(E)|

(As|s €8, Ap[feF,=)

onde = é a relacao de ordem parcial identidade nos carregadores.

e em setas: para todo Mod(¢) :

Mod(Eg) — Mod(X,) € Mod yspe temos que

B (Mod(9)) : B~ (Mod(23)) — 71 (Mod(X,)) é definido como :
B~ Mod(p)) =% Mod'(¢)

Assim, segue a prova. Sejam M' = (A, | s € S, A | [ € F,=) € |
Mod'(®(X)) |e M = (As | s € S, Ay | f € F) € | Mod(X) |. Primeiramente,
temos:

(Bt o Be)(M') = By (Be(M")) (composigao)

= B (M) (def. de Bg)

=M (def. de Bg)

= idMod'(@(z))(Ml) (def. de id)
Segundamente, temos:

(B0 By (M) = Ps(Bs' (M) (composicao)
= Bu(M") (def. de B5')
=M (def. de By)
= ZdMod(z)(M) (def. de pfodcs )

6.2 Mapeamento Simples

Nesta secao apresentamos outro tipo de seta entre instituicoes, mais especifi-
camente, mapeamento Simples. Este mapeamento traduz assinaturas de £ (l6gica

origem ) para teorias de L' (16gica destino).

[sto acontece, quanto a traducao da

informacao na assinatura da logica origem requer axiomas na légica destino, ou seja,
somente a assinatura de £’ nao é suficiente para expressar toda a informacao que

vem de L.

Como motivacao para este conceito considere as especificacoes de listas nos

esquemas que seguem.

__ ThList, MSEqtl

Sorts
nat, list
Opns
empty — list
head : list — nat
tail : list — list
cons : nat, list — list

[z : nat, : list|head(cons(z,l)) = z : nat
[z : nat, l : list]tail(cons(z, 1)) =1 :
[ Jtail(empty) = empty : list

list




__ThList, Horn

Sort
u
Pred
nat, list : u
Opns
empty :— u
head : v — u
tail :u — u

CONs : u,u — U

[z, 1 : ulnat(z), list(l) = head(cons(z,l)) = =
[z, : ulnat(z), list(l) = tail(cons(z,1)) =1

[ Jtail(empty) = empty

Axiomas

empty : u = list(empty)

[z, ulnat(z), list(y) = list(cons(z, 1))

[z, 1 : ulnat(z), list(l) = nat(head(cons(z,1)))
[z, : ulnat(z), list(l) = list(tail (cons(z,1)))

Observe que temos duas especificacoes de listas, uma na MSFEqtl (ver segao
4.1) e a outra na légica Horn (ver capitulo 5). Destacamos que na segunda espe-
cificagao existem alguns axiomas adicionais. Essas sentencas estao presentes para
ser possivel representar toda a informacao sobre listas que é representada na es-
pecificacao MSEqtl. Assim, em um mapeamento entre essas duas especificacoes, a
assinatura de listas em MSEqtl é relacionada com uma teoria (assinaturas mais axi-
omas) na légica Horn. Isto acontece, pois na MSEqtl temos sorts e operagoes com
seus respectivos sorts e esta idéia precisa de alguma maneira ser representada na
logica Horn sem sorts. Portanto, uma seta entre essas duas especificagoes traduz
os simbolos de sorts para predicados na légica Horn e os axiomas adicionais sao
utilizados para garantir o “tipo” das operacoes e de seus argumentos.

Semanticamente, esses predicados de tipos podem ser vistos como “filtros”
que restrigem os modelos da légica Horn a algebras MSEqtl totais. Novamente, a
tradugao de modelos é dada no sentido contrario (Horn — MSEqtl), i.e., sdo traduzi-
das as dlgebras que sao extraidas (pelos predicados) das estruturas de interpretacao
Horn.

Um mapeamento simples é formalizado na seguinte

Definigao 6.4 (Mapeamento simples de instituigoes) Sejam duas instituigoes
L = (Sign, Sen, Mod, =) e L' = (Sign', Sen', Mod',|="). Um mapeamento simples
(¢, ¥, r, B) : L — L' consiste de:

e um funtor @ : Sign — Sign’;
e um funtor ¥ : Sign — Th', tal que ¥(X) = (®(X), @%,);
e uma transformacio natural « : Sen = ®; Sen' : Sign — Set e de

e uma transformacao natural g : U°P; Mod'h = Mod : Sign®” — Cat,



tal que para cada ¥ € Sign, ¢ € Sen(X) e M’ € [Mod_(¥(X))| a seguinte proprie-
dade vale:

BEYM') s ¢ & M' Eyx) a(X)(p)  (Condigao Simples) O
Sign Mod (%) e Sen (%)
\Ifl 5(E)T la(z)
Th' Modi_(¥(X)) - Sen'(2(X))

Na Figura 6.2 este mapeamento pode ser analisado mais informalmente. A expli-
cagao ¢é similiar a discutida na Figura 6.1. O detalhe adicional é que agora temos a
seta tracejada mais espessa representa o funtor W : Sign — Th'. Podemos observar
que os modelos que sao traduzidos de L' para £ sao os modelos das teorias que
contém as informagoes da assinatura £. A condi¢ao simples representada por = no
centro do desenho significa que os modelos das teorias de L' (dadas por 1)) satisfazem
os axiomas traduzidos por a (em ¥') se, e somente se, esses modelos traduzidos por
[ satisfazem os axiomas da légica origem, i.e., em X.

- o

Mapeamento
Simples

FIGURA 6.2 — Mapeamento Simples

6.2.1 Exemplo

Novamente, apresentaremos um mapeamento conforme a discussao apresenta-
da no inicio desta se¢ao, i.e., um mapeamento entre a MSFEqtl e a légica Horn.

Exemplo 6.2 (Mapeamento Simples MSEqtl — Horn) Um mapeamento sim-
ples entre essas lgicas (P, ¥, «, ) é definido da seguinte forma:

e para cada assinatura ¥ = (5, F) €| Signygp,; | temos uma assinatura em
Signyom- Tal que ®(S, F) =% ({u}, Fyorm, P). Note que para todo f :
S1y..0,8, — § € F associa-se um [ : u" — u € Fpom, sendo que a arida-
de de f € F é preservada e P = (p, | s € S);



e para cada assinatura ¥ = (S, F') €| Signy,,,, | temos uma teoria em Thyon, ou
seia, W((S, F)) = (@((S, F)), o), tal que

G =Nay, ..z psy (1), -, s, (20) = ps(f(21, ..., 20)) | f € F)

Observe que os simbolos de predicados nas sentencas Horn garantem o tipo e
a aridade dos simbolos de operagoes.

e para cada X = (5, F) €| Signysp, | e para qualquer equagao ¢ = (X I
t = t') € Senyspu(X), onde X é uma familia de conjuntos de varidveis
indexada por S, temos uma equagdo equivalente sem sorts (Vzy,...,z, :

P, (1), .oy s, () = t =t') € Sengom(({u}, F, P));

e paracada ¥ = (S, F) €] Signysp, | € para qualquer estrutura de interpretagao
Horn M = (M ({u}), M(F), M(P)) temos uma Y-algebra

A= (A(8),A(F))y =% (A,|s€ 8, A;|f € F)

onde Ay =% {m | M,, =m}e A;: A;, x...x A, — Ay é a restrigio de M; :
M x...x M — M. Em geral, as Ay obtidas através deste procedimento sao
operagoes parciais, pois temos que restringir a tradugao aquelas ({u}, F, P)-
estruturas de interpretacao M que satisfazem os axiomas adicionais vindos do
funtor W, i. e.,

Ty =Ny, ... 2y ps, (1) oo ps, (xn) = ps(f(z1,. . 2)) | [ € F)

Assim, temos que as dlgebras A sao aquelas estruturas M dadas pelo funtor
modelo generalizado Mod o |- (®(X), DY) (ver definicdo 3.1).

Finalmente, a partir dessas informagdes temos, para todo ¢ € Senpysgau(X) e para
todo M' €| Mod orn,= (¥ (X)) | que:

B(E)(M,) ):ZMSeql Y <= M’ ):ZHorn OJ(E) ((10)
que é a condicao simples do mapeamento.

Proposicao 6.4 As definicoes apresentadas no exemplo 6.2 definem um mapea-
mento Simples (2, Y, B) : Lyspg — LHorn-

Prova. Esta prova ¢ similar a da proposigao 6.1.

6.2.2 Propriedades Loégicas

A preservacao de consequéncia semantica para o mapemanto simples é baseada
na nocao de teorias. Para o mapeamento puro tinhamos a seguinte quantificacao na
e e . , . , . .
instituicao destino ):‘?(2), contudo para o simples temos ):\11(2)- Assim, precisamos
introduzir uma nocao de consequéncia semantica mais flexivel, baseada nao somente
em assinaturas, mas também em teorias.

Definigao 6.5 (Consequéncia Semantica Extendida) Seja ¥ € | Sign |, ¢ €
Sen(X), A, T C Sen(X). Entdo, A ¢ =% AUT k=5 .



Proposicdo 6.5 Mapeamentos Simples (P, ¥, «, 5) : T — I’ preservam consequéncia
semantica, i.e., para todo ¥ € | Sign |, para todo ¢ € Sen(X) e para todo
I' C Sen(X), temos que:

IEs o= a@)(D) Fym) aE)(e):

Prova. Seja ¥ € | Sign |, U(X) = (®(),2%) e M' € | Mod_(¥(%)) |. Pela
defini¢ao temos que a(X)(I) s (E) (1) UG Fyx) a(X)(p). Entdo, podemos
concluir que:

M' o) 25U a(E)(T) = M' g5y a(3)(I)  (assumpgao em M)
S Vyel: M Eyys aX)(y) (por definicao)
& Vv el: ) (M) Exy (condicao simples)

BEYM') =T (por definicao)

BE)M') Es ¢ (pela assumpgao)
= M' Fam) a(X)(p) (condigao simples)
= M’ ):(b ) ot Ua(E)(p) (hip6tese em M)
& M )Zq, =) a(X)(p) (por definigao)

6.3 Notas Bibliograficas

Os mapeamentos entre instituicoes foram primeiramente introduzidos em
[GOG 92]. Apés, outros tipos de mapeamentos, mais poderosos foram apresentados
no classico General Logics [MES 89].

Na literatura, existem interessantes trabalhos que utilizam mapeamentos entre
l6gicas como fundamento matematico para implementar situacoes onde a integragao
de sistemas légicos faz-se necessaria. Cerioli & Meseguer [CER 97] buscam a conexao
entre 16gicas com o objetivo de utilizar (reutilizar) componentes de uma légica em
outra, por exemplo: modelos, calculos, sistemas de provas. Outro aspecto, trata-
do por Martini & Wolter [MAR 99, WOL 97, MAR 97, MAR 99a], é a descricao e
analise do relacionamento entre légicas via mapeamentos. Tarlecki [TAR 96] explo-
ra esta questao, no sentido de utilizar diferentes formalismos em diferentes visoes
do mesmo problema. Também, Martini, Wolter & Haeusler [MAR 2001], tratam
a situacao de conectar médulos de especificagoes (com semanticas possivelmente
heterogéneas) através da defini¢do de pontes.



7 Estudo de Caso - Reutilizando um Provador
de Teoremas através de Mapeamentos entre Ins-
tituicoes

Neste capitulo apresentamos um estudo de caso: reutilizando um provador de
teoremas através de mapeamentos entre instituicoes. Esta parte da dissertagao tem
como objetivo utilizar mapeamentos entre instituicoes como abordagem para tratar
um simples aspecto da interoperabilidade ldgica, ou seja, uma situacao problema
em que nos deparamos com a necessidade de reutilizar o provador de teoremas OBJ
[GOG 92a). OBJ é uma linguagem funcional de primeira ordem que é rigorosamente
baseada em OSEqtl e programacao parametrizada, suportando um estilo declarati-
vo que facilita verificacao e possibilita o OBJ ser utilizado como um provador de
teoremas.

Primeiramente introduzimos o problema, i.e., ao trabalharmos com especifi-
cagbes em MSEqtl surgiu a necessidade de executarmos provas (testes) sob essas
especificagoes. Seguindo, discutimos a idéia de utilizar o provador de teoremas OBJ
para executar tais provas, ja que conhecemos esse sistema e o temos instalado em
nossas maquinas. Apresentamos algumas especificacoes em MSEqtl junto com a
execucao de uma série de provas sobre essas especificacoes, no OBJ.

Finalmente, mostramos como um mapeamento Puro entre MSEqtl e OSEqtl
é uma estrutura matemadtica adequada para modelar tal situacao. A execucao das
provas na ferramenta OSEqtl é possivel no sentido de que todos e, somente todos,
os teoremas provaveis nas especificagcoes MSFEqtl sao provados em OSEgqtl. Temos
essa garantia, pois esse mapeamento (MSEqtl — OSEqtl) possui a propriedade
logica de ser uma extensao conservativa. Também é importante salientar que para
o reuso acontecer é necessario, além do mapeamento entre instituicoes, a existéncia
de relagoes internas das légicas (completude e coeréncia).

7.1 Especificacao do Problema

Em um momento de desenvolvimento desta dissertacao estdvamos construin-
do uma série de especificagoes algébricas na légica MSFEqtl. A idéia era sobrescrever
algumas propriedades funcionais (propriedades que vem da defini¢do) em especifi-
cacoes e testar os efeitos dessa acao, ou seja, verificar como a reescrita de termos
agia sobre certas propriedades atribuidas as especificagoes de operagoes.

Contudo, para a execucgao desses testes precisaivamos de um provador de teo-
remas que implementasse um sistema de reescrita. O sistema OBJ (uma implemen-
tacdo de OSEqtl via reescrita de termos) estava a disposi¢do, instalado em nossas
maquinas, pois ja o haviamos utilizado anteriormente. Entao surgiu a questao: es-
te software pode ser reutilizado com a condicao de que todos e, somente todos, 0s
teoremas provaveis nas especificagoes MSEqtl serao provados no OBJ (OSEqtl)?

O objetivo deste capitulo é demonstrar como mapeamentos entre instituigoes
sao uma estrutura matematica adequada para o tratamento dessa situagao. Desta
maneira, é suficiente conseguirmos um mapeamento entre as instituigoes MSFEqtl e
OSEqtl que preserve e reflita a nocao de conseqiiéncia semantica. Esta situacao é
ilustrada pela Figura 7.1.
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FIGURA 7.1 — Situacao em questao

Como ja mencionado, o provador de teoremas OBJ ¢é uma implementacao do
célculo equacional (OSFEqtl) via reescrita de termos. Portanto, discutimos no texto
que segue uma nocao geral de como pode ser visto o trabalho de um sistema de
reescrita. Para isso, é necessario introduzir as seguintes convencoes, considerando
T(X, X) o conjunto de termos para uma assinatura MSEqtl segundo a definicao 4.8.
Seja a reescrita baseada na substituicao de igual para igual. Entao, se comecamos
com um termo ¢, (sobre uma dada assinatura ¥) e a partir dele aplicamos equagoes,

cada passo produzird novos termos (¢, ,...,t,), sendo que cada um deles é igual
a todos os termos anteriores. Por exemplo, se as equagoes aplicadas sao: ey, ..., e,,
temos:

b

= {ei}

5]

= {e2}
_ (o)

Além disso, para enterdermos a idéia de reescrita precisamos dos seguintes conceitos.

Definigao 7.1 (Regra de reescrita) Uma equagao da forma [ [t = ¢’ (com ¢, t' €
T(X, X)s, para algum sort s) é chamada regra de reescrita se e somente se, o con-
junto de varidveis que acontece em ¢’ é subconjunto daquelas que ocorrem em ¢. Um
conjunto finito de regras de reescrita sobre uma assinatura ¥ é chamado X-sistema
de reescrita de termos.

Definigao 7.2 (Reescrita) Dada uma regra de reescrita da forma ¢t = ¢ com
t,t' € T(X,X)s e um termo ty, € T'(X)y, sendo z uma variavel livre, i.e., um simbolo
tal que z ¢ YUX. Entao, dizemos que um termo t, € T(X) é um subtermo de #, se
e somente se ty = ¢(z < t)) para algum termo ¢ € T'(X, z) chamado de contexto,
e dizemos que o match de e para t; consiste de um subtermo ¢ de t,, o qual é
match direto de e, i.e., tal que ) = 0(t) para alguma substituigao 0 : X — T(3).
Neste caso, dizemos que o termo #, = ¢(z < 0(t')) é o resultado de aplicar e & ty no
subtermo ¢ utilizando a substituigdo 6, assim podemos escrever t, = t;, que é um
passo de reescrita.



Por exemplo, considere a seguinte especificagado dos nimeros naturais em

MSEqtl.

__ ThNAT, MSEqtl
Sorts
nat
Opns
0:—=mnat 1:—=nat 2:— nat s:nat,nat = nat
+ : nat, nat — nat
* 1 nat, nat — nat

J[1=s0:nat (Cy) []2=sl:nat (C2) [ ]3=52:nat (C5)
m,n : natlm + sn = s(m + n) : nat (Cy)
m : natm *0=0: nat (Cs)
: nat]0 +m = m : nat (Cp)
m : nat]sOx* m =m (C7)
m,n : natln x sm =n*xm+n: nat (Cy)

m,n : natlsm*n=mnxm+n:nat (C3)

3

[
[
[
[
[
[
[

Seja ¢ o termo s0 + z, seja o Y-sistema de varidveis X = {m} e 6(m) = s0.
Entao s0 + (s0 * s0) reescreve para s0 + s0 como resultado de aplicar a regra [m :
nat]s0 x m = m (C;) ao subtermo (s0 * s0) com a substituicdao #. Isto tudo, pode
ser simplificado no seguinte diagrama:

s0 * s0 4 s0

| ]

s0 + (50 % s0) <— s0 + 2 — 50 + s0

| |

ra, provan uacao: n =nn ri a ravé icago
Agora, provando a equacao: n x 1 a teoria ThNat, através de aplicagoes
de regras de reescrita, temos:

nxl =mnxs0 (por C})
=nx0+n (por Cy)
=0+n (por Cs)
=n (por Cp)

Mais detalhadamente, cada passo de reescrita ¢ mostrado a seguir.

1. seja ¢ o termo n * z, [ |1 = s0 : nat (Cy) a regra e, entdo o termo (&) n * 1
reescreve para n *x s0 como resultado de aplicar a regra ao subtermo 1 : nat.
Assim, temos o seguinte diagrama:

1 4 s0

R

nkxl<—mn%x2——>nxs0

| T




2. seja ¢ o termo z, [n, m : nat|nxsm = nxm-+n : nat (Cg) aregra e e f(m) =0
a atribuicao, entao o termo n * s0O reescreve para n * 0 + n como resultado de
aplicar a regra ao termo (subtermo) n % s0. Novamente, temos o diagrama a
seguir:

nxs0<=—2——=nx0+n

R

n*sO%Z—>n*0+n

l |

3. seja ¢ o termo z + n, [n : natln *0 = 0 : nat (Cs) a regra e. Entdo, o termo
n % 0 4+ n reescreve para 0 + n como resultado de aplicar a regra ao subtermo
n* 0, i.e.,

n %0 4 0

N

nx04+n<~—z+n—0+n

| T

4. seja ¢ o termo z, [n : natln+0 = n : nat (Cs) a regra e. Entao, o termo n+0
reescreve para n como resultado de aplicar a regra ao termo n + 0, i.e.,

n—+0 z n

L]

n+0<—=z+n——n

| |

Na sequéncia, provamos, também com reescrita de termos, a equacao 0+ (s0x*
0) =0 em ThNat. Assim,

0+ (s0%x0) =s0%0 (por C’ﬁ)
=(0+4+0)+0 (por Cj)
=040 (por Cs)
=0 (por Cp)

Detalhadamente, segue cada passo de reescrita.

1. Seja ¢ o termo z, [m : nat]0 + m = m : nat (Cs) a regra e e a substituicao
f(m) = s0x0. Entao, o termo 0+ (s0*0) reescreve para s0 =0 como resultado
de aplicar a regra e ao termo 0+ (s0 % 0), i.e

04+s0%x0=—2—>350x%x0

P

0+s0%x0=——2—>350x%0

| |




2. seja ¢ o termo z, [m,n : natlsmxn = nxm+n : nat (C) a regra e e as
atribuicoes #(m) = 0 e f(n) = 0. Entao o termo s0 0 reescreve para (0*0)+0
como resultado de aplicar a regra e ao termo s0 x 0, i.e.,

s0x()=—2——0x0+0

]

s0x0<~—2—=(0%0)+0

| T

3. seja ¢ o termo z + 0, [m : natlm * 0 = 0 : nat (Cs) e a atribuicio f(m) = 0.
Entao, o termo (0 * 0) + 0 reescreve para 0 4+ 0 como resultado de aplicar a
regra e ao subtermo (0 *0), i.e.,

0x%x0 z 0

.

(0%0)+0<~—24+0—=0+0

| |

4. seja ¢ o termo 2, [m : nat]0 +m = m : nat (Cs) a regra e e a substituigao
f(m) = 0. Entdo, o termo 0 + 0 reescreve para 0 como resultado de aplicar a
regra e ao termo 0+ 0, i.e.,

0+0<=—2—>0

]

| |

Visto essa idéia sobre reescrita de termos podemos entao discutir sobre as
especificagoes de operacoes com certas propriedades atribuidas e sobre os testes que
foram executados no OBJ. Para isto considere a seguinte teoria em MSFEqtl.

__ThDATA1, MSEqtl
Sorts
data
Opns
0 :— data
x_: data — data
_fun_: data, data — data

[m,n : data]lm fun n = xm : data

Note, que temos uma especificacdo de um tipo de dado (data) com o simbolo
de constante 0, com um simbolo de operacao *, que pode ser pensado com um cons-
trutor, e com um simbolo de funcao fun que especifica uma operacao que, pelo tinico
axioma, nao tem a propriedade associativa, i.e., (0 fun 0) fun 0 # 0 fun (0 fun 0).



Agora, considere que desejamos atribuir a propriedade associativa na especifi-
cacao do simbolo fun acima. Assim, temos o seguinte esquema.

__ ThDATA2, MSEqtl
Sorts
data
Opns
0 :— data
x_: data — data
_fun_: data, data — data

(m, n : data]lm fun n = xm : data
[m, n,r: data](m fun n)fun r=m fun(n fun r)

Onde, a associatividade é dada pelo ltimo axioma.

Dadas essas duas teorias (ThDATAL e ThDATA2), a idéia entdo era testar o
efeito do acréscimo do axioma da associatividade a um simbolo de operacao, que
pelo primeiro axioma (defini¢do) ndo é associativo. Entdo utilizamos o provador de
teoremas OBJ para executar os testes mostrados abaixo.

OBJ> red in DATA2 : O fun O fun O == 0 fun O fun 0 .
reduce in DATA2 : O fun O fun O == 0 fun O fun O
xkokkokkkokkkk rule

eq M fun N = x M

N:Data ——> 0 fun O

M:Data —--> 0

O fun O fun 0 ——> *x 0

skokkokkkokkkk rule

eq M fun N = x M

N:Data --> 0 fun O

M:Data —-> 0

O fun O fun 0 ——> *x 0

xkokkokkkokkkk rule

beq XU == YU = (obj_bool$coerce_to_bool
(term$equational_equal xu yu))
YU:Universal ——> * 0

XU:Universal —-> x 0

* 0 == x 0 ——=> true

rewrites: 3

result Bool: true

0BJ>

Inicialmente, introduzimos uma reducao no prompt do OBJ, respectiva a espe-
cificagao ThDATA2. Na primeira linha, temos a verificagao se a férmula (0 fun 0 fun 0)



é equivalente (==) a ela mesma. Como pode ser observado, no rastro de execugao,
foi dado um 1nico parser para avaliagao da férmula e ela resultou em uma verdade.

Agora, para testar a diferenca de ter ou nao o axioma da associatividade,
executamos a mesma reducao s6 que em ThDATA1, onde fun nao possui o atributo
de associatividade. Na sequéncia temos o teste.

OBJ> red in DATA1 : O fun O fun 0 == 0 fun O fun O .
Ambiguous term, two parses are:

0 fun (0 fun 0) == (0 fun 0) fun O -versus-

0 fun (0 fun 0) == 0 fun (0 fun 0)

differences are:

_fun_: Data Data->Data.DATA -versus- 0:->Data.DATA
in 0 fun 0 -versus-0

0:->Data.DATA -versus- _fun_: Data Data—->Data.DATA
in 0 -versus-0 fun O

Arbitrarily taking the first as correct.

reduce in DATA1 : O fun (0 fun 0) == (0 fun 0) fun O
xkokkokkkokkkk rule

eq M fun N = x M

N:Data ——> 0 fun O

M:Data —--> 0

0 fun (0 fun 0) ———> x 0

skokkokkkokkkk rule

eq M fun N = x M

N:Data --> 0

M:Data -——> 0 fun O

(0 fun 0) fun 0 ---> * (0 fun 0)

skokkokkkokkkk rule

eq M fun N = x M

N:Data --> 0

M:Data —-> 0

0O fun 0 ——> *x 0

skokkokkkokkkk rule

beq XU == YU = (obj_bool$coerce_to_bool
(term$equational _equal xu yu))

YU:Universal ——> * (x 0)

XU:Universal --> * 0

* 0 == % (x 0) ---> false

rewrites: 4

result Bool: false

0BJ>

Note, na ultima linha, que o resultado agora é falso. O que aconteceu foi que o
sistema acusou ter dois parsers para avaliacao (ambigiiidade). Isto indica que para



reduzirmos uma equacao em DATA1 é necessario colocarmos parénteses. Assim,
podemos concluir que na verdade a inclusao do axioma associativo (m fun n)fun r =
m fun(n fun r) sintaticamente dispensa a colocagao de parénteses para reduzir a
equacao 0 fun 0 fun 0. Mais especificamente, com o atributo associativo temos que
tanto faz escrevermos 0 fun 0 fun 0 ou 0 fun(0 fun 0). Por exemplo, veja as duas

seguintes redugoes.

0BJ> red in DATA2 : O fun O fun 0 == 0 fun (0 fun 0)
reduce in DATA2 : O fun O fun O == 0 fun O fun O
xkokkokkkokkkk rule

eq M fun N = x M

N:Data --> 0 fun O

M:Data —--> 0

O fun O fun 0 ——> % 0

skkkokkkokkkx rule

eq M fun N = x M

N:Data --> 0 fun O

M:Data —-> 0

O fun O fun 0 ——> % 0

skkkokxkokkkx rule

beq XU == YU = (obj_bool$coerce_to_bool
(term$equational_equal xu yu))
YU:Universal —-—> * 0

XU:Universal —-> *x 0

¥* 0 == x 0 ——> true

rewrites: 3

result Bool: true

0BJ>

Esta reducao referencia o objeto DATA2 no qual é definda a propriedade as-

sociativa para fun.

Observe na ultima linha que o resultado da reducao é true.

Entrentanto, note a diferenca do mesmo teste mas agora no médulo nao associativo

(ThDATAL).

0BJ> red in DATA1 : O fun O fun 0 == 0 fun (0 fun 0)
Ambiguous term, two parses are:

0 fun (0 fun 0) == 0 fun (0 fun 0) -versus-

(0 fun 0) fun 0 == 0 fun (0 fun 0)

differences are:




0:->Data.DATA1 -versus- _fun_: Data Data->Data.DATAl in
0 -versus- 0 fun O

_fun_: Data Data->Data.DATAl1 -versus- 0:->Data.DATAl1 in
O fun 0 -versus- 0

Arbitrarily taking the first as correct.

reduce in DATA1 : O fun (0 fun 0) == 0 fun (0 fun 0)
skokkokkkokkkk rule

eq M fun N = x M

N:Data ——> 0 fun O

M:Data —--> 0

0 fun (0 fun 0) ———> % 0

skokkokkkokkkk rule

eq M fun N = x M

N:Data ——> 0 fun O

M:Data —--> 0

0 fun (0 fun 0) ——> *x 0

skokkokkdkokkkk rule

beq XU == YU = (obj_bool$coerce_to_bool
(term$equational _equal xu yu))

YU:Universal —-—> * 0

XU:Universal —-> x 0

* 0 == x 0 ——=> true

rewrites: 3

result Bool: true

0BJ>

Novamente, temos uma ambigiiidade no parser de ThDATA1. Esta ambigiiida-
de indica que o parser requer parénteses para definicao da ordem de avaliagao. Desta
forma, essas duas tltimas reducoes temos que realmente o axioma associativo dis-
pensa os parénteses para 0 fun 0 fun 0.

7.2 Mapeamentos & Situacao Problema

Na sec¢ao anterior mostramos o uso do OBJ (OSFEqtl) para fazer provas sob as
especificagoes em MSEqtl (ver ThDATA1 e ThDATA2). No entanto, agora resta-nos
saber se provamos somente o desejado e nada mais que o desejado para as teorias
MSEqtl.

Para termos essa garantia precisamos de um mapeamento Puro entre as logicas
MSEqtl e OSEqtl, que pode ser verificado em detalhes na secao 6.1, que tenha a
propriedade logica de ser uma extensao conservativa

Entretanto, além desse mapeamento, a situacao requer uma atencao mais es-
pecial. Os mapeamentos entre instituicoes conectam duas légicas semanticamente
considerando a relagao de satisfagao, mas as provas (dedugoes) sao no nivel sintatico
considerando a relacao de consequéncia. Por esse motivo, para o reuso do prova-



dor de teoremas OBJ acontecer precisamos de um mapeamento Puro entre MSFEqtl
e OSEqtl (conservativo) junto com as relages internas (completude e coeréncia)
dessas duas logicas.

Com esse mapeamento Puro a logica MSEqtl é codificada na OSEqtl, i.e., uma
maneira de representar especificagoes em MSFEqtl na logica OSEqtl. E interessante
salientar que este mapeamento além de ser uma extensao conservativa “mostra” que
a légica das especificacoes é uma subldgica da légica do OBJ (ver proposicao 6.3).

Como mostrado no exemplo 6.1, um mapeamento Puro traduz, através do fun-
tor «a, as estruturas sintaticas da légica MSEqtl para a légica OSFEqtl. Por exemplo,
considere a especificagao ThDATA1 traduzida para OSEqtl.

_ ThDATA1, MSEqtl
Sorts
data
Subsorts
data < data
Opns
0 :— data
x_: data — data
_fun_: data, data — data

[m,n : data]lm fun n = «m : data

Note que a unica diferenca sintatica é a introducao do simbolo < representado
a ordem parcial identidade no conjunto de sorts.

Como ja mencionado, todos e, somente todos, os axiomas provados nas es-
pecificagoes originais devem ser possiveis de ser provados apds a traducao, i.e., o
mapeamento necessariamente deve ser uma extensdao conservativa.

Garantindo que [ indexado por ¥ é um funtor e que para cada fx, temos um
651 . MOdMSeql — MOdOSeql tal que Bil e} 62 = idMOdOSeql(‘b(E)) e BZ e) Bil —
idMOdMSEq”(E), temos o seguinte

Lema 7.1 A transformacao natural 5 € um isomorfismo natural.

Prova. Este lema segue da prova 6.1.2.

O lema 7.1 garante que ao utilizarmos o sistema de provas OBJ provamos
todos e somente todos os axiomas provaveis nas especificacoes.

Desta maneira, o mapeamento (®,a, §) : MSEqtl — OSEgqtl é uma extensao
conservativa, no seguinte sentido:

I )ZZ)MSeql Y= a(F) ):ib(z) CY(QO)

A verificacdo da afirmacao acima, i.e, que o mapeamento puro tem a propriedade
l6gica de ser uma extensdao conservativa pode ser analisada na prova 6.1.2.

O seguinte diagrama demostra o caminho percorrido, partindo de especifi-
cacoes em MSEqtl até as provas executadas no OBJ.

Note que temos uma situacao em que a relacao de consequéncia é transportada
através de mapeamentos entre instituicoes (seta 2). Ou seja, temos um reuso de
provas acontecendo através de um mapeamento junto com as relagoes internas das
légicas (equivaléncias 1 e 3). O reuso discutido aqui é a nivel de provas (I' - ¢, i.e., a



férmula ¢ é derivavel de um conjunto de férmulas I') ndo considerando a “estrutura”
da prova (aplicagoes das regras do cdlculo para construir a prova). No sentido de
que diferentes cdlculos podem ser utilizados, mas a relacao de consequéncia gerada
¢ sempre a mesma.

I =nseq ¢ 2 (') Fosee a(p)
1 3
I' Fasequ ¢ a(I) Fospau a(p)

OBJ

Mais especificamente, as extremidades I' Fysp ¢ € o) Fospu a(p) repre-
sentam a relagao de consequéncia (derivada de uma instituicao, ver proposicao 2.1)
entre um conjunto de sentencas e uma sentenca derivada deste conjunto (ver capitulo
1). Temos a seta nimero 1, pela definicao de léogica MSEqtl (I' s ¢ < T x5 o,
ver defini¢do 2.7). A nimero 2 é a extensdo conservativa descrita acima. Novamente,
a partir definicao de légica OSEqtl temos a equivaléncia 3. Finalmente, a nimero
4 representa a relagao de consequéncia gerada via reescrita (OBJ), que no caso é
equivalente a qualquer outra gerada por qualquer outro calculo.

FIGURA 7.2 — Reuso de satisfacao e consequéncia

Neste sentido, a reutilizacao de sistemas 16gicos na componente relagao de con-
sequéncia, mas através de um mapeamento na componente semantica (instituicao)
Isto pode ser analisado na Figura 7.2. Podemos dizer que o mapeamento horizon-
tal abaixo (tradugdo de consequéncia) é derivado do mapeamento horizontal acima
(traducao entre instituigoes).



8 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Na area de especificacao formal, devido a necessidade de capturar varios as-
pectos dos sistemas, precisamos trabalhar com diversos formalismos logicos para
especificagao. Desta forma, o objetivo principal deste trabalho foi o de investigar
fundamentos matematicos e metodologias para tratar da integracao consistente de
l6gicas para especificacao.

Primeiramente discutimos nocoes rigorosas da idéia de logica e de légica para
especificacao. Neste sentido, apresentamos um esclarecimento sobre a estruturacao
das defini¢oes de logica sob essas duas perspectivas. Atencao especial foi dada para
utilizacao desses conceitos na area de especificacao formal, que com a necessidade
de compor sistemas requer assinaturas e morfismos entre assinaturas nas definigoes
de logica.

De maneira mais especifica, trabalhamos com uma nocao bastante geral do
conceito de légica, i.e., que engloba aspectos semanticos, dedutivos e de provabi-
lidade. Entretanto a integracao entre légicas foi realizada através de nogoes de
mapeamentos 0os quais consideram apenas os aspectos semanticos dessas mesmas
logicas.

Mostramos também, no nosso estudo de caso, reutilizacao de provas, que
um problema pratico aparentemente simples e ingénuo requer um tratamento ma-
tematico cuidadoso e a0 mesmo tempo um conjunto de ferramentas (mateméticas)
sofisticadas para ser solucionado.

Como trabalhos futuros propomos investigar os conceitos discutidos nesta dis-
sertacao para tratar da integracao de métodos e linguagens para sistemas concorren-
tes e reativos. Neste contexto, temos a inten¢ao de tratar da integracao de linguagens
de processos (como CCS, CSP), que sdo usuais para tratar aspectos de concorréncia,
com légicas necessarias para especificar tipos de dados, como por exemplo logica de
primeira ordem ou légicas utilizadas em especificacao algébrica.

Outro aspecto interessante é abordar essas idéias para conexao de métodos na
area de verificacao formal.

E importante observar que nao tratamos de uma série de outros tipos de
mapeamentos entre logicas, os quais apesar da sua importancia, estao fora do escopo
deste trabalho.

Finalmente, esperamos que essa dissertacao sirva de motivacao para que outros
pesquisadores possam se interessar pelo fascinante mundo dos sistemas légicos, de
seus relacionamentos e de sua aplicacao na area de ciéncia da computagao.
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