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RESUMO

Neste trabalho s8o tratados alguns resultados sobre superficies com
curvatura médie constente, imersas no R? sendo destacados os
teoremas de DELAUNAY (1841), LIEBMANN (1900), H. HOPF
(1956), A.D. ALEXANDROV (1957) e J. RIPOLL {1985).

Demonstra-se, com algum detalhamento, o teorema de DELAUNAY
para o caso da cGnica qﬁe rola, sobre uma reta, sem deslizar, ser uma
ellpse e ndo uma hipérbole, como ro trabalho or‘lgmal bern como prova-
se que para que a superficie de revolug:ao com curvatura média constante

seja completa, tal cbnica deve ser, obrigatoriamanente, uma elipse.

Utiliza-se, neste dltimo teorema, resultados mais recentes como o
devido a W. HSIANG (1981).

‘Sé’o tamb&m demonstrados o cléssico teorema de ALEXANDROV de
car%;acterizag:é’o da esfera, como (nica superficie compacta e conexa que
posésui curvetura média constante ndo nula, e o de J. RIFOLL que
generaliza o enterior pois substitui a hipbtese de compaticidade por
outra mais fraca que € a sua completude, embora exija que seja

propriamente mergulhada no R3, bem como sua inclus8o num cone plano.
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RESUME

Dans ce traveil sont traités quelques resultats sur les surfaces &
courbure moyenne constante, immergees dans R3, ol 1’on distingﬁe les
théorémes de DELAUNAY (1841), LIEBMANN (1900), H. HOPF {1956),
A. D. ALEXANDROV (1957) et J. RIPOLL (1985).

On démontre, avec quelques detsils, le thoréme de DELAUNAY,
dans le cas ot la conique qui roule sur une droite, sans glisser, est une
ellipse et non une hyperbole comme dans le travail original; et on prouve
aussi que, pour que la surface de révolution & courbure moyenne constante

soit complate, cette conique doit Btre obligatoirement une ellipse.

'Dn utilise dans ce dernier thfor8me des resultats plus récents

corme ceux de H. HSIANG (1981).

On démontre aussi le thSor@me classique de ALEXANDROV qui
car‘al'ractérise la sphére comme lunique surface compacte et connexe
possédant une courbure moyenne constante non nulle et celui de J. RIPOLL
qui généralise le précédent en substituant 1’hypothése de compacticité par
une autre plus faible: sa complétitude, quoiqu’il exige qu’elle soit

proprement plongée dans R?, ainsi que son inclusion dans un cdne plan.
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APRESENTACAOQ

Superficies (imersas em R? com curvature médis constante t8m
sido estudadas desde aproximadamente 1750. Exemplos conhecidos s8o
O plano, & esfera e o cilindro, sendo o primeiro uma superficie minima,
isto €, com curvatura média nula, e os outros dois, com curvatura média
distinta de zero. Outro exempla, cléssico, de superffciel minima & o
catendide, descoberto por MEUSNIER (1776). Novos .exemplos com
Curvatura média constente foram obtidos por DELAUNAY (1841) a
partir da revoluggo ds curva plana descrita por um foco de uma cfnica
quando esta rola, sem deslizar, sobre o eixo de revolugdo. Neste caso,

a esfera e o cilindro saem como casos particulares.

Curiosamente, enguanto Bs superficies minimas tiveram um
desenvolvimento sistemético ao longo do tempo, ndio surgiram, desde
DELAUNAY, até o inicio deste século, novos resultados sobre as
superficies com curvatura média constante ndp nula. Em particular,
contrariamente ao gque aconteceu com as mininas, ndo foram
descobertos (até recentemente 1982 [HS?] e 1984 [WE]) novos exemplos.

- De fato, como se verifica stualmente, & teorie das superficies com
cur-vatura média constante ndo nule pouco tem a ver com a das
superficies minimas, embora estes estudos tenham tido, a0 que parece,
UM tronco comum a partir da publicagdo de MONGE [MO] em 1809,
quando este se propBs a integrar a equagdb diferencial parcial encontrada
por- LAGRANGE em 1760 para o caso das minimas, equagdo esta
encontrada como simples exemplo da aplicag8o do método do que hoje

chamamos célculo des variagdes por ele desenvolvida.
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A questdo consistia em resolver o problema do isoperimetro: “dada
uma curva fechada simples, achar a Gree minima que tem esta curva
como fronteira". Ou o problema: "deda uma extensto de superficie, qual

o~ ) "
deve ser a sua forma para que ele encerre um volume maximo.

DELAUNAY foi o (ltimo maetemético s encontar, até recentemente,
exemplos de superficies com curvatura médis constante ndc nula e, na
impossibilidade de se criarem novos exemplos, o que se fez foi tentar

obter teoremas de caracterizagdo dos exemplos conhecidos.

O primeiro resultado, ao que parece, € o devido a LIEBMANN [LIE]
no final no século XIX, mais precisameﬁte, em 1900, quando prova que

"os esferas sdo os tnicos ovaldides com curvetura media constante".

‘Em 1956, H. HOPF [HOP] generaliza o resultado anterior aa provar
que "as esferas sdo as {nicas superficies homeomorfas a esferas com

curvatura meédiae constante".

;Data desta époce a famasa canjectura de H.HOPF: "Toda superficie
cofnpacta (imersa em R%) com curvatura média constante & uma esfera
red?onda". Em 1982, K. HSIANG [H5%] e outros apresentaram exemplos
de 'hipersuperficies imersas em R" com 3 compactas com curvatura
média constante positiva, que ndo a esfera, mostrando assim a falsidade
da conjectura em dimensSes altas. Em 1984, finalmente, WENTE [WE]
fez cair por terra definitivemente equela conjectura ao apresentar
exe;emplos (uma infinidede deles) de superficies imersas em R? com

l . . k)
curvatura média constante homeomorfas ao toro.



Com os exemplos de WENTE, tornou-se impraticgvel uma
C_ar"acter*izaqﬁo geral das superficies imersas em R? com curvatura
m&dia constante ndo nula. E notavel, entretanto, que todos os exemplos
obtidos at€ hoje, que ndo sejam as superficies de Delaunay, s8o exemplos
de superficies com auto-intersecgdo. De fato, um resultado devido a A.
D. ALEXANDROV [AL? prova que toda a superficie compacta
mergulhada (sem auto-intersecgto) com curvatura médie constante 2
umae esfera redonda. Este resultado fol apresentado numa comunicagdo
feita pelo autor em julho de 1955, em Zurich, onde mostrou uma
sintese de sua demonstraggio, embora a primeira demonstrag8o rigorosa
tenha sido tornada piiblica em margo de 1956 por H. HOPF [HOP] e a
demonstragdo dada por A. D. ALEXANDRDV terha aparecido pouco
mais tarde, primeiro em russo, 1957 e depois em inglés, 1962 [ALZ.
Tanto um como o outro utilize a sepuinte caracterizagso da esfera : as
esferas stio as Onicas superficies compactas que possuem um pidno de
simetria em cada diregdo.  Ambos utilizam o principio da tangéncia

que enuciaremos no capitulo I11.

Em 1985, J. RIPOLL [RIY provou que as esferas stio as inicas
superficies préprias completas com curvatura média constante que
estdo contidas em cones planos. Desta forma, peneraliza o tearema de
ALEXANDROV, retirande deste Gltimo a hipftese da superficie ser
compacta & a substituindo por outra mais fraca que € a sua completude.
Em compensag&o exige a inclusdo da superfitie num cone plano bern como
o fato dela ser prépria. Embora a hipStese da conexidade da superficie
ndo eparega explicitamente em [RI'] como acontece em [ALZ], esta

hipttese € irrelevante pois se a superficie fosse desconexa, o que
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teriamos seriam cOpias da esfera, todas como o mesmo raio.

Mais recentermente, 1987, W. MEEKS 11l [ME] obteve peneralizagso
dos resultados anteriores num trabalho no qual fez um grande avango no
sentido de caracterizar as superficies mergulhadas completas com

curvatura média constante no R2.
Entre os vérios resultados, MEEKS prova que:

Teorema 1: Se S & uma superficie proprzamen{;e mergulhada em R? com
curvatura média constante ndo nula, entdo S ndo & homeomorfa a uma

superfitie fechada com um {inico ponto removido.

Teorema 2: Se S & uma superficie propriamente mergulhada em R® com
curvatura media constante nto nula e S5 € homeomorfe @ uma superficie
fechada com dois pontos removidos, entdo S5 est@ a uma distancia

limitada de uma linha reta.

Teorema 3: Se S & uma superficie propriamente mergulhada em R? com
curvature média constante nlio nula e S5 & homeomorfa a uma superficie
f'echada com trés pontos removidos, enfdo S estd @ uma distancia

lzmztada de umn plano.
MEEKS langa tamb&m as seguintes conjecturas:

Conjectura l: Se uma superfitie completa mergulhade com curvatura

média constante em R® ndo intercepta dois planos ndo paralelos em R?,

ent&'o ela € de Delaunay.

Conjectm*a 2: Se uma superficie completcz mergulhada com curvatura

medza constante em R? estd num semi-espago do R3, entdo ela tem um

plano de simetria.
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Por "éugesté“o do professor LUCIO RODRIéUEZ (IMPA), componente
da barca de julgamento deste trabalho, juntamos dois resultades bem

recentes.

O primeira, de NICOLAOS KAPOULEAS [KAP] que retifica a
necessidade da hipbtese feita por RIPOLL da superficie (completa, com
curvatura média constante ndo nule, contida em um cone plana) estar
mergulhada em R? para que ela seja uma esfera redonda, pois aquele
autor d&’ uma boa quentidede de exemplos de superficies completes, com
curvatura médias constante ndo nula, contidas em cornes planos

arbitrariamente estreitos, nfo compactas, que est3o imersas em R®.

0O segundo, de NICHOLAS KOREVAAR e outros [KOR] que prova as
conjecturas de MEEKS adicionando &8s hipteses uma a mais: =a
Superfi'cie possui um niimero finito de fins. Assim, KOREVAAR prova -
(corolario 2.11) que se a superficie & completa, propriamente
me.;rgulhada, com curvatura média constante n8o nula e possul dois fins,
entfo ela & de Delaunay. E mais: se a superficie tem umn nimero finito
de %fins e estd contida num semi-espago, entdo ela possui um plano de

simetria na direg8o daquele plano de separagio do espago.

UFRGS
SISTEMA DE BIBLIOTECAS
3MLIGTECA SETORIAL DE MATEMATIKA
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No cepftulo 1 apresentaremos alguns conceitos prelimineres de que
faremos uso no trabalho, bem como duas proposigfes basicas que nos
fornecem a curvatura média de uma superficie (regular, orientével),

sern precisar recorrer & definigdo.

O copitulo II esté reservado 8 demonstragdo do teorema de Delaunay,
devido & sua importéncia histérica, para o caso da superficie de revolugdo
ser completa (e mergulhada em RY). Tal demonstragso seré feita, em
parte, utilizando resultados mais recentes,; como o de H. HSIANG [HS31].
A cbnica que serf usads para que seu foco descreva, pelo método de
rolamento de Delaunay, a curva meridiana da superficie, & a elipse e nfo
a hipgrbole como no trabalho original do século pessedo, pois provaremos
que se usdssemnos a hipérbole para construirmos a superficie completa,

esta ndo poderia ser mergulhada em R2.

Finalmente, no capftulo III trataremos de alguns teoremas de
caracterizagdo da esfera como (nica superficie com curvaturas média
coriistante ndo nula satisfazendo determinadas condigtes, isto &, dada uma
superficie com curvatura média ndo nula, se adicionarmos a esta
superficie outres hipbteses intrinsices como compaticidade e conexidade

ou outras hipbteses que dependam do espago no qual ela esta imersa, tais

hipbteses serBo suficientes para se poder concluir a unicidade da

superficie. Destacamos, assim, os teoremas de ceraclerizagdc de
LIEBAMANN (1900}, H. BOFF (1956), A. D. ALEXANDROV (1957) e
J. RIPOLL (1985), sendo que emquento os dois primeiros s&o apenas

enunciados, os dois filtimos s8o demonstrados com rigor.

: Y
VRE LT
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CAPITULO I

1 .PRELIMINARES

Por superficie em R? entenderemos Superficie Regular, conforme

definigfio 1, pigire 52, em [doC']. De acordo com esta definiglo,

giuperffcie regular n¥o possui auto-intersecg®o. Por simplicidade, nos
referiremos a uma superficie regular apenas como supér‘fi'cie. Sendo S
uma superficie orientével, admitiremos sempre que uma orientagdo de
S foi escolhida de tal forma que estd bem definida a2 aplicagSo Normal
de Causs, a qual denotaremos por N : S —— 5% , onde S2 € a

gsfera unitéria.

2.CURVATURA MéDIA DE UMA SUPERFICIE ORIENT:‘(VEL

Seja 5 uma superficie orientével.

A fungdo curveture média de S, denotada por H, & definide por

Hip) = - —%— trago (de ), Y p €S,

onde dNP € a diferencial, em p, da aplicag8o de Gauss de S.

3.VETOR CURVATURA MEbIA (de uma superficie orientével)

Seja S uma superficie orientavel.

A funcdo B: 5 ——+R? dada por mp)zH(p)N{p), N/ peS, onde

H: S —R £&afuwgdocuorvetramédia e N: S —>» S Ea

a@plica;:é“o Normal de Gauss, € dits fungdo vetor curvatura médie e I_-I'Tp)

_ €& dito vetor curvatura média em p de S.

7



4.PROPOSICAO 1

Seja S uma superficie regular orientavel.

Suponhamos que S seja dada pelo gréfico da funggo

f:U——=R, com UC R? aberto.
(u,v) — f{u,v)

E.nt.é‘io, a curvatura média H{u,v) € dada pela f&rmula

2 2 1372 2 2 '
2H(u,v) (fu+fv+ 1) = fuu(fv_ﬂ} 1) +fW(fu+ 1) -2kfE

Dermonstragdo da proposigéo 1
Sieja ¢ : UCR2 ——— S aparametrizagio de S dada por
pluy) = (uv.fluv), VW L,y € U.

Semn perda de generalidade, suponhamos que a aplicagdo de Gauss N

€ dada nas coordenadas {u,v) por
:= ¢ x¢

C Nfuy) = ——Y— s\ (u,v) €U | (1)
ey x el

Como ¢ {u,v) = (u,v,f (u,v) ),

temops q)u(u,v) = (1,D,fu(u,v))

° byluy) = (0,1,F, ().

(s) &

Portanto, uma base do plano tangente T o

g =1{(1,0,), (0,18 )}

u,v)

De (1) vemn:

= : ( )
N_"- —f ] f 9 1 -
| (f§+fj+ ()7 Tu v

-



Dongle

B e

N = z.
H (fu+f +1

2 : 2
3(fff-F'(f+1),fFF—f {F+1),ff+Ff
) (BIRYS uvuu uvu uuu uu

uvuv u

<

2 2
Nv: (fz+F2+1)3 (fusFW- fuv(Fv+1) . fufvfuv_ FW{FU+1) . FVFW+ fufuv)
u v
Como o trago de uma transformagdo linear independe da base,

podemos escolher a base f = {¢U , cpv} e escrever a matriz da
diferencial de N na base § para encontrar seu trago.

811 812

Se

& a matriz de dN{u,v) na base 8,

8zy 922

Nu: dN(u,v)(i’D) = ang, +end,,

N, = dNp, ) (0,4) = angd + ezt -

Fazendo os calculos encontramos:

= 1 (FFF -F (F4+1))
aui— (fi'*‘fi"'i)m I ug(v+ )

1

2
832 = 77T % 372 (ffr -f (f +1])

(F+¢ +1) uvy Twhu

u v
Logo,

3 2 ' 2
f (f +1)+f (f +1)-2fff

H=-—%(a“+azz)= uu' v VW' u ),3/2 uvuv

. b4 2
(P +F + 1
I A\
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S5.EXEMPLOS DE SUPERFI&IES COM CURVATURA ME’DIA CONSTANTE
EXEMPLO 1

A esfera de ralo r, S¥r)= {(x,y,z] ERY | ¥+ y2 428 = r} , Ccom a

orientagdo dada pelo vetor normal -apontando para o seu centro, tem
curvatura média constante H = —.

De fato, localmente, a esfera & dada, em um sistema conveniente de
coordenadas, pelo gréfico da fungdo |
fluyv) =N\/r* - u? - v¢ | para u? + v2 { ri

Caleulando as derivadas parciais de f atg ségunda ordemn e as substituindo

na férmula dada pela proposigo 1, encontramos H = -

O vetor curvatura média & —I;—{x,y,z) .em cada ponto (x,y,z) de S%(r).

EXEMPLO 2

D cilindro de raior, C{r) = {(x,y,z) € R3 | x? 4+ y? = rz} , com a
or‘iéntac;go conveniente, tem curvatura média constante H = o .

De fato, localmente o cilindro € dado, em um sistema conveniente de
coogi*denadas, pelo gréfico da fungdo
F(u,iv) =\/r?- v , para |u|<{r e v qualquer.

Pmcedendo como no exemplo anterior, encontramos H = L .

s
O vetor curvatura média & —%z- (x,y,0) em cada ponto {x,y,z) do cilindra.

EXEMPLO 3
O plano { (x,y,z) € R® , ax+by+cz+d = 0 } tem curvatura média H = 0.
De fato, caso c # 0, tal plano & dado pelo gréfico da funglo
_ b

f{u,v) =-2y- —v--d— ue possui sepundas derivadas iai tir
V) = = 5 que p eg s derivadas parciais contifues.

O vetor curvatura média & (0,0,0) em qualquer ponto do plano.
Obs.: no caso da esfera e do pleno, & mais préatico aplicar a definigo.
Dutroé exemplos de superficies com curvatura H constante s8o algumas das

ie

-



6.ESUPERFIEIES DE REVOLUC,‘;\O

DEFINICAO

Superficie de revoluggo € aquela obtida pela rotag8o de uma curva
regular plana em torno de um eixo do plano que ndo encontra a curva. Uma
tal curva € dita meridiana ou geratriz da superficie. Dizemos também

que a curva gera a superficie.

OBSERVACAO:

1. Toda superficie de revolugdo & orientdvel.

EXEMPLOS DE SUPERF ICIES DE REVDLUCAD
1. A esfera menos dois pontos antipodas.
2. O cilindro.

7.PROPOSICAD 2

Se a curva yis) = (x{s),y(s),O), yis) > 0, \Ws € R, parametrizada
por comprimento de arco, ao fazer uma revolugdp em torno dp eixo x,

gera uma superficie S, ent3o a fungSo curvatura média H de 5 & dada por

H(Y(s)) =——%-(—l;/—- + Xy -ic"y' ),\/SGR

onde as derivadas se referem ao comprimento de arco s.

}
|
|
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Der nonstrag8o da proposigéo 2

SRS

¢5a -*;(s] = (x(s] sy(s),0 ) com s€R, y(s)>0 \/seR €a curva geratriz da
‘superficie de revolugBio S5, com s designando o comprimenta de arco,
enti¥o S & dada localmente por :
fit,s)= (x(s] ,y(s)cost,y(s)sint ) com (t,s) € U= (-w,mXR.
Nesste caso,
f{U) = S menos meridiano (x(s),-y(s),U ) .
Ent o,
ft{t.,s) =_( 0 ,-y(s)sint, y(s)cost)
fs(t,,s) = (i:{s)., y(s)cost, y(s)sint )
A aplicagdo normal de Gauss nas coordenadas (t,s) seré
N{t,s) = (-y(s), x(s)cost, x(s)sint )

e a matriz de sua diferencial, num ponto f{t,s), na base {f, , fs} seré

X
Y
0 Xy-X%Yy

cu Jp semitrago € a formula a que se queria chegar, com o sinal menos.[]

OBSERVACAO:

_-(?ééérre de Nit,s) = (-S'(S), %{s)cost, ;k{s)sint) que.

N aponte na direglio do eixo de revoluglio, se e somente se % % 0.

12
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CAPITULO II

TECREMA

A curva plana descrita por um dos focos de uma elipse guando esta

rola sem deslizar sobre uma reta gera uma superficie de revoluggo com

curvatura média constante.

Além disso, toda superficie completa de revolugdp com curvatura

média constante & obtida desta maneira.

OBTSER\/ACOES:

1. Quando a elipse & degenerada num segmento de reta (excentricidadel),

@ curve descrita & um semi-circulo e a superficie gerade uma esfera
i L] ] - ] Pl

menos um meridicno.  Neste caso, a curvatura media & constante,

|
conforme exemplo 1, embora a superficie nio se ja completa.

2. Quando a elipse & degenerada num circulo {excentricidade 0), a curva
descrita 8 uma reta e a superficie gerada um cilindro. Neste caso, @

l o 1
c:ur"vatur*cz media & constante, conforme exemplo 2.

3. Chamaremos Curva de Delaunay 8 curvae plena deda no teorema acima,

bem como Superfitie de Delaunay @ superficie por ela gerada.

Demonstracdo do teorema

|

Demonstraremos somente para o caso da elipse néo ser degenerada

em segmento de reta ou em circulo, pois estes dois casos j& foram’

tratados nos exemplos 1 e 2.

13
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Provemos inicialmente que & curva de Delsunay gera uma superficie
de revolugdo com curvatura média constante. Para isso, procuremos

encontrar a expressdp analftica de uma tal curva, o que faremos ao

provar o seguinte

LEMA 1

‘Uma elipse, com medida do eixo focal igusl a 2a e excentricidade

.igual a e, contida no plano xy tangenciando o eixo x, com seus focos de

coordenadas ( B, a(l -¢) )e ( g, all + é)), respectivamente, ap rolar

sern deslizar no sentido positivo de x, faz com que o foco mais longe do

eixp x descreva, no seu primeiro quarto de volta, & curva dada pelas

equagdes

y(¢) = acosp + a\/e -sin¢

i

‘0

| L 2
g i{-e
x(@ = 8 + asing + atanqb\/e -sing + a dd
2 2 2
| cos qb\/e - sin ¢
|
|

onde ¢, que varia continuamente desde 0 até€ arcsin(e), € o 8ngulo que o

raio focal ao foco mencionado faz com a normal & curve no ponto de

tangéncia da elipse com o eixo de rolamento.

14
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- Demonstragéo do lema |

— Constderernos a elipse numa posigio
genérica intermediéria entre a pbsi;‘.éo
inicial e a posigio final de seu
primeiro quarto de volta de rolamento.

Sejam P o ponto de contato da elipse

com o eixo x e F o foco da elipse que

descreve a curva cuja expressdo

analitica estamos procur‘ando.

Seja F? o outro foco.

Seja ¢ o éngulo que o raio focal PF forma com & normal 8 curva no
ponto de contato P.

E conhecido que a normal & curva no ponto de contato & a bissetriz do.
8ngulo entre as raios focais nesse porto. N

7'
E facil de ver que as coordenadas do foco descrevente séo

¥ = rcosg

(1)\, ¥ = f + s + rsing,

onde s € a distncia entre f e P, isto &, o comprimento de arco da parte
da elipse que rolou no eixo x desde a posigdo inicial ¢=0 até a posigdo

¢=¢ ainda na sua primeira quarta parte de rolamento.

Calculemos, agora, as coordenadas do ponto de contato P mas relativa-

mente ao sistema de coordenadas formado pelos eixos da elipse,

~orientando o eixo x;, das sbscisses, no sentido do seu centro para o foco

descrevente F e orientando o eixo y,, das ordenadas, por exemplo, como

o representado no desenho acima.
1

iS5
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Para esse célculo, podemos aplicar o teorema do cosseno ao tri8ngulo

AF°PF e levar em conta que

F'F=Z2ea
FF’=é—ex1
F°P=a+ex,, onde x, € a abscissa do ponto de contato P relativamente so

sisterna de coordenadas formados pelos eixos da ellpse como acima -

exposto.
! .
Aplicando-se, ent8o, o teorema do cosseno e isolando-se x,, encontra-se:

xl—ecosdJ\/ —sm(p .

Este Gltimo valor substituido na equag8o da elipse

2 2

; X1 Y1

el 7=+t 2 é =1
a afl-e)

nos fornece

2

Y1 = - -?—Ll-e-—g-l-tamb.

Temnos, portanto, as coordenadas do ponto de contato:

A S :

(201) x4 = \/e - sin ¢

ecosd)

2
________-a(ie- e) tang.

(212) Y1

Por outro lado, o raio focel PF, do ponto de contato ao foco descrevente

da|curva pode ser facilmente calculado:

ié
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Levando (3) em (2.1), obtemos:

- ' 7 )
x = f§ + asing - atanqb\/e -sing +a

(3) r=PF =a - exy.

-7
~ rcosg = acos¢ + a\/ e -sing
(4) -7
" rsing = asing + atancp\/ e -sing

2 2 2 |
Como ds =dx; + dy;, com x; e y; dados por {2.1) e (2.2), obtemos:
o ¢ 2 | |

all -e) deg .

(8) s=

0 coszcb\/ 92 - sinzd)

Levando (4) e (5) em (1), conclufmos: -

:
y = acos¢ + a\/e - sin ¢

¢ 2

2 R a{l -e) d
x = f + asing + atanzb\/ e -sing + ’
2 ~Z  Z

g cos d)\/e - sin ¢

que & o que queriamos obter. O

Se continuermos a rolar a elipse mais um quarto de volta, as equagfes

da curva do mesmo foco descrevente sergo:

2 &
y == acosg - a\/e -sin ¢
¢ 2

i -e

deb

= 0 c:osz;;b\/ e - sin ¢

Selpuemn-se os quatro sistemas de equagdes que representam a curva toda:

17

-



EQUACE)ES DA CURVA DE DELAUNAY

X

a{l-e%
f+asing+atangye®-=InTp + r

o

a({l-o?)

B+asing-atangVeP-=In'p + P——CW

cos*PVai-sIig

(o]

a{l-e9
B+asing+atangVa=In'p + r—d¢
cos*PpVei-sIng
o
a{l-o%
B- aslng- atangVeP=Indp + [—————d¢
. cos*pValsinTg

©

cos*gVaTsiFg

y

acosg+ a\l_eqln’q:

acosg - aVe-slre

acos¢- aVe'slme

acosd+ aV_a"’Eln’d)

is

y—




LEMA 2 {HSIANG)

Sey =y, comyx) >0 vxeR, satisfaza e. d. o.

Y
ya2+1 = =—], com ced constantes, sendoy‘=—g-§- )

c + dy

entdio o gréfico de y = y{x) gera, por revolugdp em torno do eixo x, uma

superficie com curvatura média constante igual a d.

Demonstragdo do lema 2

2z
2 Y ty 2
y’ + 1 = —_—| /= - dy = >
c +dy \/y,. 41
yﬂ 1
*yy’ ; 172 - Z gr—* 2d| = 0.
(y’ + ) y(y’ + 1)
Ent&o, nos pontos onde y* # 0,
1 y55
+2d = ) 172 - ) T =
y(y’ + 1) (y’ + i)
2
1 | y'l y-n )"” 2 o N
+ X Y- XY,

72 7z - Z S7z T Z 572~
vy + 1) (" + 1) > +1) Y
onde estas iltimas derivadas se referem ao comprimento de arco.

Ora, chegamos precisamente, pela proposigdo 2, a - 2H.

Logo, H = #d = constante. O

}Decorr‘e de definigBo, que toda curva de Delaunay & gréfico de uma

funcao diferencié'vel y = y{x}, com x € R.

19
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Mostremos, usando o lema 1, que tal fungto satisfez & equagso diferen-
cial do lema 2 para certos valoresdec e d. Com isso fica provada a

primeira parte do teorema.

De fato, por um lado,

cosg 1
P —" |
. dy d_ng \/e -.Siﬂd) ) -
YT T dx T cosg T = T tang
ag acosg b 5T
\/ g - sin'qb )

2 2
edal y’ + 1 =sec ¢.

Por outro lado,

1 cos¢ + \/ e2 - sinch

secp = = =

cosg cosqu + cosd)\/ ez - sinzcb

2 (coscb+\/e -sincb)

2

2 2 2 ~2Z 2
l-e +tcosp+e -1+cosd>+2005¢>\/e - sin ¢

a (cosd>+\/e - sin ¢ )

2(1-e) + L olocoso+e -sing+20050\/e -sing )

| .
| acos¢ + a\/e - sin ¢ Sy

] 72

| —3—(1 - ez) + Z—L(acosq; + a\/e - sin ¢ ) —‘3—"(‘1 - 92) + 215- yz

20

-



Portanto a fung8o que descreve a curva de Delaunay satisfaz & equagdo

diferencial ordindria em questd3o, com

2
cz%(i-e)»ecom dz—zi? O
OBSERVACDES

1) A demonstragto da primeira parte do teorema foi feita no presente
trabalho somente quando a elipse dd seu primeire quarto de volta, a
partir da posigto iniciel em que seu eixo maior - o eixo que contém seus
focos - & perpendicular @ reta de rolamento x. Para os outros trés
quartos de velte e demonstragdo € andloga, pois as equagdes que
de$crevem a curva em cada quarto de volta diferem da anterior apenes
quanto aos sinais das parcelas de cada componente (ver pagina 16).

2) Como a curva de Delaunay € cumpleta, a superfitie por ela gerada
também sera completa.

3) Para que se tenha H>0, a superfitie de Delaunay deve ser orientada
corn vetor normal apontando para o eixo de revolugdo.

4) Também a curva descrite pelo foco de um dos ramos de uma hipérbole
cujo eixo transverso & igual a Za, quando esta rola sem deslizar sobre o
ei#}:o X, que lhe & tangente, gera, por revoluglo em torno desse eixo, urna
SUi)E‘i"f‘fCiE com curvatura media constante e igual a 2a. Neste caso, as

equagoes de tal curvae sto

y(d) = -acosep + a\/e? - sing r;b
2.4
(®) = 8 + asind - atand\/e? - sin’p + a e do,
x{d .‘8 asing - atang\/e ¢ eSS
o)

onde ¢, €, § tém as mesmas interpretagdes geométricas dadas no caso

da elipse. {ver [DEL]).
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LEMA 3
Se a curva y(s) = (x(s),y{s) D) com y(s) ? 0 \¢/seR, parametrizada
por comprimento de arco, ao fazer uma revolugdp em torno do eixo x,

gera uma superficie com curvatura media constante H, entdo, nos pontos

em que y = y(x),

2
2 Y d |
y’ +1 = ———— |, onde y,:HxL g © & uma constante.
c -Hy

Demonstracéo do lema 3

Se yls) = (x{s),y{s),D)., com y{s) > 0%/ s €R, estd p.p.c.a. e gera
uma superficie com curvatura média H, podemos aplicar a proposigéo 2:

1
= -?(7+xy xy)

~ onde as derivadas se referem ao comprimento de arco s.

Pensando y como funggo de x, isto &, y = y(x), temos:

. Y
= (y"z + 1)1/2 V= (y’z + 1)1/2
R 4 4 _ y” com " =%
T (" +1)° - (v + 1)
Entgio aquela equagfo diferencial da proposigdo 2 fica:
! Y y” y? 1 y”

-2H =

Yy ) G T )T 0 e 0T
'l

22
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__y” 1
+
(y’z + 1)3/2 y(y’z 1)

yy’ o+ 2H | = 0.

Integrando esta filtima equag8o, teremos:

Y 2
+ Hy = c.
——

\/ y? + 1

Daf,
2

2 Y

y +1= 7 , gue & o que gueriamos.
c - Hy

OBSERVACAQ

Como y* = —S—Z—, nos pontos onde x = x{y) podemos escrever

23
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LEMA 4

- Seacurva y(s) = (x(s), y(s), U), com y(s) >0 \—/SER, parametrizada
por comprimento de arco, ao fazer uma revolugSio em torno do eixo x,
gera wna superficie com curvatura média H, entdo sua sepgunda

coordenada satisfaz a uma das duas e. d. o. de sepunda ordem:

2
, - 2 _
y= 2H\/1—y +—l—y-->’— , quando % = 0

2
N .
y=-20/1-y +—1-y—‘l— , quando % € 0,

onde as derivadas se referem ao comprimento de arco s.

Demonstracgo do leina 4

Se yls) = (x(s), y(s), D) , com y(s) » 0/ s € R, estd p.p.c.a. e gera

uma superficie com curvatura média H; podemos aplicar a proposigdo 2:
X

H:——z— 7+xy-.xy)

2 2
Como%x +y =1, v sER, porque y(s) estd p.p.c. a., temos dois

casos a considerar:

2 2
x=\/1-y e x=/1-y
Em cada caso, teremos uma das duas férmulas procuradas. | a
OBSERVACAQ

Se y(s) = (x{s),y{s),O) denota uma curva de Delaunuy, p.p.c.a., entto,
para que o vetor normal N aponte para o eixo de rotagdo (e que portanto
H » 0), devemos ter %< 0. Portanto, y = yls) satisfaz & segunda das

equagOes do lema 4:

2
— .
y=-2\/1-y 4SS
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~ LEMA 5

Seja H 2 (.

Dados (xp,yp,0), com yp > 0 e v = (ag,by,0), com |lvll = 1, existe
uma {nica curva y(s) = (x(s),y[s),O), parametrizada por comprimento
de arco, gerando uma superficie de revolugio com curvatura média

constante H tal que y{0) = {xp,yp,0) & ¥(0) =w.

Demonstragdo do lema 5

Pelo lema 4, & sepunda coordenads de curva 7y(s) procurada deve

satisfazer a uma das duas equagdes diferenciais ordindrias

2
B -
y=+20\/1-y +_1_YL'

Fazendo y = z, obtemos o sistema

y=z — 2
-I' -
{2:i2H\/1—z + iyz : |z| < 1.

" Para mostrar a existéncia e a unicidade da solugdo (local) desse

sistemna, sujeito &s condigdes iniciais
Y(;D) = Yo
z(0) = by .
basta observar que cada uma das func,Bezs f
1 -2

Y

€ diferencifvel (e daf Lipschitz) na vizinhanga dos valores iniciais. [

2
Fls,y,2) =2=42H\/ 1 -z +

OBSERVAGAO

Em verdade, aqui consideramos o caso ay = 0 g o caso ap < 0.

29
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LEMA 6
SejaH > 0.

Dado \(xo,yo,ﬂ), camn 0 € yy Tl-l—’ existe wna (inica) curva de Delaunay
yls) = (x (s),y(s),O), parametrizada por comprimento de arco, gerando
urna superficie de Delaunay com curvatura média constante H tal que
(@) = xo,y0,0) & ¥(0) = (-1,0,0).

Demonstragdp do lema b

Sejam H> 0, xq €R & 0 < yy < o

Entdo existe uma elipse com medida do eixo focal igual a Ti-l_ e
excentricidade e =1 - Zy,H.

Coloquemos essa elipse no sistema xy de coordenadas retangulares
satisfazendo &s seguintes condigtes:
1) a elipse & tangente ao eixo x ;
2) a elipse est@ no semi-plano y & 0;
3) seu digmetro focal & paralelo ao eixo y e

4) o ponto de tangéncia tem como abscissa xp.

Com isso, as coordenadas dos seus focos passam a ser:

! - ypH
(x01y050) e (Xos————}ll— I D)'
Fagamos a elipse, a partir da posigdo acime indicada, rolar sobre o

eixo x, sem deslizer, em quelquer dos dois sentidos e estudemos a curva

de Delaunay descrita pelo foco {xp,yp,0).

J& mostremos que tal curva de Delaunay gera umae superficie de
Delaunay, ac fazer uma revolug8o em torno do eixo x, com curvatura

média (constante) igual a H.
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Se 0 ¢ Yo & T)_‘iFl' , 0 ponto {xp,yp,0) da curva de Delaunay & um ponto

que dista minimalmente do eixo x. Sendo esta dist&@ncia minimal, o

- vetor tangente & curva neste ponto € horizontal.

Se '2’1ﬂ' < yp & ——é— s O ponto {Xp,yp,0) da curva de Delaunay € um ponto
que dista maximalmente do eixo x. Sendo este dist8ncia maximal, o
vetor tangente 8 curva neste ponto & horizontal.

Se yg = >0 o ambos os focos da elipse em questfo coincidem e
teremos, entdo, um circulo cujo centro descreve uma reta que gera, por
revolugdo em torno do eixo x, um cilindro. Mas este caso & trivial.

Orientando y convenienternente, temos y(s) = {-1,0,0). O

Por fim, estamos em condigdes de prover & segunds parte do teorema

que diz: "toda superficie completa de revolugdo com curvatura média

constante € gerada por uma curva de Delaunay”.

Demonstragso da segunda parte do teorema

Seja S uma superficie completa de revolugdo com curvatura média
constante H. A menos de congruéncia, podemos supor que S5 & gerada
por uma curva no plano z = 0, digamos
v(s) = (x(s),y(s),0), Y s ER, e yl) > 0,

onde podemos supor que s & o comprimento de arco de y.

Entdo existe (a,b) C R tal que uma porgdp de y € dada por y=y(x),
\/ x € {a,b) e & maximal com esta propriedade.

Observaglio: podemos ter, eventualmente, a = -w, b = +cw.

:Também existe (c,d) C y((a,b)), maximal, tal que x=x{y).
} .
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pYs

Ent8o, como consegliéncia do lema 3, em (c,d)

r

dy

| VI

Observe-se que a integral scima € eliptica, e, entBo, x & uma fungdo

,, para algum k constante.

W

lirmitada de oy pp irkreanln {0d)
Suponhamos x = x{y) crescente em (o‘,d).

Seja xp = lim x{y).
y—kd
Ent8o xq € um ponto de méximo de y = y{x), e, portanto, yg & um valor

méximo de y = y{x).

Se  ylxp) = yp € Hi— .

podemos aplicar os lemas 5 e b para garantir que y(s) & de Delaunay.
Se Y(XD) = Yo 2 -Ijl.']" s
vamos maostrar que para que y{s) gere, por revolugdo, uma superficie

gompleta, ela deverd ter auto-intersecgdo, nso gerando, portanto,

superficie no sentido que estd sendo dado neste trabalho. {ver pagina 5).

Seja S¥ o semicireulo de centro (xD,U,D) e raio .

Ent¥o y(s) deve interceptar st, pois caso conbrfrio, Guaido- y(s)
girasse em torno do eixo x, geraria uma superficie de revolugdo tal que
a %por‘pé’o de R®\S para a qual aponta o vetor curvatura média de 5
cojnteria una esfera de raio T (e, conseqlientemente, com a mesma
curvatura média de 5), o que contradiz o principio da tangéneia (cap. 1I1)
pois y{s) gera - por hipttese - uma suiaerfi'cie com curvatura média H.
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Logo, y(s) intersecciona st em algum ponto.

1
Y{Xp) {eeeneennnraeannn, - XgsY0,0)
1 i
0 x.[, . g

Se y(s) ndo tivesse auto-intersecgso, poderiamos transladé-la pars a
direita até que se tivesse um ponto de ’éangéncia da curva com S+, onde
os vetores curvatura média de S e da esfera perada por S* tivessemn a
mesma orientagdo.

Pelo principio da tangéncia, S - que & gerada por y(s) - deveria
coinecidir com a esfera gerada por st numa vizinhanga daquele panto de
tangéncia, mas isso ndo & possivel pois y(s) tem pontos cujs segunda
cocordenada & maior que o (o ponto {xp,yp;0), por exemplo) .

Logo, para que S - gerada por y(s) - seja completa, y(s) deve ter

auto-interseccdo.

Concluimos assim que y(s) = (x(s),y(s),D), yis) > 0\/s € R 8o gerar
umna superficie com curvatura média H localmente € dada por y = y(x) e
seu maximo local estiver abaixo de —]}l—- entSo ela deverd coinicidir comn
uma curva de Delaunay, mas se tal méximo estiver acima de -, a Gnica

maneira de y{s) gerar uma superficie & que esta tenha auto-intersecpso.

Logo, toda superficie completa de revolugSo com curvatura média

constante € perada por uma curva de. Delaunay. 0
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CAPITULO III

{ .PRINCIPIO DA TANGENCIA

Sejam Si e S; superfivies do R® com curvatura média H constante e
p € 5, N 5, um ponto de tangéncia.

Se Sy e 5; possuemn a mesma orientag8o emp e 5; estd em cima de 5,

em uma vizinhanga conexa, V, de p, entdo 5; e 5, coincidern em V.

OBSERVALCES

1) p€ S5, NG5, & ponto de tangéncia significa que os planos tangentes a

5y e a S5; em p coincidemn.

2). 53 estd em cima de 5, significa que se fy, f; : U—*R sto fungdes
diferencidveis, com U uma parte do plano tengente a 5y em p, cujos
grificos sdo vizinhangas de 5, e 5, respectivamente, entdo

o/ x € U, Fi{x) = Flx).

3) O principio da tangéncia para superficies com curvatura média

conistante vale também quando o ponto de tangéncia p est@ no bordo.

4) Quando S5, e S; sdo superficies minimas, isto 8, quando tBm
curvatura média H = 0 em todos os pontos, podemos prescindir da

L I ' a3
hipbtese de ambas terem e mesma orientagio em p.

5) A demonstragdo do principio da tangéncia poderd ser encontrada,

port exemplo, em [LE A].
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2. TEOREMAS DE CARACTERIZAGAO

2.1, INTRODUGAO

A questdo de abter caracterizagdes de certas superficies em R?,
principalmente da esfera, e, posteriormente das superficies de Delaunay,
(ve ja definigdo no capitulo 2) remonta h& muitos anos.

Convém lembrar que quando falamos em superficies do R, estamos
nos. referindo ao sentida dado por [doC']; assim, por exemplo, nossas
superficies ndo possuem auto-intersecedo.

Definimos superficie convexa como sendo aquels que & bordo de um
corpo canvexa, onde corpo convexa & qualquer subconjunto do R? tal que

dados dois quaisquer dos seus pontos, o segmento de rets que os une

esté inteiramente contido nesse subconjunto.

Por fim, definimos aovalSide como sendo uma superficie convexa
compacta.

No que se segue, daremos os principais teoremas de caracterizagéo,
destacando dentre eles, para demonstragdp, os devidos a A. D.
ALELXANDROV (1957), e J. RIPOLL (1985).

2.2.TEOREMA DE LIEBMANN (1900)

Se S & uma superficie convexa e compacta com curvatura média

constante, entdo S & uma esfera.

2.3.TEOREMA DE H. HOPF ({1356)

Se S & uma superficie homeomarfa a uma esfera e tem curvatura

média constante, entdo S & uma esfera.
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2.4.TEOREMA DE A. D. ALEXANDROV (1957)

Se S & uma superficie do R3, conexa e compacta com curvatura média

constante H, entdo S & uma esfera.

Demonst;r‘aqé'o do teorema de Alexandrov

Vamos dar a demonstragdo feita em [LEA].

Pela caracterizag8o da esfera que seré utilizada, basta mostrar gque o
possui um plano de simetria em cada direg8o, isto &, dada uma diregéo
qualquer do R% um plano que possui esta direg8o deixa invariante, por
ref"lexé’o euclidiana, a superficie S. Comio sempre, a diregdo do plano &
dada pela diregfo da normal a ele.

|Seja P, plano, tal que S tenha um ponto de tangénecia p com P e que
toda a superficie se encontre num dos dois subspagos determinados par P.
Totnemos para diregdo, aquela do plano P e devemos mostrar que a
sup‘»er‘f icie possui um plano de simetria nessa direggo, isto €, paraleloa P.

Agora, tomemos planos Py paralelos a P e que interseccionem S,
tais gue por reflexso euclidiana sobre cada P, o refletida da parte da

sup?erfi’cie que esteja entre os dais planos P}\ e F caia ainda dentro de S.

!Seja Pc o pleno P}\ mais afastado de P e sejem S a porgdo da

superficie entre P e P e B, a reflexdo por P de 5 .

Duas situagfes podemn ocorrers:

a2
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1 situagdo:

Existe p'€ (SN )\ P_

Neste caso, aplice-se o principio da tangéneia para se prover que b= S
em uma vizinhanga conexa do p’.
De fato, 1) p € %_MN S & um ponto de tangéncia;
2) podemos orientar as superficies de maneira que ambas
tenham a mesma orientacéo;

3) S estd por cima de SC em uma vizinhanga de pl

28 situacso.

N&o existe p € ( SN SC)\ PD.

Novamente, aplicando o principio da tangéneia, desta vez para superficies

com bordo, prova-se que 3 _= 5, localmente.
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Em gualquer uma das duas situagSes, mostraremos que Pc: & um plano

de simetria para S.
De fato.

1) Chamemos de Xa componente conexa de 3 que contém o panto p

e de X a parte de S, da qual X & refletida.

2) Fagamos
* % -
A= {q € X | X =5 em uma vizinhanga de q},
& bbservemos que

*
A & nso vazio, sberto e fechado em X.

* - . %
3) Como X & cornexo, e A & ndo vazio, aberto e fechado em X,
¥
ternos que A = X.

4) Cama ACS, XCS.

9) Como X U )12 C S & umea superficie conexa e compacata (pois X e
*

X  sto conexas e compactas que t8m em cornum apenas, eventualmente, o

bordo) e como S € conexa e compacta, temos que X U X S.
LD}go, P{3 € um plano de simetria na direpdo de P.

Observe-se, por fim, que a direg8c do plano P inicialmente tomado foi
arbitréria; portanto, provamos que a superficie S possui um plano de

simetria em qualquer direg8p, a saber o plano P, como acima.

1 Logo, S & uma esfera redonda. - 0
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2.5. TEOREMA DE J. RIPOLL (1985)

Se S € uma superficie do R¥ , completa, prdpria, contida em um cone

planp, com curvatura média constante, entfio S & uma esfera.

Para melhor compreensto do enunciado, vamos definir alguns termos

que nele aparecem, bem como outros que virdo no corpo da demonstragdo.

Superficie Prépria
A superficie 5 C R3 & propria quando para qualguer compacto K CR3,
S5 N K & compacta.

Cone Plano

Sejam vy, vg, V3 tr8s vetores linearmente independentes do R®.

Sejam Iy, 115, TI3 os trés planos .que possuem comno vetores normais
respectivos vy, vy, V3 3 temos Hi'ﬂ I, NI, ={0}.

Um cone plano C & gualquer das oito componentes conexas de
RA (mum,um,)

Definimos também cone plano como sendo qualquer conjunto que

difere do cone plano C acima por um movimento rigido com 0—pp .
pp € chamado vértice do cone plano C e IIy, Il II;, s&o chamados
bordos de C.

Um plano I & dito transversal a C quando IT N C & limitado no R2.

O espirito da demonstragio do teorema & supor que a superficie 5
niio se ja compacta - pois fosse compacta ndo haveria o que provar desde |
urna -vez que Alexandrov (1957) ja o fez - e construir um plano
transversal ao cone C da hipGtese que seja plano de simetria para S.

Como S & prépria, a porglo da superficie que esté no semi-espago
determinado pelo vértice p, de C seria compacta e S seria compacta, o

Que & uma contradigtio com a hipbtese aditiva de 5 ndo ser compacta.

a5
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Dermonstagso do teorema de Ripoll

- _Suponhamos 5 ndo compacta.
Seja C o cone plano que contém S e suponhamos C determinado pelos
pelos planos 1y, II; e II; cuja intersecg®o d& o vértice py.

Construamos, agora, o planc II transversal a C e que seja um plano

de simetria para S.
Sejary = {p €C | d(p,Hi) = d(p,ﬂj), i,j=1,2,3 } = DoPs
oride d( ’Hk) & a disténcia euclidiana no R3.

Chamemos r, de reta central a C.

P
C”ﬂ e
médkgskwngﬂc

- Seja {Hf‘o}teR a familia de planos do R® que s8o ortogonais a ry:

t
I'p

m° L r,, MtER

Vé-se que v/ t € R, H;E € transversal a C.
0

Defenotaremos este (iltimo fato assim: ]'I;c‘ T C.
Observa-se, também, gue 0
existe a » 0 tal que |
(\o/r, reta contendo pg) (\/T1, plano do R?) [A(r,rg){a e Tlr=>TITC 1,
isto €, uma pequena veriagsc de rg, mantendo fixo py, faz com gue os
planos ortogonais a ry ainda permanegam transversais a C. ry determina
uriné familia de semi-retas, contides em C, normais a planos ainda

. i .
tni'ansver‘sms a C.

| .
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Agora, sem perda de generalidade, suponhamos que
t<0 = I\ NC=0g,
0

] el [ » to o~ [] [] Y

isto €, consideremos a familia { Hr s6 a partir do py na diregdo do
—p . -~ g - i

vetor ppp, onde pery e pp € o vértice de C.

Ent3o existe t’ tal que

s
NI NS=¢
I'p

St LY ——
m Ns=£p
Cp

OBSERVALAO

Observemos que poderia acontecer de existir u » t’tal que H? NS =g
D

eN/ v, u, Hr\f = P. Neste caso, S seria limitada . Como ela & propria,
D .
a porgdo de S que ficasse dentro do semi-espago que contém py, deter-

] V 1 e ] ur
minada por Il , seria compacta. Mas tal "porgtc” seria tode a superfi-
0 .

cie, o que contradiria a hipdtese dz ndo compaticidade de S. FPortanto,

podemos supor que todos os planos H; , @ partir de t] enconfrem 5 em
0

algum ponto. |

?

Por outro lado, como S € propria e I'I;C‘ N C & compacto, existe um
’ 0
ponto de tangéncia entre Hrt, e o.
D
Mostremos apora que a curvatura média de S ndo pode ser nula.

De fato.

A primeira daquelas superficies & parte do plano.

Fosse tamb&m zero a curvaetura de S, ambas deveriam coincidir pelo
principio da tangéncia, o que e um absurdo pois 5 estd contido em C,
enguanto que o plano que contém HSD ndo estd contido em C.

Loogo, como a curvatura média H de S no € zero, podemos tomar H > 0.
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Seja qof nrﬁ;r\ 5.
Entdo
existe C C C com vértice qo cuja reta central rj € a semi-reta com
origem gp e paralelaa ry.
E mais:
podemos escolher C tal que se g€ C,, q # qp, entdo a reta r, determi
nada por q e qp, faz um &ngulo com r) menor que o.
Portanto, qualquer plano ortogonal a r & transversal a C.

Corglo S & propria, RA\3 tem duas COmponentes conexas.
Seja 5 a componente conexa de R¥\3 para a qual aponta o vetor
curvatura média.
Afirmamos:
s,
De fato,
estivesse C’ C %, pela ilimitag8o de C poderfamos determiriar uma
esfera S2 ccc % com a mesma curvatura média H de 5.
Entdo, movimentando S2 em direg8o a S, ocorreria um primeiro momen
to no qual S2 NS 4, isto &, haver‘i% um ponto de tang8ncia entre S% e S.
Ent&o, pelo principio da tangénecia, S = 5; contradig8o, porque a esfera
€ limitada e a superficie S & ilimitada (porque contém o cone).
Fortanto, C5 7/ S.
Segue que
existe g€ 5, g7 qy talque q¢€ C,.
Seja r a reta determinada por gp e g.

‘Seja ainda

P
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a famn{lia de planos ortogonais a r tais que H;ﬂ C = @, %/ t € 0.

o t Ar [ Fad -

Pela escolha do a, os planos 1T s8o transversaisa C e, como 5 &

- ] . s s ‘ Iy m ne
propria, existe um primeiro momento, digamos m, tal que Hr e S sfo

tangentes.

Mostrar*emos a existéneia de um elemento H emn [ tal que a reflexdo
por H deixa 5 mvar“lante isto &, um dos H g um plano de snnetma
v/ t £m, seja Ut a componente conexa de R3\H tal que qp € U
Seja S‘L SN U
Seja 53 a reflexdo de St por H:".

Como S € propria, temos
S C S para t > m.
Sabemos que existe H € I" tal que a reflex8o sepundo ]’I? reflete gpem q.

Entao existe um pmmen‘o momento m’> m tal que

3 C S para t {m’ e

S 74 S, para t 2 m’

Dbservando que | desde uma VEZ qué

]’Ir T C, \/t, S nut s compacto,

assim que

g™ & 50 (RN

devern ser realmente tangentes em um ponto de bordo ou em um ponto
interior.

Logo, o principio da tangéneia implica que

g™= 35 (R3\Um’), o que conclul a prova. O
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10 CLS:iSCREEN 2:XC=80:YC=9@:KEY OFF

20 LINE (XC,@)-(XC,?0):LINE (@,YC)-(640,YC)

30 RR=.75:R=23:iFO0R X=YC TO 90 STEP 1Q:PSET(XC+i,X):NEXT:FOR X=YC TO @ STEP -i@iP

SET(XC+4,X) INEXT2FOR X=XC TO 640 STEP R:PSET(X,YC-1)INEXT2FOR X=XC TO ¢ STEP -R:

PSET(X,YC~-1):NEXTsR=R/410

40 A=4:B=2:C=SQR(A*A-B*B):E= C/A U=A/(B%R)

50 CIRCLE (XC,YC-(A+C)%10),2.5:CIRCLE (XC,YC~40),46,,,,UsLINE (XC-23%2.3,YC~40)-
(XC+20%#2.3,YC-40) :LINE (77,5)—(80,2)=LINE -(83,3>

60 EQ=ExXE:DEF FN IN(X)=1/(COS(X)*2%S8R(.7I-SIN(X)*2))

70 CX=9.688%R:CiX=CX:CY=A%(1-E)iC2X=B.3083%R:C3X=19.376%R1C4X=14.04677%R

8¢ ARC=1.047:FOR FI=0 TO ARC STEP .05:G=0:Bi=F]

90 GOSUB 380:X=A%(SIN(FI)+TAN(FI)%*SQR(EQ-SIN(FI)"2)+5%({~EQ))I*R

100 Y=A%(COS(FI)+SQR(EQ-SIN(FI)"2))

150 CIRCLE(X®%1i@+XC,YC~10%Y),RRINEXT:2X4=X:LINE (XC+20,YC-20)-(XC+202,YC~20):LINE
(XC+49%2.3,YC)~(XC+49%2.3,YC—~43)

120 U=B/(A%XR):CIRCLE(XC+C2X%10,YC-B*10),2.5:CIRCLE (XC+i0xCiX/2,YC-A/2x41@),%92,,,
v

L4

130 FOR FI=ARC-.05 TO @ STEP -.i:G=FIl:Bi=.00014

14Q GOSUB 380:X=A%(SIN(FI)-TAN(FI)%SQR(EQ-SIN(FI)"*2)+5*(1—~EQ))*R+CaX+3.2

150 Y=A%(COS(FI)-SQR(EQ~SIN(FI)*2))

160 CIRCLE(X%10+XC,YC—-10%Y) ,RRINEXTeX4i=X:LINE (XC+97%2.3, YC+3)—(XC+97* «3,YC~-89)
SLINE (XC+78%2.3,YC- 40)—(XC+1°0*2 3,YC~-49)

170 CIRCLE (XC+CX%10,YC-CY*1@),2.0:CIRCLE (XC+CX%x4i9,YC-40),46,,,,U

186 FOR FI=0 TO ARC STEP .1:G=0:Bi=FI

190 GOSUB 380:X=A%(-SIN(FI)+TAN(FI)%SQR(EQ-SINC(FI)*2)+5%({~EQ) ) %R+X4i

200 Y=A%(COS(FI)-SAR(EQR-SIN(FI)"2))

240 CIRCLE (X%*1@+XC,YC-10%Y),RRINEXTiXi=X3LINE (XC+102%2.3,YC-20)-(XC+185%2.3,YC

=20) iLINE (XC+145%2.3,YC+3)-(XC+145%2.3,YC~-40)

220 CIRCLE (XC+1ioxCiX/2+C3X/2%10,YC-Bx10).92,,,,V

230 CX=11.0677%R¢ CIRCLE(XC+CX*10 YC-Bxi9) ,2.5

240 FOR FI=ARC~.05 TO @ STEP - 16=FI:Bi=9

250 GOGUB 3B@:X=A%(-SIN(FI) TAN(FI)*SGR(EQ -SIN(FI)"2)+5% (1 -EQ) I *R+2%CiX

260 Y=A%(COS(FI)+BQR(EQ-SIN(FI)*2))

270 CIRCLE (X#40+XC,YC—-10x%Y),RRINEXTILINE (XC+4i71%2.3,YC-40)~-(XC+214%2.3,YC-40):

LINE (XC+194%2.3,YC)—(XC+194%2.3,YC-83)

280 GOSUB 380:X=Ax%(-SIN(Q)-TAN(®)*5QR(EQ-SIN(@)“2)+5%(1~EQ) I *¥R+2xC1X

290 Y=A%(COS(Q)+SQR(EQ-SIN(©)"2))

300 CX=1{9.376%R:C3X=CX:CIRCLE(XC+CX*i@,YC-(A+CI*#10),2.5:CIRCLE(XC+CX*10,YC~40),4

byy,,U

310 PSET(X%10+XC,YC-10%Y)

320 FOR FI=0 TO ARC STEP .05:G=0:Bi=FI

330 GOSUB 380:X=A%(SIN(FI)+TAN(FI)*SQR(EQ-SIN(FI)"2)+8%(1-EQ))*R+C3X

340 Y=A%(COS(FI)+SQR(EQ-SIN(FI)>"2))

350 CIRCLE(X*40+XC,YC-10%Y),RRINEXTEXi=X

360 V=B/(A%R)ICIRCLE(XC+C2X*10¢,YC-B*10),2.5:CIRCLE (XC+ioxLCiX/2,YC-A/2%10),92,,,
'V

370 AS=INKEY$:IF A%="" THEN 37@ ELSE SCREEN @:CLS

380 P=FN IN(G):I=P:0=10:D=1/(2%0)%(Bi-G)

390 G=G+DiP=FN IN(G):2I=I+4%PiG=G+DtP=FN IN(G):I=I+2%P:0=0~4:1IF 0(>0 THEN 390

400 G=BL:P=FN IN(G):5=1/3%D*(I-P):RETURN



