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Resumo

Neste trabalho analisamos alguns processos com as propriedades de longa
dependéncia e sazonalidade. Nosso estudo tem por objetivo principal estudar alguns
estimadores do pardmetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, onde s é a sazonalidade.
Apresentamos diversos estimadores na classe dos semi-paramétricos para estimar o
parametro de diferenciagdo sazonal D. Na classe paramétrica, apresentamos um
estimador de méxima verossimilhanca para 0 mesmo parimetro. Comparamos nova
metodologia de estimagdo para o parimetro D, os chamados estimadores robustos.

Realizamos a andlise da série temporal dos niveis mensais do rio Nilo, em Aswan.
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1. Introducao

Nas dltimas duas décadas, tem ocorrido grande interesse no estudo de séries
temporais com propriedade de longa dependéncia. Longa dependéncia pode ser
definida, no dominio do tempo, como a caracteristica na qual a fungido de
autocorrelagiio nido é absolutamente convergente. No dominio da fregiiéncia, a longa
dependéncia aparece como a caracteristica na qual a fun¢iio densidade espectral torna-se

ilimitada para freqii€ncias muito pequenas, em torno de zero.

O hidrologista Harold E. Hurst, em 1951, foi o primeiro a apresentar um estudo de
séries temporais com esta caracteristica, enquanto investigava as séries temporais dos

niveis mensais do rio Nilo.

Um modelo muito utilizado para estudar séries temporais com longa dependéncia
€ o modelo auto-regressivo fracionariamente integrado média mdvel, primeiramente
proposto por Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981 e 1984), o chamado processo
ARFIMA(p,d,q). Diversas séries temporais, além da propriedade de longa dependéncia,
apresentam também sazonalidade. Esta é caracterizada pela repetigio que ocorre em certo
periodo de tempo fixo. O modelo auto-regressivo fracionariamente integrado média
movel com sazonalidade s, denotado por SARFIMA(p,d,q)x(P,D,Q),, foi proposto por
Porter-Hudak (1990) com o objetivo de estudar séries temporais com estas duas

caracteristicas.

Diversas séries temporais, além da propriedade de longa dependéncia, apresentam
também sazonalidade. Para estudar estas séries temporais Porter-Hudak (1990) propde o
modelo SARFIMA(0,D,0);, aplicando o mesmo para analisar a série temporal “US
monetary aggregates”. Para a estimacio do pardmetro de diferenciagiio sazonal D,
Porter-Hudak (1990) utiliza o estimador proposto por Gewek e Porter-Hudak (1983).
Ray (1993) analisa os modelos rigidos e flexiveis para os processos SARFIMA(0,D,0);,
com sazonalidade s = 4. O autor trabalhou com estimador da fun¢do periodograma
proposto por Gewek e Porter-Hudak (1983), em torno de todas as freqiiéncias sazonais.
Ooms (1995) analisa um conjunto de dados reais sazonais utilizando o estimador
baseado na fun¢ido periodograma, o estimador de mdxima verossimilhanga aproximado,
proposto por Fox e Taqqu (1986) e o estimador de mdxima verossimilhanga exato,
proposto por Sowel (1992). Montanari et al. (2000) analisa a série temporal do fluxo

mensal do rio Nilo em Aswan, utilizando o estimador de mdxima verossimilhanga



aproximado para estimar os parametros do processo SARFIMA(p,d,q)x(P,D,Q),. Peiris e
Singh (1996) apresentam alguns resultados de previsdo h-passos a frente para alguns
casos particulares deste modelo. Brietzke et al. (2005) demostram diversas propriedades
dos processos SARFIMA(0,D,0),, incluindo estacionariedade, inversibilidade, fungoes
de autocovariiincia e autocovariincia parcial do processo. Neste artigo apresentam uma
formula fechada para o algoritmo de Durbin-Levinson o qual relaciona a fungdo de
autocorrelacdo e de autocorrelagdo parcial do processo estocdstico. Bisognin e Lopes
(2007) estende o método de geragio dos processos ARFIMA(p,d,q), proposto por
Hosking (1984), para os processos SARFIMA(0,D,0), e apresentam alguns resultados de
previsdo para os mesmos. Ademais, apresentam a média e a varidncia condicionais
destes processos, que sdo importantes para geragdo e previsio com 0S processos
SARFIMA(0,D,0);.

Nosso objetivo neste trabalho € estudar os processos SARFIMA(0,D,0)s
considerando a estimacdo do parametro de diferenciagio sazonal, denotado por D, com

s conhecido.

Para estimar o pardmetro D, consideramos cinco estimadores semi-paramétricos e
um paramétrico. Na classe dos estimadores semi-paramétricos utilizamos os
estimadores propostos por Geweke e Porter-Hudak (1983), Robinson (1995), Reisen
(1994), Hurvich e Ray (1995) e Velasco (1999), utilizando as metodologias cldssica MQ
e robustas MM e MQP, e o estimador paramétrico proposto por Fox e Taqqu (1986).
Estes serdo comparados entre si e avaliaremos a média, o viés, a varidncia e o erro

quadritico médio de cada um.

Na secdo 2 apresentamos as definicbes e propriedades do processo
SARFIMA(0,D,0);. Na secdo 3 apresentamos as duas metodologias de estimagdo robusta
utilizadas neste trabalho, assim como o0s cinco estimadores semi-paramétricos na
metodologia cldssica e nas duas metodologias robustas e um estimador paramétrico. Na
secdo 4 se encontra os passos utilizados para simulagio dos processos e as tabelas de
resultado dos 16 estimadores apresentados neste trabalho (cinco semi-paramétricos,
cada um com trés metodologias, mais o estimador paramétrico). Na se¢iio 5 utilizamos
todos estes estimadores para estudar uma série real. Na secdo 6, finalmente,
apresentamos nossas conclusdes com relacdo aos estimadores que estio sendo

comparados.



2. Processos SARFIMA (p,d,q)x(P,D,Q),

A seguir, definiremos 08 processos sazonais auto-regressivos fracionariamente
integrados média movel, denotados por SARFIMA(p,d,q)x(P,D,Q),, 0s quais sio uma
extensio dos modelos ARFIMA(p,d,p), propostos por Granger e Joyeux (1980) e
Hosking (1981). Em seguida apresentamos os processos SARFIMA(0,D,0), juntamente

com algumas das suas propriedades.

2.1 Definicao e Propriedades
Nesta seciio apresentaremos algumas defini¢des e propriedades dos processos
SARFIMA(p,d,q)%(P,D,Q)s e outras propriedades relacionadas. A seguir se encontra a

defini¢do dos processos ruido branco.
Defini¢do 2.1 O processo {&}ez € dito ser um ruido branco com média zero e variincia

¢?, denotado por g ~ WN(0, ¢?), se

ol, k=0 2

E(e,)=0, Var(e,)=E(}) =02, y,(k)= , fi@=2c.
(&) ar(g,)=E(€;)=0,, 7.(k) {0, it fe(@) 7

A seguir apresentamos a definigéio da propriedade de longa dependéncia.

Definicao 2.2 Seja { X}z um processo estocdstico estaciondrio. No dominio do tempo,

se existe um nimero u€ (0,1) tal que:
Py k)~ Ck™, quandok — oo,
onde C; # 0 e px(-) é fungiio de autocorrelacdo do processo, entio {X,}ez possui a

propriedade de longa dependéncia. Equivalentemente, no dominio da freqiiéncia, se

existe um numero real be (0,1) tal que:
fy(@) ~ Cylef™ , quando @ — 0,
onde C; > 0 e fx(-) é a fungiio densidade espectral do processo, entdo {X;}cz possui a
propriedade de longa dependéncia (ver Bary, 1964).
Observacio 2.1 Em relagdo a Definigdo 2.2, observamos:

i) Arelagdo b = | —u é verdadeira;



ii) No dominio do tempo, quando ue(0,1), px(k) tende a zero tio lentamente que

D "|px (k)| diverge, onde px(-) é a fungiio de autocorrelagiio do processo.
k=20

Defini¢do 2.3 Seja { X}z um processo estaciondrio para o qual existe um niimero real
be(0,1), uma constante Cy > 0 e uma freqiiéncia Ge [0,x] (ou um nimero finito de
freqiiéncias) tal que

fy(®)~C,|o-G[quando @ — G.
Entio {X }ez € chamado processo estaciondrio com longa dependéncia.

A seguir definimos o operador diferenca e o operador diferenga sazonal.

Defini¢io 2.4 Para todo d > -1, definimos o operador diferenca vVi=(1-B),

através da expansio binomial

V4 = (1— By =Z[i](_3)k =I_d3_d(1;d) B,
[dJ C(+d)

onde = .
k A+ +d-k)

. i ' syD 3
Para todo D > -1, definimos o operador diferenca sazonal V; =(1—B")"  onde s é a
sazonalidade, s€ N — {0} através da expansido binomial

p -8 =P \cB*Y =1-pp* - 2U=D) s _ ..
V2 =(1-B%) _Z{k} B =1-DB G,

k=0

[D] I'(0+D)
onde &= ;
k) TA+kT1+D-k)

na qual I'(") ¢ a fungdo Gama definida por
(i) T= [redr
(]

(i) T(x+1D)=al(x),xeNR

Na defini¢@o a seguir apresentamos os processo SARFIMA(p,d,q)x(P,D,0);.



Definicao 2.5 Seja { X, }cz um processo estocdstico satisfazendo a equacio
O(B*)¢(B)(1-B)' (1-B*)?(X, - 1) =O(B*)I(B)¢,,

onde p é a média do processo, {&}icz € o processo ruido branco, s€ N —{0} éa
sazonalidade, B é o operador defasagem, isto é, B"x, =x,_, , para me N, Vie V?
sdo, respectivamente, os operadores diferenca e  diferenga  sazonal,
@), 6(-), () e O(-) sido os polindmios de ordem p e ¢, P e Q, respectivamente,
definidos por
WBY=Y 9B, OB)= -5,
j=0 i=0

i %]
(b(BS):Z_(ka“, @(Bs)=z_@.;3ﬂ,
k=0 1=0

onde@;, 1< j<p, 6,15i<q, P, 1<k<P,e ©,1<]<Q sio constantes reais

e §,=P,=-1=6,=0,. Entido o processo {X }icz € um processo sazonal auto-
regressivo fracionariamente integrado média mdvel de ordem (p,d.q)x(P,D,Q),

denotados por SARFIMA(p,d,q)x(P,D,Q);, onde d e D sio, respectivamente, o grau de

diferenciagdo e o grau de diferenciagdo sazonal.

Observacdo 2.2 Queremos estudar os processos SARFIMA(0,D,0),, que sdo um caso

particular dos processos SARFIMA completo, cuja expressao ¢ dada por:
(1-B)(X, - =¢,
O teorema a seguir apresenta as propriedades do processo SARFIMA(0,D,0); e a
sua demonstrag¢do pode ser encontrada em Brietzke et al. (2005).

Teorema 2.1 Seja {X,}icz um processo SARFIMA(0,D,0); dado pela equagdo acima,

onde s é a sazonalidade, s fixo. Entio seguem as seguintes afirmagdes

(i) Quando D > -0,5, {X;}icz € um processo inversivel e apresenta-se como um

processo auto-regressivo infinito, isto é,

(B )X, =) 7. X, , =&,

k20

onde



7 -~DA-D)-(k-D-1) __ T(k-D)
¢ k! Lk +DI(-D)"

= -1 . P} - . . .
Quando k —> oo, m, ~ ﬁ , 1510 €, sio assintoticamente equivalentes.

(ii) Quando D < 0,5, {X }iez € um processo estaciondrio e apresenta-se como

um processo média mével infinito, isto €,

Xr = ‘.P(BJ )8: = ZW&gr-al- X

k20
onde

- DU+D)-(k+D-1) _ _T(k+D)
: k! C(k+DI(D)

D1
oy -

Quando k — o, ¥, ~
Nos itens a seguir, assumimos que De&(-0,5;0,5).

(iif) O processo { X}z possui fungio densidade espectral dada por

" 2D
fy(w) = —20-—;[253;1(%)} ,0<ws

Nas freqiiéncias sazonais, para v =0, l,-—-,|_s/2J, onde [_xJ denota a parte

inteira de x,
0.2
—tw|~—~(ws)?,quando w — 0.
s 2 9
(iv) O processo {X,}iez possui fungdo de autocovariiincia e autocorrelagio de

ordem k, k € N, dadas, respectivamente por

(-1)'Tr(1-2D) A
Ik—D+DIC(1—-k-D) *’
¥y (sk+¢)=0,parag=1,--,5—1

¥y (5k) =

_T'(k+D)I'(1-D)
e P (k)= O(l+k - D)D)’
Py(k+¢)=0parag=1--,5~1.



r(l = D) kZ.")-I .

Quando k = oo, p, (sk) ~ D)

(v) O processo { X}z possui fungdo de autocorrelagdo parcial dada por

D
sk,sky=——, paratodoke N
Py (sk,sk) i-D para

Ot =0t =1, )=y (0,009t = L1 = J), j=1-2 .11

e @y (sk+¢,sk+¢)=0,parag=1,---,5—1.

A seguir um exemplo grifico da fun¢do densidade espectral de um processo

SARFIMA(0,D,0);, onde é possivel identificar que o ndmero pico € igual a

sazonalidade.

Infinite Infinite —y—

18 A LA A A

¢ x ® x 2x 3} = ax 2%
Freqléncia Freghéncia e
(a) (b)

g 4—‘ 3

i
AN uUUUJbLLUbb\J

b S T E— . x % ax
% Fregléncia & Freqléncia
(c) (d)

Figura 1 Fungiio densidade espectral do processo SARFIMA(0,D,0): (2) D=03;5s=2;(b) D=03;s=
4,(c)D=03;5=6;(d) D=03;5=12.



3. Estimacio Classica e Robusta

Na literatura sobre processos estocdsticos SARFIMA existem diversos métodos
para estimar o parimetro D de diferenciagiio sazonal. Estes métodos podem ser semi-
paramétricos, paramétricos e ndo-paramétricos. Neste trabalho consideramos diversos
estimadores na classe dos métodos semi-paramétricos e paramétricos. Também
apresentamos uma nova metodologia de estimagdo para o pardmetro D, os chamados

estimadores robustos.

A seguir, descrevemos os procedimentos de estimagdio através do método dos
minimos quadrados e da metodologia robusta. Inicialmente, definimos o modelo de
regressdo linear geral com [ varidveis independentes X;, 1 < k < [/, e uma varidvel

aleatéria Y dependente, o qual possui a seguinte forma
Y=F+B8X ++BX +e

Assumindo g(n) independentes observagdes de Y associadas aos valores x;, para

ke {1,..,0}, o modelo acima apresenta-se como

Y, =B+ B X, 4+ B X, +e,
Y, =ﬁu +ﬁ|X2| -I----+13;X2;+€2

Yo =Bo + B X oy +++ B X oy € yiars
onde os erros € ;, satisfazem as seguintes suposi¢des, para todo je {1,..., g(n)},
i) E€;) =0,
i) Var(e ;)= 0.,
iii) Cov(e,,€,) =0, se [ #k.

O estimador def=(f,,0,,--,5,) pelo método dos minimos quadrados,

denotado neste trabalho por MQ, é o valor B = (BO,B,,-—-,B,)E R que minimiza a
fungido perda
glm)

R(gm) =2 1},

onde os residuos r; sdo dados por



=Y =B _IBIXJI ""_JB!XJ-"

Para maiores detalhes sobre regressdo linear miltipla referenciamos o leitor a
Draper e Smith (1981).

Os estimadores obtidos através do processo MQ, sob hipotese de normalidade dos
erros, sdo consistentes e tem minima variincia entre todos os estimadores ndo-viciados.
A presenga de outliers e pontos de alavanca, ou mesmo a perda da hipétese de
normalidade dos erros siio responsdveis por um considerdvel vicio e ineficiéncia dos
estimadores MQ (ver Huber, 1981 e Russeeuw e Leroy, 2003).

Outro procedimento utilizado para estimar o vetor de pardmetros
B =By, B+, B,) sdo os procedimentos de estimagdo robusta, os quais apresentam

estimadores que ndo sio fortemente afetados por outliers.

Os procedimentos de estimag@o robusta sdo indicados quando os dados contém
uma certa porcentagem de outliers. Por isso, definimos o ponto de ruptura destes
estimadores. Esta defini¢io ¢ uma versdo finita do conceito de ponto de ruptura,

introduzido por Donaho e Huber (1983).
Seja Z uma amostra de tamanho g(n), dada por

V/ ={(l,x“-"‘--’f;,-;,\’.)"".(l,x,,{,,w"',-1'3(,,,;.)’3(,,,)}.

-

e T um estimador dos coeficientes de regressio f = (f8,,5,.---,5,),ist0 &, T(Z)= .

Supomos que s valores arbitrdrios (aberrantes ou outliers) substituam 7

observagdes originais de Z, produzindo uma amostra contaminada Z’.

Denotamos por vicio( it ; T, Z) o vicio maximo causado por tal contaminagio, isto

vicio(i;T,Z) = sup|T(Z') - T(Z)|,
<

onde o supremo ¢ sobre todas as possiveis amostras Z’ e “ : [[ representa a normal

Euclidiana. Se o vicio(/ ; T, Z) é infinito, isto significa que os 7 outliers podem ter

um efeito arbitrariamente grande sobre T,

Assim, para amostras de tamanho g(n) finitas, o ponto de ruptura do estimador T,

utilizando a amostra Z, ¢ definido como



m
g(n)

e*=e*T,Z)= min{ svicio(m, T,Z) é ﬁnito}.

Em outras palavras, o ponto de ruptura é a menor porcentagem de dados
contaminados que pode fazer com que o estimador tome um valor alto e arbitrariamente
anormal (ver Hampel, 1974). No caso dos estimadores MQ, Rowsseeuw e Leroy (2003)
observam que um outlier € suficiente para que o estimador tenha um alto vicio. Portanto

seu ponto de ruptura € igual a

g 1

O

o qual converge a zero, quando o tamanho da amostra cresce. Assim, podemos dizer que
os estimadores obtidos pelo método MQ possuem ponto de ruptura de 0%. Isto
novamente reflete a extrema sensibilidade destes estimadores na presenga de algum

ponto atipico.
Em vista deste problema, apresentamos os procedimentos de estimagio robusta.

No procedimento de estimagiio robusta ao invés de minimizarmos a soma dos
quadrados dos residuos, minimizamos uma versao robusta da dispersdo dos residuos.

Um estimador pode ser considerado robusto se:

(i) ele é altamente eficiente sob a verdadeira distribuicio dos dados e

razoavelmente eficiente numa vizinhang¢a da mesma;

(i)  se possui alto (0,5) ponto de ruptura e portanto ndo fornece estimativas

distorcidas sob a presenca de alguns pontos atipicos;
(iii)  se ele possui uma fungiio de influéncia continua e limitada.

Um procedimento de estimagdo robusta é o dos minimos quadrados podados
(denotado por MQP), proposto por Rousseeuw (1984). Os estimadores obtidos através
do procedimento MQP sio os estimadores 5’ = (ﬁu,ﬁ,,---,ﬁ,]e R que minimizam a
fungido perda

n*

Py(g(m) =3 (")



2 - " - -
onde (r*),; -+ <(r?), . sdo os residuos ao quadrado ordenados e m* é o nimero de
pontos usados no procedimento de otimizagio. A constante m™* € responsivel pelo ponto

de ruptura e eficiéncia.

Yohai (1987) introduziu outra classe de estimadores robustos baseados na
regressdo. Os estimadores baseados nesse procedimento seriio denotados aqui por MM,

e possuem as seguintes propriedades:
(1) sao altamente eficientes quando os erros possuem distribui¢do normal;
(ii) sdo qualitativamente robustos;
(iii)  possuem alto ponto de ruptura.

Os estimadores MM sio definidos por um procedimento de trés estigios e podem
ser descritos da seguinte forma, No primeiro estdgio, um estimador inicial € calculado o
qual € qualitativamente robusto e tem alto ponto de ruptura, mas nio é necessariamente
eficiente. No segundo estigio, um estimador M da escala de erros € calculado utilizando
os residuos baseados na estimacéo inicial. Finalmente, no terceiro estdgio, um estimador
M dos parimetros de regressio € calculado baseado em uma funcio apropriada.

Os estimadores no procedimento MM sdo definidos como a solugdo

B=B,, B, B)eR"" aqual minimiza a fungio perda

xin) - :
P(g(n) = Zp{%] :
i=l

18("} rj 2%
;;p] ? ==Ly

onde p(-) e pa(-) sio fungdes simétricas, limitadas e niio decrescentes em [0,%0), com

£.(0)=0, lim

sujeita a restrigiio

p,(w)=1, para v= 1,2, k é um paridmetro de escala, b € definido por

E,(p )= b, onde ¢ denota a funcio distribuigio acumulada da normal padrio e r;
sdo os residuos para todo j = 1., g(n). O ponto de ruptura dos estimadores MM

depende somente da fungio pi(-) e é dado por min{b, | - b}. Os estimadores baseados

no procedimento MM sdo consistentes e assintoticamente normais.



3.1 Estimador GPH Classico e Robusto

Nesta secdo, apresentamos o estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak
(1983), o qual se baseia no método de regressdo utilizando a fun¢io periodograma. A

seguir descrevemos tal método de estimagio.

Seja {X}iez um processo SARFIMA(0,D,0),, com De (-0,5;0,5). A funcido

densidade espectral deste processo ¢ dado por

fxl@) = f, (w)‘:l‘ren[%ﬂ ,O0<w<m,

onde f;(.) € a fungio densidade espectral de um ruido branco.

Aplicando a fun¢do logaritmica a ambos os lados da equagdo acima, temos

In f, (@)= 1{25‘&{5’;)] b fi(@)

2

=In f, (@) - Dlnl:Zsen(E;—s)]

Adicionando In f(0) e In /(w), a ambos os lados da equagdo, onde /(w) € a fungio
periodograma (ver equaciio A.l.1 no Anexo A.l) e fazendo uso das propriedades da

fung¢do logaritmica, obtemos

2
Inl(@)=1In f,(0)-D ]n[Zsen(EiH + ln[———f‘(w):l + In|i———-l(w) :I
2 f:(0) fy(@)

Substituindo ® pelas freqiiéncias de Fourier @, =2 je {O,I,---,%’ji‘j—'} na

equacio, obtemos

2
InI(@;)=1n £,(0)~Dln zse,f[ﬁ_s] Hn[fb(mj)]ﬂn I(w,)
J A f(0) Sfx(@;)

Considerando o limite maximo de j igual a g(n), o qual € escolhido de tal forma

2 fela;)
que g(n)/n — 0 quando n — @ e ; < Oy, onde wy,) € pequeno, o termo ln[ﬁﬁ’;] é

desprezivel se comparado com os outros termos da equagdo. Assim obtemos uma forma

aproximada, dada por



In/(@,)=In f,(0)~ Dln| 2 (a’js]zﬂn @)
) =1n =, n| 2sen 5
j ¢ 2 fr(@,)

Podemos observar que a equagdo ¢ uma forma aproximada da equagdo de

regressdo linear simples dada por
y,=a+ bxj+ej , paratodo j=12,---,g(n),

onde

w. s\| (@)
=Inl(w.), x,=In?2 : , &=l !
y;=Inl(w)), x, n[ Se:{ 5 H € n[fx(wj)]+

b=-D, a=Inf,(0)-c, c=EIn i
, ‘ ’ fx(@;) :

Utilizando a regressao de minimos quadrados, podemos encontrar o estimador

para o parimetro D pelo método proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983), denotado

por GPH, através da fungfo periodograma.
Assim,
gln)
Z (xj T )_C)}’,.-

) - J=1
DGPH,MQ =T Taim

2. (x; =%

J=l
com

« N 4
E(Dgpyp10) = D, Var(Dgpy o) = £(n

6 (x; - %)’

=1
onde X é a média dos x; para j = 1,2,....g(n).

Observacio Seja {X}iez um processo SARFIMA(0.D,0); com De (-0,5;0). Seja

Dy p© estimador de D, onde /(-) € a fungdo periodograma de {Xi}iz nas

o

freqiiéncias de Fourier @; =2 je {0,!,---,-’2L j¢f;—‘}. Suponha que g(n) = n", ae




(0;1) satisfaga g(n) — « e g(n)/n — 0, quando n — wo. Entdo lim E(ﬁc:m..wg) =D.Se

lim ™ = O entio,

n=poz

A

D D

GPH.MQ — D 7

____‘_.._._ __—}
\ Var(Dgpy p0)

onde Z ~ N(0,1) e D significa convergéncia em distribuigiio. Este resultado foi estendido
para De (-0,5;0,5) por Robinson (1995).
Desta forma encontramos o estimador para o pardmetro D pelo método proposto

por Geweke e Porter-Hudak (1983), denotado por f)mﬁ_ MO

Os estimadores para D baseados no procedimento de estimagiio robusta sido

denotados por  Dgpy vop € Dopr o -

3.2 Estimador R Classico e Robusto

Proposto por Robinson (1995), este estimador semiparamétrico ¢ baseado na
funcdo periodograma, de forma similar ao estimador proposto por Geweke e Porter-
Hudak (1983). Este estimador é obtido aplicando o método dos minimos quadrados,
mas considerando as freqiiéncias de Fourier wj, para j=/{,/+1,---,g(n),onde £>1 €0

valor de corte (“trimming”), que tende para o infinito de forma mais lenta do que g(n).

Denotamos este estimador de D por Dy, .

Analogamente ao estimador anterior, utilizamos a metodologia robusta para

obtermos os estimadores robustos para o pardmetro D denotados por Dy yop € Dy

3.3 Estimador SPR Classico e Robusto

Nesta secdo apresentamos o estimador proposto por Reisen (1994). Este estimador
se baseia no uso da fun¢fo periodograma suavizado, onde A(-) é a janela de Parzen, em
vez da fungio periodograma no estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983).

Esta mudanga se deve ao fato de que a fungiio periodograma € um estimador ndo



viciado para a fungio densidade espectral, porém a fungiio periodograma suavizado é

um estimador ndo viciado e consistente para ela.

Assim, substituindo-se a fungdo periodograma pela fungio periodograma

suavizado (ver equacdo A.1.2 no Anexo A.l), obtemos

In/ (@) =In f.(0)—Dln 2sgn[“’_f"'i] 2+1n I(;)
5 i € 2 fx(w}) ¥

-

Da mesma forma que no estimador Dy, ., @ equagio acima € uma forma
aproximada da equagdo de regressio linear simples, isto €
y;=a+bx;+e;, paratodo j=12,--,g(n),

onde

o=Inf (w;), x,=In|2sen s B 2 e—lnﬁ)— g
S 2 )| T S

b=-D In £,(0) 1 L@)
=-D, a=Inf, -c, €= n -
fy(@;))

Portanto, o estimador de D, denotado por Dy, wo» através do método de regressio
de minimos quadrados, utilizando a fung@o periodograma suavizado € dado por

gin)
Z(.\‘ i —X)y;
f)sm,MQ = __),;:("!,ﬁ'—__
> =5
=l

com

n

. - I
E(Dgpp o) = Dy Var(Dgupug) = 0,53928 ————
n Z (x; - %)’
j=1

onde X é a média dos x; para j = 1,2,...,g(n) e 0,53928% ¢ a varidncia assintética de

I glwg]
Tel@ )



O estimador Dgy o0 €, sob algumas condigoes de regularidade, aproximadamente

normal com lim E(Dg,, ,,,) = D e a variancia assintética € dada pela expressio acima.
n=hoo

Maiores detalhes podem ser encontrados em Reisen (1994).

O estimador para o parimetro D, pelo método de minimos quadrados, utilizando a
fung¢io periodograma suavizado de covarincias € denotado por Dy, ., - Este estimador

¢ nio viciado. Da mesma forma que o estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak

(1983), aplicando a metodologia robusta MOP e MM, obtemos os estimadores para D

-

baseados no procedimento de estimagdo robusta que sdo denotados por Dy ypop €

DSPR.MM %

3.4 Estimador SR Classico e Robusto

Este estimador € obtido substituindo-se a fungdo periodograma pela fungio

periodograma suavizado no estimador proposto por Robinson (1995). Denotaremos este

estimadore de D por Dy o/ .

Analogamente aos estimadores semi-paramétricos anteriores, utilizamos a

metodologia robusta para obtermos os estimadores robustos para o pardmetro D

denotados por Dgg yop € Dig pgpy -

3.5 Estimador GPHT Classico e Robusto

Considerando o estimador proposto por Hurvich e Ray (1995) e Velasco (1999)
que € um estimador semiparamétrico baseado na fungio periodograma modificado pela
expressio

-

1
,paratodo we (0,7],

@)=

n=l

> ()’
=0

onde g(-) € a janela espectral dada pela expressio

S snx,e™

=0




e L[l _ O(M)]
2 n
Neste caso, a janela espectral g(-) € aplicada diretamente ao processo estocistico e

o estimador € denotado por D, .

O estimador f)(,-,.m_w ¢é obtido aplicando a metodologia MQ a equagdo de
regressao com /,,,4(+), a fungio periodograma modificado. Analogamente, consideramos

os estimadores Depyr yop € Dopyr iy através das metodologias robustas MOP e MM.

3.6 Estimador W

Nesta se¢iio apresentamos o estimador de mdxima verossimilhanga. Para modelos
ARFIMA(p,d,q), Fox e Taqqu (1986), utilizando a aproximagio sugerida por Whittle
(1951), apresentam condicOes que permitem que este estimador, para seqiiéncias com
forte dependéncia, seja consistente e tenha distribui¢do normal assintdtica. Sowell
(1992) apresenta resultados para o estimador de maxima verossimilhanca exata. Qoms
(1995) apresenta alguns resultados para modelos com longa dependéncia sazonais
fazendo uma comparagiio entre os estimadores de mdxima verossimilhanca exata
proposto por Sowell (1992), com a de mdxima verossimilhanga aproximada proposto
por Fox e Taqqu (1986) e ainda com o estimador baseado na regressio da fungio

periodograma proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983).

A seguir, descrevemos o procedimento para encontrar o estimador de maxima

verossimilhanca aproximada.

Seja {Xi}iez um processo Gaussiano com média p > 0 e funcgio densidade

espectral dada por
fx(quuaz)zazf(wsn)! we (_I!E)a
onde ¢? > () (ndo precisa ser a variancia do processo X,) € f{-,#) € uma fungio da forma
ain)
flo.n)=|ef"" G,(w), quando @ — 0,

com 0 <afn) < 1 e Gy(w) uma fungio que varia suavemente quando w — 0 e # € o vetor

de pardmetros desconhecidos dos quais desejamos estimar.



A estimativa dos parametros do vetor 5 e ¢? € obtida através da série temporal X;,

X5,..., Xp, cuja funcdo distribui¢do conjunta, ou a de verossimilhanga, € dada por

& ' -l
Wm0 = @) |0, () > exp{_ : Q,.2(??)z},

onde x = (x}, X3,..., Xs)' € R" e Q,(7) é a matrix de Teoplitz contendo os valores da

funcdo de autocovariincia do processo {Xi}iez cujos elementos sio dados por

.o}, =ri- ) 1<ijsn.
Aplicando a fungio logaritmica na equagiio acima obtemos a seguinte expressao
L(x,n,0%) = —% In(27) — % In|Q, ()] - % 20 (M)z.
O estimador de mdxima verossimilhan¢a de n e de o2 é obtido maximizando-se a
fungdo L(x,77,0) com respeito ao vetor de parimetros # € 2.

Computacionalmente, é complicado obter a inversa da matriz de autocovariincias
Q, (7). Fox e Tagqu (1986), fazendo uso de uma aproximagido, aplicam o método de

miéxima verossimilhanga aproximada para estimar # e ¢ maximizando a fungao

o (1 Y [ ZAmMZ
alada )_[JEJ] exp{ 2no’ }’

_ = o o 1 & )
onde Z=(X,-X.X,—-X,-,X,—X)com X=—ZXJ- e A, (1) €é uma matriz de
n

J=l

ordem nxn, proposta por Whittle, para aproximar Q, '(7), onde o (i, j)-ésimo

elemento € dado por

1
(27)?

A}, =a_m=a,m)= [ e fx@m)"do

Os estimadores de maxima verossimilhanga aproximada de 5 e ¢? que maximizam

. p -~ a2
a equagdo acima, sdo denotados por 77, € O,

Maximizar a fungio h(x,77,0") é equivalente a encontrar 7j, que minimize

L

_ZAmZ

n

S,

(m



Computacionalmente, o estimador de mdxima verossimilhanga ¢ obtido

minimizando a fung¢io, na forma discreta,

5 I & Hw,)
Lix,n,07)=—) |In fy(@, n)+——|
2;1§{nfx i 7? fx{ﬂ)j,??)J

onde # denota o vetor de pardmetros desconhecidos, @, =, je {0,1,---,T]j :ﬁ*’T"},

sdo as freqiiéncias de Fouriere T = Lﬂi—'J

Observacao Denotado por D, o estimador de médxima verossimilhanca aproximada

proposto por Fox e Taqqu (1986), sob certas condi¢des de regularidade, € consistente e
tem distribui¢iio assintética normal. Um estudo completo deste estimador pode ser

encontrado em Fox e Tagqu (1986) e Beran (1994).



4. Simulacao de Monte Carlo

Para a simulag¢do do processo SARFIMA(0,D,0); foi utilizado o programa Splus na
versdo 6.2. A simulagdo foi feita utilizando o método de simulagio descrito por Hosking
(1984). A seguir descrevemos as etapas para a simulagido de amostras de tamanho n de
um processo SARFIMA(0,D,0),.

EtapaI: Calcular a funciio de autocorrelagio parcial.

Etapa II: Gerar uma varidvel aleatéria N(0,1) para simular um processo (&/;ez Ruido

Branco Gaussiano.
Etapa III: Calcular a média e a variincia da varidvel X; (ver Anexo A.2).

Etapa III: Gerar uma varidvel aleatéria X,, com distribui¢dio Normal com média m, e

varidncia v, parat = 1, 2, ..., n.

Para as simulagdes utilizamos tamanho da amostra n = 1000, o nimero de
replicagoes re = 1000, a = {0,5; 0,6; 0,7; 0,8), s ={2;3;6; 12}, £ ={2;3} e D ={0,1;
0,2; 0,3; 0,4}). Os resultados apresentados a seguir serdo apenas utilizando o = {0,6;
0,7}, £ =2, D = {0,2; 0,4} e para todas as sazonalidades citadas acima.

Infinit.

Fungio Densidade Espectral

_J 3

———————" 3

gin)
Freqéncia

o

Figura 2 Representagio de g(n) = n*
O programa Splus também foi utilizado para calcular as estimativas para o
parimetro D para cada um dos estimadores especificados na seg¢do 3. Sdo eles: os
estimadores semi-paramétricos GPH, R, SPR, SR e GPHT nas metodologias cldssica

(MQ) e robustas (MM e MQP) e o estimador paramétrico W.

Para efeito de comparagdo entre os estimadores utilizamos as seguintes relagdes:
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onde Dy € o valor nominal de D, isto é, o valor utilizado para as geragdes do processo.

4.1 Resultados

Para cada estimador e cada valor atribuido a s ¢ «, foram calculados a média, o
viés, a variéncia e o erro quadritico médio a fim de fazermos comparagdes entre os 16
estimadores estudados neste trabalho. Os valores destas medidas estdo apresentados nas

tabelas, da Tabela 1 & Tabela 8.

O nimero de replicagdes utilizado (re = 1000) é suficiente para avaliar estes
estimadores, nio é necessdrio aumentar este valor para conseguir melhores resultados.
O tamanho amostral (n = 1000) influencia fortemente nos resultados, principalmente no
estimador paramétrico W (de mdxima verossimilhanga), quanto maior o valor de n
melhor serdo as estimagOes. A variabilidade e o erro quadritico médio se comportam de
forma muito semelhante, jd que os vieses sdo pequenos, logo as observacoes feitas para
um valem para o outro.

Tabela 1 Estimagdo para o parimetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando s = 2, n = 1000, re =
1000, £ =2ea=0.6.

Estimador. D =02 D=04
Metodologia | média viés eqm | variiincia | média viés eqm | varifincia
GPH.MQ 0,2062 0,0062 0,0079 0,0078 0,4140 0,0140 0,0089 0,0087
GPH.MM 0,2026 0,0026 0,0104 0,0104 0,4091 0,0091 0,0106 0,0105
GPH.MQP 0,2020 0,0020 0,0100 0,0100 0,4106 0,0106 0,0102 0,0101
R.MQ 0,2090 0,0090 0,0095 0,0094 04147 0,0147 0,0106 0,0104
R.MM 0,2037 0,0037 0,0123 0,0123 0,4101 0,0101 0,0114 0,0113
R.MQP 0,2045 0,0045 0,0123 0,0123 04130 0,0130 0,0117 0,0115
SPR.MQ 0,1893| -0,0107 0,0058 0,0057 0,3956 | -0,0044 0,0059 0,0059
SPR.MM 0,2006 0.0006 0,0103 0,0103 0,4027 0,0027 0,0114 0,0114
SPR.MQP 0,1994 | -0,0006 0,0083 0,0083 0,4061 0,0061 0,0086 0,0086
SR.MQ 0,2063 0,0063 0,0064 0,0063 04168 0,0168 0,0066 0,0063
SR.MM 0,2097 0,0097 0,0124 0,0123 0,4109 0,0109 0,0123 0,0122
SR.MQP 0,2073 0,0073 0,0089 0,0088 0,4133 0,0133 0,0089 0,0088
GPHT.MQ 0,2072 0,0072 0,0129 0,0129 0,4374 0,0374 0,0146 0,0132
GPHT.MM 0,1996 | -0,0004 0,0161 0,0161 0,4199 0,0199 0,0203 0,0199
GPHT.MQP 0,2007 0,0007 0,0147 0,0147 0,4238 0,0238 0,0176 0,0171
W 0,1909] -0,0091 0,0015 0,0014 0,3952| -0,0048 0,0015 0,0015
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Tabela 2 Estimagiio para o pariimetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando s =2, n= 1000, re =
1000, £ =2ca=0.7.

Estimador. D =0,2 D =04
Metodologia |  média viés eqm | variincia | média vics eqm | variincia
GPH.MQ 0,2221 0,0221 0,0044 0,0039 0,4255 0,0255 0,0050 0,0044
GPH.MM 0,2149 0,0149 0,0072 0,0070 04179 0,0179 0,0068 0,0065
GPH.MQP 0.2193 0,0193 0,0048 0,0045 04227 0,0227 0,0048 0,0043
R.MQ 0,2255 0,0255 0,0052 0,0045 04272 0,0272 0,0057 0,0049
R.MM 0,2189 0,0189 0,0082 0,0078 04187 0,0187 0,0080 0,0076
R.MQP 0,2234 0,0234 0,0057 0,0052 0,4248 0,0248 0,0054 0,0048
SPR.MQ 0,2121 0,0121 0,0029 0,0028 04153 0,0153 0,0031 0,0029
SPR.MM 0,2202 0,0202 0,0057 0,0053 0,4239 0,0239 0,0054 0,0049
SPR.MQP 0,2192 0,0192 0,0044 0,0040 04227 0,0227 0,0042 0,0037
SR.MQ 0,2237 0,0237 0,0036 0,0030 0.4289 0,0289 0,0038 0,0030
SR.MM 0,2248 0,0248 0,0060 0,0054 0,4281 0,0281 0,0058 0,0050
SR.MQP 0,2244 0,0244 0,0047 0,0041 04276 0,0276 0,0045 0,0037
GPHT.MQ 0,2222 0,0222 0.0069 0,0065 0,4382 0,0382 0,0079 0,0064
GPHT.MM 0,2141 0,0141 0,0105 0,0103 0,4250 0,0250 0,0117 0,0111
GPHT.MQP 0,2189 0,0189 0,0070 0,0066 04309 0,0309 0,0085 0,0076
W 0,1909  -0,0091 0,0015 0,0014 0,3952| -0,0048 0,0015 0,0015

Tabela 3 Estimagiio para o parimetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando s = 3, n = 1000, re =
1000, £ =2 ¢ a=0,6.

Estimador. D=02 D =04
metodologia | média viés eqm varifincia | média viés eqm varifincia
GPH.MQ 0,2009 0,0009 0,0080 0,0080 0,4109 0,0109 0,0074 0,0073
GPH.MM 0,1980( -0,0020 0,0102 0,0102 0,4011 0,0011 0,0092 0,0092
GPH.MQP 0,1954| -0,0046 0,0102 0,0102 0,4008 0,0008 0,0099 0,0100
R.MQ 0,2022 0,0022 0,0098 0,0099 04104 0,0104 0,0093 0,0092
R.MM 0,1966 -0,0034 0,0128 0,0128 0,4005 0,0005 0,0124 0,0125
R.MQP 0,1954 | -0,0046 0,0122 0,0122 0,4014 0,0014 0,0123 00123
SPR.MQ 0,2009 0,0009 0,0080 0,0080 0,4109 0,0109 0,0074 0,0073
SPR.MM 0,1980| -0,0020 0,0102 0,0102 0,4011 0,0011 0,0092 0,0092
SPR.MQP 0,1954 -0,0046 0,0102 0,0102 0,4008 0,0008 0,0099 0,0100
SR.MQ 0,2022 0,0022 0,0098 0,0099 0,4104 0,0104 0,0093 0,0092
SR.MM 0,1966| -0,0034 0,0128 0,0128 0,4005 0,0005 0,0124 0,0125
SR.MQP 0.1954] -0,0046 0,0122 0,0122 04014 0,0014 0,0123 0,0123
GPHT.MQ 0,2139 0,0139 0,0141 0,0140 0,4313 0,0313 0,0124 0,0115
GPHT.MM 0,2061 0,0061 0,0156 0,0156 0,4089 0,0089 0,0174 0,0173
GPHT.MQP 0,2074 0,0074 0,0144 0,0143 0,4095 0,0095 0,0157 0,0156
W 0,1871 -0,0129 0,0021 0,0019 0,3898 -0,0102 0,0022 0,0021



Tabela 4 Estimagdo para o pardmetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando s = 3 , n = 1000, re =

1000, £ =2ea=0.7.
h
—eeeeeeeeeeeeeeeeeee

Estimador. D =02 D =04

metodologia | média vics eqm varifincia | média viés eqm varidncia
GPH.MQ 0,2027 0,0027 0,0040 0,0040 0,4096 0,0096 0,0039 0,0038
GPH.MM 0,1942| -0,0058 0,0068 0,0068 0,3957| -0,0043 0,0081 0.0081
GPH.MQP 0,1992| -0,0008 0,0045 0,0045 0,4014 0,0014 0,0047 0,0047
R.MQ 0,2036 0,0036 0,0044 0,0044 0,4092 0,0092 0.0045 0,0045
R.MM 0,1964| -0,0036 0,0075 0,0075 0,3960 | -0,0040 0.0089 0,0089
R.MQP 0,1994 -0,0006 0,0051 0,0051 0,4027 0,0027 0,0056 0,0056
SPR.MQ 0,2027 0.0027 0,0040 0,0040 0,4096 0,0096 0,0039 0,0038
SPR.MM 0,1942| -0,0058 0,0068 0,0068 0,3957| -0,0043 0,0081 0,0081
SPR.MQP 0,1992( -0,0008 0,0045 0,004s 04014 0,0014 0,0047 0,0047
SR.MQ 0,2036 0,0036 0,0044 0,0044 0.4092 0,0092 0,0045 0,0045
SR.MM 0,1964| -0,0036 0,0075 0,0075 0,3960 | -0,0040 0,0089 0,0089
SR.MQP 0.1994 | -0,0006 0,0051 0,0051 0,4027 0,0027 0,0056 0,0056
GPHT.MQ 0,2087 0,0087 0,0072 0,0072 0,4201 0,0201 0.0066 0,0062
GPHT.MM 0,1987 | -0,0013 0,0098 0,0098 0,4034 0,0034 0,0107 0,0107
GPHT.MQP 0,2040 0,0040 0,0070 0,0070 0,4091 0.0091 0,0072 0,0071
W 0,1871( -0,0129 0,0021 0,0019 0,3898 ( -0,0102 0,0022 0,0021

Tabela 5 Estimagio para o parimetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando s = 6, n = 1000, re =
1000, £ =2¢a=0,.

Estimador. D =0,2 D =04

metodologia | média viés eqm | varifincia | média viés eqm | varidincia
GPH.MQ 02048 00048 00085| 00085 04175] 00175 00091 00088
GPH.MM 0,1951| -0,0049| 00118 00118] 04043 00043 00123] 00122
GPH.MQP 0,1947| -0,0053| 00122 00121] 04066 00066| 00115 00115
R.MQ 02037 00037 00108 00108 04177 00177 00116] 00113
R.MM 0,1935| -0,0065| 00156 00156] 04071 00071 00146| 00146
R.MQP 0,1926| -0,0074| 00158 00157 04098| 00098| 00155| 00155
SPR.MQ 0,2048 0,0048 0,0085 0,0085 04175 0,0175 0,0091 0,0088
SPR.MM 0,1951| -0,0049| 00118 00118] 04043| 00043| 00123 00122
SPR.MQP 0.1947| -0,0053| 00122] 00121] 04066 00066| 00115] 00115
SR.MQ 02037 00037| o00108] 00108 04177 00177 o00116] 00113
SR.MM 0,1935| -0,0065| 00156 00156 04071 00071| 00146] 00146
SR.MQP 0,1926| -0,0074| 00158| 00157| 04098| 00098| 00155| 00155
GPHT.MQ 0,2061| 00061 | 00137] 00136] 04412 00412 00147] 00130
GPHT.MM 0,1964 -0,0036 0,0167 0,0167 0,4225 0,0225 0,0203 0,0198
GPHT.MQP | 0,1968| -0,0032| 00159 00159] 04231 00231 00176| 00171
W 0,1763| -0,0237| 0,051 0,0046] 03802 -0,0198| 0,0049| 0,0045




Tabela 6 Estimagdio para o parametro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando s = 6 , n = 1000, re =

1000, £ =2ea=0,7.
e ——————————

Estimador. D=0,2 D=04

metodologia | média viés eqm | variincia | média viés eqm | variiincia
GPH.MQ 0,2064 0,0064 0,0071 0,0070 0,4147 0,0147 0,0071 0,0069
GPH.MM 0,1827| -0,0173 0,0155 0,0152 0,3886| -0,0114 0,0163 0,0162
GPH.MQP 0,2020  0,0020 0,0088 0,0089 0,4106 0,0106 0,0090 0,0089
R.MQ 0,2057 0,0057 0,0090 0,0090 04143 0,0143 0,0089 0,0087
R.MM 0,1811 -0,0189 0,0185 0,0181 0,3862| -0,0138 0,0199 0,0197
R.MQP 0,1985( -0,0015 0,0113 0,0113 04116 0,0116 0,0116 0,0115
SPR.MQ 0,2064 0,0064 0,0071 0,0070 04147 0,0147 0.0071 0,0069
SPR.MM 0,1827| -0,0173 0.0155 0,0152 0,3886 -0,0114 00163 0,0162
SPR.MQP 0,2020 0,0020 0,0088 0,0089] 0,4106 0,0106 0,0090 0,0089
SR.MQ 0.2057 0,0057 0,0090 0,0090) 04143 0.0143 0,0089 0,0087
SR.MM 0,1811] -0,0189| 00185 0,0181 0,3862 -0,0138 0,0199 0,0197
SR.MQP 0,1985( -0,0015 00113 0,0113 04116 0,0116 0,0116 0,0115
GPHT.MQ 0,2084 0,0084 0,0115 00114 0,4356 0,0356 0,0122 0.0109
GPHT.MM 0,1846] -0,0154 0,0230 0,0227 0,4017 0,0017 0,0266 0,0267
GPHT.MQP 02016 00016 00132 00133 04244 0,0244 0,0138 0,0132
W 0,1763 -0,0237 0,0051 0,0046 0,3802 -0,0198 0,0049 0,0045

Tabela 7 Estimagio para o parimetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando s = 12, n = 1000, re =
1000, £ =2¢a=046.

Estimador. D =02 D =04

metodologia | média viés eqm | varidncia | mdédia viés eqm | varifincia
GPH.MQ 0,2091 0,0091 0,0145 0,0144 0,4184 0,0184 0.0139 0,0136
GPH.MM 0,1933| -0,0067 0,0268 0,0268 0,3989 | -0,0011 0,0283 0,0283
GPH.MQP 0,2014 0,0014 0,0226 0,0227 0,4073 0,0073 0,0212 0,0211
R.MQ 0,2096 0,0096 0,0214 0,0214 0,4189 0,0189 0,0202 0,0199
R.MM 0,1937] -0,0063 0,0345 0,0345 0,3992 ] -0,0008 0,0388 0,0389
R.MQP 0,2017 0,0017 0,0309 0,0309 0,4096 0,0096 0,0302 0,0301
SPR.MQ 0,2091 0,0091 0,0145 0,0144 0,4184 0,0184 0,0139 0,0136
SPR.MM 0,1933 ] -0,0067 0,0268 0,0268 0,3989 | -0,0011 0,0283 0,0283
SPR.MQP 0.2014 0,0014 0,0226 0,0227 0.4073 0,0073 0,0212 0,0211
SR.MQ 0,2096 0,0096 0,0214 0,0214 0,4189 0,0189 0,0202 0,0199
SR.MM 0,1937| -0,0063 0,0345 0,0345 0,3992 | -0,0008 0,0388 0,0389
SR.MQP 0,2017 0,0017 0,0309 0,0309 0,4096 0,0096 0,0302 0,0301
GPHT.MQ 0,2244 0,0244 0,0280 0,0274 0,4602 0,0602 0,0265 0,0229
GPHT.MM 0,1980| -0,0020 0,0516 0,0516 04195 0,0195 0,0583 0,0580
GPHT.MQP 0,2069 0,0069 0,0317 0,0317 0,4340 0,0340 0,0371 0,0360
w 0,1499 [ -0,0501 0,0114 0,0089 0,3513] -0,0487 0,0121 0,0097
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Tabela 8 Estimagfio para o pardmetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando s = 12, n = 1000, re =
1000, £ =2ea=0,7.
e ——————————

Estimador. D=0.2 D=04

metodologia | média viés eqm | variincia | média viés eqm | varifincia
GPH.MQ 0,2095 0,0095 0,0141 0,0140 0,4196 0,0196 0,0137 0,0133
GPH.MM 0,1881 -0,0119 0,0382 0,0381 03972 -0,0028 0,0311 0,0311
GPH.MQP 0,1978 | -0,0022 0,0204 0,0204 0,4048 0,0048 0,0186 0,0186
R.MQ 0,2096 0,0096 0,0146 0,0146 0,4198 0,0198 0,0142 0,0138
R.MM 0,1846| -0,0154 0,0413 0,0411 0,3984| -0,0016 0,0348 0,0348
R.MQP 0,1979| -0,0021 0,0219 0,0219 0,4053 0,0053 0,0198 0,0198
SPR.MQ 0,2095 0,0095 0,0141 0,0140 0,4196 0,0196 0,0137 0,0133
SPR.MM 0,1881 -0,0119 0,0382 0,0381 0,3972 -0,0028 0,0311 0,0311
SPR.MQP 0,1978 | -0,0022 0,0204 0,0204 0,4048 0,0048 0,0186 0,0186
SR.MQ 0,2096 0,0096 0,0146 0,0146 04198 0,0198 0,0142 0,0138
SR.MM 0,1846 | -0,0154 0,0413 0,0411 0,3984 [ -0,0016 0,0348 0,0348
SR.MQP 0,1979 | -0,0021 0,0219 0,0219 0,4053 0,0053 0,0198 0,0198
GPHT.MQ 0,2241 0,0241 0,0270 0,0265 0,4661 0,0661 0,0254 0,0211
GPHT.MM 0,1898| -0,0102 0,0489 0,0488 0,4094 0,0094 0,0506 0,0505
GPHT.MQP 0,2053 0,0053 0,0301 0,0301 0,4377 0,0377 0,0306 0,0292
w 0,1499| -0,0501 0,0114 0,0089 03513 -0,0487 00121 0,0097

O estimador W apresenta, em todos os casos, a menor variabilidade dentre todos
estimadores estudados, como € possivel observar na Figura 3. A Figura 4 mostra o
comportamento da variabilidade dentro de cada estimador semi-paramétrico, nas
diferentes metodologias. Conclui-se que em um mesmo estimador, a metodologia
classica (MQ) apresenta sempre a menor variabilidade, seguida das metodologias
robustas MOP e MM, que € a que apresenta maior variabilidade. Esse comportamento

nio se altera de estimador para estimador.

Nas figuras em anexo (da Figura 13 até a Figura 28) estdo apresentados o boxplot
dos estimadores para cada variagdo de D, s ¢ o, onde € possivel perceber também este

comportamento da variabilidade.
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Figura 3 Variincia dos estimadores do pardmetro D do processo SA RF)'MA(O: D,0),, quando D =04, s =
3,n=1000,re=1000, £ =2cu=0,7.
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Figura 4 Comportamento das s semi- para étricos, em cada mciodoiogra
utilizada, nos estimadores do paramelro D do proccsso SARFIMA(0,D,0),, quando D = 04, s =3 |

1000, re = 1000, £ =2ea=0,7.

O estimador paramétrico W, de médxima verossimilhanca, subestimou o pardmetro
D em todos os casos estudados. Na andlise do viés isto é observado facilmente, ji que o
viés deste estimador é sempre negativo. Percebe-se também que este estimador se
comporta de forma semelhante para os diferentes valores de D, mas sua caracteristica de
subestimagdo se agrava para valores maiores de s, como se observa na Figura 5. Isso
implica num crescimento no erro quadritico médio para maiores valores de s, como é
possivel observar na Figura 6. Para s = 2, o viés deste estimador ¢ muito pequeno,
tornando W um estimador bom. Aumentando o tamanho amostral o viés tende a
diminuir para todos os valores de s, pois quanto maior € 0 valor de s maior deve ser o
valor de n para que W fornega boas estimativas, assim como aconteceu neste caso com §
=2
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(a) (b)

Figura 5 Comportamento do viés do estimador W para o parimetro D do processo SARFIMA(0,D,0), em
cada sazonalidade estudada: (a) D =0,2; (b) D =0,4.
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Figura 6 Comportamento do erro quadritico médio do estimador W para o parimetro [ do processo
SARFIMA(0,D,0); em cada sazonalidade estudada: (a) D = 0,2; (b) D =0,4.

Os estimadores semi-paramétricos sio muito semelhantes, apenas o estimador
GPHT, que aplica a janela espectral na série ao invés de aplicar na fungio
periodograma, se comporta um pouco diferente dos demais. As caracteristicas descritas
a seguir sdo encontradas em todos os estimadores semi-paramétricos: o viés dos
estimadores, para os diferentes « e s, sdo sempre menores (ndo necessariamente
menores em médulo) para D = 0,2 do que para D = 0,4; as trés metodologias utilizadas
parecem influenciar o estimador de forma semelhante. E possivel perceber isso, por
exemplo, com o viés que se apresenta de forma bem semelhante dentro de uma mesma
metodologia e de forma diferente entre as metodologias ou mesmo no comportamento
das varidncias, como ja foi visto anteriormente; a estimagdo pontual (média das
estimativas) apresenta formato bem parecido dentro de cada estimador, para as
metodologias, as figura em anexo (da Figura 13 até a Figura 28) e a Figura 7 mostram

este comportamento.
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Figura 7 Comportamento da média

SARFIMA(0,D,0),, quando D =04, 5= 12 ,n= 1000, re = 1000, £ =2 e u=0,6.

das estimativas para cada estimador do parametro D do processo

Os diferentes o = {0,6; 0,7} nido parecem influenciar nas médias nem nos vieses

das estimativas, apenas, nio muito fortemente, na variabilidade, mas apenas para s = {2;

3}, para os demais s isso ndo é verificado. Obviamente para o parimetro W nio ocorre

diferenga alguma, pois ndo € utilizado « para sua estimagio.
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Figura 8 Varidncia dos estimadores do parimetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando D = 0,4, s =
3,n=1000,re=1000e £ =2:(a) a =0,6; (b) u=0,7.
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5. Aplicacao
Nesta secdo analisamos uma série temporal real utilizando a metodologia

desenvolvida ao longo deste trabalho.

5.1 Série Temporal dos Niveis Mensais do Rio Nilo

Consideramos a série temporal dos niveis mensais do Rio Nilo, em Aswan,
cordialmente cedida pelo Professor Dr. A. Montanari (Universita di Bologna, Itdlia).
Esta série temporal consiste de 1466 observagdes, durante o periodo de agosto de 1872

a setembro de 1994 . A andlise desta série pode ser encontrada em Montanari et al.
(2000) e Bisognin e Lopes (2007).

Nivel Mensal do Rio Nilo

1
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Figura 9 Série Temporal dos Niveis Mensais do Rio Nilo, em Aswan. (Periodo: Agosto de 1872 a
Setembro de 1994; n = 1466)
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Figura 10 Série Temporal dos Niveis Mensais do Rio Nilo, em Aswan: (a) fungio periodograma; (b)
fungiio de autocorrelagdo amostral.

A Figura 10(a) e a Figura 10(b) mostram que a série temporal apresenta um

comportamento de longa dependéncia, ji que a fungdo de autocorrelagdo amostral
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possui um decaimento hiperbélico lento, e sua fungdo periodograma apresenta um
comportamento periédico causado pelo seu ciclo anual. Este comportamento jd tinha
sido observado por Montanari et al. (2000) e Bisognin e Lopes (2007). Aplicamos o
teste R/S, criado por Hurst (1951) e modificado por Lo (1991), cuja hipétese nula é de
que a série ndo possui longa dependéncia. O resultado deste teste foi significativo ao
nivel de 5% (Estatistica do teste R/S = 2,0766, p-valor < 0,05), confirmando

estatisticamente a conclusio que tiramos da andlise visual.

Aplicamos os 16 estimadores estudados na série e obtivemos as seguintes

estimativas.

Tabela 9 Estimativas gam 0 garﬁmclro D do modelo SARFIMA(0,D,0)..

Estimador.metodologia Estimativa para D

GPH.MQ 0.3678887
GPH.MM 0.3861863
GPH.MQP 0.2544854
R.MQ 0.3690743
R.MM 0.3890693
R.MQP 0.2725735
SPR.MQ 0.3678887
SPR.MM 0.3861863
SPR.MQP 0.2544854
SR.MQ 0.3690743
SR.MM 0.3890693
SR.MQP 0.2725735
GPHT.MQ 0.317106
GPHT.MM -0.0372659
GPHT.MQP 0.1459409
W 0.1985201

Para ajustar o modelo utilizamos a estimativa dada pelo estimador W. O melhor

modelo ajustado a esta série temporal, segundo os critérios de selagio AIC e BIC, é um

processo SARFIMA(p,d,q)x(P,D,Q);,comP=p=1=¢g=(Q, D= ﬁw ,c? =00es=12.

Tabela 10 Modelo a!uslado gara a Série Tcmgral dos Niveis Mensais do Rio Nilo, em Aswan.

Pardmetro 0 b D, dy C] 0

Estimador 0.6137 0.9845 0.1985 0.0045 -0.2145 0.9348

Desvio Padio 0.0287 0.0289 0.0237 0.0201 0.0334 0.0135
e e e LS ——————— o ———— —

A variincia estimada dos residuos é 67 =1,0007.
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A Tabela 10 apresenta os resultados para os estimadores dos pardmetros do
modelo ajustado para esta série temporal com sazonalidade s = 12. Consideramos
apenas o estimador proposto por Fox e Tagqu (1986). O pardmetro de diferenciagio d é
igual a zero (na verdade, d =0,0045). Este modelo foi selecionada pelos critérios de

selegdo de modelo AIC e BIC, cujos valores sio apresentados na Tabela 11.

Tabela 11 Valores dos Critérios de Selegio do Modelo para a Série Tempral dos Niveis Mensais do Rio
Nilo, em Aswan.

Critério de Selegio AIC BIC

Valor 15.7354 34.6598
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Figura 11 Residuos do Modelo Ajustado & Série Temporal dos Niveis Mensais do Rio Nilo, em Aswan:
(a) fun¢iio de autocorrelagio amostral; (b) fungio de autocorrelagiio parcial amostral.
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Figura 12 Histograma dos Resfduos do Modelo Ajustado a Série Temporal dos Niveis Mensais do Rio
Nilo, em Aswan.

A Figura 12(a) e a Figura 12(b) apresentam as fun¢des de autocorrelagio e
autocorrelagio parcial amostrais dos residuos do modelo. Analisando estas figuras,
observamos que o modelo estd bem ajustado. Observando o histograma na Figura 12,
percebemos que os residuos do modelo ajustado a série temporal possuem distribui¢io
aproximadamente normal padrio com uma varidncia muito pequena com relagdo a 1,0.
O teste de Shapiro-Wilks niio rejeitou a hipdtese nula de normalidade dos residuos (W =
0,999; p-valor = 0,8746).
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6. Conclusoes

Analisamos as estimativas do parimetro de diferenciacdo sazonal D, para o
processo SARFIMA(0,D,0); quando De (-0,50,5 e quando se {23,612},
concluimos que o erro quadritico médio dos estimadores diminui quando o tamanho
amostral aumenta. Para o estmador W o erro quadrdtico médio € menor quanto menor

for a sazonalidade 5.

Entre os estimadores estudados, W possui 0 menor erro quadritico médio, em
todas as variaces de D e s. Mesmo para s grande, onde o erro quadritico médio de W

cresce muito, este ainda assim é o menor.

Os estimadores semi-paramétricos tiveram um comportamento muito semelhante,
para todos os casos estudados, As metodologias robustas apresentaram, em grande parte
dos casos, menor viés do que a metodologia cldssica. Entretanto a metodologia cldssica
apresentou menores varidncia e erro quadritico médio em praticamente todas as

situacoes.

Comparando as duas metodologias robustas empregadas, a metodologia MQP se
comporta melhor do que a MM, quando se trata do viés, da varidncia e do erro

quadrdtico médio.

Nos diferentes valores de a analisados, pode-se perceber apenas uma pequena
diferenca no comportamento da variabilidade dos estimadores. Quando a = 0,7 a
variabilidade é um pouco menor do que quando « = 0,6. Este comportamento s6 foi

observado quando s = {2,3}.
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Anexo A
A.1 Estimadores da Fun¢iao Densidade Espectral

Nesta se¢do, apresentamos o estimador para a funcdo densidade espectral de um
processo estocdstico. Estes resultados sdio muito tteis na se¢fio 3, onde descrevemos
alguns métodos de estimagdo para estimar o pardmetro D do processo
SARFIMA(0,D,0),.

Seja [Xi}iez um processo estocdstico estaciondrio com média p e fungdo de

autocovaridncia, denotada por ¥, (-), absolutamente convergente. Sob estas condigdes,

o processo | X}z possui fungiio densidade espectral dada por

1 ik e
[y (w) = -—Z ¥y (k)e™, parawe (0, 7].

2 keZ

Seja {X,},, uma série temporal gerada a partir de um processo estocdstico
{Xi)iez. com fungiio de autocovaridncia ndo necessariamente absolutamente

convergente. Entao, a fungdo periodograma da série temporal { X, };, é definida por

2

I@)=——[Y X,e™| , para todo we (0, 7]. (A1)
2m |5

Em vista disso, Tukey (1949) propde um estimador para a fungdo densidade
espectral baseado na fung¢io de autocovaridncia ponderada ou suavizada o qual € nio-
viciado e consistente. Neste caso, o processo de suavizagio ocorre no dominio do tempo

e para a obten¢iio do estimador passa-se para o dominio da fregiiéncia.

Seja {X,}], uma série temporal gerada a partir de um processo estocdstico
{Xi}iez- Entdao, o estimador da fungdo densidade espectral, chamado estimador

suavizado de covariancias, denotado por /_(-), € dado por

1 (W)= 1 Z A(ﬁ)?x (k)e™®, para todo we (0, 7] (A.2)
27 m

|l|§m
onde 7, () € a fungio de autocovaridncia amostral dada pela expressdo

u—[k| =, —
?x (k)= : Z(X; = X)(X“;q =X)
=l

n
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m=n" para 0 <P <1le Ax) é uma fungiio par, continua por intervalos de x

satisfazendo as condi¢bes
Ai) 0 A(x)SA0) =1,
Aii) A(=x) = A(x), paratodo x,
A.iii) A(x) =0, para|x>1.
A fungiio A(:) é chamada de fungio de ponderagiio, fung¢io peso ou nicleo.

Note que, pela propriedade (A.iii) da fungfio de pondera¢do, o produto

ALYy, (k) =0, para [kl > m.

A.2 Esperanca e Variancia Condicionais

O teorema, a seguir, apresenta para {X )z, de um processo SARFIMA(0,D,0);,
com sazonalidade s, média zero e De (=0,5;0,5). A esperanga e a varidncia
condicionais que dependem apenas dos valores passados distantes por miiltiplos da

sazonalidade s. Este teorema é importante no método de geracdo dos processos {X;}icz-
Teorema Seja { X}z um processo SARFIMA(0,D,0); com sazonalidade se N — {0} e
De (-0,5;0,5). A esperanga condicional e a varidncia condicional de X,, dado X, I <1,

denotadas respectivamente por m, =EBE(X,|X,,[<t) e v,=Var(X,1X,,l<1), sio

dadas por
m_=0, para¢=1,...,5—1,
k
smy = Z{éx (sk,sj)X ,-;» parak e N,
=1
k .
'fn.\'kfg = Z ¢X ("k * g’ ‘U)X_\J: +o-3f
j=1
e
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g a
V. =0,, parag =1....5—1,

k
v =07 [ (-5 (si. ). parake N,

=

vsk+g = vs.i: 4

onde ! =¢ determina a média e a variincia em defasagens menores que s, r = sk para
defasagens multiplas de s, @, (--) é a fungdo de autocorrelagio parcial do processo

{Xi)ieze 0} éavaridncia do processo ruido branco.

Prova Ver Bisognin e Lopes (2007).
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Anexo B

As Figura 13 & Figura 28, a seguir, apresentam os resultados da estimagio do
pardmetro D dos processos SARFIMA(0,D,0), quando « € {0,6:0,7}, De {(0,2:0.4), n
= 1000, £=2 e re = 1000.

Para melhor visualizagio das comparagdes dos estimadores para cada D, s e a do

processo  SARFIMA(0,D,0)s, apresentamos os boxplot e graficos de média dos

estimadores.
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Figura 13 Estimagao para o parametro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando D = 02,5 =2 , n =
1000, re = 1000, £ =2 ¢ a=0,6.
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Figura 14 Estimagio para o parimetro D do processo_SARF!MA(GD.OJ. quando D = 04,5 =2 ,n =
1000, re = 1000, £ =2¢ u=0,6.
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Figura 15 Estimagiio para o parimetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando D = 02,58 =2 ,n =
1000, re = 1000, £ =2ea=0.7.
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Figura 16 Estimagio para o parimetro D do procésso_SARF IMA(0,D,0),, quando D = 04,5 =2 ,n =
1000, re = 1000, £ =2 ¢ u=0,7.
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Figura 17 Estimagao para o parametro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando D = 02, s =3 ,n =

1000, re = 1000, £ =2c a=0,6.
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Figura 18 Estimagiio para o parimetro D do proccsso_:%'ﬂiRF!MA(O,D.&),'." quando D = 04,s=3,n=

1000, re = 1000, £ =2ea=0,6.
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Figura 19 Estimagfio para o parimetro D do procéss'a_'SARFlMAmj).(J},. tjuando D=02s=3,n=

1000, re = 1000, { =2e a=0,7.
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Figura 20 Estimagiio para o parimetro D do proccssb SARFIMA(0,D,0),, quando_D =04,s=3,n=

1000, re = 1000, £ =2ca=0,7.
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Figura 21 Estimagiio para o parimetro D do processo SAﬁﬁMA{O,D,Ci}; quando D = 02,5=6 sN=

0n | Estimacao
or [ o4B =
os 040
044
bl | 04 - = b= e e
il Biod —p=mitha
02 | 036 I
ol || 03 ; :
% . gEoEzbiieizozig”
* fif“-igEgsgdset
PP F TIPS Pl TR R
Figura 22 Estimagiio para o parimetro D do proccs;o_S‘AR'F}MA(O.D.O),, quando D=04,s=6,n=
1000, re = 1000, £ =2 ¢ a=0,6.
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Figura 23 Estimagio para o parimetro D do procéss_(;_SARF!MAIfﬁ:b',_D},, quam D=02,5=6,n=

1000, re = 1000, £ =2 e u=0,7.
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Figura 24 Estimagdo para o parametro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando D = 02,5s=6 ,n=
1000, re = 1000, £ =2eca=0,7.
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Figura 25 Estimagdo para o parimetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando D = 0,2, s =12 ,n =

1000, re = 1000, { =2 e a=0.6.
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1000, re = 1000, £ =2 e a=0,6.
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Figura 27 Estimagiio para o parimetro D do processo SARFIMA(0,D,0);, q-uariag D= 02, s= l27i =
1000, re = 1000, £ =2eu=0.7.
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Figura 28 Estimagdo para o parimetro D do processo SARFIMA(0,D,0),, quando D

1000, re = 1000, £ =2eu=0,7.
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