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RESUMO

0 objetivo do presente trabalho é determinar
numericamente o perfil de umedecimento em um meio poroso

submetido a um processo de infiltrag¢Zo.

A descri¢3o do movimento transiente de agua em solo
n3o-expansivo é dada em termos da equagZo0 nfo-linear de
Fokker—-Planck ou da equa¢%0 de Richards. As dificuldades na
so0lug830 da equa¢30 s3%0 n8o somente devido aos termos
nfo—-lineares envolvidos mas também as condig®es de fronteira
dependentes do tempo e ao ajuste dos dados experimentais para

Oos paréametros fisicos.

Neste trabalho é considerado um esquema de diferenga
finita de trés niveis para a simulag30 de infiltrag3o em uma
coluna homogénea, semi—-infinita satisfazendo a condig3o de
fluxo constante na superficie. 0 esquema proposto ¢ implicito
com erro de truncamento de segunda ordem no tempo e espago. O
termo convectivo é aproximado por quatro diferentes esquemas.
A influéncia da discretiza¢83o0 da derivada na fronteira também

€ analisada através de quatro esquemas.

Os resultados obtidos na simulag8o numérica pelo
esquema de trés niveis com termo convectivo aproximado por
diferenga ascendente (upwind) e condig8o de fronteira
discretizada com ponto ficticio apresentam melhor aproximag&o
aos perfis de umedecimento experimentais que os obtidos por

esquemas de dois niveis.
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ABSTRACT

The purpose of the present work is to determine
numerically the water content profile in a porous medium

submitted to an infiltration process.

The description of the transient water movement in
nonswelling soil is given in terms of the non—linear
Fokker-Planck equation or Richards equation. The difficulties
in solving this equation are due not only the nonlinearities
involved but also to time-dependent boundary conditions and
to the fitting of the experimental data for the physical

parameters.

In this work, we consider a three-level finite
difference scheme for the simulation of infiltration in an
homogeneous semi-infinite column satisfying constant flux
condition at the surface. This is an implicit scheme which is
second—order accurate in time and space. The convective term
is approximated by four different schemes. The influence of
the discretization of the boundary derivative is also

analysed by four schemes.

The results of the numerical simulation by the
three—-level scheme with convective term approximated by
forward difference {upwind) and boundary condition
discretizated with ficticious point exhibited a closer
approximation to the experimental water content profile than

the ones obtained by two—-level scheme.

- %iv -



Capftulo 1

INTRODUCZAO

1.1. Exposic¢%0 de argumentos

Em obras de engenharia como barragens, fundag¢3es e
pavimentos, a a¢8o destrutiva da &4gua pode ser controlada
através da adog3o de medidas preventivas baseadas no

conhecimento da infiltrag%o e movimento de a4gua no solo.

For outro lado, a captag8o de &agua para consumo
humano ou irriga¢%o de Areas produtivas, bem como a
preocupa¢fo ecoldgica com a contaminagfo da natureza tornam

necessaria a prote¢8o dos lengdis d”&gua subterraneos.

Através da formulag8o de modelos matematicos, os
pesquisadores da aArea de Hidrologia estudam teoricamente o
movimento de Aguas subterraneas e o transporte de poluentes a
ele associado, reduzindo o tempo e recursos exigidos pelos

testes de campo ou ensaios realizados em laboratério.

Recentes resultados na determinagfo experimental de
caracteristicas fisicas do solo associados ao desenvolvimento

de equipamento computacional e métodos numéricos adequados,



possibilitam modelar Aareas de interesse e simular seu

comportamento ao longo do tempo.

Como exemplos de simulag8o0, podemos citar:

a. obteng8o de 4gua em regi®es &aridas ou
centros urbanos;

b. controle do lengol freAtico em Aareas de
prospec¢g8o minerals

c. contaminag3o de lengéis subterraneos por
utiliza¢80 de defensivos agricolas;

d. difus8o de poluentes em depésitos de 1lixo
ou reservatérios de material téxico;

e. altera¢8o do fluxo natural de 4agua em
centros urbanos devido a funda¢®es e tudneis;

f. avaliag¢20o de perdas em reservatédrios de
acumulag8o por infiltrag¢8o no solo;

g.- penetragdo de &4gua em barragenss;

h. drenagem em regides alagadas ou fundag¢dess

i. saturagdo do solo sob pavimentos de rolagem.

Devido a essa variedade de aplica¢®es, esforgos tém
sido realizados no sentido de desenvolver modelos e solugdes

para os problemas citados.

1.2. RevisSo bibliografica

0 fendmeno de infiltrag8oc em meios porosos é
modelado matematicamente pela equago de Fokker—Planck

conforme PHILIP [41]. No mesmo trabalho, ¢é apresentada uma



revisfo de solucBes analiticas e por séries para o problema.
No entanto, novos métodos matematicos ou numéricos tém sido

desenvolvidos e aplicados ao problema em questio.

Para- solug8o da equagdo em regime permanente,
GARDNER [18] propés a linearizag8o do termo difusivo apés a
aplicag8o da transformag3o de Kirchhoff. PHILIP [40] e
WOODING [462] analisando a mesma equagdo com diferentes
condig®es de fronteira apresentaram solucBes analiticas
considerando para a condutividade hidréaulica uma fung¢3o
exponencial da tensZo capilar. Recentemente, seguindo o
conceito de lineariza¢8o, PULLAN e COLLINS [43] simularam o
mesmo problema quase-—linear através do método de elementos de
fronteira (BEM) . Estudando o problema transiente
tridimensional, PHILIP [39] apresentou uma soluglo analitica
através da transformada de Laplace e separac83o de variaveis.
PULLAN [42] simulou o mesmo problema transiente pelo BEM.
Cabe, contudo, ressaltar que a quase-linearizacgfo é

contestada por PARLANGE et al. [36].

A solugd3o da equagdo de Fokker-Planck na forma
transiente e n%o-linear tem sido obtida, principalmente,

através de métodos numéricos de simulaglo.

GIESEL et al. ([19] utilizaram diferencas finitas
para a discretizag3o da equag¢do, sendo o sistema de equag¢gdes
n8o—lineares resultante resolvido através de um esquema
iterativo. HAVERKAMFP et al. [22] apresentaram uma comparagao
de seis esquemas de diferenga finita para simulag8o de

infiltra¢8o unidimensional. Nesses esquemas de dois niveis, O



sistema de equag¢®es discretizadas & linear. MLS [31] também
desenvolveu um esquema de diferenga finita de dois niveis
totalmente implicito, aplicAvel a solos n2o-homogéneos com
diversos tipos de condi¢Bes de fronteira. Um breve resumo de
trabalhos baseados na aplicag¢8o de diferengas finitas e

apresentado por ANDERSON [41].

Métodos combinados de diferenga finita para
discretiza¢lo do tempo e elementos finitos para discretizagfo
do espago foram utilizados por KNABER [27], HUYAKORN et al.
[26]_2 ABRIOLA [1]. Os métodos divergem entre si quanto ao
modo de abordagem da equag2o e quanto ao método de
aproximag¢8o variacional. SCHMID [49] também resolveu por
elementos finitos o problema formulado com base em fungdes de
corrente. HOFFMANN et al. [23] descreveram o desenvolvimento
de um modelo baseado em elementos finitos para simulagZo do
comportamento do len¢gol freatico em uma &rea de prospecgdo

mineral.

Além desses métodos tradicionais de discretizagdo,

foram consideradas outras solug¢des.

VAN DER PLOEG [33] utilizou o sistema §/360 CSMP
para simular o fendémeno de infiltrag3o em uma dimens3o
discretizado através do método de elementos de volume.
WARRICK et al. [&60] desenvolveram uma solug3o adimensional
generalizada baseada na solugfo por séries desenvolvida por
PHILIP [41]. PERROUX et al. [37] apresentaram um método
baseado na relagfo fluxo—-concentragd3o para determinagdo do

perfil de wumidade ao 1longo do tempo. O principio de



restricBes minimas de Bauss foi utilizado por BOUTROS et al
{71 para solug8o aproximada da equag8o em coordenadas

cilindricas.

Recentemente foram apresentadas solug®es analiticas
para o problema. Baseando-se no modelo de fluxo de duas fases
de ROGERS [44], BROADBRIDGE e WHITE [8] desenvolveram uma
solug@o analitica para o problema unidimensional com taxa de
infiltraglo constante na superficie, atraveés de
transformagd®es sucessivas (Kirchhoff, Storm, Hopf, Cole,
Laplace). Em um segqundo artigo, WHITE e BROADBRIDGE [61]
apresentaram aplica¢g®es do método proposto. Ao mesmo tempo,
SANDER et al. [47] apresentaram independentemente raciocinio
anadlogo. Discuss8o em torno do assunto pode ser vista em
SANDER et al. [46] e BROADBRIDGE e WHITE [9?]. Este método foi
extendido por WARRICK et al. [59] para condigdes iniciais e

de fronteira mais gerais.

Uma revis8o dos principais métodos de solug8o do
problema de infiltrag8o no solo ¢ feita no artigo em que

FEDDES [16] apresenta o estado de arte.

1.3 Objetivos

O presente trabalho tem por objetivo contribuir para
o estudo por simulag&o numérica da infiltragélo e
redistribuig8> de fluidos em meios porosos. Nesse sentido,
foi buscado um método alternativo eficiente, porém simples do

ponto de vista matematico e computacional, para a solugfo do



modelo que descreve o fendédmeno.

De forma a eliminar a dependéncia temporal no
desenvolvimento, foi aplicada a transformada de Laplace 2
equag3o n3o-linear, transiente de Fokker—-Planck. A equagZo
transformada foi, entfo, abordada através de outros métodos

conhecidos, resultando em métodos hibridos.

0 método de Adomian [3], que separa os termos linear
e n3o-linear da equag¢3o para integrac2o, necessita de grande
namero de elementos na solug3o por série para a correta
descrigZo da nSo—linearidade do problema. Em consequéncia, a
determinag8o analitica das constantes dos polindmios de

inversfo & dificultada, tornando o método insatisfatério.

Seguindo o mesmo raciocinio, foram consideradas para
solug8o da equag®o transformada, as transforma¢Bes de Storm e
Boltzmann citadas por OZISIK [35]. Ambas s%o inviaveis pois
as relagdes exponenciais entre os parametros fisicos do
fendmeno e a variavel principal n8o satisfazem as exigéncias

do método combinado.

A combinag%o da transforma¢3o de Kirchhoff e
separac30 de variidveis esbarra na n3o-linearidade da equagédo.
No entanto, o método se aplica a equagdes quase-linearizadas

conforme apresentado por PHILIP [39].

Finalmente, foi feita a opg8o por um esquema de
diferenca finita de trés niveis seguindo o método proposto
por LEES [29] para equa¢des parabdlicas quase-—-lineares. A

aplica¢¥o do método ao problema de infiltrag8io em quest3o ¢é



discutida neste trabalho através de diferentes esquemas de
discretizag8o do termo convectivo. Além disso, ¢ feita uma
analise de esquemas de discretizaglo da condigdo de
fronteira. Os resul tados numéricos obtidos foram comparados
com dados experimentais para comprovagfo dos diversos

esquemas testados.



Capfitulo 2

FORMULACAO DO MODELOD

2.1. NogBes fisicas e simplificagSes

2.1.1. Natureza do meio poroso

Os solos s8o caracterizados por descontiﬁuidades na
fase sdélida denominadas poros. Essas descontinuidades de
diferentes formas e dimensfes s8o0 ocupadas por agua e ar
consistindo em um sistema trifasico (FRANCISS [17]) conforme
mostrado na fig. 2.1. Quando a fase 1liquida ou gasosa é
continua formando canais que atravessam o0 meio geoldégico,

este & dito permedvel.

1. Adgua funicular (mével)
2. adgua higroscédpica

X. agua pendular

4. particula sélida

5. bolha de ar

&. pelicula de umidade

Figura 2.1 : Meio poroso caracteristico.



Devido as varia¢cdes de forma, dimensfo e
distribuigZo dos vazios nos meios porosos as formulagdes em
micro—escala n8%o s%o favorecidas. Assim, os parametros
fisicos envolvidos no fendmeno de infiltra¢2o s%o tratados em

termos de valores escalares médios.

A porosidade (n), que é a relagio entre o volume de
vazios e o volume total do meio sélido, afeta diretamente as
grandezas fisicas que descrevem a percolag2o através do
mesmo. Tal ocorre, por exemplo, com o fator de umidade (©) do

solo que determina a gquantidade de agua existente nos poros.

2.1.2. Grandezas fisicas

As principais grandezas fisicas envolvidas s%0 a

vazSo especifica (q) e o potencial hidraulico (9).

A vaz3o especifica (q) & definida como a quantidade
de fluido que atravessa uma superficie de controle de area
unitaria do meio poroso por unidade de tempo, ou seja, ¢ a

taxa de transporte de Adgua através de uma se¢3o de controle.

0 potencial hidraulico (P) representa a quantidade
de energia acumulada por qualquer particula fluida em estado
de repouso ou em movimento. Sequndo a equagdo de Bernoulli,
para escoamento permanente de fluidos incompressiveis e
n8o—-viscosos (sem atrito), a energia da particula por unidade
de peso ¢ dada pela soma das energias gravitacional (z),

piezométrica (p/y,) e cinética (vz/2g). Portanto,



p v
O = e+ Z + (2.1
ry 29 )
onde p — press3o hidrostatica

¥y — peso especifico do fluido (agua)

v — velocidade de escoamento do fluido

g — acelerag3o da gravidade

z — altura da particula em relag8o a um nivel de
referéncia

Em escoamentos lentos (10‘9 < v <1072 m/s segundo

FRANCISS [17]) a energia cinética pode ser desprezada em

presenga das demais. 0O potencial hidraulico simplificado fica

@ =y + z (2.2)
sendo y = —;— a tens8o capilar discutida em detalhe por
v

CHILDS [14]. De acordo com PHILIF [41] e ANDERSON [4], nessa
aproximag¢2o foram negligenciados os potenciais de absorgZo,

quimico, de press2o osmética e térmico.

A taxa espacial de dissipag3o de energia devido A&
resisténcia viscosa define o gradiente hidraulico. Em 1856,
durante a realizag¢8o de trabalho experimental em Dijon, Darcy
constatou a dependéncia quase linear entre a vaz2%o especifica
e o0 gradiente hidréaulico. Introduzindo (=] fator de
proporcionalidade (K), inicialmente conhecido como
coeficiente de permeabilidade, foi. estabelecida a relagélo

conhecida como " lei de Darcy *



q=-K.V® (2.3)
sendo a — vaz&o especifica

K - condutividade hidraulica

ve — gradiente hidréaulico
HARR [21]1 mostra que para as condigdes de escoamento

existentes no solo com Re<l, a lei de Darcy se aplica na

maioria dos casos.

2.2. Modelo matematico

o movimento de aAgua no solo é modelado
matematicamente pela combinag¢3o dos principios da conservagio
da energia representada pela equagdo do escoamento e da
conservagio da massa representada pela equagio da

continuidade.

Conforme apresentado no apéndice A, a equagioc do
escoamento é aproximada pela lei experimental de Darcy. Por
outro lado, a equagio da continuidade, desenvolvida no

apéndice B é dada por

T = —Vq (2-4)

Combinando as equag®es (2.3) e (2.4) resulta

-g-f_— = v[x.va] (2.5)



Substituindo a expressio (2.2) do potencial

hidraulico na equag¢8o (2.35), obtém-se

%%- = v[x.vw + z)] (2.6)
ou
do oK
22 = v[k.oy] + 2K (2.7)

Esta equa¢2o ¢é vAalida para solos homogéneos e
heterogéneos conforme ANDERSON ([4]. Contudo, para solos
homogéneos e isotrépicos é possivel reescrever a equag2o de
uma forma mais tratAvel no sentido de dependéncia de apenas

uma variavel.

A lei de Darcy foi observada experimentalmente para
solos saturados. No entanto, em solos n8o-saturados a
condutividade (K) bem como a tens2o0 capilar (y) dependem do
fator de umidade (®) no solo. Desprezando a existéncia de
histerese na determinag¢2o das relagdes fisicas, os parametros
K e © podem ser expressos por fungdes de w. Portanto, a

equag8o (2.7) pode ser dada por

de dy dk(y) &8y
o LR R (2-8)

Definindo a capacidade hidraulica como

Cly) = —— (2.9)



a equagfo (2.8) resulta na equag3o de Richards

K (y)
V[K(W).Vw] + 3z (2.10)

C(y) -%%—
De forma alternativa, definindo a difusividade hidraulica
D(e) = K(e). ¥ (2.11)
- de -
a equa¢l0 (2.7) pode ser reescrita como

s _ K (©)
- = V[D(e).Ve] i (2.12)

Esta equa¢80 ¢ conhecida como eguag8o de Fokker—-Planck e
surge, também, na forma linear em problemas de transmiss8o de
calor com fonte mével ou difus3o sob influéncia de forgas
externas de acordo com PHILIP [41]. Assim, a teoria de
movimento de fluido em meios porosos faz parte da teoria

geral de difusfo em campos potenciais [14].

2.3. Aplicabilidade do modelo

A utilizag3o deste modelo na simulagdo de fendmenos
reais ¢ condicionada pela determinag83o das correlag8es entre
K, © e y para cada tipo de solo. Inameros trabalhos tém sido
realizados com o objetivo de desenvolver métodos de ajuste
dos parametros fisicos. Nesse sentido servem como referéncia
inicial os artigos de BROOKS e COREY [11], PERROUX et al
[38], HOGARTH e PARLANGE [24], VAN GENUCHTEN [56], ZACHMANN

et al [63]1, RUSSO [45], LIBARDI et al [30], WAGENET e
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ADDISCOTT [581, MULLA [32]1, NAKANO et al [33].

Outra dificuldade ¢é¢ a forma de abordagem do
comportamento histerético nas relagdes K- ou e~y observadas
experimentalmente por VACHAUD e THONY [54]. Segundo ANDERSON
[4], a histerese observada no comportamentoc da condutividade
é suficientemente pequena podendo ser desprezada na maioria
das aplica¢g®es. Foi observado, ainda, que o comportamento
histerético ¢é mais pronunciado em solos arenosos que
argilosos e que em vista da variabilidade do solo as relagdes

médias entre © e y s3%o0 consideradas satisfatdérias.

Embora as equagdes (2.10) e (2.12) sejam
equivalentes, a equag8o (2.10) apresenta a vantagem de ser
aplicavel a todo o dominio, incluindo zonas saturada e
n3o—-saturada distintas. Além disso, em solos multi-regides
(camadas), a tensZo capilar (y) & uma fungfo continua, o que
n3o ocorre com o fator de umidade (©). Em problemas em que a
superficie do solo é coberta por uma camada de 4&gua, a
pressf8o hidrostatica decorrente também pode ser considerada

na equagfo (2.10) através de y.

Cabe ainda observar que o modelo descrito ni3o
considera o fenémeno do surgimento de canais de escoamento
preferenciais (conhecidos na literatura {52] como fingers).
Esses canais se formam em meios ndo—saturados na regi%o de
avango da fronteira de umedecimento devido & instabilidade
nas interfaces soclo—-aqua provocada pela resisténcia do ar

confinado .



Capftulo 3

APROX IMACXO NUMERICA

3.1. Introduc3o

Além dos problemas de ajuste dos parametros fisicos
citados no capitulo 2, as dificuldades na solug3o do problema
apresentado devem—se, também, 2 n3o-linearidade da equaglo
que descreve o fendmeno e, em certos casos, & variag3d3o no
tempo das condigd®es de fronteira. Devido a isso, solug8es

analiticas s%o obtidas somente para casos especificos.

Neste capitulo é apresentada a aplicag3o do método
de diferenga finita de trés niveis proposto por LEES ([28,29]
para equa¢des parabdlicas ao problema em quest3o. Esse método
foi aplicado em problemas de condu¢3o de calor com parametros

dependentes da temperatura por BONACINA e COMINI [5,6].

Segundo conhecimento do autor, o esquema proposto
ainda n8o foi utilizado em equa¢des que apresentam um termo
convectivo (como ocorre, neste caso, devido a4 influéncia da

gravidade).

A analise em quest3o foi desenvolvida, inicialmente,



para a equag¢Zo do escoamento

vertical.

3.2. Desenvolvimento do esquema

unidimensional na direg3o

Aplicando o esquema de Lees na equag¢io (2.10), para

(z,t) e R

resulta :

n+i,m+1
Cly]) Sz = & [K(w])8,9]] = ZIK(¥)] (3.1)
IOV I | i1 i i-

onde s S TR SR & (3-2)

e £ & um operador de diferenga a ser discutido. &, e &,;, sfo

os operadores de diferen¢a central usuais [12,15] e

j*1

-1

n+i,m+i
é o dominio discretizado que segue:
| | |
é O - a determinar
N e S G e X — conhecidos
] ] ] R
i-1 i i+a z
discretizado.

Figura 3.1 : Dominio Rn

+1

;m+i

Desenvolvendo os operadores de diferenga em um ponto

i genérico (z = i.Az) num determinado instante j (t = j.At),

obtemos:



iva_ i-t o - oo
C ()it i 1 j Vieam ¥i 1 Vi®m ¥Vios
v 2 At Az i+1.-2 Az i—1-2 Az
- EIK(y)D] . (3.3)
A equag8o (3.3) pode ser reescrita como :
. . o + . . . .
Cph. i ™ty = 28k [(w’.*‘ Y A TR T O I
1 1 X AZz 1+4 1 1+1 1

- 2.At.t’[K(w‘:)] (3.4)

. v ¥
sendo k= Ky, ) =~ K[ ”‘2 i ] (3.5)

K= K(y’ ) =~ K[ - il } (3.6)

i-1/2

Nessa aproximag8o a equagio discretizada foi
linearizada pois os parametros fisicos K(y) e C(y) no
instante t+At s80 determinados para valores de y calculados
no instante anterior. Desta forma, ¢ evitado o problema de
so0lug8o iterativa de um sistema de equa¢des nZo-lineares. A

aproximag¢do de K+ e K através da média aritmética dos pontos



vizinhos n%o altera a ordem de erro de truncamento do esquema.

0 termo convectivo, correspondente ao operador £,
foi discretizado por 4 esquemas distintos que estio
apresentados no apéndice C. O esquema (1) segue a
discretizag8%0 proposta por Lees. 0 esquema (2) wutiliza
diferenga ascendente (upwind), o esquema (3), diferenga
central e o esquema (4) considera a derivag2o implicita da
condutividade. Nesses esquemas a discretizag8o no instante
t+At é& feita na forma explicita, isto &, envolvendo somente

valores determinados no instante anterior.

0O sistema de equa¢gdes lineares resultante da
discretizag2o da equagZo nos pontos internos do dominio

espacial pode ser escrito na forma matricial

[A(wI )] {pi*t) = {E(yI ,pi-1)} (3.7)
ou

[ do ao yo }J+1 [ co
bs di1 a1 w1 cs
bz dz a2 w2 c2
bs ds as ws cs

1 = ] [ (3.8)

bi di ai Wi ci
| dn L yn L €Cn

onde, para i = 1,...,n-1 :



ai = - K' (3.9)
bi = - K (3.10)
di = K' + K+ c(yph) . (3.11)

Lt i IETSRN LTV IRNCY BT
ci =K [w’iu vir Y v )] K [(WJ; ¥t

+ (- w’::)] + e - 3.8z gk
(3.12)

_ 3 Az2

A = ~ 5t (3.13)

Express®es para os élementos ao, do, co, dn e cn das
matrizes A(nxn) e E(nxl), dependentes das condi¢8es de
fronteira e de sua discretizac¢8o, s80 apresentados na seg¢8o
3.3. A matriz tridiagonal resultante pode ser invertida de
maneira eficiente pelo algoritmo de Thomas [34] para n=100.
Para valores de n>100 deve ser usado um método iterativo [50]

(por exemplo, Gauss—-Seidel com sobre-relaxa¢3o [25]).

0 esquema de diferenga finita de tréc niveis
desenvolvido é convergente com erro de truncamento de
0(AtZ ,Az2) conforme apresentado no apéndice E. Nesse apéndice

também é discutida a estabilidade condicional do esquema.



X.3. CondicBes de fronteira

Neste trabalho, foi considerado um meio

semi—-infinito com umidade inicial uniforme

¥ = ys ,t=0,zZO (3.14)

submetido a uma taxa de infiltrag¢3o constante na superficie

oy

K(y) — K(y) 3 ~ 9, s £t >0, z=0 (3.15)
A equag8o (3.13) pode ser reescrita como

& _, _ _To t>0, z=0 (3.16)

9z K{y) ’ ' :

Para completar a formulag3o matematica do problema
descrito por uma equag¢3o de 2° ordem ¢ necessaria mais uma
condigd0 de contorno. Portanto, ¢ estabelecida a condiglo
fisica de que a tensZo capilar no infinito n%o se altera, ou

seja,

Y= e s £t >0, z 9w {3.17)

resultando para as matrizes A e E da equag3o (3.8)

dn = 1 (3.18)
Cn = ye (3.19)
EScora D
' OF ENGEN
BIBLIopg. .y HLA



A condig3o de fronteira na superficie é considerada
dependente do tempo pois a tensfio capilar do solo na
superficie ¢ variavel antes de ser atingido o estado de
equilibrio. A influéncia da discretizag8io da derivada na
fronteira foi analisada através de quatro diferentes esquemas

discutidos a seguir.

No esquema (1), a fronteira foi discretizada através
de um esquema de diferenga ascendente de erro de truncamento

de 0O(AzZ?)

. e, t1 A N |
oyt A A q

- _ o
= = Y = Ry (3-20)

0 que resulta nos seguintes valores para aoc, Co €& do das

matrizes A e E

ao = d1 + 4.a (3.21)
qo

Co = Cc1 + a1.[ 2.Az.( 1 — —E-z—w-cj,-,— )] (3.22)

do = b1 - 3.a1 (3.23)

No esquema (II) a continuidade da fung3o y(z,t)
entre a fronteira e o dominio foi garantida através da
discretizag2o simultanea das equagdes (3.1) e (3.16) na
superficie utilizando um ponto ficticio externo, conforme a

figura 3.2.



—  jT==1 (pOnto ficticio)

z=0 i=0 (superficie)
i=1
i=2

Figura 3.2 :Esquema (II) de discretizac33o da fronteira.

A equag3o (3.16) & discretizada no ponto z=

utilizando diferenga central

- e
o't ¥4 Sty o ey (3.24)
dz 2.Az E(w;T_

ou
It o I o Az (1 - ——22j ) (3.25)
-1 1 K(wor

Substituindo (3.23) na equag3o (3.4) discretizada para o
ponto z=0, o ponto ficticio ¢ removido e os valores de ao, Cco

e do, apds algum algebrismo, s8o dados por

a0 = — (K + K ) (3.26)
co = (K + K7). [ (wi - V’i) + (wi“‘.. wi_‘)] - 3az.(k" - KD
_ q q . .
- 2Az.K .[2.(1 - —) (1 - — )] + yl o)
K(y)) K(w)™ ) ° °

(3.27)

do = K' + K+ C(wi).)\ (3.28)



sendo K = K(wi). Esse deslocamento para o cAlculo de K e
necessario pois o ponto i=-1 ¢é ficticio e a equag¢fo (3.6) nfo

pode ser aplicada.

No esquema (I1I1), todo o processo descrito
anteriormente ¢ repetido fazendo K+ = K(wi) para acompanhar o

deslocamento feito na determinag¢8o de K .

No esquema (IV), a condig¢8o de fronteira (equag8o
(3.16) ) foi substituida diretamente no processo de
discretizag3o de Lees conforme mostrado a seguir.
Desenvolvendo os operadores de diferenga 46, da equag8o (3.1)
por diferenga ascendente para o ponto z=0, obtém-se:

j+1 j—1
) ) 1

Kwlr- k(y!)

j _ PP e B
Cy)) AT Az [K‘VQ)‘SV’: K(wo)éwo] Az

(3.29)

Por outro lado, a equag¢8o (3.16) também pode ser

aproximada pelo operador &,

6.0 = O _ 4 _ _o (3.30)
¥, = 3z o -

Substituindo a express8o (3.30) na equag¢8o (3.29), resulta

ao = - K(y)) (3.31)

co = K(w:).[ (w: - w;) + (wi—’- wi-’)] + wi". C(w:).x -

- 3.Az.[ K(y)) - qo] (3.32)

do K(wi) + cwi).x , (3.33)



Capfitulo 4

MEIO POROSO SIMULADO

0 teste de um métaodo numérico geralmente ¢ feito
pela comparag8o dos resultados da simulag8o0 com dados

experimentais obtidos em ensaios de laboratério.

0 método proposto foi aplicado a areia para a qual
HAVERKAMF et al [22] realizaram medidas experimentais do
fator de umidade e da tensZ%o capilar. As condig¢des inicial e

de fronteira do experimento foram

yw = —61.5 cm s £t =0, 02z <70 cm
g.= 13.69 cm/h s >0, z=20 (4.1)
w = —61.5 cm s £ >0 , z =70 cm

As relagdes entre condutividade hidraulica (K),
fator de umidade (©) e potencial capilar (y) foram ajustadas

pelas seguintes expressdes

K(y) = Ks £ = sKe = 34 cm/h (4.2)
B+ Iyl = 1.175 x 109
€1 = 4.74



. (&8s — ©r)

e(y) = =3 + es s©r = 0.0735 (4.3)
o + Iyl es = 0.287
a = 1.611 x 10°
€z = 3.96
sendo Ks — condutividade do solo saturado
©s — fator de umidade do solo saturado
er — fator de umidade residual (higroscépica)
B3, a, €1, €2 — constantes de ajuste

Nas figuras 4.1 e 4.2,

respectivamente, s8o

apresentadas as curvas de correlagd3o de K(y) e o(y).

Os

longo do tempo foram apresentados no artigo

perfis de umedecimento medidos no experimento ao

citado podendo

ser usados para a verificag8o do método numérico discutido.

Figura 4.1 :
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Curva de correlacS%o entre condutividade (K) e

tens%o capilar (y) dada pela express3oc (4.2).
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Figura 4.2 : Curva de correlﬁc!o entre fator de umidade () @

tens¥o capilar (y) dada pela expressio (4.3).



Capitulo 5

RESULTADOS NUMERICOS

S.1. Parametros de simulac¥o

Os esquemas discutidos no capfitulo 3 foram testados
atraves da simulag8o da infiltragZo e escoamento de 4gua em
uma coluna de areia sujeita as condi¢®es 1iniciais e de
contorno dadas pelas equagdes (4.1). Os parametros fisicos do

meio poroso (areia) s3o descritos pelas expressdes (4.2).

0 processa foi simulado até 2880 sequndos (0.8
horas) de infiltrag2%o sendo a variavel temporal discretizada

em intervalos At=5 seq.

0 dominio espacial foi discretizado em intervalos
Az=1 cm. Para reduzir o tempo de execug8o, a simulagZo de
cada esquema foi iniciada com apenas 5 pontos da malha na
diregc3o0 z e a ampliag3o da mesma ocorria de modo a acompanhar
o avan¢o da fronteira de umedecimento com o decorrer do

tempo.



5.2. Esquemas de discretizacSo do termo convectivo

Na simulag80 dos esquemas apresentados no apéndice C
a condi¢Z%0 de fronteira na superficie foi discretizada de

acordo com o esquema (1) desenvolvido na se¢2o 3.3.

Nas figuras 5.1 a 5.4, os perfis de umidade
calculados pelos diferentes esquemas de discretizagfo do
termo convectivo s3o0 comparados com as curvas experimentais
de HAVERKAMF et al [22] para determinados instantes do

processo de infiltrag¢8o.

Na tabela 5.1, est8o apresentados o tempo
computacional de simulag¢8%o e o balango de massa ao final do
processo de infiltrag%o para cada esquema. 0O balango de massa
é dado pela diferenga percentual entre a quantidade de 4agua
na coluna, segundo o perfil de umidade calculado, e a agua

teoricamente infiltrada pela superficie com taxa constante.

Tabela 5.1 — Balan¢o de massa & tempo de execu¢3c para 0.8
horas de infiltracZo simulada através dos esquemas

de discretiza¢%o do termo convectivo (apéndice C).

esquema de discretizaclo

1 2 3 4

balang¢o % 0.97 0.24 31.51 33.01

tempo seg 343 409 488 502




umidade (cm¥cmd

N

(cm)

d

profundlidade

)]

experimental.
lees (1) — o .

Figura 5.1 1 Perfis de umidade calculados pelo esquema 1

(termo convectivo discretizado por Lees) comparados
com dados experimentais.



umidade (cm¥cmd)
(o) .1 . 2 .3

N

(cm)

d

profundidade

experimental.
ascendente (2) & o

Figura 3.2 1 Perfis de umidade calculados pelo esquema 2
(termo convectivo discretizado por diferenca

ascendente) comparados com dados experimentais.



umidade (cm¥cml)

N

(cm)

d

profundidade

)]

experimental.
centrsl (3) . —.—..

Figura 5.3 1 Perfis de umidade calculados pelo esquem:s 3
(termo convectivo discretizado por diferenca central)

comparados com dados experimentais.



umidade (cm¥cmd
(o) . 1 .2

N

(cm)

d
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der. impl. (4) . _____ -

- 32_

Figura 3.4 1 Perfis de umidade calculados pelo esquema 4

(termo convectivo discretizado com derivac3o

implicita) comparados com dados experimentais.



Os resultados calculados pelos esgquemas (1) e (2)
(figs. 5.1 e 5.2, respectivamente) est30 de acordo com os
dados experimentais, particularmente na descrig¢fo do avango
da fronteira de umedecimento. 0O afastamento entre as curvas
experimentais e calculadas, principalmente na regi3o de teor
de umidade mais elevado (~0.25-0.246), ocorrem, provavelmente,
devido a incertezas no ajuste dos parametros fisicos. 0O erro
de menos de 1Z no balango de massa é considerado
satisfatério. 0 esquema (1) em termos de tempo de
processamento ¢ melhor, porém o balango de massa indica um

erro de aproximagfo maior que no esquema (2).

Por outro lado, os esquemas de discretizag8o (3) e
(4) (figs. 5.3 e 5.4, respectivamente), n3o descrevem
corretamente o fendmeno de infiltrag3o e redistribuig¢Zo de
4gua no solo. A observagdo ¢ comprovada pelos erros de mais

de 30%Z no balang¢go de massa.

O erro observado na discretizag¢fo (3) ocorre devido
ao esquema de aproximag&o do termo convectivo. GREENSPAN e
CASULLI [20] mostraram matematicamente que o0 esquema de
diferenga finita central ¢é condicionalmente estavel para
equa¢des com termo convectivo. BROOKS e HUGHES [10] também
observaram que o0s resultados obtidos com a discretizag3o por
diferenga central sZ%o inadequados devido a oscilag8es
espdrias na solug8o. Esse fato ocorre face a nZo—-simetria da
matriz de discretizag8o introduzida pelo termo convectivo. 0O
problema de instabilidade numérica constatada ¢ resolvido

discretizando o termo convectivo por esquemas ascendentes
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(upwind) [10, 20].

Na simulag¢do considerada (3), a aproximag8o por
diferenga central em um deterﬁinado ponto introduz, no termo
convectivo da equagfo, informagZ%o de um ponto anterior (mais
préximo da superficie portanto com fator de umidade (o)
maior). Esse ponto apresenta condutividade mais alta e, em
consequéncia o resultado final ¢ um aumento da velocidade de

avango da fronteira de umedecimento, conforme observado.

A discuss3o apresentada nos paragrafos anteriores
também se aplica ao esquema (4). Além disso, o incremento no
erro deve-se, possivelmente, & utilizag8o da derivada da
expressfo (4.2) que descreve a condutividade (K) como fungZo
da tens3o capilar (y¢). No capfitulo 2 foram discutidos os
problemas para utilizag3o do modelo matematico devido,
principalmente, & dificuldade de ajuste dos parametros
fisicos envolvidos. Evidentemente, n3o dispondo de dados
experimentais relativos a gradientes, a descrigfo da derivada
no esquema numérico € aproximada e os erros introduzidos na

simulag3o s3o maiores.

5.3. Esquemas de discretizacX¥o da fronteira

Os esquemas de discretizagio da fronteira
apresentados na seg@o 3.3 foram testados utilizando o esquema
(1) do apéndice C pa-a a aproximag8o0 do termo convectivo nos
pontos interiores do dominio espacial. A comparag2o entre os

perfis calculados e as curvas experimentais s8o0 apresentados



nas figuras 5.5 a 5.8. A figura 5.5, referente ao esquema (1)
foi obtida pelo mesmo esquema (1) da se¢fo anterior, contudo
foi repetido nesta se¢fo para facilitar a comparac¢fo entre os

vArios esquemas.

Os tempos de simulag8o e o balango de massa ao final

do processo de infiltra¢8o s3o0 dados na tabela 5.2.

Tab. 5.2.— Balan¢o de massa e tempo de execuc¢3o para 0.8
horas de infiltrac3o simulada através dos esquemas

de discretiza¢3o da cond. de fronteira (Sec30 3.3)

esquema de discretizac¥o
I Il III Iv
balangco % 0.97 ~0.21 0.66 1.71
tempo seg 345 3446 350 353
Conforme se observa, todos os esquemas s8o

operacionais e descrevem adequadamente o fendmeno. Contudo,
os resultaqos obtidos diferem entre si, o que justifica a
preocupagdo na escolha do esquema de discretizag8o na
fronteira. A curva que mais se aproxima dos valores
experimentais & dada pelo esquema (II) (fig. 5.6), o que se
comprova, também, pelo balan¢o de massa (—-0.21% de erro). Em
termos de tempo de processamento, os esquemas s3o

equivalentes, conforme a tabela 5.2.
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5.4 Comparac3o com esquemas de dois niveis

Na fase final do trabalho foi estruturado um esquema

de discretizag3o baseado na combinag3o das diferentes
alternativas propostas. Considerando as discuss8es
apresentadas nas se¢des 4.2 e 4.3 e navas simulag¢gdes

realizadas, optou-se pelo esquema (2) (termo convectivo
aproximado por diferenga ascendente ) parab discretizag8o do
dominio e pelo esquema (III) (com ponto ficticio) para

discretizag¢3o da condig3o de fronteira.

Fara avaliar a eficiéncia computacional do esquema
foram utilizados os resultados de um método de diferenga
finita de dois niveis como comparagZo. 0 método denominado
h-implicito por HAVERKAMP et al ([22] ¢ apresentado no

apéndice D.

Ambos os métodos foram simulados utilizando os
mesmos parametros fisicos e intervalos de discretizaglo

citados na seg8o 4.1.

Na figura 5.9, os resultados de simulag¢8o obtidos
pelos métodos de dois e trés niveis s80 comparados com os

dados experimentais .

0 tempo de processamento bem como o balango de massa
para cada instante apresentado na figura 5.9 s8%oc dados na

tabela 5.3.



Tab. 5.3.—- Balanco de massa e tempo de execu¢So para 0.8
horas de infiltrac3o simulada através dos esquemas

de dois e trés niveis.

esquema de discretizac3o
instante
simulado trés niveis dois niveis
(segs) balanco % tempo (s) balanco % tempo (s)
360 7 .86 14.7 &.79 13.4
720 3.00 42.4 3.00 39.1
1080 1.55 80.5 1.82 74.1
1440 0.88 128.3 1.24 117.9
1800 0.49 185.8 0.90 170.3
2160 0.24 252.9 0.48 231.4
2520 0.06 329.8 0.52 300.9
2880 0.08 416.2 0.40 379.0

Verifica—se que os resultados obtidos pelo esquema
de trés niveis aproximam—se mais das curvas experimentais que
os do esquema de dois niveis. 0Os balangos de massa para cada
instante considerado também comprovam essa observag8o.
Contudo, o tempo computacional necessario para o esquema de
trés niveis ¢ maior e a programag% ¢é um pouco mais
trabalhosa, além de requerer mais espago de memédria do

computador.
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Capfitulo 6

CONCLUSDES E RECOMENDACUES

Com base no trabalho apresentado, conclui-se que o
método de diferenga finita de trés niveis proposto por Lees
apresenta vantagem na simulag83oc de  fendédmenos de difusi3o
descritos por equagdes que apresentam termo convectivo. Em
comparagdo com esquema de diferenga finita de dois niveis, o
esquema de trés niveis apresenta resultados percentualmente
mais precisos. No entanto, o esforgo computacional & maior,
sendo o tempo de processamento (CPU) da simulag8o aumentado

em aproximadamente 10%.

0 esquema de discretizagZo do termo convectivo tem
importancia fundamental na solu¢fo, podendo, em certos casos,
gerar resultados totalmente errados. A discretiza¢Z%o por
diferenga ascendente (upwind) apresentou melhores resultados
em termos de precis8o, o que confirma as afirma¢des

encontradas na literatura [10,20].

Em simula¢g®es com condigBes de fronteira que
apresentam derivada da fung3o (como neste caso, devido a taxa
de infiltrag82o constante na superficie), a discretizag8o deve

ESCOoLA DE L. LBAALA
BIBLIOTEGA



ser feita de modo a assegurar a continuidade da fungZo entre
fronteira e dominio espacial. Isso pode ser feito
discretizando, no ponto da fronteira, a equag3o que descreve
o fentmeno e a condig3o de fronteira simul taneamente.
Verificadas essas condi¢8es, os resultados obtidos foram

considerados excelentes.

Fara a continuidade deste trabalho, o esquema deve
ser generalizado para simulag8es em duas ou mais dimensdes.
BONACINA e COMINI ([6] apresentaram um desenvolvimento
tedrico do esquema de trés niveis para problemas de
transmiss3o de calor em duas dimensdes. Além disso, o esquema
deve ser avaliado para outras condig@es de fronteira como,

por exemplo, com tens3o capilar constante na superficie.

Seguindo essa linha de pesquisa, o mesmo fendmeno
pode ser estudado partindo de conceitos da teoria de

fronteira mével [53,571].

Pode-se, também, abordar o problema através da
aplicagso da transformada de Laplace na variavel temporal.
Desse modo, o processo iterativo necessario nos métodos em
que o tempo ¢é discretizado em pequenos intervalos é evitado.
Além disso, as limitag®es na discretizag2o impostas pelas
condigdes de estabilidade e critérios de erro s3o atenuadas.
A equagldo transformada ¢, entZo, abordada por outros meétodos
de solug8o para o dominio espacial como, por exemplo,
elementos finitos ou diferengas finitas. Esses métodos
hibridos representam, atualmente, uma promissora tendéncia

[13])]. Resultados preliminares com a aplicag3o de diferengas



finitas na equag8o transformada indicam a viabilidade dessa

proposta para o problema apresentado.
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Apéndice A

CONSERVACXO DA ENERGIA

Equac3o do Escoamento

0 principio da conservag8o da energia pode ser
desenvolvido a partir do balango das forgas atuantes sobre um

volume de controle do meio considerado.

— (p + g% %)AyAz

/ /
e Ax)AyAz -—]-—--o -G s

P =-3x =

—_
AN
Y

-4

pad

Figura A.1: Volume de controle e forcas atuantes na dire¢¥%o x

Assim, a equaglo de escoamento é derivada da 2¢ Lei
de Newton [48] a qual estabelece que o produto da massa pela
acelerag8o de um corpo & igual a soma das forgas atuantes
nesse corpo. Em escoamento de fluidos s80 consideradas as
forgas de contato (pressfo hidrodinamica e atrito viscoso) e

as forgas de campo (gravidade).

Sendo “p” a press3o no centro de gravidade (G)
dc elemento, a resultante hidrodin&mica (H,) segundo a
direg¢80 x resulta da diferenga das forgas atuantes nas faces

YZ segundo a figura A.1l



H, = (p — g%%)AyAz - (p + g%%‘myz\z == Fg &V

onde AV = AxAyAz ¢ o volume elementar.

A oposig83o0 ao movimento por unidade de massa

as forgas viscosas é dada por:

Fx = w p, AV Ry

sendo w - porosidade do meio

pv — densidade do fluido

(A.1)

devido

(A.2)

R, — resisténcia ao fluxo na direg3o x (esforgos

normal e de cisalhamento devido A4 viscosidade).

Portanto, para a direg3o x, a 2% Lei de

é expressa por

mV ax = Hx + Fx
ou w p, AV —g%ﬁ = - —g&- AV + w p, AV R,
em que a, — aceleragfo do fluido na direg3o x
v, — velocidade do fluido na direg3o x

A equag3o (A.4) pode ser reescrita como

3t - " B, T @R

Newton

(A.3)

(A.4)

(A.D)

Para a direg2o0 Yy, o raciocinio ¢ analogo. No



- 54 ~
entanto, na dire¢3o z atuam também a forga da gravidade (g)

- wp, AV g (A.6)
e a reag8o da fase sélida ao empuxo hidrostatico

- (1 - w) p, AV g (A.7)

sendo a resultante das forgas de campo (C,) atuantes no

fluido dada por
C, =-wp, AVg - (1 - w) p, AVg=-p, AV g (A.8)

Considerando a ag8o da gravidade, a lei de Newton na

direg8o0 z resulta em

2, _ _ ap _
o -y L (A-7)

Portanto a equag8o0 geral do escoamento na forma

vetorial & dada por

4q _ _ 1 _ -
= .—pva + o R g (A.10)

Contudo, conforme apresentado na se¢fo0 2.1.2, o

potencial hidraulico é dado por © = L 4+ (eq. 2.2). Assim,

w

VO = V(%) + 1 (A.11)

w

e a equagio (A.10) pode ser reescrita como

1 &g - w.R
- 3 = Vo + - (A.12)



Considerando as condigdes naturais de escoamento no
solo (regime laminar e lento com Re<l), pode—se admitir duas
hipédteses [17] :

1. a velocidade de escoamento ¢ suficientemente

baixa para que a variag¢8o da vaz8o especifica ao

longo do tempo possa ser desprezada

%.‘g_ ~ 0 (A.13)

2. a resisténcia viscosa por unidade de peso é

proporcional a velocidade média de escoamento

v __ K
- = < | (A.14)

o fator de proporcionalidade ¢é a resistividade

hidraulica (inverso da condutividade).

Substituindo as simplificag®es fisicas (A.13) e (A.14) na
equacio do escoamento (A.12) resulta a lei experimental de

Darcy

V8 = w (- -‘é—) (A.15)

ou

q=-KVW (A.16)

Essa simplificag8o & comprovada matematicamente por
HARR [21]1. De forma aproximada, a lei de Darcy representa a
equivaléncia macroscépica estatistica das equagdes do
movimento de Navier—-5tokes para o escoamento viscoso de 4gua

no solo em regime lento.



Apéndice B
CONSERVACXD DA MASSA
Equac8o da Continuidade
0 principio da conservag3o da massa pode ser

desenvolvido a partir do balango de massa em um volume de

controle.
(Puay ) Ay Az 1L ::6 SN +ax Py aya
Puayx ) Ay 2z 1T Lol Pvax % yaz

—
N
AN
£y

Figura B.1 1Fluxo em um volume de controle na direc¢lo x.

Sendo a entrada total de fluido através da face YZ,

préxima a origem (fig. B.l1l) dada por

Puv Qx By Az (B.1)

e a saida através da face oposta dada por
[oy Gy + gépq“)Ax] AyAz, (B.2)

o0 ganho de fluido ao longo do tempo na direg8o x resulta em

a( ) a( )
Pulx AyAzAt — [poqy + E;Eﬂq* Ax1AyAzAt = - s;eﬂq* AVAt (B.3)



Da mesma forma, os ganhos nas diregBes y e 2z s8o

expressos por

a(pvay)
- AxAyAzAt B.4
¥ Y (8-
_ 9(puaz)

-3 AxAyAzAt (B.5)

Pela equag¢3o da continuidade, o ganho através das
faces determina uma variag3o da quantidade (massa) de fluido

no interior do volume de controle. Assim,

é(m,) - -
y T At V.(po, q) AVAL (B.6)
Porém, a massa de fluido em solo n3o—-saturado ¢ dada por

m, = p, © AV (B.7)

onde © ¢ o fator de umidade volumétrico. Logo, a equag8o

(B.6) pode ser reescrita

3p, © AV)

3t = - V.(p Q) AV (B.8)

Tratando—se de escoamento de fluido n8o—compressivel
(py = cte.) em meio n3o- expansivo (AV = cte.), a equag8o da

continuidade resulta em

g-‘,:- = - VD) (B.9)



Apéndice C

TERMO CONVECTIVO

Esquemas de Discretizac3o

0 termo convectivo correspondente ao operador ¢

introduzido na equag8o (3.1) foi aproximado pelos seguintes

esquemas de diferenga finita

1. Esquema de Lees: f(K(w:)) = (C.1)

Kyl ) - mwf)

2. Diferenca ascendente: z(x(wf)) = — (C.2)
| jy L KL S KD
3. Diferenga central: E(K(wi)) = 5hz (C.3)
) dK(w‘ii) wi+1— wf—i
4. DerivagZo implicita: E(K(wi)) = 35 =3z
{C.4)

Na simulag8o através dos esquemas acima citados, a

fronteira foi discretizada pelo esquema (1) da seg8o 3.3.
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Apéndice D

DOIS NIVEIS

Esquema de Discretizac3o

0O esquema de dois niveis considerado para avaliagfo
computacional do método de trés niveis proposto & apresentado

como h-implicito por HAVERKAMF et al. [22].

A aproximag3o para a equagfo (2.8) unidimensional é

dada como

j+1 Wj j+1 j+1 j+1 j+1

j i i _ 1 j i+ [y i i-1
Ci At Az Ki+1/z[ Az 1] Kr—1/z[ Az 1]

. K(y) )+ KphH
onde K’ = (w'+1 (w’

i+1/2 2

j j
; _ K(y,) + K(y,_)
i~1/2 2

cﬂ = C(wh
1 1



Apéndice E

CONVERGENCIA E ESTABILIDADE

Convergéncia

A convergéncia do esquema de diferenga finita de
trés niveis foi mostrada por Lees [28,29] inicialmente para

equag¢des parabdlicas do tipo

onwn _ @8 ow
b(w) -3t W[a(w) a_X] (E.1)

Esse tipo de equag8o de difus3o sem termo convectivo surge em

problemas de transmiss3o de calor por condugio.

Para o problema de infiltrag3o em meio poroso
considerado, a analise ¢é analoga. 0 fendémeno é descrito

pela equagdo

dy _ a8 ay 1 dK(y) dy
v =5 = ax['““” a1 " Tay ez (E-2)

Assumindo que as fungdes C(y) e K(y) s8o fungdes com

regularidade e satisfazem

C(y) 2 u > O e K(yw) 2 v > O (E.3)

resulta que a equagio (E.2}) ¢ uniformemente parabdlica e

y=y(2,t) & soluglo udnica apresentando regularidade para o

problema definido em R={(z,t):0<z<a, OsSt<T}.



Discretizando o dominio espacial em intervalos Az
tal que (N+1)Az=a e o dominio temporal em intervalos At tal
que JAt=T, a equagdo (E.2) pode ser aproximada em cada ponto

por

C(u’) (u*t-ui~?

)

2at8, [K(u')&,u"] — 2atzrk(u)]

(E.4)

onde ul = _1r(u5*‘ +ud o+l (E.S)

A convergéncia da solug8o aproximada uj para a

soluglo y{z,(ij)At} de (E.2) ¢ baseada na demonstraglo do

teorema a seguir.

Teorema: Existe uma constante A>0, independente de Az, At e

u' tal que

lud _ : I < A. 2 2 .
zTiﬁkJ u(z)—w(z,jAt)! =< A.(Az2+At2) (E.&6)

para qualquer Az, At suficientemente pequenos satisfazendo a

condigdo
A Az < At £ AtAz (E.7)

onde A~ e A* s38o constantes positivas.

A andlise matematica para demonstrag@o do teorema ¢
apresentada em detalhes por Lees [29], provando que O esquema
¢ convergente com erro de truncamento de 0(AzZ2+AtZ).
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Estabilidade

Verificando a condig¢2o de estabhilidade pelo método
de Von Neumann para todos os pontos do dominio, Bonacina e
Comini [5] mostraram que o esquema de trés niveis de Lees ¢é

incondicionalmente estavel para a equagdo (E.1l).

No entanto, a presenga do termo convectivo na
equag8o (E.2) introduz instabilidade numérica no esquema de
aproximag8o0. Conforme citado por Adam [2], a instabilidade
deriva da dispersf3o das diversas ondas numéricas que formam a
solug8o. Essa dispers3o se origina do fato de os esquemas
numéricos propagarem as ondas elementares com velocidades
diferentes, sendo as ondas de menor comprimento as de pior

descrig¢8o em presenga de termo convectivo.

Resulta, portanto, que o esquema de trés niveis ¢
condicionalmente estAvel para a equag8o (E.2). Tal fato foi
constatado durante o desenvolvimento do trabalho e os
intervalos de discretizag8o adotados (regifo de estabilidade)

foram determinados numericamente por tentativas.



