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Resumo

Neste trabalho aplicaremos um procedimento de anélise (recentemente introduzido
por P. R. Zingano para implementar o argumento do tipo L” — L%, e que consiste na
combinacao de uma série de estimativas de energia, principios de comparagao e uma
rebuscada interpretagao da oscilagdo da solugao do problema) para derivar vérias
estimativas importantes para as solugoes u(-,t) de equagoes parabdlicas duplamente

nao lineares com termos advectivos com a forma
ug + div(f (z,t,u)) = p(t) div(|u!a|Vu|ﬁVu), reR" t>0,
correspondentes a dados iniciais
u(-,0) =ug € LP°(R™)N L=(R"),

para 1 < py < oo, onde « e § sao constantes dadas, com o, > 0e a+ [ > 0,
IS C’O([O, oo)) ¢ uma funcao positiva, e a funcdo f(z,t,u) satisfaz a uma condicao

do tipo
f(z,t,u)| < B, YzeR", Vt>0, VueR,

onde x > 0 é constante.
Como resultado principal obtemos uma estimativa de limitacao para [[u(-,t)|| ;o gn)»
que é controlada pelo maximo entre a norma do sup de uy e uma expressao adequada

envolvendo o supremo de uma norma LP da solu¢ao em seu intervalo de existéncia,
nli—(a+8)]

(B+1) -
Para py = 1, estabelecemos também alguns critérios que garantem a existéncia

onde p deve satisfazer a p > py e p >

global de solugoes.






Abstract

In this work, we apply a procedure of analysis (recently introduced by P. R. Zin-
gano to implement the LP — L9 argument, and consisting of a combination of energy
estimates, comparison principles and an elaborated interpretation of solution oscilla-
tion) to derive several important estimations for solutions wu(+,¢) of double nonlinear

parabolic equations containing advective terms in the form
u + div(f (z,t,u)) = p(t) div(|u|a|Vu|5Vu), reR" t>0,
corresponding to initial data
u(+,0) =ug € LP(R™)N L*(R"),

for 1 < py < 0o, where a and [ are given constants, such that a, 5 > 0 and a+ 5 > 0,
JTNS CO([O, oo)) is a positive function, and f(x,t,u) satisfies

If(z,t,u)| < B®)u|"™, YzeR", ¥Vt>0, VuekR,

where k > 0 is constant.

Essentially, an estimation for the limitation of |[u(-, )|« gn) Was obtained, which
is controlled by the maximum between the supnorm of uy and a proper expression
involving the supremum of a L” norm of the solution within its existence interval,
seclot ) and >
For py = 1, some criteria were established to ensure existence of global solutions.

where p >
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Introducao

Estamos interessados em obter varias propriedades fundamentais para as solugoes

u(+,t) da equagao diferencial parcial parabélica duplamente nao linear
u + div(f (z,t,u)) = p(t) div(|u|a|Vu|ﬁVu), reR" t>0, (1)
correspondentes a dados iniciais
u(+,0) =ug € LP(R™) N L*(R"), (2)

para 1 < py < oo, onde «a e [ sao constantes dadas, com o, > 0e a+ 5 > 0,
I € CO([O, oo)) ¢ uma fungao positiva, e a fungdo f(z,t,u) satisfaz, entre outras,

uma condicao do tipo
If(z,t,u)| < B®)|[u|"™, YzeR"Vt>0YuckR, (3)

onde k > 0 é constante, e B(t) é constante para cada t > 0 fixado. Tanto a fungao

f(z,t,u) quanto a funcao B(t) serao melhor discutidas na Secao 1.1.

A técnica de analise empregada neste trabalho para implementar o argumento do
tipo LP — L foi introduzida por P. R. Zingano, sendo inicialmente aplicada a equacoes
em uma dimensao espacial (n = 1) (ver, por ex, [1] e [19]) e a sistemas de equagoes
também em uma dimensao espacial (ver [2] e [18]), ambas no caso mais simples de
velocidades advectivas limitadas (i.e., K = 0). Recentemente, estes resultados foram
estendidos a equacoes similares, mas com difusao nao linear (Ver [13] (caso n = 1),
[9], e [15] (caso n arbitrdrio)).

Abrimos o Capitulo 1 apresentando uma regularizagdo para o problema (1)-(2).
Tal regularizagao tem o objetivo de garantir a existéncia local de solugoes classicas,
para as quais serao validos os resultados que obteremos. Ou seja, o problema que

realmente trataremos neste trabalho é o problema regularizado:
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ug + div(f (z,t,u)) = p(t) dz’v(\u|a|Vu]ﬁVu) +nAu, zeR" t>0 (4)
com 1 > 0 fixado, munido de dados iniciais
u(-,0) =uy € LP°(R™) N L*(R"), (5)

para 1 < pg < oo dado. Na Segao 1.1 constam as hipoteses que serao consideradas em
todo o trabalho, além das fungoes auxiliares que utilizaremos nas demonstracoes dos
resultados e algumas notagoes bastante especificas. Recomendamos a leitura dessa

secao antes da leitura de qualquer outra parte na sequéncia do trabalho.

Ainda no Capitulo 1, para dados iniciais uy € L*(R™) N L>(R"), obtemos o resul-
tado bdsico de decrescimento da norma L' da solugao u(-,t); apresentamos também
as propriedades de contracio em L', conservacio da massa, e um resultado de com-

paracao.

A questao que norteia este trabalho é a busca por condi¢oes que garantam a
existéncia global de solucoes, e nesse sentido é fundamental que se consiga controlar
as normas altas da solugao u(+, t) no intervalo de existéncia de solugdes, especialmente

a norma do sup (ver, por ex, [17] e [22]).

No Capitulo 2, consideramos o problema regularizado (4)-(5) e a hipdtese adicional

sobre f(z,t,u), mais restritiva em relagao as que serao apresentadas na segao 1.1:

"L Ob;
— Oz,
=1

(x,t,u) >0, YVozeR" t>0 e ueck. (6)

Nesta situacao a solugao u(-,t) apresenta decrescimento na norma L%, ou seja, satisfaz
(e, Ol Loy < Nuollpagny, YO<t<T, Vp<g<oo,

e usaremos tal decrescimento para provar que a norma do sup das solugoes u(-,t) do

problema (4)-(5) satisfaz a uma estimativa do tipo
[t )l ey < K ), 0) [t ¥ £ 0,

além de estipular os valores de p > 0 e 0 > 0 para os quais tal estimativa faz sentido.

Porém, quando nao se exige a hipétese (6), ou seja, quando se considera apenas

hipdteses tao gerais quanto as que serao exibidas na Secao 1.1, a tarefa de controlar
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(-, )|l oo (rny POde se tornar muito dificil. Para ilustrar essa questao, intuitivamente,
vamos considerar solugoes positivas de uma equagdo bem mais simples que (1), como,

por exemplo,

U + (b(m)u2)x = (uo‘|ux|ﬂux)x, reR, t>0, (7)
({U€ TeesCcrevemos Como
d
up + 2b(x)uu, = (uo‘]ux\ﬂux) - u2d—b(x). (8)
r T

Em (8), o termo dissipativo tende a fazer com que a magnitude da solugao diminua,
mas o termo —u?-Lb(z), nas regides onde -Lb(z) for negativa, tende a fazer com que
a magnitude da solucao aumente. E o resultado dessa competicao entre os termos
nao é facil de prever: como a equagao (7) conserva massa, nas regioes onde o termo
—u?<Lb(z) estimular u(-, t) a crescer, o perfil de u(-, ) ird se afinar, como pode ser visto
na Figura 1. Mas perfis altos e finos como esse tendem a ser controlados com maior
efetividade pelo termo dissipativo. Isso é um sinal de que, sob as hipdteses gerais
que consideraremos, nao serd nada facil estimar o comportamento final da solugao

resultante dessa competicao entre os termos.

Perfis de ewlugédo da solugéo

41 t=0 |

Figura 1: Solucao com partes altas e finas

Para gerar a Figura 1 discretizamos o problema (4)-(5) utilizando diferengas finitas
em uma dimensao (n = 1), desenhamos um esquema numérico tipo Leapfrog semi-
implicito (ver, por ex., [23] e [24]), e o implementamos utilizando o software Matlab,

usando uy dada em (1.3), valores a« = f =1 e f(z,t,u) = —8sen(az)|u(az,t)‘2 (k=1).
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Mais figuras serao apresentadas ao longo do Capitulo 1, com maior riqueza de detalhes.

No Capitulo 3 consideraremos o problema regularizado (4)-(5) e enfrentaremos a
tarefa de, com as hipéteses gerais apresentadas na secao 1.1, tentar estimar ||u(-, )| o gny-
Inicialmente, derivaremos uma importante desigualdade de energia, que sera apresen-
tada em (3.13). A partir dessa desigualdade provaremos o que chamamos de lema
fundamental, um resultado que relaciona as normas L9 e L9/ das solucoes u(-, 1),
com o > 1 satisfazendo as condigbes que serdao dadas em (3.23). A expressao que

obteremos, nesta etapa, tera a forma

n(o—1) (g—a)
U,(0;¢) < max{”u(-, ())HLQ(RH); K(q)B,(0;t) RN Cary U, /0 (0; t)m} ’

onde a constante K (q) e o valor do parametro a podem ser vistos respectivamente em
(3.55) e (3.56), a grandeza U,(0;¢) serd definida em (1.19), e B,,(0;¢) em (1.18).

Na sequéncia, obteremos o resultado principal deste trabalho: uma estimativa
para limitagdo da norma do sup da solugdo u(-,t) do problema (1.1)-(1.2). Mais

propriamente,

Un(0:0) <K max{uu<-, ) e ey (B0 )55 (1, 0 t>)<<>)<>}

(9)

para 0 < t < T, < o0, onde p deve satisfazer a p > pg e p > W Quando
for conhecido que a norma L? da solucao u(-,t) é limitada, entdo sua norma do sup
também serd. Isso ocorre para p = 1 (a norma L' da solugio decresce, ver teorema
1.2.1). Ainda nos casos onde as restri¢oes sobre p fazem p > 1 esse resultado é vélido,
mas para ser aplicado é necessario que se saiba de alguma norma LP da solucao
que seja limitada. Tal limitacao deve ser obtida caso a caso, analisando-se a estrutura
particular que a equagao (4) assume quando se toma uma fungao f(x, ¢, u) de interesse.

Para fechar o Capitulo 3, utilizaremos argumentos de escala para verificar que os

expoentes apresentados na estimativa (9) realmente fazem sentido.

Finalmente, no Capitulo 4, faremos uma aplicacao de alguns resultados encontra-
dos neste trabalho, visando obter condicoes que garantam a existéncia global para as
solugoes u(-,t) do problema regularizado (4)-(5), para ug € L*(R") N L>®(R") e k > 0

qualquer.

Como continuacao deste trabalho, pretende-se estender a andlise de regularidade
por escalas intrinsecas (ver [7], [25], [26]) s solucdes limitadas da equagao (1), bus-

cando condigoes bastante gerais sobre o termo advectivo f(z,t,u). Em particular,
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esperamos mostrar que, considerando f satisfazendo a condigao (3), as solugoes posi-

tivas (fracas, limitadas) de (1) sdo localmente C'.

Outra questao ainda a tratar se refere as propriedades de estabilidade de solugoes
estaciondrias (quando estas existirem). Experimentos numéricos indicam que tais

solugoes sao estaveis com respeito a perturbacoes de porte arbitrario.

Vérias outras questoes de interesse na teoria sao apresentados em [1], Segao 4.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Consideraremos o problema regularizado
ug + div(f (z,t,u)) = p(t) dz’v(\u|a|Vu]6Vu) +nAu, zeR" t>0 (1.1)
com 7 > 0 fixado, munido de dados iniciais
u(-,0) =uy € LPP(R™) N L*(R"), (1.2)

para 1 < py < oo dado, em vez do problema (1)-(2).

Na Secao 1.1 definimos as hipdteses gerais com as quais trataremos nesse traba-
lho, fixamos algumas notagoes que aparecerao no decorrer do texto, e estipulamos as

funcoes auxiliares que serao utilizadas.

Nas demais seg¢oes deste capitulo, tomando py = 1, mostramos algumas proprieda-
des bésicas das solugoes u(-,t) do problema (1.1)-(1.2) como, por exemplo, o decres-

cimento da norma L' e a conservacao da massa.

Com o intuito de gerar figuras que pudessem ilustrar alguns resultados, discre-
tizamos o problema (1.1)-(1.2) em uma dimensao (n = 1) utilizando o método de
diferencas finitas, desenhamos um esquema numérico tipo Leapfrog semi-implicito

(Ver, por ex., [23] e [24]), e o implementamos utilizando o software Matlab.

Para ilustrar os resultados fizemos algumas escolhas que potencializam a visua-
lizagao dos eventos que ocorrem quando se deixa a solu¢ao do problema (1.1)-(1.2)

evoluir.
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Escolhemos, por exemplo, a condicao inicial uy dada por

0, se x < —2m;
2, " 2
—< ha Wfﬁ% ), se —2n<zxr< ’T?’”;
2
_ +£ + 2
<(IEQ) ﬂ), se _T37r<x<7”,
uy = 1, se S <w<I (1.3)
2
_ _T + 2
<(zj2) ﬂ), se %§x<3§;
2 T 2
(= 2ﬂf+37r ), se 37“ <z <2m,
0, se x> 2m,

que pode ser visualizada na Figura 1.1. Esta funcao ug, dada por uma expressao a pri-
meira vista um pouco estranha, foi escolhida apés algumas consideragoes: queriamos
uma funcao que trocasse de sinal, simétrica, com norma do sup igual a 1, topo acha-
tado para facilitar a visualizacao dos efeitos de adveccao e de difusao, e que depois de
certo tempo de evolugao a solucao com origem na condigao inicial ug ficasse nao ne-
gativa. Os valores das raizes extremas foram escolhidos como r; = —27 e x4 = 27 em
consonancia com as fungoes f(z,t,u) usadas nos testes preliminares, que envolviam

funcoes trigonométricas.

Perfil inicial

u(.,0)

Figura 1.1: Perfil inicial wug

Os valores dos parametros «, 3 e k escolhidos para todas as ilustragoes que exi-
biremos sao a« = f = k = 1. Observamos que, além de esses valores serem escolhas
naturais, permitiram uma boa visualizacao dos eventos que a evolucao da solucao

proporciona; e que uma das principais alteragoes que ocorrem com a mudanca desses
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parametros é que a taxa de escoamento nas interfaces laterais é inversamente propor-

cional ao tamanho de « e de f3.

Na intencao de motivar o leitor, finalizamos a introducgao deste capitulo exibindo

alguns perfis de evolugao da solugao do problema (1.1)-(1.2), partindo de ug dada em

(1.3). As figuras a seguir foram geradas usando

f(z t,u) = —sen(m)‘u(a:,t

){n-i-l

I

(1.4)

escolhida respeitando as condigdes sobre f(x,t,u) que serdo apresentadas na segao

1.1.

u(,b

u(., b

Perfis de ewlugéo da solug&o

2l t=0
t=02s

t=08s
—t=1s

t=04s ]
t=06s ||

(a) Perfis de evolucao, tempo = 1s

Perfis de evolugéo da solugédo

t=0
t=02s
t=04s
t=06s
t=08s
t=1s

ud. t)

(b) Detalhe dos perfis

Figura 1.2: Perfis de evolucao, tempo = 1s

Perfis de evolugéo da solugéo

0.5

(a) Perfis de evolugdo, tempo = 5s

Perfis de ewolugédo da solugéo

u,h

0.5+

(b) Perfis de evolugao da solugao, tempo

Figura 1.3: Perfis de evolugao, tempo = 5s e tempo = 30s
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1.1 Hipoteses e Notacoes

Por solu¢ao do problema regularizado (1.1)-(1.2) em um determinado intervalo
[0,T], para 0 < T' < T, < 00, consideramos uma fungao u(-,t) € LOO([O,T], L‘X’(R”)),
suave, que resolve a equacao (1.1) no sentido cldssico para 0 < ¢t < T < T,, e satisfaz

a condicao inicial (1.2) no sentido de LP°(R™) quando ¢ — 0, ou seja, satisfaz
HU(,t) - uOHLPO(Rn) —0 ao t— 0.

O intervalo [0,7.) é chamado de intervalo maximal de existéncia da solucao, e a
existéncia de tal T, é garantida pela teoria geral de equagoes parabdlicas (ver, por ex,
[17] ou [22]), ou seja, a existéncia local de solugbes para este problema esté garantida.
Além disso, a solugao u(+,t) é limitada na faixa espago-tempo Sy := R" x [0, T], para
cada 0 < T < T,.

Para cada n > 0 dado, o problema regularizado (1.1)-(1.2) tem sua respectiva
solugao u"(-,t), e deveriamos indexa-la desta forma, inclusive carregando a notagao u”"
a partir da prépria equagao (1.1). Por motivo de simplicidade de notagao, deixaremos
de lado essa indexagao e usaremos apenas u(-, t).

Em (1.1), o e 8 s@o constantes dadas, com
a,3>0 e a+ >0, (1.5)
a funcdo p € C°([0, 00)) satisfaz
p(t) >0, Vt>0, (1.6)

e a fungao f(z,t,u) = (f1 (x,t,u), folz, t,u), -, fulx,t, u)) pode ser escrita de forma

geral como
flz, t,u) = bz, t,u)u+ g(t,u).

Como a parte da fungao f(x,t,u) que pode ser escrita no termo g(¢,u) ndo apre-
senta dependéncia espacial direta, nao ird ocasionar maiores problemas nos calculos
que serao feitos. Por esse motivo, e buscando simplificar um pouco os célculos ja ex-
tensos que iremos apresentar, iremos ignora-la, e, em todo o texto que segue, quando

for conveniente escrever f(x,t,u) de tal forma, consideraremos apenas
f(z,t,u) = b(z,t,u)u. (1.7)
Solicitaremos, nesses casos, que b(z,t,u) = (bl(x,t,u), e ,bn(x,t,u)) seja uma
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funcao suave, satisfazendo

K

|b(z,t,u)] < B(t)|u

, VeeR"Vt>0,VuelR, (1.8)
onde k > 0 é uma constante dada. Note que (1.7) e (1.8) dizem que

f(e,t,u)] < B)|u|™, VeeR",Vt>0,YueR (1.9)
Além disso, suporemos que f é localmente de Lipschitz na terceira componente, isto
é,

(ot ) —F(0,t,0)] < Fa(T)lu—v], VoeR, VO<t<T, Y [ul,|o] < M.
(1.10)

Em (1.8) e (1.9), B € CO([O,oo)) denota a varia¢ao de b(x,t,u) em R", que de-
sempenha um papel importante pois controla o tamanho das derivadas de b. Podemos

definir B(t) do seguinte modo: para cada 1 < ¢ < n, definimos B;(t) por

Bi(t) := 1{ sup bi(:c,t,u(m,t)) — inf bi(x,t,u(:c,t)) }, Vo<t<T,,

TERM z€R™

e por fim definimos

N|—=

B(t) == ‘(Bl(t), co By(1))

- {(Bl(t))2+---+ (Bn(t))2} (1.11)

2
para cada 0 <t < T,.

Além disso, solicitamos que b(x,t, u) satisfaca a

b, by, -+, by, b, € C°(R" x [0,00) X R). (1.12)

Como a solugao u(-,t) de (1.1)-(1.2) é limitada para cada 0 <t < T, com T < T,

podemos considerar a seguinte estimativa de limitacao:

Ju(, )| poo gy < M(T), VO<t<T. (1.13)

Também suporemos que a convergéncia da solucao para o dado inicial ug, quando

t — 0, se dé no sentido de LP°(R"), ou seja, que
|u(,t) — woll ppogny = 0 @0 =0, (1.14)
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e, inicialmente, suporemos que quando uy € L*(R"™), teremos u € L'(R™) satisfazendo
JuC, Ol ey < Ma(T), VO<t<T. (1.15)
Além disso, suporemos que, para cada 0 < ty < T, vale
Vu € L™ (R" x [to,T7), (1.16)
e, portanto, para cada ty <t < T, podemos contar com uma estimativa do tipo

(Vu(z,t)| < Clty), VO<to<T. (1.17)

Precisaremos mais adiante, para bem descrever os resultados principais desta tese,

de algumas grandezas que definiremos a seguir:

B
B, (to;t) :== sup < ((T;), para 0 <ty <t < T, (1.18)
p(r

e se tg = 0, podemos escrever B,(0;t) = B, (1).

U,(to;t) := sup (Hu(~,7')||Lp(Rn)>, para 1 < py < p < o0, (1.19)

to<t<t

e se tg = 0, podemos escrever U, (0;t) = U,(¢).

Introduziremos a seguir algumas funcoes suavizadoras e de corte que serao utili-
zadas no decorrer do texto. Mais sobre esse tipo de funcoes auxiliares pode ser visto
em [16].

Considere uma fungdao S € C'(R) tal que:

S'(v) >0, AE
(0)
(v)

0; e
sgn(v), o] > 1,

n

e para cada § > 0, construa a funcao regularizadora

Ss(v) = S(%)

e defina a seguinte fungao aproximagao para |ul:

Ls(u) := /;S(%)dv. (1.20)
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Note que, quando 6 — 0, temos que S(%) — sgn(u) e Ls(u) — |ul, uniforme-

mente em u. Além disso, V u € R e § > 0 fixo, vale:

Outra importante propriedade satisfeita por Ls(u) é:

Ls(u).Li(u) = 0, quando 6 — 0,

que serd aplicada, no decorrer do texto, com a forma

|u|.L§(u) — 0, quando § — 0,

pois Ls(u) — |u| ao 6 — 0.

Defina também a seguinte fungao auxiliar:

u?, se q=2
(I)(;(U) = q
(L(;(u)) , se q>2,

onde ¢ deve satisfazer a py < ¢ < co. Note que, para ¢ > 2, temos:

®5(w)
5 (u)

q(Ls(w))" " Ls(u); e
q

Considere uma funcao H : R — R, de classe C*, tal que

H'(v) >0, VoveR,

Hw) 0, se |v] <0
v) =
1, se |v|>1,

e, para cada 6 > 0, construa a funcao regularizadora

Hy(v) = H(%)

e defina:

Gs(u) :== /OUH(§>CZ’U.
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(q — 1) (Ls(u) " (Ls(w))* + q(Ls(u)) " Li(u)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.28)



u
Note que quando 6 — 0 vale a convergéncia H (5) — (u),, uniformemente em

u, onde (u)y denota a parte positiva de u. Além disso, o comportamento de Gs(u) é

semelhante ao comportamento de Ls(u), e, V u € R e 6 > 0 fixo, valem:

Finalmente, para R > 0 e 0 < € < 1, considere a funcao de corte dada por:

(1.29)

Calx) ;={ e VIRl — e IHE, se o] < B

0, se || > R.

Note que a fungao (r(x) se anula em |z| = R, mas suas derivadas parciais primeira e

segunda nao. Quanto as derivadas parciais, para |z| < R, temos:

GCR(I’) = ¢ €_EW Li

ox; /1 N |x|2

Y

Vir(z) = —ce Vil 2 (1.30)
\/1—|—|5L"2

2 = + + 2
(0;) 1+ |z V2 (1+ [=[7)

./ 2 2 2
—ene eVt +€€_5,/1+|x|2 ’m‘ 4+ g2 6—6\/1+|w\2$

AgR(l’) = NG
1+ || V|22 (1+ ]z
(1.31)
Consequentemente, valem as seguintes estimativas:
|Vig(z)| <ce® 1+|x|2; e (1.32)
IACR(z)] < & (n+2) e VI, (1.33)



1.2 Decrescimento de ||u(-,t)| ;1

Nesta segao, consideraremos o problema (1.1)-(1.2) com py = 1, onde «, 5 satisfa-
zem (1.5), u(t) satisfaz (1.6), e f(x,t, u) satisfaz as condigoes (1.7) e (1.9), com x > 0
dado, e mostraremos que sua solugao u(-,t), suave, permanece em L'(R™) para todo

0 <t < T, e, além disso, sua norma L' decresce ao t crescer.

Teorema 1.2.1 Seja u(-,t) € L™ ([0,T], L>*(R™)) solugdo do problema (1.1)-(1.2)
compy =1, para 0 <T < T, < o0, que satisfaz (1.13), (1.14) e (1.17). Entao, vale:

[uCs Ol prgny < NluCs to)llagny, V0 <to <t <T.
Em particular, quando ty = 0, vale:

[uCs Ol gy < llul Ol pagny, ¥V 0<E<T. (1.34)

Demonstragao:

Considere pg = 1.

Parad >0, R > 0, e 0 < € < 1 dados, vamos analisar a equacao (1.1) multiplicada
por Ls(u) Cr(x), onde Ls(u) é a funcdo definida em (1.20), e (gr(x) é a funcao de corte

dada em (1.29). Ou seja, analisaremos:

L) g Cal) + L () div (§ (2, 1)) Crle) =
— L(u) u(t) div (Jul* |Vl *Vu) Ca() + Ly (u) 1 Au Ca(a).

Integrando essa equagao sobre R™ x [tg,t], com 0 < ty < t < T, ficamos com:

/ /n Li(u) uy Cp(x) dx d7‘+/ /n L5(u) div(f (z,7,u)) Cr(z)de dr =
‘I, . S

~-
17

- /tw) /RnLg(u) div ([u|*|Vu| Vu) CR(x)dxdT+n[:4}g(u) A Cp(z)da dr.

to

(.

~

I‘,H v
(1.35)

Faremos essa integragao termo a termo.

Ao integrar o termo I, usando o Teorema de Fubini, obtemos:

- / t / y C%_(L(;(u)) Calw)da dr

/ — L5 ) dr Cr(x) dx
\x|<R to
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— /|<R [L(s(u(x,t)) — L(g(u(x,to))} Cr(z) dz
— /|<R Ls(u(z,t)) Cr(z) do —/ Ls (u(z, to)) Cr(z) da. (1.36)

lz|<R

Para integrar o termo II, usamos a Identidade de Green e o fato que (g(x) ‘ wl=R = 0,
obtendo:

H:/to /|x<RLg(u) div(f (2,7, u)) Cp(x)dz dr

—— [ [ -9 )i ir

o J|z|<R

:—// Lg(u)vu-ng(x)dxdT—// Li(u) f - Ven(x)dzdr. (1.37)
to J|x|<R to J|z|<R

Da mesma forma, ao integrar o termo III, obtemos:

11 :/ M(T)/ div(|u|a|Vu|ﬁVu) Ls(u) Cg(x)dx dr

to ‘I‘<R

- —/ M(T)/ |u|*|Vu|" Vi - V(Lj(u) Cr(z)) dx dr

to |z|<R

= - /tM(T) /|I<R |u|*|Vul’Vu - (Lg(u)Vu Cr(z) + Li(u) V(R(x)>dxd7'

to

—— [ o) [l 9ul IVl L) Gala) dwdr

to |z|<R

—/ M(T)/ IVl V- (Ly(0) Vr(a)) dedr. (138)

to ‘$|<R

Analogamente, ao integrar o termo IV, encontramos:

IV = n/t/ div(Vu) Ls(u) Cg(z) dz dr
to J|z|<R

= -7 /to en Vu -V (Ls(u) Cr(z)) dzdr
=—n /to en Vu - (Vu L5 (u) Cr(x) + Ls(u) VCR((II))dJ]dT

t t
= —7)/ / IVu|® L (u) Cr(z) dZL'dT—T]/ / Ls(u)Vu - V{p(z) dz dr.
R to |I‘<R . R to |CC‘<R

IVa IVb
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Novamente usando a Identidade de Green no termo IVb, obtemos:
t
IVb = —77/ / V(Ls(w)) - V¢r(z) dx dr
lz|<R

S / t ( /| L) Ven(x) - 7 (2)do(x) — /| L) A dx) ir
:_n/ /x| 2 vgf (2) - T () do(x d¢+n/ /x|<R ) Aa(x) dz dr.

J/

IVb.1 IVb 2

Ou seja, ficamos com:

ve-i [ f Il L3(0) Gl
—n/ /m . w) V() - 7 (x)do(x) dr

+77/ /M u) ACq(x) da dr. (1.39)

Apés iniciar a integragdo indicada em (1.35) (ver (1.36)-(1.39)) obtemos (apds

escrever os termos no lado adequado da igualdade):

/MR Ls (u(z, 1) Cr(x) da
+/t:u(r) /|I|<RLg(u) | [Vl Ch(a) da dr
’ n/t: /|a:|<R L3 (u) |Vul* Cn(w) do dr =
- /x|<R Ls(u(z,to)) Cr(x) dx
i /t: /ka Ly (u)Vu - f Cp(w)da dr

N /to /1E|<R Lg(u)f ) VCR(CE)d(E dr
_ t - uavuﬁvu.vadde
/”(>/$I<R () [ul*[Vul Cr(z)

—n/ /%| i, w) VCg(2) - 7 (2)do(x) dr
+n/ /M w) ACg(z) dz dr.
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Majorando o lado direito dessa igualdade, e substituindo f(x,t,u) segundo (1.9),

obtemos a seguinte desigualdade:

(a) /| . L (u(z, 1)) Cala) do

o l;(T) / R 9l ) e

© /| L) 9 ol ded <

(d) < / Ll ) Cate) do (1.40)
© b [ B [ ) IVul ™ Gt e

to |£C|<R

() +/ B(T)/ Ly ()| [ |V Crl(a)| der dr

to |SC|<R

® [ [ Bl 1 V6w drdr

(h) T / /| 0 [V o)

(i) +n/to /IKRLg(u) |ACr(z)] da dr.

Aplicando a desigualdade de Young no termo (e), com p’ = ¢’ = 2, obtemos:

/tB(T)/ Li(u) |Vl [u* p(z) dv dr <

to |z|<R

< tB(T) Li(u) [ = \Vu\2+M\u]2(”+l) Cr() da dr
/ /x|<R (23( ) 2n
/ /WRL" VIVl Cale )da:dr (1.41)

(e.1)
1 t

* 57, (B [ L 2 ate) e
N Ji |z|<R

(e:2)

Usando as estimativas (1.32) e (1.33) nos termos (f), (g), (h) e (i) de (1.40), a
estimativa (1.22) nos termos (f) e (g), e juntando os termos semelhantes (c) e (e.1),

ficamos com:
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/|<R Ls(u(,1)) Cr(w) dz

+/t u(T)/ll Ly ol |Vl ) da e

< [ Lauleoto)) Gale) d (1.42)
|z|<R

1 t 2 I 2+2
+% ) (B(T)) /|x<RL6(U) |ul Cr(z)drdr

+€—/ B(T)/ || e~EV W g dr
0 to lz|<R
¢
+e€ g/ N(T)/ u|*T [ VulP T eev W g dr
|z|<R

+sn//le e~V G (1) dr

(n+2) / /
|z|<R

VI g0 dr.

Note que os termos (b) e (c.1) de (1.42) sao positivos e finitos, pois seus integrandos
sdo positivos e limitados (ver (1.6), (1.13), (1.17), (1.23) e (1.29)) e as integrais

sao tomadas sobre dominios compactos. Podemos entao descartar tais termos, sem

prejuizo a desigualdade. Fazendo isso, ficamos com:

()
(d)

/|<R Ls(u(x, 1)) Cr(w) do <

< [ Lauloto)) Gale) d (1.43)
|z|<R
1 t
o [ BO) [ L) el doar
20 Ji le|<R
+€—/ B(T)/ |U|K+2€_8V1+|$‘2 dxdr
0 to lz|<R
¢
+€€/ N(T)/ Ju) T V) e VI gg dr
|z|<R

+sn//le e~V go (1) dr

(n+2) / /
|z|<R
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Por fim, usamos as hipdteses (1.13) e (1.17) nos termos (e.2), (f) e (g) de (1.43)

para obter:
(a) /|I<R Ls(u(z,t)) (r(z) do <
@ =) L) ) de (1.44)
(e.2) + 1 (M(T))(%H) / (B(T))Q/ L5 (u) |u| Cr(x) dx dr

2n o le|<R

C wt1) [* —ey/1+[z
f — (M(T B(r ule dx dt
(0 reg o) [5e) [u

C e! B+1 ! —ey/1+]z|?

— (M(T Cl(to T ul e dx dt
() +e—( ()" (C(to)) /tou()/IKRH

(1) +an//M e~V 4o (2) dr
(i) c(n+2) //MR o=V g iy,

Estamos prontos para iniciar as passagens ao limite.

Faremos primeiro R — co. Note que o termo (h) se anulard, pois é da ordem de

O(e ). Usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, obteremos:
(a) / Ls(u(z,t)) eV Ll gy <
(d) < / Ls(u(z,to)) e =V Ll gy (1.45)
1 . ! 3
(e.2) L () / (B(r))’ / L2() Ju] eV g dr

2n to n
(f) +e%(M(T))(““> /t tB(T) 5 u| e~V g dr
8 " % ()" (€)™ [ te) [ ule VI ddr

Q) e(n+2) //nL5 V1l gy g7,

A préxima passagem ao limite serd com ¢ — 0. Majorando o termo (i) de acordo
com (1.21), podemos usar o Teorema da Convergéncia Mondtona e a hipétese (1.15)
para ver que as integrais nos termos (f), (g) e (i) de (1.45) sdo finitas. Portanto,

como estao multiplicadas por €, esses termos se anularao. Assim, ao fazermos € — 0,
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restard apenas:

/n Ls (u(:z:,t)) do < /n L(;(u(l',to)) dx

+%(M(T))(2“H) /t (B(r))? / L) |l drdr. (1.46)

Agora fazemos § — 0. Note que, gragas a (1.24), o ultimo termo de (1.46) se
anulara. Chegamos entao a

/|u(x,t)‘d:l:§/ ‘u(:v,to)|da:,
Rn Rn

ou seja,

e )]s gy < M) sy

Para finalizar, usamos a hipé6tese (1.14) para, ao fazer ty — 0, obtermos

Hu("t)HLl(Rn) S ”u("O)HLl(R")’
conforme desejado.

U

Para ilustrar o teorema 1.2.1, vamos exibir na Figura 1.4 o comportamento da
norma L' da solucao u(-,t) do problema (1.1)-(1.2), para os tempos t = 5s e t = 30s,

cujas evolugoes para os respectivos tempos t = 5s e t = 30s podem ser vistas na
Figura 1.3.

Norma L1 da solugdo Norma L1 da solugéo
7.5 T T T T T T T T T

Norma L1 de u(..t)
Norma L1 de u(.,t)

L L L L L
5 10 15 20 25 30
t

(a) Decrescimento da norma L1, tempo = 5s (b) Decrescimento da norma L1, tempo = 30s

Figura 1.4: Decrescimento da norma L1, tempo = 5s e tempo = 30s

A Figura 1.4a apresenta decrescimento estrito da solugao u(-,t) durante todo o
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tempo de evolucao considerado (¢t = 5s), mas a Figura 1.4b mostra decrescimento
estrito apenas até um pouco além do tempo t = 5s, com a magnitude da norma L' da
solucao permanecendo estavel até o tempo final de evolucao para essa computacao,
em t = 30s. Ocorre que a solugao u(-,t) do problema (1.1)-(1.2), onde uy é dada
em (1.3), apds evoluir certo tempo passa a ser nao negativa e entao sua norma L'
coincide com a descricao de sua massa. A Figura 1.4b nos apresenta um indicativo

de que u(-,t) conserva massa, fato que provaremos na préxima segao.

1.3 Contragao em L!'(R") e Conservagao da Massa
Nesta se¢ao, além do problema (1.1)-(1.2) com py = 1, ou seja,

ug + div (f (z,t,u)) = p(t) div(\uﬁVuWVu) +nAu, zeR" t>0, (1.47)
u(-,0) =uy € L'(R™) N L*°R"), (1.48)

consideraremos também o problema

vy + div(f (z,t,v)) = p(t) div(]v|a|V'z)\BVu) +nlAv, xzeR" t>0, (1.49)
v(-,0) =vy € L*R™) N L>®(R"). (1.50)

Em ambos os problemas, (1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50), n > 0 é dado, a e (3 satis-
fazem (1.5), pu(t) satisfaz (1.6), f satisfaz as condigoes (1.7), (1.9) e (1.10) com x > 0
dado, e suas respectivas solugoes u(-,t) e v(-,t) satisfazem (1.13) e (1.17).

A diferenga dos dados iniciais satisfaz
(uo —vo) € L'(R™), (1.51)

e suporemos que, ao t crescer, a diferenga entre as solugoes permanece em L!(R"), ou

seja,

(u(-,t) —v(-,t)) € L'YR"), VO0<t<T, com (1.52)
[u(-,t) = o( D)l prny < Ma(T). (1.53)

Adicionalmente, suporemos que ao t — 0 vale a convergéncia
(u(-,t) — v(-,t)) — (uo — vo) c L'(R™). (1.54)

Além disso, para 0 < a < 1, tomaremos 77 > 0 e consideraremos uma nova
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regularizagdo nos problemas (1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50), a saber,

(uﬁ)t + dz’v(f(x,t, uﬁ)) = u(t) alz'v(((uﬁ)2 + (77)2)3|Vu’7|6Vu’7> + nA(uﬁ), (1.55)
u'(z,0) = ug € L'(R™) N L®(R") (1.56)

(), + div(f (2., 07) = u(t) div( () + @) |97 V0T 40 AWT),  (L57)
v(z,0) = vy € LY(R") N L®(R"™), (1.58)

e suporemos que, ao 1 — 0, as solugoes dos problemas (1.55)-(1.56) e (1.57)-(1.58)
convergem para as solugdes de (1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50), respectivamente, isto é:

™ — ull gy = 03 e

| — Ullpigny = 0, a0 — 0.

Com isso, mostraremos que ha contracao de solucoes, ou seja, que a diferenca na norma

L*(R™) entre as solugoes u(-,t) e v(-,t) decresce ao t crescer, para 0 <t < T < T,.

Ao final da segdo, mostraremos que a solu¢ao u(-,t) do problema (1.47)-(1.48)

conserva a massa.

Teorema 1.3.1 Sejam u(-,t),v(-,t) € L>®([0,T], L>°(R™)) solugoes dos problemas
(1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50), respectivamente, para algum 0 < T < T, < oo, que
satisfazem (1.13) e (1.17), e cujas diferencas u(-,t)—v(-,t) satisfazem (1.52) e (1.53),

com uy — vy satisfazendo (1.51). Entdo, temos
[u(,t) = o( Dl ny < lJulsto) = vl to)llpi@ny, VO<to<t<T.  (1.59)
Além disso, se u(-,t), v(-, 1), ug e vg satisfazem (1.54), entdo vale

[u- ) = v( Dl aeny < lluo = voll ey, VO <E<T. (1.60)

Demonstragao:

Esta prova sera dividida em dois casos: > 1,e 0 < a < 1.

Caso 1: a>1

Iniciamos definindo

0 :=u—w,
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na faixa comum Sy = R" x [0, 7] de existéncia das respectivas solugoes u(-,t) e v(-, )
dos problemas (1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50).
Ao subtrairmos a equagao (1.49) da equagao (1.47), obtemos:

0, + div (}(x, t, 9)) = u(t) div<(|u|a|Vu|BVu) - (|U|a|w|5w)) + A0, (L61)
onde
fz,t,0) = f(z,t,u) — f(z,t,v), (1.62)

e, a exemplo do que foi feito na demonstragao do Teorema 1.2.1, multiplicamos (1.61)

por Ls(0) (g(z) e integramos sobre R™ x [tg,t], com 0 < ty < t < T', para obter:

/t:/n L5(0) 07 Cr(x) da dT+/t:/n L5(0) div (}(w,t,@)) Cr(2)de dr =

11

:/t M(T)/fﬁ;(@)div((\u\a]Vu]BVu)—(]v\a]Vv|BVv)>CR(a:)da:dT (1.63)

N J/

t
o / / LH(0) AD C()da dr
to/ R™
v

Analogamente ao feito na demonstracao do Teorema 1.2.1, ao iniciarmos essa

117

integracao, encontraremos:

1:/|II<RL5(9(;U¢)) Cal() dx—/ Ls(0(z, t0)) Crl) do (1.64)

lz|<R

II:—/:/ LL(O)VO - F Calx d:)sdT—/ /|I<R 0)F - Ven(w)dodr:  (1.65)

z|<R

v [ [ 19O L0 Gl e b
—n/ /z| L4(0) Veala) - 7 (@) a) dr

+n/ /MR 6) Alr() da dr; (1.66)
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_—t’i' " ul*IVul’Vu) — (Jo]VolP Vo)) Cr(z) do dr
111 - /u<>Ll<RL5<9>ve(<\r\VW) (w901 0) ) Cala) drd

to
A

J

(I17.1)

- tum L;0) (([u|*|Vu|"Vu) — ([o]*|Vo|"Vv) ) VEr(x) do dr. (1.67)
t |z|<R

J/

0

(I11.2)

Para decompor adequadamente o termo (/11.1), podemos fazer
([u|*|Vu|"Vu) — ([v]*| Vo]’ Vv) =
= u|*|Vu|"Vu — |[v]*| Vo] Vu + [v]*| Vo]’V
1
= Ju|*|Vu| Vu — |[v]*| Vo] Vu + §|vla\Vv|5V6
1 1
= 5 lul*|Vul "V + o (jul*|Vul” + [v]*| Vo) V0
1 «a B «a B
= 5 ([l [Vul” = [* Vo) (Vu + Vo)
1
+ 5 ([ul*Vul” + [v]*| V| ) Vo
L L L L
= (Gl 1vul® = Sl Vel + Sl IVel® = Sl IVel®) (Tu + Vo)

+ =([u]*|Vul? + [v]*|Vo|?) V6

DN | —

1
= S ul*(IVul” = [¥o]) (Vu + Vo)
1
5 (Jul® = o) Vol (Vu + Vo) (1.68)

1 « 67
+ 5 (1ul*Vul” + [v] |Vl ) Vo
e, com isso, reescrevemos o termo (I71.1) como:

(I11.1) :—/ N(T)/ £(0) V0 (([ul*[VulVu) — (o]*[Vel Vo)) Cale) e dr

to \x|<R

- / () / L3(O) [ul* ((Vul” = [Vol”) ((Vul* = [Vof’) Cp(e) dz dr

2 Ji jo|<R y
(II}r.la)
1 t
—5/ M(T)/ LYO) (Ju* = [0]*)|Vo|* (Vu + Vo) - VO Cr(r) do dr
to |z|<R
(II\If.lb)
1 ! " « «
—5/ M(T)/I|L6(9) (|lul*|Vul® + [o|*|V0]?) |VO]* Ca(x) da dr.  (1.69)
to z|<R
(Il}flc)
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Assim, apds iniciar a integracao indicada em (1.63) (ver (1.64) a (1.69)), e escrever

os termos obtidos no lado adequado da igualdade, ficamos com:

(a) /|I<RL5(9(:B,75)) Cr(x)dx
b 1 / () /| L2(6) [ul* (1Tl — [Vol") ((Vul? — |Vol?) Cala) da dr

2 z|<R

(c) —1—1/ ,u(T)/ Li(6) (|u|a|Vu|B—l—|v|a|Vv| )‘V9| Cr(z)dxdr

2 Ji lz|<R

(d) +77/t /|<RL;;(9)|V9|2§R($) dr dr =

@ = [ L) G

() / / o F Cala)da dr

(g) //KR 0) f - Vig(x)dx dr

(h) _ 5/7:0 u(r) /x|<g/<9) (Jul* = [o]*) Vo] (Ve + Vo) - VO (i) da dr
o - funf KR( )l (96 90) = (ol 190 V0) ) Vealo) do dr
I / [ B0 V) T @) (a) d

(k) +1 / /| > 0) ACr(z) da dr.

Ao majorar o lado direito dessa igualdade, e substituir f(a:, t,0) segundo (1.62) e
(1.10), obtemos a seguinte desigualdade:

(a) /x|<R L5(9(x,t)) Cr(x)dx

1 t
)  +3 / () / L3(0) [ul (|Vul” = [Vol”) (IVul® = [VoI*) Ca(x) do dr
to |z|<R
I " ! B o
(c) +§/ #(T)Afg(e) (lu[*[Val® + [o|*|V0]?) |VO]* Ca(x) do dr

(d) +1n / LY(0) VO Cr(x) dadr <
lz|<R

€ < Ls(0(x,t0)) Cr

(e) _AKRa((t))C()
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0 4+ (T /t/| LL(0) V0] 10 Cal() da dr

<R

(2) + Fu (T /t/| |L5(0)] 6] |V¢r(2)|dx dr

<R
1 « (0%
m g fu) B4 " bl 19017 9+ 0190 Gl v
to z|<R
t
(i) —I—/ | ‘é/ ’ ‘ || |Vu|5Vu) (|v|a\VU|BVv)‘ |VCR(x)}d:vdT
z|<

§) ‘|’77/t /lR |VCRZE}CZ0:E )dr

(k) +77/t /|<R Ls(8) |ACr(z)| dx dr.

Aplicando a desigualdade de Young no termo (f), com p’ = ¢’ = 2, obtemos

(f) /t/| L2(0) V0] 16| Cg(z)dz dr <

<R

<! / | OV o) do
2 to ‘I|<R

/ / H ’9' CR dﬂf dr
to ‘CE|<R

(f2

e, juntando os termos semelhantes (d) e (f.1), ficamos com:

a Ls(0(z, r(z)dr
@ [ 1al00) G
1t
b - T LAO) [u*(IVul® — Vo) (IVul]? = |Vol?) Cr(z) dadr
)y ) [ L) (9 = 190 (V90 )

z|<R

1 t " (e [
(c) +§/ M(T)/[g(e)(yu\ IVl + |v]*| Vo]’ ]ve\ Cr() dx dr
t x|<

n ! " 2
(d.1) +§/t0 /|I<RL5(9)]V9\ Cr(z)drdr <
(e) §/|x|<RL5( (z, to)) Cr(x)dx

(£.2) / / L2016 Cr(x)dx dr
to J|z|<R
(2) + Fu (T / / |L5(0)] 6] ‘V(R x) ’dde
to J|z|<R
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1 t
W+ [ ) [ L)l = | (9o (Vs V][9] Galo) o e

2 0 z|<R

(i +/ Lol ((ul*1Vul*Va) + (ju]* Vel Fo) | [Ven(@)| dadr

G +n / /  Lal0) 9@ do() de

(k) +77/t /|<RL5(9) }ACR(x)}d:vdT.

Note que o integrando do termo (c) é positivo e limitado (ver (1.6), (1.13), (1.17),
(1.23) e (1.29)). Também o integrando do termo (b), além de limitado, é positivo,
pois os coeficientes (|Vu|ﬁ - |Vv|ﬂ) e (|Vu|2 - |VU|2), que podem ser negativos, tem
sempre o mesmo sinal. Assim, as integrais nos termos (b) e (c) sao positivas e finitas,
e podemos entao descartar tais termos sem prejuizo a desigualdade (a integral do
termo (d.1) também é positiva e finita, mas é conveniente manté-la mais um pouco).

Fazendo isso, ficamos com:
(a) /:c|<R L(;(H(x,t)) Cr(x)dx
n ! " 2
@n ey [ )R ) nar <
(e) S/ Ls(0(z, to)) Cr(z)dx (1.70)
|:c|<R

£.2 L5 6’ r(z)dz dr
+ Fy(T L5(0)]16] |V¢r(x)|dx dT

<R
1 ! o (0%
() +3 / u(r) / L0 llul® =] [V |9+ 90l [90] Ca(e)
to T|<R
t
(i) +/ p(T l\L’ 0))| ‘(!u\a|Vu|BVu)+(\U!a|VU|5Vv) |V¢r(z)| do dr
T|<R

G 4 / |t  Lal0) 9@ do() de
(k) +n /t / |<RL5(9)}A<R(x)}dxdr.

Podemos majorar novamente o lado direito de (1.70), usando a estimativa (1.22)
nos termos (g) e (i), (1.23) e a hipdtese (1.53) no termo (g), as hipéteses (1.13) e (1.17)

no termo (i), a estimativa (1.21) nos termos (e), (j) e (k), e as estimativas (1.32) e
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(1.33) nos termos (g), (i) e (j) e (k), para obter:

(a) /|  Lalbt.0) Ca) e
77 ! " 2
@n ey [ s R ) rar <

(e) < A<R‘0(x,to)|CR(x) dz (1.71)
(£2) / /| _ ThO) 07 i dr

(2) +5%M1 ) Fy(T / /|I<R\9|e_5\/wdxdr

W 4y /tom ) [ Z4O) I bl 190 (V-4 901 [0 Gule) v

(i) +25%(M(T))“(0(t0))5“ /t u(7) g <|g| e~V Il g dr

t
0 wenf [ el ao)ar
to |SC|=R
t
(k) +€(n+2)n// 6] e~V da dr.
to |$‘<R

Aplicando a desigualdade de Young no termo (h), com p’ = ¢’ = 2, obtemos

1 [t , N N
(k) 5/“( )/|L/( ) [lul* = [v]°] Vo) [Vu+ Vo| [VO] Ca(x) dedr <

z|<R

//LU !V9| Cr(x)dxdr

toJ |z|<R .

(h1)
2 ' " a e}
+5/(M(T))2/|L5(9) “U,| — |U| |2 |VU|2/B|VU/+V’U|2 CR(I’) dr dr

to z|<R

g

(h-2)

e, juntando os termos semelhantes (d.1) e (h.1), ficamos com
@ [ Ls{b) ol do
|z|<R
¢
2+ Q/ / LL(0) |VO) Calx) da dr <
4 Jiy Jiwi<r
€ < / 8z, t0)| Calx) de
|z|<R
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2 "
(£.2) +7—7( //| L2(0)10)? Cg(z)dx dr

<R

(2) +5%M1(T) Fu(T) / / 10| =V 1l gy dr
to J|z|<R

02) 42 (@) [ L) |l = ol (96 [Vt Vof? Gao) dodr

N J lz|<R

O +2eSu@)” (©w)* [ ) [ 1o e VT avar

0 o l2|<R

t
(i) +577/ / 16] e~V do (2) dr
to |(E‘:R
t
(k) +e(n+2) 77/ / 0] e =V L g dr.
to J|z|<R
Como o termo (d.2) é positivo e finito, podemos descarta-lo agora. Podemos

também usar a hipétese (1.17) para ver que |Vo|* |[Vu + Vo|* < 4(C(t0))(2ﬂ+2), e

assim ficamos com

(a) /|r|<R Ls(0(z,1)) Cr(z) da <

(e) §/|<R‘9<$>t0)|CR($) dx

(£2) //WRL" V101 Cala)d dr

(&) +5%M1(T)FM(T) / / 0] ==V gy iy
to J|z|<R

(h.2) +§<c<to>)@ﬁ*” / (u(r))” / LO) |[ul* = [o|** Calz) do dr

to |z|<R
(i) +2a%(M(T>)"(0(tO))5“ /t () |I<|g\ e~V Il g dr

t
() + 677/ / |0] e~V 1+|”|2da(x) dr
to |:C|=R
t
(k) +e(n+2) n/ / 16] ==V da dr.
to |I‘<R

Podemos agora comecar a efetuar as passagens ao limite.

Primeiro, fazemos R — oo. O termo (j) se anulard, pois é da ordem de O(e™%).

Usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, ficaremos com:
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(a) /n Ls(6(z,t)) eV e gy <

(e)
(f2)
()
(h.2)
(1)
(k)

< [ |6(x, to)| eV I+ g (1.72)
Rn

t
+%(FM<T))2/ /Lg(e) 162 e~V 1 g g7
to n

t
+5%M1(T) FM(T)/ / 16| ==V el gz dr
to n

8 2p+2) [* 2 " o |2 —er/14|z)?
=2 () [ () [Lio ot = [ e VI dsar

to

+25Q(M(T))Q(C(to))ﬁ+1 /tu(T) ﬁey eV gy dr

6 tO Rn

t
+€(n+2)7]/ 16] ==V da dr.
Rn

to

Como neste caso estamos supondo o > 1, podemos usar o Teorema do Valor Médio

para obter a estimativa

(Jul* = [o]*) < a(M(T)) "V u —of

e, usando-a no termo (h.2) de (1.72), ficamos com:

(a) /n Ls(0(z,t)) e==V L gy <

+2e—

< | |6(z,to)| eV Ll gy

R

2 t 3
+—(FM(T))2/ /Lg(e)wy?e—fvl”' dx dr
to n

n
t
? (T) Fx(T) / 10] ==V dg dr
RYL

to

+ 27 () (€)Y () [ 240) o] VT s

n
Cum)” @)™ [ ue) [0V v

to

¢
+8(n+2)n/ / 0] e~V da dr.
to n

A seguir, fazemos ¢ — 0. Como e ¢V el < 1 supomos valida a hipétese (1.53),

podemos usar o Teorema da Convergéncia Mondtona para ver que as integrais nos
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termos (g), (i) e (k) sdo finitas. Como esses termos estao multiplicados por ¢, irdo se

anular, e ficamos apenas com:

(a) /n Ls(0(z,t)) do <

(e) < ‘G(x,toﬂ dx

(£.2) //L )16/ (6] dz dr

8 20—2) 28+2 2

02) 4o (M(T))( ) (C(t)) P >/(M(T>) /RLg(e)|9| 6] de dr.
to n

Ao fazermos 6 — 0, gragas a propriedade (1.24) e ao Teorema da Convergéncia

Dominada, os termos (f.2) e (h.2) irdo se anular, e restard apenas:

/Rn’@(x,t)]da: < An‘e(x,to)|dx,

ou seja,

I ) < o

HLl(R") — ’tO)HLl(Rn)7

que é (1.59), VO <ty <t <T.
Por fim, caso u, v, ug e vy satisfagam a hipétese (1.54), fazemos ¢ty — 0 para obter

finalmente

s t) = 0C D) gy < (5 0) = 00, 0)|pugys VO SEST,

que é (1.60), conforme desejado, para o > 1.

Caso 2: 0<a<1

A dificuldade técnica desse caso é que nao podemos usar o Teorema do Valor Médio
para estimar (|u\°‘ — |v|°‘), conforme feito no caso o > 1, pois tal estimativa pode se
tornar ilimitada quando a derivada de f'(w) = |w|” necessite ser aplicada em algum
¢ cada vez mais proximo de zero.

Para contornar essa situagao, tomamos 77 > 0 e consideramos as novas regula-
rizagoes dos problemas (1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50) dadas, respectivamente, em (1.55)-
(1.56) e (1.57)-(L.58).

Lembramos que, por simplicidade de notacao, para cada n > 0 fixado, em vez
da notagao u" e v", nos problemas regularizados (1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50) estamos

usando apenas a notagdo u e v. A notagao correta a usar a partir de (1.55) seria u""

46



e v mas vamos continuar deixando de lado a indexagao de 7 e usar apenas a de 7).

Refazemos entao todo o argumento feito para o caso a« > 1, usando 07 = u'l — v,

até chegarmos a (1.71), que aqui teréd a forma:

@ [ B0 0) Cate e

(d.1) +g/t: A|<RLg(9ﬁ)|veﬁngR(x) dz dr <
@ < /| 107 )] G

(f2) += ClTn/L L6 |67 Cp(a)dx dr

<R

€ — CQ .7 7| e~V 1+l g dr
@ cesowa [ [ e

1/ "enn Y 772
O ) GRS (ORI DR,
: c [ 7 —e/1+|z)?
i e— Cs(to, T, o, 3, T 0" e dxdr
O +e5Clto o) [ ww) [ 0

t
G) +en / / 67| eVl 4o (2) dr
to J|z|=R
t
k) +e(n+2) 77/ / 167 eV 1+l g a7,
to J|z|<R

o
2

N Cp(x)dedr

Aplicando a desigualdade de Young no termo (h), com p’ = ¢’ = 2, obtemos

3 Jr)raen

< //L (07) VO Culx) de dr
4 lz|<R

1)

% /t§u<f>>2/|;<’§g6ﬁ> (@%@ - (04 o[ |9 |vm+w|243<x)dxdi

2

H))

(")) —((o7) () dadr <

\

_|_

e, juntando os termos semelhantes (d.1) e (h.1), ficamos com

a Ls(07(z, r(x)dx
W [ B0 G
,'7 ! /i 7’7\ ;]\2
@2) 4§ [ [ ) 90 ) o <
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e) < Qﬁx,o r(z)dr

() —/x|<| ( t)‘C()

f2) + - C’lT L5( 9’7 0" (p(x)dx dr
(£.2) 77//36 ||C()

<R

<@—m3@mm// 67| e~V ITET g dr
to J|z|<R

) +2 [(utr)’[ v

nJ |z|<R

t
0 +255 Calto oo 8.7) [ ulr) [ 107 eV dwar

to \m|<R

t
() +w// 67| VP do () dr
to |I|=R
t
&>+amwm// 67| e~V 4y iy
to |CE|<R

(W)47?) = (") 472) * IV VLT ) dr

Podemos agora descartar o termo (d.2), que é positivo e finito. Podemos também
usar a hipétese (1.17) para ver que |V’Uﬁ|25 VUl + Vvﬁ|2 < 4(C(to, ﬁ))(erQ). Assim

ficamos com

(a) /|$|<R L5(¢9"(:L’,t)) Cr(x)dr <

(e) §/36|<R|0’7(x,t0)‘CR(:E)dw

(f2) +2 (JlTn//| LL(07) |07 Cr(z)dw dr

<R

<@—mg@mm// 167] &~V I gz dr
to J|z|<R

(=1
2

(( )+77 ) (x)dxdr

mm-%amﬁmﬂmm7ﬁw>

to |I|<R

C t _ :
6) +25% Cylto, T 5,7) / u(r) [ 167 eV g ar
to |CE|<R

¢
§) —l—an/ / |9ﬁ| 6_€V1+|x|2d0(l’) dr
to |CE|=R
¢
(k) +£(n+2)n/ / 167] e~V 1+l g dr.
to J|z|<R

Comegaremos agora a efetuar as passagens ao limite.

Primeiro, fazemos R — oo. O termo (j) se anulara, pois é da ordem de O(e™%), e
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ficaremos com:

(a) /n Ls(07(x,t)) e ™=V W g <
(e) < . |9’7(x, to)| eV Wl gy (1.73)
(f2) +%CI(T, 0 /to / nLg(eﬁ) 107 eV g

t
(&) +c5 0T / 67] &~V IBT gy dr
to JR™

2

— () 7P)

=3 o2
2 2

(0:2) 5 Catto, 5.7 (1(0)’[ 24067 | (7)) eV g dr

0 n

t
) +255 Calto T 8.7) [ ) [ 167 VI drar
to Rn

t
k) +e(n+2)n / 167] e~V 1+l g dr.
Rn

to

Para o caso a > 1, nessa altura do argumento utilizamos o Teorema do Valor
Médio para f(w) = |w|".

Estamos agora supondo 0 < o < 1 e, para refazer a mesma tarefa, vamos aplicar

o Teorema do Valor Médio para

[NIES
N—
Q

Fw) = () + @)
ou seja, vamos utilizar:

< a(C(&,ﬁ))(a_l)‘u—ﬂ. (1.74)

Note que o expoente (o — 1) é negativo. Mas, como 7 > 0 estd fixado, temos uma
protecao que garante que, por mais proximo de zero que seja o £, a constante dada
pelo Teorema do Valor Médio serd finita. Dessa forma, podemos usar (1.74) no termo
(h.2) de (1.73), para obter a estimativa

(a) / Ls(07(z,1)) e VIRl gy <
() < [ |07z, to)| e sV I+ d
RTL
t
(£.2) +%01(T,77) / / LU |67 eV 1 g
to n
C . g
()  +e=CoTD) / 107 ==V T g
to JR™
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(12)  + a2 Cy(6. ) Calto, B.7) / (u(n)? / L5(O7) |07 VI dudr
n R™

to

t
0 +2:S 00, T a0 8,7) / u(r) / 67] VIR g dr

5 to R

t
k)  +e(n+2)n / 167] eV 1+l g dr.
to JR™
A seguir, fazemos € — 0 e, a exemplo do caso a > 1, ficamos apenas com:

(a) / Ls(#7(, 1) do <
(e) < /Rn‘@ﬁ(x,toﬂdx

2 A N
02 o | | Genee

(h.2) +%a2 Cs(&, a,n) 04(to,6,ﬁ)/ (H(T))Q/ L5(6") 167|167 dx dr.

to n

Ao fazermos & — 0, gragas a propriedade (1.24), os termos (f.2) e (h.2) irao se

anular, e restard apenas:

/ ‘Qﬁ(x,t)’dx §/ ‘Hﬁ(x,t0)|d:v,
Rr Rn

ou seja,

107y < 17200

que é (1.59), V0 <ty <t <T.
Por fim, caso u, v, ugy e vy satisfagam a hipdtese (1.54), fazemos ty — 0 para obter

finalmente
[l t) = o) gy < [ 0) = 0C 0| gy VOSEST,

que é (1.60), conforme desejado, também para 0 < a < 1. ]

Para ilustrar o Teorema 1.3.1, vamos exibir na Figura 1.6 o comportamento da
evolucao da norma L' de u(-,t) — v(-,t), para o tempo de t = 2s. onde u(-,t) é a
solugao do problema (1.1)-(1.2) que iniciou em ug dada em (1.3), e v(-, ) é a solugao

do mesmo problema e que iniciou em vy dada por

36 — a2
vozmax{O, z}

72
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Perfis iniciais Perfil das soluges notempot=1.2s

ug,0); v¢,00
u(,b); vt

05} [ 05}

(a) Perfis iniciais (b) Perfil de evolugao, tempo = 5s

Figura 1.5: Perfil inicial e evolugao no tempo = 5s, contracao

1 uCA) v

3.95

3.9

Norma L1 de u(. t) - v{ t)

3.85

3.8

3.75

3.7 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 1.6: Exemplo para ilustrar a contragao

Para finalizar a secao, usaremos o resultado do Teorema 1.3.1 para mostrar que,
com as mesmas condi¢oes do Teorema 1.2.1, a solugao u(-, t) do problema (1.47)-(1.48)

conserva a massa.

Teorema 1.3.2 Seja u(-,t) € L ([0, T], L>(R™)) solugdo do problema (1.47)-(1.48)
para algum 0 < T < T, < oo, que satisfaz (1.13), (1.14), (1.15) e (1.17). Entao,

u(+,t) tem a propriedade da conserva¢io da massa, isto €, vale:
/ u(zx,t)dx = / up d, VOo<t<T. (1.75)
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Demonstragao:

Com o intuito de auxiliar a prova da conservacao da massa para a solugao u(-,t)
do problema (1.47)-(1.48), vamos introduzir outro problema semelhante, nos moldes
de (1.49)-(1.50), cuja solugao v(+, t) terd mais regularidade e mostrar inicialmente que

tal solugao v(-,t) conserva a massa.

Como a condigao inicial ug do problema (1.47)-(1.48) ¢ dada em L'(R")NL>(R"),
é possivel tomar uma sequéncia vj* € C§°(R™), m > 1, que converge para uy na norma

mo

L'. Portanto, fixado € > 0, existe my tal que vy := v{™ satisfaz

HUO - UOHLI(Rn) < E. (176)

Tomamos tal vy € C§°(R"™) como condigao inicial para o problema (1.49)-(1.50).

Note que a solucao v(+,t) deste problema, que parte de vy, satisfaz:

v(-,t) € C([0,T], LY(R™)) N L>=([0, T}, L=(R™)); e (1.77)
Vv € L*®(R" x [to, T)). (1.78)

Além disso, (1.15) e (1.77) garantem que u(-,t) e v(-,t) satisfazem (1.53); e u, v, ug e
v satisfazem a convergéncia solicitada em (1.54). Portanto, podemos usar o Teorema
1.3.1 para garantir que hé contracdo entre as respectivas solucoes u(-,t) e v(+,t) dos
problemas (1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50), ou seja, para garantir que vale

li+8) = 0, Oll sy < o =l sy, YO <ET. (1.79)

Vamos agora verificar que a solugao v(-,t) conserva massa.
Para isso, multiplicamos a equagao (1.49) pela fungao de corte (gr(z) dada em

(1.29) e integramos sobre R™ X [to,t], com 0 < tg <t < T, para obter:

//angR dxdTJr//ndw Fx,t,0)) Crlw)de dr =

:/ u(r )/ div([0]°|Vo|*V0) Ca(z dmdr+77/JAv§R )dz dr.

to

Analogamente ao que foi feito na demonstragao dos teoremas anteriores, apds
iniciarmos essa integragao e escrevermos cada termo no lado adequado da igualdade,

encontraremos:
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a v(z,t) Cr(x)de =
(a) /|x< (z,t) Cr(z)
b = v(z,ty) Cr(x) dx

(c) - / f-V(Cale)) dudr

|z|<R

(d) —/ ﬂ(T)/l ([o]*|Vo|*Vv) - V (Cr(x)) da dr

z|<R

(e) +n//|mgA<R ) da dr

— v rlx W (x)do(x) dr.
S R CO R CEE

Podemos substituir V(Cz(z)) e A(Cg(z)) segundo (1.30) e (1.31), e entao fazer

R — oo. Note que o termo (f) se anulard, pois é da ordem de O(e 7). Ficaremos

com:
(a) / o(z, ) e =V I gy =

b = /R (st VI (1.80)

/t 675\/1+|m|2
— &

(c) [z ————=dxdr

R® \/1+ |z)?
t e~V 1zl
(d) e [ o) [ (jo]|Vo]’ Vo) - & ——=dudr
fo ], —

1+ |z

(e) - / / ve VP M (2 o) de dr,

onde M (x,¢e) pode ser visto em (1.31).

A seguir, faremos ¢ — 0.

1+|z|?

Como e~

1+‘ = <1, e M(z,¢e) é limitado, V x € R";

f satisfaz a hipdtese (1.9) e a solu(;ao v satisfaz (1.77) e (1.78), podemos aplicar o

Teorema da Convergéncia Dominada para verificar que as integrais dos termos (c) e

(e) s@o finitas.
Se a > 1, a integral do termo (d) também serd finita, e, portanto, ao fazermos
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e — 0 em (1.80), obteremos

/n v(z,t)de = /n v(x,to) dx. (1.81)

Se 0 < a < 1, necessitaremos da seguinte hip6tese adicional sobre a solugao v(-,t):

T
/ / \Vo|dz dt < . (1.82)
0 n

Se 0 < a < 1 e v satisfaz (1.82), entdo novamente a integral do termo (d) sera finita,
e ao fazermos € — 0 em (1.80), também nesse caso obteremos (1.81).

Por fim, fazemos ty — 0 em (1.81), para chegar a

/n v(x,t)de = /n v(x,0)dx, (1.83)

que diz que a solucao v(+,t) do problema (1.49)-(1.50) conserva massa.
Finalmente, provaremos que a solugao u(-,t) do problema (1.47)-(1.48) conserva

massa. Para isso, faremos:

/nu(x,t)dx:/n(u—v ) (,t) dx+/
:/n(u—v :Ut daH—/
:/n(u—v)(x,t)dx—l—/n(vo—uo)dx+/nuodx,

onde a segunda passagem ¢ possivel gracas a validade de (1.83). Podemos escrever

/nu(a:,t)dx—/nuodx:/n(u—v)(x,t)dx—l—/n(vo—uo)d:r

e, consequentemente, teremos

‘/ u(a:,t)dx—/ uodx‘ §/ ‘u(x,t)—v(x,t)‘dw—i—/ ‘vo—uo‘dx
n Rn Rn Rn
§/ ‘vo—u0|d:€+/ |v0—u0|da:
R® R®

< 2w - uUHLl(Rn) < 28,

onde a segunda passagem é possivel gragas a contragao citada em (1.79), e a tltima
passagem ¢ justificada pela escolha de vy satisfazendo (1.76).

Como ¢ foi tomado arbitrario, podemos concluir a validade de (1.75).
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Para ilustrar o Teorema 1.3.2, vamos exibir na Figura 1.7 a conservagao da massa
de u(-,t), para o tempo de t = 30s, onde u(-,t) é a solu¢ao do problema (1.1)-(1.2)

que iniciou em ug dada em (1.3), e f(z,t,u) é dada em (1.4).

Massa da solugédo
7.1995

71995

7.1995

7.1995

7.1995

7.1995

Massa de u(.,t)

71995 F

7.1995

7.1995 1

7.1995

7.1995
0

Figura 1.7: Tlustracao da conservacao da massa

1.4 Principio da Comparacao

Nesta se¢ao consideraremos novamente os problemas (1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50),

onde as condicoes iniciais ug e vy satisfazem a
ug < vy, q.s.x€R", (1.84)

e, com as mesmas hipoteses da secao anterior, mostraremos que vale a propriedade

da comparagao.

Teorema 1.4.1 Sejam u(-,t),v(-,t) € L>([0,T],L=(R"™)) solugées dos problemas
(1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50), respectivamente, para algum 0 < T < T, < oo, que
satisfazem (1.13) e (1.17), com ug e vy satisfazendo (1.51), (1.53) e (1.84). Entao,

vale a propriedade da comparacao, ou seja,

u(-,t) <wv(,t), VO<t<T. (1.85)

Demonstragao:

Esta prova também sera dividida em dois casos: a > 1,e 0 < a < 1.
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Caso 1: a>1

Iniciamos definindo
f:=v—u

na faixa comum Sy = R" x [0, 7] de existéncia das respectivas solugoes u(-, ) e v(-,t)
dos problemas (1.47)-(1.48) e (1.49)-(1.50).

Analogamente ao feito na demonstragao do Teorema 1.3.1 (Contragéo em Ll), sub-
traimos a equacao (1.47) da equagao (1.49), obtendo a equagao (1.61), multiplicamos
por G5(0) Cr(x), onde G5(#) é dado em (1.28) e (g(x) em (1.30), e integramos sobre
R™ X [tg,t], com 0 < tg <t < T, para obter

t

/ t [ G4(6)0- Cala) dodr + / s Gg<e)div(}(x,t,9>) Cr(z)dz dr =

:/tu(ﬂ /Rnaé( )dw((m Vo' V) — (|u|a|Vu|6Vu)>CR(x)dxdT (1.86)

to
+77// 0) A0 (r(z)dx dr,
t

onde f(z,t,0) = f(z,t,v) — f(z,t,u).

Ap6s iniciar a integragao indicada em (1.86), com os mesmos procedimentos usados

na demonstracao do Teorema 1.3.1, encontraremos:

a Gs r(x
(2) /W (0z,1)) Cle) do
)+ [ uln) [ GO PP (Ve = [9ul) (Tl - [Vul) cala) dodr

to |z|<R
c 1 t _ 1 MEvAL v - dr
© g ute) [ GO (W19 + o 190F) 99 )
(d) +n/to /J:KRGJ(G)W@\ Cr(z) de dr =
(e) =/|x<RG5( (, to)) (r(x) do

(f) //| GL(O)VO - F Cr(z)dz dr

<R
(g) //|<R f V{g(z)drdr
b - 5[ “(”/ G56) (oI = [ul")IVul’ (Vo + V) - V6 Galo) dadr
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(i) —/tu(T) /|$|<R( )((\vya\wyﬁw) - (yu\ayvuﬁvu))m(@ dz dr

: —
(i) —77/ /|z . 0)V(r(z) - 7 (z)do(z)dr
(k) +77/t /||<RG5(9) Algr(x) dz dT.

Levando em conta as diferengas entre Gs(u) e Ls(u), e realizando todas as ma-
joracoes e procedimentos indicados na demonstragao do Teorema 1.3.1 até a passagem

ao limite com R — oo, chegaremos a:
(a) /n Gs(6(z,1)) ==V g <
(e) < /Rn (H(x,to))+ =Vl g (1.87)
(£2) + % (Fu(T))’ /t: /nGg(e) 8] ==V da dr

(&) +€%M1(T) Fu(T) /t t / Jol eV d ar

(h.2) + % (C(to))(2ﬁ+2) /tO(M(T))Q /Rngg(e) |[o]* — |u|a’2 VAR
Sy ()™ [ ut) fol VI dar

tO n

t
(k) +e(n+2) 77/ 0] ==V’ gz dr.
to JR™

(i) +2¢

COHlO neste caso estamos supondo (0 Z 1, podemos usar a estimativa
a e < M T (06—1) o
(lol* = ul®) < a(M(T))™ " |v—ul

no termo (h.2) de (1.87), e, ao fazer € — 0, ficaremos apenas com:

(a) /n Gs(0(z,t)) da <
) < / (6(x,t0)) , da

(£.2) //G )16]10] dx dr

(h.2) +§a2 (M(T))** (O(to)) # / (1(r))? /R G4(6) |0] o] e dr

n to
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Ao fazermos & — 0, restara apenas:

/ (#e1) o < / (0 10)),
e, fazendo ty — 0, obteremos
/n (O(x.1)), do < / (uo —w), dz, YO<t<T. (1.88)
Agora, note que a hipétese (1.84) é equivalente a
/n (9($70>)+ dr = /n (uo — vo)+dx =0, q.s. r € R", (1.89)
e, portanto, usando (1.89) em (1.88), obtemos
/n (9(x,t))+d:c =0,
ou seja,
/n (U($, t) — v(a:,t))+ dr =0, q.s. ¢ € R", (1.90)

de onde se conclui (1.85), conforme desejado, para o > 1.

Caso 2: 0<a<l

A dificuldade técnica desse caso é a mesma encontrada na demonstracao do Teo-
rema 1.3.1, e novamente, para contornar essa situagao, tomamos 77 > 0 e consideramos
os problemas regularizados (1.55)-(1.56) e (1.57)-(1.58).

Refazemos entao todo o argumento feito para a demonstragao do caso 0 < a < 1
no Teorema 1.3.1, respeitando as diferencas entre Gs(u) e Ls(u). Apds refazer todas
as majoracoes la indicadas, e efetuar as passagens ao limite com R — oo, ¢ — 0,

0 — 0 ety — 0, nessa ordem, chegaremos a:

/n (0(z.1)) , dz < / (6(x,t0)) , dz =0, (1.91)

ou seja,

/n (u(a:, t) — v(:v,t))+ dr =0, q.s. r € R", (1.92)

que é (1.85), conforme desejado, também para 0 < a < 1.
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Para finalizar este capitulo, vamos ilustrar esse resultado, exibindo na Figura 1.8
o comportamento da evolucao das solugoes de u(-,t) e v(-,t), para o tempo de t = 2s.
onde u(-,t) é a solu¢do do problema (1.1)-(1.2) que iniciou em ug dada em (1.3), e

v(-,t) é a solugdo do mesmo problema e que iniciou em vy dada por

0 36 — 22
Vo = Thax E—
0 ) 30 )

Perfis iniciais

Perfil das solugfes no tempo t = 2s

250 T T T T T T T 7 o5l

u(.,0); v(,0)
ug,b; vty

osf B st

(a) Perfis iniciais (b) Perfis de evolugio, tempo = 2s

Figura 1.8: Perfis iniciais e de evolugao, tempo = 2s, comparacao

Observacgao: Como consequéncia da propriedade da comparacao, provada no Te-

orema 1.4.1, decorre que para py = 1 a solugdo u(-,t) do problema regularizado
(1.47)-(1.48) ¢ tnica.
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Capitulo 2

Estimativas da norma do sup: Um

caso de decrescimento

Neste capitulo consideraremos o problema regularizado
ug + div(f (z,t,u)) = p(t) dz’v(!u\a]Vu]BVu) +nAu, zeR" t>0, (2.1)
munido de dados iniciais
u(-,0) =up € LP°(R™)N L=(R"), (2.2)

onde 1 > 0 estd fixo e 1 < py < 0o é dado; a e [ sdo constantes que satisfazem (1.5);
u(t) satisfaz (1.6); e a fungao f(z,t,u) satisfaz (1.9), para x > 0 dado.
Além disso suporemos, exclusivamente neste capitulo, que b(z,t, u) satisfaz a se-

guinte condicao de estabilidade:

< 0b;
a—(x,t,u)zo, VeeR" t>0, ueR. (2.3)
Z;
i=1
Nestas condigoes, mostraremos que a norma do sup das solugdes u(-, t) do problema

(2.1)-(2.2) satisfaz a uma estimativa do tipo
ey )l ey < K, ) 0) [yt ¥ > 0,

onde pg < p < e K(n,p) = K(n,p,a, ) é uma constante pura, e estipularemos
os valores de p e o para os quais tal estimativa faz sentido. Os resultados que ob-
teremos neste capitulo generalizam alguns resultados apresentados em [3], onde os
procedimentos que utilizaremos aqui sao aplicados a uma equacao um pouco mais

simples.
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2.1 Decrescimento de ||u(-,?)|| ;4

Nesta se¢ao mostraremos que, se f(z,t,u) satisfaz a condi¢ao (2.3), entdo uma
solucao u(-,t) do problema (2.1)-(2.2), que se suponha estar em LP(R"), permanece
em LY(R™) V ¢t > 0, para qualquer ¢ satisfazendo a ¢ > 2 e py < p < ¢ < 00, e sua

norma L? nao pode aumentar com o passar do tempo.

Teorema 2.1.1 Seja u(-,t) € L‘X’([O,T],L“’(R”)), VO<T<T,, solugio suave do
problema (2.1)-(2.2), onde flx,t,u) satisfaz as condi¢oes (1.9) e (2.3). Supondo que
u € LP(R™) para algum p > po, entdo para qualquer q satisfazendo a py < p < q < 00

vale:

Jul ) 1 (Rn) = < lu(, )”Lq(Rn)a VO<t<T. (2.4)

Demonstragao:

Considere pg < p < ¢ < o0.

Para d >0, R > 0e 0 < e <1 dados, vamos analisar a equagao (2.1) multiplicada
por ®%(u) Cgr(z), onde ®s(u) é a fungao auxiliar dada em (1.25), e (g(z) é a fungao de

corte dada em (1.29). Ou seja, analisaremos:

() ws Cu() + () div(f (2, 1, u)) Calz) =
— ®(u) p(t) div(Jul” |Vl *Vu) Calw) + B(u) n Au Cale).

Integrando essa equagao sobre R™ X [tg,t], com 0 < ty < t < T, ficamos com:

//n@’ Yu, Cr(x dzd7+//7L(I>' Ydiv(f(z,7,u)) (r(z) dodr =

—/ u(r )/Rn@’( Jdiv(|u]*|Vul*Va) Ca(e )d:chJrn/ /:I)’ ) A () da dr.

to
(2.5)
Por ora, separaremos a anélise em dois casos: ¢ =2, e ¢ > 2.

Caso 1: ¢ =2

Note que, como ®s(u) = u?, entao ®s(u) = 2u, e a equagao (2.5) se torna:

/t/ 2uuTCR(m)dxdT+/t/ 2udiv(f(z,7,u)) (r(x) dedr =
Y e ’

11

= /ttM(T) /Rn2u div(|u|a|Vu|BVu) Cr(z)dx dT—l—n/tt/nZu Aur(x)dzdr. (2.6)

0
(NG [\ J
~~

~
117 v
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Faremos essa integracao termo a termo.

Integrando o termo I usando Fubini, obtemos:

I:/t/|r<R%(u2)(R(x)dxdT
/|r|<R/ dT dTCR( )dx

= w(x r(z)dr — ux,OQRxdx; 7
/|x.<R'”>'“) / iz, ) ) 2.7)

|z|<R

Para integrar o termo II, fazemos:
t
II= / / 2udiv(f(x,7,u)) Cr(x)dr dr
lz|<R

N P ST T
L L (o) (g s gy )] oo

//WR > afz o Gl da;d7+/ /|x<R2uf w) - VuCg(a)dz dr;

'

1a Hb

Para a integracao de IIb, vamos definir

F! = 2uf!(u),

e, consequentemente:

Rw) = [ 20 i) do

Assim, usando o Teorema da Divergéncia em IIb, segue que:

IIb = / /|$|<R ) - Vu(g(z)dxdr
//|r|<R ) Cr(z) dx dr
- (F(U)QR(@") on [P0 Vet do)ar
/ /WR ) - Vr(x) da dr
[ (] 2o
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Ou seja, ao integrar II, ficamos com:

11— 2/ /|z|<R Y a;z Ca(@) da dr
_/to /|z|<R;<</0u2vfi’(v)dv> ail

Integrando o termo III, temos:

(m)) dedr;  (2.8)

¢
I = 2/to () /|$<R div <|u|a|Vu|£Vu> ulp(z)drdr
¢
= 2/to w(T) (u|u|a|Vu|5Vu CR(x)‘mR — /x|<1|%u|a|Vu|5Vu . V(u CR(x))dx) dr

_ g / u(r) /| T (T ale) + uS o)

= —2/ ,LL(T)/ |u|a|Vu|ﬂ|Vu|2CR(x) dx dr

to |I|<R
¢
—2/ /L(T)/ ulu|*| V|’ Vu - VCr(2) da dr (2.9)
to \x|<R

Para integrar o termo IV usamos duas vezes o Teorema da Divergéncia, e encon-

tramos:

Vz—n/tO /x|<R2|Vu\ Cr(z)dxdr
— 2 -7 (z)do(z) dr :
n/to /MRu V(r(x) - 7 (x)do(z)d (2.10)

t
—l—n/ / u?Alg(z) dz dr.
to |I‘<R

Assim, apds iniciar a integrac@o indicada em (2.6) (ver (2.7)-(2.10)), e reescrever

os termos, colocando-os no lado adequado da igualdade, obtemos:

/ |u(:v,t)|2 Cr(z)dx
|z|<R

+2/ /x|<R ( 8fz>(3( )dz dr

2 / u(e) [l IVl o) de

to lz|<R

¢
+2n/ / \Vul? Cp(x) do dr =
to ‘$|<R
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- / e, ) Cale) da
|z|<R

f LB ([ o)

_ ' a B
2/ u(r )/|II<R|U| VulPuVu - Ven(a) d dr

—n/ /m WV Cn(a) - (@) @) dr

—i—n/ / u?Alp() dx dr.
to J|z|<R

Majorando o lado direito desta igualdade obtemos a seguinte desigualdade:

(:c)) dv dr

(a) /| O () do

(b) +2/t:/|x|<R§ <u gi) Cr(z) dzdr

(c) +2/ ,LL(T)/ ]u\a]Vu|5+2CR(;E) dz dr

to |z|<R

(d) +2n/t /|<R|Vu|2(3(a:) dedr <

(¢) </ (i, to)|? Cr(z) dz (2.11)
|z|<R
(£) // (’/ 20 f!(v de D dz dr
|z|<R ,Z a
(g) +2/ u(r )/ll V]|Vl |V ()] iz
z|<R
W e [ ) ) ar
() e [ [ wiace)] de
to J|z|<R
E conveniente aplicar agora a desigualdade de Young no termo (g), com a =
’VU|B+1, b=ul,p = gﬁ e ¢ = f+ 2. Ficaremos com:

(g) = 2/ M(T)/ |U|a|vu|’8+l|u||VCR(x)|d:L‘ dr

to |z|<R

t T ul® M ’LL'B+2 1 Uﬁ+2 . - dr
SQ/tO“( )/x|<R| | ((BH)W S il )|ng( )| dxd
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t
25(5 g / M(T)/ || V| T2eeV Ll gy dr

T (B+2) )y lz|<R

(. J

(g:1)

2 ! e
+e€ )] / () /| . u|* PRV gg dr
to x| <

a"'e

(82)

Na tltima passagem, usamos a estimativa (1.32). Manteremos o termo (g.2) no lado

direito da desigualdade, mas passaremos o termo (g.1) para o lado esquerdo.

Usando a hipdtese (1.9) e as estimativas (1.13) e (1.32) no termo (f), as estimativas
(1.13) e (1.32) no termo (g.2), a estimativa (1.32) no termo (h), e a estimativa (1.33)

no termo (i), a desigualdade (2.11) se torna:

(a) /| e O Gl do

(b) + 2/,:: /IKR;T; (u gi) Cr(z)dx dr
© w2 [ [ Vel ) dedr

to |z|<R
(p+1) [ apg, (B+2 —ey/1+]a]?
1 -2 \V/ dr d
(&.1) 5<5+2>/t0““)/|x<R'“" a2 VIR g gy

(d) +2n/to /|w<R|Vu|2CR(x) dudr <

© < /| IR df -

(f) +eB(T) (M(T)) /t /|<R;)/O QUdv)e_E\/dedr
(52) + g )™ [ ) [ e s

¢
(b) + 577/ / Jul?e =V H'I‘cha(x) dr
to |1“:R
¢
(i) +(n+2) 6?7/ / ufPe= VI qg dr
to \33|<R

No termo (f) fazemos [ 2vdv = u?, e ficamos com

(f) = en B(T) (M(T))"™ /t / |<R|u|2e—e\/_1+|x2 e
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Como sao semelhantes, podemos juntar este termo com o termo (i), obtendo assim:

(a) /| e 0 el s

(b) + Q/t:/lfv|<R¢i1 <u §£> Cr(z)de dr
© w2 [0 [ e el dedr

to |z|<R
B+1) [ apo, (B+2 —er/THa)
N -2 \V4 dx d
(8.1) €<ﬁ+2>/to“(”/x|<3'“' Va2 VIR gy dr

d 2 Vul? r(x)drdr <
(@) *”/to/w' 2 Ca() do dr <

e u(x, to 2 r(z)dx

(e) §/|x<R'(’“‘>'“)

(£1) te((n+2)n+nB@) (M(T))*’"“)/t /|<R|u|2es\/”|z|2dxd7-

2¢ ats [ - uze’s\/m v dr

(52) F g MO [ [ dud

h € t ule=sVIHP 4o (1) dr.

m e [ P ot

Vamos agora iniciar as passagens ao limite.

Faremos primeiro R — o0o. Note que o termo (h) se anulara, pois é da ordem de
O(e™f). Também, o termo (c) se tornard semelhante ao termo (g.1), e poderemos

junta-los. Ao fazer isso, ficaremos apenas com:

(a) /R ufa, £)2 em=V el gy

(b) + Q/t/ z”: (u 2?) e VI gy dr
v (1 ) 5%2 : 3) / u(r) [l VI
(d) +on /t / VeV g dr < (2.12)

(e) < | Jula, to)|? e VIH gy
R’IL

(£.1) —i—a((n—l— 2)n +n B(T) (M(T))““) /tt/ uf? ==V g dr

2e atp [* - ul2e=sV 1R g0 g
(1.2 g M) [ [ do dr.
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Note que, como e‘em < 1, poderiamos majorar os trés termos do lado direito
da desigualdade, e concluir que todos sao finitos. Como todos os termos do lado
esquerdo da desigualdade tem sinal positivo, e suas respectivas integrais tem inte-
grandos positivos (para o termo (b), ver a hipdtese (2.3)), isso implica que todas as
integrais do lado esquerdo da desigualdade sao finitas. Podemos, portanto, descartar

os termos (b), (c.1) e (d), sem prejuizo a desigualdade, ficando apenas com:
O
(c) < / u(z, to)|? e~V 1P gy
(£.1) + 6<(n +2)n+nB(T) (M(T))”“) /tt/ (a2 e~V g g
o Jrn

2 ot [* - ul2e=sV R g dr
(h.2) g™ [ [ du dr.

Nesse momento, fazemos ty — 0, para obter:

(a) /R (e, ) e~V g <

(e) < / lu(z, 0)]? e==VIFIT gy (2.13)
(£1) te((n+2)n+nBT) (M(D)) /;/R luf? ==V g iy

2¢ ats [* 2~/ THIP
(h.2) + G+ (M(T)) /0 u(T)/n lul"e Hel™ da dr.

Vamos, por ora, deixar de lado o caso ¢ = 2, e analisar o caso ¢ > 2.

Caso 2: ¢ > 2
Assim como no caso anterior, integraremos a equacao (2.5) termo a termo.

Integrando o termo I de (2.5), usando o Teorema de Fubini, obtemos:

1—/ /|z|<RE (®5(u)) Cal)d dr

/|96|<R t dr @6 dTgR(x) dr
N /|96|<R <L5(u(x t>)> Cr(z) dx —/|x|<R (La(u(x,to))>qCR(x) dx. (2.14)

e '

Ia Ib
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Para integrar o termo II, procedemos analogamente ao caso anterior, encontramos:

H:/ /|x<R(I>g(u)div(f(x,T,u))CR(x)dxdT

/ A:<RCD/ (i:1 af@) Cr(z dxd7+/ /xKR(I)’ F'(u) - Vulp(z)dedr

-~

IIa Hb

e, para a integracao de IIb, definimos F(u) := ®4(u) f/(u). Consequentemente, temos

Fi(u) = / % (v) fi(v) dv. Assim, usando o Teorema da Divergéncia, segue que:
0

= / /WRCI)/ (Z;f ) () da dr
:/ /MR(Z O5(u) fi(u) ux> Cr(z)dz dr
/ /|I<R( )CR( )dx dr
:/ |x‘<Rv (F(u)) Cr(z)dx dr
_/t( (u)Cr(@ )|x\ R ol<R (u)'VCR(:c)dx) dr
/AKR( ic (a:)) dx dr
_/to /|30<R(; /0 <I>f;(v)f{(v)du> 8(11 (x))d:cdr

Ou seja, a integragao do termo II resulta em:

11_/ /|x|<R Ls(u)) "™ Li(u )<Z§f’>g3( )dz dr

J/

(:c)) dz dr.

Ha

I |<R(g( [ aest) " o) ) a0) 5 ale) o (215

IIb
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Integrando o termo III, temos:

7 = /tu(f) /xKRdiv (jul*[Vul V) () Gl dr

to

- /tu(T)(|u|a|Vu|5Vu O (u) <R(x)‘|x:R_ xlrj%|a|Vu|f3Vu - V(@ (u) CR(x))dx>dT

0

- _/ttM(T) /x|<R |u|*| V|V - (V(CDS(U)) Cr(z) + P5(u) VCR(x))dI i

= —/ ,u(T)/ || Vu|’Vu - Vu @) (u) Cg(z) de dr

. Jto |z|<R )
Iﬁa
t
- [ | I (04000 V()
to lz|<R

(. J/

-~

IIIb

Em IIIa, substituindo ®§(u) de acordo com (1.27), obtemos:

la = - /tum Jul* [Vl |Vl (alg=1) (o)™ (E) “+a(Ls)" 'L () Jon (@) dardr

0 lz|<R

— g(g—1) / () / [Vl (La()) " (L) Crlr) di dr

N to |z|<R ,
ITa.1
¢
—Q/M(T)/| R|u|0‘|Vu|BJr2 (L(;(u))qfng(u) Cr(x)dxdr
to x|<

N J/

~
I11a.2

e, em IIIb, substituindo ®4(u) de acordo com (1.26), ficamos com:

b = —q / () / IVl V- (Ls(w) " Ly () V() de dr.

to lz|<R

Assim, ficamos com:

I = —q(q— 1) / ,u(T)/ |u) |Vl (L(s(u))qf2 (Lg(u))2 Cr(x) dx dr

. to lz|<R
IIla.1
o ) [ I () ) st 216)
— mes ’
[y [ T (L) () V)

N J/

IIIb
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Integrando o termo IV, usando o Teorema da Divergéncia, temos:

IV=n /t/ div(Vu) ®5(u) Cr(x)dx dr
to J|z|<R

= [ (40 Vucato

- Vu - V(®j(u) CR(x))dx) dr

|z[=R |z|<R

= [, e (T Gato) + 4000 V(o) o

t ¢
= —77/ / \Vu|® & (u) Cr(x) da dr —7]/ / O%(u)Vu - VCgr(x) dx dr.
R to |$‘<R R to |x\<R

J/

IVa Vb
Em [Va, substituindo ®5(u), obtemos:

IVa = — / IVl [a (q = 1) (La(w)"* (L) a(Ls(w) "™ L§ () | Ca(w) do dr

o |z|[<R

— nqlq-1) / /| Tl (L) () Galo) e d

J/

~-
IVa.l

\—UQ/tO /m|<RWu’ (Ls(w)" L (u) Cr(x) do dr

S

~
IVa.2

e em Vb, ficamos com:

IVb = —n /t V(®s(u)) - Vir(z) dz dr

0 ‘1‘|<R

B /t: ( /| ) V(o) T (2)do () — /| ) A dx) ir
S /t: / y (Ls(w))" V¢r(z) - 7 (2)do(x) dr

IVb.1

+i7/t:/|x|<R (Ls(u))? Alr(z) dx dr.

IVb.2

Assim, podemos escrever IV como:

IV = nglq—1) / /| T (L) (B e o

J/

IVa.l
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—WQ/tO /x|<R|VU’ (L5(u)) L (u) Cg(x) dw dT

— t u e xX) - ﬁ T )aoc\xr T

: n/to /MZR(L(;( ) Vealo) - o)dote) i
+77/t /||<R (Ls(u))? Alr(z) dz dr. (2.17)
h e ’

Portanto, apds iniciar a integragao indicada em (2.5) para ¢ > 2 (ver (2.14)-(2.17)),

e reescrever os termos, colocando-os no lado adequado da igualdade, obtemos:
q
/ <L5 (u(x,t))) Cr(x)dx
|z|<R
+ /t/ (Lo(u)) "™ Ly (u) (i afi) (r(z) dx dr
4 to J|z|<R ’ ’ O; f

=1

Falg—1) / () /| TV (L) (£ 00) o)

fnalo—1) / [T (Bata) ™ (0)° ) o~
~ o (o) o)

+q/t:/|m|<R(iz:</0“ (Ls(v)) "™ Ls(v) fi(v) dv) aii CR(x))dxdT
—a a0 (2alo) ) Gul)

to |z|<R

— tT ul®| V|’V - W) L (w) VCR(x) da dr
q/mm >/|$|<R\ 1Vl V- (Ls(w)" L) Vea(z) dod
- ”q/t /| <r Vul® (Ls(w) " L(u) Cr(x) da dr

- ”/t / =R (Ls(u)* VCr(x) - 7 (x)do(x) dr

+77/t /|<R (Ls(u))? Acg(z) dz dr.

Majorando o lado direito desta igualdade, e utilizando as estimativas (1.32) nos

termos (f), (h) e (j) e (1.33) no termo (k), obtemos a seguinte desigualdade:
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(a) /|x<R (Lg(u(:c,t))>qCR(:c) dx
(b) +q/ KKR (Ls(u))" " Li(u )(Z gf’>§R( Vdz dr
©  +ala-1) / u(r) /| TV (L) (L w0)” o)

@  +nalg—1) / /| VP (L) () Galo) de <
(e) < / B (L(g(u(x,to))> Cr(z) da
(f) —l-EQ/t: /$|<RZ’/OLL (L(;(v))q_ng(v) fi(v) dv)e’emdxdr

(8 g / () / [Vl (Ls(u)"™ L) Calw) du dr

to |z|<R

(h) —i—eq/,u( )/IKR|u|a|vu|ﬁ+1(L5(u))"‘1|Lg(u)\eE\/dedT
() g / /| |<R|Vur 5(u))"™ Li(u) Cu(e) v dr

0 e [ ) eV ot

K +8(n—|—2)n/ /|x<R (Ls(w)* VT gz dr.

Faremos agora a primeira passagem ao limite, com § — 0, usando os Teoremas da

Convergéncia Monétona e da Convergéncia Dominada.

Devido a construcao de Ls(u), dada em (1.20), temos que Ls(u) — |u] ao 6 — 0;
e também Lj(u) — sgn(u). Note que, como g > 2, a propriedade (1.24) faz com que

os termos (g) e (i) se anulem ao § — 0. Dessa maneira, ficaremos com:

(a) L<R|u(x,t)‘q§3(x) dx
b +a / /| o sond >(Z af’)@( )z dr
©  +ala-1) / u(r) /| Il i ) o

(d) +14 q—l// (V| [u]?? Cr(x) do dr <
lz|<R
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(e) §/96|<R‘u(x,t0)‘qCR(x) dx (2.18)
(f) +5q/ /a:|<R ’/ |7 sgn(v) fl(v) dv e~V gy 47

(h) +eq / p(7) / ][V " fu|t e VIR g dr

to |z|<R

¢
§) + ¢ T]/ / lu|* eV Ltaf? do(x)dr
to |;E‘=R
¢
(k) +e(n+ 2)7)/ / u|? eV gy dr.
to J|z|<R

E conveniente aplicarmos a desigualdade de Young no termo (h), com a = |Vu|ﬁ 1

b=lul, p = gﬁ e ¢ =+ 2. Ficamos com:

t
(h) =egq / p(r) / Jul *[Vul ™ Ju] fu)? e~V g dr

to |z|<R
t 1 1 /
§€CJ/M(T)/ |ul® (5+2\V 72+ ’U|B+2) ]2 ==Vl gy dr
to lz|<R B+ B+2
1 t
—cq (6 + ) /M(T)/ ‘u’a+Q*2’vu|5+2 6—5\/1+|x\2 dr dr
. (B+2) S, le|<R )
(h1)
t
€q / a+B+q —er/1+|z|?
+ M(T)/ | VT gy g
\(5 +2) Ji, le|<R )
(h-2)

Manteremos o termo (h.2) no lado direito da desigualdade, mas passaremos o termo
(h.1) para o lado esquerdo. Fazendo isso, usando a hipétese (1.9) e a estimativa (1.13)

no termo (f), e a estimativa (1.13) no termo (h.2), a desigualdade (2.18) se torna:

(a) /lxKR!u(as,t)‘qCR(x) dx
) +q / /| e |ursgn<>(26f’)<3< )i dr
©  +ala-1) / n() [l o) de

to |z|<R

ICES N ata-2)o, (6+2 —ex/1H]aP
(h.1) sq(6+2) /to,u(T) A|<R|u| Vu|""e dx dr

(d) +7IQ(q—1)/t /||<R|Vu|2|u|q_2CR($) drdr <
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(e) §L<R|u(x,to)| Cr(z)dx

£ cqB )< |71 dv eV I+l g0 dr
(f eqB(T) //M /H v
€q a+p - wl?e—e 1+|z|? - dr
(h2) b o )™ [ >AI<R| eV g d
i t ul?e ¢ Lt|af? do(x) dr
O e[ [ e )

t
(k) +6(n+2)77/ / u|? eV gz dr.
to |SC|<R

u
No termo (f), fazemos q/ 0] dv = |ul?, e ficamos com
0

(f) = en B(T) (M(T))""! / /| <R|u]qe_€\/1+x|2 d dr.

Como sao semelhantes, podemos juntar este termo com (k), obtendo assim:

(a) /| 0 ) o
(b) +q/ /|$<R|u|q 2 ( af’) Cr(z)dz dr

=1

©  val-0) [0 [ ) dedr

to |z|<R
1) [ 2
0 x|<
t
(d) +nqlq— 1)/ /| IVul® [u|% Cr(z) dodr <
to J|z|<R

e < w(z, to)|* Crlx) dx
@ = ol
(f.1) —i—e((n—i—?)n—i—nB(T) (M(T))KH)/ /|<R|u|qe_€\/1+|9‘3|2 dx dr

4 ars [* T uqe_a\/m xdT
(1.2 iy IO [ ) [ e VI

¢
§) —i—en/ / |u| e™*V Ltaf? do(x)dr
to |I‘=R

Vamos efetuar agora uma nova passagem ao limite, desta vez com R — oco. Note

que o termo (j) se anulard, pois é da ordem de O(e™#). Também, o termo (c) se
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tornard semelhante ao termo (h.1), e poderemos junta-los. Ao fazer isso, ficaremos

apenas com:

(a) / |u(z, t)|" eV Ll gy
R”
(b) +q/t/ || (iuﬁ> eV I+ g dr
to JR” i

— Oz

. oy BEDY b2 42 /TR g g
(c.1) +Q((q 1) 6(ﬁ+2))/tou()/w\| |Vl \% dz d
(d) +77Q(q—1)/t 5 (Vul? [uT2 e sV IHEF gz dr <
(e) < | ula, to)|* eV IHEE g (2.19)
(£.1) +2((n+2)n+n BT) (M(T)") /t |7 eV gz g7

€q a+p ' - uqe—em o dr
(1.2 t gy @)™ [ [ eV i

Note que, como e*EW < 1, poderiamos majorar os trés termos do lado direito
da desigualdade, e concluir que todos sao finitos. Da mesma forma que no caso ¢ = 2,
(usando a hipétese (2.3) no termo (b)), verificamos que todas as integrais do lado
esquerdo da desigualdade sao positivas e finitas, e podemos portanto descartar os

termos (b), (c.1) e (d) sem prejuizo a desigualdade, ficando apenas com:

(a) / u(z, t)|" eV Ll gy <
(e) < lu(z, to)|" e~V el g
R

(f.1) —|—5<(n—|—2)77+nB(T) (M(T))F"H) /t |u|ecV L g dr

to JR™

4 ats [! T ul? VI gy dr
02 Gy ()™ ) [ eV i

Nesse momento, fazemos ty, — 0, para obter:

(a) / |u(z, t)|q ==V IHE g <

(e) < s |u(x,0)‘qefg\/mdx (2.20)
(f.1) + 5<(n +2)n+nB(T) (M(T))Hl) /Ot - |ul? eV g dr
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£q ats [* . ul? ==V 1R g g
(1h.2) + g ()™ [ [ dudr.

Note que (2.20), obtido para ¢ > 2, tem a mesma forma de (2.13), obtido para

q = 2. Podemos agora juntar os casos ¢ = 2 e ¢ > 2, e prosseguir a demonstragao.

Definimos, para q¢ > 2:

Ud(t) := lu(x, t)|* eV L g
R™
e escrevemos (2.13) e (2.20) como

U.(t) < U.(0) + = Co(T) /0 U(r) dr 4 £ Cy(T) /0 ) UL (7).

onde

C(T) = ((n+2)n+n BID) (M(T)™) e Co(T) = (B . 5 (M), g=>2.

(2.21)
icando o Lema de Gronwall a (2.21), obtemos:
Aplicando o Lema de G Il a (2.21), ob
U.(t) < U.(0) e(sCr(D 1= Co(T) fg u(ryar)
ou seja,
|u(:c,t)|q e—s\/1+|z|2 dr < |u(:1:,0)!q e—s\/1+|x\2 de e(eC’1(T)t+EC'2(T)fotu(fr)dr)’
R™ Rn
(2.22)

onde C(T') e Cy(T) sao dados em (2.21).

Note que, ao fazer ¢ — 0, todas as exponenciais que constam em (2.22) tendem a
1. Portanto, ao passar ao limite, com ¢ — 0, utilizando o Teorema da Convergéncia

Monodtona, encontramos

|u(a:,t)|qd:c§/ u(z, 0)[7 de,

n

Rn

ou seja, [[u(-, )l|%yqgny < [, 0)[% gys de onde segue
”u('7t)||LQ(Rn) < ||u('70)HLq(Rn)7 VO<t<T, (2.23)

para qualquer ¢ satisfazendo a ¢ > 2 e pg < p < ¢ < oc0.
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Por fim, simplesmente fazendo ¢ — oo em (2.23), obtemos
HU’(':t)HLOO(]R") < Hu('70>HL°°(R")7 VO<t<T, (2.24)

o que conclui a demonstracao do Teorema 2.1.1.

Observagao: A demonstracao deste teorema no caso 1 < ¢ < 2 segue os procedi-
mentos usados para os casos ¢ = 2 e ¢ > 2, porém, deve-se tomar o cuidado de fazer

0 — 0 como a ultima passagem ao limite.

O

Observagao: A desigualdade (2.24) diz que u(-,t) € L*(R"), V0 <t < T < T..
Podemos portanto concluir que, sob as hipdteses do Teorema 2.1.1, a solugao u(-,t) é

global (isto é, T, = 0o, e a solugao u(-,t) é definida para todo ¢t > 0).

2.2 Desigualdades de energia

Nesta se¢ao obteremos uma desigualdade de energia que sera fundamental para a
derivar as estimativas de controle desejadas, para a solugao do problema (2.1)-(2.2),
sob a hipétese (2.3) considerada exclusivamente neste capitulo.

Iniciaremos demonstrando o seguinte Lema:

Lema 2.2.1 Seja u(-,t) € L5 ([0,00), L%(R™)) solug¢do suave do problema (2.1)-
(2.2), onde f(x,t,u) satisfaz as condi¢oes (1.9) e (2.83). Dado p > py, para qualquer
q satisfazendo a ¢ > 2, p < qg<oo, eV 0 <ty <t, vale a desigualdade

t

D) oy + 0 (=) / p(m) | Jule, DI Ve, DI dedr < flut o) [,
ol

(2.25)

Demonstragao:

Aproveitaremos boa parte do trabalho realizado na demonstracao do Teorema
2.1.1, voltando as desigualdades (2.12), no caso ¢ = 2, e (2.19), no caso ¢ > 2. Mas,
em vez de descartar os termos positivos e finitos (b), (c.1) e (d), descartamos apenas
os termos (b) e (d) (ver (2.12) e (2.19)), ficando com a desigualdade

/ }u(a:, t) ’q e=V T g

(/3+1)> ! a+q—2 B+2 —en/1+]af
—-1)— \Y dz d
va (== 75 ) [utr) [ et e VT e <
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< /n ‘u(x,to)}qe_e\/w dx (2.26)
en(n+ BT (M()™) /t / |7 ==V gy 7

4 ats [1 T ul? e~V gg dr
gy @)™ [ [ eV

valida ja para q > 2.
A seguir, efetuamos a passagem ao limite, com € — 0, utilizando o Teorema da
Convergéncia Monodtona. Todas as exponenciais que constam em (2.26) tendem a 1

ao £ — 0, e como as integrais nos dois iltimos termos sao finitas, ficamos apenas com:

/n lu(z, t)|" d

+ala=0) [ ut) [ Jute.n)|" Vale, )| drdr <

< /n |u(x,t0)|qu,

que ¢ (2.25), conforme desejado.
U

Na verdade, a desigualdade de energia que usaremos adiante nao sera a dada em
(2.25), mas sim uma versao um pouco modificada. O Lema 2.2.1 foi incluido com o

intuito de indicar o caminho a percorrer para a demonstracao do préximo resultado.

Lema 2.2.2 Seja u(-,t) € L5.([0,00), L%(R™)) solug¢do suave do problema (2.1)-
(2.2), onde f(x,t,u) satisfaz as condi¢oes (1.9) e (2.8). Dado p > po, para qualquer
q satisfazendo a ¢ >2 ,p<qg<oo,VO0<ty<teV~>0, vale a desigualdade

t
(#0080 (0= 1) (=0 [l 7)™ P, )2 o <
t

0 R™

t
<y [ =t e gy e 220
to

Demonstragao:

Analogamente ao feito na demonstracao do Lema 2.2.1 (que inicia na demonstragao
do Teorema 2.1.1), consideramos py < p < ¢ < 0o, tomamos 6 > 0, R > 0ee >0
fixos, e, em vez de multiplicar apenas por ®4(u) (g(z), multiplicamos a equagao (2.1)

por (t —to)” ®4(u)Cr(z), onde v > 0 serd adequadamente escolhido mais tarde, e
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integramos sobre R™ X [tg,t], com 0 < ¢ty < t < T, ficando com:

/t(T - to)w/n % (u) u, Cgr(x) dw dr

to

J/

I
+ /t:(r — to)v/n O () div(f (z, 7, u)) Cr(x) dr dr =
11
— /t:(T—to)Vu(T)/Rnfbg(u)div(|u|a|vu|6vu) () e dr
111
+77/t:(7 - t0>7/n®%(U) A (g(x) dx dr. (2.28)
v

A principal mudanca em relacdo a demonstracao do Lema 2.2.1 se dard na inte-

2

gragao do termo I. Se ¢ = 2, temos ®s(u) = u?, e, ao integrar o termo I, usando o

Teorema de Fubini, encontraremos:

I—/t(T—to)/ L () Cae)da dr

z|<R dr

/x|<R/to T 1) d— u?) dr (p(z) dz
= [eallr =tz - o= e St

=(t—to)"[ |u(z,t) ‘ Cr(x)dx — /ET—to)Wl/ ‘u(x,7‘)|2dTCR(x) dx,

|z|<R to || <R

e, se ¢ > 2, encontraremos:

I—/t(T—to) /| d( ®5(u)) Cr(z)dz dr

x\<R dr

/:v|<R/to 7 —t0)" ——(®s(u)) dr Ca(z) da

- /fv|<R ((T —t0)"®s(u(z, 7)) to_/tOWT —to)" @5 (u(x, 7)) dT) Cr(z)dx
= (t— to)7/| D (u(m, t)) Cr(z)dr — 7/(7 _ to)%l Cb(s(u(x, 7_>) a7 Cale) di

z|<R to

= (t—to)" /| (Zo(ute 1))’ Ca(@)dz — / (r tov*/'xlgg& (u(,7))) dr Ca(a) do

0
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Para a integracao dos demais termos de (2.28), tanto no caso ¢ = 2 quanto no caso
q > 2, como a integracao ¢é feita sobre a variavel espacial, procede-se da mesma forma
que na demonstracao do Teorema 2.1.1, tomando-se o cuidado de manter a indicacao
de (7 — )" em todos os termos.

A seguir repete-se todos os passos realizados na demonstracao do Teorema 2.1.1,
até chegarmos as desigualdades (2.12), no caso ¢ = 2, e (2.19), no caso q > 2.

Como na demonstracao do Lema 2.2.1, descartamos entao os termos positivos e
finitos (b) e (d) (ver (2.12) e (2.19)), e ficamos com a desigualdade

(t —to)” / lu(z, t)|" eV L g
RTL

(BN ata-2y (42 —ex/THE
+q ((q 1)—¢ (5+2)>/to(7' to) p(T) Riu\ [Vu|""e dr dr <

¢
< 7/(7’ — 1) / |u(z, 7)|" eV el g (2.29)
t lz|<R

0

+ 5n<77 + B(T) (M(T))”“) /t (r — tO)V/ u|? ==V g g

to n

4 ots t’/’— Tu(r uqe_gma: T
g )™ [ —rue) [ dadr,

valida ja para q > 2.
A seguir, efetuamos a passagem ao limite, com ¢ — 0, utilizando o Teorema da
Convergéncia Mondtona. Todas as exponenciais que constam em (2.29) tendem a 1

ao € — 0, e como as integrais nos dois ultimos termos sao finitas, ficamos apenas com:

(t —to)” /n lu(z, t)|" do

+q(¢g—1) / (1 —to) (1) /Rn‘u(x,T)‘a+q_2|Vu(x,T)‘B+2 dedr <

to

t
sW/v—mV*/‘|MaﬂVm,
to |m|<R

que é (2.27), como desejado.

2.3 Estimativas para a taxa de decrescimento da

norma do sup

Nesta segao mostraremos como a desigualdade de energia (2.27) pode ser utilizada

para obter uma estimativa fundamental para a norma do sup da solugao u(-,t) do
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problema (2.1)-(2.2), sob a hipdtese (2.3) considerada exclusivamente neste capitulo,

com a forma
(s )l poo ny < K () Ju(, 0) 7oyt ™ V>0,

onde os valores de p e de ¢ para os quais a estimativa é valida serao definidas ao longo

desta secao.

O primeiro resultado que demonstraremos indica que a norma L?¢ da solucao, em
um determinado intervalo de tempo, pode ser controlada por uma norma mais baixa,
computada na extremidade esquerda do intervalo. Além disso, mostra que a norma
L7 da solucao decresce a medida que ¢t aumenta, e, como esta definida globalmente, a

solucao vai a zero ao t — 00.

Em sua demonstracao, sera necessario utilizar a seguinte desigualdade de inter-

polagao do tipo Sobolev-Nirenberg-Gagliardo (SNG):
(e 8)]l ey < C Nl Ol gy V(D |y, ¥ w € CoR™), (2.30)
onde 0 <A <1, er, s e psatisfazem a

1 1 1 1-0
0<s<r<oo, 1<p<oco, e —z(———)@—l—u. (2.31)
s

(Para maiores detalhes sobre esta desigualdade, ver, por ex., [14]).

Teorema 2.3.1 Seja u(-,t) € L2, ([0, 00), L®(R™)) solugdo suave do problema (2.1)-
(2.2), onde f(x,t,u) satisfaz as condi¢oes (1.9) e (2.8). Dado p > po, para qualquer

to <t e2p<q<oo, podemos obter a estimativa:

[uCo )| gy < Kalry v, B)||ules to) || oo (= t0) ™7, (2.32)

onde p = (1((5+2)+N(04+5)

a2 +2n(atp) €9 =

e ETm R

Demonstracao:

Comegamos definindo w(-,t) € L*(R™) N L>=(R") por
w(z,t) = }u(m,t}‘)‘l, VeeR'Wit>0,

onde \; > 1lewu € LP(R™) é solucao do problema (2.1)-(2.2), com f (z, t, u) satisfazendo
a condigao (2.3).
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A primeira tarefa é determinar um valor adequado para A;. Para isso, calculamos

Vuw(z,t) = Ai|u(z,t ‘/\l_lsgn( )Vu(:c t);
‘wat}—)q’uact‘
|Vw(z,t) }BH = /\16+2‘u z,t) |()‘1 Y B+2 |V )|B+2. (2.33)

€

Como queremos utilizar a desigualdade (2.27), serd necessario escrever seu segundo
termo em fungao de w. Portanto, fazemos (A\; — 1)(6+2) = ¢ — 2+ « em (2.33), o

que leva a

qg+a+p

A= .
CEE)
Assim, a defini¢cao adequada para w(-,t) € L'(R") N L>=(R") é

qta+pB

w(z,t) = |u(z,t)| >, VYaeR"Wit>0. (2.34)

A seguir, buscamos reescrever (2.27) em termos de w. Para o primeiro e o terceiro

termos, tomamos A > 0 tal que
A
lu(, )N Zagny = lw(- Dl zagny, ¥V E>0. (2.35)

Substituindo w em (2.35), conforme definido em (2.34), descobrimos que a igualdade

em (2.35) é valida para

_ (B +2)

Pt (2.36)

Para escrever o segundo termo de (2.27) em funcao de w, usamos (2.33), de onde

segue que

-2t 2 (B+2)
e, O] |V, 1) = (%) Ve, 0],

Portanto, ao reescrevermos a desigualdade (2.27) em termos de w, encontramos:

(t = to)[[w (.32 gy +
+9 (B+2) pt
+q(g—1) (%) /tO(T — o) (™) Ve, 7 | A o

t
gy/(r—to ol . (2:37)
to
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_ q(B+2)
onde \ = . +a 5

A seguir, iremos usar em (2.37) a desigualdade do tipo SNG dada em (2.30), com

r=X\ s= e p=(6+2).

5;

Note que, para tais valores, a relacao (2.31) nos leva a encontrar

- nlg+a+5) . (2.38)
ng+ q(f +2) + 2n(a + )
Facilmente pode-se ver que vale 0 < 0 <1,V n,q¢g>2, a>0e [ >0.
Com esses valores, a desigualdade dada em (2.30) fica
(-, D)l gy < C w37y [V 6552 gy
e, aplicando-a a (2.37), obtemos
v A
(t - to) Hw<7 t)HLx(Rn)—i_
(B+2) (B+2) pt 42
+q(g—1) (m tO(T — o) p(7)|| V(- 7)] LA+2(RN) dr <
t
<O [ (7=t ol DI ey 1900 7 b
to
t
0) _
< Ot [y [ = 00 [T sy (239
to

com a ultima passagem sendo justificada por

2(1-0) 2(1-0) 2(1-0)
A/2 2
(oG ) = (D) < (G awy)

onde podemos usar o Teorema 2.1.1 pois estamos supondo g > 2p.

A seguir, aplicaremos a desigualdade de Holder no lado direito de (2.39), com

;o (5+2) -, (B+2)
B2 —an 1T e

:(> e

N
(= to) O (1)) T |V (-, )| Doy

A partir de agora, assumiremos que p(t) > 1, V¢ > 0. Dessa forma, apds aplicar
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Holder, poderemos majorar o integrando que contém a por 1. Ao fazer isso, obtemos

(t = to)[|wC D[y
(8+2) \** a2
+q(g—1) (m) /to( — o)’ va )| LA+2(Rn) dr <

t o
1-0) (B+2)-02 -1 @E+2) 7
<y CMfu o) [ gy (t—t0) T (ﬁr%d POVl ) |

to

Como desejamos comparar a integral restante no lado direito, de alguma forma,
com a integral do segundo termo do lado esquerdo, precisamos que seus integrandos
sejam iguais. Podemos obter isso igualando os expoentes que ainda estao diferentes

nas duas integrais, fazendo

(v-1(B+2)
2 =1,

o que leva a seguinte escolha para 7:

(8+2)
= 7 2.41
T (B+2)— o (241)
Assim, ficamos com
A
(t— t0>7}|w(.’t)||L*(R")+
(B+2) \* 542
raa-0({5075) Ll Il <

72N

t
(1-9) (B+2)—0X 9 (B+2)
< 5 OVl 1) 90500, (1) 5 (/ Tl etr)

to

(2.42)

Agora, vamos aplicar a desigualdade de Young no lado direito de (2.42), com

o B+2) o, (B+2)
T Bro o 1T o

X (2N
1-0) (B+2)—0A 20\ 7 (gtath
a =y C|u(, t0)||qL(q/2(Rn (t=to) =2 < ( B+

q(q — 1)(6+2) (B+2)
(2 t 6?2
WA Ty A o
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Os valores de a e b foram adequadamente escolhidos para ficarmos com

(t - tO)WHw<'7 t)H;\)\(Rn)

(8+2) 5+2) B+2
roto-0(ats) [ WO

< Ka(g.ma8) e to)l, 72 (E—t0) +

q (8+2) )W / g2
+3g-1 (— —t Vw 2 nf] 9.43
5= 1) pE— t(o 0) IV w (D[ 552 gny (2.43)
onde
Ko B) = 4GB (TS ( oA )Wg;“ (“aw)m (2.44)
n.o 2 2DN 2 2N - - .
R E= (B+2)q(g—1) (B+2) ’

ou seja, deixamos o segundo termo do lado direito de (2.43) semelhante ao segundo
termo do lado esquerdo. Podemos entao junta-los em um termo positivo a esquerda
da desigualdade. Como o termo restante a direita em (2.43) é finito, para qualquer
to <t < 0o, podemos concluir que o segundo termo a esquerda é também finito e,
dessa forma, podemos descarta-lo, sem prejuizo a desigualdade. Ao fazer isso, ficamos

apenas CoOI:

q(1—6)(B+2)

A
(t = 10) oo Dl sy < Km0, 8) e, )l ™ (o),

ou ainda

a(1-0)(B+2)

< Ki(g,n, a0, B) [[u(, to) |l oaam (t—to) 7. (2.45)

Hw(-,t) a/2(R)

v
Escrevendo o lado esquerdo de (2.45) em termos de u, de acordo com (2.35),

ficamos com
dogen
H'LL HL‘I(R" — q’n o ﬁ) HU( )HLq/z (R™) (t_tO) ’Y’

e, finalmente, chegamos a

00y < Kl 0 8) s 20) 1 g (—F0) 7

que ¢ a expressao desejada (2.32), onde K, (n, a, f) = (Kl(q, n, o, 5))1/q, p= %

-1
eo = 1=,
q

Substituindo os valores de A, escolhido em (2.36), de 6, calculado em (2.38), de 7,
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escolhido em (2.41), e de K1(q,n,a, 3), dado em (2.44), descobrimos que a estimativa
(2.32) é satisfeita para

ng+q(8+2)+2n(a+p) )

ng + q<@ + 2) + 2n(a + 5)) ( ala(B+2)+2n(a+p)]
(8 +2) +2n(a + B)

( (B+2) [ng+q(B+2)+2n(a+8)] )
. O\ (a+a+B) [a(BF2)+2n(a+B)]

K00 =(

( 2nq )4(6+2)+n2n(a+ﬁ>
\alg — Dng+ q(B +2) + 2n(a + )]
+ -t B\TF D enta AT
q+a qlq n(a
(T2 2.46
<w+m) (246)

e pelos valores dos expoentes p e o:

_ a2 tntrp) n
q(B+2)+ 2n(a+ B) q(B+2)+2n(a+p)’

o que completa a demonstracao do Teorema 2.3.1.
O

No proéximo resultado obteremos a estimativa para a norma do sup da solucao

u(+,t) do problema (2.1)-(2.2), no caso onde vale a hipé6tese (2.3).

Teorema 2.3.2 Seja u(-,t) € L;2 ([0, 00), L>(R™)) solugdo suave do problema (2.1)-

(2.2), onde f(x,t,u) satisfaz as condigoes (1.9) e (2.8). Dado p > po, para qualquer

to < t, vale a estimativa

HU(7 t) HLOO(]Rn) < K(nypa Q, 6) HU(, tO) ||’2p(Rn)(t - tO)iov (247)
_ p(B+2) _ n
onde p = SN niats) €7 = pFTartnain)

Para provar (2.47), vamos usar um procedimento iterativo tipo bootstrap: busca-
remos estimar [|u(-, ¢)| ;o gn) num instante ¢, com 0 < ¢y < ¢, em termos de um valor
conhecido [[u(-, o)l 1»(gny, onde u(-,t) € LP(R™) N L=(R").

Para isso, tomaremos m > 1 fixo e estimaremos inicialmente [[u(-, tm = 1)|| p2mygn)
em termos de um tempo anterior t,,_; na norma L2, Depois, estimaremos
[u(- tm—1)l pm=1), () € termos de um tempo anterior £,,_» na norma L2"79P o as-
sim sucessivamente, até chegar ao instante de tempo inicial ¢y. Procedendo dessa ma-
neira, teremos estimado ||u(-, ?)|| 2y (gn) em termos do valor conhecido [|u(-, o) || 1o gn),

e entao obteremos o resultado desejado ao fazer m — oo.
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Demonstracao: (do Teorema 2.3.2)
Seja u(-, t) solugao suave do problema (2.1)-(2.2), com f(x,t,u) satisfazendo (2.3).

Pelo Teorema 2.3.1, para qualquer ¢ty < t e 2p < g < o0, é valida a estimativa
(2.32), ou seja,

2(B+2)+n(a+p)

< K, (n,a,B) (-, to)”qw“)“”(“*m (t—t )Q(ﬂ-&-i);%n((;&-ﬁ)’ (2.48)

Hu(-,t) La/2(Rn)

| ageny
onde a constante K,(n, a, ) estd descrita em (2.46).

Para m > 1 fixo, vamos particionar o intervalo de tempo (¢, t) em partes disjuntas

e sequenciais, fazendo:

™ =t +27™(t — to);
= 12t —ty), V1<i<m-—1, e
W=t (L2~ to) = ¢,

(m) )y

Note que, usando essa particao, teremos subintervalos h; = (t._l, com respectivos

tamanhos dados por

| B | = yt“” — ™ =27t — tp);
|hi|= 27%(t—ty), V1<i<m-—1; e (2.49)
\hi| = 274t — ty).

Considere ¢ = 2"p. Usando (2.48) para estimar ||u(-, t&T’)HLQmP(Rn) em termos de

|| (- 775571 )1)||L2(m_1>p(Rn), obtemos:
¢ <K (st ) (yom _ yom) \ (zmrrarimmrm)
s 82 ooy < B 8 )||L2(m Dy (Rn) (o —tm"1) :

(2.50)

onde K,, é a constante descrita em (2.46), com ¢ = 2™p.

(m)

m71)||L2(m—1)p(Rn) em termos do tempo

Agora, usamos (2.48) para estimar |lu(-,t
(m)

anterior t,""”,, encontrando:
( 2(<m ll))p(ﬁ+2)+n(a+ﬁ) )
2(m=p(s+2)+2n(a+p)
HU(-,t,,;n_)l)HLQ(m—l)p(Rn) S K(m—l) ||U( )||L2(m 2):]1{:) N i

(t(m) t;T_)Q) (Q(m_l)p([?;;)+2n(a+ﬁ)) ,
(2.51)
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e, substituindo (2.51) em (2.50), obtemos:

. 4(m) (%)
Hu( + U )||L2mP(R") <K 'K(m—l) ’

2D p(42)4n(ath) 2™ p(B+2)+n(a+8)
2(m=1) p(s+2)+2n(a+p) 2" P(A+2)+2n(ath)

3 IO ] i,

2" p(+2)+n(ath) ( —n )
(t(m) _t(m) ) 2(m— 1)p<g+2>+zn<a+a) 27 p(F+2)+2n(a+B) ( (m)_t(m) ) 27 p(F+2)+2n(atB)
: m—2 m m—1 .

m—1

Repetindo esse procedimento para cada 1 < i < m, chegamos a

m 1 A'm
o )| gy < B e B 57 = 1) ey
TG tentats) Am- m) \ (@D ranare 4
_(tgm)_tém)) (2 p(B+2)+2n(ath) 1). e '(t%n)_tfn—)l)( p(BF2)+2n(atB) 0),
(2.52)
onde Ag:=1; e
i—1
om=J 2
AZ-::H< pB+ )+n(a+ﬂ)) Vi<i<m-1; e (2.53)
L\ o=@+ 2) v 2nla + 9)
- 27 2
B.= ] ( "p(5 + )+"(O‘+5)) V1<i<m. (2.54)
i \ZP(B+2) + 2n(a + B)

Usando (2.49), podemos reescrever (2.52) como

(]
Am— m Bm
< KQO-K(/EA)-'“ K 1-”“('775(() ))HLP(R")‘

.(2—1@ - to)) <WJM'AW71>_ oo _(2—m<t _ to)) (WIM'AO)

ou, mais resumidamente:

m

a5 s II( K e ) gy (27 (6 ) (Tt iD’

=1

(2.55)

onde Ag =1, e A; e B; sao dados em (2.53) e (2.54), respectivamente.

Vamos agora analisar os fatores que compoem (2.55), um por um.
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m

P
Primeiro, analisaremos H t - to)) <2Zp<ﬂ+2)+2n(a+ﬁ) m ’)_ Note que

=1

m —-n
H(Q—i(t_to))(mf‘m) =
i=1

m

— H(2—z)(m14m—z) H (t_to)(m 1) (256)
i=1 =1
Y 11

eque,V1<1e<m,vale

A 1( 2m=ip(8 +2) + n(a + B) )
L 20 5 \2m 9 p(B+2) + n(a+ B)

_1( p(B+2) +n(a+6)>
20 \2m=ip(f +2) + n(a+ B)

(2.57)

Assim, podemos fazer:

m — —n
Il = H (t — tO) (W'Amfi) = (t _ t0>(21 1 3ip(B12)+2n(ath) Am,i)

=1

e, olhando sé para o expoente de II, se trocarmos o indice ¢ por m — 4, ficamos com:

m m—1
“n —n
Z 2p(B+2)+20(a+B) " T Z (B2 +2nlath)
k= L 1 @D nats)
— (2m=ip(B+2)+2n(a+B)) 20 (2mip(B+2)+n(a+pB))
. 2 2 1
(2.58)
Multiplicando e dividindo (2.58) por [2n(a + 3)]?, ficamos com:
—2n(2"p(5+2)+n(a+5)) < Z 1
I e )
(2.59)
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2"p(6 +2)

e, definindo \y = , podemos reescrever (2.59) como

2n(a+ B)
m m—1 —i
—2n(2"p(B+2)+n(a+p)) L (2.60)
[2n(0z+ﬁ P 1—}—1 ()\2 21 ’L"‘l)

Multiplicando e dividindo (2.60) por Ay (que nao depende de i), ficamos com

—2n(2"p(B+2)+n a+6 mzl A 27 1 B
Ao [2n(a+B)]? — 27141) (A2 217141) B
=20 (2mp(B+2)+n(a+8)) = 1 1
(27p(B+2) (2n(a+8) & l+1) (A2 21-i+1)
_ —2n(2mp(B+2)+n( a+5 1
(27p(8+2)) (2n(a+8)) m+1+1 -~ (M2+1)

_ (g, . 2r(ath) B 1
- (2 MGG (5+2))) (2p(6+2)+2n(a+5) 2m+1p(ﬁ+2)+2n(a+ﬁ)>'

Assim, ao fazermos m — oo, restara, no expoente de II, apenas:

1 —2n
~(n+0) (Qp(6+2)+2n(a+ﬁ) - O) ~ 2p(B+2)+2n(a+p)
—n
~ p(B+2)+n(a+B) 261
ou seja, obtivemos o valor esperado para ¢ em (2.47), que é o = p(ﬂ+2)fn(a+5)'

Para verificar que a parte I do produtério em (2.56) permanecera finita ao fazermos

m — 0o, note que, de (2.57), segue que V 1 < i < m vale

1/ 2mp(B+42) +n(a+B)
1= g (oo it )

L (2™p(B+2)+n(a+ B)
=% ( 27 p(3 +2) )
_2"p(B4+2) +n(a+B) n(a+ fB)
B 2mp(B +2) - 2mp(B +2) (262)

Em I de (2.56) temos

m —n m ; n
H(gfi)(mf‘m—i) — (2)> s A

=1

91



e, no expoente, fazemos

ﬁ+2)—|—2n(a+5)Am—i =

;tjs
'Ms

, n (o + pB)
<" 2p(512) + 2n{atB) ( +2mp(5+2)>

(2

<

" )
= ; 2ip( ﬁ_|_2 + 2n(04+5) (1 +2p( )>

n(a+p) i
S”(”Wu));wp(mz)
n nla+B)\ <=~ i
_p(ﬁ+2)( +2p(ﬁ+2)> 50

Portanto, ao fazermos m — 0o, no expoente de I restara

(e n)\
p(B+2) (1 + 2p(8 + 2)) o 91 (2.63)

que é finito, pois a série em (2.63) é convergente. Assim, apds fazer m — oo, podere-

mos incluir I na constante K (n,p, a, 3).

Agora, vamos efetuar a passagem ao limite com m — oo no expoente B,,, que
aparece em (2.55) e é dado em (2.54).

A exemplo de (2.57), V 1 < i < m, calculamos

ﬁ(?p B +2) +n(a+ﬂ))
2p(B+2)+2n(a+f)

2p(B+2) +nla+ )
B 2mH<2ﬂ ! 6+2)+n(a+ﬁ))
_ i( (5+2)+n(a+5))
2m \ p(B+2)+n(a+B)
_ p(B+2)+ e
p(B+2) +nla+ )’

e assim, ao fazer m — oo, obtemos:

. B p(B+2)
B = B ) Fala v B)

(2.64)

que é o valor esperado para p em (2.47).

Para finalizar a demonstracao do Teorema 2.3.2, resta mostrar que o produtorio
m

H Kflm”, que aparece em (2.55), é finito.
i=1
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Note que, de (2.62), podemos majorar A,,_;, V 1 <i < m, fazendo

nleth) . math)

Ani S It Gry S M ey

(2.65)

Também, de (2.46), escolhendo ¢ = 2'p, temos que

2pnt2ip <a+2>+2n<a+a>)

K — (Qipn + 2'p(B +2) + 2n(a + 5)) ( P27p(B+2)+2n(a+B)]
t 2p(f 4+ 2) + 2n(a + f)

—
I;

S

(8+2) [2°p n+2°p(8+2) +2n(a+)]
O\ Q@ipta+h) [27p(B+2)+2n(atB8)]

* N /

1I;

( 22ipn >2<za+m+2<+5>
'\ 2ip(2ip — 1)[2ipn + 2ip(B8 + 2) + 2n(a + B)]
111,

n(2'p+atp)

<21p +a+ 6)2117[2’?(5+2)+2n(a+5)]
(B+2) :

J/

g

1V,
(2.66)

Vamos agora nos dedicar a mostrar que o limite quando m — oo do produtoério de

cada um dos termos de (2.66), elevado ao expoente dado em (2.65), é finito.

Podemos majorar I; de (2.65), majorando inicialmente sua base, fazendo

2%p n+2ip(/3+2>+2n<a+ﬁ))

I, < (Qipn +2'p(8 +2) + 2n(a + 5)) ( 2 RTp(+2)+2n(a+5)
-

2'p(B +2)
(g e+ ) (st
(B+2) 2'p(B +2)

Como a base é maior que um, podemos também majorar o expoente, fazendo

(2% n+2’p(6+2)+2n(a+6>)
I; < (—n +1 + 2n(a + 5)) 27p[27p(B+2)]
TAB+2) 2ip(3 + 2)
2n(atB)
_ ( n + 1 _I_ 271(0( + 6)) (QZp(ﬁ-FQ) 23p+(2ip)2(5+2)>
(B+2) 2ip(B + 2) :
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Assim, quando consideramos o produtorio, para 1 < i < m, temos

ﬁIA .<( n ) 2n(a+5)>(1+%1‘3)m21”-1é
i< +14+ —=
( o Qn(a+5))(1+m)§2ﬁ1§i
\(B+2) 2p(B +2)
n(a n(a m 2
( n_ . (et m) (555 B5 1 T ()
N+ 1+ 5 )
(8+2) 2p(8 +2)
0 1 ) i /
Ao fazermos m — oo, como Z o ¢é convergente, e n, p, a e 3 estao fixos, concluimos
que =1
lim [JZ" < oc. (2.67)
m—r0o0
i=1

Da mesma forma podemos majorar o expoente de I1;, e, ao considerar o produtoério,

para 1 <1 < m, encontramos

m
H I < o+ 35555 5 S 5)
=1

L o((35t3) 2 2 51)

o((353) 25 o (3))

e entao, ao fazermos m — oo, também concluimos que
m
1 Amfi
lim [] 77" < oo. (2.68)
m—o0 4 1
1=

Majorando a base de I11;, obtemos

I, =< ( 2n )zmmfw
C T \@p - )20+ 2p(8 4 2) + 2n(a + )]

< (1>2ip(6+2)i2n(a+5) ,

onde a tltima passagem é justificada por termos (2'p—1) > 1 e [2'pn+2'p(B8+2)] > 0,

V1 <i<m,e (a+ ) >0. Agora, podemos também majorar o expoente, obtendo
11, < (1)FoE it < (1)7a7.,
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Assim, considerando o limite do produtério, quando m — oo, também obtemos

lim H”I?Wi §(1)(1+75;5?ﬁ1@>)7p<512) YE15 < 0o (2.69)

Para majorar o termo /V;, majoramos primeiro sua base, fazendo

2ip+a+3 < 2'p+2'a+2'  2'(p+a+p)

< - , 2.70
(5+2) (5+2) =) (270)
e aSSiHl ﬁcaHlOS com
2. i _n(2"p+a+l3)
¢ 2¢p[2¢p(842)+2n(a+8)]
v, < (w) . (2.71)
(B+2)

Considerando que apenas a parte da base que varia com m influencia na limitacao de

1V ;, quando m — oo, podemos considerar apenas

in(2'p+a+p)

v, < (2) 2p[2Tp(B+2) +2n(ath)] | (2.72)

Agora, majoramos o expoente, ficando com
_in(_2ip+2ipa+2ipﬁ)
IV, < (2) 27p[27p(8+2)+2n(a+B)]

_in(pt+a+p)
(2) p2p(A+2) +2n(atB)]

IN

in(p+a+p)

(2) ##? B2 (2.73)

IN

Assim, considerando o limite do produtério, quando m — oo, também obtemos

e A (14 20st8) Y nipath) oo i
lim H[I[i m—i S(Q) 2p(B+2) ) p2(B+2)] “i=1 21~ g, (2‘74)

Dessa forma, considerando (2.67), (2.68), (2.69) e (2.74), ao fazermos m — oo,

concluimos que
: Amfi
nlbl_rgo Il1 K; < 00. (2.75)

E, baseados em (2.61), (2.63), (2.64) e (2.75), ao passarmos ao limite com m — oo

em (2.55), obtemos finalmente
) gy < 1) e o)y (€ — 1)
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que é (2.47), onde

. p(B +2) e - n
p(B+2) +n(a+p) p(B+2)+n(a+p)’

(2.76)

completando a demonstracao do teorema.

2.4 Analise de escalas

Nesta secao verificaremos se os valores de p e de o obtidos em (2.76) sdo, de fato,
os valores corretos que validam a estimativa (2.47).
Para tal verificagdo, suporemos que uma solugao u(-,t) € LP(R") N L>*°(R™) da

equagao (2.1), em regides ilimitadas, satisfaz a uma relagao do tipo
|Iu("t)||L°°(R”) < K(n7p7aaﬂ) ||u(70)||ﬁp(Rn) t_Uv vVit> 07 (277)

onde p = p(n,p,a, f) e 0 = o(n, p, a, f) sd@o ntmeros puros, e, usando argumentos de

escala, descobriremos quais sao os ntimeros p e o que fazem sentido.

Proposigao 2.4.1 Seja u(-,t) € L2([0,00), L°(R™)) solu¢ao suave de (2.1), e su-
ponhamos que tal solugdo satisfaz a desigualdade (2.77), para qualquer flx,t, u) aten-

dendo a (1.9). Entdo, os valores de p e o devem ser:

)= p(B +2) ” o n
p(B+2) +n(a+p) p(B+2) +nla+p)

(2.78)

Demonstragao:
Seja u(x,t) uma solugao da equagao (2.1) que satisfaz a desigualdade (2.77).

Vamos mudar a escala em z, t, e u, isto é, vamos considerar uma func¢ao
u(z,t) .= Mu(Lx,0t), comA#0, L#0 e 6>0, (2.79)

onde A\, L e # sao parametros inicialmente livres, e buscaremos a EDP da qual a
funcao u(-,t) é solugao.
Para facilitar a comparacgao entre as EDPs, inicialmente vamos reescrever o lado

direito da equagao (2.1). Temos:

div(Jul*|Vul’ Vu) = [Vul*V (ju]") - Vu+ [u*V (| Vu|’) - Vu+ [u]*[Vu] " Au,

vV Vv
I II II7
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cujos termos serao reescritos a seguir:

I = V)’ o|u|* " sgn(u) Vu - Vu

= asgn(u) [u* |Vl
Para reescrever 11, note que

v = (G G @))

11 _
(|Vu|ﬁ) =p |vu|ﬂ ! §|Vu| '2 (Ugyy Uy F+ Uy Uy + +++ + Ugy, Ug,)

0

=
8302-

n
= B |vu|ﬂ—2 Z uﬂ?iﬂ?j'u.iti;
j=1

= V(|VU|B) - Vu = f|Vu|'? (Z Ugyg; Uy 72”%%“%) (Uays Uy,
=1

J=1

= 51903 (s )

i=1 j=1
Temos, portanto:

11 = 51902373 (s, (1))

i=1 j=1

117 = [uf* 1Vl 3 g

i=1

Finalmente, escrevemos:
n
i=1

Assim, a EDP (2.1), da qual u(z,t) é solugao, pode ser escrita na forma

u+ div (f(:v, t, u)) =
= pu(t) o sgn(u) [u]* Va4

4 u®) Bl Va2 35 (s, (0)?)

i=1 j=1
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n
u(®) [l [Vul” Y e,
1=1

Y Uy (2.80)
i=1

Agora, usando a definigdo de u(z,t) dada em (2.79), vamos derivar a EDP da qual

u é solugao. Temos:

- 1
u(x,t) = Mu(Lx,0t) = u(Lz,6t) = Xu(x,t); (2.81)
1
Uy, (z,t) = ALuy, (Lx,0t) = u,,(Lx,0t) = )\—Lﬂxi(m,t); e (2.82)
~ 1
Up,z, (T,1) = AL Up,p, (LT, 0t) = Uy p, (L, 0t) = NE — Uy, (2, 1). (2.83)

Calculamos, entao:

g (z,t) = %(/\U(LI, ot))
= Nuy(Lx, 0t)

EDP(21) g {_ i ((ﬁ(Lx,&t,u(Lw,Ht))) + fi(Lz, 0t u(Lx, 0t)) ug, (Lx,Gt))

i=1

+ 11(6t) sgn(u(Lz, 0t)) o |u(Lz, 6t) |a_1 |Vu(Lz, 0t) ‘6+2

u(0t) B |u(La, 08)|*[Vu(La,00)" 23 Y (u (Lz, 01) (ug, (L, 975))2)

i=1 j=1

+ u(08) [u(La, 08)|*|Vu(La, 08)|" 3 g, (La, 1)
=1

+n Z Uz, (L, 01) |

=1

(2.84)

Vamos analisar primeiro os termos de (2.84) relativos a div(f (z,t,u)), isto é:

)\92 ((fl (Lz, 0t,u(Lz, (925)))% + f{(Lx, 0t u(Lz, 01)) u, (Lx,@t)) : (2.85)

Ao definirmos

f(x, t,u(z, t)) = )\fef(La:, 0t,u(Lzx, Qt)), (2.86)
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teremos

div (f(x,t,ﬁ(x,t))) = div (% f(Lx,Qt,u(Lx,Gt)))

_ Z (AL@ gfz (Le, 0t, u(La, 08)).L + %ef’(Lw, 0t,u(La,00)).Lus, (La, 9”)
T

= A0 Z (gﬁ (L, 0t,u(Lx,0t)) + f'(Lx, 0t, u(Lz, 6t)) umi(Lx,Ht)) . (2.87)

que é igual ao termo (2.85), originado ao abrir o termo div (f (Z‘, t,u(z, t))) da EDP
original. Como nao estamos interessados em trabalhar com nenhuma f particular,

podemos, ao escrever a EDP que u satisfaz, considerar }: como definida em (2.86).

Ou seja, podemos escrever:

u(z,t) + div (}(az,t,ﬂ(as,t))) =
=u(0t) A0 sgn(u(Lx, 0t)) o |u( Lz, 6t) ‘a_l |Vu(Lx, 6t) "BH

+ (O A0 B |u(La, 01)|*|Vu(La, 08) "> 3% <u (L, 0t) (u, (L, 0t))2>

i=1 j=1

+ u(0t) N0 |u(La, 08)* [Vu(La, 08)]" " gy, (La, 0)

i=1

+AOn Z Uz, (L, OF)

=1

= Uz, t) + div <}($7t’ﬂ(x’t))> -

a—1 1 B+2
‘ X 7V (\Lu(La, 00))|

W) A6 B ‘% Nu(La, 08)| |5V (ALu(La, 00))

=u(6t) X0 sgn(u(Lz, 6t)) Au(Lx, 0t)

.

)\21[,2 Ve ZZ(ALQUW (Lz, 0t) (\Lug, (Lz, 01)) )

=1 j=1

+ (0 A0 ‘%)\u(Lx,Ht) LY (\Lu(Le, 0t) ‘ N Z/\L2 Upos (L, 01)

1 & o
+)\9nm;)\L Uz, (L, OF)

e, usando as relagoes (2.81)-(2.83) entre u e w para reescrever o lado direito dessa
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equacgao em termos de u, ficamos com:

u(z,t) + div <}(:c,t, ﬂ(:c,t))) =
=u(0t) A0 sgn(u(z,t)) a X'~ |u(z, t) {a_l(/\L)_/B_QIVE(x, t)
+ p(08) X0 BN [u(x, ) |“ (ALY P | Vi, 1)

AL Zn: Zn: (17”] (2,1) (U, (2, t))Q)

i=1 j=1

’5+2

+ p(0t) XO XU, t)|"(AL) B|Vu (x,1) ) D Zu“ﬂ z,t)

0 <~
+nﬁzu$ﬂi<x7t)'

=1

= u(x,t) + div (f(x,t,ﬂ(x,t))) =
=) NP L2 sgn () ‘u:vt! ‘V
+pu(Bt)y N PO L2 ‘u x,t) | ’Vu x,t) ’B ?

3 (e 0 ))

i=1 j=1

‘B+2

MO P ‘ﬁ(a:, t) |Q‘Vﬂ(1’, t) ‘B Z Ug,z, (T, 1)

=1

0 -
+7 2 Z Uz, (T, 1).
i=1

Pela anélise do lado direito da equagao (2.1), usada para derivar (2.80), usando a
funcio f definida em (2.86), e definindo

fi(t) == p(0t); e
0
ni= ﬁrb

vemos que u(z,t) satisfaz a EDP:

u(z, t)+div (}(:z:,t,ﬁ(x,t))) AP0 L2 (t) div (al |Vu|ﬁVu)—|—77Au (2.88)

A EDP em (2.88) é muito parecida com a EDP em (2.80). Como nos interessa

que sejam iguais, isto é, que o coeficiente do primeiro termo do lado direito da EDP
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(2.88) seja 1, impomos a condigao:
AP LA =
0 que nos leva a:

6 = \HPLAT2, (2.89)

Com essa escolha de 0, u(x,t) é solugdo da mesma EDP que u(z,t), isto é, u(z, 1)

resolve
wy + div(f (z,1,7)) = j(t) div (|| VA’ Vi) + 7AT,

e portanto, a hipétese (2.77) que assumimos como sendo vélida para u(z,t) também

é vélida para u(z,t), isto é, vale:
Ol ey < K (1,) [l 72 0 <t<T. (290
Vamos agora tentar estimar ||t »gny POr [[to|| 1o (gny- Note que
to(z) = u(z,0) = Au(Lzx,0) = Aug(Lx),

onde uy € LP(R"), logo:

(/ o |de)l 1
( / o (L) |pd;c)

_ )\( s \uo(La:)|pd:1:);

o]l Logny =

() |uO<y>|pdy);

= AL g gy (291)
Substituindo (2.91) em (2.90), vemos que u(z,t) deve satisfazer a:

~ _n P,
I ] oo oy < K (0, p) (AL ([0l pogeny)
= K(n,p) XL~ 7 |Juol| Ty 7 (2.92)

Lembrando da definicao de u (Ver (2.79)), podemos escrever o primeiro termo de
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(2.92) em termos de u, ficando com
_pn —c
/\HU(‘a‘%)“Lw(Rn) < K(n,p) N L™ » ”UOHZP(Rn)t 5
ou, ainda:

SRR/, —
[u(, 0| ooy < K (0, ) XN7HLT % (o] ey 7

Por fim, precisamos ter o mesmo instante no tempo nos dois lados da desigualdade.

Para obter isso, fazemos
[, 06)|] o gy < K (n,p) N7H L7 [[uag]| 7 eny 07 (08) 7
e assim, ficamos com

[ ) ey < K p) N7 L7707 (a7 gy 77

(229) K(n,p) AP L L77 ()\a+6Lﬂ+2) ||u0||gp(]1{n) O,

ou seja:

1i(a ,ﬂ pu Y
(e ) ooy S K (n, p) XL IR 10 777 Y A>0, VL >0,
(2.93)

Como os parametros \ e L estao livres, note que se seus respectivos expoentes em
(2.93) nao forem nulos, podemos fazer A\, L — 0 ou A, L — oo (de acordo com o sinal

dos expoentes), e assim obter
[, T) | poorny SO 0 [u(e, 7] oo gny < 00,
0 que, ou s6 é satisfeito pela solugao trivial u(-,¢) = 0, ou permite que a solugao u(-,t)

seja ilimitada, casos que nao nos interessam. Para evitar essas situagoes, precisamos

que os expoentes de A e de L sejam nulos, isto ¢, devemos fazer:
pn
p—1l+(a+po=0 e —?+(ﬁ+2)a:0,

o que resulta no sistema:

—2p+ (f+2)0 = 0,
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cuja Unica solugao é

p(B+2) n

B S R (e R D))

que sdo os valores desejados (ver (2.78)).

A conclusao é que, se a solugao u(z,t) da EDP (2.1) satisfaz a uma propriedade

do tipo (2.77), entao os valores de p e o devem ser os descritos acima.
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Capitulo 3

Estimativa da norma do sup: Caso

geral

Neste capitulo consideraremos novamente o problema regularizado (1.1)-(1.2), e

inicialmente derivaremos (no Teorema 3.1.1) a importante desigualdade de energia

%HU(%)HE(R“) +q(g—1) u(t)/ |u(z, )" [V, 1)) de <

R

<qla=1) [ [ue.0" Va(e.t) flat0)da,

vélida para as solugoes de (1.1)-(1.2), para todo ¢ satisfazendo ¢ > p > pye g > 2, e
para todo t € (0,7.)\E,, onde E, C (0,00) é um conjunto de medida nula.

A partir dessa desigualdade provaremos, na Secao 3.2, o que chamamos de Lema
Fundamental (Lema 3.2.2), um resultado que relaciona as normas L7 e L7 das
solugbes u(-,t), onde o > 1 satisfaz as condigbes que serdo dadas em (3.23). A

expressao que obteremos, ao final desta etapa, é
~ —L (4—=a)
Ut 1) < ) ey K00 Bt )™ Uyt 1555

onde a constante K(q) = K(q;n,«, 3, k) serda dada em (3.55) e a = a(n, a, 5, k) em
(3.56).

Apds mais algumas etapas, obteremos na Se¢ao 3.3 o resultado principal deste
trabalho, que serd apresentado no Teorema 3.3.1: uma estimativa para limitacao da
norma do sup da soluc¢ao u(-,t) do problema (1.1)-(1.2), para 0 < t < T, < co. Mais

propriamente,

U (0;8) < K. max{Hu(-, 0) “Lw(Rn); (IB%M(O; t))m (Up((); t))"(o‘*;(imw}.
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Finalmente, na Secao 3.4, utilizaremos argumentos de escala para verificar se os
expoentes que constarao na estimativa apresentada pelo Teorema 3.3.1 sao realmente

os valores adequados.

3.1 Desigualdade de energia

Iniciaremos mostrando um resultado simples, porém importante, satisfeito pela
solugao suave u(-,t) do problema (1.1)-(1.2), onde «, § satisfazem (1.5), u(t) satisfaz
(1.6), e f(x,t,u) satisfaz as condigoes (1.7) e (1.9), com x > 0 dado.

Lema 3.1.1 Sejau(-,t) € LS ([0,Ty), L=(R™)) solug¢ao do problema (1.1)-(1.2), para
0 <t < T, Supondo que u € LP(R™) para algum p > po, entdo para qualquer q
satisfazendo q > p e q > 2, vale:

t
/ lu(z, )72 | V(e £)) T de dt < 0oy e (3.1)
0 Jre

t
/ (e, )72 [V, ) de dt < oo, (3.2)
0 R™

Demonstragao:
Para d >0, R > 0e 0 < e < 1 dados, vamos analisar a equagao (1.1) multiplicada
por ®5(u) (r(z), onde Ps(u) é a funcdo dada em (1.25) e (g(z) é a fungao de corte

dada em (1.29). Ou seja, analisaremos:

O (u) uy Cp(x) + P(u) dw(f(x, t, u)) Cr(r) =
= B} (u) (1) div(Ju]* [Vl Vir) Ca(x) + @) 7 At ().

Integrando essa equagao sobre R™ x [tg,t], com 0 < ty < t < T, ficamos com:

//33<R u)ir Crlx dajdﬂ_/ /|I<R u) div(f (z,7,u)) Cr(x)de dr =

II

/tu(f)/ O (u) div <|u| |Vu|’8Vu) Cr(z )dxd¢+n/ / w) Au Cp(z)dz dr.

to |z|<R |:Jc\<R
N

J/

g

III v
(3.3)

Faremos essa integracao termo a termo.
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Ao integrar o termo I, usando o Teorema de Fubini, obtemos:

I= /tt /xKR%(%(U))CR(x)dMT
:L|<R/t0t%(q>5(u))d7g3(x) dz
— L|<R [@g(u(x,t)) — <I)5(u(:v,to))} Cr(x)dx
= L|<R®5<u(x,t)) Cr(x)dx —/ @5 (u(z,t0)) Cr(z) da. (3.4)

|z|<R

Para integrar o termo 11, usamos a Identidade de Green e o fato que (g(x) } wl=R = 0,
obtendo:

II= /tt/lsz ®5(u) div(f (z, 7,u)) (r(z) dz dr
- —/to lmKRf-V((I)g(u) (R(a:)>dxd7

t t
_ / / B () V- f Ca(z)da dr — / / B(u) £ - Vip(z)dzdr.  (3.5)
to |(E|<R to \x|<R
Da mesma forma, ao integrar o termo III, obtemos:

IH:/t u(r) /xKRdw <|u|a|Vu|BVu) O (u) Cula)da dr

0

:_/M(T)/ |Vl V- V(8 () Cale)) d dr

to lz|<R

—— [ nle) [ el 1Vl IVl ) Cale) o dr

to |z|<R
—/ u(T)/ |u|*| V|’V - (®f(u) VEr(r)) d dr. (3.6)

to lz|<R

Analogamente, ao integrar o termo IV, encontramos:
t
IV = 77/ / div(Vu) ®5(u) Cr(x)dx dr
to |CE|<R
t
= —n/ / Vu - V(®5(u) Cr(x))dz dr
to J|z|<R

0 V|

t t
= —77/ / \Vu|® & (u) Cr(x) da dr —7]/ / Q% (u)Vu - VCgr(x) dx dr.
R to J|z|<R \ t z|<R

J/

IVa IVb
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Usando novamente a Identidade de Green no termo IVb, obtemos:
t
IVb = —77/ / V(®@s(u)) - VCr(z) dz dr
lz|<R

:_n/ /lle W) V() - 7 (x) dola d7+n/ /x|<R ) A() dz dr.

J/

IVb.l IVb.2

Ou seja, ficamos com:

Ve oy / [ 9l i Gato)
- / /| ) VCala) T @)do()dr
—1—7]/ /x|<R u) Alg(z) dx dr. (3.7)

Assim, apés iniciar a integragao indicada em (3.3) (ver (3.4)-(3.7)), e escrever os

termos no lado adequado da igualdade, obtemos:

(a) /g:|<R (135(u(x,t)) Cr(x)dx
O / () / ]|Vl 2 @) C() dir dr

to lz|<R

© 41 / /| Vel @) Calo) d d

d = ®s5(u(z,to)) Cr(w)dr 3.8
(@) /M((”)“) (38)
© v [ e G s
(®) +/tt/||<Rq)3(U)f'VCR($)dIdT

_ t T ul*|Vul® & (u) Vu - Vg(z) dx dr
(0 /u()/MII! 1 4(u) V- V()
() - / /| ) V() T (@)do(w) dr

(i) +1 / / » u) Alg(z) da dr.

Majorando o lado direito desta igualdade, usando as hipdteses (1.9) e (1.17), e
as estimativas (1.32) e (1.33), e, para ¢ > 2, substituindo ®s(u) e ®§ segundo (1.25)
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(mas mantendo ainda ®%), ficamos com:

(a)

[ (st ) catoa
[0 [ oo e e e
vo [ [ ViR o) o
= /| . (s (uw, 1)) Cale) da 59)

+/ B(T)/ Y () |ul" |Vu| Cg(z)dz dr

to |z|<R
t
vea [ BO) [ (Ratw) Bl e VI
to |z|<R

+eq C(te)™! / u(r) / Jul (Ls(u)) "™ Ly(u) e==V e e dr

to lz|<R

€ t w))? e=VIHl go (2) dr
¥ ”/to/ﬂ:R(L‘“) Vo (z)d

+e(n+2) n/tt/lkR (Lé(u))qe_a‘/1+|x|2dx dr.

Usando as estimativas (1.21) e (1.22) para majorar novamente o lado direito da

desigualdade, e aplicando a desigualdade de Young no termo (e), com p’ = ¢ = 2,

isto é, fazendo

[ 50 [ et vl Gatontr s <

to |z|<R

<o [ B [ e s

T Jt |z|<R

/

e.l)

(V
n ! 2
+—// |Vu|” &5 (u) Cr(x) dedr,
2 to \x|<R .

'

(e.2)

e juntando os termos semelhantes (c) e (e.2), ficamos com

/|3;<R (L(S (u(m7 t))>q Cr(z)dx

4 / () / |Vl 2 @) G ) e

to \m|<R
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t
+Q// Vul? 82(u) Cp(x) dz dr
2 Jio Jiel<r

u(x I Cr(x) dr .

< [ Il cato (3.10)
i t )2 7 w22 () dr d

vy L PO [ el i

¢
+€qg/ B(T)/ |97 ] )" e~V Il gy gr
o Ji l2|<R
¢
+€q0(to)(ﬁ+l)%//~‘(7)/ [l |u|*fu] eV d dr
to \x|<R

¢
+€7]/ / lu|?e=V 1+‘ml2da(x) dr
to |x\:R
¢
+8(n+2)7]/ / ul? eV g dr.
to ‘I|<R

Agora, usamos a hip6tese (1.13) nos termos (f) e (g) de (3.10), e iniciamos as

passagens ao limite, fazendo primeiro R — 0o. Note que o termo (h) se anulard, pois

é da ordem de O(e~ ). Chegamos assim a

/n (L;(u(a:,t)))qe_f\/mdx

¢
+/ p(7) |u|a|Vu|6+2 DY (u) e eV el g dr
to Rn

t
+ g / |Vu|* & (u) eV L gy dr
to J R
< ‘u(x,to)‘qe_” Ll g (3.11)
R
1 t
"o (B(r))® / O (u) [u** eVl 4z d7
to n
C

t
+eq (M(T))(KH) g/ B(r) s u|? eV gy dr
to n

)
lu| eV 2 qg dr.

t
+eqC) ™0 ) S [ utr) [ eV arar
to Rn

t

+£(n+2)n/

top JR?

Note que, como e~V H#* < 1 as integrais nos termos (f), (g) e (i) de (3.11) sdo

finitas, pois u € LI(R™). Assim, ao passarmos ao limite com ¢ — 0, usando o Teorema
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da Convergeéncia Monétona, chegamos a:

(a) /n (L5 (u(:z:,t)))qda:

¢

O+ [ [ I ) de dr

tO Rn
¢
(c.1) + Q/ \Vu|? ®(u) dz dr
2 tO Rn
(d) < |u(z, to)|*dx
Rn
1 ! 2 2642
(e.1) +% (B(7)) / OF (u)|u]™ " dx dr.
to n

Substituindo @4, conforme (1.27), obtemos:

(a) /n (L(;(u(x,t))>qu
01 alg=1) [ ) [ 19 (L) (L) dedr

02 e[ ut) [l (L) ) drds
(c.2) + = qq—l//n|Vu] (Lo(u)) "™ (Lj(w))? da dr

(d) < - ’u(x,to)‘qu
©2  wgeae=1) [ (BEO) [ (L) L) dedr
(e3) +%q /t (B [ (Lstw)™ Lyl dedr.

Faremos agora § — 0. Note que, gragas a (1.24), os termos (b.2), (c.3) e (e.3) irao

se anular. Assim, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, chegamos a:
(a) lu(z, t)|"da
]Rn
t
b1  +alg—1) / u(r) [ Jul' ™l do dr

q—l// Yl [ul"2 d dr

(c.2)
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(d) < /n ‘u(x,to)}qu

(e.2) + % q(q — 1)/ (B(T))2 /n |u| "% dx dr.

to

Note que podemos usar novamente a hipétese (1.13) para majorar o termo (e.2).

Por fim, fazendo ty — 0, chegamos a:

(a) / Ju(e, B

t
O vaa-D) [ [l de s
0

R

(d) < /Rn ‘u(x,0)|qda: (3.12)

(e.2) +2—1nq(q— 1) (M(T))@“)/0 (B(M)* [ |u|*dz dr,

R

valida para qualquer 0 <t <T <T.
Como u € LY(R"), V p < g < o0, o lado direito de (3.12) é finito. Assim, como os
integrandos dos termos (b.1) e (c.2) sao positivos, podemos concluir que as respectivas

integrais também sao finitas, V 0 < ¢t < T, ou seja, vale:
T 2+ B+2
/ (t)/ lu(z, )| |Vu(z, t)|" dedt < oo; e

// xt |Vuxt|dxdt<oo

que sdo os resultados desejados (3.1) e (3.2), respectivamente, para ¢ > 2.

Para obter-se esse mesmo resultado para ¢ = 2, pode-se proceder da mesma forma,
substituindo-se ®s(u) por u? a partir de (3.9). Ou mais simplesmente, ji no primeiro
passo pode-se multiplicar a equacao (1.1) diretamente por 2u(g(z), ao invés de mul-

tiplicar por ®4(u)(r(z), e entao repetir todo o processo.

O

Teorema 3.1.1 Seja u(-,t) € L2 ([0,T%), L®(R™)) solugdo do problema (1.1)-(1.2),
para 0 <t < T,. Supondo que u € LP(R™), para algum p > po, vale

%H ”Lq(Rn q(q—1)p(t )/n ‘“(xat”q_sz \Vu(x,t)|’3+2 dr <
<q(qg—1) /Rn }u(:zc,t)’q*2 Vu(x,t) - fle, t,u)de.  (3.13)
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para todo q satisfazendo ¢ > p e ¢ > 2, e para todo t € (0,T,)\E,, onde E, C (0,0)

¢ um conjunto de medida nula.

Demonstragao:

Considere g > 2.

Para 0 > 0, R > 0 e 0 < ¢ < 1 dados, multiplicamos a equagao (1.1) por
P4 (u) Cr(z), e seguimos os mesmos passos da demonstragdo do Lema 3.1.1, até che-
garmos a igualdade (3.8), que reescrevemos a seguir, substituindo ®;(u), ®5(u) e f(u)
segundo (1.25):

(a) /| " <L5(u(x,t))> Cr(z) dz
(b.1) +qlg—1) / u(r) / (Ls(w) ™ (Li(w)” [ul*[Vu|*Cr(z) dx dr

to lz|<R

02 v e )/| ) ) a9 o)

1) +nglg-1) / [ ) B 9 Gute) e
(c.2) +"q/to /WR (Lo(u)) "™ LY (u) |[Vul? Cr() da dr
(d) _ /| . (Ls(ute.t0)) ) Coler) d (3.14)
(e1) g <qt— O R ) R G A P
(e.2) +q/t0t/xl<R (Ls(u)) "™ Li(u) Vu - f Cp(x)de dr
(f) +q / t /| - (Ls(u)) "™ Ly(u) £ - VCr(w)da dr
(© ~a [ u) [ (L) ) [Vl Ve V(o) de i
() 0 / / () Va(a) @) b
(i) + 7 /tO /| > (Ls(u))? Alr(z) dz dr.

Dessa vez, iniciaremos as passagens ao limite fazendo 6 — 0. Note que devido a
(1.24), os termos (b.2), (c.2) e (e.2) de (3.14) irao se anular. Usando o Teorema da
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Convergeéncia Dominada, e substituindo f(x, 7, u) de acordo com (1.7), ficamos com:
@ [ ol et ds
|z|<R
t
by e ) [l T e dedr
to z|<R

(c.1) +77q(q—1)/t /||<R|u|q2|Vu|2(R(:B) de dr

(d) :/|<R}u(a:,t0)|qCR(x) dx

(e.1) —i—q(q—l)/t /|<R|u|q_2 Vu- b(x,,u)u(z, ) (g(r)de dr
f ul’ ! sgn(u u(z,7) b(x,7,u) - V(g(x)dxdr
(0 v [ s ate 7)) V()

(0 ~a [ ) [l sono) ol [9ul’ V- V(o) d i

0
t

(1) . / /| ul" Vala) - 7 (@) @) dr
(0 +n/t:/|x<R|u]qA§R(x) d dr

Agora, fazemos R — oo. Note que o termo (h) ird se anular, pois é da ordem de

O(e™1). Usando o Teorema da Convergéncia Monétona, chegamos a:

(a) |u(x,t)‘qe_6\/ L g

R"

t
1) +qg—1) / um) [l R e VIR g ar
Rn

to

t
c.1 + —1 w2 | Vul?e e Ltaf? dx dt
(c.1) nq(g—1) |ul v

Rn

to

(d) = | u(z, to)|* eV I+ g (3.15)

R

t
(e.1) +q(qg—1) / "2V - b(x, 7, u) u(z, 7) e VI dg dr
t

o JR™

t
(f) - 5q/ u|"" sgn(u) u(z, 7) b(z, T, u) - R o

to/ L+ [af

t
&  +eq / u(r) / ™ sgn(u) [ul*| Vil Vu - —2 VIR g

to 1+ |z
t

(i) —i—'r]/ / |u|? ACg(z) dx dr.
to n
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Por questao de espago, no termo (i) acima deixamos indicado A(g(x), mas, ao
olhar (1.31), verifica-se que este termo, assim como os termos anteriores (f) e (g),

também estd multiplicado por €.

Na préxima etapa, faremos ¢ — 0. Para os termos (a), (b.1), (c.1) e (d) de
(3.15), usaremos o Teorema da Convergéncia Mondtona, e para os termos restantes, o
Teorema da Convergéncia Dominada. Note que os termos (f), (g) e (i) irdo se anular,
pois estao multiplicados por € e as integrais restantes nesses termos sao finitas. Isso
é facil de ver para os termos (f) e (i), pois ==+l < 1, e temos as hip6teses (1.8),

(1.13) e (1.17). Para ver que o termo (g) sera finito, fazemos

t
/ () / u|? sgn(u) [u]®|Vu|® Vi - ——2— ==V gy dr <
to Rn

\/1%—|x|2

¢
< /,u(r)/ T | V)T 1 de dr
t n

0

t
_ / w(r) [l ] [Vl dedr
t

0 R

t _ 1 f+1
< qg—2+a 6+2 B+2
< [t [ (gl S val) dear

0

1 t
- m/u(f) A |u|* M da dr
to n

I

J/

B+1 / —2+a B+2
+—— [ p(r u |Vu|”" dz dr,
oz e [

J/

'

11

onde foi usada a desigualdade de Young, com a = |u|, b = \Vu\’gH, p=p+2c¢

p+2
¢ = B+1
(3.1), para ¢ satisfazendo a ¢ > p > po e q > 2 (ver Lema 3.1.1).

A integral em [ é finita, pois u € L?(R™). Ja a integral em I é finita por

Por fim, também a integral no termo (e.1) de (3.15) serd convergente ao ¢ — 0.

Para ver isso, fazemos

t
/ / lu|'* Vu - b(z, 7,u) u(z, 7) e =V W gp dr <
to n

t
g/ B(T)/ 72 [Vl [u 1 da dr

to

¢
S/ B(T)/ |u|q_2( \Vul + = | \2(H+1>dxd7
to n
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1 t
:-/ B(T)/ |2Vl da dr
2 )y Rn

0

N J/

I},I
1 t
+§/ B(T)/ |7 da dr, (3.16)
to n

[

v
onde a integral em III ¢ finita por (3.2) (ver Lema 3.1.1).

Portanto, ao fazer e — 0 em (3.15), obtemos:

(a) /n u(z, t)|" dx

t
0a) vala=) [ u) [l vl dsar

to

t
€y e [ [ vl deds
Rn

to

(d) _ /R (e, to)|" da

(e.1) +q(g—1) /tt u|"*Vu - f(x, 7,u) dedr,

o JR™
e, finalmente, fazendo ¢ty — 0, chegamos a:

t
HU('J>Hqu(Rn)+C](q—1>/ u) | "2 | ul P2 de dr
0 n

t
+nq(q—1)// 72 |Vul? do dr =
0 n
t
[l Oy + ala=1) [ [ 0 flarwdedr, 317)
0 Rn

para q satisfazendo ¢ > p > py e ¢ > 2.

Se ¢ = 2, substituimos ®;(u) por u? em (3.8), e, ao refazer o procedimento descrito

acima, chegaremos a:

t t
2 o
||u(-,t)HL2(Rn)—|—2/O M(T)/Rn ] \Vu|ﬁ+2d:z:d7+217/0 / Vul? dr dr =

t
= Hu(-,O)H;(Rn) + 2/0 Vu-f(x,7,u)drdr. (3.18)

Rn

Neste caso, devemos ter py < 2.
Todos os termos em (3.17) e (3.18) apresentam integrais bem definidas e finitas,
envolvendo fungoes integraveis (a Lebesgue) nas regioes indicadas. Podemos entao

aplicar o Teorema de Diferenciacao de Lebesgue, para cada g > p > pg, para obter a
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igualdade

d —2+a
%H HLq &y T q(qg—1)u(t) /Rn |u(x,t)‘q 2+ Vu(z, t)|” " do
+nq(qg— 1)/ |u(x,t)‘q_2 ]Vu(x,t)]2 dr =
]Rn

=q(q¢g—1) /n |u(x,t)‘q_2 Vu(x,t) - f(z,t,u)de, (3.19)

valida para todo ¢ satisfazendo ¢ > p > pg e ¢ > 2, e para todo t € (0,7})\E,, onde
E, C (0,00) é um conjunto de medida nula.

Por fim, como

n

0<nq(q— 1)/ ‘U(Lt)}qu IVu(z, t)|* de < oo,

podemos descartar esse termo, para chegar finalmente a desigualdade:

d q—2+a 2
EH HLq Rn) q(q—1)p(t )/n |u(x,t)‘ i ’vu(x,t)|ﬁ+ dr <
<q(g—1) /n ‘u(m,t)|q72 Vu(z,t) - f(z,t,u)d,

que ¢é o resultado desejado (3.13), para todo t € (0,7%)\E,, e para ¢ satisfazendo a
q=p=>poeq=2.

O

3.2 Lema fundamental

No caminho de obter o resultado principal deste capitulo, necessitamos contro-
lar o tamanho de [[u(-, )| ,4gn. Utilizaremos a desigualdade (2.32) para, ao menos
localmente, estimar o comportamento da norma L? de u(-,t).

Se, em um determinado ¢ € (0, 7), ocorre 4 |u(-, f)HLq(Rn) < 0, entao [[u(-, )| pogn)
estd decrescendo, o que significa que, ao menos localmente, é finito. E, se tivermos
%Hu(-,f)HLq(Rn) > 0, entao [[u(+,t)||pqrny pode estar crescendo, mas mostraremos, no
lema a seguir, que Hu(-,f)HLq(Rn) pode ser estimado em funcao de Hu(-,f)HLq/a(Rn),
para algum o > 1. E se soubermos, ou se pudermos mostrar que ||u(-, )| 4/ (Rn) 18O
esta crescendo (ao menos em uma vizinhanca de #), isso mostrara que |u(-,?)]| La®™)
¢ finito, e assim teremos, ao menos pontualmente, o controle que necessitamos sobre

(-, Bl Lq (rny Para continuar desenvolvendo o argumento.

Na demonstracao do préximo lema, serd necessario utilizar a seguinte desigualdade
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de interpolacdo do tipo Sobolev-Nirenberg-Gagliardo (SNG):
—0 0 n
(e 8)ll gy < C Nl O pegem IV D pgny, ¥ w € Go(R), (3.20)
onde 0 <0 <1,er, se psatisfazem a

~ 1 1 1 1-0
0<s<r<oo, 1<p<oco, e _:<:__)0+u, (3.21)
r P n s
(Para maiores detalhes sobre esta desigualdade, ver, por ex., [14]).

Para facilitar o enunciado e a demonstracao dos proximos resultados, introduzire-

mos algumas hipoteses sobre ¢:

Continuaremos com a hipdtese ¢ > 2, e, supondo u € LP(R"), com p > py,

alteraremos a hipdtese py < p < ¢ para
op < q < 00, (3.22)

com o satisfazendo a

o>1 e o>1+41, (3.23)

p

onde vy_ denota a parte negativa de v, sendo v dado por

y = '%(6 + 2) - (Oz + 6)7 (3_24)

(6+1)

e p satisfaz, adicionalmente, a condigao

n(k—(a+3))
P2 Gy

(3.25)

As hipéteses (3.23), (3.24) e (3.25) surgem naturalmente na demonstragao do préximo

lema, para garantir as condigoes de utilizacao da desigualdade (3.20).

Lema 3.2.1 Sejau(-,t) € LS. ([0,T%), L(R™)) solugdo do problema (1.1)-(1.2), para
0 <t <T,. Suponha queu € LP(R™), para algum p > po. Para qualquer q satisfazendo
aq>2eop<q<oo, como satisfazendo as hipdteses (3.23)-(3.25), se em algum

t € (0, T.)\E, ocorre

>0, (3.26)

t=t

d
EHU("t)Hqu(Rn)

118



onde E, C (0,00) € um conjunto de medida nula, entdo vale:

n(8+2)(c—1)

HU( ) | < (g4 a+ B)\ @B+ Fne@rh—)
T ILAR) (B+2)
n(B+2)(g+7)(c 1) (B+2)
-(01) (gTotAa(B+2) +no((atp)—)] ‘(02) (atat8)
N n(B+2)(c—1)
B(t) PFOEE+2+ne(etm =] g(8+2)+n[(a+8)=1]
H a(B+2)+nof(a+p)— ’Y] (3 27)
A\ uld) Lelo @) '
Demonstragao:

Como supomos que em determinado ¢ € (0, 7%)\ E, vale a hipétese (3.26), podemos
aplicar em ¢ a desigualdade (3.13), dada no Teorema 3.1.1, descartar seu primeiro

termo, ficando apenas com
M(f)/ ’U($=£)|q_2+a ’Vu(x,f)‘BH dr < / |u(x,f)‘q_2 Vu(z,t) - fx,t,u)dr,
n Rn
(3.28)

usar (1.9) para majorar o lado direito de (3.28), obtendo

i) [ Jute.i
< B(f)/n fu(a, )]

:B(f)/ ‘u(m,f)’q_lﬁ|Vu(m,f)‘dx,

,3+2

q—2+a
|Vu(z

dr <

Y

|N+1

|u ‘Vu:ct ‘da:

e entao usar a desigualdade de Holder, com p' = 8+ 2, ¢ = gi;,

a = Jule, )] 7 [Tulw )], e b= fule,f) T
para obter
M(f)/n\u@c,t)q (e, )| dr <

< B(f)/n u(z, 1) L \Vu(z, )| |u(z, 1) (=Lt~ #5552 dx




1 B+1
= B(f)( }u(m,f)‘q_%—a ‘Vu(x,f)|ﬁ+2 dx) - (/ ‘u(av,i?)‘ﬁ7 d:p) B+ ,
Rn n
(3.29)

onde, para satisfazer a

(=1+r)(B+2)—(g=2+0)
(6+1)

g+ =

escolhemos v como dado em (3.24), ou seja,

_K(B+2)—(a+h)
(B+1) ‘

Note que para a tltima integral em (3.29) fazer sentido, temos que ter ¢ +v > <.

Mas, isso é garantido pela hipdtese (3.23).

Dividindo a desigualdade (3.29) por (%) (fRn |u(z, f)|q_2+a |Vu(z, 1?)‘5+2 dx) o
obtemos
g ) (-w=)  BE A e
(/ u(z, 1) amte |Vu(z,1) o dx) < <A) (/ lu(z, 1) " d.iE) :
(3.30)
e, como 1 — (ﬁle = %, elevando os dois lados da desigualdade (3.30) a g—ﬁ, encon-
tramos
B n %
~g—24 o t 1 .
/ lu(z, t) E ‘Vu(x,t)|ﬁ+2 dr < (Q) / lu(z, t) T (3.31)
R™ u(t) "
que, assim como a desigualdade (3.13), é vélida para ¢ > 2.
Definimos w(-,t) € L'(R™) N L>(R") por
w(z, t) = |u(z, )|, VeeR", Vit>0, (3.32)

onde A, escolhido como na demonstragao do Teorema 2.3.1 (ver (2.34)), ¢ dado por

\ _qta+p
B+ 2)

e buscaremos reescrever a desigualdade (3.31) em termos de w.

Para reescrever o lado esquerdo de (3.31) em fungado de w, procedemos como na
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demonstragao do Teorema 2.3.1 (ver (2.33)), obtendo

—9%4a 92 (B+2)
Ju(z, )" Vu(, )7 = (%) V(e )|,

e, consequentemente,
NPT R ) (8+2)
/ |u(:v,t) -t }Vu(x,t)|ﬁ+2 dr = (M) ||V
Rn qgt+a+p

Relacionamos as normas L? e LI977 de u com as respectivas normas equivalentes

B+2
L5+2(R")'

(3.33)

de w, fazendo:

qB+2)

A
(e, ) gy = NGO gy St (3.34)
3 ~ g+
||’U,(,t>‘ qL—jl_zv(Rn) = Hw<7t>H2X(Rn)7 A= T, (335)

onde 7 ¢é dado em (3.24).

Antes de reescrever a desigualdade (3.31) em termos de w, aproveitamos para
introduzir a norma L% de u, que serd utilizada mais tarde, e a relacionarmos com a

norma equivalente de w, definindo

q(B+2)

p et (3.36)

s %y = [0 DSy Ao =
onde o deve satisfazer as condigoes descritas em (3.23), e que sdo naturalmente obtidas

a seguir.

Para usarmos em w a desigualdade do tipo SNG dada em (3.20), com s = g e
(5 +2)  _ (3 +2)

olg+a+pB) ~ (¢+a+p)
que nos d& uma primeira condigao sobre o, descrita em (3.23):

r = A, precisamos ter \g < A (ver (3.21)), ou seja,

o> 1.

E, para aplicar a desigualdade (3.20) com s = )y e r = \, precisamos ter \g < Py (ver
9B+2) _atny
olg+a+p) — N\

q (1 - %) > =, (3.37)

que se v > 0 é sempre satisfeita, e neste caso nao ha novas restrigoes para o. Se v < 0,

(3.21)), ou seja, deve valer , 0 que leva a desigualdade

121



usamos o fato que a desigualdade em (3.37) é vilida para V g > op, e fazemos

1
Up(l—;)Z’)/_

o que nos dé a segunda condicao a ser satisfeita por o, descrita em (3.23):

oc>1+ = ou, escrito de outra forma, (o —1)p>~_
p

Ao reescrevermos a desigualdade (3.31) em termos de w, usando (3.33) e (3.35),
ficamos com:

3
|5 - (3.38)

B+2 g+a+s\" ( B(i) 2 .
S = () Gay) e

Pretendemos usar no lado direito de (3.38) a desigualdade do tipo SNG dada em
(3.20), com

s=X; r=X p=(3+2); e 0=0, (3.39)

mas, para isso, precisamos ter \g < XeO <6, <1

Substituindo em (3.21) os valores dados em (3.39), obtemos

(a3
6, = VA (3.40)
111
(n Ao (,3+2))

Para que tenhamos 6; > 0, precisamos que numerador e denominador tenham o

mesmo sinal. A hipétese (3.23) nos garante que g < X, e, portanto, vale

e portanto também o denominador em (3.40) deve ser positivo. Além disso, precisamos

também ter 6; < 1. Isso sera satisfeito se valer

G ma) = (3

o que realmente ocorre, desde que p satisfaga

n(y—(a+p))
P> (B+2) ;
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ou, substituindo o valor de v, dado em (3.24),

n(ff—(oz—f—ﬁ))
P2 G+l

que ¢ a hipdtese (3.25).

Portanto, desde que sejam satisfeitas as hipéteses (3.22)-(3.25), podemos usar no

lado direito de (3.38) a desigualdade do tipo SNG dada em (3.20), com s = Ao, 7 = A,
p=(6+2),

n(q+a+p)[(c—1)q+ 7]
(¢+7)[a(B+2) +on(g+a+ ) — ng|

=06, =

(g+((B+2)—n)+nlg+a+p)] ¢
lq(B+2)+on(g+a+B)—ng (¢+7)

(1—-06y) =

Com esses valores, a desigualdade SNG dada em (3.20) toma a forma

(1-61) 0
(o t) 3 gny < Callw( ) ag iy 1700 O 2 eny

e, aplicando-a a (3.38), obtemos

B+2

(B+2) SN BT
(8+2) q+a+pj B(t)\"" & (1—61) 01X
DN <(5550) (57) ORI 19 1 ey

IV

(3.41)

Gostariamos agora de dividir a desigualdade em (3.41) por ||Vw(-,¢ )||ils)\+2 (Rn), INAS

precisamos ter 91}: < (B +2), para que o expoente do lado esquerdo fique positivo. A
condigao para que essa exigéncia seja satisfeita é novamente a hipdtese (3.25), que ja

estamos considerando. Efetuando tal divisao, ficamos com

< (B+2) /137 W\t
(B+2)—61 X qgta+p B(t)\"™ & (1-6y)
DI <(TE ) ( CH -, D)l e

Vw ~
” (6+2) pu(t)
e, elevando ambos os lados dessa desigualdade a ——————, obtemos
[(8+2)—617]
+2) N (B+2) _ X (1— 91)>\
A g+ a+ B\G=a-o] B )\FFle -] iy G20
P e D M o Gt Dot
(3.42)
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Vamos agora aplicar a desigualdade SNG dada em (3.20) do lado esquerdo de
(3.42), usando

s=X; r=X p=(B+2); e 6O6=0,.

Substituindo esses valores em (3.21), obtemos

Como supomos o > 1 (Ver (3.23)), temos A\g < A, e segue que < ) > 0. Preci-

1 1
Ao A

samos ter 0 < 6, < 1, o que sera satisfeito se valer

R o I

Mas, é facil verificar que (3.43) sempre ocorre. Podemos portanto usar a desigualdade
SNG dada em (3.20), que com os parametros s = Ao, 7 =\, p= (8 +2), e

n(g+a+p)(c—1)
¢(B+2)+no(qg+a+B) —ng

0y =

toma a forma

(1-62) o
(-, 8)l|pageny < Co 00| rainy IV ) ooy

que, ao dividirmos por Cy ||w(-, )] Lle?Ean se torna

(1-6 [%
[[w(:, )HM R”) 5w, )HLAO( g < [[Vw(, )||L2(B+2)(Rn)

e, ao elevarmos ambos os lados a é, resulta em

-1 —(1-63)

[w(, )||Lan Cy® Nlw(, ) rg ey < IV O o zny. (3.44)

Ao aplicarmos (3.44) no lado esquerdo de (3.42), obtemos

9 —(1-63)
Jw(, )llp @ C2 N0 )l gty <

(8+2) (1—61)%

(8+2) 6ty -
q+ o+ B\[(B+2)-613] B(t) (B+D[(B+2)—61 7] ()% L
= ((5+2)> (Wg) CL T e, )| gy (3.45)

124



1 (1—62)
Multiplicamos a desigualdade (3.45) por Cy? ||w(-,1)]| LA?(RH) para encontrarmos

+2)

__(B+2) (B
||U}( )H (M)[(ﬁ%—m—&ﬂ(B(t )) B+1)[ B+2)— 91>\]
LA(Rn) = (B+2) M(f)

X1
Gt )

||( ([3(}%2;911;1\)\}—’_(1;292))
L/\O ]Rn) )

(3.46)

e, ao elevar ambos os lados de (3.46) a Af,, chegamos a

(B+2)X69 (20
(8 <:G+a+ﬁyWM4g(B@§ﬁﬂgﬁ2ﬁﬂ
w(-, < [ L
X)\ez _ A(%+(1_02))

O b, Dl o

Finalmente, para facilitar a escrita em termos de u, fazemos

(B4+2)X09 (228
+04+5)[([3+2)_917\]<B(t )) (BrD[(5+2)—017]
(6+2) ult)

A0y A (w ( 792))

—2 R Py +(1
T Nt Dl ot (4T

/\

Y q
) < (

Agora, usando (3.34) e (3.36), reescrevemos (3.47) em termos de u, obtendo assim

(B+2)\0o . (B+2)A03
e, E) % gy < <q+a+ﬂ)[<ﬂ+2>—9ﬂ<3(t))“””“‘”2)91*]
u(-, m S N\ =
HED =\ (B+2) p(t)
ANy gi( (1-07)X05 +(- 02))
[(B+2)—013] ~) C N[ 20 N(B+2)—6013]
O O3 Jlut, )] 2 (Rn)
E, finalmente, chegamos a
(B+2) 205 R (B+2)A05
lu £)|| < (q—i—a—i—ﬁ) a[(B+2)— elx](B(t)>q<ﬁ+1>[<a+z>—61A]
ul-, n < ~
PED =\ (B+2) p(t)
AN (1—67)X6 -
cﬁm“f”*OqH ()“Wxiﬁx(l%ﬁ> (3.48)

A
ja que = 1.

Vamos agora escrever os expoentes que aparecem em (3.48) em termos de ¢, «, (3

e k (em vez de usar os valores intermedidrios A, A, 6, e 65).
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Para o expoente de (%), encontramos
(6 + 2)A\0y _ n(B+2)(c—1) . (3.49)
q {(m 2) - eﬁ] 9(8+2) +no((a+8)—7)’
Para o expoente de (B(f)), encontramos
p(t)
(B +2)\0y _ (B+2) n(o—1) ' (3.50)
a6+ [B+2) 03] CHD[B+D+no(@+5) -]
Para o expoente de C}, encontramos
X)\QQ _ (B + 2) n(q + 7)(0- B 1) . (351)
q [(5+2) _91}(] (¢+a+8) [g(B+2) +no((a+8)—7)]
Para o expoente de (s, encontramos
A (B+2)
¢ (¢+a+p) (352

E, finalmente, para o expoente de ||u(, )] L% (mny COCONEIANOS

(1—91)X«92 B g(B+2) +nf(a+ ) -]
( [(8+2) — 61)] t- 92)) =B+ ot B -] (3.53)

Substituindo na desigualdade (3.48) os valores para os expoentes obtidos em (3.49)-

(3.53), chegamos a

n(f+2)(c—1)
(q +a+ @) a(B+2)+tno((a+B)—7)
La(R™) <

ul(-,t
e B+2)
n(8+2)(g+y)(c—1) (B+2)
( )(q+a+ﬁ) q(A+2)+no((atB) -] (02) (a+atp)
" n(B+2)(c—1)
(t) (B+D[q(B+2)+no((a+8)—)] . q(B+2)+n[(at+B)—9]
-7 ||U( t q(B+2)+nof(a+p)— ’Y]
( ) ) Lq/U(Rn)

que é (3.27), como desejado, para ¢ > 2, completando a prova do Lema 3.2.1.
O

O Lema 3.2.1 é um avancgo na intengao de garantir a finitude da norma L7 de

u(+,t), V0 <t<T, <oo, mas tem a desvantagem de ser um resultado pontual, isto
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é, valido para valores t € (0,T,)\E,. Além disso, ao variar ¢, os valores de ¢ para os
quais vale o Lema 3.2.1 possivelmente mudam, mostrando um cenario desalentador.
Porém, ainda ha como utilizar as informacoes ja conhecidas para obter um resultado
melhor, onde nao persista a dependéncia de £. Faremos isso no préximo resultado,

onde vamos considerar as grandezas B, (to; t) e U,(t; t), definidas respectivamente em
(1.18) e (1.19).

Lema 3.2.2 (Lema Fundamental) Seja u(-,t) € L2 ([0,7T%), L>(R™)) solu¢ao do

loc

problema (1.1)-(1.2), para 0 <t < T,. Se q satisfaz a ¢ > 2 e op < q < 00, com o
atendendo as hipdteses (3.23)-(3.25), entao, para cada 0 <ty < T\, vale

n(oc—1) (g—a)
Ug(to; ) <max { ||u(, to) HLq(Rn)3 K (q) B (to; t) BF0G=ea Uy o (to; t) = } , (3.54)
onde
(g+a+p) = (a+7)  n(o=1) (5+2)
q—oa q+ n(oc—
K(q) = (%) (Cy) @ aen) () Tares (3.55)
e
_nls = (o +P)]
= Gl (3.56)
Demonstragao:
Inicialmente, para cada ¢ satisfazendo a ¢ > 2 e op < g < oo, definimos
GEET cEcy (B+2)(q+1)(o=1) (5+2)
(Lt ad f)ymmte TSRS T () W

e, escolhendo a como dado em (3.56), podemos reescrever K (q) como consta em (3.55).

Além disso, para o mesmo a dado em (3.56), podemos escrever o expoente de

B(t
(Q), na desigualdade (3.27), como
p(t)

n(f+2)(c—1) _ n(o—1)

B+ DgB+2) —no(y—(a+p)] (B+1)(g—oa)

Cco1mo

e o expoente de Hu(, t) {Lq/a(Rn)

qB+2)—nly—(a+pB)] _qg—a
q(B+2)—no(y—(a+8) q—oa
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Dessa forma, a desigualdade (3.27), dada pelo Lema 3.2.1, pode ser reescrita como

n(oc—1)

B(i)\ FFia—ea )
ey < Ko (2157 Jut-,£)

onde K (q) pode ser visto em (3.55), e a em (3.56).
Usando as definicoes de B, (to;t) e Uy(to;t), dadas respectivamente em (1.18) e

i-oa (3.57)

Lq/o(Rn)?

a2

(1.19), vamos agora mostrar que, para qualquer 0 < t, <t < T, fixado, vale

n(oc—1) (g—a)
||u(, t) HL‘I(R") < max { Hu(, to) ||LLI(R”); K(q) B, (to;t) FFita—cw Uq/d(t0§ t) oo } .
(3.58)
Definimos A(gq) > 0 por
n(oc—1) (g—a)
A(q) == K(q)B,(to; t) 0G0 Uy /o (to; t) o, (3.59)

e dividiremos a prova de (3.58) em trés casos:

Caso 1: Hu( > A(q); e Hu(-,T > A(q), Vig <7<t

7tO)HL‘1(R”) >HL‘?(R")

é (estritamente) decrescente de ty até ¢, ou

Neste caso, teremos que HU(> T)HLq(Rn) (

seja,

H [ Fa@m <05 ¥ 7€ (o, )\ Ey.

Por contradicao, se tivéssemos

_tH“<'7T)Hqu(Rn) =0,

para algum 7 € (o, 1)\ E,, pelo Lema 3.2.1, para esse 7 valeria que

lema 3.2.1 n(oc—1) (a=a)  (3.59)
oy = K (@) Bulto ) TG0 Uyyg(tos t) e =" Alq),

a7

o que contradiz a hipétese do Caso 1.

Logo, no Caso 1, ||uf(-, T)“LQ(RH) é (estritamente) decrescente em (g, t), e, portanto,
vale (3.58).
Caso 2: Hu(-,to)HLq(Rn) > A(q); mas existe t; € (to,t) tal que Hu(-,tl)HLq(Rn) = A(q).

Note que nédo é exigido que t; seja o menor valor em (fo,t) para o qual se tem
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Hu(-,T)HLq(Rn) = A(q). Para contornar isso, tomamos

ty = inf {7‘ € (to,t); Hu(, T)||L4(Rn) = A(q)} )

Neste caso, teremos

||u(-,T)HLq(Rn) < A(q), Vte (tat). (3.60)

Mais uma vez, provaremos por contradi¢ao.

Suponha que existe t3, com t3 > g, tal que

||u(.7t3)Hiq(Rn) > A(Q) (361)

Entao, existe t4 < t3, dado por

ty = inf {T € (ta, t3); ”u("T)HLq(Rn) > A(q)} .

Pela definicao de t4, temos

Hu<.77—)HLQ(R”) > A(Q)7 v T E <t4at3]a

entao, pelo argumento usado no Caso 1, devemos ter que Hu(,T)H La(Rn) é (estrita-
mente) decrescente em (4, t3], o que contradiz a hipdtese (3.61).

Portanto, (3.60) é verdadeira. E assim, também no Caso 2 vale (3.58).

Caso 3: ||u(-,t0 < A(q).

M zageny
Aplicando o argumento usado no Caso 2, teremos que

(o )| gy < Ala), ¥ 7 € (to, 1),

e também nesse caso vale (3.58).

Agora, como (3.58) é sempre vélida, V 0 < ¢, < t < T, fixado, entao deve ser

valida também para U, = sup ||u(,
to<rT<t

7) HL‘I(R”)'

Chegamos assim a
n(oc—1) (g—a)
UQ(tU; t) < max { HU(, tU) HLq(Rn); K(q) Bu(tm t) (F+1)(g=ca) Uq/a (th t) (a=ca) } )

que ¢ (3.54), como desejado, com K(gq) dado em (3.55) e a em (3.56).
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Corolario 3.2.1 Nas condicoes do Lema 3.2.2, para cada 0 < tg < T, vale
~ 1 (¢—a)
Uy (to; ) < max { [aC, t0)][| o gy K (@) Bralto; )7 Uy (to; ) oo } . (3.62)

onde K(q) é dado em (3.55) e a em (3.56).

Demonstracao: Basta redefinir, em (3.54),

~ n(oc—1)

B, (to;t) :== B, (to; t) &, (3.63)

para B, (¢p;t) dado em (1.18).

3.3 Estimativas para a norma do sup

Vamos agora trabalhar no caminho de estabelecer o resultado principal deste
capitulo.

O primeiro passo é usar um argumento iterativo, baseado na desigualdade (3.62),
que permitird estimar normas L? da solugao u(-,t) para valores altos de ¢, em todo o
intervalo (tg,t), com 0 < tg <t < T, em funcao de normas mais baixas de u.

Lema 3.3.1 Sejau(-,t) € L2 ([0,T), L=(R™)) solug¢do do problema (1.1)-(1.2), para

loc

0<t<Ty. Dadop>py, para cada 0 <ty <t <T, vale

— 1

(op—a)
Uyp(to; t) <max { (-, to)HLUp(Rn); K(op)B,(to; ) "~ Up(to; t) or—ra) } . (3.64)

onde K ¢é dado em (3.55), ﬁu(to;t) ¢ definido em (3.63), Uy(to;t) em (1.19) e a em
(3.56).

Além disso, para cada m > 2, vale:

U t50) < e )] oy

T (Koo 7= | (B Sl et T T
(li[l (K(UZM)“’"”‘g’"Z“)-@u(to%t)) T (- to) |
- o™p—a ~ e (Uimpia ppm c"p—a
(H (K<<fizn))“’"ﬁc"“"’a>-(IB%M(tont))Z e 1”“)-(Up(to;t))"mﬁf””“}

=1
(3.65)

com 2 <[<m.
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Demonstragao:

Simplesmente tomando ¢ = op em (3.62), obtemos

~ 1 (op—a)
U,,(to;t) <max { [ t0) || popgeny B (00) Bu(tos 8) =7 U (tos ¢) r—oe) } 7

que é (3.64).
Faremos a demonstragao de (3.65) por indugao. Tomamos primeiro ¢ = o?p em
(3.62), obtendo

~ 1 (¢2p—a)
Uozp(to; t) < max { (-, to)”LUQP(R”); K(0®p) Bu(to;t) 7= Upp(tos t) @Proe) } ;

(3.66)

e, substituindo (3.64) em (3.66), obtemos:
Uy2p(to; ) <

< maX{ Hu<’7t0)”L"2P(R");
(02p—a)

~ 1 ~ I (ocp—a) (62p—ca)
K(OQP)BM(%; t) (02p—0a) (Hu<’ tO) ||LUP(R'"'); K(UP)BM (tO) t) (op—oa) Up (to’ t) (op—oa) > }

SR

(o%p—a)

ot

~ 1
K(0®p) By(to; t) = Lon(Rn)

(o2p—a) 1 1 <cr p—a) (op—a) (o%p—a)

(%) K op) 70 B(tst) 7 T i B L (o)

Vamos manipular os expoentes de B u(to;t) e de Upy(to;t), que constam em (3.67),
visando facilitar a escrita do produtério dos termos, no caso de B u(to;t), e simplificar
a notagao, no caso de Uy(to;1).

Para os expoentes de Iﬁ%u(to; t), fazemos:

1 (e’p—aq) .
(0?p —0oa)  o(o?*p—a)(op—a)’
1 (0°p—a)  (0°p—a)

(op —oa) (0*p —0a)  o*(op—a)(p—a)’

e, para o expoente de U,(to;t), fazemos:

(op—a) (o’p—a) _ (o’p—a)

(op —oa) (o?p —oa)  (o?p—o2a)

131



Assim, podemos reescrever (3.67) como
Upzp(to;t) <

< maX{”U('v tO)HLUQP(R");

9 \ M @
K(0?p) Byt ) 0 [ 1) 27555

(62p—a) (02p—a) (02p—a) (62p—a)

+ _(o%p—a)
K (0%p) K (op)@r=oo) B, (to; t) 7 r=(or=) " o*or=a=e) Up(to;t)(”zp_a%)}' (3.68)

Agora, tomamos ¢ = ¢*p em (3.62), obtendo:

~ 1 (¢°p—a)
U,s,(to; t) <max { [y t0) || oy gnys K (079) Brultos t) 7= Uy (to; t) *r—o) } :

(3.69)

e, substituindo (3.68) em (3.69), obtemos:
Uysy(tost) <
< s [ 0) |y

~ I
K(0®p) B, (to; t) 7).
(Tt )l e

9 — 2(o2p—a (02217*‘1)
K(U p) Bu(t(h t) o(0?p—a)(op—a) |U(, tO) ngfpp(i{ia)) :
5 5 (e3p—a)

) (Zr-a) - (®pma) | (o%p-a) (?p=a) '\ (+¥p—oa)
K(O- p) K(O-p) (0%p—0oa) ]Bu(t())t) o(0cp—a)(op—a) o*(ocp—a)(p—a) Up(t[)) t) (02p—0c?a) ,
= maX{ HU(, tO) HLU?’p(Rn);

5= % ((%31):11))

K (0°p) B, (to; t) 7= u(.’to)‘ Li’;;(];”);
(031) a) 1 (021)711) (03p7a) (U p—a) (0317 a)

K (0%p) K (0®p) =00 B, (t; )<o3p—aa>+a<o2p—a><op—a)'<a3p—aa>

(e3p—a) (a p—a) (o p—a)

K(0°p) K(o?p) o0 K (op)r=oe (o%p=oe),

t (62p—ca) (c3p—ca) ,
0 La‘p Rn )

- 1 (02p—a) (o3p—a) (o2p—a) (o3p—a) (02p—a)  (s3p—a)
B#(to’ t) (o3p—0ca) + o(o2p—a)(op—a) (o3p—oa) + o2(op—a)(p—a) (c3p—0ca) Up<t07 t) (62p—0c2a) (63p—0ca) }
(3.70)

Como antes, vamos manipular alguns expoentes de (3.70).
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Para os expoentes de B, (f; t), nos termos intermediarios, fazemos:

o (0'p—a)
(o3p—oa)  o(o3p —a)(o?p —a)’
(o?p —a) (°p—a) (0°p —a)

o(o?p —a)(op —a) (o%p —0a) ~ o2(o?p —a)(op —a)’

Para o expoente de Hu( no segundo termo intermediario, fazemos:

’to) HLUP(IR")’

(c’p—a) (o®°p—a)  (o®p—a)

(0°p—oa) (o%p —0a)  (o%p —o%a)

Para o expoente de K (op), no ultimo termo, fazemos:

(0’p—a) (o°p—a)  (o%p—a)

(0°p —oa) (0%p —oa)  (o%p—o2a)

Para os expoentes de B u(to; t), no ultimo termo, fazemos:

1 (0°p —a) -
(0% —0a) — a(op—a)(o?p —a)’
(0°p —a) (cp—a) _ (o'p—a) |
o(0?p —a)(op —a) (0*p —0a)  o*(o*p —a)(op —a)’
(0%p — a) (0’p—a) _ (o’p—aq)
o*(op—a)(p—a) (op—oa)  o(op—a)(p—a)
E, para o expoentes de U,(to;t), no dltimo termo, fazemos:
(0’p—a) (o°p—a)  (o’p—a)
(02p — 0%a) (0%p —0a) ~ (a%p — o%a)’
Assim, podemos reescrever (3.70) na forma
UJSP(tQ; t) S
= o )y
3.\ 3(03# ((0331077(1))
K(O' p> B,u(t()a t) o(o°p—a)(cp—a) U,(-7 to)l L(:’;;’(];;)’
5 cr3 —a) (o 70,) + - (o‘spfa) ((0'31’ a))
K(J p) K(J p) (o3p—ca) ]Bg (to )a(o p—a)(c?p—a) (62p—a)(op—a) 750 Hpr(Rn :
3 (¢3p—a) (e3p— a)
K(0°p) K(o®p) r=oe) K (op) oo,
(e®p=a) | (o%pa) (e®p—a) (e3p—a)
B u(to; t)oletrmae?rma) oo a)op- o B am U, (to; t) (03;0—(73(1)} (3.71)
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Repetindo esse procedimento mais uma vez, usando ¢ = op em (3.62), obtemos:

~ 1 (o'p—a)
Uoip(to;t) < max { [ t0)[| oty B (0p) Brulto; t) =7 Ugay (to; ¢) =7 } :

(3.72)
Substituindo (3.71) em (3.72), encontramos
Ua‘lp(to; t) <
4.\ ® e %
K (0p) Bylto: )% fu(-, t0) | 2272
(g p—a) 1 (o’ 7(1) (0'4p7a) (0'31’_0') (‘7'417_0')

K(0*p)K (a%p) @=eai B, (to; )<o4pfoa> o(3p=a)(e®p=a) (oTp—ca)

(03p—ca) (cip—ca)
('7t0)| I(/UQZ)(RH))( ! );

(opa) (o3p—a) (Upa)

K(OAp)K(U p) (cdp— aa)K(O' p)m (o%p—va)

- 1 + (O‘ p—a) (o‘ p—a) + (O‘ p—a) (a4p—a) (17 p—a) (17 p—a)
Bu(t[);t) (6dp—ca) " o(03p—a)(02p—a) (cip—0ca) 02(021’—0)(01’7—&).(041)—00).H t() ||g:ipRt:L a) (otp— Ua)’

(a p—a) (e3p=a) (s%p-a) (a p—a) (odp—a)

K (%) K (0%p) eow K (02p) Fr—oe (wTo-oe) K (ap) ©wp- o2 (oTp-oa)

~ 1 (®p—a) (elp=a)  _(o%p—a) _ (cpa) (c®p=a)  (o%p-a)

B (to; 1) @Tp—a) " o(@p—a)@?p—a) (oTp—0a) | 72 (@2p-a)op—a) (Tp—oa) | oF(op-a)(p—a) (Ap—oa)_
(fTSP—fL) ) (c*p—a)

Uy (to; t) Tr=ofar (wTo=ow) 5, (3.73)

e, manipulando os expoentes de (3.73), para deixé-los semelhantes aos expoentes em
(3.68) e em (3.71), obtemos:

Ugay(tost) <

— max{ |u(-, t0)| oty gy

4, \ ™ 4(04% Lolo-a)
. o(oc*p—a)(c”p—a (o ca) ,
(o) Byt ) ) [
4 (a p—a) ~ (G e a) o2 3(0'419—‘1)2 ((241:7_(21))
K(O' p)K(o‘ p) (odp— cra)]B ( )o(a p—a)(o3p— a) (03p—a)(c2p—a) U(,to)‘ L(;;;(];na) 7
4 (c*p—a) (otp—a)
K (o*p) K (op) wTr—o0) K (0%p) @2,
(o*p—a) (o*p—a) (c*p—a) (ohp—a)

(Ulpfasa)

.EM (t07 t) o(otp—a)(s3p—a) +02(o3p7a)(02p7a) +o3(02p7a)(<7p*“) . ‘U(, to) | LoP(R™) ;

4 (U p—a) (U p— a) (U p— a)
K(O- p)K(O‘ p) (c4p—ca) K(O- p) (cdp—c2a) K(O-p) (c4p—0o a)
(o —a) (o'p—a) (olp—a) (o'p—a)

4
~ d + + + (c"p—a)
. o(cd—a)(o3p—a o2(o3p—a)(c2p—a o3 (o2p—a)(op—a o4 (op—a)(p—a . P S
B (t()’t) ( )(o°p—a) (o°p—a)(c“p—a) (¢%p—a)(op—a) (ep—a)(p—a) TJ (to,t)( p )}7
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Assim, por inducao sobre m, encontramos

Lamp(Rn) ’

Upmy(to;t) < max{Hu(-,to)|

(cMp—a) cMp—a

m . N s R
(H (K(Ulp))m><Bu(t07t)) 1=l gm—i+1(sip_a)(ct—1p—a) ‘ tO ||crmp om—I+1,

'p(R") !
i=l

Call cMp—a

m a N " )Z e
(H (1’(<0'ip>)°””‘””"”“)-(Ewoﬂﬂ)Z S (Up(to;w)“’"p-“”“},

i=1

que é (3.65), como desejado, onde cada valor de [, com 2 <[ < m, gera um termo

intermediario. |

O préximo lema mostra um pequeno avanco em relagao ao Lema 3.3.1, apresen-
tando expoentes mais compactos, além de considerar novamente a grandeza B, (to; t)

em vez de B u(to;t), como esta em (3.65).

Lema 3.3.2 Nas condicoes do Lema 3.3.1, para cada 0 < tqg <t < T, vale

Ui t) < e s ) s

ool l_—m (p—oc~™a)

(H (K(o'p) ) (Bt 1)) T =T e )P

1=l

(p—o ™ (1—a—™) (p—o™™

( (K(o'p)) (pa?aa))> (B(to; 1)) (CRRNCEDN (Up(to;t)) o }, (3.74)

s

para 2 <1 < m.

Demonstragao:

Reescrevemos (3.65), substituindo @M(to; t) de acordo com (3.63), na forma

Urtit) < e )]s

o™Mp om—I+1,

m m _ o'm _ O'm —a
(K<O,ip)>ﬁ (]B% (t .t))n<(ﬁa+11)) 2 amfiJrl((aipfa;(li*lpw) (-t )|| 1 ;
n\bt0o, . s L0 Lal—lp(Rn) )

cMp—a

[1 (o) =57

(cMp—a) cMp—a

(BM (to; t)) n((ﬁ:l)) ity =T (oTp—a) (o7~ Tp—a) (Up (to: t)) oMp—o™Ma }’

(3.75)

e entao nos dedicamos & manipulagdo dos expoentes que constam em (3.75).

Inicialmente, vamos olhar os expoentes de B, (¢; ).
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Note que, V 2 < [ < m, vale

( 1 B 1 > _ o’ (c—1)p
(c"'p—a) (o'p—a) (c'p—a)lop—a) o

ou seja,

o' B < 1 1 ) o
(0 'p—a)(o'p—a) \(o"'p—a) (o'p—a)) (c—1)p
Assim, para o expoente de B, (tp;?) nos termos intermedidrios de (3.75), fazemos:

m

n(oc—1) (c™p —a) B
(8+1) ; om=*(o'p —a)(olp —a)
_n(o—1) (6™p—a) « 1 B 1 o
B+ omH ; ((J“p —a) (o'p— a)) (o—1)p

n_ (¢"p—a) (c"p—0p)
B+1) omp  (op—a)(o™p —a)
n (o7 —o™m)

TG o) 370

e, consequentemente, para o expoente de B, (t; ) no tltimo termo de (3.75), quando

[ =1, temos:

-1 m m,, 1— g™
) O A k) N o 0 P
(B+1) = om " o'p—a)(op—a) (F+1) (p—a)
Para o expoente de K(o'p) em (3.75), para 2 < [ < m, encontramos
o"p—a (p—0""a)
— = . (3.78)
omp —omta (p—o~a)
Para o expoente de ||u(‘,t0)HL6l71p(Rn) em (3.75), para 2 <[ < m,
Ump —a _ (p - Uima’) (3 79)
omp — gm—l+lg o (p _ U—l+1a)' )
E, finalmente, para o expoente de U, (o;t) em (3.75),
o"p—a _ (p—o "a)
- . (3.80)
omp —o™ma (p—a)
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Assim, usando (3.76)-(3.80), reescrevemos (3.75) como

Urtit) < 0] o

ik . (=g~ ™a) n_ (o7ttl-o—m) %
H (K(O'Zp)) (p—o—7a) (]E#(t(), t)) B+ (p—o—ltla) ||U,(7 to)’ Lpalilp([[gz);
i=l

(p—c"""a)

(K(p) <>> (B (tos 1)) P75 (U,,(tmt))w}.

=

[

que é (3.74), como desejado. O

Il
—

Corolario 3.3.1 Nas condicoes do Lema 3.5.2, para cada 0 <ty <t < T, vale

Uy (it) < e s ) s os

) (p—o~"™a)

ol

n ( [
(C(1,m)).(B,(to;t)) T oo e .Hu(-,to)} g;;fl:RZ)), V2<1l<m;
(C(1,m)).(Bulto: ) T T (Uyt051)) T } (3.81)
onde
o(t.m) =] (K(o'p) &= (3.52)
i=l
Demonstragao:

Para obter (3.81), basta definir C'(I.m) como em (3.82), V 2 <[ < m, onde K (co'p)
¢ definida em (3.55) e a em (3.56), e substituir C(I,m) em (3.74).

O

No préximo lema obteremos uma estimativa mais simples para U,m,(to;t), ao
estimar adequadamente os termos intermediarios de (3.81), e junté-los com o primeiro
e o ultimo termos.

Para isso, usaremos a desigualdade de interpolagao de normas

1-0 9
ll oy < el omy el ey (3.83)
onde r < s<pel<f <1 satisfazem a
1 1-46 0
- = ( ) + =. (384)
s r D



Este serda o tultimo passo antes de estabelecermos o resultado principal deste

capitulo.

Lema 3.3.3 Sejau(-,t) € L2 ([0,Ty), L=(R™)) solug¢ao do problema (1.1)-(1.2), para
0<t<Ti. Dadop > pg, para cada 0 <ty <t < T, vale

~ _n_ (1=0cT™) (p=o"™p)
Ugmy(to; t) < K(m).max{”u(-,to)HLdmp(Rn); (B“(to;t))w“) (p—a) (Up(to;t)) (p—a) }
(3.85)
onde, para C(l,m) como dado em (3.82), tem-se
IN((m;n,p,oz,ﬁ, K) = max {1 ) oax C(l, m)} (3.86)
e B, (to;t) € como definido em (1.18), Up(to;t) em (1.19) e a em (3.56).
Demonstracgao:
Para cada 2 <[ < m, definimos
(o—H1_p—m) (p—a:lmla)
Jy = C(l,m).(Bu(to;t))(BH) (r—o—TF1q) Hu to)‘ f(,?fl,,?RZ))a (3.87)

onde C(l,m) é dado em (3.82), B, (t;t) é definido em (1.18) e a em (3.56).

Para cada 2 < I < m, em (3.81) vamos usar a desigualdade de interpolacao de

-1

normas (3.83), com r = p, s = ¢'"'p e p = o™p. Para esses valores, por (3.84),

encontramos

gzw e (1-0)=

(I—0"m)
Usaremos, portanto,
(et 0" (1—o”!th
(s t0)]| oty gmy < [l to) | oy ™ (s to) | o ) (3.88)

e, para cada 2 < [ < m, ao substituir (3.88) em (3.87), encontramos

n g—l+lia—m>
5 £ Ol (8, 1) P T
(o‘*l+1 o—f’m-). (p—a;r{l) (1— g*l+1) (p—a;r{l)
l—c—m = — —
H s to ||LPE]RW b ‘ ) ||L<Um ) (p—o~la) (3.89)
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Aplicaremos a desigualdade de Young em (3.89), usando

_ Q=0 (p=oa)
U= pmoma)

(note que p’ > 1) e, como devemos ter 1% + i =1,

, (=0 (p—otta)
T —em T h—a)

Os fatores que usaremos para aplicar a desigualdade de Young serao

(o= (p-o"™a)

a = C(l’m)%'Hu('vto)HL(;;;H@)'(p*U?M“); e

—l+1__—m (el ™) (p—5"™a)

b = Ol )t (Bt 1) T T u, by HLP 3 e,

Assim, em (3.89) obteremos, para cada 2 <1 <m,

(-0~ (p—o"™a)

i < Cm) ulto)]| Sy T

—l+1_,—m (0'71+1 o™ ™) (p—o" ™a)

(Eu(to;t))(5+l) <(p - Hla)) ||u o HLP<1 (,; —m)  (p—o—1T1lq)

S
Py

C(l,m)a

/
Young ] E (1—:;071:). (I)__aa—l'*‘la) ’
£ a(c<z,m>p«\u<-7to>||;;mpm:> )

!

1 1 n (a_H'l —m (o —l+1 m_m)- (P*O;_lrla)
+ ? C(l m) q (Bu<t0;t))(ﬁ+l) (p— Ufl+1 Hu o HLp(IanU T =

—m (p—o"™a)

1 1 n_ (-=c"™) (p=o”a)
= _'C<lam)'H 5 to ||L[,mp(Rn)+q C(l,m).(B(to; 1)) T &= H o HLP(p @)

p/
e, usando a definicao de U,(y;t), dada em (1.19), encontraremos

(1—0c™™) —o Ma)

1 _n__ (
Ol m)- (Bt ) 70 Uy 1) 5

1
Ji < ]; C(l,m ||u » bo HLU’”ID(]R")

(3.90)

Note que, como z%—i—? = 1, podemos obter a partir de (3.90) que, para cada2 <[ < m,

vale

Ji < max {C(l, )|t 0) | oy s C 0 m). (B (to; 1)) 50 T U (t; ) T ‘”} ,

(3.91)
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e, assim, substituindo (3.91) em (3.81), obtemos

Uott) < 1) s

C(l,m).Hu(-,to)||Lgmp(Rn), 2 <1< m;

- (p—c"™a

_n (A=0c™™)
C(l,m).(B,(to; 1))P0 =0 U, (t; t) oo, 2<1<m;

n (1-0T™) (p—0"™p)
C(1,m).(B,(to;t)) CF0 = (U, (tg;t)) @ } (3.92)
Ao definirmos

Ki(m) = max{l; max (C’(l,m))} e Ky(m):= max (C(l,m)),

2<I<m 1<l<m
podemos reescrever (3.92) como

Ugmp(to;t) < maX{K1.||u(-, to) HLJ%(R”);

(1—o=™) (p—o~™

Ko (B (t; ) P50 50 (U, (to; 1)) O }

E finalmente, fazendo

K(m) := maX{Kl(m); KQ(m)},

concluimos que Uym,(to; t) satisfaz a

A-—0c™™) (p=c™™

~ n p—o_"p)
Uamp(to;t)gK(m).max{”u(-,to)HU,mP(Rn);(Bu(to;t))<6+1>' = (Uy(to; 1)) @ }

que ¢ (3.85), como desejado. 0

Observagao: Para o préximo resultado, serd necessirio que a constante K (m), no
Lema 3.3.3, seja uniformemente limitada em m. Isso de fato acontece, e é possivel
verificar usando argumentos semelhantes aos que foram usados na demonstracao do

Teorema 2.3.2, com a diferenca que neste caso a tarefa serd mais trabalhosa.

O préximo teorema apresenta o resultado principal deste capitulo, uma estimativa

para limitacdo da norma do sup da solugao u(-,t) do problema (1.1)-(1.2).
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Teorema 3.3.1 Seja u(-,t) € L2 ([0,Ty), L=(R™)) solu¢ao do problema (1.1)-(1.2),

loc

para 0 <t <T,. Dado p > pgy, para cada 0 <ty <t < T, vale

Uso(to;t) < K(n,p,a, B, ff)-maX{||u(-,to)HLoo(Rn);

__ n __ pB+H
(B#(to; t))n(a+ﬁ—n)+p(ﬁ+1) (Up(t(]; t))n(a+ﬁfn)+p(ﬁ+1) 7

(3.93)
onde B, (to;t) € como definido em (1.18) e Uy(to;t) em (1.19).
Demonstragao:
A demonstracao segue simplesmente fazendo m — oo em (3.85).
Ao fazer m — oo em (3.85), do lado esquerdo da desigualdade obteremos
lim Uymp(to;t) = Uso(to; ) (3.94)
m—0o0
e, do lado direito,
lim K(m) =K, (3.95)
m—0o0
que é uma constante uniformemente limitada em m;
TrlLl—I>noo HU(, tO) ||Lamp(Rn) = Hu(a tO) HLOO(RTL); (396)

para o expoente de B, (ty;t), usando a defini¢do de a, dada em (3.56), ao fazermos

m — 00 encontraremos

lim n  (1—o™) _ n
mooo (B+1) (p—a)  (B+1)(p—a)
n
RECEDETI e Bk 40
e, para o expoente de [Up(to; t)

moee (p—a)  (p—a) pB+1)+n(a+pf—r)

Assim, levando em conta (3.94)-(3.98), ao fazer m — oo em (3.85), obteremos

Uy (to; t) < IN(.max{Hu(-,tO)HLoo(Rn);

N S R
(]B'u(to’ t))n(aJrBfN)JrP(BJrl) ([Up(t(); t))n(a+,37,g)+p(,3+1> 7
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que ¢é (3.93), como desejado.

O
Corolario 3.3.2 Nas condigoes do Teorema 3.3.1, vale
~ (51 52
||U(, t) HLOO(RW,) < K(”vpa Q, B) l{)‘ maX{Hu('v tO) HLOO(RW.); (Bﬂ(t()v t)) (Up<t07 t)) }
(3.99)
onde
n
0 = ; 3.100
aletB-mtpBr (3100
p(B+1)
0y = . 3.101
> nla+pB—k) +p(B+1) (3.101)
Demonstragao:

Basta relembrar a definicao de U,(to;t), dada em (1.19), e definir §; e d2 como em

(3.100) e (3.101), respectivamente.
U

Para ilustrar esse resultado, vamos exibir na Figura 3.1 o comportamento da
evolugao norma do sup de u(-, ), para o tempo de t = 30s. onde u(-,t) é a solu¢ao do

problema (1.1)-(1.2) que iniciou em uy dada em (1.3), e f(z,¢,u) é dada em (1.4).

Tamanho da norma do sup da solug&o
25

]
T
I

Norma do sup de u(,t)
w
1

Figura 3.1: Controle da norma do sup
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3.4 Analise de Escalas

Nesta secao utilizaremos argumentos de mudanca de escala para verificar, prin-
cipalmente, se os valores de d; e de d, obtidos no final da Secao 3.3 sao os valores
adequados.

Adicionalmente, na analise a ser feita nessa secao encontraremos novamente a
condicao sobre p exigida em (3.25), para a demonstracio do Lema Fundamental,
indicando que ela realmente é uma condicao natural, e nao uma limitagao imposta

pelo método de analise usado neste capitulo.

Proposigao 3.4.1 Seja u(-,t) € L>=([0,T], L>(R"))NC°([0,T], LP(R")) solugdo (su-
ave) da equagdo (1.1), ¥V 0 < T < T, e suponhamos que tal solugdo satisfaz a
desigualdade

Hu<'7t)HL°°(R") S K(n,p,a,ﬁ,/ﬁ).max {HUOHLOO(R”); BM(O7t)61 UP(Oat)(;Z} . (3102)

para qualquer f(x,t,u) satisfazendo a (1.9). Entao, os valores de 81 e 0o devem ser:

= n _ p(B+1)
01 Cp(B+1D) +n(a+ B —k) e 52_p(5—|—1)—|—n(a—|—5—/£)’ (3.103)
com p satisfazendo a
p> maX{l; n(ﬁ(_ﬁ(f;;m) } (3.104)

Demonstragao:
Seja u(z,t) uma solucao da equagao (1.1), que satisfaca a desigualdade (3.102).

Vamos mudar a escala em x, em t, e em u, isto é, consideraremos uma funcao
u(x,t) = Au(Lz, 0t); A#0; L#0;0>0, (3.105)

onde A\, L e # sao parametros inicialmente livres, e buscaremos a EDP da qual a
funcao u(-,t) é solugao.
Para facilitar a comparacao entre as EDPs, vamos reescrever a equagao (1.1). Para

o lado direito, fazemos

div(Jul*|Vul® Vu) = [Vul’V (ju]) - Vu+ [u|*V (|Vul®) - Va+ [u]*[Vu] " Au,

~
I II III
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onde I, IT e III serao reescritos, respectivamente, como:

I = |Vul’ o|u)* " sgn(u) Vu - Vu

= o |u|* | Vul’sgn(u) Z (ug,)?
=1

= a sgn(u) |u)* [ Vu|t?.

Antes de reescrever 11, note que

o= () + () -+ (2)))

0 11 _
ox; (|VU|B) =0 |vu|ﬁ ' §|Vu| '2 (Ugyy Uy F+ Uy Uy + ++* + Ugyz, Ug,)

=

n
= B |Vu|"? Z Ug,z; U,
j=1

= V(\Vulﬁ) Vu = |Vu|'? (Zuxlxj.um, . ,Zumnzj.uxn> (Uays s Uy
=1

j=1
— BV’ 2Y Y (ul,ﬂj.(uxi)z)
i=1 j=1
e, portanto:
a -2 2
11 = Bl 1Vul ™2 303 (v, (12,7
i=1 j=1

e também

11T = |u|a|vu|/8 Z Uz, -

=1
Finalmente, escrevemos:
n
nAu =mn E Ui -
=1

Assim, a EDP (1.1), da qual u(z,t) é solucdo, pode ser escrita na forma
e+ div (f (. u) = u(®) @ sgn() [u]"~' [Vl

() B[Vl 33 (v, (w)?)  (3:100)

i=1 j=1
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ul0) [ul* V)" Y v,
i=1
n
+ 1 Z Ug;a; -
i=1

Agora, usando a definicao de u(x,t) dada em (3.105), vamos derivar a EDP da

qual u é solucao. Temos:

1
u(z,t) = Mu(Lz,0t) = wu(Lx,0t) = Xﬂ(:fv,t); (3.107)
1
Uy, (x,t) = Nuy, (Lx,0t) = u,,(Lz,0t) = )\LugﬁZ (x,t); (3.108)
e
1
Ug,z, (7,1) = AL Up, o, (LT, 0t) = Uy o, (La,0t) = mﬂ% (x,t), (3.109)

e calculamos:

0
B (Au(Lz, 6t))

= Nu,(Lz,0t)

w(x,t) =

n

ERECY )\9[ Z ((fi(Lx, 0t,u(Lz, 915))> -+ fi(La,0t, u(La, 0t))us, (L, 9t>>

=1

+ 11(6t) sgn(u(Lz, 0t)) o |u(Lx, 6t) ‘a_l |Vu(Lz, 6t)

§(60) B |u( Lz, 01)|*|Vu(La, 0t) |ﬁ‘222<umj (L, 0t) (uy, (L, 9t))2>

i=1j=1

’/3+2

+ (6t) |u(La, 6t)|" [ Vu(Lx, 6t) ‘B Z Ugyo; (L, OF)

+ nzn:uxixi(m,@t)]- (3.110)

=1

Vamos analisar primeiro os termos de (3.110) relativos a div(f (z,t,u)), isto é:
A@Z((fz (L, 0t u( Lz 9t))> + fi’(Lx,Qt,u(Lx,Qt))uzi(L:c,Ht)>. (3.111)
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Ao definirmos

f(a:,t,ﬂ(:c,t)) = %f([m,@t,u([/x,@t)), (3.112)

teremos

div (}(m, t,ﬂ(x,t))) = div(%f (La, 0t u(Lz, 9t))>

— Z (%gg (La:, 0t,u(Lzx, Qt)).L - %f’(Lm, 0t,u(Lzx, Qt)).L.uxi(Lx, 915))

=1

=\ Z (gﬁ (L, 0t,u(Lx,0t)) + f'(Lx, 0t u(La, 0t)) uy, (La, 075)) ,
=1

que é exatamente igual ao termo (3.111), originado ao abrir o termo div (f (x, t,u(z, t))
da EDP original. Dessa forma, como nao estamos interessados em trabalhar com

nenhuma f particular, podemos, ao escrever a EDP que wu satisfaz, considerar a funcao
f como definida em (3.112).

Ou seja, podemos escrever:

Uz, t) + div (}'(x,t,a(m,t))> _
— X0 p(0t) sgn(u(La,0t)) o [u(La, )| |Vu(La, 01)| 7

+ A0 pu(6t) B |u(Lx, 0t)|" | Vu(Lz, 0t) }672 Z Z (uxixj(Lx, 0t) (g, (L, 9t))2>

i=1 j=1

+ A0 u(0) [u( L, 00)|*[Vu(La, 08)|" S tg,s, (L, 02)
=1

+ A0 Z Uz, (L, OF)

=1

= o, ) + div (£ (a8, 1z, 1)) ) =

a—1

1 B+2
= X0 u(0t) sgn(u(Lz,6t)) o ‘X Au(Lx, 0t) ‘

1
v (ALu(Lz, 6t))
.

[e%

1

)\LV (ALu(Lz, 6t))

O u0) B ‘% (L, 0t)

i=1 j=1

«

A6 () ‘% Nu(La, 01)

1 Bl &
~ V(ALu(L ‘ — L2, . (L
)\LV()\ u(Lz,0t)) ALQ;A Uz, (L, OF)
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1 <, .o
+)\9nm;/\L Uy, (L, OF) (3.113)

e, usando as relagoes (3.107)-(3.109) entre u e u para reescrever o lado direito de

(3.113) em termos de w, ficamos com:

u(x,t) + div <}:(a:,t, u(z, t))) =
= A0 u(8t) sgn(u(z, 1)) a N2 [a(e, )| (L) 72| Ve, t)
+ A0 u(0t) A (e, )| (ALY P | Ve, )]

A3 Xn: Zn: (ﬂ (1) (s, (2, 1)) 2)

i=1 j=1

‘6+2

+>\9u(9t))\_°‘|ﬂ(x,t)‘ (AL) B‘Vu (z,1t) ‘ AL QZuxx (z,t)

0 o~

=1

= w(z,t) + div (f(x,t,ﬂ(x,t))) =
= N POL77? u(6t) sgn() o |u(z, t)|a71‘Vﬂ(x, t)

A0 L7 2(00) B [, )| [V, )Y e, (1) (i (1))

i=1j=1

‘B+2

+ AP L2 u(6t) }ﬂ(x t ‘Vu x,t) ‘ Z“wm (x,1)

0 =~ _
+77ﬁ Zuxzﬂfz(xvt)

Pela andlise do lado direito da equagao (1.1), usada para derivar (3.106), usando
a funcao }: definida em (3.112), e definindo

(t) = pu(6t), e (3.114)
= %n,

vemos que u(z,t) satisfaz a EDP:

u(z,t) + div (f(m,t,ﬂ(x,t))) =\ POL P2 () div (Jul® |Vu|ﬁVu) + nAu.
(3.115)
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Note que a EDP em (3.115) é muito parecida com a EDP em (3.106). Como nos
interessa que sejam iguais, isto é, que o coeficiente do primeiro termo do lado direito

da EDP (3.115) seja 1, impomos a condi¢ao
ATPOLTP? =1,
o que implica que:

6 = \“TPLAF2 (3.116)

Com essa escolha de 0, u(x,t) é solugdo da mesma EDP que u(z,t), isto é, u(z, 1)

resolve
ug + div (}“(x, i, t))) = fi(t)div (|| VE|* V) + A,

e portanto, a desigualdade (3.102) que assumimos como sendo valida para u(x,t)

também ¢é valida para u(z,t), isto é, vale:

~ ~ ~ 01 o
||u<'7t)||L°<>(]R”) < K(n,p) ma’X{HUOHLIJ(R”); B (0, 1) 1 U,(0,7) 2}, 0<t<T.
(3.117)

Precisamos agora tentar estimar I@g(O, t) e [[jp(O, t), respectivamente, por B,(0,)
e U,(0,t). Fazemos

Dl = ([ e’

— ( ]Au(Lx,&tﬂqd:p)é
o
_ )\< s |u(Lx,9t)|qu>é

=L |u<y,0t>|"dy)‘l’

A
:—nu,ﬁt q(Rn) -
e 80 e

R

e, usando a definicao de U(t) dada em (1.19), obtemos

U,(t) = %Up(et). (3.118)

L»

E, levando em conta as defini¢oes de B, (), dada em (1.18), de 1(7), dada em (3.114),
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de f, dada em (3.112), de 6, dada em (3.116), e supondo que em (1.9) vale a igualdade,

obtemos:

Bul) = o, 1

flz,mu) 1

= su —
0<7‘Et w(z, 7))

01 f (L, 07, Mu(Lz,07)) 1

= Ssu

LN oomon |u(La, 67) u(67)
A0 B(or)

L 0<67€0t u(0T)

= AT AL (61). (3.119)

Portanto, usando (3.117), (3.118), (3.119) e (3.105), teremos:

S/ n 5
Afuu(-, 00)|| e gy < K- max {AHUOHLOO(M);< \athn L,B+1IB%H(92€)> ()\L ; Up(et))

= K.max {)\HUOHLOO(RH); )\(a+ﬁﬂa)61+62 L(5+1)51—%62 le (Qt) U[?Q (975)}
ou seja,

|lu(-, 0t)||L°°(R") < K. max { HUOHLw(Rn); \(@tB—r)81+62—1 [ (B+1)51—T6> Bﬂal(et) UP‘SQ(Qt)} )
(3.120)

Como os parametros A e L estao livres, note que se seus respectivos expoentes nao
forem nulos, podemos fazer A\, L — 0 ou A\, L — oo em (3.120) (de acordo com o sinal

dos expoentes), e assim obter:
||u('a7')||Loo(Rn) <0 ou ||U('77')||L°<>(]Rn) < 00,
0 que, ou s6 é satisfeito pela solugao trivial u(-,¢) = 0, ou permite que a solugao u(-,t)

seja ilimitada, casos que nao nos interessam. Para evitar essas situacoes, precisamos

que os expoentes de A e de L sejam nulos, isto é, devemos fazer:
n
(Oé+5—/i)51+(52—1:0 e (5-'-1)(51—]—952:0,

o que resulta no sistema:

(Oé—f—ﬂ—li)(sl—f—(sg = 1
(ﬁ+1)51_%52 = 07
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cuja unica solugao é

_ n e G p(B+1)
p(B+1)+n(a+p—K) 2 p(B+1)+n(a+B8—kK)

01

que sdo os valores desejados para &; e 0y (ver (3.103)).
Além disso, como desejamos que os expoentes d; e dy sejam positivos, seus deno-

minadores devem ser positivos, ou seja, devemos ter

p(B+1)—n(k—(a+p5)) >0,
o que leva a seguinte restricao sobre p:

n(k— (a+f))
B+1)
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Capitulo 4
Existencia global de solucoes

Neste capitulo vamos fazer uma aplicacao de alguns resultados obtidos anteri-
ormente nesta tese, incluindo o resultado principal (Teorema 3.3.1), visando obter
condigbes de existéncia global (ou seja, condigdes que garantam que se tenha T, = 00)

das solugdes u(-,t) do problema regularizado (1.1)-(1.2), com py = 1, ou seja,

w+ div(f (z,t,u)) = p(t) div(ju*|Vul’Vu) +nAu, z€R" t>0,  (4.1)
u(-,0) =uy € L'(R™) N L®(R"). (4.2)

4.1 Desigualdade de energia

A partir da desigualdade de energia (3.13) obteremos uma outra desigualdade, que

serd apresentada em uma forma adequada para a utilizagao na proxima secao.

O ponto de partida é a desigualdade de energia dada em (3.13), ou seja,

d —2+a
gilltC Oy T 2@ =D a® | e, ) [Vula, 0 do <

<alo=1) [ Jule.)]" Vulat) - ot u) de,

valida para qualquer ¢ > p > pg, ¢ > 2, eVt € (0,7,)\E,. A exemplo do que foi feito

na demonstracao do lema 3.2.1, majoramos o lado direito, obtendo

%Hu(wt)}liq(m) +q(g—1) u(t) /R |u(z, )72 | Vu(e, 1)) 2 de <
<ala=1)B) [ Jule. 0" [Vuo, )] do

—a(q=DBO [ Jule.)] T [Vl 0] ulw [T b

n
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.. 1
Ho%ler q B 1 (/ ’ )}q—2+o¢ |VU(I‘, t) |B+2 dgj) B+2
(g=1+r)(B4+2)—(g—2+a) %
(/ u(z, t)| B+ dm)
n N »
o[ Jute. 0 (vute 0 “as) ([ Jute o as)
R R™

(4.3)

K(B+2) = (a+B)
(B+1)

Definimos w(x, t) € L'(R") N L>(R") como em (3.32), e, usando as relagoes entre

normas envolvendo u e w dadas em (3.33)-(3.36), podemos reescrever (4.3) como

onde v = é dado em (3.24).

(B+2) (5+2) wl (8+2)
vt

d
E”w(‘J)H;(Rn) +q(g—1)p(d) (m L2 mn) <

= e 180 L2V 190Dl s IO, 00

onde A, X (e \g), dados em (3.34)-(3.36), valem

_ B+ 5 @tnB+2). o, aB+2)

Gtoatp) = (@ratp g+t B

com o atendendo as condigoes descritas em (3.23), ou seja, 0 > 1 e o > (1 + 77*)

Vamos utilizar a desigualdade do tipo SNG que consta em (3.20), com r = X,

s = Ao e p=[+2. Para esses valores, a desigualdade (3.20) toma a forma

)3 ny < ClwC D) gy 1700 O a0 oy (4.5)
onde 6 e (1 — 0) sao dados por

B n(qg+a+pB)[(c —1)q+ 7] '
(g+[aB+2) +onlg+a+B)—ng|’
(1_9):[(Q+7)(5+2)—n7+n(a+6)1_ ¢
[q(B+2) +on(qg+a+p)—ng] (¢+7)

(4.6)

(4.7)

Usando (4.5) em (4.4), obtemos
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d A (B+2) +2)
auw<-,t>upw>+q<q—1>u<t>(%) 7t

g+a+p pavan) =
(B+2)
(1-6) 0 MES
.@nwm MQMRHHVwoimUmam@)ﬂmﬂ
(B+2) (B+1)(a+7) (1-6) BrL(aty) 1+t BLD)
= q(q—l)B(i)m.C @ra+d) [Jw(-, )|’L>‘O(Rn()q+ +8) V(- )HL 5+2)q(%n+)ﬁ> :
(4.8)
substituindo 6 e (1 — 6) em (4.8), segundo (4.6) e (4.7), encontramos
d A B+2) V7 (8+2)
Ol +aa - 0u0) (2 ) V0|,
(6 +2) (B+1)(g+7) (B+1)a_ [(@+7)(B+2) —nytn(atp)]
< —1)B(t O (aFa+B) (¢+a+B) " [a(B+2)+no(q+a+B)—nd]
< q(q—1) ()(q+a+5) [w (- )l 5 em)
1 1 n[(c—1)g+0o7]
_va( )HL+Bf;(ﬂli§(ﬁ+2)+na(q+a+ﬁ)fnq] , (4.9)

e substituindo vy nos dois tltimos expoentes de (4.9) (nesse momento, nao ¢ necessario

substituir v no expoente de C’):

d (B+42) (B+2)
il #0000 (G ) et 0l <

AL [atr)(B+D)+(n=1)(atB—r)]
(ﬁ + 2) C(ﬂ+1)(q+7) n’ [(a 1+(B+2>>4+0(a+ﬁ)]

< —-1)B(t)————— (a+a+B) ||
< ala-pi D - )l
[(o-1+2 )aton]
(5+2). 625
o-1+ CED ) gto(atp)
IRon [ G (410)

Ao reescrever (4.10) em termos de u, de acordo com as relagoes dadas em (3.33)-

(3.36), ficamos com

d —2+a B+2
g[GOy (@ = 1) ult )/R Julz, O [Vu(e, o) de <
¢ L (@R B4+ (0= 1) (et f=n)]
(6 + 2) " [( 71+([3+2))q+0(a+ﬂ)]

< q(g—=1)B(t) CPIGEED |lu(-, 1)

(4+a+5) e

[Caey

o (5+2) ota 42 o1+ g o (ats
((%) /Rn lu(z, t)|* ‘Vu(a:,t)‘ﬁ da:) ( Joet >].

(4.11)

153



A derivagao de (4.11), feita a partir da desigualdade de energia (3.13), é vélida
vVt e (0,T)\E, e para qualquer ¢ satisfazendo a ¢ > op, ¢ > 2, e serd util para a

demonstragao dos casos (ii) e (iii) do préximo teorema.

4.2 Condicoes para a existéncia global

Teorema 4.2.1 Sobre as solugdes do problema (4.1)-(4.2), sob as hipdteses dos Te-

oremas 1.2.1 e 3.3.1, garante-se que:

(6+1)

(i) Se0 <k < (a+pB)+
(para qualquer dado inicial ug ).

(6+1)

n

, entdo u(-,t) serd definida para todo 0 < t < oo

(i) Se k = (a+ B) + , as solucoes serdo globais sempre que

2+(a+ﬁ)+(6,ﬂ+2>( B2 >n (@.12)

[wol| 1 (gny < Bpu(0, 00)FFD O @Fath) Cp—

onde C' é a constante da desigualdade SNG usada na obtengdao de (4.11).
B+1)
n

(iii) Se k > (a+ )+

satisfizer a

, as solugoes serao globais sempre que o dado inicial ug

nlrk—=(a+B8)]=(8+1)

] ~ 1 yn
loll sy ol ety < {EB 07}, (113)
onde
~ _ 24 L ) nlk—(a+8)]+(B+1)r
& 2ol (a(; ﬂ;ﬂ(i ;)1)((1 +8)} o] 4.14)
Demonstragao:
(8+1)

Caso (i):0§/{<(a+5)+T.

Pelo Teorema 3.3.1 (resultado principal), tomando p = 1, temos que

”U('?t)HLOO(R") <K maX{H“(VtO)”LW(R");

(By.(to; 1)) =TT (U (t; t))rwﬁleW}
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e, pelo Teorema 1.2.1 (decrescimento L'), temos
Hu('7t)||L1(Rn) < HUOHLl(R")'

Segue entao que

n (B+1)
oy < 0] ey (Bt ) a5, 77

Vte (0,7,). Assim, a solugao u(+,t) pode ser sempre estendida além de T, e podemos
concluir que as solugoes u(-,t) sao limitadas para todo 0 < t < oo, ou seja, a solugao

é global. O Caso (i) esta concluido.

Caso (ii): k = (o + ) + (521).

Neste caso, temos

nlk—(a+6)] _
(6+1)

—”[”(Tg(j‘;gﬁ ) , dada em (3.25), nos diz que ndo podemos aplicar

o Teorema 3.3.1 com p = 1, nao nos permitindo usar diretamente o decrescimento da

e, portanto, a restricao p >

norma L' da solugao, como feito no Caso (i). Usaremos p = 1, mas o caminho serd

um pouco mais longo.

Note que, para o valor de x deste caso, temos

(a+8)+ ) (B+2) - (a+ ) (B+2)
v = =(a+B)+ >0
B+ @+
e, assim, v_ = 0, de forma que as condigoes sobre o dadas em (3.23) sdo satisfeitas

para qualquer o > 1.

Escolhemos
p=1

e, consequentemente, a restricdo ¢ > 2 nos diz que, para que a condicao g > oD seja

satisfeita, devemos ter ¢ > 2. Por simplicidade, vamos usar
o=2.

Com essas escolhas, vamos usar (4.11) para estimar Hu(, t) HLQ(RH) Hu(, t) HLQ(RH).
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Esta serda a norma que iremos usar no Teorema 3.3.1 para controlar Hu( t)HLOO(Rn),

neste caso.

Ao reescrever (4.11), usando p = 1 e 0 = 2, encontramos

d a
Dy +2000) [ JuCaot)” [t 0 e <

o 1 [+R)(B+1)+(n—1)(atB=r)]
P (12 ) 2]

2 _(24y)
< 23@)& C(5+1)<2+Z+ﬁ> (-, t)

- 2+a+p) I

(1) 2]
o (6+2) a 42 2 1+@ +2(a+8)
<(%) /Rn lu(z, t)] ’Vu(x,t)’ﬂ dx) 3 ) ]

(4.15)

Substituindo k = (o + ) + @, inserindo e majorando % sobre (0,t) no lado

direito em (4.15), chegamos a

d @
EﬂM(JMEmW)+2u@X4nM@;Q"Vu@;ﬂwﬁdxg

9 (B+1) M B (B+1)

2 () /R (e, )] [Vulz, )] d

(B+1)
2 (B+1)( +1)
< ((JFO‘—JFB)) Nonc=c bt L(0,4) HuoHLl

(6+2)
.QMQX/ Ju(z |‘Vuxt‘ma o (16)
RTL
Note que (4.16) informa que

desde que tenhamos

2+ a+B) Y (g4 2rosn 22 (EXL

s C e B(0,) [luoll fgny < 1.
ou seja,

o _ 2rarp)+ D) g+2 \"
By (0, Jluolla oy = €7 oD (m)
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para algum ¢ > 0. Se esse for o caso, entdo (4.17) indica que ||u(-,t é decres-

M g2
cente em (0,t), e portanto a solugao do problema (4.1)-(4.2) é definida em (0, ).

Em particular, se valer (4.12), isto é,

on et BB L g "
1 2+«
o]l 1 (gny < Bu(0, 00) FFD O et

entdao a solugao de (4.1)-(4.2) é globalmente definida (isto é, tem-se T, = o0). Isto

conclui o Caso (ii).

Caso (iii): # > (o + ) + Z b

Para este caso, vamos escolher

n[k — (o + B)]
B+1)

D= (4.18)
Note que nao podemos aplicar diretamente o Teorema 3.3.1 para tal p, pois ele nao
atende a condigao (3.25). Além disso, com os valores de k deste caso temos p > 1, o

que diz que também nao poderemos usar diretamente o decrescimento L' da solucao,

como foi feito no caso (i).

Como no Caso (ii), os valores de x deste caso fazem com que sempre tenhamos
v— >0, logo, as condigoes sobre o dadas em (3.23) sao satisfeitas por qualquer o > 1.

Por simplicidade, usaremos novamente o = 2.

Com essas escolhas para p e o, tentaremos usar o Teorema 3.3.1 para controlar a

norma do sup da solugao u(-,t) por sua norma L9, com ¢ = op = 2p.

Ao reescrever a desigualdade (4.11), usando p = W(—B(Ta;gﬁ)] o = 2, e inserindo
ﬁf) encontramos
d 25 (25— 1 O |Vl )] de <
EH HL?p(Rn +2p (2p=1) u(?) o |u(a:, )‘ | u(z, )| T <
(8+2) (6+1) 2B Ut
<2p(2p—1 Bt—C’ @p+atB)
(29=1) BO) Gl OO VB u( )
2p +a + B) 8 +2) 2%p—2+a B+2
(x,t Vu(x,t dx
ﬁ—&-l R
2““*/3 oy BO e
BCEP () 140D oy
2P (2p—1) / W2 Ve, )] da. (4.19)
R"
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Substituindo v em (4.19), e majorando ()) por seu sup sobre (0, ), obtemos

d 2p—2+a B+2
= lu D) Fos gy + 29 (25— 1) pult )/]R u(z, )] | Vu(a, )] de <
%5+ at B [(2+2)nlr—(a+6)+(B+1)x] pBEL
< (W) RO GRRO AT = vy e fEmy i) B, (0;t) HU('at)Hiﬁ(Rn)'

n

2P (2p—1) u(t) / (e, 6) [P | Ve, )P de. (4.20)

Como no caso (ii), (4.20) nos diria que

<0, Vte(0,T\E,

E” HLQP R7) — 0,

desde que tivéssemos
25+ a+ B\ 5 [Gra)nin et s S
(W) C 2k~ (atB)]+(B+1)(ath) Bu(();t) ||u( )||Lp &y < <1,
ou seja,
2%+ a+ 8 [(2+2 )nln—(a+8)1+(8+1)x] L 5
(—B 3 )C’ e @A ATt B#(O;t) B+D) ||u( )||Lp gy <
ou ainda,
~ 1 B
C.Bu(0;6) T [Jul, )| fpgny < 1, (4.21)

onde C, dado em (4.14), vale

6= e @01+ @4 D 9) M
B+1)(B+2)

a condigao (4.21) ¢ suficiente para garantir que ||u(-,t) é decrescente (e se for,

HL25(R")
pelo Teorema 3.3.1, controla a norma do sup). O problema é que, até este momento,
nao temos controle sobre (-, )| 15gn)-

Para tentar descobrir o que é necessario para que a condicao (4.21) seja satisfeita,

podemos proceder da seguinte forma:

Inicialmente usamos a desigualdade de interpolagao de normas para obter

2(p—1)

[u Ol ogany < llul, )H?fi(&n N 1l 5 ﬁ{n) (4.22)

Elevando ambos os lados de (4.22) a g, e multiplicando por 518“(0; t) @D , com C dado
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m (4.14), obtemos uma desigualdade cujo lado esquerdo é igual ao lado esquerdo da
desigualdade em (4.21), ou seja, obtemos

2p(p—1)

uljin). (129)

3

jod _1
C‘BM(O;t) e “u("t)”L;?(Rn) = pu\Ys Ll(Rn

A seguir, usamos novamente a desigualdade de interpolacao de normas, para esti-

mar |lu(-,t)| 25, ou seja, fazemos

2p—1

[l Ol ppgny < llu:, )HLl(Rn M€ Ol 2 gy (4.24)

e assim, substituindo (4.24) em (4.23), obtemos

~ 1 B ~ 1 1 (-1
C. B (0: )T [[u-, )| Fgny < C- B0 )T [[ue, )| oy ([0 )| gy (4:25)

)

Afirmamos que, se exigirmos de ug € L'(R™) N L>(R") que satisfaga a condicao

(4.13), reescrita aqui como

~ 1 1 (-1)
C. B (0;) T [luol| £ gy luoll ot ey < 1,

onde C' é dado em (4.14) ¢ p em (4.18), teremos

~ 1 1 (p=1)
G B (0:)T (e D17y oy 0 ) Z ey < 1, (4.26)

pelo menos para t € (0, 7T,) proximo de zero. E isso é suficiente para garantir também
que (4.26) é valido para qualquer t € (0,7}).
Note que, se (4.26) nao fosse verdadeiro para qualquer t € (0,7}), entao existiria

algum 77, com 0 < T} < T}, para o qual se teria
~ 1 1 -1
C'BM(O;t) (F+0) ”u('vt)HZl(Rn) Hu(’ )HL£ R") <1, Vie (Ole)’ € (4'27)

p—1

~ 1 1
G By (0: ) [fu-, T oy 0 T gy > 1 (4.28)

Mas se vale (4.27), por (4.25) segue que a desigualdade em (4.21) ¢é valida, para
qualquer t € (0,77), e, portanto, (4.20) implica que Hu(,t) é decrescente,
vVt e (0,77)\E,. Entdo, pelo teorema 3.3.1, Hu(,t)

Vte (0,TY).

HL25(R")

|| 125 (Rn) controla a norma do sup,

Como estamos exigindo que ug atenda a (4.13), e tanto a norma L' quanto a
norma L* decrescem em (0,77) (o decrescimento da norma L> no intervalo (0,77)

decorre de (4.27) e do decrescimento da norma Ll), pela continuidade da solucao nao
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é possivel que se tenha (4.28).
Logo, a desigualdade (4.26) é vélida para todo ¢t € (0,7}), e assim (4.21) é também

satisfeita para todo t € (0,7y), e, portanto, (4.20) nos diz que Hu(, ) decresce

t) ||L25(1R"
monotonicamente.
Podemos concluir, pelo Teorema 3.3.1, que a solucao existe para todo t € (0, 00),

desde que seja satisfeita a condi¢ao (4.13), ou seja,
- [EB (0 ET L
||u0||L1(]R”) ||UO||Loo(Rn) = -B,(0;¢) 5

onde p = W, B,(0,T) é definido em (1.18) e C em (4.14).

Isso completa a prova do teorema 4.2.1.

160



Apeéendice

Um exemplo de implementacao numérica

Com o intuito de obtermos aproximacoes numéricas para a solucao da equacao

unidimensional

w+ (b(a,t,w)), = (ulfuel"u), + e (A1)

que ilustrassem alguns dos resultados obtidos neste trabalho, discretizamos a equagao
(A.1) utilizando diferencas finitas, e elaboramos um esquema numérico do tipo Leap-

Frog semi-implicito, seguindo os passos descritos a seguir.

Consideramos uma malha de discretizagao do espago-tempo R x [0, 00) com espa-

camento espacial de tamanho h e espacamento temporal de tamanho k, e tomamos
t =nk e x = jh,

sendo n e j nimeros naturais.

Lembramos, inicialmente, que as aproximacoes padrao para as derivadas que cons-

tam na equagao (A.1) sao:

- Para a derivada em ¢:

n n—1
- YUY
- Passo simples no tempo: wu; ~
k )
o — " 2
- Passo duplo no tempo (LeapFrog): u; ~ -2 2]<:J
- Para a derivada primeira em x:
v — v
. , —1
- Diferenga para trds (D_):  u, ~ -2 ; .
no__.n
Yi+1 — Y1

- Diferenca central (Dg):  u, ~



VL
. 41
- Diferenca para a frente (D ): w, ~ 2——L.

h
- Para a derivada segunda em x:
vt — 200 4+ ot
~ _dt1 J Jj—1
Upy R 2 (ou D, D_ (’U))

Esta aproximacao, por sua vez, vem de

R e M ) (]D) -D )

xx ™
h h

Para o desenho do esquema numérico, utilizamos efetivamente as seguintes apro-
ximagoes para cada termo da equagao (A.1):
Para a derivada temporal, aproximamos u; usando LeapFrog:
n__ ,n—2
YUY
2k

U =~

Para o termo advectivo, avaliamos o valor de b um passo de tempo atras, em
~ n—1 , n—1
b(z,t,u) ~ b(a:j,t U ),

e aproximamos a derivada primeira em x usando diferenca central, também um passo

de tempo atras. O termo advectivo, portanto, foi aproximado da seguinte forma:

n—1 ,n—1),n-1 n—1 ,mn—1),n—1

j
2h

(b(x,t,u)u) =~

Para escrever o termo difusivo, lembramos que a aproximagao de u,, por D, D_(v),
n o __ n n
Uiy — 207 + v

h2

isto é, Uy, ~ , vem de

(Ux)  lim Uz (x4 hyt) — ug(x,t)
r h—0 h

onde, ao usarmos a diferenga para tras (D_) para aproximar wu,, obtemos

n o _,n n__,n
/Uj-‘rl ’U] v v

DD y—Dy T N
(1), h - h '
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Como a derivada u, tem como coeficientes |u|*|u,|”, eles devem ser tomados nos

mesmos pontos (x,t) que u,. Para isso, vamos encarar as derivadas de 1% ordem

no —y
Y1 — Y5 Yj Jj—1

h h

nao como diferencas para a frente (D) e para tras (ID_), respectivamente, no ponto

n - : : h
(x,t"), mas sim como diferencas centrais (Dy) nos pontos Tjpl €T 1, com grade 3,

ou seja:
AN—— no_ gt
Y1 — Y _ Yjr1 — Y —Dov” .
o h B J+s
() 2
e
no_ gn no__ gn
Yj Vi1 _ Yj Vi1 — Da"
DN (R
(%)

Assim, considerando os pontos (xj +%,t”) e (xjf ,t"‘), usaremos

1

2

n n |«

(i, )| = Jon, | = [
Jj+3 Jj+i

uleyg.7) " = oy | =

J j—% 2
e, para o coeficiente com a derivada (uy),
VAL g VAL
|u (x ) tn)‘ﬂz ‘]D o Iﬁ: J+1 | |2t J
SRR 0%j+3 o.h h
"2
e
B
n_ .n n_,n |B
‘u (z;_1 t”)}ﬁ:‘ﬂ) v ‘B: ke ) I e B
T\ 0%i-3 2.h h
"2

Com isso, vamos aproximar o termo difusivo da seguinte forma:

(|u’a‘uz|ﬂuw)x ~

N ’u(xj%, ") ‘a‘um(xﬁ%,t”) }’Buz (xj%, ") — ‘u(xj_%,t”) ‘a}um(xj_%, t") |5ur (xj_%, t")
- h
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ou seja,

a A n—gn

J j—1
h

? (5 mv)
h

n o __,n
Yi+17Y5
R

A (”3‘11*7’?) _
h

n n
Vi1t
2

n n
v; +’vj71
2

(|U‘a|ua¢|6um)x ~

h

Por fim, aproximamos o termo difusivo de prote¢ao, Nug,, por

0 (fr =207 +07,)
Ny R 2 :
Montamos entdo o esquema completo (ja com os passos de tempo adequados):

J J

2k 2h

a

n n—2 n—1 ,n—1), n—1 n—1 ,n—1\, n—1
vl — v N b(xj+1,t ,ij)UjH — b(xj_l,t ,U~_1)Uj_1

n—1 n—1
Vj+1 +Y;
2

0 (v = 207 + v y)

+ %

Para ser implementado é necessario que os termos com o mesmo passo de tempo sejam

agrupados. Para fazer isso, calculamos

h? -2 h -1 n—1),n—1 -1 n—1),n—1
%(U;Z - U? ) + E(b(l’jJrl,tn ,U;L+1)U]T-L+1 - b(l’jfl,tn ,’l}?_l)’l};-l_l) =
—1 1 1 1P ~1 1], 1 —1|P
_ U;L-H +U;L U]T'L-‘rl _an (vn _,Un) U;L +U;1—1 U]n _U;L—l (vn_vn )+
2 h g+l g 9 h J Y-l
+1 (v — 207 +0))
k
:>(v;° - v?_2) + E<b(xj+1,t"_1,v§‘;11)v?_ll - b(mj_l,t”_l,v?:f)v?:f) =
S L P e SR L B R
— % Vi +7 Vi1 — Y5 (,Un _Un)_ = (,Un_vn)
n? 2 h AR 2 h 7o
2k
oy (= 200 + o).
2k —k
Fazendo A\ = — e \; = —, ficamos com
hro Tk

(0 = 037) 4 (bl " T = bt ) ) =
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n—1 n-1|%

F A (1) — 207 + 0

e, agrupando os termos com o mesmo nivel de tempo, chegamos ao esquema a ser

implementado, que é:

n—1 n—1|%|, n-1 n—1 |8
Y R YU % | ),
2 h N J+1
- “1|%¥| p— _1|8 _ 1% _11|8
vin O (v o e N ey n
+ 1+ A 5 n + 5 N +2n || ]
_ 19 e _11|8
" 1 4 Un_ll o™ 1 UT-L_ll
_\ J J J J + o —
2 h 77 j—l

_ n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1\ __

n—2
+u; 7.
Note que temos a resolver um sistema do tipo AT = ﬁ, onde:

T ="

n—1 _n—1\,6n—1 n—1 _n—1\,6n—1 n—2.
E?:)\lb(xj+1,t ,Uj+1)vj+1_)\1b(a?j_1,t ,vjfl)v- + o7

(1HA(A+A4)  —A(4) 0 |
—A(4;) L+ AN(As+A) —A(A4y)
A=
i 0 —A(4) I+ A(A+A)) |

onde, por simplicidade de notagao, escrevemos

a B
n—1 n—1
Yit1 7Y

h

n—1 n—1
Vi + v;
2

As =

+n| e A =
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A solucao do sistema é obtida ao fazermos

T =AW,

A seguir, como exemplo de implementacao de um método numérico no software
Matlab, apresentamos a implementacao do esquema numérico que desenhamos, im-
plementamos vetorialmente, e utilizamos para gerar as figuras 1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.7 e
3.1.

%% Insergao dos valores dos parametros alpha, beta, kappa e eta:

alpha = 1.00;
beta = 1.00;
kappa = 1.00;
eta = 0.01;

%% Inser¢ao da funcao b(x):

b = inline(’-sin(x)’,’x’);

%% Defini¢ao do intervalo de tempo [t0, tF]:
t0 = 0;
tF = 5.00;

%% Definicao da regiao espacial a ser usada, ao redor de z = 0:
x0 = -15.00;
xF = 15.00;

%% Definigao do nimero N de pontos da malha de discretizagao espacial:
N = 1500;

cfl = 2; % (Condigao CFL: inserir um valor ndo muito maior que 1.)
h = (xF-x0)/N;
dt = cflxhxh;

%% Criacao da malha de discretizacao espacial:

x = linspace(x0+h,xF,N);
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format long

%% Determinacao do perfil inicial ug:

u0 = zeros(1,N);

I =find( x >= - 2%pi & x < - (3/2)*pi );

u0(I) = ((x(I).72)+((7/2)*(pi)*x(I))+(3*x((pi)."2)))/(pi)."2;
I =find( x >= - (3/2)*pi & x < - pi/2 );

u0(I) = (-x(I)+(pi/2)) .72+ (pi)."2)/(pi)."2;

I = find( x >= - pi/2 & x < pi/2 );

u0(I) = 1;

I =find( x >= pi/2 & x < (3/2)*pi );

u0(I) = (-x(D-(pi/2)) .72+ (pi)."2)/(pi)."2;

I =find( x >= (3/2)*%pi & x < 2*pi );

u0(I) = ((x(I).72)-((7/2)*(pi)*x(I))+(3*((pi)."2)))/(pi)."2;

%% Determinacao de grandezas necessérias

u0_supnorm = max(abs(u0));

u0_mass = h*sum(u0(2:N-1))+h*(u0(1)4+u0(N))/2;

u0_Linorm = h*sum(abs(u0(2:N-1)))+h*(abs(u0(1))+abs(u0(N)))/2;

max_iter_no = round( (tF-t0)/dt );
no_cycles = 5;
no_iterations_per_cycle = round( max_iter_no/no_cycles );

t = linspace(t0,tF,no_cycles*no_iterations_per_cycle + 1);

u_mass = zeros(l,no_cycles*no_iterations_per_cycle + 1);

u_Linorm = zeros(l,no_cycles*no_iterations_per_cycle + 1);

u_supnorm = zeros(l,no_cycles*no_iterations_per_cycle + 1);

u_mass(1) = uO_mass;

u_Llnorm(1) = uO_Linorm;

u_supnorm(1l) = uO_supnorm;

%% Construcao da matriz A:

A = eye(N,N);

I_diagonal = find( A == 1 );
for j = 2:N
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A(j-1,3) = 5;
A(j,j-1) = 3;
end

I_superdiag = find( A == 5 );
I_subdiag = find( A == 3 );
A = zeros(N,N);

di s (7 skkskorokskskokokskskokok sk sk kot ok sk sk kot sk okok 7 )
%% Inicio das computacoes:

U = zeros(no_cycles,N);

vl_alpha = zeros(N-1,1);

Dvl_beta = zeros(N-1,1);

Dvl = zeros(N-1,1);

v1_1pkappa = zeros(N,1);

cO = 2xcfl;
cl = - dt/h;
bb = b(x)’;
bb0 = b(x0);

bbNpl = b(xF+h);
f = zeros(N,1);

count = 1;
vO = ul’;
vl = u0’;

for cycle = 1l:no_cycles

tic

cycle

for iter = l:no_iterations_per_cycle

vl_alpha = ( abs(v1(2:N) + v1(1:N-1))/2 ). alpha;
Dvli = ( v1(2:N) - v1(1:N-1) )/h;

Dvl_beta = abs(Dvl). beta;

v1_1ipkappa = abs(vl). kappa .* vi;

A(I_diagonal) = 1 + cOx[vl_alpha(1)*Dvl_beta(l) + eta;...

vl_alpha(1:N-2).*Dvl_beta(1:N-2)+...
vl_alpha(2:N-1) .*Dvl_beta(2:N-1)+2*eta;. ..
v1_alpha(N-1)*Dvl_beta(N-1) + etal;

168



- cO*(vl_alpha(1:N-1).#Dvl_beta(1:N-1) + eta);
- cOx(vl_alpha(1:N-1).#Dvl_beta(1:N-1) + eta);

A(I_superdiag)
A(I_subdiag)

f(1) = vO(1) + c1x(bb(2)*vi_1ipkappa(2) - bbO*vi_ipkappa(1));
f(2:N-1) = v0(2:N-1) 4 c1*( bb(3:N).*vl_1ipkappa(3:N) - ...
bb(1:N-2) .*v1_1ipkappa(1:N-2) );

f(N) = vO(N) + c1*(bbNpl*vl_1ipkappa(N) - bb(N-1)*vl_1lpkappa(N-1));

v=AN\T;

count = count+1;
u_mass(count) = h*sum(v(2:N-1)) + hx(v(1)+v(N))/2;

U(cycle,:) = vl1’;
toc

end

Magnitude_u = max( u_supnorm )
Fator_de_crescimento_para_u = Magnitude_u/u0_supnorm

Aisp (7 xksksoksoksrokkokkokkokkokkokkokkokkok ok kR kR kR kokk ) )

%% Construcao dos parametros para a plotagem dos graficos:
= max(U(1,:));
max(U(2,:));
max(U(3,:));
max(U(4,:));
max(U(5,:));

e - A
a & W N =
I I Il I |

min(U(1,:));
min(U(2,:));
min(U(3,:));
nin(U(4,:));
min(U(5,:));

yyl
yy2
yy3
yy4
yyo
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x_min = -10.000;

x_max = 10.000;

y_min = -0.10 + min([yyl,yy2,yy3,yy4,yy5,min(u0)]1);
y_max = max([yl,y2,y3,y4,y5,max(u0)])*1.10;

%% Plotagem dos gréficos:

%% Plotagem do perfil inicial ug:
figure(01)

hold off

plot([x_min x_max], [0 0],’:k’)
hold on

plot(x,u0,’-r’)

xlabel(’x’)

ylabel (’u(\cdot,0)’)
title(’Perfil inicial’)

axis([x_min x_max y_min y_max])

%% Plotagem dos perfis de evolucao em todos os ciclos:
figure(10)

hold off

plot(x,u0,’-b’)

hold on

plot(x,U(1,:),’-r’)

plot(x,U(2,:),’-g’)

plot(x,U(3,:),’-r’?)

plot(x,U(4,:),’-g’)

plot(x,U(5,:),’-k’)

xlabel(’x’)

ylabel (’u(\cdot,t)’)

title(’Perfis de evolugio da solugdo’)
legend(’t = 0’,’t = 1s’,’t = 28’,’t = 3s’,’t = 4s’,’t = 5s’)
hold on

plot([x_min x_max],[0 0],’:k’)

plot(x,u0,’b’)

plot(x,U(1,:),’-r’)

plot(x,U(2,:),’-g’)
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plot(x,U(3,:),’-r’)
plot(x,U(4,:),’-g’)
plot(x,U(5,:),’-k?)

axis([x_min x_max y_min y_max])
hold off

%% Plotagem do perfil de evolugao no tempo ¢ = 1s (como exemplo):
figure(11)

hold off

plot(x,u0,’-b’)

hold on

plot(x,U(1,:),’-k’)

xlabel(’x’)

ylabel(’u(\cdot,t)’)

title(’Perfil de evolugdo da solugdo em t=1s’)
hold on

plot([x_min x_max], [0 0],’:k’)

plot(x,u0,’b’)

plot(x,U(1,:),’-k’)

axis([x_min x_max y_min y_max])

hold off

%% Plotagem da norma do sup de u(-,1):
figure(20)

hold off

plot(x,u_Linorm,’-b’)

hold on

xlabel(’t’)

ylabel(’Norma L1 de u(\cdot,t)’)
title(’Norma L1 da solugo’)

%% Plotagem da massa da solugao:
figure(30)

hold off

plot(x,u_mass,’-b’)

hold on

xlabel(’t’)
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ylabel(’Massa de u(\cdot,t)’)

title(’Massa da solugdo’)

%% Plotagem da norma do sup da solucao:
figure(40)

hold off

plot(x,u_supnorm,’-b’)

hold on

xlabel(’t’)

ylabel(’Norma do sup de u(\cdot,t)’)

title(’Tamanho da norma do sup da solugdo’)
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