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RESUMO

O estudo do comportamento reolégico de fluidos nao Newtonianos tem
grande importancia em diversas areas da engenharia. O aumento na demanda des-
tes fluidos — por exemplo, no uso doméstico, pessoal e em processos quimicos —
acarreta em dificuldades que vao desde o processo de sua mistura ao seu manu-
seio. Dentre os fluidos nao Newtonianos estao os viscoeldsticos, os quais exibem
deformagao aparente quando os niveis de tensoes sao inferiores ao limite de esco-
amento do material e, dentro desta classe, alguns ainda podem apresentam com-
portamento elastico quando submetidos a baixa taxa de cisalhamento. Juntamente
com os efeitos elasto-viscoplasticos, os materiais podem apresentar comportamento
tixotropico, onde devido as tensoes sua reestruturacao nao é instantanea. Na pre-
sente Tese, fez-se um estudo numérico a fim de analisar o problema especifico de
escoamentos de fluidos elasto-viscoplasticos com comportamento tixotrépico em uma
expansao planar abrupta na razao de aspecto 4 : 1. O modelo mecanico aplicado
consiste de uma equagao viscoelastica para o campo de tensoes, uma evolutiva para o
parametro de estrutura do material, bem como as equacoes de conservacao de massa
e momento. O modelo mecanico aplicado mostrou-se capaz de prever o comporta-
mento tixotrépico. A aproximacao numérica do modelo aplicado foi feita através
do método estabilizado de elementos finitos, especificamente o método Galerkin
Minimos-Quadrados (GLS), o qual foi implementado no cédigo de elementos fini-
tos para fluidos nao Newtonianos em desenvolvimento no Laboratorio de Mecanica
dos Fluidos Aplicada e Computacional (LAMAC) da Universidade Federal do Rio
Grande do Sul. Os fenomenos reoldgicos presentes no problema foram analisados a
apartir da influéncia da cinemética do escoamento, da elasticidade e da tixotropia,
no nivel de estruturacao do material, na posicao e tamanho das regides nao escoadas
e na deformacao elastica do material. Os resultados mostraram-se satisfatorios, pois
condizem com os apresentados na literatura, apontando a boa predicao do modelo

mecanico aplicado bem como a robustez de sua implementacao computacional.
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ABSTRACT

The rheological behavior of non-Newtonian fluids study is of great then
importance in many areas of engineering. The increase in demand of these fluids
- for example, domestic use, personal and processes chemical - causes difficulties
ranging from the process of mixing it to handling. Among the non-Newtonian fluids
are viscoelastic, which exhibit apparent deformation when stress levels are lower
than the yield limit of the material and, within this class, some still have elastic
behavior when subjected to low shear rates. Together with the elastic-viscoplastic
effects, materials may exhibit thixotropic behavior, ie, due the restructuring strain
is not instantaneous. In this thesis was made a numerical study to simulate the
specific problem of flow of elastic-viscoplastic fluids with thixotropic behavior in
abrupt planar expansion — common geometry in industrial systems associated with
elastic-viscoplastic fluids, whose ratio the aspect is 4:1. The mechanical behavior
of most of these structured materials, are highly non-Newtonian, with this, there
is need to make them more pseudoplastic, causing undesirable behaviors such as
thixotropic which is a phenomenon somewhat characterized and modeled in the li-
terature. The mechanical model applied is able to predict thixotropic behavior and
is composed of a viscoelastic equation for the stress field and an evolutionary to the
material structure parameter in addition to the mass and momentum conservation
equations. This mechanical model is approximated by a stabilized finite element
model, called the Galerkin method of least squares (GLS). In order to study the
rheological phenomena present in the problem is analyzed the influence of the flow
kinematics, elasticity and thixotropy in the level of structure of the material, in po-
sition and size of unyielded regions and the elastic deformation of the material. The
results were satisfactory, since the the study of intensity the U the results agree with
those reported in the literature pointing to good prediction of the mechanical model
applied well as the hardiness of their computational implementation.The results of

the elasticity showed quite spectacular behavior of unyielded regions of the material
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since for high values of relaxation time, the unyielded region of channel larger has
the form of ”fingers”because of the high flexibility of the material along the line of
symmetry of the channel. The results of the analysis of the elastic deformation show,
that model correctly dosing the elasticity in the unyielded regions. The thixotropic
effects reported a slower structuring of the material with increasing characteristic
time, in response to strain change caused by the expansion, results indicate that for
high values of relaxation time, higher the distance between the unyielded regions of

smaller channel and larger.

Keywords: Elasto-viscoplastic, thixotropic, non-Newtonian fluids, Galerkin least

squares
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1 INTRODUCAO

Em processos industriais e naturais, o escoamento de fluidos com com-
portamento nao-Newtoniano — a saber: Industria Alimenticia, Industria Farmacéutica,
Industria de Cosméticos, escoamentos de extrusao e escoamentos de 6leos no interior
de reservatérios [Barnes, 1997], sdo muito comuns . Nestes processos muitas vezes
ocorrem mudangas abruptas em suas secoes transversais e um agrande nimero de
casos os efeitos da elasticidade sao importantes. Neste sentido, nesta tese é feito um
estudo do comportamento de materiais elasto-viscoplasticos tixotrépicos que escoam

através de uma expansao planar abrupta na razao de 4 : 1.

Em escoamentos complexos, como é o caso do material em estudo — o
comportamento mecanico é altamente nao-newtoniano, onde para pequenos niveis
de tensao, o seu comportamento € viscoelastico e, elevando além de um determinado
limite desta tensao — chamado normalmente de limite de escoamento — tem-se uma
grande degradagao da microestrutura do material a qual provoca quedas dramaticas
na viscosidade e elasticidade. No entanto, para que estes escoamentos de materiais
estruturados tenham comportamento mais pseudopléastico, surgem comportamentos
colaterais como o tixotrépico que é um fenomeno ainda pouco compreendido e mo-
delado na literatura. Logo, como o fendémeno tixotrépico é de grande importancia
nas aplicacoes industriais e por ser de grande dificuladade sua modelagem e caracte-
rizacao de seu comportamento mecanico, faz-se necessario o estudo deste fendmeno

para que este possa ser melhor compreendido.

Na literatura tem-se diversos trabalhalhos dedicados ao estudo do fenomeno
de tixotropia, os quais alguns serao apresentados e discutidos ao longo deste capitulo.

Porém, antes disso sera feita uma breve discucao sobre o estado da arte.
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1.1 Estado da Arte

Os fenomenos em escoamentos oriundos de expansoes abruptas tém
sido discutidos em diversas pesquisas, a maioria das quais sao experimentais, mas
algumas numéricas. Alguns destes trabalhos sdo apresentados nesta secao a fim de
motivar a escolha da geometria aplicada nesta tese no estudo de materiais elasto-
viscoplasticos com comportamento tixotropico que escoam através de uma expansao

na razao de 4 : 1, em regime permanente e sem efeitos de inércia.

No trabalho desenvolvido por D. Drikakis, 1997, ¢ apresentado um es-
tudo numérico de escoamentos laminares incompressiveis em uma expansao abrupta.
O estudo é feito para varios valores do nimero de Reynolds e para vérias razoes de
aspecto da expansao. Os resultados apontam um ntmero de Reynolds critico o qual
reduz a simetria quando a razao de aspecto da expansao aumenta. As solugoes
espurias provocam a formacao assimétrica das recirculacoes provocando instabilida-
des computacionais que nao s6 dependem do regime do escoamento, mas também de
dados iniciais e condi¢oes de contorno. As assimetrias do escoamento sao verificadas
comparando varios esquemas de discretizacao até quarta ordem de precisao, bem
como varios solucionadores iterativos como o esquema de quarta ordem explicito de
Runge-Kutta e o método unfactored implicito no intuito de diminuir as incertezas
numeéricas. Ambos os sistemas sao utilizados para examinar os possiveis efeitos dos
presentes agentes de resolugao iterativos na solugao numérica. Os algoritmos sao

desenvolvidos a partir do método de volumes finitos.

Em Pfister et al., 1988 ¢ feito um estudo, cujos resultados apontaram
instabilidades semelhantes as encontradas no estudo feito em D. Drikakis, 1997 em
expansoes sobre um escoamento de Taylor Couette. Em Iribarne et al., 1972, sao
obtidos resultados que mostram distiurbios ondulatérios na saida da expansao para
uma ampla gama de niimeros de Reynolds. E mostrado em H. Sato 1959 instabilida-

des do escoamento a jusante da expansao e as oscilagoes do escoamento ocorreram na
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vizinhanca das camadas limites, provocadas por flutuagoes de velocidade no plano de
saida da expansao. Conclusoes semelhantes também sao obtidas em D. O. Rockwell
e W. O. Niccols, 1972, bem como em G. S. Beavers e T. A. Wilson, 1970. Nestes
trabalhos as questoes sobre a fiabilidade dos métodos CFD ficaram em aberto para
prever tais fenomenos do escoamento. Desta forma as equacoes diferenciais sao re-
presentadas por equacoes de diferencas finitas e, assim, instabilidades numéricas,
devido ao esquema numérico, passo de tempo, condigoes iniciais e de fronteira, e in-
tervalo de tempo para as solugoes, podem ser introduzidas. Aterior a este trabalho,
os fenomenos de multiplas solugoes estaveis e instaveis sao apresentados em Sobey
e Mullin 1993. Em Yee et al., 1990 ¢ feito um estudo em que as solugoes numéricas
espurias em regime permanente ocorrem abaixo e acima do limite de estabilidade

linear do esquema numeérico.

Em P. Jay et al., 2001, é apresentado um estudo onde os resultados obti-
dos sao para fluidos com yied-stress que escoam através de um expansao aximétrica
de razao 4 : 1 utilizando os modelos de Herschel-Bulkley e Bingham. Fez-se um
estudo das influéncias da viscosidade shear-thinning, da inércia e valores de yield-
estress na estrutura do escoamento principal e nas perdas do canal. A estrutura
pormenorizada do escoamento na expansao mostra um voértice inicial. O grau de
tensao gera duas regioes nao estruturadas, uma localizada no canto da expansao
e outra perto do ponto de estagnagao que aparece entre o vértice e o escoamento
principal. A inércia e tensao do escoamento agem de maneiras opostas. Quando a
inércia aumenta, o tamanho do vértice aumenta e a zona morta diminui. Entretanto,
quando a tensao aumenta o yield-stress, o vortice diminui de tamanho e as zonas
mortas aumentam. A pseudoplasticidade reduz as dimensoes dos dois vértices e
zonas mortas. A perda de carga aumenta com a tensao de escoamento. Além disso,

os resultados numéricos sao constantemente comparados com os experimentais.

Em A. N. Alexandrou, 2001, é feito um estudo de um escoamento cons-

tante de fluidos de Herschel-Bulkley em uma expansao canonica tridimensional.



26

Uma relacao constitutiva continua regularizada é utilizada para modelar o escoa-
mento o qual, numericamente, é obtido utilizando uma formulacao mista de Galer-
kin com procedimento iterativo de Newton-Raphson acoplado a um solucionador. E
apresentado os resultados para regioes nao escoadas e zonas de recirculacao, como
uma funcao dos ntmeros de Reynolds e Bingham bem como do expoente Power-
law para expansoes com razoes de aspecto, 2 : 1 e 4 : 1. Revela-se, a partir dos
resultados, uma forte inter-relacao entre os ntimeros de Bingham e Reynolds e suas
influéncias sobre a forma das zonas nao escoadas no canto da expansao e no ta-
manho e localizacao das regioes nao escoadas na linha de centro do canal menor e
maior. Os efeitos da geometria no escoamento sao significativas. A caracteristica do
escoamento, e a resposta a mudancas nos nimeros de Re e Bi, para a expansao 4 : 1
sao mais acentuadas do que as da expansa 2 : 1. Tem-se, ainda, a forte inter-relagao
entre os nimeros de Bingham e Reynolds e suas influéncia sobre a formacao e dis-
solugao das zonas nao escoadas no canto da expansao e do tamanho e localizagao

das regioes nao escoadas na linha de centro do canal.

Em E. Mitsoulis e R.R. Huilgol, 2004, é feito um estudo de escoamentos
de entrada que fluem através de uma expansao abrupta para plasticos Bingham que
exibem limite de escoamento. A equacao constitutiva de Bingham é modificada
conforme proposto por Papanastasiou, e se aplica em todo o campo de escoamento.
A enfase do trabalho é em determinar a extensao e forma das regides nao escoadas
junto a linha de centro do canal, bem como a forma, tamanho e intensidade dos
vortices formados nas zonas mortas da expansao para toda a gama de nimeros de
Bingham (0 < Bn < o0) e para uma grande variedade de nimeros de Reynolds
(0 < Re < 200). Os resultados para a pressao forma utilizados para determinar
as perdas de carga em excesso que dareram origem a correcoes de entrada a qual é

expressa por uma equacao facilmente aplicada em calculos de engenharia.

O estudo numérico desenvolvido por R. Manica e A.L. De Bortoli, 2004,

¢ de um fluido laminar inconpressivel que escoa através de uma expansao sibta cuja
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razao de aspecto é 3 : 1 modeldo pelo método Power-law . Para esses fluxos,
acima do valor critico Reynolds, trés solugoes podem aparecer: a simétrica e dois
nao-simétrica. As simulacoes sao realizadas usando uma diferenca finita explicita
Runge-Kutta esquema de trés fases para o tempo eo espaco aproximagoes de segunda

ordem.

Conclui-se apartir dos resultados que ocorrem bifurcacoes para a gama
de indice Power-law. Para a expansao ocorre um afinamento das regioes nao escoadas
para a situagao Newtoniana, enquanto o inverso ocorre para fluidos dilatantes. Além
disso, a solucao torna-se dependente do tempo para elevados valores do nimero
de Reynolds, dependendo do valor do expoente n do modelo Power-law. Estes
trabalho difere dos trabalhos até entao apresentados na literatura para expansoes
subitas porque aqui altos nimeros de Reynolds e comportamento nao-Newtoniano

sao considerados.

P. Ternik et al., 2006, estudou numericamente, aplicando CFX-4.4,
0 escoamento em uma expansao abrupta (3 : 1) simétrica, onde um fluido néo-
Newtoniano incompressivel escoa de forma a obter o nimero critico de Reynolds. O
modelo quadratico é empregado para acomodar o comportamento dilatante de uma
mistura de amido de milho e dgua. A técnica de extrapolagao de Richardson é apli-
cada para quantificar os resultados numéricos para a queda de pressao em um canal
no qual o nimero de Reynolds generalizado ¢ estimado para o modelo quadratico.
O Procedimento numérico é validado com resultados para o escoamento de fluido

Newtoniano num intervalo do niimero de Reynolds Re = 10, 20, ..., 100.

Os resultados para o fluido nao-Newtoniano mostram que o compor-
tamento dilatante reduz o limiar da transicao da simetria do escoamento para sua
assimetria (diminui o inicio da bifurcacao e o valor do nimero critico Reynolds) e au-
menta o comprimento de religagao do material. Comportamento dilatante provoca
maiores gradientes de pressao ao longo da expansao abrupta e tem uma influéncia

significativa sobre a rearranjo do escoamento para além do plano de expansao; ou
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seja, o escoamente totalmente desenvolvido se forma mais a jusante da saida da
expansao, em comparacao com o escoamento de um fluido Newtoniano. Além disso,
os resultados para o Modelo quadratico sao comparados com os resultados obtidos

com o modelo Power-law.

1.2 Materiais estruturados tixotréopicos

A microestrutura de um fluido estruturado possui configuracao estavel
por um periodo de tempo suficientemente longo e sob tensao constante. Isto é
resultado do equilibrio entre as taxas de estruturacao e de quebra da microestrutura.
O fluido estruturado é dependente do tempo se as mudancas de sua microestrutura

nao ocorrem instantaneamente apds uma mudanca no nivel de tensoes.

Normalmente, estes materiais consistem em dispersoes que possuem
uma microestrutura que governa o seu comportamento macroscopico em resposta
a tensoes aplicadas. Estes materiais estruturados exibem um comportamento nao-
newtoniano complexo, geralmente incluindo viscoelasticidade, tensao de escoamento
(yield stress) e tixotropia. A tixotropia é caracterizada por um atraso de tempo entre
uma mudanga na tensao aplicada e a resposta da microestrutura a esta tensao.
Muitos modelos constitutivos tixotrépicos tém sido propostos ao longo das tltimas

décadas, mas o teste e a validagao dos mesmos sao bastante escassos.

O fluido estruturado dependente do tempo sera tixotrépico se houver
uma diminui¢ao de sua viscosidade, ao longo do tempo a medida que sofrer aumento
na taxa de cisalhamento ou ainda, se houver um aumento de sua viscosidade ao longo
do tempo e uma diminuicao na sua taxa de cisalhamento. Para ambas situagoes as
mudangas estruturais devem ser reversiveis. A maioria dos fluidos que apresentam
uma tensao limite de escoamento sao dependentes do tempo, especialmente para

tensoes pouco acima da tensao limite de escoamento.



29

Na literatura tem-se diversos trabalhados dedicados ao estudo do fenomeno
de tixotropia. O estudo sobre comportamento tixotropico surgiu em 1923, por
Schalek e Szegvari onde estes descobriram que géis tem a propriedade notavel de
tornarem-se completamente liquido através de agitacao suave. Uma série de trés arti-
gos por McMillen em 1932, sobre um grande nimero de tintas floculadas, mostraram
a fluidez dos materiais sendo que, para alguns casos, o tempo de repouso diminuiu.
Em Scott-Blair, 1942, alguns exemplos de materiais tixotrépicos sao analisados, tais
como, argilas, suspensoes, cremes, lamas de perfuragao, massas de farinha, sus-
pensoes de fibra de graxas, geléias, tintas, suspensoes de carbono e pasta de amido.
O autor relata que, nos materiais tixotréopicos, as particulas podem formar uma
associacao fraca que é facilmente desfeita por agitacao, mas se restabelece perma-
nentemente. Em Pryce-Jones J., 1934 - 1941, as tintas em estado de floculacao leve
¢ estudada. Os resultados deste trabalho motram que a tixotropia é mais evidente

em sistemas contendo paticulas nao esféricas.

Em 1967, Bauer e Collins relatam que a reducao na magnitude das pro-
priedades reolégicas de um sistema, tais como o médulo de elasticidade, o limite de
escoamento e a viscosidade, por exemplo, ocorrem de forma reversivel e isotermica-
mente dependentes do tempo, indiferente da aplicacao de tensao de cisalhamento.
Cheng, 1986, Lapasin e Pricl, 1995 ilustram o comportamento tixotrépico pela res-
posta transitoria da viscosidade e forca normal das solugoes de polimeros. Destes
trabalhos, pode-se dizer que a tixotropia refere-se as mudancgas reversiveis desde um

fluido liquido até um gel elastico do tipo sélido.

Em Mujumdar et al., 2002, varios modelos estruturais cinéticos sao
apresentados. Neste trabalho fez-se uso de uma equacao de evolucao para o parametro
de estrutura e uma equagao constitutiva algébrica que relaciona a tensao (ou visco-
sidade) com o parametro de estrutura. Em Stokes e Telford, 2004 fez-se um estudo

dos fluidos estruturados que apresentam um limite de escoamento e sao dependentes
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do tempo, especialmente em um intervalo pequeno de tensao e algumas medidas de

irreversibilidades nas mudancas da microestrutura também sao observadas.

Em Mewis e Wagner (2009b) foi dicutida a diferenga do comportamento
tixotrépico e viscoelastico, bem como a falha dos modelos tixotrépicos viscoelasticos
disponiveis na literatura que sao derivados do modelo de Maxwell (por exemplo, Aci-
erno et al. , 1976b, Coussot et al., 1993, Quemada, 1999, Derec et al., 2001) o qual
nao é capaz de prever o que distingue experimentalmente tixotropia da viscoelasti-
cidade, ou seja, nao preve a queda instantanea na tensao de cisalhamento quando a
taxa de deformacao diminuiu subtamente. Apesar dos recentes avangos nos métodos
de previsao e no entendimento geral, um tratamento unificado de tixotropia ainda
nao existe e como resultado, a capacidade de previsao destes modelos sao geralmente
bastante limitados. Em de Souza Mendes, 2009, é proposto um modelo viscoelastico
de Maxwell com uma formulagao diferente das encontradas, pois é constituido por

duas equacoes diferenciais, uma para a tensao e outra para o parametro de estrutura.

O que difere este modelo dos demais é que a equagao para o tensao é
igual ao modelo de fluido viscoelastico de Maxwell porém, os parametros de cisa-
lhamento e viscosidade estrutural dependem da microestrutura do material. Outra
diferenca, é que a formulacao é mais simples pois, todas as premissas sao justificadas
por argumentos fisicos, a configuracao neutra muda com a microestrutura, o termo
dissolucao da equagao de evolugao para o parametro de estrutura é assumido depen-
dente da tensao ao em vez da taxa de cisalhamento e, por fim, o modelo concorda

com a curva de escoamento em estado permanente.

Em de Souza Mendes, 2011, algumas modificagoes sao apresentadas
com relacao ao trabalho de 2009, tais como o surgimento de um tempo de retardo
na equacao de tensao, resultando em uma equacao diferencial do tipo Jeffrey, em
particular o modelo Oldroyd-B modificado, cujo tempos de retardo e relaxacao, bem
como a viscosidade viscoplastica sao modificados de modo a acomodar a dependéncia

das mudancas da microestrutura do material.
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O modelo mecanico aplicado é o proposto em de Souza Mendes, 2011,
cuja equacao constitutiva é viscoelastica de tensao chamada de Oldroyd-B modi-
ficada, onde sua viscosidade é descrita por uma funcao viscosidade viscoplastica
regularizada — a saber, a funcao viscosidade SMD proposta em de Souza Mendes
e Dutra, 2004 — que contempla os tempos de retardo e relaxacao, bem como a
viscosidade viscoplastica modificadas adequadamente de tal modo a acomodar a de-
pendéncia das mudancas da microestrutura do material — nivel de estruturacao do
material. Prevendo, assim, de forma precisa mesmo as tendéncias mais complexas

relacionadas com a viscoelasticidade.

Para os escoamentos permanentes Eulerianos investigados neste tra-
balho, a equacao evolutiva do parametro de estrutura transforma-se numa equagao
puramente hiperbdlica, a qual requer cuidados especiais quando da sua aproximacao
numérica. Esta equacao descreve que a taxa de variacao temporal do nivel da mi-
croestrutura do material — ou seja, a derivada material do parametro de estrutura

— seja igual a taxa liquida da construcao e destruicao da microestrutura.

A aproximagao mecanica do modelo elasto-viscoplastico tixotropico em-
pregada nesta Tese, sera realizada através de um método estabilizado de elementos
finitos ou, mais especificamente, o método de multi-campo de Galerkin minimos-
quadrados em termos do parametro de estrutura, do tensor extra de tensao, do ve-
tor velocidade e do campo de pressao. Os resultados numéricos sao obtidos através
do cédigo computacional NNFEM, desenvolvido em linguagem FORTRAN 90 pelo
Grupo LAMAC — Laboratério de Mecanica dos Fluidos Aplicada e Computacional —
do Departamento de Engenharia Mecanica da Universidade Federal do Rio Grande

do Sul.

A metodologia de multi-campo de Galerkin minimos-quadrados nao
necessita satisfazer as condicoes de compatibilidade entre os subespagos de elementos

finitos das variaveis primais do problema estudado, isto é, entre os subespacos de
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velocidade e tensao e os subespacos de velocidade e pressao — a condigao conhecida

como Babuska-Brezzi [Babuska, 1973; Brezzi, 1974].

Isto implica na atraente vantagem computacional de utilizar combinagoes
de elementos finitos de igual-ordem, facilitando assim, a implementacao das sub-
rotinas GLS de elementos finitos. Destaca-se ainda como vantagem da utilizagao da
metodologia GLS, a sua facilidade de obter aproximacoes estaveis para escoamentos
advectivos-dominados a qual, no caso desta Tese, resulta na obtencao de solugoes

numéricas estaveis para escoamentos sujeitos a altos niimeros de Débora.

Esta vantagem mostra-se de maior relevancia no caso de escoamento
de fluidos tixotrépicos, nos quais necessitam-se aproximar de maneira estavel e pre-
cisa a equagao evolutiva para o parametro de estrutura, equagao esta que, para
escoamentos permanentes assume caracteristica puramente hiperbélica como acima
mencionado — para maiores esclarecimentos da metodologia GLS ver Franca e Sten-
berg (1991), Franca e Frey (1992) e Zinani e Frey (2006) bem como as referéncias

neles contidas.

Para um melhor entendimento e apreciacao deste texto serd apresen-

tado, a seguir, um plano geral de seus capitulos subsequentes:

— Capitulo 1 — Neste Capitulo é apresentado o problema estudado nesta Tese,
que consiste na analise numérica de materiais elasto-viscoplasticos que
escoam em uma expansao planar abrupta cuja razao de aspecto é de
4:1. E apresentado o estado da arte bem como uma breve revisao
bibliografica sobre materiais estruturados tixotrépicos a fim de motivar

a escolha da geometria e a importancia do estudo da tixotropia.

— Capitulo 2 — Equacoes constitutivas - comportamento material: As leis apresen-
tadas no Capitulo 2 nao sao suficientes para caracterizar inteiramente
o comportamento dos corpos materiais, pois sao incapazes de diferen-

ciar estes diversos comportamentos. Com isso, este Capitulo introduz
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equacoes constitutivas que caracterizam diferentes comportamentos dos
materiais os quais sao descritos pela variagao do tensor tensao T aco-
plado ao movimento e deformacao os quais o corpo material é sub-
metido. Em outras palavras, o comportamento dos corpos materiais

depende diretamente de como as tensoes nele se distribuem.

3 — Modelagem mecanica: Os efeitos da inércia sao negligenciados e o
comportamento elastoviscoplastico suposto tixotrépico. O fenémeno é
modelado pelas equagoes de conservacao de massa e momento, usuais
para materiais incompressiveis (ver, por exemplo, Astarita e Marrucci,
1974), acopladas a uma fungao viscosidade viscopléstica SMD [de Souza
Mendes e Dutra, 2004] e uma equacao de Oldroyd-B [de Souza Mendes,
2011], modificada de modo a incorporar a dependéncia, tanto do tempo
de relaxacao do fluido quanto da viscosidade, nas alteracoes da micro-
estrutura do material. Estas alteracoes sao descritas por um campo a
valor escalar, o qual é determinado pela integracao de uma equagao de
evolucao, segundo a qual a derivada material do parametro de estru-
tura relaciona as taxas de construcao e destruicao da microestrutura do

material.

4 — Modelagem numérica: O modelo mecanico é aproximado por uma
formulagao estabilizada de elementos finitos, a saber um método multi-
campo de Galerkin minimos quadrados em termos do parametro de
estrutura, do tensor de tensao extra, do vetor velocidade e do campo

de pressao.

— Capitulo 5: Resultados: Nas simulacoes numéricas sao avaliados os efeitos da

elasticidade, tixotropia e intensidade do escoamento para uma gama
relevante dos parametros que regem o fenomeno de materiais elasto-
viscoplasticos tixotrépicos, através de canais planos que experimentam

uma expansao abrupta na razao de 4 : 1. Uma vez que, de acordo
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com o modelo tixotrépico empregado, a reologia do material influencia
a determinagao tanto do seu tempo de relaxagao como de sua viscosi-
dade viscoplastica, a distribuicao do parametro de estrutura ao longo
da expansao também é investigada focando-se essecialmente na distri-
buicao do nivel de estruturacao do material, bem como na identificacao
de suas regioes escoadas e nao escoadas e na verificacao da capacidade

do modelo dosar elasticidade nas regioes nao escoadas do material.

— Conclusoes: A boa predi¢ao do modelo aplicado e a robustez da implementagao
computacional aplicada sao verificadas a partir da anélise dos resultados
da cinemaética do escoamento. Os efeitos da tixotropia sao esperados,
visto que o parametro que a governa ao ser aumentado causa um atraso
na estruturagao da microestrutura, logo influencia na forma e posicao
das regioces nao escoadas; o mesmo ocorre para os efeitos da elasticidade.
Os resultados da deformagao elastica mostram-se que o modelo aplicado

dosa elasticidade as regioes nao escoadas conforme esperado.

— Referéncias bibliograficas utilizadas.
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2 EQUACOES CONSTITUTIVAS — COMPORTAMENTO
MATERIAL

As leis de conservacao de momento e massa nao sao suficientes para
caracterizar inteiramente o comportamento dos corpos materiais, pois sao incapazes
de diferenciar seus diversos comportamentos. Isto é facilmente perceptivel no cotidi-
ano, como no caso de corpos cujos materiais sao distintos, porém com mesma forma
e tamanho, e submetidos a um mesmo movimento poderem apresentar distribuicao

de forcas diferentes.

Com isso, introduz-se equacoes constitutivas que caracterizam estes di-
ferentes comportamentos dos materiais os quais sao descritos pela variagao do ten-
sor tensao T acoplado ao movimento e deformacao os quais o corpo material é
submetido. Em outras palavras, o comportamento dos corpos materiais depende

diretamente de como as tensoes nele se distribuem.

Tratando-se de corpos fluidos, o seu escoamento vai depender de seu
comportamento reolégico que é descrito matematicamente por equagoes que descre-
vem forcas de contato no interior do corpo em termos de uma equacao constitutiva
para o tensor de tensao, T, que relaciona-se com as deformacoes experimentadas
pelo corpo. Devido a isso, uma equacao constitutiva deve atender certos postulados
bésicos [Slattery, 1999], tais como os principios do determinismo, acao local e da

indiferenga ao referencial material (ou, objetividade material).

Essencialmente, o principio do determinismo descarta os possiveis even-
tos futuros que possam influenciar o comportamento atual do fluido. A determinacao
da tensao sobre o ponto material P no instante de tempo t é obtida pela histéria
do movimento do corpo até o instante atual. Ou seja, o que acontecera ao corpo no
futuro nao ira influenciar seu campo de tensao no presente, no entanto, conhecido o

passado e o presente pode-se determinar o comportamento futuro do material.
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Para o principio da acao local tem-se que o movimento externo de um
material com relacao a uma vizinhanca suficientemente pequena de um ponto deste
material (P) podera ser ignorado quando da determinacao da tensdo neste ponto,
isto é, o movimento em uma parte de um corpo nao afeta, o estado de tensao em
outras partes do corpo. Fisicamente, as forgas de contato sugerem que as condigoes

na vizinhanca imediata a um ponto material o determinam inteiramente [Slattery,

1999).

Antes de ser apresentado o principio da objetividade material, é im-
portante comentar que uma equacao constitutiva deve sempre ser invariante as mu-
dancas do sistema de coordenadas visto que esta escolha é apenas uma convenc¢ao
usada para atribuir componentes para vetores e tensores. Por exemplo, quando uma
equacao constitutiva é escrita na sua forma tensorial, e escolhido um referencial para
observagao, os tensores envolvidos devem permanecer inalterados sob uma mudanca
do sistema de coordenadas. Pode-se compreender melhor isso quando pensamos em
tensores definidos como operadores lineares visto suas definigoes serem independen-

tes do sistema de coordenadas escolhido.

Por fim, o principio da indiferenca ao referencial material postula que,
uma equacao constitutiva deve ser invariante a um referencial, mesmo que esta
dependa do tempo. Observa-se que a indiferenca de referencial nao é condicao
requerida por todas as leis da fisica [Astarita e Marrucci, 1974]. A equagao de
movimento é um exemplo disto, visto ela nao ser indiferente ao referencial a qual
¢ usualmente definida para um referencial inercial, tornando-se invalida quando é

considerado um referencial acelerado.

Além disso, o principio da objetividade material nao é premissa para
se ter um material isotrépico, pois este principio também contempla materiais ani-
sotropicos e, neste caso, a objetividade material vai implicar apenas na suposicao
de isotropia do espago, ou seja, uma mudanca de observador deve deixar o compor-

tamento do material inalterado.
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A objetividade material é um principio recentemente postulado, desta
forma suas aplicagoes podem acarretar em dificuldades. O que potencializa, em
parte, estas dificuldades é o fato da exigéncia da indiferenca ao referencial nao se
aplicar a equacao de movimento, visto essa ser aplicada acoplada a uma equagao

constitutiva que estara por sua vez associada a solucao do problema em estudo.

Com isso, deve-se ter cuidado com a escolha da equagao constitutiva a
qual sera aplicada no estudo de um problema, pois algumas delas nao obedecem o
principio da objetividade material, como o caso de algumas equacoes viscoelasticas
lineares que, ao serem aplicadas a solucao do problema, faz com que alguns dados

obtidos experimentalmente venham a ser descartados.

Ainda neste contexto, deve-se levar em consideracao a invariancia di-
mensional, pois esta, apesar de nao impor restricoes a equacao constitutiva em-
pregada, concerne que uma equagao constitutiva deve ter um ntmero minimo de
parametros dimensionais que, geralmente, sao dimensoes de tensao, tempo e com-
primento. Além disso, regras de escala sao levadas em consideragao em problemas de
engenharia através de hipdteses constitutivas lineares aplicadas a estes problemas.
Desta forma, regras de escala s6 podem ser empregadas quando o mesmo material

é utilizado tanto no modelo como no protoétipo.

De acordo com Astarira, G. e Marrucci, G., 1974, a descricao dada pela
Eq.(A.4) pode ser verificada se a descricdo do movimento x(X,t) for expressa a
partir de um referencial, relacionado a este movimento, por uma deformagao rigida

— se e somente se por uma rotagao seguida de uma translagao.

X" (X, 1) —p(t) = Q) [x(X,t) — o] (2.1)

onde para toda posicao de referéncia (X) e tempo arbitrario (t), tem-se p é uma

posi¢ao no espago para um dado instante de tempo, Q(t) é uma rotagao rigida e o é
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um ponto de origem, todos relacionados a configuragao antiga, e x* é a tranformagao

de x para a configuragao atual.

A equacao de transformacao de vetores geométricos, tais como vetores
obtidos como diferencas de pontos, é imediatamente obtida a partir da Eq.(2.1).
Considerando X; e X5 dois pontos na configuracao atual e X7 e X; suas respectivas

transformacoes, tem-se:
X7 — X5 =Q)[X) — Xy (2.2)

Um vetor geométrico a ¢ indiferente e definido como segue:

Pode-se definir x (X, ¢) como sendo um tensor dado por:
b=x(X,t)a (2.4)

onde a Eq.(2.4) define x(X,t) como o operador linear dos vetores a e b. O vetor a,
que opera o tensor, e b o vetor resultante desta operacao sao indiferentes e definidos

da seguinte forma:

b* = Q(t)b (2.5)

Os asteriscos sao empregados para indicar os vetores e tensores no novo referencial.

Multiplicando a Eq.(2.5) pelo transposto Q7 tem-se:

a’Q(t)" = Q()Q(t)"a=ab’Q(t)" = Q(t)Q(t)'b=b (2.6)

Substituindo a Eq.(2.6) em Eq.(2.4) e multiplicando ao resultado o tensor Q, chega-

Se e
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b =b'Q" (1) = x(X,)a"Q (¢)
b* - (QT(1)Q() = (Q)X(X, QT (1)) - a"

onde Q(t)x(X,)QT(t) = x*(X,t). Logo, x*(X,t) é a transformacao de x(X,t) e
com isso pode-se afirmar que tensores com transformacao deste tipo serao indife-
rentes. A partir das Eqgs. (2.3 ) e (2.4), se a e b forem indiferentes, entao x(X,t)

também o sera.

Para melhor compreensao, sera apresentada uma analise do tensor tensao

T a partir de sua defini¢ao:

dt = Tds (2.7)
dt* = T*ds" (2.8)

Anélogo a Eq.(2.5), tem-se o vetor ds é indiferente pois trata-se de um
vetor geométrico e postulando-se o vetor forca de tensao dt também indiferente,

chega-se em:
ds* = Qds (2.9)
dt™ = Qdt (2.10)
sendo Q um tensor ortogonal. Pela combinacao das Eqgs.(2.8 — 2.10), escreve-se:
(QT)ds = (T*Q)ds (2.11)

para toda a superficie ds. Desta forma, se multiplicarmos a Eq.(2.11) pelo tensor

inverso do tensor ortogonal Q, tem-se:

T =QTQ ' =QTQ" (2.12)

Desta forma, pela Eq.(2.12) tem-se o tensor tensdo é indiferente ao referencial.

Consideremos o caso particular do tensor unitario 1, o qual é definido

por a = la tem-se:

1=1"=QQ" = QIQ” (2.13)
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A Eq.(2.13) mostra que o tensor unitdrio, bem como qualquer tensor
isotrépico, é indiferente ao referencial. Combinando a Eq.(2.13) com a Eq.(2.12),
o tensor de tensao extra também vai ser indiferente pois, a soma de dois tensores

indiferentes também serd um tensor indiferente[Astarita e Marrucci, 1974].

™ =QrQ” (2.14)

Extendendo a analise para tensores cinematicos tais como o tensor gra-
diente de velocidade V(u) e o tensor taxa de deformagao D. Da definigao do tensor

V(u), tem-se:

V(u) = V(u)dX
V() = V(u)*dX* (2.15)

onde o vetor dX é um vetor geométrico e, portanto, indiferente.

dX* = QdX (2.16)

A partir da diferencia¢ao da Eq.(2.1), em relacdo ao tempo (t), equacao

essa que fornece a transformagao de uma mudanga de referencial:

0x*(X,t)‘ _Op(t)
ot X0t

X.0) |, 9Q()

9,
= Q)T Ix

[x(X,t) —o]  (2.17)
Da Eq.(A.10), interpreta-se que a Eq.(2.17) descreve a velocidade e que nao satisfaz
a Eq.(2.7), logo a velocidade nao é indiferente ao referencial e pode ser descrita como
segue,

X (X, 1) =u*(X,t) = Qx + p(t) + Q(x — o) (2.18)

Aplicando & Eq.(2.18), a regra da transformagao para uma velocidade

infinitesimal du dada por,
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du* = Qdu + QdX (2.19)

Considerando que Q e p nao sao campos, mas sim um tensor e um vetor fixo,
respectivamente (a mudanga de referencial dependente do tempo; é um movimento

de corpo rigido do referencial).

A translagdo do novo referencial p(t), ndo d4 nenhuma contribuigao
para a expressao de du®, embora contribua para u*. Na verdade, as diferencas
de velocidade (o conceito de velocidade relativa) sdo indiferentes a uma translagao

rigida sobreposta.

Combinando as Eqgs.(2.15 - 2.19), tem-se:
Vu'QdX = QVudX + QdX (2.20)

Logo, pode-se escrever,

vu* = QvuQ” + QQ” (2.21)

conclui-se que o tensor gradiente de velocidades nao é indiferente ao referencial.

Andlogo ao que é feito para o gradiente da velocidade na Eq.(??tensorvel),

tem-se, da transformacao do tensor taxa de deformacao D a partir de sua definigao:

D* = % (Vu* + vu')

(QVuQ” + QVu’Q” +QQ" +QQ”)
- QDQ” + ;QQT (222)

1
2

Sendo a derivada temporal do tensor unitario — ultimo termo da equagao — nulo,
mostrando que o tensor D ¢ indiferente ao referencial. Grande parte das equacoes
constitutivas sao obtidas utilizando-se os tensores apresentados acima, desta forma

sao, portanto, indiferentes ao referencial.

Por fim, devese levar em consideracao que, uma equacao constitutiva,

nao deve violar a segunda lei da termodinamica, onde para fluidos Newtonianos



42

basta atribuir um valor positivo para sua viscosidade para que a segunda lei seja
respeitada. Porém, para hipdteses constitutivas mais complexas a segunda lei da
termodinamica impoe restrigoes tanto para equacao de estado constitutiva quanto

da energia — ver discucao em de Souza Mendes et. al, 2013.

2.1 Classificagao do Comportamento de um Fluido

Os fluidos podem ser classificados de duas formas distintas que sao
ou através de sua resposta a pressao aplicada exteriormente ou através dos efeitos

produzidos sob a acao de uma tensao de cisalhamento.

O regime cujo critério leva em conta a pressao aplicada exteriormente
conduz aos chamados fluidos compressivel e incompressiveis, podendo depender ou
nao do volume de um elemento de fluido [Chhabra, R. P., 1999]. Enquanto que a
compressibilidade influencia as caracteristicas de escoamento de gases, os liquidos
podem normalmente ser considerados incompressiveis e sua resposta ao cisalhamento

que o determina.

Considerando-se 4 como a magnitude do tensor taxa de deformagao
[Slattery, 1999], bem como 4 = (2IIp)"/? = (2tr(D?))"/?, fez-se um estudo de
modelos que descrevem escoamentos de fluidos de fase tunica, solugoes e misturas
pseudo-homogéneas (a citar, suspensoes, emulsoes, dispersoes gas—liquido dentre

outros) que podem ser tratados como um processo continuo.

2.1.1 Os Fluidos Puramente Viscosos

As equagoes constitutivas particulares para o tensor tensao (T) baseiam-
se nos principios descritos no inicio deste capitulo. As tensoes sao resultantes de
movimentos oriundos dos componentes do tensor taxa de deformagao (D). Por néao

satisfazerem o principio da indiferenca ao referencial ao descrever o comportamento
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do tensor tensao, o vetor velocidade e o tensor vorticidade nao podem ser utilizados

para descrever o comportamento do tensor tensao [Slattery, J. C., 1999].

Desta forma, a chamada equacao constitutiva do material descreve o
modo como o tensor taxa de deformacao afeta o tensor tensao. Isto implica que,
para um dado escoamento, os componentes do tensor tensao devem ser proporci-
onais aos componentes do tensor taxa de deformacao. Um cldssico exemplo dessa
proporcionalidade é a chamada Lei de Hagen-Poiseuille [Landau et Lifchitz, 1971]
decorrente da equacao de Navier-Stokes, a qual relaciona a vazao volumétrica Q a
queda de pressao Ap ao longo do escoamento permanente em um tubo de raio r e

comprimento [, da seguinte maneira:

7riAp
= 2.2
< 164l (2:23)

A Eq.(2.23) expressa a propor¢ao direta entre a vazao volumétrica Q e
a queda de pressao Ap a qual é resultante de observagao experimental, sob regime
de escoamento laminar, para uma grande variedade de liquidos comuns com baixo

peso molecular, tais como agua e derivados leves de petréleo.

Em contra partida, diversos fluidos reais nao seguem o comportamento
predito pela Eq(2.23), pois apresentam uma dependéncia nao-linear de @ em Ap
sendo observada experimentalmente. Exemplos de materiais com este comporta-
mento dito nao-Newtoniano: suspensoes espessas, tintas, solugoes poliméricas e

polimeros fundidos.

Experimentalmente, tem-se, dos fluidos incompressiveis, que modelos
baseados na equacao constitutiva obtida por Reiner (1942) e Prager (1945) sao

satisfatérias na predi¢ao do comportamento de fluidos reais.

T = koI + kD + k,D? (2.24)
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onde os coeficientes k;, i = 1,2 e 3, sdo fungoes escalares do primeiro (Ip), segundo

(IIp) e terceiro (I1Ip) invariantes do tensor taxa de deformagao D, dados por:

Ip = tr(D) = divu (2.25)
IIp = %[112) — tr(D?)] (2.26)
IITp = det(D) (2.27)

Para os fluidos viscométricos, os quais baseiam-se na Eq.(2.24), a particula
material estd sujeita a uma deformacao cujo histérico é constante, nao levando em
consideragao os efeitos de memoria. Além disso, os escoamentos viscométricos sao
caracterizados por nao possuirem tensoes normais — considerando-se o termo linear
em D, pois sao escoamentos puramente cisalhantes. Os escoamentos viscométricos
sao os escoamentos em dutos fechados, escoamentos de Couette e os escoamentos

permanente em viscosimetro de cone e placa.

2.1.1.1 Fluido Newtoniano

Define-se a viscosidade dos fluidos Newtonianos como um meio da cons-
tante de proporcionalidade que relaciona o tensor tensao T ao tensor taxa de de-
formagao D [Slattery, 1999]. Isto implica que, para um dado escoamento, os com-
ponentes do tensor tensao devem ser proporcionais aos componentes do tensor taxa

de deformacao.

O modelo de fluido Newtoniano [Bird et al., 1987], obtido por uma
forma linear da relacao entre o tensor tensao e o tensor taxa de deformacao, pode

ser expresso da seguinte forma:
2 .
T=(—p-— M divu)I +2uD (2.28)

onde p é a pressao mecanica, p é chamada viscosidade do fluido, e o coeficiente

(2/3)pdivu é resultante da teoria dos gases monoatomicos rarefeitos [Bird et al.,
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1987]. A constante de proporcionalidade, p (ou a razao da tensao de cisalhamento
para a taxa de cisalhamento), o que é chamado de viscosidade newtoniana é, por de-
finigao, apenas independente da taxa de cisalhamento (%) ou tensao de cisalhamento

(1) e depende do material e da sua temperatura e pressao.

O grafico da tensao (7) versus a taxa de cisalhamento () para um
fluido newtoniano, é chamado de curva de escoamento ou reograma e €, portanto,
uma linha reta com um declive, p, e que passa pela origem; a constante y, caracteriza
completamente o comportamento de escoamento de um fluido newtoniano, para uma

temperatura e uma pressao fixa.

Assumindo-se a hipdtese de um material ser incompressivel, nao pode-
se definir uma pressao termodinamica do material [Astarita e Marrucci, 1974] e sim
um conceito de uma pressao hidrodinamica, onde esta origina-se a partir da pressao
hidrostatica desenvolvida quando o fluido encontra-se em repouso ou em movimento
de corpo rigido, ou seja, D = 0. Logo, pode-se definir o campo de tensao como

segue:

T = —pl (2.29)

Entretanto, quando o fluido escoa, a tensao pode ser abordada como a soma da

pressao hidrodinamica com uma componente viscosa:
T=—pl+7 (2.30)
onde 7" é o chamado tensor deviatério, ou seja, tr(7') = 0 e a pressao isotrépica

¢ definida como uma média dada por p = —%tr(T). Logo, a forma incopressivel é

dada como segue:

T = —pl + 21D (2.31)
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Alguns exemplos de fluido Newtonianos sao os gases, liquidos organicos,
solugoes simples de sais inorganicos de baixo peso molecular, e os sais de metais
fundidos. A Fig.2.1 apresenta o comportamento de um material Newtoniano a
partir de dados da taxa de cisalhamento versus a tensao de cisalhamento de um 6leo

de cozinha e um xarope de milho.
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Figura 2.1: Comparacao entre materiais para tensao versus a taxa de cisalhamento.

2.1.1.2 Fluido Newtoniano Generalizado

Para os escoamentos industriais de interesse, a mais importante propri-
edade dos fluidos macromoleculares é a viscosidade nao-Newtoniana, ou seja, o fato
da viscosidade do fluido variar com a taxa de cisalhamento. Para alguns fluidos, a
viscosidade pode variar de um fator de 10, 100 ou até 1000, ficando evidente que

estas enormes variacoes nao podem ser ignoradas em projetos de escoamentos no
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interior de dutos, problemas de lubrificacao, projetos de viscosimetros, operacao de

extrusao e cdlculos de processos poliméricos.

Consequentemente, o fato do primeiro empirismo introduzido é uma
modificagao na lei de Newton da viscosidade (Eq.2.31), a qual permite que a vis-
cosidade varie com a taxa de cisalhamento, os chamados fluidos Newtonianos ge-
neralizados (GNL). Entretanto, estes modelos nao descrevem os efeitos de tensoes

normais em cisalhamento ou a dependéncia no tempo dos efeitos elasticos.

Matematicamente, a partir da generalizacao anteriormente proposta
pela equagao constitutiva Newtoniana, (Eq.2.31), o modelo para um fluido Newto-
niano generalizado [Bird et al., 1987] é dado pela seguinte equacao constitutiva para

o tensor T,

T = —pI + 214,(¥)D (2.32)

onde a viscosidade aparente 7,,(7) ¢ uma funcdo de invariantes escalares do tensor

taxa de deformacao, D.

Se a viscosidade nao-Newtoniana 7,,(¥) a qual é uma grandeza escalar
depende do tensor D, entao, ela deve depender apenas de combinacoes particulares
dos componentes deste tensor, os quais sejam independentes do sistema de coorde-
nadas adotado (invariantes do tensor taxa de deformagao):

Tap(7) = (2:33)
Y
sendo 7 = (1/2tr(7%))"/? conhecida como a magnitude do tensor das tensdes de-

viatorias 7’. E conveniente, ainda, que se defina o tensor das tensoes deviatérias 7’

[Panton, 1996]:

7' =T + pI = 21,,(¥)D (2.34)
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2.1.1.8 Fluido Nao-Newtoniano

Um fluido ndo newtoniano que apresenta viscosidade aparente (1)
nao é constante a uma dada temperatura e pressao, mas ¢ dependente de condigoes
de escoamento tais como a geometria de fluxo ou taxa de deformacao, por exem-
plo. Por vezes, este fluidos dependem até do historico da cinematica do elemento
em consideracao. Esses materiais sao convenientemente agrupados em trés classes

gerais:

— Fluidos em que a taxa de deformacgao em qualquer ponto é determinada ape-
nas pelo valor da tensao extra em um determinado ponto em um de-
terminado instante; estes fluidos sao conhecido como independente da
historia da cineméatica do escoamento, puramente viscosos, nao elasticos

ou fluidos Newtonianos generalizados;

— Fluidos mais complexos para as quais a relacao entre a tensao extra e a taxa
de deformacao depende, além disso, da duracao do cisalhamento e da
histéria de sua cinemaética; eles sao chamados de fluidos dependentes

da histéria cinematica, e por fim,

— Substancias que apresentam caracteristicas de ambos os fluidos ideais e solidos
elasticos e que mostram recuperacao elastica parcial, apos a deformacao;

estes sao classificados como fluidos visco-elasticos.

Esta classificagao é arbitraria visto que a maioria dos materiais reais
exibem frequentemente uma combinagao de dois ou até das trés caracteristicas acima
elencadas. Geralmente, é, no entanto, possivel identificar a caracteristica dominante
do escoamento e tomar este como base para os calculos subsequentes do processo.
Além disso, é conveniente definir uma viscosidade aparente destes materiais como a

razao entre tensao extra e a taxa de deformacao, embora esta ultima razao seja uma
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fungao da tensdo extra ou da velocidade e/ou do tempo [R. P. Chhabra, 2008]. Na

sequéncia fez-se um estudo detalhado dessas classes de fluidos Nao-Newtonianos.

2.2 Comportamento de Fluidos Nao-Newtonianos Independentes da

Historia da Cinematica do Material

Fluidos independentes do tempo possuem uma taxa de deformagao em
funcao, exclusivamente, da tensao aplicada no ponto em estudo. Os principais flui-
dos Nao-Newtonianos os quais classificam-se como independentes do tempo sao os
fluidos pseudoplasticos, viscoplasticos e dilatantes. Estes fluidos estao ilustrados

qualitativamente na Fig. 2.2 que representa uma curva de escoamento mostrando

inclusive os fluidos Newtonianos.
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Figura 2.2: Os tipos de escoamentos independentes da historia da cinematica do

escoamento.



2.2.1 Fluidos Pseudoplasticos

O tipo mais comum de comportamento de fluido Nao-Newtoniano, in-
dependente do tempo observado é o pseudopléstico (ou também chamado de shear-
thinning), o qual é caracterizado por uma viscosidade aparente que diminui com o
aumento da taxa de cisalhamento. Tanto para muito baixas como para altas taxas

de cisalhamento, a maioria das solugoes poliméricas afinam e exibem um comporta-

mento Newtoniano, como mostrado na Fig.2.4.

— i — v — o a— - o

Inclinagdo = 1] L/
F

______ __/.Lo_ -__\___l

\ Viscosidade

Y/ Aparente

%

N =

N\
P '7/\<axa de

\

Cisalhamento

o7

Tensdo de Cisalhamento (escala log)

N

v -
Inclinagéo = 1
| |

CI’

|
!

102 101 10° 10 102

103 104

Taxa de Cisalhamento (s™)

Viscosidade Aparente (escala |0g)

Figura 2.3: Representacao do comportamento shear-thinning [R. P. Chhabra, 2008].

Desta forma, a partir deste grafico a viscosidade shear-thinning diminui

de pg para o a medida que a taxa de cisalhamento aumenta. Dados que englobam

uma ampla gama de taxas de deformacao suficiente para que se possa ilustrar este
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espectro completo do comportamento pseudoplastico sao escassos e dificeis de obter-
se [R. P. Chhabra, 2008]. Isso deve-se ao fato de que um tnico instrumento nao é
capaz, ainda, de ter simultaneamente a sensibilidade suficiente para captar, regioes
onde o cisalhamento é muito baixo e a robustez em altas taxas de cisalhamento de
modo que sao necessarios varios instrumentos para chegar a uma curva que descreva

tal comportamento.

2.2.1.1 Os Modelos Matemdticos para Fluidos Pseudopldsticos

Na literatura tem-se diversas formulacoes matematicas para modelar
as caracteristicas da pseudoplasticidade, sendo algumas delas tentativas diretas no
ajuste de curva, dando relagbes empiricas para a tensao de cisalhamento (ou vis-
cosidade aparente) como uma extensao da aplicacdo da teoria cinética para estado
liquido ou a teoria dos processos da taxa, etc. Na sequéncia desta secao serao apre-
sentados alguns modelos mais utilizados de viscosidade shear-thinning [Bird et ai,

1987 e 1976;. Carreau et al, 1997].

I - Modelo Power-law

A modelagem mais comum para fluidos Newtonianos generalizados é o
modelo Ostwald-de-Waele, ou mais comumente conhecido como modelo Power-law.

Neste modelo, a viscosidade aparente é dada por:

n(y) =mi"! (2.35)

sendo m o chamado indice de consisténcia e n o chamado indice Power-law onde
ambos sao determinados empiricamente. Analisando a Eq.(2.35), sen=1em = p,
este modelo reduz-se ao modelo Newtoniano para fluido incompressivel. No entanto
se, n < 1, o fluido ¢ dito pseudoplastico, ou shear-thinning, e se n > 1 o fluido é

chamado dilatante ou shear-thickening.
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Diversos materiais utilizados em problemas de engenharia, tais como
alimentos, tintas e polimeros, possuem indice de consisténcia menor que um, o que
acarreta que a viscosidade pode assumir infinitos valores em pontos onde a taxa de
cisalhamento ¢é nula, ou seja, quando 4 — 0, n — 0o e 0 mesmo acontece no caso de

n > 1 quando ¥ — oo [Slattery, 1999].

Embora o modelo Power-law ofereca a representacao mais simples de
comportamento pseudoplastico, ele apresenta deficiéncias. Geralmente, aplica-se ao
longo de apenas uma gama limitada de taxas de cisalhamento e, portanto, os valores
ajustados de m e n dependem da gama de taxas de cisalhamento considerados.
Além disso, o modelo nao prevé as viscosidades de cisalhamento que tendem a zero

e infinito, conforme mostra-se na Fig.(2.4).

A

Tensao de
Cisalhamento (Pa s)

Taxa de
Cisalhamento (s*)

Figura 2.4: Representacao do Modelo Power-law

Por fim, deve-se notar que as dimensoes do coeficiente de consisténcia

do escoamento, m., depende do valor numérico de n e, portanto, os valores de m nao
) b b )

podem ser comparados quando os valores de n, pois estem diferem. Por outro lado, o

valor de m pode ser visto como o valor da unidade da viscosidade aparente a taxa de
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cisalhamento e, por conseguinte, ird depender da unidade de tempo (por exemplo,
segundos, minutos ou horas) que serd empregada. Apesar destas limitagoes, este
modelo é um dos mais utilizados na literatura em aplicagés em engenharia mesmo
sabendo-se que cada fluido nao Newtoniano é tnico e a sua reologia necessita ser

avaliada diretamente.
II - Modelo de Carreau- Yasuda

O Modelo de Carreau-Yasuda [Bird et al., 1987], diferencia-se do modelo
Power-law, pois este é capaz de predizer viscosidades limites denotadas por 79 e
Mo € além disso é um modelo a cinco parametros que tem flexibilidade suficiente
para ajustar uma grande variedade de curvas experimentais, e mostra-se 1til para
a solucao numérica de escoamentos onde faz-se necessaria uma expressao analitica
para a curva de viscosidade nao Newtoniana. O modelo Carreau-Yasuda é dado por:

777(]07)_—7]:7:0 T M)“]n% (2.36)

sendo 7y a viscosidade Newtoniana quando v — 0 e a viscosidade Newtoniana 7
quando ¥ — oo, A é uma constante de tempo, n é o expoente Power-law e a é um
parametro adimensional que descreve a regiao entre a zona de taxa de cisalhamento
Newtoniana zero e a zona Power-law. Grande parte dos fluidos comuns (a citar,
fluidos alimenticios, solugbes poliméricas, etc) apresentam boas correlagoes para
a =2 e Ny = 0. Com isso, determinam-se experimentalmente os parametros 7y, A
en. A Eq.(2.36) com a = 2 representa o dito modelo de Carreau, desenvolvido por

P. J. Carreau (1968), pois a variacao deste parametro é acrescida por Yasuda, 1981.

Adimensionalizando-se o tensor de tensoes deviatdrias 7/, chega-se em:

n—1

7' = 2(Noo + (M0 = 100) [1 + (A)?] 2 )D (2.37)
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Os parametros adimensionais, bem como as constantes sao adimensionalisadas da

seguinte forma:

oo . yL L DL
ro Mo : *:L;T*:—T ;DY = — (2.38)
10 = 7o Uso (10 — 7o) Uoo U,
Logo, o modelo de Carreau adimensional pode ser expresso como segue:
n—1
™ =2(n*[1+ (Wiy*)*] * )D* (2.39)

onde Wi é o numero adimensional de Weissenberg [Weissenberg, 1947], dado por:

U
= A\— 2.4
Wi=\ 7 (2.40)

Com isso tem-se que um fluido que apresenta o comportamento da
equacao de Carreau pode ser caracterizado por trés parametros adimensionais n e
Wi, enquanto que (19 — 7o) é utilizado na caracterizacao do nimero de Reynolds

do escoamento.

2.2.2 Fluidos Viscoplasticos

O fenomeno da viscoplasticidade é caracterizado pela presenca de uma
tensao inicial de escoamento (yield stress), denotada por 75. A definigao usual de um
fluido viscoplastico é de um material que possui uma tensao limite de escoamento o
qual abaixo desta tensao, embora exista uma faixa de tensoes em torno desta tensao
limite de escoamento aparente em que as propriedades mecanicas mudam drastica-
mente, o material apresenta pequena e continua deformacao quando submetido a

tensoes.

De acordo com de Souza Mendes e Dutra, 2004, uma definicdo mais
realista para este tipo de material seria a de um material que, quando submetido
a baixas tensoes de cisalhamento (valores abaixo de 7g), apresenta comportamento

de uma fluido extremamente viscoso, no entanto, para o valor da tensao limite de
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escoamento, este fluido experimentaria uma queda brusca em sua viscosidade e pas-
saria a se comportar como um fluido puramente viscoso sendo que, acima da tensao
de limite de escoamento aparente, a maioria dos fluidos apresentam um comporta-
mento Power-law dependente da taxa de cisalhamento [Barnes, 1999]. Exemplos
comuns de comportamento fluido viscopldstico (ver Fig.(2.4)) incluem suspensoes

de particulas, emulsoes, alimentos, sangue e lamas de perfuragao, etc.

2.2.2.1 Os Modelos Matemdaticos para Fluidos Viscopldsticos

I - Modelo de Herschel-Bulkley

O modelo mais comum no ajuste de dados experimentais de materiais
viscoplastico é a equacdo de Herschel-Bulkley [Bird et al., 1987], que utiliza trés
parametros reoldgicos — a saber, a tensao limite do material 7y, o seu indice de con-
sisténcia K e o seu indice de Power-law n. Sua expressao da tensao de cisalhamento

7 é dada por,

T=T1+KY" se 7>

=0 se 7<Ty (2.41)

Pode-se observar na Eq.(2.41;), que para n = 1, o modelo reduz-se ao fluido de

Bingham:

T=To+ Yy S€ T2>Tg

=0 se 7T<Ty (2.42)

onde y, é a chamada viscosidade plastica. As Eqgs. (2.41) - (2.42) predizem uma
viscosidade infinita no limite quando a taxa de deformacao tende a zero. Para indice
Power-law menor que um, n < 1, o modelo de Herschel-Bulkley prediz um material
viscoplastico onde sua viscosidade apresenta comportamento pseudopléstico (shear-

thinning), isso implica em uma dependéncia nao linear da viscosidade com a taxa
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de deformagao do material, na qual a viscosidade diminui com o aumento da taxa

de deformacao.

Porém, quando o indice Power-law for maior que um, n > 1, o material
escoa como um fluido dilatante (shear-thickenning), para o qual a viscosidade au-
menta com o aumento da taxa de deformacao. Para o modelo de Herschel-Bulkley

a fungao viscosidade aparente é obtida a partir da Eq.(2.414),
n(y) = Z = E + K" se > 1 (2.43)
Y Y

¥y=0 se 7<T (2.44)

O dominio do escoamento apresenta duas regioes distintas em fungao
do material, pois precisa de uma tensao minima para comecar a escoar; Sao as
regioes escoadas (yielded regions), nas quais a tensao é maior que a tensao limite
de escoamento, 7 > T, e as regides nao-escoadas (unyielded regions), nas quais a
tensao é menor que a tensao de escoamento, 7 < 7y, onde o material se comporta
como um corpo rigido, (4 = 0). Entre essas duas regides existe uma superficie de

transicao onde 7 = 71y, a chamada superficie de escoamento (yield surface).
I - A regularizacdo de Papanastasiou

A fim de utilizar simulagoes numéricas aplicando elementos finitos, é
proposto em Papanastasiou, 1987, uma funcao de Bingham regularizada, cujo obje-
tivo € de suavizar o termo da tensao limite de escoamento através de uma exponencial
na qual em seu argumento possui um parametro regularizador m. Quando m — oo,
a funcao de Papanastasiou aproxima-se do modelo de Bingham, porém com a grande

vantagem de possuir derivada continua para todo o dominio de 7. E expressa como:

7 = 10[1 — exp(—m|Y|)] + K4 (2.45)

onde o parametro m tem dimensao de tempo.
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Computacionalmente, o modelo regularizado de Papanastasiou é de
simples implementacao, visto tratar-se de uma equagao continua para tensao. No
entanto, o modelo nao preve superficies de escoamento bem definidas (7 = 75), uma
vez que ha escoamento nas regioes que nao atingem 7. Nelas, o material deixa de
ser um corpo rigido, para se comportar como um fluido Newtoniano escoando a alta
viscosidade. A partir da regularizacao da equacao constitutiva da tensao, pode-se

entao, definir a equacao da viscosidade regularizada:

. To .  n—

n(3) = 5[~ exp(=m)] + K5 ' (246)
Porém, com relacao a ¥ — 0 a regularizacao de Papanastasiou tendera

ao modelo Power-law, caindo nos mesmos problemas deste modelo, ou seja, as suas

assintotas; ja, para n < 1, quando v — 0 a sua viscosidade n — oo bem como,

quando ¥ — oo, n — 0.
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III - Fluido Viscopldstico SMD

Os modelos viscoplasticos classicos até entao discutidos, apresentam
dificuldades. No intuito de sana-las de Souza Mendes e Dutra, 2004, propuseram
uma nova funcao viscosidade viscoplastica cujo comportamento qualitativamente
¢ igual as demais fungoes de viscosidade viscoplasticas, apresentando um plato de
viscosidade alto, porém finito para baixas taxas de cisalhamento, seguido de uma
queda abrupta da viscosidade em 7 = 7y, que na sequéncia apresenta uma regiao
Power-law conforme mostra-se na Fig.(2.5). A fun¢ao SMD, escrita em sua forma

para tensao cisalhante, é dada pela seguinte equacao,

7 = [1 —exp(—no7y/70)|(70 + K4") (2.47)

10°
_ (nt =Int)

~ (ny,-hny) * 4

10°

107 k=X
10°

10t 1 y 10° 10° 107

Figura 2.5: Curva de escoamento do modelo SMD.
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A viscosidade 7, é a viscosidade definida para baixas taxas de cisalha-
mento, e é definida como a relagao entre a tensao e a taxa de cisalhamento, tomadas
na regiao onde 7 é menor que 75. De acordo com a Fig.(2.5), a tensao limite de
escoamento é representada pelo platd que ocorre em 73. O indice n é a inclinagao

da regiao Power-law no grafico log-log 7 x 4.

A principal e mais importante caracteristica deste modelo é que a funcao
viscosidade tende a um valor finito, 79, quanto ¥ — 0 ao contrario da a funcao
modificada de Papanastasiou, a qual preve uma funcao viscosidade infinita quando

4 — 0. Desta forma, pode-se escrever:

n(0) = lim ((10/70) exp (=noy/70))

| (10 + KA™) = 1o (2.48)
¥—0 1
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Figura 2.6: Curva de escoamento SMD para relagoes 1o /7.

Na Fig.(2.6) apresenta-se as curvas de escoamento SMD para diferentes

valores da relacao n9/m a qual é responsavel pela regularizacdo do modelo. Na

Fig.(2.7) apresenta-se a fungao viscosidade SMD andloga a fungao de Papanastasiou-

modificada, quando a relagao n9/m9 — oo, o modelo de Herschel-Bukley classico é

recuperado.
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Figura 2.7: A fungao viscosidade SMD para relagdes 1o/ 7.

Baseando-se no comportamento da funcao viscosidade SMD, de Souza
Mendes et al., 2007, introduz-se uma propriedade reologica adimensional ao modelo.
Quando 7 = 7, ha ocorréncia de um salto abrupto de diversas ordens de grandeza
na taxa de cisalhamento entre dois valores definidos, pelas Egs. (2.49) e (2.50), a
taxa de cisalhamento limite de escoamento e a taxa de cisalhamento no inicio da

regiao Power-law, respectivamente.

i=(2)" (2.50)
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Com isso, o nimero de salto adimensional J fornece uma medida relativa do salto

na taxa de cisalhamento que ocorre quando 7 = 7y, dado como:

. . n—1)/n
J = 71 .—70 . 7707'(5 )/

Yo o Kl/n

—1 (2.51)

onde, para n = 1, o parametro J torna-se independente de 7y, ficando reduzido a
J =mn9/K — 1, ou seja, a relagdo entre 1y e o indice de consisténcia K dada apenas

por J + 1.

2.3 Comportamento de Fluidos Nao Newtonianos Dependentes da

Histdéria do Material

Muitos materiais de interesse industrial apresentam comportamentos os
quais nao podem ser descritos por uma equagao reoldgica simples, como na Eq.(2.35).
Na pratica, as viscosidades aparentes podem depender nao somente da taxa de

cisalhamento, mas também do tempo no qual o fluido é submetido ao cisalhamento.

Quando determinados materiais, como por exemplo, suspensoes de ben-
tonita em &dgua, suspensoes de lama vermelha (fluxo de residuos provenientes da
industria de aluminio), pasta de cimento, 6leos brutos e determinados produtos ali-
mentares sao cisalhados a uma taxa constante, apés um longo periodo de descanso,
as suas viscosidades aparentes tornam-se gradualmente menores quando a estrutura

interna do material é progressivamente quebrada.

A medida que o numero estrutural de ligagoes capaz de ser discriminado
diminui, a taxa de variacao da viscosidade aparente com o tempo cai progressiva-
mente até zero. Por outro lado, com a quebra da microestrutura do material, a
taxa estrutural de ligagoes aumentam, de modo que, eventualmente, um estado de
equilibrio dinamico ¢ alcancado quando as taxas de acumulacao e de desagregagao
sao equilibradas. O comportamento fluido dependente da histéria da cinematica do

material divide-se em duas categorias: tixotropica e reopética, se for reversivel.
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2.3.1 Materiais com comportamento tixotréopico

Pode-se dizer que um material apresenta tixotropia quando sofrer ci-
salhamento, sob taxa constante, e a sua viscosidade aparente (ou a correspondente
tensao) diminuir com o tempo de cisalhamento, devido a ocorréncia de mudancas re-
versiveis na microestrutura do fluido — como pode-se observar na Fig.(2.8) para uma
suspensao de lama vermelha [Nguyen e Uhlherr, 1983]. Normalmente, na auséncia
do cisalhamento, a estrutura se reconstroi e o sistema volta a adquirir sua viscosi-
dade inicial [Cussot et al , 2002a]. Conforme Correia (2006), a curva de tixotropia
é similar a da pseudoplasticidade visto que a viscosidade aparente diminui com o
aumento da taxa de deformacdao. A curva da tixotropia vai diferir da curva da
pseudoplasticidade quando a viscosidade aparente nao depender apenas da taxa de

cisalhamento, mas também do tempo.
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Figura 2.8: Comportamento tixotrépico de uma pasta de cimento [R. P. Chhabra,

2008).

Se a curva de fluxo é medida num ensaio em que a taxa de cisalhamento
é progressivamente aumentada a uma taxa constante a partir de zero até um valor
maximo e, em seguida, diminui com a mesma velocidade para zero de novo, um
ciclo de histerese da forma mostrada na Fig.(2.9) é obtido; a altura, forma e area
fechada do laco de histerese dependem da duracao do cisalhamento, a taxa de au-
mento/diminuigao da velocidade de cisalhamento e a histéria passada da cinemética

da amostra.
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Figura 2.9: Comportamento esquematico da taxa de cisalhamento de um material

dependente do tempo — ciclo de histerese [Struble and Ji, 2001].

De um modo geral, quanto maior for a area fechada, mais forte é o com-
portamento dependente do tempo dos materiais. Assim, nenhum ciclo de histerese
é observado para fluidos independentes do tempo, isto é, a area fechada do laco,
neste caso, seria zero. A Fig.(2.10) apresenta o ciclo de histerese para uma pasta de

cimento a qual demostra o comportamento tixotrépico.
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Figura 2.10: Ciclo de histerese de uma pasta de cimento [R. P. Chhabra, 2008].

Além disso, em alguns casos, o colapso da estrutura por cisalhamento
é reversivel no sentido que, apds o cisalhamento ser interrompido, e aguardando-se
um periodo de repouso do material, é possivel que o fluido recupere (acumulagdo de
estrutura) o valor inicial de viscosidade, como pode ser visto na Fig.(2.11) para uma
locao patenteada. Neste caso, a queda da viscosidade é vista de aproximadamente
80 para 10 Pa s em cerca de 5 a 10 s quando é cisalhado em 4 = 100s~! e apds

cessar o cisalhamento, a viscosidade se acumula para quase o valor inicial em cerca

de 50 — 60 s.
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Figura 2.11: Degradacao e re-formagao da estrutura em uma logao corporal paten-

tiada [Schramm, 1994]

O fluido pseudoplastico o qual nao possui limite para escoar é fruto
do comportamento de um material tixotrépico imediatamente concluido — isto é o
material apresenta intervalo de tempo infinitamente rapido para o valor da viscosi-
dade inicial para um valor limite final desta viscosidade, ao passo que o escoamento
dilatante resulta do comportamento chamado de reopético o qual também imedia-

tamente concluido.

Os fluidos viscoplasticos poderiam ser tomados com comportamento
tixotropico, uma vez que possuem ’viscosidade infinita’ até que a tensao de escoa-
mento seja superada, que é quando essa viscosidade diminui e o material comeca a
escoar [Cussot et al, 2002b]. Na literatura o comportamento tixotrépico e reopético

é discutido em Tanner, 1988, onde é feita a distin¢ao destes comportamentos através
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da introducao do termo ’corpo falso’. Este termo refere-se ao verdadeiro material
tixotrépico, sob a influéncia de altas tensoes de deformacao, romper-se completa-
mente e comportar-se como um liquido, mesmo a pds cessar a tensao aplicada, até
que se atinja o tempo necessario para que o material se reestruture. Os materiais de
‘corpo falso’ nao perdem suas propriedades sélidas completamente e podem exibir

uma tensao de escoamento, embora esta possa ser reduzida.

Outros exemplos de materiais que apresentam um comportamento ti-
xotropico incluem suspensoes concentradas, laponite e argila bentonitica, emulsoes,
fluidos de perfuracao, 6leos brutos de cera, solucoes de proteina e alimentos, etc

[Barnes, 1997].

2.3.2 Materiais com comportamento reopético

Os poucos fluidos em que a viscosidade aparente (ou a correspondente
tensao de cisalhamento) aumenta com o tempo de cisalhamento sdo chamados de
reopéticos. Mais uma vez, os efeitos de histerese sao observados na curva de es-
coamento, porém para este caso de forma invertida, quando comparado com um

material tixotropico — ver Fig.(2.9).

Num fluido reopético, a estrutura acumula-se por cisalhamento e quebra
quando o material encontra-se em repouso. Por exemplo, em Freundlich Juliusbur-
ger,1935, onde estes utilizaram uma pasta de gesso aquoso a 2% em que apds a
agitacao, o material se re-solidificou em 40 min quando colocado em repouso, mas
apenas em 20s, se o recipiente é rolado suavemente nas palmas das maos. Isso
indica que o movimento de cisalhamento suave (laminagao por exemplo) facilita a

acumulaca da estrutura mas o movimento mais intenso a destroi.

Desta forma existe um ponto critico de cisalhamento para além do qual

a re-formacao da estrutura nao é induzida, porém o colapso ocorre. Nao é raro a
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mesma dispersao mostrar tanto a tixotropia como a reopetia, dependendo da taxa

de cisalhamento e/ou da concentracao dos sélidos.

Na Fig.(2.12) apresenta-se o surgimento gradual do comportamento
reopético em um poliéster saturado a 60°C [Steg e Katz, 1965]. Comportamento
semelhante também é relatado com suspensoes de oleato de amonio, suspensoes
coloidais de pentéxido de vanddio, com taxas de cisalhamento moderada [Tanner,
2000],Jamas de dguas de carvao [Keller e Keller Jr, 1990] e solugdes de proteina

[Pradipasena e Rha, 1977].
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Figura 2.12: Formagao do comportamento reopético em um poliéster saturado [Steg

e Katz, 1965]

A grande incidéncia de materiais com o comportamento tixotropico em

vérios ambientes industriais [Mewis, 1979; Barnes, 1997;. Mujumdar et al, 2002]
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aumentaram significativamente os esfor¢os em estuda-los no intuito de desenvolver

relagoes constitutivas para o comportamento tixotrépico [Mujumdar et al, 2002].

Em termos gerais, a maioria dos modelos disponiveis atualmente sao
baseados em trés abordagens distintas, que sao o continuo, o micro-estrutural e
a cinética estrutural. Dentro da abordagem do continuo, equagoes constitutivas
existentes (como os modelos de Bingham, Herschel-Bulkley e Reiner-Rivlin) sao
modificadas nas funcoes de viscosidade, elasticidade, etc, onde estas sao reescritas

dependentes do tempo.

Porém, nao é simplista a relagao entre os modelos fisicos subjacentes
0s quais sao responsaveis pelas modificagoes na estrutura do material quando este
é cisalhado e também para a posterior formacao da estrutura do material quando

este é colocado em repouso, esse ultimo trata-se do caso reopético reversivel.

Os modelos baseados na analise da micro—estrutura necessitam de um
conhecimento detalhado das forgas inter—particulas raramente disponiveis para siste-
mas reais encontrados em aplicacoes de engenharia, limitando seriamente a utilidade
dessa classe de modelos. Os modelos baseados em consideragoes cinéticas estruturais
contam com o valor de um parametro escalar, A\, que varia de zero (o que corres-
ponde a estrutura completamente colapsada) para a unidade (denotando o outro

extremo de uma completa formagao da estrutura).

Esta familia de modelos consiste em duas equacoes: a primeira equacao
conecta a tensao de cisalhamento a taxa de deformacao para valores fixos de A. A
segunda equacgao descreve a variagao com o tempo de A, semelhante a uma reagao
quimica reversivel. Discussoes mais detalhadas sobre os méritos e deméritos de tais
abordagens estao disponiveis na literatura [Mujumdar et al, 2002;. Dullaert e Mewis,

2005, 2006; de Souza Mendes e Thompson, 2012].

Apesar dos recentes avangos dos métodos de previsao e na compreensao

geral, um tratamento unificado para a tixotropia ainda nao estd formulada. Na
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verdade, devido a complexidade do assunto, as suposicoes feitas apenas por questoes
de simplicidade, em vez de baseadas em argumentos fisicos, abundam nos modelos

atualmente disponiveis na literatura.

Como resultado, a capacidade preditiva desses modelos é bastante res-
trita. Em de Souza Mendes, 2011, é proposta uma nova abordagem para a modela-
gem mecanica de materiais viscopldsticos que possuem comportamento tixotrépico.
O modelo mecanico emprega uma equagao viscoelastica para o campo de tensao e

uma equagcao evolutiva para o parametro de estrutura.

Além da curva de escoamento do material, ele é capaz de predizer esco-
amentos reométricos transientes, como mudancas stubitas da taxa de cisalhamento,
devido a construgao e/ou destruigao da estrutura do material, alteragbes abruptas
no campo de tensao, dado as bifurcagoes da viscosidade, e testes oscilatorios. No

mais, o modelo é indiferente ao referencial e aplicavel a escoamentos complexos.

Visto o modelo elasto-viscoplastico tixotrépico empregado neste traba-
lho basear-se em uma equacao viscoelastica de tensao - uma versao modificada da
equacao de Oldroyd-B - cuja viscosidade é descrita por uma funcao viscosidade vis-
copléstica regularizada - a saber, a funcao viscosidade SMD proposta em de Souza
Mendes e Dutra, 2004 - faz-se por bem introduzir uma breve revisao, além do com-
portamento puramente viscoplastico o qual ja fora apresentado, do comportamento

viscoelastico.

2.3.3 Fluidos Viscoelasticos

Os materiais viscoelasticos apresentam comportamento reolégico de so-
frerem, simultaneamente, deformacoes elasticas e viscosas. As deformacoes elasticas
sao reversiveis sofridas por um corpo sob tensao. Porém, ao cessar essa tensao o

corpo retorna a sua configuracao de forma e volume inicial. A energia de deformacao



72

é recuperada quando a tensao aplicada ao material cessa e este é o comportamento

tipico de muitos solidos.

Considerando-se a deformacao proporcional a tensao aplicada — A cha-
mada Lei de Hooke, a razao entre tensao e deformacao é dada pelo modulo de elas-
ticidade ou médulo de Young. As deformagoes viscosas sao deformagoes continuas
e irreversiveis sofridas pelo material enquanto submetido a uma tensao de cisalha-
mento. A propriedade que relaciona a taxa de deformacao do corpo ao cisalhamento
chama-se viscosidade. Um material viscoso ideal nao é capaz de sustentar uma
tensao cisalhante, dissipando a energia de deformagao sob a forma de calor, como
é o caso de muitos fluidos. A descricao do comportamento viscoelastico dos mate-
riais é feita através de equagoes diferenciais que combinam trés termos, a saber, a

deformacao elastica, a taxa de deformagcao viscosa e um termo inercial de aceleracgao.

A tensao total é dada pela soma das tensoes parciais de cada termo e o
desenvolvimento tedrico da viscoelasticidade é feito apartir da combinagao em série

ou em paralelo dos modelos idealizados.

Fluidos viscoelasticos:

Os polimeros sao materiais que apresentam comportamento viscoelastico
com ampla aplicagao: plasticos, tinta e fluido de perfuracao na industria
do petroleo.

Sélidos viscoelasticos:

Algumas borrachas, silicone e argilas apresentam este comportamento.

2.3.3.1 FEquacgdo Constitutiva de Mazwell Convectado Superior (UCM)

Para fluidos do tipo viscoelastico, o modelo diferencial mais simples
para ser usado em sua modelagem é o chamado modelo constitutivo de Maxwell Con-

vectado Superior (UCM), usado amplamente por sua facilidade de implementagao
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numérica. Basicamente o modelo consiste na combinagao em série de elementos que
representam um comportamento reoldgico ideal que sao uma deformacao elastica

Hookeana e um escoamento viscoso Newtoniano, conforme a Fig. (2.13),

L
™

AN

A

A
A

Figura 2.13: Representagao esquematica do modelo de Maxwell

Segundo a Fig.(2.13) o elemento Hookeano pode ser representado fisicamente por

uma mola e matematicamente pela seguinte expressao:
TH = G’Y H (252)

onde 7y é a magnitude da tensao Hookaniana, G é o médulo de elasticidade e vy é
a deformacao elastica. A representacao do elemento Newtoniano é dada fisicamente

por um amortecedor e matematicamente por,
™ = 1N (2.53)

Na Eq. (2.53), a viscosidade do fluido é constante e 5 é a taxa de deformagao

viscosa. Para o modelo de Maxwell, a tensao é igual em ambos os elementos, e a



74

deformacao total é dada pela soma das deformagoes de ambos elementos,

T=7Tyg =1TN (2.54)

Y=+ N (2.55)

Diferenciando a Eq.(2.55) com relagao ao tempo, obtém-se,

. Tg TN
= =4 — 2.56
=gt p (2.56)

Da Eq.(2.55), tem-se que a tensdo é igual em ambos os elementos, dai pode-se
concluir que,
T+ L=y (2.57)
G
A razao entre a viscosidade e o médulo de elasticidade & que emerge
da Eq.(2.57) é chamada de tempo de relaxacao do material, 61, e tem dimensao de

tempo. Desta forma a Eq.(2.57) é indiferente ao referencial e o modelo de Maxwell

convectado superior para regime permanente é expresso por:
T+0LT=ny (2.58)

com a derivada 7 dada por

0
F= 8_725- + (V7r)u — (Vu)r — 7(Vu)” (2.59)
A tensdo T, conforme a Eq.(2.58), vai depender da taxa de deformacao
4 e de uma variacao no tempo e devido a isso o modelo de Maxwell ilustra o compor-

tamento reoldgico de um fluido viscoeldstico. Em geral, para uma histéria de tensoes

constantes, ou seja, quando ¥ = 0, a Eq.(2.58) reduz-se ao modelo Newtoniano,

T =0y (2.60)
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2.3.3.2 FEquacao Constitutiva de Oldroyd-B

Se combinado em paralelo o modelo de Maxwell convectado superior
com o modelo Newtoniano, tem-se como resultado uma equacao diferencial do tipo
Jeffreys, mais particularmente no modelo Oldroyd-B. O mesmo abrange os casos em
que um fluido viscoelastico, obedecendo a relacao de Maxwell, é misturado com um
fluido regulado pela lei de Newton, correspondendo a situagao em que um polimero
viscoelastico com viscosidade 7, ¢ diluido em um solvente Newtoniano viscoso com

viscosidade ns. A equacao constitutiva de Oldroyd-B ¢ definida como:
7+ 0,7 = 2n(D(u) + 6,D(u)) (2.61)

onde 65 é o tempo de retardo do fluido, maior ou igual a zero e menor que o tempo

de relaxacéo 61, e D a derivada convectada superior do tensor taxa de deformacao,
. 0D T

D= v + (VD)u — (Vu)D — D(Vu) (2.62)

O analogo mecanico para o modelo de Oldroyd-B é equivalente a um

sistema com um amortecedor e uma mola ligados em série, onde este sistem,a em

séria é conectado em paralelo com um amortecedor, conforme ilustrado na Fig.(2.14).

N

MWW o

NN

Figura 2.14: Anélogo mecanico para o modelo de Oldroyd-B

A viscosidade 1 é dada pela soma da viscosidade do solvente Newtoniano 75 com a

viscosidade do polimero elastico 7,;
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N ="s+Ne (263)
Além disso, as relacoes para ¢, e #5 sao dadas como:

Te Ns
0 = = 0y = 0 2.64
e ST (2.64)

Por fim, o tensor extra de tensao total 7 pode ser expresso como a soma
da contribuigao do solvente Newtoniano, 7 = 2n;D(u), com a parcela viscoeléstica,
T., OU seja, T = T, + T., onde T, satisfaz a equacao constitutiva de Maxwell

convectado superior,

Te + 017 = 2n.D(u) (2.65)
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3 MODELAGEM MECANICA DE ESCOAMENTOS DE
MATERIAIS ELASTO-VISCOPLASTICOS COM
COMPORTAMENTO TIXOTROPICO

3.1 Modelagem Mecanica

3.1.1 As Equacgoes de Conservagao

As equacoes de conservacao utilizadas sao as equacoes da continuidade
(A) e do movimento (A), respectivamente. As grandezas e operadores diferencias
nestas equagoes sao descritos espacialmente, ou seja, sao funcoes da posicao espacial
x que uma particula fluida ocupa ao longo de sua trajetéria, para um dado instante
de tempo arbitrario . Por simplicidade e clareza, porém sem perda de generalidade,
esta descricao é omitida nas equagoes apresentadas ao longo deste Capitulo. Desta
forma, considera-se um dominio aberto 2 € R?, delimitado por um limite poligo-
nal I' em que um fluido incompressivel escoa sem efeitos de inércia e em regime

permanente:

divu(x,t) =0 em ) (3.1)

0 =divT(x,t) + F(x,t) em Q (3.2)

onde T é o tensor total de tensoes e F é o tensor das forcas que atuam no corpo.
O campo total de tensoes, para um fluido incompressivel, pode ser escrito como um

tensor isotrépico arbitrario decomposto da seguinte forma:
T =—pl (3.3)
onde p é uma pressao média definida como p = —%trT e I é o tensor unitario.

Considera-se o fluido escoando, pode-se dizer que a tensao total definida pela Eq.(3.3)

é dada pela soma da pressdo média (p) com uma componente viscosa:
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T=—pl+r (3.4)

onde 7 é o tensor extra de tensao.

Substitui-se a Eq.(3.4) na equagdo do movimento Eq.(3.2) e considera-
se que as forgas que atuam no corpo é o produto entre a densidade p e o vetor

gravitacional g, tem-se:

0 =div(—pI+7T) + pg em )
0 = div(—pI) + div(T) + pg em Q

0 =—-Vp+divr + pg em () (3.5)

3.1.2 O Modelo Constitutivo Aplicado

O modelo constitutivo aplicado nesta tese é o modelo recentemente
proposto em de Souza Mendes, 2011, para materiais estruturados, o qual é capaz
de prever o comportamento tixotrépico, viscoelastico e de cedéncia dos materiais
(yield). Este modelo é composto por duas equagoes diferenciais, sendo uma equagao
viscoeldstica para o campo de tensao e outra evolutiva para o parametro de estrutura

do material.

No caso de um modelo que se aplique a materiais tixotrépicos, além do
uso do andlogo mecanico, Fig.(3.1), na construgdo do modelo, faz-se necesséria a
premissa da existéncia de uma microestrutura a qual o fendémeno possa ser descrito

por um tnico parametro escalar [de Souza Mendes, 2011].

Desta forma, na literatura o parametro escalar chama-se A [de Souza
Mendes e Dutra, 2004; de Souza Mendes 2007, 2009 e 2011 e Fonseca et al. 2013] e,
por definigao, varia de 0 a 1, sendo que quando este parametro assume valor igual a
0 tem-se que o material estd em um estado completamente desestruturado e quando

igual a 1, completamente estruturado. Desta forma, este andlogo mecanico anteri-
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ormente apresentado corresponde ao modelo contitutivo viscoelastico de Oldroyd-B
exceto que neste modelo tanto o médulo de elasticidade quanto a viscosidade estru-

tural sao tomados como fungoes do parametro de estrutura .

Assim, a formulacao para a equacao que determina o campo de tensao
é dada por uma equagao diferencial para a tensdo 7 a partir da Fig.3.1 onde, G4(\)
é o médulo de elasticidade da microestrutura, ns(A) é a viscosidade estrutural — cuja
funcao descreve a parcela puramente viscosa da microestrutura do material — e 7,
é a viscosidade para o estado totalmente desestruturado do material. Ainda estao
relacionandas a este analogo a deformacgao elastica 7., quando a microestrutura é
submetida a uma tensao 7, a deformacao viscosa 7, e a deformacao total v que é a

soma de Y. € y.

YE yV

/] ®
4
/ G,(A) ns(A)
/
Z
Mo

Y

Figura 3.1: Andlogo mecanico para o modelo de Jeffreys [de Souza Mendes, 2011]

Acrescenta-se que, além da curva de escoamento do material — conforme
apresentado em de Souza Mendes 2009, este modelo é capaz de predizer escoamentos
reométricos transientes, como mudancas subitas da taxa de cisalhamento, devido a
construgao e/ou destruicao da estrutura do material, alteragoes abruptas no campo
de tensao devido as bifurcacoes da viscosidade e testes oscilatérios. No mais, o

modelo ¢ indiferente ao referencial e aplicavel a escoamentos complexos.
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O tensor extra de tensdo (7) que emerge na Eq.(2.61) é governado
pela equacao Oldroyd-B modificada de modo que os tempos de relaxacao 0;(\) e
retardo 65(\) do material e a viscosidade estrutural 7ns(\) sdo fungoes do nivel de
estruturagao da microestrutura do material (A) [de Souza Mendes, 2011] dada como
segue,

T 4+ 0, (\)F = 2n,(\)(D(u) + 6, (A\)D(u)) em ) (3.6)

onde, D(u) = (Vu + Vu®) ¢ o tensor de deformacéo, e a derivada convectada
superior do tensor extra de tensao viscoeldstico (7), bem como a derivada convectada

do tensor de deformagao (D), sao regidos pelas Egs. (2.59)-(2.62), respectivamente.

O tempo de relaxacao do material #; e o tempo de retardo 6y, sao

descritos, respectivamente, pelas fungoes do parametro de estrutura (),

_ UES ns(A)

Noo Moo
%N = (1 - nsm) & (38)

onde, a viscosidade estrutural n5(\) e o médulo eldstico estrutural G¢(\) sdo expres-

sos, respectivamente por

Gy(\) = Goexp [m (; _ 1)} (3.10)

nas quais Gg e 19 sao, respectivamente, o modulo de elasticidade e a viscosidade
para o material totalmente estruturado (A = 1) e 75, a viscosidade para um material
totalmente colapsado (A = 0); m é uma constante adimenssional positiva que regula

a sensibilidade do nivel de estruturagao, Gs.
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O modelo vale-se de duas equacoes diferenciais, uma viscoelastica para
o campo de tensao e outra evolutiva para o parametro de estrutura do material. A
equacao de evolutiva é expressa pela derivada material Lagrangeana do parametro
de estrutura do material, a qual, para os escoamentos permanetes Eulerianos consi-

derados nesta Tese, assume a seguinte expressao:

. 1 / A
A=u-V\= - (1—=X)— (1= Xy(T)) (Aeq(T/)):| em Q (3.11)

na qual A é a derivada material de A em relacao ao tempo, A, é o parametro de
estrutura para a microestrutura em equilibrio e 7 é a intensidade do tensor total
deviatério definido por T' = T — %(trT)I = T + pl, onde a parcela deviatéria do

tensor total é dado por:

T = B tr (T’2>]é - E tr (r - étr(T)I) T (3.12)

Do ponto de vista Euleriano, o lado esquerdo da Eq.(3.11) representa o
transporte convectivo do nivel de estrutura do material e o seu lado direito a taxa

liquida de construcao e colapso de sua microestrutura.

O parametro t., que surge na Eq.(3.11) é o tempo (caracteristico) que
a microestrutura leva para passar de um estado de equilibrio ao outro. Note que
da Eq.(3.11), se o tempo de equilibrio (¢.,) ¢ uma escala de tempo para o processo
de construcao da microestrutura, nao o é para seu processo de colapso. Em outras
palavras, o que aciona a quebra da microestrutura é o nivel de tensao 7, a qual uma
vez destruida levara t., segundos para se reconstruir caso o novo nivel de tensao

alcancado permanega invariante.
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Comentdrios :

. Da Eq.(3.11), tem-se importantes implicagdes na fisica do fendmeno tixotrépico.
Quando t., tende a zero, tem-se que da Eq.(3.11) que A — co. Este
valor assintotico representa o comportamento de um material elasto-
viscopldstico sem efeito tixotrépico, visto sua microestrutura mudar
instantaneamente de um estado de equilibrio a outro quando o nivel de

tensdo nao é alterado.

II. Quando tem-se que as taxas de construcao e colapso da microestrura sao
idénticas — ou seja, quando esta atinge um estado de equilibrio para
um dado nivel de tensdo — obtém-se, da Eq.(3.11), que A= 0. Em ou-
tras palavras, a microestrutura nao mais altera seu equilibrio a menos

que o nivel 7 seja alterado novamente.

II1. Para os valores assintéticos do parametro de estrutura —a saber, A - 0e A — 1
— tém-se influéncia direta nos valores tanto da viscosidade e médulo de
elasticidade estruturais, como nas proprias definicoes dos tempos de
relaxacao e retardo, #; e 6. Para o caso de um material totalmente

estruturado (A — 1) as Egs.(3.9) e (3.10) assumem os valores
ns(A —= 1) = no (3.13)
Gs(A—1) = Gy (3.14)

IV. De forma analoga, pode-se dizer que quando o material esta totalmente deses-
truturado, (A — 0), sua viscosidade (Eq.(3.9)) e médulo de elasticidade
(Eq.3.10)) valem

Ns(A = 0) = 7o (3.15)

Gs(A —0) = oo (3.16)
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Substitui-se, agora, os valores assintéticos nas defini¢oes dos tempos de
relaxagao e retardo (Egs (3.7)—(3.8)) e obtém-se os respectivos valores
assintoticos para o material totalmente estruturado.

w0 = (1) daon - ) &

Mo — Mo \ "o o — Mo
— = —(3.17
Mo ) Go Go ( )

%Q%D:(L— mﬁ)>&£in

- (1 . "ﬁ) oo _ g, I (3.18)

)
- (1—77;"’) %’:o (3.19)

Moo UES
M”%QZO_%Q%m)@Q%m

_ (1 _ TL-o) Tee _ g (3.20)

Apartir das Egs.(3.19) e (3.20) a equagao viscoelastica de Oldroyd-B
(Eq.(3.6)) reduz-se ao modelo puramente viscoso viscoplastico regula-
rizado, pois seus termos elasticos associados as derivadas convectadas

superiores dos tensores 7 e D tornam-se nulos.

Do comentéario (I7), quando A = 0, as taxas de construcao e destruigao
tornam-se iguais e o parametro de estrutura assume um valor de equilibrio A = A,.
Assim, o parametro de estrutura em equilibrio (\.,) é uma fun¢ao do nivel da tensao

7 e pode-se obté-lo a partir da aplicagdo do logaritmo em ambos lados da Eq.(3.9),
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(3.21)

Na Eq.(3.21), 7eg(r) € a funcao viscosidade viscopldstica em equilibrio

dada pela curva de escoamento do material, apresentada na Fig.3.2, avaliada no

nivel de tensao (7).

T(Pa)
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—a ; : ; - : ; : . 0.01
1e-05 1 1e+05
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Figura 3.2: Curva de escoamento do material.

Entretanto, em escoamentos complexos como os entry flows de ex-

pansoes abruptas investigados numericamente neste Tese, as particulas mecanicas

nao mais percorrem trajetorias com A = 0, ou seja, elas cruzam regioes nas quais,

para um dado nivel de tensao, suas taxas de construcao e colapso deixam de ser

iguais, isto é A # 0. Portanto, como \ # Aeg bem como § # .4, na0 pode-se

mais utilizar a curva de escoamento para obté-los. Da curva de escoamento tem-se,

apenas, o valor de ., associado ao nivel de tensao 7 — ver Fig.3.2.
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Entretanto, as curvas de escoamento nao sao usualmente funcao de 7,
mas sim de ¥ o que implica em uma solugao iterativa — utilizou-se nas simulagoes

numéricas desta Tese o Método de Newton:

T = neq(;yeq);yeq (3'22)

Resolve-se, entao para Jeq,

T

B neq(’yeq) (3.23)

;Veq
Obten-se a raiz ¥, da Eq.(3.23) e determina-se 7., aplicando a lei de

viscosidade a baixo,

Teq(T) = o (3.24)

De posse do valor de 7,,(7) monta-se, para escoamentos complexos, o
termo da taxa de destruicao da Eq.(3.11), a partir do valor atrator de A (7) da
Eq.(3.21).

A fungao viscoplastica aplicada na Eq.(3.23) é a equagao regularizada

para materiais viscoplasticos proposta em de Souza Mendes, 2009.

: —10e T, Cn—
Neq(Yeq) = [1 — €Xp (L)} {—y + K’qu 1} + Mo (3.25)
Ty Veq

Esta equacao, inicialmente proposta em de Souza Mendes e Dutra, 2004,
sem a suposicao que, para altas taxas de deformacao, a viscosidade viscoplastica
assume um valor constante 7., ¢ adequada para descrever materiais com limite de
escoamento aparente 7, ou seja, abaixo de 7, o material escoa muito lentamente com
viscosidade 1y elevada, porém finita. Na curva de escoamento ilustrada na Fig.3.2,
40 € 71 marcam, respectivamente, o inicio do colapso da microestrutura do material

e o inicio de sua regiao power law,
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nas quais K representa o indice de consisténcia do material e n o seu coeficiente

Power law.

3.1.2.1 FEsquema EVSS - FElastic Viscous Stress Split

No codigo de elementos finitos aplicado nesta Tese, fez-se usono es-
quema EVSS, a fim de obter melhor convergéncia nas simulagoes numéricas. Com
base na Fig.(3.1)— o tensor de tensdo extra (7)é dividido em uma parcela pura-
mente viscosa newtoniana, denominada 79 € uma parcela viscoelastica denominada
71 onde, esta ultima é descrita pelo modelo de Maxwell convectado superior (UCM),

este é o chamado esquema EVSS.

T=T1+T2

A parcela viscosa newtoniana, definida por 79 = 21,,D(u), é introdu-
zida na equacao do movimento de forma a deixa-la coerciva, visto que, da forma
como é definida na Eq.(3.6), ela contém apenas operadores diferenciais de primeira
ordem. J& sua parcela viscoeldstica, que passa a ser tratada apenas por (7), segue

, portanto, a equacao de UCM.

T+ 91%1 = QT]SD (326)

De acordo com o analogo mecanico, elevados valores de 7, combinados
com um valores finitos de G5 implicam o comportamento de um sélido viscoelastico,
com um tempo de retardo igual a 1, /Gy; por outro lado, elevados valores de G5 com-

binados com valores finitos de 7, implica o comportamento de um fluido puramente

ViScoso (1, = Ns + Noo)-
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Também da Fig.(3.1) conlui-se que:

Ve + Vs =7 (327)

ou ainda as suas derivadas materiais,

7@ + '75 - 7 (328)

Enfatiza-se que a deformacao elastica é relacionada a 7 — que é a mag-

nitude do tensor extra de tensao 7, dada por:

T = Gs(Ve — Yem) (3.29)

onde, Y., € o estado de configuracao natural do material. Porém, por hipétese 7.,
¢ devido exclusivamente a mudangas na microestrutura do material, ou seja, A = 0
implicando em G5 = 0 e 7., = 0. Logo, as mudancas de 7, sao unicamente devido

as mudancas de 7 e desta forma tem-se:

-
Y= (3.30)

S

e aplicando, portanto, o esquema EVSS ao tensor de tensao extra, reescreve-se as

equagoes de conservacao (Eq. 3.5) da seguinte forma:

divu=0 em
0=-Vp+div(ri +712) +pg em
(3.31)

Substitui-se o valor de 79 = 27,,D(u) e denotando a parcela viscoeldstica do tensor

T apenas por T, reescreve-se o conjunto de equagoes que governam o problema, ou
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seja, as equacoes de conservacao, equacao viscoelastica de Oldroyd-B e a equagao

de evolucao do parametro de estrutura do material:

divu=0 em (3.32)

0= —Vp+divr + 2ndivD(u) + pg  em Q (3.33)
T+ 0,(\)F =2n,(A)D(u) em Q (3.34)
A=u-VA=1t,[(1-)) = f(7)\] emQ (3.35)

onde, o tempo de relaxagao estrutural 65(\) é definido por:

() -
o [ (5 1) )

6,(n) = =X :90( oo )

Mo — Moo

A maneira cléssica apresentada no inicio deste capitulo em que 7 é
dado pela Eq.(3.6) tem a desvantagem de nao segregar a parcela puramente viscosa
da tensdo extra (7), porém apresenta a grande vantagem de informar o tempo de
retardo do material () — o qual aplicado ao esquema EVSS teria que ser obtido

através do processo de pds processamento na Eq.(3.18),

_ M
0= 50, (3.37)
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4 MODELAGEM NUMERICA DE ESCOAMENTOS DE
MATERIAIS ELASTO-VISCOPLASTICOS COM
COMPORTAMENTO TIXOTROPICO

Nesta tese fez-se aproximacoes de elementos finitos para escoamento
de fluidos elasto-viscoplasticos com comportamento tixotropico através de uma ex-
pansao abrupta a fim de investigar o papel dos efeitos elasticos e tixotrépicos na
dinamica do escoamento. O modelo mecanico é aproximado por um método multi-
campos de Galerkin minimos quadrados (GLS), em termos do parametro de estru-

tura, tensao viscoelaslica, pressao e velocidade .

4.0.3 O Método de Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos (MEF) origina-se dos métodos variaci-
onais classicos e de residuos ponderados, onde estes 1ltimos sao baseados na ideia de
que a solugao de uma equagao diferencial representa-se por uma combinacao linear
de parametros e de fungoes selecionadas apropriadamente em todo o dominio do

problema [Reddy e Gartling, 1994].

O MEF é uma generalizac¢ao dos métodos, variacional cldssico (Rayleigh-
Ritz) e de residuos (minimos quadrados entre outros). Entretanto, para aplicar o
MEF, bem como as condicoes de contorno satisfeitas, deve-se representar o dominio
através de uma colecao de sub-dominios de geometrias simples para permitir a
geracao sistematica de fungoes aproximadas necessarias para a solugao do problema
por um variacional ou residuos ponderados. Este método, aproxima a solucao de
problemas de valor de contorno descritos tanto por equacoes diferenciais ordinérias
quanto por equagoes diferenciais parciais através da subdivisao da geometria do pro-
blema em elementos menores, chamados elementos finitos, nos quais a aproximagao

da solugao exata é obtida por interpolacao de uma solucao aproximada.
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Diversos problemas fisicos que sao encontrados nas ciéncias e nas en-
genharias e que sao descritos matematicamente na forma de equagoes diferenciais
ordindrias e parciais, valem-se do MEF. Algumas aplicacoes sao na analise de tensoes
e deformacoes, transferéncia de calor, mecanica dos fluidos e reologia, eletromagne-
tismo, etc. A solugdo exata usualmente é fruto de um método de solugao analitica
encontrada através de métodos algébricos e diferenciais aplicados a geometrias e
condicoes de contorno particulares. A aplicacao generalizada dos métodos analiticos
para diferentes geometrias e condigoes de contorno torna-se impraticavel ou até

mesmo impossivel a obtencao de solucoes analiticas exatas.

Com o advento do método de elementos finitos a determinacao de
funcoes de interpolacao para atender as condicoes de contorno, em nivel de ele-
mento discretizado, torna-se mais simples e mais sistemética [Reddy e Gartling,

1994].

Arbitra-se cada elemento de forma aproximada, com a condicao do
conjunto ou malha de elementos comportarem-se de forma semelhante ao continuo
original. O modelo de deslocamento do MEF arbitra o campo de deslocamentos
nodais, entao a interacao de componentes de tensao entre elementos adjacentes é

substituida pela interacao de forcas nodais entre elementos.

Desta forma, o equilibrio infinitesimal que considera-se no modelo ma-
tematico de meio continuo é substituido pelo equilibrio de cada elemento finito isola-
damente, trocando-se as equagoes diferenciais de equilibrio por equacgoes algébricas
de equilibrio do elemento como um todo. Destas equacoes algébricas escritas para
cada elemento, obtém-se o sistema de equacoes de equilibrio da malha de elemento.
Esse sistema global apds a introdugao das condigoes de vinculagao ao meio exterior
permite a determinagdo da solugdo em termos dos deslocamentos nodais [Assan,

2003 Soriano, 2003].
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4.0.8.1 Método de Galerkin e os Métodos Fstabilizados

O método de Galerkin é o método de elementos finitos mais utilizado
em uma vasta classe de problemas. Entretanto, para problemas de escoamentos
este método apresenta problemas os quais geram patologias numéricas em diversas

situacoes de interesse em engenharia.

Alguns deste problemas sao oscilagoes espurias, sobre todo o dominio
computacional, em problemas envolvendo operadores assimétricos, o que acarreta

em divergéncia nas aproximagoes de escoamentos advectivo-dominados.

Algumas propostas na literatura neste sentido como o refinamento da
malha - mesmo acarretando no aumento do custo computacional - ou ainda o de-
senvolvimento de novos elementos finitos e a aplicagao de regras de integragao nao
convencionais [ver, por exemplo, Malkus e Hughes, 1978; Crouzeix e Raviart, 1973],
manutencao da formulacao de Galerkin classica com uso de elementos nao confor-
mes, formulacdo com fungoes de interpolacao usuais isoparameétricas para visar
adicionar ao problema a requerida estabilidade. Esta tltima opcao trata-se dos cha-
mados meétodos estabilizados. A aplicacao do método de Galerkin na aproximacaos
das equagoes de Navier-Stokes incompressiivel apresenta duas grandes dificuldades.
A primeira delas é a necessidade de compatibilizar os sub-espacos de velocidade
e pressao, para satisfazer, dessa maneira, a chamada condicao de Babuska-Brezzi
[Babuska, 1973; Brezzi, 1974]. A segunda é a instabilidade inerente a esquemas
de discretizagoes centrais, que sao decorrentes da prépria formulacao de Galerkin
ou de esquemas de diferencas finitas na aproximacao de escoamentos advectivos

dominantes [Brooks and Hughes, 1982; Patankar e Spalding, 1972; Patankar, 1980].

Para os termos simétricos de adveccao, tem-se que o seu tratamento a
partir da formulacao de Galerkin, para o qual as funcoes teste e peso pertencem ao

mesmo espaco, ¢ uma fonte de instabilidade numérica para altos valores de Reynolds.
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Em Brooks e Hughes, 1982, fez-se um estudo dos métodos estabiliza-
dos como o método streamline-upwind/Petrov-Galerkin, ou, simplesmente, SUPG, o
qual consiste em uma formulagao de Petrov-Galerkin com fungoes peso descontinuas,
construidas através da adigdo de uma perturbacao (streamline upwind) - onde esta
atua apenas na direcao das linhas de corrente - as funcoes classicas do método de
Galerkin. O método SUPG possui elevada precisao, estabilidade e estimativas de
erro satisfatorias [Johnson et al., 1984] quando a solugao exata é suficientemente

regular.

A partir do método SUPG tem-se outros métodos, como o método
Galerkin minimos-quadrados (GLS), apresentado na literatura por Hughes et al.,
1986 na abordagem do problema de Stokes. O método GLS consiste na adicao de
termos dependentes da malha, ao método classico de Galerkin. Analogamente ao
SUPG, os termos de perturbacao sao construidos de forma a aumentar a estabilidade
da formulagao de Galerkin cléssica sem, contudo, prejudicar sua consisténcia, visto

que a solucao exata do problema satisfaz os residuos de Euler-Lagrange.

Por ser flexivel, a metologia GLS vem sendo amplamente aplicada em
problemas de fluidos, como apresentado nos trabalhos de Hughes e Shakib, 1988;
Franca e Hughes, 1988; Gresho, 1991; Franca et al., 1992; Franca e Frey, 1992;
Franceschini e Frey, 2003a; Franca e Hughes, 1993; Harari e Hughes, 1994.

Visto que nesta tese aplica-se a metodologia GLS, inicialmente faz-se
necessario apresentar os espacos funcionais para as varidveis primais do problema,

a fim que se tenha a regularidade pretendida:
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Ly(9) = {q| / £d9 < oo}
19(9) = {g € Lo() | / 4d2 = 0}

aUZ‘

HY(Q) = {v; € Ly(Q), ¥i | 5

€ L2(Q> ’ VZ,j}

J

Hy(Q) = {v; € HY(Q), Vi |v; =0, Vi em T} (4.1)

onde Ly(€2) define o espaco de Hilbert das fungoes quadrado-integréveis sobre o
dominio 2, Ly"(2) define o espaco de Hilbert das funcdes quadrado-integraveis com
média igual a zero sobre o dominio 2, H'(Q) define o espaco de Sobolev das funcoes
e primeiras derivadas quadrado-integraveis sobre o dominio e H'((€2) define o
espago de Sobolev das fungoes e primeiras derivadas quadrado-integraveis sobre o

dominio €2 que se anulam sobre o contorno I'.

4.0.4 Formulacao Diferencial do Problema Elasto-Viscoplastico
Tixotrépico

Partindo das equagoes da continuidade e do movimento — Eqs. (4.2)
e (4.3) — para um fluido estruturado tixotrdpico juntamente com a equagao consti-
tutiva viscoeldstica para T (Eq.(4.4)) e a equagao de evolugao (Eq. (4.5)) pode-se
contruir a formulagao forte. Aplica-se o esquema EVSS, cujo objetivo é reforcar a
elipsidade da equacao de movimento pela adicao de um termo viscoso de segunda
ordem o que acarreta vantegens numericas como melhor convergéncia, tem-se que o

problema de valor de contorno pode ser apresentado da seguinte forma:
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divu =0 em (2 (4.2)

0 =—Vp+divr 4+ 2ndivD(u) + pg  em Q (4.3)
T+ 0,(\)F = 2n,(A)D(u) em () (4.4)
A=u-VA=t,[1=XN—=f(1)\] emQ (4.5)
u=u, sobrel}y (4.6)

T=17, sobrely (4.7)

(—=pI+7)n=1t, sobrel', (4.8)

onde as quatro primeiras equagoes, bem como suas variaveis, ja foram anteriormente
definidas como sendo, repectivamente, as equagoes da continuidade (4.2), do movi-
mento (4.3), a equacado constitutiva viscoelastica (Eq.(4.4)) e a equagao de evolugao
do parametro de estrutura do material (Eq.(4.5)). Ainda, I'; é a parte do dominio
no qual serao impostas as condicoes de contorno de Dirichlet e I'j, as condigoes de
Neumann, I é o tensor identidade, u é o campo das velocidades adimissiveis, n é o

vetor normal exterior unitario e t; sao as forcas de superficie.

4.0.5 Formulagao Variacional do Problema Elasto-Viscoplastico
Tixotrépico

A formulagao variacional para escoamento permanente de um material
elasto-viscoplastico com comportamento tixotrépico é obtido tomando-se o produto
interno das equacgoes de governo do escoamento (Eqs.(4.2)-(4.3)), sua equagao cons-
titutiva viscoeldstica (Eq.(4.4)) e sua equagao de evolucao (Eq. (4.5)), com suas
respectivas funcoes testes e integrando-as por partes no dominio 2. A funcao teste
da equacao da continuidade (Eq.(4.2)) é um campo de pressao virtual ¢ € LY(),
a da equagao do movimento (Eq.(4.3)) é uma velocidade virtual v € H1(Q)V, a da
equagao viscoeléstica (Eq.(4.4)) é um campo tensorial S € Ly(Q2)V*Y ¢ a da equagio

de evolugao (Eq. (4.5)) é uma funcao escalar p € H'(Q).
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Dadog:ﬁ—)%N,teq:ﬁ—)%,)\g:F;‘%%,ug:F;‘—)%N,Tg:
7 — RVN et I — RY, achar a quadrupla (A, 7,p,u) € H'(Q) x Ly(Q)NM*N x
LY(Q) x HY(Q)N tal que, V (¢, S,q,v) € HY(Q) x Ly(Q)N*N x LY(Q2) x HY(Q)N:

/ - D(u)dQ + 214 / D(u v)d§) — / pdivoe dS) + / divug df
Q Q
+/ T-SdQ+ / Os(N)T - SdQ — / 2ns(A\)D(u) - Sd2
Q Q Q
—i—/ u - VpdQ —l—teq_l/[l + f(7)]ApdQ = / pg - vdQ) + / teg pdQ (4.9)
Q Q Q Q
Dada a complexidade da formulacao variacional, fez-se a verificacao dos
espagos funcionais equacao a equacgao, com os termos da equacao de movimento rece-

bendo especial atencao. Inicialmente é apresentada a forma variacional da equacao

da continuidade:

/ divu qdf2 = / 0qd), Vqe L)
Q Q
/ diva qdQ2 =0, Vqe€ LY(Q) (4.10)
Q

Pode-se notar que este termo nao necessita ser integrado por partes pois, tanto a

variavel u como ¢ estao de acordo com a regularidade da formulagao variacional.

A equagao viscoeldstica (Eq.(4.4)) fornecera os termos:

/Q(’T + 0,(\)F — 2n,(A\)D(u)) - SdQ = /Qo -SdQ, VS € Ly(Q)N N

ks SdQ+/0 (/\)+-Sd9+/2775()\)D(u)-SdQ:O,
Q

VS € Ly()MV  (4.11)

Estes termos também nao necessitam ter suas integrais manipuldas visto, 7, S e
u estarem com a regularidade correta. E importante observar que a derivada co-
rotacional 7 esta em desacordo com a regularidade do espaco funcional das tensoes

mas, entretanto, nao é variavel primal da formulagao variacional.
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A equagao de evolugao (Eq. (4.5)) gera os seguintes termos variacionais,

/ (w- VAt (L4 f(m)A —t.)) pd = / 0pdQ, Vo€ H'(Q)
Q 0

:/u-V)xcde—i-/t;]l(l—i-f(T)))/\gon—/te_qlgon:0,
Q Q Q

Vo € H'(Q) (4.12)

onde seus termos também nao violam a regularidade da formulagao variacional.

Finalmente, tem-se os termos da equagao de movimento (4.3),

/ (Vp — divr — 2nedivD(u)) - vdQ = / pg-vdQ, Yve HY QN
Q Q

/ Vp - vdQ — / divr - vdQ) — / 2nodivD(u) - vdQ) = / pg - vdS),
Q Q Q Q

vv e HY(Q)Y (4.13)

Na Eq.(4.13) observa-se que o termo bdrico e ambos termos difusivos estao em desa-
cordo com a regularidade da formulagao variacional e, portanto, serao manipulados

separadamente. A forma variacional do termo barico é dada por:

/Vp-de—
Q

/ div(pv)dQ2 — [ p div(v)dQ = (de div(ca) = adiva+ Va - a, )
Q

/F(pv) -ndl" —
— / p div(v)dQ, ¥vv e H' Q)N (de v e HF (M) (4.14)

p div(v)dQ = (do Teorema de Stokes (Eq.(?7),)

S— 5



O termo difusivo da tensao viscoeléastica é dado por:

/ divr - vdQ) =
0

/ le(TV)dQ — / 7 -Vvd§) = (de diV(TV) =divr-v+T1- VV,)
Q 9)
/(TV) ‘ndl’ — / 7-Vvd{) = (do teorema de Stokes,(Eq.(??)

r Q

e do teorema da divergéncia (Eq.(8.2),)

/V-TndF—/T~VVdQ: (de Aa-b=a-A"b,)
r 0
—/T-Vde: (de v e HYQ)N))
Q
1 1
—/T-D(u)dQ—/T-wdQ: (de A = S(A+AT)+5(A—AT)
Q Q

—/T~D(u)dQ (de A-B=0,A € Sym e B € Antsym), ¥v e H' (Q)N
0
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(4.15)
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O termo de difusivo da tensao newtoniana é dado por:

M /Q divD(u) - vdQ = 2n.. /Q div(D(u)v)dQ — 2., /Q D(u) - VvdQ =
= 21)o /F[D(u)v] -ndl — 21y /Q D(u) - VvdQ
(de div(D(u)v) = divD(u) - v+ D(u)- Vv e (Eq.(8.2),)

= 27700/FV -D(u)ndl’ — 21 /Q D(u)-Vvd) (de Aa-b=a-A"b,)

- —znm/ﬂmu) VvdQ (dev e HI(Q)N,)

= — 2100 /Q D(u) - D(v)dQ — 214 /Q D(u)-wdQ (de A = %(A +AT) + %(A —AT))
= —27700/QD(u) D(V)dQ, Vv € H'(Q)Y (de A-B=0,A € Sym e B € Antsym )

(4.16)

A aproximacao de Galerkin para a formulacao variacional é uma apro-
ximagao interna, ou seja, introduzimos espagos aproximados (de dimensao finita)
para as suas variaveis primais, que sao sub-espacos dos espacos funcionais da for-

mulagao,

Seja A" C H(Q)) = Se \' € A" —» M\ e HY(Q)

Seja " C Ly()VN — Se th € T" = 1h € Ly(Q)VN

Seja P C LY(Q) = Sep" € P" — p" e L(Q)

Seja VP C HY(Q)YN = Seu" e V! - u" e HY(Q)N

Essa importante caracteristica faz com que a aproximacao de Galerkin
possa ser imprecisa, porém nunca matematicamente mal posta, ou seja, as apro-
ximagoes obtidas terao sempre a regularidade correta. Do conceito de aproximacao
interna, tem-se que as funcoes aproximadas também satisfazem a equacao variacio-

nal. Desta forma pode-se enunciar a formulacao de Galerkin da seguinte forma:
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Dadog: Q — RV, t,, : Q = R, )\g:F;)—HR, ug:F‘g’—>§RN, Ty !
ry — RVN et . T — RN, achar a quddrupla (\", 7", p", u") € A" x B x P x V!

tal que, ¥ (", 8", ¢" v") € A" x B" x P" x V"

/ . D(u")dQ + 21, / D(u") - D(v")dQ — /phdivvh dQ + / divu”q" dQ
0 Q Q 0

+ / . 8" + / 0,(\) 7" - S"d) — / 2n,(\)D(u") - 8"
Q Q Q

+ / u - VA 4 b, / [1+ f(r)\phd2 = / pg - vIdQ + / teg t0"dQ
Q Q Q Q

(4.17)

Os sub-espacos de elementos finitos sao definidos por interpolantes po-
linomiais por partes de suporte compacto. O sucesso do método de elementos finitos
vem da estrutura dos seus sub-espacos polinomiais, o qual faz com que o problema
matricial associado tenha uma matriz esparsa em estrutura de banda e de dimensoes

reduzidas.

Ar =[N e HY(Q) | N, € Py(k) VK € Q")

Sh=A{rr e Q)M | 1! € Pp (k)Y VK € Q')

Pt ={p" € LY(Q) | pf, € Pu(k),VK € Q"}

Vi ={v" e HY(QN [ v € P (k)N VK € Q"}

A fim de contornar as dificuldades oriundas do método de Galerkin para
fluidos incompressiveis, tem-se os chamados métodos estabilizados dentre eles o que
é aplicado nesta tese que é a formulagao multi-campo Galerkin minimos-quadrados.

Pode-se enuncia-lo da seguinte forma:

Dado g : © — RV, teq:§—>%, )\g:F;‘—>§R, ug:F;‘—>8‘EN, Ty
T — RVN et T) — RN, achar a quddrupla (\", 7", p",u") € AP x Zh < Pl vt

tal que, BN, 7 ph ut; ot St g V) = F(ph, St gh v
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onde B(A", 7k, p uh; " S ¢ vh) é dado por:

B, " p" " o 8" g V") =/
Q
— / 2n,(A)D(u)"S"dQ — / pdivv"dQ + / T"D"(v)"dQ

Q Q

Q
+ / 2nseD(1)"S" a0 + / divu’¢"dQ + / u"divA"p"dQ
Q Q Q

TS + / O(\)TS"ds
Q

Ho /Q (1= f(r)A"@"dQ + /Q divu"6(hy)divv"dQ

+ Z /(divph — divr — 2 divD(u)")a(hy) (divg" — divS" — 25, divD(v)")dQ

KEQhQK

+8 [ (740007 — 20, (VD(W)")(S" + 0()S 20, (WD(v)")d2

+ /Q (udivA™ + . (1 = f(T)N) 0 (he) (udive" + ¢ (1 = f(7))¢"))dD2

(4.18)
onde, F(p", S, ¢" vh) é definido por:
F(ph, 8" ¢ vh) = / pgvdQ +/ tvdl
Q ry
+ Z /pg(a(Re)(divqh — divS — 21, divD(v)")dQ
KEQhQK
+ / (tog v (udive" + ¢! (1 — f(7))¢"))dD2 (4.19)
Q

A fungao de colapso é definida por f(7), dada por:

0= ()

A estabilidade da formulagao da Eq.(4.18) é baseada no estudo feito em

Franca e Stenberg, 1991, e Franca et al., 1992, extendida em Zinani e Frey, 2008.

O parametro de estabilizacao aplicado na formulacao minimos quadra-

dos é dada como em Franca e Frey, 1992:
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a(hy) = 2|—u|pf(hk)
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(4.20)

Pelo fato do problema ter o termo advectivo negligenciado, este parametro é ex-

clusivamente fungdo do tamanho do elemento. A constante £(hy) é uma constante

positiva e hy é o tamanho da malha. A constante (hy) é definida da seguinte forma:

hy, ,se()ghk<1
§(h) =
1 ,seh,>1

onde hy, é definido por:

hk — Mg |u|Phk
An(¥)/p

A norma |ul, é definida como:

nsd 1/p
1 (zzl\ulg) ,sel <p<oo
up: 1=

MaX—1 nsa|Ui| , s€p>1

mul, é definido como segue:

mlul, = min{l1/3,2C}

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Na sequéncia apresenta-se a estimativa inversa de elementos finitos [Ci-

arlet, 1978], como colocado em Franca et al., 1992, sendo que seus valores corres-

pondem a Cy = oo para um elemento bilinear e C;, = 1/24 para um elemento

biquadratico.

Cr Y hplldivD(v)|lox < [[divD(v)[l§ v €V

KeQh

(4.25)
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O parametro estabilizador 0 controla a adicao do minimo quadrado da equacao da

conservagao de massa. A definicao de ¢ é dada por:

0 = xlulpheg (he) (4.26)

Por fim, O parametro de estabilizacao da equacao evolutiva para o parametro de es-
tabilizagao,(Pey), o qual é adaptado a equacao de advecgao-reacao-difusao (Franca,

1999):

$(Per) = % _¢(Pey)

2|ul,
Os termos estabilizadores sdo propostos por Franca e Frey (1992) para
fluidos de viscosidade constante, no intuito de controlar os termos de minimos qua-
drados para as equagoes de conservacao de massa e momento Eqs. (4.2) e (4.3) ,

respectivamente.

O parametro f estabiliza a equagao constitutiva (Eq.(4.4)) e é definido
igual a 1, de acordo com estimativas de erro GLS estabelecidos [Behr et al., 1993
|. % é o parametro introduzido por Franca et al., 1992, no contexto da equagao
advecgao-difusao, para controlar a expressao dos minimos quadrados para a equagao

de evolucao do parametro de estrutura (Eq. 3.11).

O sistema nao-linear de equagoes obtidos a partir da discretizagao da
formulagdo GLS é resolvido por um método Newton na Eq.(3.22). Este algoritmo
faz uso de uma estratégia de gradiente Jacobiano congelado, atualizando a matriz

Jacobiana a cada duas ou trés iteragoes apenas [Zinani e Frey, 2008].



102

5 RESULTADOS E DISCUCOES

A equag@o constitutiva viscoelastica de Oldroyd-B (Eq.3.6) dada em
funcao do parametro de estrutura do material é empregada na simulacao de um
escoamento com comportamento tixotrépico onde o dominio deste bem como suas
condigoes de contorno sao ilustrados na Fig.5.1. O dominio é composto por dois
canais paralelos de placas montadas sequencialmente para formar uma expansao

planar abrupta.

As condigoes de contorno sao de nao deslizamento nas paredes do canal,

Qur

» ax = 0, ug =05 08

ou seja, u; = ug = 0; simetria ao longo do eixo do canal, 75 = 0
perfis de entrada tanto da velocidade (u; = Uyy) quanto do parametro de estrutura
(Ata s@0 totalmente desenvolidos, e a tensdo extra (7) na entrada do canal é nula e,

por fim, tragao livre na saida do canal maior (n - [-pI+ 7] = 0).

[ } L
u =0 _
1 ra L n-(-pl+7)=0
u, = 0 u=20
}"_}"td H \

r

h

u=20

st *_\_é_j_ e

e U1 = 0, ug

— e

Figura 5.1: A geometria e as condigoes de contorno (sem escala)

Na auséncia de uma solucao analitica, aplica-se o seguinte procedimento
para obter os perfis totalmente desenvolvidos os quais sao impostos na entrada do
canal menor: uma vez que o cédigo de elementos finitos é gerido e convergido, sao
selecionados perfis totalmente desenvolvidos para serem impostos como condi¢oes

de entrada e, desta forma, o c6digo novamente executado.
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O comprimento caracteristico adotado para o escoamento é H,, onde a
razao de aspecto geométrica é dada pela razao H,/H,; = 4 a qual é mantida fixa. O
comprimento do canal a montante da expansao bem como o comprimento a jusante
sao iguais a 50H,. Por economia computacional é explorada a simetria do dominio.
Como o objetivo desta tese é de analisar a influéncia dos parametros dinamicos e

reolégicos no comportamento do escoamento, a geometria ¢ mantida fixa.

O dominio computacional é dividido em elementos finitos nao sobrepos-
tos, discretizados para quatro malhas diferentes M1, M2, M3 e M4 com nimero de
elementos lagrangeanos bilineares iguais a 2500, 5000, 6500 e 7979, respectivamente.
Fez-se um estudo da qualidade de malha para uma combinacao dos parametros que
regem o fenomeno. Os resultados deste estudo sao apresentados na Fig. 5.2 em
termos da distribuic@o transversal do parametro de estrutura do material, (\), no

plano de simetria, (0, x3).
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Figura 5.2: Teste de qualidade de malha para zo =5

Os valores dos parametros e detalhes das malhas também sao dadas nas
etiquetas desta figura que ilustra que as malhas M3 e M, apresentam comportamento
semelhantes. Logo, a malha M, (ilustrado na. Fig. (5.3)) é selecionada e utilizada
em todos os casos investigados. Ainda, o comprimento de malha minimo adimensi-
onal da malha M, utilizada nas simulagoes ¢ igual a H(nin) = 0,393539181, o qual
ocorre no canal maior, pois este é mais refinado no intuido de melhor apreciacao do

fenomeno de entry flow.
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Figura 5.3: A malha de elementos finitos M4 (sem escala)

5.1 Adimensionalizacao Cinematica

Os parametros adimensionais governantes e as equagoes adimensionais
sao obtidos a partir da adimesionalizacao reolégica apresentada em de Souza Men-
des, 2007. Esta escala da mecanica dos fluidos nao-newtonianos tem a virtude de
desacoplar os efeitos cineméaticos e reoldgicos nos parametros adimensionais que go-
vernam o problema. Para este fim, a escala de velocidade é escolhida igual a ¥, H,,,
enquanto que a escala para a pressao e tensoes sao escolhidas para ser o yilded stress
7,. Desta maneira, as duas escalas envolvem quantidades reolégicas e geométricas

em vez de apenas quantidades cinemaéticas.

Observa-se que ; ¢ a taxa de deformacao caracteristica definida como
. 2\ 1/n ., . ;. .
A= (%) / , onde 47 é uma quantidade puramente reolégica, que marca o inicio da

regido power-law na curva de escoamento (Fig. 3.2). As varidveis do problema sao

dadas por,
U=tn ;X' = —;u =+ S = T =
u fYIHu Ty Ty
. . a
=" =L =50, G =~ (5.1)



5.1.1 Adimensionalizacao das equagoes governantes
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Como trata-se de um material incompressivel (p = cte), a equagao da

continuidade nao fornece nenhum parametro governante.

divu =0
(deu=u"H, ex=x"H,)

YH.

T diviu* =0

diviu* =0

Da equacao do movimento, pode-se escrever:

0 = —Vp+divr + 2ndiv(u) + pg

(deu=u"yH, T=7TT, e = T}o; Ty, p=p'T,ex=x"H,)
1
0= —%V*p* + ;—idiv*T* + Z%n;div*(u*) + pg

0=—-V"p" +div'r™ +2n div'(u*) + g"

(5.2)

(5.3)

sendo a aceleracao adimensional dada por g* = % pg. O termo g* controla os efeitos
Y

gravitacionais, analogamente ao nimero de Froude segundo a normalizagao classica

usada em mecanica dos fluidos.

A equacao de evolucao adimensional para o parametro de estrutura, é

obtida da seguinte forma:



u-Vai= te_ql[(l — X)) =211 = Ay (T))A]

€q

(deu=u*§1H,, teg =17 ex=x"H,)

;VlHu
H,

€q

w VI = AtE (1= A) = A () (1 = Aeg(T)A]

W VA =1 [(1 = A) = AL (1= Aeg(7))A]

€q
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O numero tixotrépico t7, governa o nivel de tixotropia do material, para

ts, mais elevados, a microestrutura do material demora mais tempo para reestabe-

lecer seu equilibrio, se o nivel de tensao permanecer inalteravel.

Da equagao viscoelastica para tensao, tem-se:

T+ 0,(\)7F —2n,D(u) =0

. ns*(A)Ty

T

(deu=u"yH, =71, 1\ =——ex=x"H,,)

. H, . H,
T, + QS(A)%‘F -2 <ﬂ> 2n:(A)D*(u*) =0

P)/lHu

u

T+ 0" (\)T = 2n,"(A\)D*(u")

(5.5)

Desta forma, as equacoes adimensionais que governam o fenéomeno sao

escritas como:

divu®* =0
0=—V"p* +divr” + 2ndivD(u)* + pg*
T4+ 0" (N7 =217 (A)D(u)*

€q

O tempo de relaxacao 6* é dado por:

em )*
em )*

em )*

em §)*
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05 (A) = % (5.10)

com moédulo de elasticidade adimensional expresso por:
G\ =Gy (5.11)

A viscosidade estrutural adimensional é definida como segue,

= (2 )An?; (5.12)

e a viscosidade viscoplastica SMD adimensional em equilibrio é definida por,

n—1
e

(3 = [1 = exp(—(J + 1)) H IR } - (5.13)

€q

na qual o parametro adimensional J é um salto na viscosidade [de Souza Mendes,

2007], dado por:

=1 (5.14)

Na curva de escoamento Fig. (3.2), o salto representa um plato formado quando a
taxa de cisalhamento salta de 4, para 4; quando o material escoa, sendo 7y o fnicio
do colapso da microestrutura do material até 7;, que corresponde o inicio da regiao

power law.
A tixotropia ¢ controlada pelo tempo de equilibrio adimensional £,

* . tqun
teq = teq’71 = n
Y

O tempo de relaxacao adimensional, que determina o nivel de elastici-
dade do material, é controlado pelo valor de 6 para materiais totalmente estrutu-

rados (A = 1), e é dado por:
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KTL
=01 =L -

= — = 5.15
Goyn Got)! (5.15)

Para a intensidade do escoamento, o efeito Yield stress aumenta com
U* (U* o« HB™'). Desta forma, pode-se relacionar a intensidade do escoamento

com o nimero de Herschel-Bulkley. Para n = 1, U* = HBY™, pode-se escrever:

U KYny KU™\ Y™ 1
_ ( ) (5.16)

U* - . — _— e —
wWH, 71,'/"H, T, H! HBYn

O parametro adimensional que leva em conta a cinemaética do escoa-
mento - a intensidade do fluxo U* - surge a partir da condicao de contorno adimen-

sional de Dirichlet para a velocidade.

A equagao de evolugao adimensional dada pela Eq.(5.9) para \ contribui

*

para a andlise adimensional do escoamento através do tempo de equilibrio, t7,,

que
representa uma escala de tempo para mudancas no nivel de estruturacao. O tempo
de equilibrio também é adimensionalizado de maneira reologica, pois ao contrario das
admensionalizacoes comumente apresentadas na literatura, as quais sao apresentadas
em funcao de uma velocidade, aqui a velocidade caracteristica utilizada sera 1, pois

este parametro representa o inicio da regiao power law que é quando o material ja

reestruturou sua microestrutura.

5.2 Resultados

O esquema numérico apresentado no Capitulo anterior é usado para
aproximar materiais estruturados que escoam através da geometria representada na
Fig.(5.1). As caracteristicas do escoamento sao apresentadas e discutidas para faixas
relevantes dos parametros de governo reoldgicos e cinematicos. Os resultados sao
focados essecialmente na determinacao da distribuicao do nivel de estruturacao do
material, bem como na identificacao da posicao e dimensoes das regices escoadas e

nao escoadas.
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Nesta tese as superficies de escoamento sao determinadas de maneira
nao usual, a saber, sao definidas como o lugar geométrico dos pontos o qual 0.9 <
A <1 [Fonseca C. et al., 2012]. Esta escolha deve-se ao fato de que a transigao entre
o plato de viscosidade 79 e o inicio do colapso da micro estrutura nao ¢ acentuada
na vizinhanca de 4p, ou seja, entre o platé newtoniano (regiao onde o material
é altamente estruturado) e a queda da viscosidade. Sendo que para regides em
equilibrio tal valor corresponde ao par (¥, 7,) da curva de escoamento dada pela

Fig(3.2).

5.2.1 Efeito da cinematica

Os efeitos da intensidade do escoamento (U*) sobre a distribui¢ao do
parametro de estrutura A sdo representados primeiramente nas Figs. (5.4) — (5.6),
nas quais sao analisados os perfis longitudinais da velocidade axial na expansao, ou
seja, em xo = 0. Estes resultados apontam que, para baixas vazoes, ha um pico na
velocidade axial na entrada do canal menor, onde a medida que o material afasta-se
da entrada do canal a velocidade torna-se constante e sofre alteracoes novamente
devido aos efeitos da expansao. Observa-se este comportamento para pequenas
vazoes, pois para vazoes maiores a velocidade axial diminui abruptamente na regiao
prodxima a entrada do canal menor, tornando-se contante até passar pela expansao,

onde passa a ter o mesmo comportamento da entrada do canal menor.
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Figura 5.4: Perfis longitudinais da velocidade axial para n; =

111

10%, 75, = 1072,

n=05U"=1,t,=10em=10: (a) U*=0,0001 (b) U* =0,5; (c) U* = 1; (d)

U* = 4,1; (e) U* = 4,2 (f) U* = 4,5.
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Perfil longitudinal da velocidade axial, para x,=0
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Figura 5.5: Perfis longitudinais da velocidade axial para i = 103, n*, = 1072
n=05U"=1,1,=10em=10: (a) U* =0,0001 (b) U* = 0,5; (c) U* = 1; (d)
U*=4,1; (e) U* = 4,2 (f) U* = 4,5.
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Perfil longitudinal da velocidade axial, para x,=0
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Figura 5.6: Perfis longitudinais da velocidade axial para nj = 103, n*, = 1072

n=05U"=1,t,=10em=10: (a) U*=0,0001 (b) U* =0,5; (c) U* = 1; (d)
U*=4,1; (e) U* = 4,2 (f) U* = 4,5.
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Para a anédlise das isobandas de U*, apresentadas nas Figs. (5.7) e
(5.8) para valores crescentes da intensidade do escoamento tem-se que, enquanto
no primeiro quadro de figuras (5.7) s@o apresentadas toda a gama da variagdo do
parametro de estrutura (0 < A < 1), na Fig.(5.8) o limite inferior destas isobandas
¢ cortado em 0,9 de modo a separar as regioes escoadas das regioes nao escoadas do

material.

Na Fig. (5.7), para valores maiores de U*, tem-se que a estruturagao do
material ocorre cada vez mais a jusante da expansao e na quina a desestruturacao

do material ocorre devido ao aumento das tensoes oriundas da expansao.
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Figura 5.7: Efeito de U*: isobandas do parametro de estruturagio para n; = 103,

nh =102, n =05 U =1,t, =10 em=10: (a) U* = 0,0001 (b) U* =0,5; (c)
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116

Na Fig.(5.8), as regides as quais ndo alcangaram o limite de escoamento
do material (denominadas de regides nao escoadas, 0.9 < A < 1) sao representadas
em preto, enquanto que as que alcancaram este limite (A < 0.9) s@o representadas

em branco.

Pode-se observar na Fig.(5.8) que o tamanho das regides do escoamento
tampao a montante bem como a jusante da expansao diminuem com o aumento da
vazao e se afastam uma da outra. Ambos os efeitos estao relacionados ao aumento
do nivel de tensao imposto pelos valores crescentes de U*. Como nas regides nao
escoadas o nivel de tensao do material nao excede o limite de escoamento, estas

regioes naturalmente diminuem de tamanho.

A extremidade a montante da regiao que nao escoa do canal maior
adquire um formato de cunha para valores mais elevados de U*, isto indica que a es-
truturagao ¢ mais rapida para as particulas materiais que deslocam-se na vizinhanca
do plano de simetria, ou ainda que as particulas fora dessa vizinhanca necessitam

percorrer maiores distancias para estruturar-se.
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Figura 5.8: Efeito de U*: Regides nao escoadas para nf = 103, 5, = 1072, n = 0.5,
U*=1,t,=1.0em=10: (a) U* =0,0001 (b) U* =0,5; (c) U* =1; (d) U* = 4;

(e) U* =4,2; (f) U* = 4, 5.



118

Os resultados apresentados nas Figs. (5.7) e (5.8) nao diferem dos
resultados obtidos nas simulacoes dos modelos viscopléasticos e sao realizados visando
confirmar a boa capacidade de predicao do modelo aplicado nesta tese, bem como

a robustez de sua implementacao computacional.

Finalmente sdo apresentadas as isobandas da deformacao eldstica (5.)
para valores crescente da intensidade do escoamento na Fig.(5.9) — conforme definido
pela Eq.(3.30). Os resultados obtidos confirmam que o modelo elasto-viscoplastico
aplicado nesta tese acrescenta elasticidade somente as regioes nao escoadas do es-
coamento, ou seja, nas regioes em que o material escoa como um fluido Power law
ou mesmo com uma viscosidade Newtoniana 7., nenhum efeito elastico é, a ele,

acrescentado — contrariamente aos modelos classicos de viscoelasticidade.

A Fig.(5.9) ilustra que o campo de deformacao eldstica demora mais
tempo para se desenvolver, em comparagao com o campo do parametro de estrutura
(A) e que, o comprimento de desenvolvimento aumenta para maiores valores da

intensidade do escoamento (U*).
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Figura 5.9: Efeito de U*: v.-isobandas para nf = 103, ¥, = 1072, n = 0.5, U* =1,
tz, = 1.0 e m = 10: (a) U* = 0,0001 (b) U* =0,5; (c) U* =1; (d) U* =4,1; (e)
U*=4,2; (f) U* =4,5.
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Os perfis tranversais apresentados nas Figs(5.10) — (5.12), os quais sao
tomados em z5 = 25, mostram juntamente com a Eq.(3.30) que o material possui
seu nivel méximo de elasticidade nas suas superficies de escoamento — (yield surface)
da deformacao eldstica, devido ao aumento crescente do seu nivel de tensao a medida
que se afasta da linha de centro do canal. Os perfis confirmam a posicao das regioes
nao escoadas no canal maior visto que a deformacao elastica aumenta prooximo a

linha de centro do canal.
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Figura 5.10: Perfil transversal da deformagao eldstica: para n} = 103, n*, = 1072,

n=05U"=1,t,=10em=10: (a) U* =0,0001 (b) U* = 0,5; (c) U* =

U* = 4,1; () U* = 4,5.
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Perfil transversal de v, para x;=+25
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Figura 5.11: Perfil transversal da deformagao eldstica: para i} = 103, n*, = 1072,
n=05U"=1,1,=10em=10: (a) U* =0,0001 (b) U* = 0,5; (c) U* = 1; (d)
U* = 4,1; () U* = 4,5.
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Perfil transversal de v, para x;=+25
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Figura 5.12: Perfil transversal da deformagao eldstica: para n} = 103, n*, = 1072,
n=05U"=1,1,=10em=10: (a) U* =0,0001 (b) U* = 0,5; (c) U* = 1; (d)
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Os perfis transversais da deformagao eldstica apresentados nas Figs.(5.13)
— (5.15), complementam a discussdo das Figs.(5.10) — (5.12), pois confirmam a
posicao e tamanho das regioes nao escoadas. Estes perfis da deformagao elastica
mostram que a medida que os valores de x, se aproximam da linha de centro do
canal o tempo de relaxacao é maior e que para maiores valores de U* mais proximo
da linha de centro inicia-se a formacao da regiao nao escoada confirmando, desta

forma, o estreitamento destas regioes.
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Figura 5.13: Perfil transversal do tempo de relaxagao: para i = 103, n*, = 1072,
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Nas Figs.(5.16) — (5.18), sdo apresentados os perfis da intensidade da
tensao. Os resultados mostram que para maiores valores de U* a intensidade da
tensao fora das regioes nao escoadas cresce linearmente equanto que nesta regiao a
tensao varia pouco, isto porque nas regioes em que o material nao escoa os niveis de

tensdes sdo menores, pois o material ja estd num estado estruturado (A = 1).
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Figura 5.16: Perfil transversal da intensidade da tensao: para nj = 103, 57, = 1072,
n=05U"=1,1,=10em=10: (a) U* =0,0001 (b) U* = 0,5; (c) U* = 1; (d)
U* = 4,1; () U”

=4,5.
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Perfil transversal de T, " para x;=+25
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5.2.2 Efeito da elasticidade

As Figs.(5.22) e (5.23) apresentam a influéncia da elasticidade no nivel
de estruturacao do material bem como na morfologia das regioes nao escoadas,
respectivamente. Se comparado aos resultados preditos na literatura classica de
viscoplasticidade, este conjunto de resultados apresenta comportamento singular,
pois quando o material se torna muito flexivel, a zona nao escoada do canal menor
nao sé invade o canal maior como também, para valores mais elevados de ¢, chega
a se unir a zona nao escoada do canal maior — formando uma estrutura em forma

de "dedo”nesta regiao.

Este efeito nao usual pode ser creditado ao alto nivel de flexibilidade
do material' (para altos valores de 63) o qual, junto a linha de simetria (regiao que o
escoamento experimenta as menores intensidades de tensées), faz com que o material
se deforme elasticamente, conforme os resultados obtidos para os perfis transversais
da deformagao eldstica nas Figs.(5.19) — (5.21), relaxando localmente seu nivel de
tensao e impedindo desta maneira, que ele alcance seu limite de ruptura e venha a

partir a regiao nao escoada do canal menor.

IDizer que o material é mais flexivel, significa que ele suporta tensdes sem romper. Exemplo
desse tipo de material é o alumineo, borracha, saliva humana, dentre outros
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E importante ressaltar da andlise das Figs.(5.19) — (5.21), que outro
parametro governante de fundamental importancia neste processo é o tempo carac-
teristico t.,. Se o material atingindo o limite de escoamento (7,) faz, necessaria-
mente, a zona nao escoada do canal menor na vizinhanca do plano de expansao
escoar, o mesmo poderia ocorrer caso este material apresentasse pouca tixotropia,
ou seja, valores suficientemente baixos de t7, também fariam com que o material
se reestruturasse mais rapidamente impedindo desta maneira que ele viesse a se

deformar eslasticamente junto a linha de simetria.

Portanto, os efeitos apreciados nas Figs.(5.22) e (5.23) mostram que se
05 ¢ suficientemente elevado para permitir a deformacao elastica da zona nao escoada
junto a linha de centro, o t;, imposto aos casos aplicados a elas (no caso, t;, = 1) é
suficientemente longo para permitir que esta deformacao elastica observada viesse a
ocorrer, caso contrario, ou seja, se t., experimentasse valores baixos nos casos mais
elasticos, o material apds a quebra provocada pela altercao de tensao provocada
pela sua passagem pela expansao, iria logo se reestrturar, impedindo assim, que
houvesse comprimento para que a deformacao elastica ocorresse. A resposta do
material a tensao nao € instantanea e este ¢ um comportamento tipico de materiais

que apresentam comportamento tixotrépico.

Um outro efeito observado, porém de magnitude bem inferior aos an-
teriormente discutidos nas Figs.(5.22) e (5.23), é um ligeiro alongamento das zonas
mortas na direcao das linhas de corrente do escoamento principal. Outra observagao
importante que emerge da andlise das Figs.(5.22) e (5.23) é o efeito da memoria
elastica, que faz com que a presenca da expansao seja sentida mais distante no canal
maior, isto é, as regioes nao escoadas do canal maior se formam cada vez mais a

jusante do plano de expansao.
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Figura 5.22: Efeito da elasticidade: A-isobandas para n; = 103, 5%, = 1072, n = 0.5,
U*=1,t;,=1.0em=10: (a) 65 =1x107% (b) 65 = 3.3 x 10% (c) 6 = 4 x 10%

(d) 65 =5 x 102, (e) 6 = 6.7 x 102, (f) 6% = 8.3 x 102,
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Figura 5.23: Efeito da elasticidade: Regides nao escoadas para i = 103, 57, = 1072,
n=050U"=1t,=10em=10: (a) 05 = 1 x 107% (b) 65 = 3.3 x 10%; (c)
05 =4 x 10% (d) 65 =5 x 102, (e) 65 = 6.7 x 102, (f) 65 = 8.3 x 10°.
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As isobandas da deformagao eldstica apresentadas na Fig (5.24), com-
plementam a discussao das Figs.(5.22) e (5.23), visto que nelas s@o apresentados re-
sultados que mostram que somente é adicionada elasticidade no interior das regioes
nao escoadas, para elevados valores de 6, ou seja, observa-se que nao ha deformagao
elastica nas regioes escoadas, pois nestas o tempo de relaxacao 6 torna-se muito
pequeno. Nas regides nao escoadas a deformagao eldstica (v.) é nula quando o tempo
de relaxacao 0 ¢ igual ou préximo a zero (limite viscoplastico) e aumenta conforme

05 também aumenta.

Desta forma, o aumento do tempo de relaxacao concede ao material nao
escoado a capacidade de sofrer deformacao elastica, suavisando o campo de tensoes.
Isto é, as mudancas de tensoes se tornam menos acentuadas, o que tende a fazer
com que o nivel de estruturagao do material mude mais lentamente a medida que se

deslocam ao longo do dominio do escoamento.
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Figura 5.24: Efeito da elasticidade: 7.-isobandas para i} = 103, n*, = 1072, n = 0.5,
U =115, =1.0em=10: (a) =1 x 1072 (b) 0 = 3.3 x 10%; (c) 6 = 4 x 102
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Os perfis transversais do tempo de relaxagao nas Figs.(5.25) — (5.27),
mostram a formagao da estrutura em forma de ’dedo’ da regiao nao escoada do canal
maior que surge com o aumento de 6. Estes resultados dos perfis do tempo de
relaxacao confirmam, portanto, os resultados das Figs.(5.22) — (5.24) onde, o tempo
de relaxacao, nas regioes que escoam, ¢ nulo pois nelas o material esta totalmente

desestruturado A = 0.
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Figura 5.25: Perfil transversal do tempo de relaxacao: para (a) 65 = 1 x 1072; (b)
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Figura 5.26: Perfil transversal do tempo de relaxacao: para (a) 65 = 1 x 1072; (b)
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Figura 5.27: Perfil transversal do tempo de relaxacao: para (a) 65 = 1 x 1072; (b)
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5.2.3 Efeito da tixotropia

Nas Figs.(5.28) e (5.29) sao apresentados os efeitos da tixotropia através
das isobandas do parametro de estrutura (\) parametrizado pelo tempo caracteistico,
te; — a saber, é uma escala de tempo para o processo de construgao da microestru-
tura, porém nao o é para seu processo de colapso. Neste quadro de figuras sao
estudados os efeitos do aumento do comportamento tixotropico em um material

elasto-viscoplastico.

Pode-se observar neste quadro de figuras que o efeito mais relevante é o
fato do escoamento tampao se formar cada vez mais distante do plano de expansao.
Este comportamento era esperado, pois o crescimento do tempo de equilibrio provoca
uma reestrturacao mais lenta da microestrutura do material apds a alteracao de
tensao na vizinhanca da expansao — Isto porque t., é uma escala de tempo para o

processo de reconstrucao da microestrutura do material.

Logo, as particulas materiais no estado totalmente estruturado ao dei-
xarem o canal menor permanecem mais tempo no seu estado nao escoado quando
da exposicao aos niveis elevados de tensao encontrados na vizinhanca do plano de

expansao devido ao atraso na resposta ao aumento desta tensao.

Da mesma forma, as particulas materiais com baixo nivel de estru-
turacao que deixam a vizinhanga do plano de expansao e que avancam para a regiao
de baixas tensoes do canal a jusante demoram cada vez mais tempo para aumentar o
seu nivel de estruturacao. Isso se deve a resposta lenta nas modificagoes da microes-
trutura do material tixotrépico, porém esta resposta lenta torna-se progressivamente

maior a diminui¢ao da tensao com o aumento de t,.
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Figura 5.28: Efeito da tixotropia: A-isobandas para nj = 103, 57, = 1072, n = 0.5,
U =1, 05 =100 e m = 10: (a) £2, = 0,05; (b) 2, = 1; (c) £, = 4; (d) £, = 10; (e)
17, =15; (f) 7, = 25.
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Da Fig.(5.29), observa-se que as regides nao escoadas do canal menor e
do canal maior nao se fundem para elevados valores de t.,, ao contrario do que se
observa para elevados valores do tempo de relaxagao 6. Outra comparagao relevante
a ser feita entre os efeitos tixotrépicos e o tempo de relaxacao, é que a extremidade a
montante da regiao de escoamento tampao do canal maior permanece praticamente
plana com o aumento do valor de ., ao passo que ao aumentarmos ¢, este apresenta

uma forma de "dedo”.
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Figura 5.29: Efeito da tixotropia: regides nao escoadas para nj = 10°, 5%, = 1072
n =05 U"=1,0; =100 e m = 10: (a) t;, = 0,05; (b) t;, = 1; (c) t;, = 4; (d)
tr, = 10; (e) t;, = 15; (f) 7, = 25.



149

A Fig.(5.30) apresenta a distancia em que as regides nao escoadas se
formam a jusante da expansao. De acordo com a Eq.(3.11), tem-se que sem o termo
de destruicao, ou seja, 7 < 7, e integrando esta equacao tem-se que, conforme o
modelo aplicado nesta tese, o tempo que a microestrutura do material leva para
se reestruturar ¢ da mesma ordem de grandeza de ;. Desta forma, uma porgao
do material que esta na expansao, em um estado desestruturado, viaja no canal
maior durante t., segundos para ficar estruturado novamente. O grafico mostra
que, durante este tempo, a porcao do material vai percorrer uma distancia de ordem
de grandeza igual a U*t;,. Desta forma, como para os resultados apresentados
na Fig.(5.30) 5, = 1, Ljgenn/Uth, = Lacsenv/U-teq (que é o nimero tixotrdpico)

também serd de ordem 1.

Distancia caracteristica: material estruturado/estado de equilibrio estruturad
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Figura 5.30: Comprimento tixotrépico a partir do nimero tixotrépico
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Os efeitos da deformagcao eldstica sao apresentados na Fig.(5.31), onde
observa-se que mantendo-se o tempo de relaxagao fixo bem como a intensidade da
vazao (U*), 4. diminui significativamente com o aumento do ¢.,. Também com o
aumento do tempo caracterisco, a regiao a jusante da expansao, onde nao observa-
se deformacao elastica, fica cada vez maior, empurrando, desta forma, a regiao do

escoamento tampao na direcao da saida do canal maior.
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Figura 5.31: Efeito da tixotropia: v.-isobandas para n} = 103, 5%, = 1072, n = 0.5,
U*=1,0; =100 e m = 10: (a) t;, = 0,05; (b) t;, = 1; (c) t;, = 4; (d) t}, = 10; (e)
tr, = 15; (f) t7, = 25.
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Na Fig.(5.32) sdo apresentados os resultados para a perda de carga Ef
como uma funcao do tempo de relaxacao ;. Com excecao de uma faixa muito
pequena para valores proximos de §; = 0, £ aumenta a medida que o tempo de
relaxacao, 0, também aumenta, pode-se observar que a perda de carga ¢ uma fungao

monotonica crescente de 6.

O aumento é suave para baixo valores de 6 e, porém, tornando-se
bastante acentuados na faixa intermedidria, e tendendo a se estabilizar para valores
altos de 65. A tendéncia observada, é em geral, de acordo com o comportamento

observado em diferentes escoamentos extensionais viscoeldsticos (por exemplo, Alves

et al., 2003).
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Figura 5.32: Efeito do tempo de relaxagao (6) na perda de carga (E})
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

6.1 Conclusoes

Nesta tese foi feita uma investigacao numérica de um escoamento sem
inércia de material elasto-viscoplastico incompressivel com comportamento tixotrépico,
que escoa em um canal que experimenta uma expansao planar abrupta. A for-
mulagao foi baseada no modelo constitutivo recentemente proposto em de Souza
Mendes, 2011, para materiais elasto-viscoplasticos tixotrépicos. Os efeitos da elas-
ticidade, tixotropia e intensidade do escoamento foram investigados para uma gama

relevante dos parametros que regem o fenémeno.

O modelo elasto-viscoplastico utilizado ¢ composto por duas equacoes
diferenciais, sendo uma equagao viscoelastica para o campo de tensao e outra evo-
lutiva para o parametro de estrutura do material — além das equagoes usuais de
conservacao de massa e momento para materiais incompressiveis escoando em re-

gime permanente.

O modelo incorpora a dependéncia dos tempos de relaxacao e retardo,
bem como uma funcao de viscosidade viscoplastica, com a taxa de construcao e co-
lapso da microestrutura do material. Devido a esta caracteristica, este modelo per-
mite dosar elasticidade somente nas regioes nao escoadas dos materiais viscoplasticos
— visto que a fung¢ao do moédulo de elasticidade, da forma como foi apresentada nesta
tese, faz com que esta tenda a infinito fora das regides nao escoadas e, consequente-
mente o tempo de relaxagao do material tende a zero anulando os efeitos da elasti-
cidade dentro delas. A equacao de evolugao proposta apresenta valores assintéticos
para o parametro de estrutura, a saber, A — 0 significa que o material encontra-se

em um estado totalmente colapsado e A — 1 totalmente estruturado.
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O esquema FEVSS foi aplicado no intuito de aumentar a V-elipsidade da
equacao do movimento. Segundo este esquema o tensor de tensao extra é decomposto
em uma parcela puramente viscosa newtoniana e numa parcela viscoelastica (UCM).
A solucao numérica foi obtida utilizando-se uma formulacao a quatro campos de
Galerkin minimos quadrados (GLS) em termos do parametro de estrutura, tensao

extra, pressao e velocidade.

O parametro adimensional que levou em conta a cinematica do escoa-
mento, U*, surge a partir da condicao de contorno adimensional de Dirichlet para a
velocidade. A equagao de evolugao adimensional para A contribui para a analise adi-
mensional do escoamento através do tempo de equilibrio, 7 , que representa uma
escala de tempo para mudancas no nivel de estruturacao. O tempo de equilibrio
também foi adimensionalizado de maneira reoldgica, visto a frequeéncia utilizada ser
Y1, pois este parametro representa o inicio da regiao power law que é quando o

material ja reestruturou sua microestrutura.

O dominio computacional foi discretizado por diferentes malhas de ele-
mentos finitos nao sobrepostos. Segundo o teste de independéncia de malha empre-
gado foi selecionado uma malha com nimero de elementos lagrangeanos bilineares

possuindo comprimento de malha minimo adimensional Hy (i) = 0,393539181.

Dos resultados obtidos na analise da influéncia da cineméatica do esco-
amento sobre a distribuicao do seu nivel de estruturacao e sobre a posi¢ao e forma
de suas zonas nao escoadas, podemos concluir que o tamanho das regioes do es-
coamento tampao a montante bem como a jusante da expansao diminuem com o
aumento da vazao, se afastando uma da outra. Este efeito esta relacionado ao au-
mento do nivel de tensao imposto pelos valores crescentes de U*. Como nas regioes
nao escoadas o nivel de tensao do material nao excede o limite de escoamento, estas
regioes naturalmente diminuiram de tamanho. Estes resultados confirmaram a boa
capacidade de predicao do modelo aplicado nesta tese, bem como a robustez de sua

implementagao computacional.
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Por fim, da andlise da influéncia da elasticidade, vale observar que a
extremidade a montante da regiao nao escoada do canal maior adquire um formato
de cunha para valores mais elevados de U*, indicando que a estruturagao é mais
rapida para as particulas materiais que se deslocam na vizinhanca do plano de sime-
tria, ou ainda que as particulas fora dessa vizinhanca necessitam percorrer maiores
distancias para se estruturar. Finalmente, da analise das isobandas de 7., pode-se
concluir que os resultados confirmam que o modelo aplicado s6 acrescenta elastici-
dade as regioes nao escoadas do escoamento, contrariamente aos modelos classicos

de viscoelasticidade.

Quanto aos efeitos da elasticidade, os resultados numéricos mostraram
um comportamento singular, pois quando o material se torna muito flexivel, a zona
nao escoada do canal menor invade o canal maior e, para valores elevados de 65,
se une a zona nao escoada do canal maior — formando uma estrutura em forma
de "dedo”nesta regiao. Este efeito para altos niveis de ¢ é devido ao alto nivel de
flexibilidade do material o qual, junto a linha de simetria, faz com que ele deforme-se
elasticamente, relaxando localmente seu nivel de tensao, impedindo que ele venha a

romper.

Portanto, os efeitos apreciados no estudo da elasticidade do material,
mostraram que se 6 foi suficientemente elevado para permitir a deformacao eldstica
da zona nao escoada junto a linha de centro, o t7, imposto aos casos aplicados a
elas (no caso, toy = 1) também foi suficientemente longo para permitir que esta
deformacao elastica ocorresse, caso contrario, iria logo se reestruturar, impedindo
assim, que houvesse comprimento para que a deformacao elastica ocorresse. Assim,
a resposta do material a tensao nao € instantanea e este é um comportamento tipico
de materiais que apresentam comportamento tixotrépico. Um outro efeito observado
¢ um ligeiro alongamento das zonas mortas na direcao das linhas de corrente. Vale

ainda ressaltar o efeito da memoria eléastica, que faz com que a presencga da expansao



157

seja sentida mais distante no canal maior a medida que o grau de elasticidade do

material aumenta, resultando assim numa reestruturacao mais tardia do mesmo.

Quanto aos efeitos da tixotropia, pode-se concluir que ambas regioes nao
escoadas se formam cada vez mais distante do plano de expansao, comportamento
este que confirma o predito pela equagao de evolugao, pois o crescimento de .,
provoca uma reestruturacao mais lenta da microestrutura do material em resposta
a alteracao de tensao imposta pela expansao do canal. Os resultados mostram que as
regioes nao escoadas do canal menor e do canal maior nao se fundem para elevados
valores de t.,, ao contrario do que se observa para elevados valores do tempo de

relaxacao 0.

Outra comparacao relevante a ser feita entre os efeitos tixotrépicos e
o tempo de relaxacao, é que a extremidade a montante da regiao de escoamento
tampao do canal maior permanece praticamente plana com o aumento do valor de
teq @0 passo que ao aumentarmos ¢, este apresenta uma forma de "dedo”. Dos
efeitos tixotrépicos, ainda podemos concluir que a porcao do material percorre

uma distancia de ordem de grandeza igual a U*t;, e para, por exemplo, t7, = 1,

*

vesens/ Uty = Lidesenv/U.teq (que é o niimero tixotrépico) também serd de ordem

1, ou seja, a distancia que uma porcao de material percorre no canal maior é da

mesma ordem de grandeza de t,.

Por fim, a andlise da perda de carga E; como uma fungao do tempo
de relaxagao ¢, aponta que, com exce¢ao de uma faixa muito pequena para valores
proximos de §; = 0, Ef é uma funcdo monotonica crescente de ;. A tendéncia
observada, é em geral, concordante com o comportamento observado em diferentes

escoamentos extensionais viscoeldsticos — por exemplo, Alves et al., 2003.
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6.2 Perspectivas Futuras

Uma vez expostos estes comentarios finais, podemos, ainda, listar como

futuras extensoes dete trabalho os seguintes tépicos:

I - Extender para o caso axissimétrico no intuito de estudar a influéncia da geome-

tria no comportamento do escoamento;

IT - Melhorar a qualidade do pdés processamento da rotina tixotropica, ou seja,

inclusao de graficos locais ou integrais e perfis;

IIT - Podemos pensar na expansao do modelo atual para 3D de modo a avaliar os

efeitos de extremidades desconsiderados na modelagem bidimensional,

IV - Empregar elementos finitos biquadraticos para melhorar a interpolacao das

variaveis primais;

V - Aplicar a técnica de conformacao logaritmica para o campo de tensao extra a fim
de conseguir aproximar de maneira estavel escoamento que apresentam

nimero de Débora mais elevados;

VI - Poderiamos, finalmente pensar na substituicao da equagao visco-elastica da
tensao extra, visando, também obter resultados mais estaveis para pro-
blemas sujeitos a altos niveis de elasticidade. Por exemplo, modelos
como PTT, PTTS e FENE-P, os quais sao capazes de alcangar maiores

niveis de elasticidade ainda gerando solugoes fisicamente realistas;

VII - Incluir os termos de inércia na equacao do movimento a fim de investigar a

influéncia da inércia nos escoamentos tixotrépicos.
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8 ANEXOI

Teorema 8.0.1 (Teorema de Transporte de Reynolds). Seja 2 = Q(t) um volume
arbitrdrio de fluido e ¥(x,t) uma fun¢do - a valor escalar ou vetorial - da posi¢do

X. Sua integral

/?ﬂ(x,t)dﬁ em
Q

¢ portanto uma funcao bem definida no tempo. Sua derivada material € determinada

pelo Teorema de Reynolds, o qual enunciaremos a sequir parafuncoes vetoriais.

Seja 1) um campo vetorial espacial suficientemente regular. Entao, para

qualquer volume ) e tempo t,
d 0
— | ¥(x,t)dQ= [ —=¢(x,t)dQY+ [ P(x,t)u(x,t) -ndl' em
dt J,, o Ot .

onde I' denota a fronteira de ().

Prova: Para provar o Teorema de Transporte é mecessdrio trocar as
varidveis de integragdo através da aplicagdo de referéncia X = x~1(x,t), de modo a
podermos trabalhar com o dominio de referéncia 2, independe do tempo (Q2(0) = Q,.),

Como Seque:

4 / W(x, 1)d / S BOAX ), DA (X, 1) [y 1) A2, em ©
— | OcX, 1) 0B (X, 1) + (X, 0) (X, ),

= [ st ).1) + bt 1) (Tt 1), )t F . ),

= [ blx.t) + b(x. ) ulx 0)d2 om0

onde F é o tensor gradiente de deformacao no movimento x do fluido e V - (-)

denota o operador divergéncia espacial. Empregando agora a relag¢io (A.9) a acima,
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finalizamos a prova do Teorema:

_ /Q (%_‘f + [divap(x, £)] + B (x, t)divu(x, £))d9

- /Q(aa_’f + div(eh(x, 1) @ u(x, t))dQ
— Qaa—’(fdQ‘f-/F’l,[J(X, thu(x, t) - n(x,t))dl (8.1)

Teorema 8.0.2 (Teorema da Divergéncia). Seja ) uma regiao regular e limitada,
e ¢, v e S campos suavaveis a valor escalar, vetorial e tensorial, respectivamente,

segue que:

/ ondA = / Vodv
r 0
/ vndA = / divvdv
r 0

/SndA:/didev (8.2)
r Q

onde n € o campo externo normal unitdrio.

Teorema 8.0.3 (Teorema da Localizac¢ao). Seja & um campo continuo a valor esca-
lar ou vetorial definido em um conjunto aberto ) pertencente ao espago euclidiano

£. Entao, para qualquer ponto xq € (2,

. 1
o) = im0y

/@(w)d‘/ em {2 (8.3)
Qs

onde, Q5(d > 0), é uma bola fechada de raio § centrada em x,. Portanto, se

/@deO em (2
Q

para qualquer bola fechada em (), entao:

®=0

Prova em Gurtin (1981).
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Teorema 8.0.4 (Teorema de Stokes). Seja v um campo vetorial suave em um con-
gunto aberto R € £. Além disso, Q) € um disco aberto em R. Seja n um vetor

normal 4 omega, o circulo delimitador c(o), 0 < o < 1, ser orientada de tal forma

que:

[¢(0) x é(0)] n>0 O0<o<1

/(curlv)-ndA:/v-dx
Q c

onde, fcv - dx representa o contorno de v em torno de c.
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APENDICE A CINEMATICA DOS FLUIDOS A PARTIR DA
MECANICA DO CONTINUO

A fim de descrever corpos materiais, sua cinemética e dinamica é que
esta tese se vale do modelo continuo onde, o corpo material bem como o dominio de
todas as quantidades fisicas sao abordados. O modelo continuo tem como premissa
que a massa ¢ distribuida de forma continua no espaco, exceto em superficies de
descontinuidade — a saber, ondas de choque e interfaces de fase, nao levando em

consideracao os fenomenos moleculares.

Desta forma, um corpo material B{x} é um conjunto compacto men-
suravel de nimero finito de elementos materiais de um Yy, chamado de particulas
materiais ou pontos materiais, que podem ser colocados em uma correspondéncia
de um-para-um com trincas de ntimeros reais. Essas trincas sao chamadas de coor-

denadas intrinsecas das particulas.

E interessante notar que, enquanto uma ” particula” na mecanica classica
tem uma massa atribuida, uma ”particula continum”é essencialmente um ponto de
material para o qual é definido na densidade. Um corpo material B esta disponivel
apenas por sua configuracao que ¢é a especificacao da posicao de todas as particulas

de B no espago fisico C® (geralmente o espago euclidiano).

A.1 Cinematica dos Fluidos

Para facilitar o entendimento dos fenomenos fisicos agregados ao es-
tudo da cinemética e da dinamica dos fluidos valendo-se da mecanica do continuo é

interessante estar de posse da ideia de particula material.

A particula material é uma abstracao capaz de representar as propri-
edades fisicas e a condicao cinemédtica de uma dada posicao em um corpo. Dai

pode-se dizer que um corpo é formado por um conjunto de particulas materiais.
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Através do modelo continuo é possivel representar o movimento de um
corpo através de uma transformacao continua do espacgo euclidiano nele préprio,

parametrizado pelo tempo ¢ € [0, 00) [Gurtin, 1981].
x:BxRT—= €& (A.1)

onde B refere-se a um corpo material qualquer, x uma transformagao de classe das
fungoes continuas C? (referida como seu movimento), £ o espago euclidiano e t = 0

um instante inicial arbitrario.

Uma configuragao particular muitas vezes é conveniente. A configuragao
com a referéncia Ky(B) refere-se a tudo que diz respeito a configuragdo do corpo
num instante inicial ¢ = 0, ja K;(B) refere-se ao corpo na configuracao deformada

para um instante t = ¢, conforme ilustrado na Fig.A.1.

Configuragao

X — x(X,t) Ka(t%tl), t=t
t

Configuragao
referéncia, t = 0

ko(B)

Trajetéria

.= 7

ST X
A\ uX)=Ux) p
P.'
X3 €3 X2
€
X (@)
E:} b e
X
K 0 — |
X, E,

Figura A.1: Descricao esquematica do movimento de um corpo mecanico.
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Para que a transformacao dada pela Eq.(A.1) seja descrita analitica-
mente é necessario introduzir-se um sistema de coordenadas (z1,x9,x3) denotada
por x. Este é o lugar, no espaco euclidiano, em que é mapeada a particula material

no instante de tempo t, ou seja, esta tripla esta relacionada com a posicao.

Considerando um ponto P do fluido, ou seja, uma particula movendo-
se com o escoamento em um instante ¢ = 0, tem-se que esta ocupa a posicao
X = (X1, X5, X3) e no instante qualquer ¢ = ¢ terd se movido para a posigao
x = (21, T, x3) — vide Fig.A.1 — desta forma, a posicao da particula pode ser repre-

sentada pela transformagao expressa por :

x = x(P, 1) (A.2)

O mapeamento inverso existe e é dado por:
P =x"1x,1) (A.3)

Considerando a posicao de referéncia X, a Eq.(A.2) e a Eq.(A.3) podem ser descritas

CO1mo:

x = x(X,t)

X =x'(x,t) (A.4)

Fixando a posicao X da particula e variando o tempo t, isto é, x =
x(X,-), obtém-se a trajetéria da particula P, enquanto que para um tempo fixo
t, x = x(.,t), a transformacao x define uma familia de deformagoes a partir da
configuracao de referéncia do corpo material B. Com isso, pode-se escrever o mape-
amento da particula material no espago euclidiano bem como o mapeamento inverso

em relacao a posicao de referéncia X:
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Considerando a notac¢ao de somatério de Einsten [Billington e Tate,
1981], Eq.(A.5), onde X;, i = 1,2,3 sao as coordenadas materiais da particula
material P onde obtém-se a posi¢ao desta quando o corpo estd na configuracao de
referéncia. Os vetores e; representam a base ortogonal cartesiana para os campos

vetoriais no espaco euclidiano [Slattery, 1999].

A andlise do estado de movimento numa dada posicao ao longo do esco-
amento é importante (mesmo que o movimento do escoamento possa ser completa-
mente determinado por seu movimento x), pois desta forma é mais vidvel fazer-se,
experimentalmente, a medigao das propriedades mecanicas do escoamento de um

fluido.

Essa andlise pode ser feita utilizando-se campos espaciais, como por
exemplo, p = (x,t) e u = u(x,t), os quais fornecem, respectivamente, a massa
especifica e a velocidade da particula que ocupa a posi¢cao x no instante de tempo
t. Onde as varidveis (x,t), empregadas nas descrigoes destes campos sao conhecidas
como variaveis espaciais, e as variaveis (X, t), as quais identificam as particulas do

corpo, sao denominadas varidaveis materiais.

Do advento das transformagoes definidas pela Eq. (A.4), qualquer gran-
deza ¢ de um fluido, funcdo de suas varidveis espaciais (x, t), também o sera de suas
variaveis materiais (X, ?); e vice-versa. Se, por exemplo, a grandeza for um campo
espacial do fluido (¥ (x,t)) entdo sua descri¢cio material o relacionard com suas

varidveis materiais:

¢(X7 t) = w<X(X’t)7t) (A6)

Ao passo que, se ¥ for um campo material (¢(X,t)), sua descri¢ao

espacial, segundo a transformacao inversa x ! definida pela eq. (A.4), fornecerd

(X, t) = d(x (%, 1), 1) (A7)
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Do ponto de vista geométrico, 1(x,t) representa o valor do campo
© para um instante ¢, experimentado pela particula que inicialmente ocupava a
posicao X. Ao passo que ¥(X,t) fornece o valor de ¥ sentido pela particula que

instantaneamente ocupa a posi¢ao x.

Para as derivadas temporais, sao usualmente empregadas a seguinte

notacao:

00 _ d(x,1)

L dv _ 0v(X, 1)
00|, (L)

dt ot

onde Yo ¢ sao denominadas, respectivamente, derivada espacial e derivada material
de w. A derivada material mede a variacao de 1 seguindo uma particula, enquanto
a derivada espacial, mede a taxa de variacao de ¢ segundo um observador fixo na

posicao x.

Pode-se pensar ainda na derivada material de um campo espacial — a

valor vetorial — ou seja, 1])()(, t). Seu desenvolvimento é detalhado abaixo.

’l]) _ a¢(X,t) ‘ — a¢(X(X7 t)at) | =
ot X ot X=x"1(x,t)
_ 0p(x(X,1),t) | N { Y(x(X,1),1) |] Ix(X, 1) |
- ot x(X1) ax(X D
Y(

SN, [N, T

)
(X, 1), 1)
Ox(X,1)

= D) o t) e (%0 1). 1) (A-9)

ot x

onde V(-) representa o operador gradiante espacial.

A wvelocidade u de uma particula de fluido é definida por

. Ox(X,t
w=s= X0 (A.10)

Assim definida, u é uma funcao das variaveis materiais do fluido. Na pratica, entre-

tanto, ¢ mais vantajoso trababalhar com sua descri¢ao espacial,

u(X,t) =u(x '(x,1),t) (A.11)
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E interessante observar ainda que na maioria dos escoamentos dos fluidos é suficiente

conhecer o campo de velocidade u(x, t) ao invés do movimento do fluido x descrito

pela Eq. (A4).

A aceleragao de uma particula é definida como a taxa de variacao da

velocidade; ou seja,

a=u(X,t)=x"'(x,1) (A.12)

Novamente, é conveniente expressar o campo de aceleragao como fungao
da descrigao espacial do campo de velocidade u(x,t). Empregando a relacao ci-
nemética definida pela Eq. (A.9), obtém-se:

o ou(x,t)

ot x +[V(u(x,?)) [Ju(x,?) (A.13)

A.2 As Leis de Conservagao

A.2.1 Conservagao da Massa: Equacao da Continuidade

Suponha agora que o fluido possua uma fungao densidade p = p(x,t)

através da relacao

M= / p(x, £)d0 (A.14)

Esta relagao é utilizada para determinar a massa M de fluido que ocupa
a regiao €2, onde a funcao densidade é estritamente positiva e sua dimensao fisica é

massa por unidade de volume.

Postula-se o chamado Principio da Conservagao de Massa, a partir

do significado fisico do conceito de massa: A massa de um wvolume arbitrdrio de
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fluido € nao varia ao longo de seu escoamento. Este principio pode ser expresso

matematicamente como,

M= / p(x, 1)dQ =0 (A.15)
dt Jq

Aplicando o teorema de transporte de Reynolds (Anexo - Eq.8.1) e o
teorema da divergéncia (Anexo I - Eq.8.2) [Truesdell e Toupin, 1960; Billington e
Tate, 1981]:

d . :
g7 /Q p(x, t)dQ = /Q(p(x, t) + p(x, t)divu(x, t))dQ (A.16)

Por ser 2 um volume arbitrario de fluido que estabelece um balanco de
massa para todos os pontos do material continuo, o teorema de localiza¢ao (Anexo

I - Eq.8.3)[Gurtin, 1891] fornece,
p(x, t) + p(x, t)divu(x,t) =0 (A.17)

Esta é a forma espacial ou euleriana da equacao da conservacao de
massa, ou, como € mais conhecida, da equacao da continuidade. Esta equacao é
condicao necessaria e suficiente para um escoamento preservar sua massa. Utilizando

a relagao cinematica da Eq. (A.9), Uma forma alternativa para a Eq.(A.17):

Op(x, 1)

o + div(p(x, t)u(x,t)) =0 (A.18)

Quando a massa especifica p , seguindo uma particula material P, nao
varia com o tempo, o escoamento é dito isocdrico (condigao suficiente para um fluido
ser incompressivel), ou seja, sem variagao de volume, e a equagao da continuidade

reduz-se a

divu(x,t) =0 (A.19)
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A.2.2 Conservacao de Momento: Equagao de Movimento (Segunda Lei
de Newton)

A equacao do movimento refere-se a dinamica do fluido e esta nao é
indiferente a um referencial (conforme anélise que serd abordada no Capitulo 3
desta tese). Desta forma é importante o estudo da dinamica do movimento dos
fluidos objetivando derivar as equagoes que governam a ac¢ao das forcas internas e

externas atuantes neles.

Durante movimento de um corpo, ou mais especificamente de um fluido,
tem-se que as iteragoes de suas particulas com o meio exterior sao descritas pelas
forcas que atuam sobre ele. O conceito de forca é um conceito primitivo e que forma
a base para introduzir o segundo e o terceiro postulados da mecanica: a primeira e
a sequnda Leis de Euler. Através da introducao do tensor de tensao sao derivadas
equagcoes que descrevem, para cada ponto material, os balancos locais de momentum

linear e angular: a primeira e sequnda Leis de Cauchy.

Tem-se, na mecanica dos meios continuos, trés tipos de forgas classicas
que sao as forcas mutuas entre partes dijuntas do corpo, forcas de volume exercidas
pelo exterior nos pontos interiores do corpo, as chamadas forcas volumétricas ou de

corpo e as forcas de contato entre seu contorno e o meio exterior.

A.2.2.1 Forcas Muituas

Estas forcas tem origem no interior de um corpo onde estas agem sobre
suas particulas materiais, por exemplo, forcas intermoleculares de longo alcance !
que agem entre uma fina pelicula de liquido e o sélido sobre o qual repousam. Pode-

se enuncia-la da seguinte forma:

IEstas sao do tipo elétrica que atuam a grandes distdncias intermoleculares e sdo oriundas
do contato nao reativo entre duas moléculas, porém o comportamento de uma tem influéncia no
comportamento da outra molécula em suas proximidades. John C. Slattery (Advanced Transport
Phenomena, Cambridge University Press 1999)
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Seja £, a forca mitua, por unidade de massa, que B - P exerce sobre
P, onde P € uma porcao de um corpo B conforme a Fig. A.2. A forca mitua total

que age em P serd dada por uma integral volumétrica de P.

@)

B

Figura A.2: Porcao P do corpo B

/ pf,. (x, t)dp (A.20)
Qp

As forcas mutuas de maneira geral é um campo vetorial que depende
da posicao bem como do tempo e o somatoério destas forcas exercidas entre duas

partes quaisquer € nulo.

A.2.2.2  Forcas de Corpo

A origem das forgas de corpo esta no seu exterior e atuam na trajetoria

de suas particulas materiais 2. Pode-se enuncis-la da seguinte forma:

Sendo f. uma forg¢a externa, por unidade de massa, a qual a vizinhanca
exerce sobre B e a forca externa total exercida em P expressa por uma integral de

volume ao longo da regiao ocupada por P, pode-se escrever,

/ o (x, £)dp (A.21)

Analogo as forcas mutuas, as forcas de corpo também sao funcao da

posicao e do tempo, sendo um campo vetorial espacial.

2Um exemplo é a forca uniforme da gravidade.
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A.2.2.8 Forcas de Contato

Ao contrario das forcas mutuas e de corpo, as forcas de contato nao sao
funcoes da posicao, mas sim forgas que atuam sobre a superficie de uma porcao do

material e que sao representadas pelo vetor tensao t.

Este vetor t descreve a forga exercida de uma porcao de material sobre
outra, além das forcas mutuas que possam vir a existir. Usualmente, esta forca —
por unidade de area — é tratada como uma tensao. A forca de contato total que B

- P exerce sobre P, pode ser escrita como uma integral sobre a superficie de P,

/ tdA (A.22)
Sp

A partir de um dos mais relevantes axiomas da mecamnica dos meios
continuos, é que serao avaliadas as forcas de contato. Este axioma é chamado de
hip6tese de Cauchy [Billington e Tate, 1981] e postula que, em uma superficie S
fechada e arbitrdria existe uma distribuicdo de vetores tensao t, cuja a resultante
de forca equivale a resultante das forcas materiais exercidas pelo lado exterior de S

no seu lado interior.

Ainda é relevante supor que a distribuicao do tensor tensao T depende,
em um dado instante de tempo, somente da posicao e da orientacao do elemento
de superficie dS. Matematicamente, denota-se n a normal exterior a superficie S,

t =t(n;x,t).

Desta forma, a origem do carregamento de contato que é dado pelo
principio da tensdo - que afirma a existéncia de uma fungao vetorial t = t(x,P),
definida para todos os pontos x de um corpo B e para todo vetor n normal exterior
unitario a por¢ao P, tal que t = t(x,P) = t(x,n) [Truesdell e Toupin, 1960] - e
por um balanco de momentum aplicado para duas porcoes vizinhas de um corpo
continuo, levando em consideracao cada uma das porgoes e suas superficies comuns,

pode-se concluir que t = (x,n) = bf — t(x, —n), o que implica que os vetores de



182

tensao, agindo sobre lados opostos da mesma superficie em um dado ponto, tém

magnitudes iguais e sentidos opostos [Truesdell e Toupin, 1960].

A.2.2.4 Principio da Conservagio do Momentum Linear

O Principio da Conservacao do Momentum Linear postula que a taza
de variagdao do momentum linear em um volume de fluido €2 serd igual a for¢a total

nele aplicada. Matematicamente este principio pode ser expresso como segue,

d
a /. p(x, thu(x, t)dQ) = /

f(x, t)dQ—l—/t(n;X, t)dl' em (2 (A.23)
Q

r

Onde I' representa a superficie do volume €2 e f o campo das forcas externas, por

unidade de massa.

Considerando a definigao usual aplicada ao tensor tensao 7' = Tije; X e,
para a base tensorial e; X e;, onde o componente do vetor tensao que atua no lado
positivo do plano z;x; é constante [Slattery, 1999], pode-se entao enunciar o teorema
de Cauchy [Truesdell and Toupin, 1960] - cuja principal asserc¢ao é a linearidade de
t(n) - seja (t(x,t),f(x,t)) um sistema de forcas de um corpo em movimento, entao,
a condicao necessdria e suficiente para que as leis de conservag¢dao de momentum
sejam satisfeitas é a existéncia de um campo tensorial espacial T(x,t) - chamado

tensor de Cauchy - tal que:

— para todo vetor unitdrio n(x, t);
t(x,t)(n(x,t)) = T(x, t)n(x, t); (A.24)

— o tensor T(x,t) simétrico,

— o tensor T(x,t) satisfaz d equagao.
p(x,t)u(x,t) = divT(x, t) + f(x, t) (A.25)

Prova: ver, por exemplo, Gurtin, 1981.
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Aplicando o teorema de transporte de Reynolds (Anexo - Eq.8.1), para
um fluido incompressivel, no balan¢co de momentum definido pela Eq.(A.23) e o
teorema da divergéncia (Anexo - Eq.8.2), o integrando resultante pode ser igualado
a zero pela aplicagao do teorema de localizagao (Anexo - Eq.8.3) [Gurtin, 1981], o

que resulta na primeira lei de Cauchy [Slattery, 1999]:

p(x,t)u(x,t) = divT(x,t) + F(x, t) (A.26)

A Eq.(A.26) é a equacgao de movimento proposta por Cauchy. Esta
equagao descreve o movimento dos fluidos bem como o movimento de qualquer meio

continuo.

A.2.2.5 Principio das Poténcias Virtuais

Alternativamente aos enunciados dos axiomas de momentum tem-se o
Teorema do Trabalho Virtual, ou, num contexto de energia, do Principio das
Poténcias Virtuais, o qual afirma que a poténcia despendida sobre um volume de
fluido Q pelas forcas de corpo e superficie € igual a tara de variacao da energia

cinética mais a poténcia dos esforgos internos (stress power).

Este importante principio, regulador da conservagao da energia mecanica
de um fluido, pode ser descrito matematicamente da seguinte forma: para todo vo-
lume fluido €2 e qualquer instante de tempo t, tem-se que a conservacao de energia

mecanica no fluido € dada por:

/T(n)-udF+/f~udQ:i/pHdQ—i—/ T.D(Wdl em Q(A27)
r Q dt Jo 2 a0

onde D € o tensor de deformagao dado por,

D(u) = %(Vu +vu”) (A.28)

Prova. Tomando o produto interno da equacao de movimento com uma velocidade

virtual u do fluido, integrando por partes e explorando que o tensor de Cauchy é
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simétrico, tem-se:

0— /Q (p(x, D)ia(x, 1) — £(x, ) — divT(x, ) - u(x, £)

= X u(x,t):u(x,t) — x,t) - u(x x,t) - Vu(x
_/Qp( DL LAY /Qf( ) ,t)dQ+/QT( ) - Vu(x, )d0
—/Qdiv(TT(x, tyu(x,t))d

d p(x,t)u(x’t)éu(x’t)dfl— /Q £(x, 1) - u(x, 1)dQ (A.29)

=7
+/QT(X, t) - D(u(x,t))dQ — /FT(X, t)u(x) - n(x)dl’ (A.30)

Aplicando a asser¢ao do teorema de Cauchy T(n) = Tn, finaliza-se a

prova do teorema.

A maneira alternativa do Principio das Poténcias Virtuais enunciar os
axiomas da dinamica tras a virtude de nao dissociar os conceitos de cinemética e
dinamica do movimento. No PPV, o conceito de for¢a surge naturalmente associado
ao conceito da poténcia despendida pelas velocidades virtuais. Matematicamente,
pode-se pensar no espaco das forcas atuantes no fluido como o espago de todos os
funcionais lineares atuantes no espacgo das velocidades virtuais do fluido, ou seja, o

espaco dual das velocidades virtuais.

Do ponto-de-vista numérico, tem ainda o PPV a grande vantagem de
formular problemas mecanicos de maneira variacional, deixando assim bastante na-
tural a introducao de métodos variacionais na Mecanica, em particular o Método

dos Elementos Finitos.

A.2.3 Conservagao da Energia: Primeira Lei da Termodinamica

Sabe-se da Teoria Termodinamica que a energia envolvida no escoa-
mento de um fluido pode assumir diferentes formas, tais como energia térmica,

eletromagnética, quimica, nuclear, etc. Além disso, no decorrer do escoamento, to-
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das estas formas podem se transformar uma nas outras, sendo portanto imperativo
enuciar uma lei de conservacao que governe essa transferéncia de energia. Esta lei
¢ conhecida como 12 Lei da Termodinamica, a qual pode ser expressa matematica-

mente como,

d d
K@)+ ZUQ) =H(Q) +P(Q) em Q (A.31)

onde IC(2) é a energia cinética de um volume €2 do fluido, U(€2) sua energia interna,

H(£2) a taxa pela qual o calor é por ele trocado e,

P(2) = /QT(II;X,t) : u(x,t)dF+/ﬂf(x, t)-u(x,t)dQ em (A.32)

¢ a poténcia mecanica nele despendida.

Utilizando a notacao acima introduzida ao PPV, Eq.(A.27), tem-se que

a equacao de conservacao de energia mecanica de um fluido é dada por

d

EIC(Q) =P(Q) — / T(x,t) - D(u(x,t))dQ? em (A.33)
Q

Subtraindo a eq. (A.33) da eq. (A.31), obtém-se a equagao de con-

servacao da energia térmica,

%u(@) = H(Q) + /Q T(x,t) - D(u(x,1))dQ em Q (A.34)

Supondo ser a energia interna de um fluido uma propriedade aditiva tal

qual sua massa o é, pode-se escrever:

% Qp(x,t)u(x,t)dQ:/

p(x,t)q’”(x,t)dQ+/qh(x,t)dF
Q r

—l—/T(x, t)-D(u(x,t))dQ? em (A.35)
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" denota uma fonte de calor por unidade de massa e ¢, o fluxo de calor na

onde ¢
fronteira I'. Aplicando o Teorema de transporte de Reynolds (ANEXO - 8.1), e
supondo a existéncia de um vetor fluxo de calor, ¢, = —q - n ? de maneira andloga

a existéncia do tensor de Cauchy T = Tn, tem-se

/Qp(x, t)u(x,t)dQ = /Q(p(x, )" (x,t) + T(x,t) - D(u(x, t))dQ

—/Fq(x, t)-n(x)dl'’ em € (A.36)

Aplicando o teorema da divergéncia (ANEXO - 8.2) e o teorema da
localizagado (ANEXO - 8.3), chega-se a forma forte da equacdo de conservagao da

energia térmica ,

p(x,t)u(x,t) = —divq(x, t) + p(x,t)¢" (x,t) + T(x,¢) - D(u(x,t)) em Q (A.37)

No intuito de finalizar a derivacao das equacgoes de conservacgao da
mecanica dos fluidos, é necessario adicionar hipdteses constitutivas que relacionem o
tensor de Cauchy com o campo de velocidade e o vetor fluxo de calor com o campo de
temperatura do fluido. Para tal, na equacao de movimento a relacao classicamente
empregada é a hipotese constitutiva dos fluidos newtonianos, ao passo que para a
equacao da energia emprega-se a Lei de Fourier Generalizada. Porém, por serem os
escoamentos estudados nesta tese supostos isotérmicos, nao serd derivada a equagao

da conservagao da energia térmica.

30 sinal negativo faz com que a equacio respeite a convencio termodinamica de troca de calor,
ou em outras palavras, a 2% Lei da Termodinamica.



