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0. Introducao
O problema geral de Dirichlet para equacio das superficies minimas consiste

em determinar z € C2(Q) N CY(Q), Q@ C R? ( Dominio do plano ) tal que

Qu) :=div——L_ = 0.
Y1+ (vul

ulon = .

Tal problema foi inicialmente resolvido para o caso em que Q é convexo e
limitado (provado por T. Raddé como conseqiiéncia de seus resultados sobre o
problema de Plateau na década de 30). Caso {2 seja convexo e ilimitado ou
para alguns casos especiais de dominios nao convexos e ilimitados, R. Earp e H.
Rosenberg ([ER]) provaram que tal problema tem solugio para qualquer fungéo
continua @ limitada em 802 desde que {1 néo seja um semiplano. O caso do
semiplano foi tratado por P. Collin e R. Krust em ([CK]). Resultados de existéncia
de solugdo em dominios nao convexos e ilimitados comecaram a ser tratados com
Nitsche ([N]) e mais recentemente em ([ET]), ([KT]), e ([RT]) apenas no caso em

que {2 é um dominio exterior finito, isto &,
0 = R*\ (nimero finito de dominios fechados)

e com valor zero no bordo.
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Neste trabalho de dissertacdo, tratamos do problema exterior geral de Diri-
chlet, ou simplesmente do chamado problema exterior de Dirichlet. Neste caso, {2
é o exterior de um conjunto enumersvel (finito ou infinito) de dominios compactos
Fly ey Fopycocom F; N Fy = ( se ¢ # 3, sendo JF; uma curva de Jordan.

No caso do exterior de um conjunto infinito de dominios 1, ..., Fi,, ..., pre-
cisamos supor que estes dominios estejam dispostos periodicamente no plano, ou
seja, sejam obtidos a partir de um nimero finito de dominios através da ag3o de
um subgrupo de isometrias do R2.

Além disso, como acontece em trabalho anterior, tratamos apenas do caso em
que ¢ = 0. A Condigao ¢ = 0 & necessaria pelo resultado provado por N. Kutev
e F. Tomi em [KT), estabelecendo que dado o dominio exterior {2 de um dominio
convexo e limitado qualquer, e dado £ > 0, existe ¢ € C?(9Q) com |¢] < & para

o qual o problema de Dirichlet nao tem solugao.



1. Preliminares

O operador

Q : C¥Q) — COQ)

definido por

ur— Qu) = div—Ll -
14 [wul
ou, equivalentemente, por
14 1+ 122
u) = (L) gy — (L +u)

Ja+vefy  Ja s v \/(1+Jvu12)3u”

¢ chamado operador curvatura média nula. O grafico de uma solugio u € C%(Q)
de @ = 0 é uma superficie minima.

No que se segue, estabelecemos um teorema de existéncia de solugSes de @ =0
em certos dominios do plano a seguir descritos. Faremos uso dos seguintes resul-
tados de andlise, referentes ao operador @:

O Teorema A trata dos principios do méximo para solugao e do gradiente da



solugao da equagao @ = 0 em 2.

O Teorema B trata da compacidade de familias de solugtes de @ = 0 uni-
formemente limitadas na norma C1.

Finalmente, o Teorema C é o teorema da funcao implicita. Ver ([GT]).

Teorema A. Sejam u,v € C2(Q) N C%Q) solucdes de Q = 0 em um aberto
limitado Q. Entdo u— v satisfaz o principio forte do mdrimo e do minimo em £,

ou seja, se existe g € §) tal que
(1w~ v)(a0) = max(u - v)

ou

(u=v)(@0) = mjn(u - v),

entéo u—v = cte. Além disso, se u € C?(Q)NCYQ), entdo u satisfaz o principio

do mdzimo para o gradiente, ou seja

sup |Vu| =sup |Vul.
o a0

Teorema B. Seja  um dominio de classe C® e {u,} C C®(Q) uma



sequéncia de solucoes de () =0 em {2 tal que
|u.n|1;Q r=max fug | + max IVu,| < M,

para uma certa constante M e Vn € N. Entdo {u,} contém uma subsegiiéncia
convergindo uniformemente em Q, na norma C* a uma solugdo u € C®(Q) de
@ =0 em (, para todo k € N.

Teorema C. Seja Q dominio imitade C™ do plano e suponha que
p: RXCP(Q) — C=(Q) dada por p(t,v) = v+ d, é continuamente diferencidvel,

onde &, € C*(Q). Seja uy € CP(R) tal que Qug) =0 em Q ety € R tal que

Uglag = Piglon-

Entio existe § > 0 tal que para todo t € (to — 6,te + 8), existe u, € C°(Q) tal que
Q(u) =0 em Q,

Utlarz = ‘I’t|an

Bm fuo — el = 0,

para todo k € N.
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Para descrigao dos dominios que consideraremos no resultado principal, é con-
veniente relembrar algumas nogGes relativas ao grupo de isometrias do R?%. Uma
aplicacio ® : R? — R? ¢ uma isometria se

a) ® é um difeomorfismo;

b) (d®,u,d®:v) = (u,v),Vz € R? Vu,v € R?, onde <,> denota o produto
interno usual do R2.

E £3cil de ver que o conjunto das isometrias do R? forma um grupo com a

operagao de composigao de fungdes que denotaremos por Iso(R?). Assim
Iso(R?) := {@ :RE—R?| ®é isometria} .

Subgrupos que agem propriamente descontinuamente em R?,

Dizemos que o subgrupo I' do grupo de isometrias age propriamente descon-
tinuamente em R? se, para todo p € R?, existe U, C R? vizinhanca de p tal que
g(Up) N U, = 0, para todo g € T, g # id. Dizemos que ) é um dominio funda-
mental do R? contendo p se D é um aberto conexo do R? com p € D tal que
g(D)N D = @ para todo g € T, g # id, e tal que, dado um aberto V do R? com
DcV,seg(V)NV =0 paratodo g €T, g #id, entho V = D.

Usando o lema de Zorn, prova-se que para todo p € R? existe D dominio



fundamental de I tal que p € D.

A menos de conjugagdo, os subgrupos de Iso(R?) agindo propriamente descon-

tinuamente em R? sio descritos no Teorema a seguir:

Teorema D. Seja IY um subgrupo de isometrias do R® agindo propriamente
descontinuamente em R2. Entdo exzistem vetores linearmente independentes
u,v € R? tais que IV € conjugado a algum dos sequintes grupos

1) T:={T,:n € Z} onde

T, R = R, T,(p) = p+nu,

2) ' i= {Tom : n,m € Z} onde

Tom: R? — R?, Tom{p) = p+ nu+ mo,

3)':={S,:n & Z} onde

Sn:R2 5 R? S, (p) =p+nu+ (—1)"u,

4) T:={Sym : n,m € L} onde



Spam :R2 =SR2, S, 0(p) = p 4+ nu+ (—1)*u* + my,

onde u* € ortogonal a u com |u*| = |u|. Notemos que a superfcie quociente
R2/T" é homeomorfa a um cilindro no caso 1), a um toro no caso 2), a uma faiza
de Mobius infinita no caso 3), e a uma garrafa de Klein no caso 4).

(Ref. John Stillwell, Geometry of Surfaces Springer-Verlag 1992)

Corforme observamos apés o final da prova do teorema abaixo, pode ser dada

uma " prova experimental” ao mesmo. Veja pagina 29.
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2. Teorema. Seja I' um subgrupo do grupo de isometrias do R? atuando
propriamente descontinuamente em R? e seja D um dominio fundemental de
I'. Sejam vy Yo,y ¥m curvas de Jordan limitande dominios fechados G; < D,

i=1,..,m, tais que G;NG; =0 se i # j. Seja
_ w2
=R\ U 3(G1UG2U...UCn)

e seja s > 0 dado. Entdo eziste uma fungdo ndo negativa ws € C°(Q) N C°(Q)

solugdo de Q = 0 em §) com w, {,,= 0 tal que
sup |Vw,| = s.
L1

Além disso,

max
. COrMne2
lim sup ————— < o0,
RA—o0 R

onde Cr € o circulo de raie R centrado na origem.
Prova: Se s = () entio basta tomar wg = 0 em £ e o teorema tem demons-
tragdo imediata neste caso. Suponhamos agora que s > 0, e admitamos inicial-

mente que §2 € C°. Dado n € N seja Dy, o disco aberto centrado na origem com



raio n, G, = 8D, e assuma que 7 € tal que

D,2G, (G=Gi1UGaU...UGp).

Sejam Ey, Bj,..., Eg(n) os dominios fechados de R? \ 2 contidos em D,. Sejam
) K(n) . . .
a; =0F;,1<i< K(n)ea, = '91 a;. Seja L, o catendide tangente ao cilindro

H = C, X R, a0 longo do circulo C,. Observe que L, N {z > 0} é grifico da

fungio

11?2 + y2
n2

Un = Un(Z,y) = narccos h (

em R%\ D,. Alguns célculos mostram que se

Rn=max{3n,n1/l+;4§} (2)

entao

V| < 2 em Ch, (3)

onde Cf, é o circulo centrado na origem e de raio R,. E importante observar aqui

. 4
que R, poderia ser escolhido qualquer valor maior ou igual a n4/1 -+ I~ desde que

satisfaca (3) e que 3n s6 aparece na definigao de R, por motivo que ficara claro
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posteriormente (ver pigina 20). Seja Dg, o disco limitado por Cg,. Sejam

QRn = DR,,\(EI U..u EK(n)),

t > 0:3Ju, € C®(Qg,) tal que Qu;) =0,
T, =

sup [Viy| < 8, Utla, =0, wlc,, =1

Ay

Para t = 0, existe ug = 0 € C*°(Qg, ) tal que
Qu0) = Q(0) =0, sup [Vuo| =0 <5, tla, =0, wolcy, =0.
R

Entao 0 € T,, implicando que 7}, # @. Mostremos que sup 77, é finito. Suponhamos
que ndo. Entdo existe uma sequéncia {{m},. .y C Tn tal que ¢, — o0 quando

m — oo.Tome pg € oy, € seja v : {0,1) ~— Qp, uma curva tal que
¥(0) =po, 7(!) =P € Cr,, Ir(E) =1
e para cada m considere, pela definicio de T, a fungéo u,,,. Entzo

e (B) — e (P0) = e (YD) = 0 (1O)) = [ St (vt ()

11



Por ser 7y uma curva no piano, podemos representar 7y(t) em coordenadas como

Yt} = (z(t), y(¢)). Entéo

d

7 Yt (Y00} = 0 (2) + ey (€) = (Vur, (7(2)), 7 (2)) - (5)

De (4) e da propriedade de integrais temos

otn8) — )l = | [ e 0] < [ R o)|ar. @)

De (5) e usando |< u,v > < |u| |v| temos

Eutm('r(t))’ — < Ve, ()7 () 51 < Vue, O] @B (7)

Substituindo (7) em (6) temos

/‘d

7t (70) Idtﬁ /; |V, (v(E))] . [y (£)| dt.

Mas |y'(t)] = 1 entéo
[|Guntron|ar < [/ 19u oo

12
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Como sup [y, | < ¢ temos

fn

e (B) — e (p)] < [ 1V, (2(2))| 5 < sl

Da propriedade dos médulos temos

[ttt (D) = et (P0)| < [, (P) — 1 (0)| < 1

ou ainda

|t (D) < s+ Jus,, (po)] -

Sabendo que

Ut (Po) =0 (¥ lon =0}, s, (0) = tm (u'cmlc‘nn = tm)

temos

tm < 8l

para todo m o que é absurdo pois nll_r}lw tm = o00. Logo, sup 7, < oco. Seja

t, = sup7,. Provemos que t, € T, e sup [Vu,,| = s. Dado ¢t € T,, provemos

13



primeiro que

. (8)

sup |Vug| <
Cr,

b2 | o

Dado t € Ty, existe uy € C°(Qg,) tal que Q(u;) = 0, !S?L;E [Vu < s, uyla, = 0,
Up |gp, = t- Para cada r € R, seja v := v, +re;. Como 4y € C%(Qg, ), é claro que
|uz) esta himitado. Portanto, us(z,y)—%(z, %) > 0 se r é suficientemente pequeno,
para todo (z,y) no anel Qg \Dn. Da mesma forma, us(z,y) — v5(z, y) < 0, para
todo (2,7) no anel Qg \D, se r é suficientemente grande. Segue-se entio que estd

bem definido
p = II'lfR

onde R = {r .7 € R e existe z € Qg \D, tal que u,(z) = 'v;;(:n)}. Observe que
R # (§ pois tanto u; como v/, sao continuas em (z_\D,, para qualquer r € R.
Afirmamos que rp € B. De fato, considere uma sequéncia (rp,) com 7, € R,

Tm > To € Tm — Tp. A partir de um certo mg, se m > my entzo existe
T € Qg \Dnr tal que v/ (2,,) = w(z). Como Qg \D, C Qg \D, e Qg \D» é
fechado e limitado, isto é, compacto, (ry,) contém uma subsequéncia, que também
denotamos por (ry,), convergindo a z € Qp \D,. Por continuidade, tem-se

vo{z) = u{z). Se x € 8D, entao o grifico G, de ¥; e o catendide L] tan-

14



gente ao cilindro H = C, X R ao longo do circulo C}? { o transladadoe de C, no
plano z = 79 ) tém um ponto de tangéncia em um ponto interior, estando LT lo-
calmente abaixo de Gy, o que contradiz o principio de tangéncia. Logo, =z ¢ 8D,
ou seja, € Qg \Dy, provando que ry € R.

Afirmo que

v(z) = w(z) seesése z € Cg,.

De fato, caso contririo, suponha que ocorra (A) ou (B) abaixo:

(A) 3z € Qg \Dn tal que v7°(z) = u(z) e z ¢ Cgr,. Isto é falso, pois se
existe Tg € §2p,\ D, tal que v°(zy) = w(xo) entdo (u; ~ v°)(z) > 0, para todo
z € Qg \Dn, pela definicio de rg. Logo

min {u—v°) =0
i ( W)

o que é absurdo pelo Teorema A, pois u{zo) — ¥22(z0) = 0 e Zo € Qr, \Dn.

(B) 3z € Qg \Dn tal que v70(x) # us(z) e z € Cg,. Istoimplica que Vz € Ckg,,,
V0(2) # uy(2), pois v[2(z) = v[°(z) # w(x) = ue{z). Por outro lado, 7o € R, ou
seja, Jxo € g, \Dx tal que v (zo) = w(2o), 0 que estd em contradi¢do com (A),
pois xp ¢ Cgr,.

Concluimos entdo que existe 7o € R tal que v7°(z) < us(x), para todo

15

ir" UFRGS
o SISTEMA DE BIBLIOTECAS

_BIBLYOTECA SETORIAL DE MATEMATICA



z € Qp, \Dp e 72 (2) = u,(2) se e 56 se © € Cr,. Como consequencia temos que
[Vu(z)| < |V (z)]

para todo z € Cg_. De fato, seja 5 o vetor unitério normal a Cg, apontando para
dentro e denote também por 7 sua extensio para R®\ {eixo-z} por translagdo
radial em cada plano z = ¢. Sendo Cg, uma curva de nfvel tanto para u; como

para v}° e £ € Cg, temos

Vig(z) = — [Vue(z)| nz), Vor(z) = — [V ()| n{z).
Entao
(Vue(z)n(z)) = — |Vulz)|

€, como

(Vua@)in(&)) = do(a) () = Jm, 2N = 2el)

sabendo que v79(z) = w,(z) para z € Cg, e —u(z + bn(x)) < —vp(z + bn(z)),

16



temos

o w(zbn() —wlz) L w(z) —w(z 4+ ()
Veu(@) = = bl_l’r& b _bl—l»%}* b

§_’1[1]? Uno(m) — Un;(m + b’?(“’)) — IV?);;O ($)| )

QObservando que

|V {z)| = |Vu(z)| < =, Vr e R, Vo € Cg_

[ VY

temos

V()] < [V (z)] <

o que prova (7).

Sendo ¢, = sup Ty, mostremos que t, € T,. De fato, seja {s,,} C T} uma

seqiiéncia convergindo para £, quando m — +oco. Como 2é C®, Qp é O, Seja

{ts, } 2 seqiiéncia de solugdes nao negativas de ¢ = 0 em g, (que existe pela

definicdo de T.,). Podemos supor, usando resultados da Anélise, que u,,, o, se

estende a ®,, € C*({g,) com l(I’ml?;QR,. < M. Como sup |Vu,,_| < s temos, pelo

Qr,

17



Teorema B, que existe uma subseqiiéncia de {u,, } convergindo uniformemente
na norma C? em Qg, 2 w € C®(Qx,) tal que Qw) = 0, wlo, = 0, Wlop, = tn
(pois 8m — tn € Us, — W) € sup |Vw| < s (pois [us,, — wlyg, — 0). Entdo, pela
Rn
definigdo de Ty, temos £, € T,,. Defina v, :=w.
Mostremos agora que sup [Vu,| = s: Suponha que sup {Vu,, | < s, ou que,

28y Qry
sup |Vuy,| < s — 8 para algum 8 > 0. Apliquemos o teorema das fungdes

23

implicitas, Teorema C. Para tal, verifiquemos que as hipdteses deste teorema szo
satisfeitas: Qg, é limitado. Além disso, sabemos da Anélise que para todo t € R,
existe @, € C®(Q) tal que p : RxCP(Q) — C*(Q) dada por p(t,v) = v+ &,
é continuamente diferencidvel e ®¢,, = 0,%4|c, = f. Também do parigrafo
anterior temos que @(u, ) = 0 em Qg, € Uy, |o0,, = Pt,|00,, , © que entdo garante
que as hipéteses do Teorema C sdo satisfeitas. Entao existe § > 0 tal que para
todo t € (tn —~ 6, t, + 6) existe us € C°(Qr,) tal que Q(ur) = 0 em Qg,, wlog,, =
Belong,: ou seja, Usa, = 0 € Ule,, = t, bem como tllgln |2z, _'U't!k;rznn = 0,
k = 0,1,2. Sabendo que para quaisquer u,v € C*(A), onde A é um dominio
limitado do R?, tem-se

Ou
[Vu] < ‘%{ +

du
Oy

18
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obtemos

du du
sup (Vu| <sup |—|Fsup |=—1| = [u]pa <
op 1V <oup [ 4]+ oup 1) = s < P
e, portanto,
(u—2) 8(u —v)
Vu—Vu| < = fr —wla < loe —
Sl;p |V | _sgp 5 + sgp 5 (v —vja < |u V]ya -

Entao para o nosso problema temos

sup [Vug, — V| < g, — w0,

Fin

€ COIIO

Hm |u, —u =0
r,—»t,,l tn tl10x, ’

temos

limsup |V, — V| = 0.
t—'tngﬂﬂ

Entéo dado & > 0, existe 0 < § < & tal que |t — t,| < 8 implica

sup |V, — V| < ¢.
Qr,

19



Como

|Vus| = |[Vue — Vg, + Vg, | < [V, | + [V — Vi, |,

temos

sup |Vus| <sup |Vu, — Vg, + Vuy, | <sup |V, | + sup |Vas — Vg, | .
QR Qmy, Qr, Qry

Assim, escolbendo 0 < 6" < §,t=1t,+6 ec < G temos
sup |Vaug| <sup |V, |+ sup |V — Vg, | < s - f+e<s.
Qp, Sin, Qr,,
Segue-se que t =1, + 6 € Tn, 0 que é absurdo j4 que ¢, = sup 7. Portanto,
sup |[Vug,| = s.
Qp,,

Como sup |[Vug, | < s/2, obtemos peloTeorema A, sup |V, | = s. Portanto,

Rn &

sup [Vue, | = s =sup [Vur,| (00, = e UCr,)-
[aT°Y B

Nés definimos agora uma sequéncia {u, } de solugdes néo negativas para ¢ =0

20
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no dominio A, onde

An = D\(B1 V... U Egey)
tal que

Unla, =0, sup |[Vu,| =sup |Vu,| = s, (9)
annaG An,

da maneira que se segue. Como

sup [V, | = s,
on

existe pp € 0 tal que |Vug, (p,)| = s. Se p, € G, entado defina
Up = U, An -

Se

Dn & OG

entao

Dn € @(G)

para algum ® & T. Definimos u,(p) = us, (®(p)), para p € A,.

Observemos que se p € A, entdo |[p| € n e, desde que R, > 3n, temos

21



®(p) € Op,, explicando 2 razio da escolhe de R, feita em (2). Segue-se que u,
estd bem definida e satisfaz as condigdes (9). Temos como decorréncia da anélise:
{un} € uma seqiiéncia de solugbes néo negativas de = 0 em A, tal que u,|aa,, se
estende a @, € C°(A,) com |Brlyp, < M, us € CP(Ay), srp |Vu,| = s < o0,
Unlay, = 0, para todo n. Também, A, C Any1, 7 > ng; Q@ = UnAL.

Afirmagdo: Dado m > ng existe uma subseqiiéncia {u;”'} da seqiiéncia {un },,5,
que converge uniformemente em A,, 2 uma solugio v,, € C®(A,,) de Q@ = 0 em
Am, e vale vpt1|a,, = Um. Para mostrar isto, usamos indugao em m > mp.

Para m = ny aplicamos o Teorema B a seqiiéncia {un I 0} para obter a
T 0

nI>n

existéncia de uma subseqiiéncia {u}"’} convergindo uniformemente em A,,, ne
norma C?, a uma solugio vy, € C®(Ay,) de @ = 0 em Ap,. Suponhamos agora
que {u;n} estd bem definida. {u}“} é uma subseqiiéncia de {un Ix.. }nzm de modo
que podemos tomar jp tal que uf* = up, |z ¢ tendo-se n; > m 4 1 para j > jo.

Entao {un |z } . éuma subseqiiéncia da sequéncia {u,n| Podemos
3 Am-H szo

Amt }n2m+1'

aplicar novamente o Teorema B a seqiiéncia {un 5 ‘Km+ ) } 5, Par2 obter a existéncia
J0

7

de uma subsequéncia {u}““”l}_ convergindo uniformemente em A1 , Ra norma
7

C?, a uma solugio vpmyy € C®(Any1) de Q = 0 em Ay Para todo k, existe

entdo ji tal que

22



m+1|__ _ _
U [ Rmes = Yni K

de modo que
m+1)_ .

Uy Rn = Ung 1K, = Uy,

0 que mostra que

Um+1 |T\m -_—li{‘n (urkn'f'l IXm) "_"],]{n ?,L;: = U,

concluindo a afirmagdo. Defino entdo v, € C°(Q) por v,(z) = vm(z) onde m é
qualquer natural tal que € A,,. Isto prova a primeira parte do teorema no caso

em que §) é C™. Provemos agora que v, satisfaz

max Vs
CrN

lim sup
R—oo

< Q. (10)

Para tal, consideremos o cone reto dado como o grafico da fungio ¢ : R? — R

definida por

w(p) = slp — pil,
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cujo vértice p; € um ponto qualquer de ént(G), onde

G=G1UG2U...UGm.

Mostremos que v, estd abaixo de ¢lg: 2 — R e que

lim sup maXon®

< Q.
R—00 R

Seja g € 0. Entao v,(g) = v,(g) onde n é qualquer natural tal que ¢ € A, sendo

v, definida como antes. A figura abaixo esclarece as construgdes que faremos a

seguir:




Seja

A=1Tqﬂ&n

e seja p € A tal que BN, = 0, onde

g={rg+(1—-rp:0<r<1}.

Entao, fazendo
temos

de modo que

wl@) =) = [ Str= [ (7o, r()dr

Usando |< u,v >| < |uf |u| temos

[ @i < [[iooredr= [ (gv,a- )l
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1
< [ Ivvslla = pldr < slg —pl < p(g).

Como v,(p) = 0 segue-se que

vs(q) < @(q).

Assim, dado qualquer R > 0 temos

max vs < max

Crinc Crnse
donde
max Vs max @
. CrOf . O
< .
i, sup = — < Jim sup S ()

Mostremos agora que o lado direito da Glfima desigualdade € igual a s.

R -|@o]

-
»

P N ———

N
P
»
[l
A
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Como p; € 0p1 N Cr e p3 € 5106 N Cr, onde 5Py e 710 sao semi-Tetas, temos

s Plws) _ wlps)
IP1psl  [P1P2|

e sendo

P(ps) = maxp, e [Pip3| = R+ [pro]

obtemos

max max
Cr L [#-] L

§ = = ]
|;ips| R+ |pio|

mas, pela figura acima,
sR + s|p1o| = maxyp
Cgr

e dividindo toda esta expressdo por R, temos

SR slpo| _ T ¥
R""R TR
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e tomando o supremo ¢ aplicando limite, fica

max @
lim sup —%— = g
R—ooo R ’

o que, junto com (11), prova (10).
Suponhamos agora que Q) é C°. Usando resultados de Anslise, podemos garan-

tir a existéncia de uma sequéncia {2, de dominios C* tal que 2 C £, e que

2. c {peR? | d(p,00) <

3=

}UQ

para todo n € N. Pelo resultado j4 feito, para todo n existe vn, € C®(Q)

com sup |Vuns| = s solugdo de @ = 0 em . Usando a mesma técnica uti-
QO

lizada acima, podemos garantir que {v, ;} contém uma subseqiiéncia convergindo

uniformemente em compactos de £ a uma solugio
w, € C®(Q)NCYQY

de @ =0 em {2. Pelos mesmos argumentos anteriores, tem-se sup |Vw,| = s e
LY

max Wy
[85-Tg %]

lim su < o0
A p R )
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concluindo a prova do teorema.

Observacao (Interpretagio Fisica). Podemos obter experimentalmente a
solugao u;, de @ = 0 em Qp, da seguinte forma: representamos as curvas JE; e
a circunferéncia Cg, por aros e as mergulhamos em igua com sabéo, tomando o
cuidado de manté-las no mesmo plano. Entao retirando-as da dgua e furando as
partes circundadas pelos aros 8F;, obtém-se a solucio zero em Qg . Agora, dado
s > 0, nds elevamos a circunferéncia Cg, até que a pelicula de sabao formada
atinja gradiente igual & s em alguma curva 9F;. A pelicula de sab3o resultante é

o gréafico de uy, .
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