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RESUMO

Esta dissertagéo trata do problema de Dirichlet para a equacdo das superficies
minimas em dominios n#o limitados do plano. Estabelecemos um teorema,
devido a Collin-Krust, que fomece uma estimativa para a diferenga de duas
solug@es distintas em uma vizinhanga do infinito. Estudamos também a questdo
da existéncia e da unicidade de solugdes em conjuntos convexos ndo limitados do
plano. Entre tais conjuntos estdo a faixa e o semi-plano. No apéndice
apresentamos um exemplo de uma situagéo onde o problema de Dirichlet para a
equagdo das superficies minimas ndo possui solugéo.

ABSTRACT

This work deals with the Dirichlet problem for the minimal surface equation in
non-limited domains of the plane. A theorem based on Collin-Krust was stated. It
provides an estimate for the difference between two distinct solutions in an
infinite neighborhood. The solution unicity and existence in non-limited convex
domains of the plane is also studied. Among these domains are the band and the
half-plane. In the appendix an example where the Dirichlet problem for the
minimal surface equation does not have a solution is presented.
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Capitulo 1

Introducao

Dados um dominio planar { e uma funcdo f : Q2 — R, o problema de Dirichlet para a
equagao das superficies minimas consiste em determinar a existéncia e a unicidade das

soluces do seguinte problema de valor de contorno:
(14 ud)ues — 2usuytizy + (1 +u)uy, =0 em Q e u/sn=f . (1.1)

Quando ) coincide com o plano « o y, S. Bernstein, em 1916, provou que a solucao
u = u(z,y) deve ser linear afim, ou seja, o grafico da fun¢do u é um plano. No caso
em que §) é limitado e convexo e f é continua, Tibor Rad6, em uma publicacdo que se
tornou cldssica, assegura a existéncia e a unicidade para o problema (1.1)[R1]. Johannes
Nitsche generalizou este resultado para quando f é descontinua em um conjunto de
medida linear nula (tomada com respeito ao comprimento de arco de ), necessitando
supor, entretanto, que a fungdo f fosse limitada [Ni]. H. Jenkins e J. Serrin trataram o
problema (1.1) quando f assume valores infinitos em alguma parte de 952, como acontece,

por exemplo, na solucdo encontrada em 1834 por H. F. Sherk, dada pela fungio
log cosz —logcosy |z| <%, |yl <% -

Esta dissertagao trata do problema de Dirichlet para a equagao das superficies minimas
em dominios nao limitados do plano. Vamos estabelecer um teorema, devido a Collin-

Krust [CK], que nos fornece uma estimativa para a diferenca entre duas solucdes distintas
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em uma vizinhanca do infinito e que nos permitira deduzir um teorema de unicidade e
um principio do maximo no infinito para a equacgao das superficies minimas. Faremos um
estudo mais especifico do problema (1.1) para alguns dominios especiais, como o setor, a
faixa, o semi-plano e certos conjuntos convexos e ndo limitados do plano, discutidos nos
trabalhos [ER] , [CK] de Ricardo Sa Earp & Rosemberg e Collin & Krust. Para dominios
mais gerais, o problema de Dirichlet para a equagdao das minimas ainda permanece essen-
cialmente em aberto. Recentemente em [RT] sio obtidos teoremas de existéncia para
alguns dominios ndo convexos e nao compactos do plano.

No capitulo 2, vamos apresentar alguns resultados preliminares que sdo basicamente
resultados de existéncia e unicidade de solu¢des para dominios limitados do plano. Também
serao enunciados um principio do maximo generalizado e um teorema de compacidade.

No capitulo 4, provaremos o seguinte principio do maximo para dominios contidos
em uma faixa ou em um setor: Se os dados de contorno sdo limitados por uma constante
A, entdo qualquer solugdo do problema de Dirichlet é também limitada por A. Usaremos
este resultado, bem como o teorema de Collin-Krust (capitulo 3), para obter alguns
resultados quanto a unicidade das solugbes. Ainda no capitulo 4, provaremos a existéncia
de solugbes em varios dominios do plano, adaptando os resultados obtidos em [ER] para
uma classe um pouco mais geral de dominios planares, a saber, dominios convexos (nao
necessariamente estritamente convexos), cuja fronteira é suave por partes. Além disso,
os dados na fronteira podem ser continuos por partes.

Quando o dominio ) nao é convexo, nem sempre o problema (1.1) possui solugao.
Podemos dizer até mais: Se () ¢ limitado e nao convezo, sempre existem dados continuos
f: 00 — R tais que o problema (1.1) ndo possui solugdo [Ni, pag. 203]. Uma breve

discussao deste fato podera ser encontrada no apéndice.



Capitulo 2

Preliminares

Até 1930, todos os autores que trataram do problema de Dirichlet para equagio das
superficies minimas precisaram supor, no minimo, que a curva I', descrita pela fungao
continua f : 9 — R, satisfizesse uma hipdtese adicional chamada de hipdtese dos trés
pontos. A hipétese dos trés pontos pode ser enunciada como segue:

Seja I' uma curva de Jordan contida em R? definida pela equagéo z = f(s), com s € 9.
Sejam Py, P;, P; trés pontos distintos em I'; denotamos por € o angulo agudo positivo
entre o plano z o y e o plano passando por Py, P, Ps;. Se o nimero tan # é menor ou
igual a alguma constante finita A, entdo dizemos que a funcao f(s) satisfaz a hipétese
dos trés pontos com a constante A.

A hipédtese dos trés pontos implica que ndo existem trés pontos distintos Py, P;, Ps
em um mesmo plano vertical (em relagido ao plano z o y), conseqientemente, implica que
09, onde sao dados os valores de contorno, é uma curva estritamente convexa e ainda
impoe restrigoes a fungdo f(s) definida em 0.

Foi Tibor Radé [R1] que removeu a hipétese dos trés pontos e provou a existéncia e
a unicidade para o problema (1.1), supondo apenas que ) fosse um conjunto limitado
e convexo e que os dados na fronteira de ) fossem continuos e limitados. A técnica
utilizada é de natureza paramétrica para tratar este proble{na. na forma nao-paramétrica.
Tal teorema foi enunciado sem demonstragao por S. Bernstein em 1912. A hipétese que
§) seja convexo é essencial para assegurar a existéncia de solugao para dados continuos

e arbitrarios na fronteira. O fato de o problema de Dirichlet nao ser bem posto para
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dominios limitados e ndo convexos sera discutido no apéndice.

2.1 Resultados Basicos

Nesta dissertagao usaremos um resultado de existéncia para dados que possuem descon-
tinuidades [Ni], o qual esta enunciado logo abaixo.

TEOREMA 2.1: Seja Q um dominio convezo e limitado do plano. Supondo f : 0Q —
R uma fungdo continua e limitada, exceto em um conjunto compacto contido em 9Q com
medida linear de Lebesque nula (tomada com respeito ao comprimento de arco de 0}),
entdo existe solugao para o problema de Dirichlet para a equagdo das superficies minimas.

Em particular, tem-se que: se a fungao f é limitada e continua por partes, segue a
existéncia de solugao para a equacao (1.1) com f como dado de contorno.

Dois outros resultados que usaremos estao enunciados a seguir. Sao eles: o Principio
de compacidade, o qual é uma ferramenta essencial para as demonstracoes de existéncia

de solucoes, e o principio geral do mdzimo, que € indispensavel nas discussoes sobre

unicidade.

TEOREMA 2.2 (Principio de compacidade): Seja {u,} uma seqtiéncia uniformemente
limitada de solucées da equagdo das superficies minimas em um dominio ). Entdo eziste
uma subsequéncia que converge a uma solugcio em §) e a convergéncia deve ser uniforme

em qualquer subconjunto compacto de 1.

Denotaremos por M(£)) o conjunto de todas as solugdes da equacdo das superficies

minimas sobre o dominio 2.

TEOREMA 2.3 (Principio geral do mdzimo): Seja Q8 um dominio limitado do plano e
C C 9 o complemento de um conjunto finito de pontos. Suponhamos que u, v € M()

satisfagam liminf(u — v) > 0 quando nos aprozimamos de qualquer ponto de C. Entdo

u>vemfl.

Vérios exemplos nos mostram que as solugdes da equagio (1.1) comportam-se muito

diferentemente das solugoes das equagbes diferenciais eliticas lineares. Por exemplo, em



uma equagao elitica linear € impossivel a solugao assumir valores infinitos na fronteira de
um dominio limitado, enquanto que na equagido das minimas este fendmeno pode ocorrer,
como mostra a superficie de Sherk onde sao assumidos valores +0o e —oco em lados alter-
nados da fronteira do dominio. Além disso, podemos encontrar fungdes harmonicas sobre
uma faixa que assumem valores infinitos apesar de se anularem na fronteira, fenémeno
este que nao pode ocorrer na equagio das supeficies minimas, conforme TEOREMA 4.2.
A razao para estas diferencas reside na forte nao-linearidade da equagao das superficies
minimas. Nos tltimos anos, a equa¢do das minimas tem tomado um lugar de destaque
entre as equagdes nao lineares eliticas, tanto que investigagdes especificas tém sugerido
ser ela um protétipo de uma classe diferente de equagodes diferenciais (Equagdes do tipo
Minimo) para a qual novos e diferentes problemas tém sido considerados. Ver, por e-
xemplo, R.Finn [F].

No inicio da decada de 70, H.Jenkins e J.Serrin direcionaram suas atengdes na ten-
tativa de generalizar a situagdo onde valores infinitos sao assumidos em alguns arcos da
fronteira do dominio. Em [JS] eles desenvolveram uma teoria de existéncia e unicidade
aplicdvel a situagdes onde dados continuos sdo assumidos na fronteira, bem como va-
lores infinitos em alguns arcos da fronteira. Em particular, eles demonstraram o seguinte
teorema, o qual é fundamental em nossas demonstragées de existéncia de solugdes para
dominios nao-limitados.

TEOREMA 2.4 (Jenkins-Serrin): Seja Q um dominio plano limitado, cuja fronteira
€ formada por dois conjuntos de segmentos abertos de reta Ay, A, ..., Ax € By, By, ..., By,
com a propriedade de nunca dois segmentos A; (nem dois B;) possuirem um ponto ez-
tremo em comum formando um dngulo convezro. O restante da fronteira de Q € formado
pelos pontos extremos dos segmentos A; e B; e arcos converos Cy,Cs,...,Cy. Sobre o
interior dos arcos Cy associamos dados continuos, no intgdor de cada segmento A; as-
sociamos +0o e no interior de cada segmento B; associamos —oo. Chamaremos de f
estes dados no contorno.

Seja p um dominio poligonal conexo cujos vértices sao escolhidos entre os pontos



eztremos das familias {A;}, {B;}, {Cx}. Sejam a e B denotando, respectivamente, o
comprimento total dos segmentos A; e o comprimento total dos segmentos B; que estio

sobre o contorno de p, e seja y o perimetro de p.

Se a familia {Cy} € ndo-vazia, entdo f se estende para uma u € M()) se e somente se

20<y e 28<y (2.1)

para todos poligonos p. A solugdo € inica se ezistir.

Se a familia {Cy} € vazia, entdo a solugdo ezxiste se e somente se o = f. Se ezistir, a

solugdo € tnica a menos de uma constante aditiva [JS].

Alguns casos especiais deste teorema sao de particular interesse para esta dissertagao.
Por exemplo, se a fronteira do dominio { contém apenas um segmento A; ou apenas um

segmento B;, entdo o problema de Dirichlet é sempre solivel.
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Capitulo 3

Unicidade do problema de Dirichlet
para dominios nao limitados do

plano

Neste capitulo vamos demonstrar um teorema que nos fornece uma estimativa para a
diferenca entre duas solugdes da equagdo (1.1) em uma vizinhanga do infinito e nos
permite deduzir um teorema geral de unicidade das solugoes e um principio do maximo
no infinito. Embora estejamos interessados apenas na equac¢ao das minimas, este teorema
se aplica a uma classe mais geral de equagdes que sdo as equagdes das superficies com
curvatura média prescrita. Nesta dissertacao, vamos enunciar e demonstrar o caso mais
geral deste teorema.

Sejam u e v’ duas fungdes de classe C? sobre ), continuas por partes sobre 9} e tais
que:

u=u'emdN—E, H,=H,em?),

onde £ é um conjunto discreto de pontos de 92 e H, a curvatura média do grafico G de
u no ponto (z,y,u(z,y)) (Hw é definido de maneira andloga).

Denotamos H a funcdo H, = H, , segue que u e u' sao solugoes da equagao

(1 4+ ¢*)r — 2pgs + (1 + p*)t = 2Hw®, (3-1)

11



onde

O R
Sejam w e w' as fomas diferenciais:
7 !
W= -Edy — g—d:c, w' = E-de — -q—fda:.

w w w w

Temos que
dw =dw' =2H dz A dy ,

pois

dw = |—|=]+5|=]| dzAdy=div | ————=| dzAdy=2H dz A d
[B:c (w dy \w 4 i dis Vuf? y Y

Logo, a forma w’ — w é fechada e entdo existe uma funcio ¥ tal que d¥ = ' — w
(¥ pode ser multivalorada, se Q nao for simplesmente conexo).

Vamos denotar por n = (:w?,‘;‘l,-:;) onormalaGeu=u —u

(n' é definido de maneira anédloga a n).

LEMA 3.1: Seja D um dominio limitado tal que D C ().

Entao:
fwﬁd\ir 2[]9|v¢:|2

Demonstragao do lema 3.1: Pelo teorema de Stokes temos:

./E!Dﬁd‘i=//D(p’_P)dxAdﬁr-l_(Q’_Q)dy/\d\i=

=ffD(p'—p) (‘%—%) dz Ady +(q—¢') (%«—-E;;) dz Ady .

12



Agora, o integrando acima pode ser escrito da seguinte forma:

(wn—w'n').(n—n') = (w4 w)(l —n.n') =

L(w + w)(n —n')?,

porém 3(w+w')>1e

2 r\ 2 2
P 7 g 1 4 Ak
(“—"’)2=( wr) +(;—;) -5l 2

como queriamos mostrar.

2=
t
I

LEMA 3.2: Seja C C Q uma curva de nivel de & e C' um arco de C sobre o qual
Vii ndo se anula. Entdo U € estritamente crescente ao longo de C' orientada pelo vetor

diretamente ortogonal a Vii.

Demonstragao: Seja v(P) = (Va)* o vetor diretamente ortogonal a Vit em um ponto

P e C'" C . Temos que

d¥ - v(P) = (1 - i) dz-(—(¢' = q), (¥ —p)) + (% - %) dy-(—(¢'—q),(P' —p)) =

=(¢'—q) (i—i—%)ﬂp’—p) (-p—’—g) =

w' w
1 ! n2
=§(w+w)(n—n) >0,

pois P é ponto regular de C. c.q.d.
Agora ja estamos em condig¢oes de enunciar e demonstrar o
TEOREMA 3.1 (Collin-Krust): Seja Q um dominio ndo limitado do plano R? , sejam
u e u' duas fungées distintas de classe C?, tais que Hy(z,y) = Hy(z,y) em Q e tais que
Ujaq € Ujq Sejam continuas por partes e coincidentes em seus pontos de continuidade.
Seja
M(r) = sgp|u'—u| , onde C,=Qn{X € R?; |X|=r}.

13
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Entao

lim inf (M(")) >0

r—oo \ log r
e, se o comprimento de C, ¢ uniformemente limitado, entdo

e (20 Y s g
()

r—00 T

E suficiente demonstrar o teorema supondo que as solugdes u e u’ satisfazem a condi¢ao
v > u em ) e em um prolongamento de  a um dominio £ contendo Q. De fato,
trocando u por v/, se necessario, podemos encontrar um ponto P tal que @(P) =a > 0.
Consideramos entdo v e v’ como sendo as restricoes de u e v’ — @ a uma componente
conexa de {i > a}. O resultado para u e u’ decorre imediatamente do resultado sobre v
e v', j4 que o supremo da diferenga das solugbes s6 pode aumentar quando considerado

com u e u’. Esta hipotese nos permitird usar o LEMA 1 e o LEMA 2 no transcurso da

demonstragao.

Demonstragédo do teorema 3.1: Sejam , = {X € Q; | X|<r} e
O = 41X € | X]| =1k
. 12
Seja Ry tal que g = f/ IV‘I’| > 0. (Basta tomar Qg, # 0).
QRo
Para R > Ry, pelo LEMA 3.1, temos:

#+-/fﬂg—ﬂao |V'~i‘l2 S/‘mnﬁd‘i’ i

Como @ = 0 em 952, podemos escrever:

[ @b = [ adb<ME) [ |0¥]=MEBnE),

onde n(R) = [, Id@l . Dai temos

[ o V[ < M(R)(R).

14



Pelo lema de Schwartz, para r € [Ry, R] :

o0) = [ rlog< [

assim [, IVli'I >1 A o

VlIJl ] [(21rr

2xr

f]nﬁ_% Ve[ > f}: %d"- (3.2)

Desta forma podemos escrever:

w2 1) 4 < MBN(R).

Como # é a diferenca de duas solugdes de 3.1, @ verifica o principio do maximo que,
aplicado aos dominios Qr, mostra que M(R) é uma fungao crescente de R.

Seja R, fixoe A= M(R;). Para Ry < R < R, temos:
et / 2y d < An(R).

Consideremos agora a fungao  : J — R, onde J = [Ry, Rgexp(i‘”ﬂ—“z)[ definida por

- wae (w)

Esta fungao verifica a equagio diferencial:

)= 2

_ K
27 Ar ((Ro) = 2A

Assim

1 R ((p)?
AR =g+ [ S ar

eoconjunto X = {R> Ry ; YR, Ry < R' < R, ((R') < n(R')} éum aberto de [Ro, R;]N J,

pois é definido por uma condigdo aberta e Ry € [Ro, R1] N J. Observamos que este con-

15
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junto é também fechado.

De fato, dada uma seqiiéncia convergente de pontos {R.}, com R, € X Vn, tal que
R, — L, é facil concluir que L € X pois, da definicao de 5 e (, temos:

A(a) () 2 Bt [ U= g,

T

logo

A — () 2 & 4 [ HV=CEE g

mostrando que n(L) > (L), ou seja, L € X. Portanto, o conjunto X éigual a [Ry, R;]NJ.

Porém, temos que ( — +o00 a0 r — Roexp(f‘-“—;ﬁ). Assim, nao podemos ter n > (. Logo
ana?
R] = Rqe u

e isolando A na expessao acima obtemos uma primeira minoracao de M(R):

A= M(Ry) > (& log %) o (3.3)

syl
onde u = [fq, |V'~I’| 1
Podemos agora, com o auxilio do LEMA 3.2 e com uma escolha conveniente de Ry e

R;, melhorar este resultado estimando p = [fj 5 lVliJ[2.

Seja A um arco conexo e limitado de 9€) que néo é um ponto. Entio existe rg > 0 tal

que A C §2,,. Assim para r > r¢ temos:

o= ol o -| [, - [, _, o

e pelo teorema de Stokes, [ d¥ = 0. Ainda 89, — C, C 89 é uma curva de nivel de .
Como supomos u’ > u, decorre que V& aponta para o interior de £ (a nao ser, talvez,

em pontos isolados onde Vi = 0). Assim, a orientacao de 0 pelo vetor diretamente

16
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ortogonal a Vi é a inversa da orientagao induzida por ®?. Deduzimos, entio, pelo LEMA
2, que [d¥ < 0 sobre qualquer arco A de 9%, o que implica |fan,..-c, d\i‘I 2 |fA dlil| e

denotado a constante ¢ = |j'ﬂL d‘i‘, obtemos:

n(r)=2ec>0 Vr > ro.

Entao,
2
Ro=[[, V2 [z s (7).
Qg
Substituindo agora em (3.3) e tomando R; = 1—3?33, obtemos:

1
L]

log

(.'2 Vv le‘o R] o c
M(R,) > | = ——1
( 1) - (8‘?1'2 To 8 LY/ le'g 4?7‘\/§ 2

de onde segue o resultado.

Porém, supondo que exista b € R tal que C. < b Vr, temos
= [ |a¥| <26C0) <2,

j& que W é lipschitziana de grau 2 e £(C,) é o comprimento do arco C,.

Assim
u+ j jﬂ -y Ve[ < 26M(R).

Pelo lema de Schwartz, para todo r > rg
2 2 |2
& < n(r)? < E(C,)/Cr v,

donde [, IV@F > "%: Assim

# oy R ¢ e
5 — S ik =
M(R) > 26 . o5 dr > b + (R 0)262 ‘ c.q.d

17



OBSERVAGAO: Esta estimativa é a melhor possivel, conforme nos mostra o seguinte
exemplo:

a={xe®|X|>1},
u(X) = cosh ™' (| X|) (catendide) e u/(X)=0.

COROLARIO 3.1: Seja Q um dominio ndo limitado do plano. Seja f uma fungdo
continua por partes e H uma fungdo definida sobre Q). Entao o problema de Dirichlet

para a equagdo (3.1) admite no mdzimo uma solugdo limitada de classe C2.

A prova do coroldrio 8.1 é uma conseqiiéncia imediata do teorema 1.

COROLARIO 3.2: Seja ) um dominio ndo limitado do plano e u,v duas solugées de

(8.1) sobre Q, tais que limsup(u — v) < 0, para toda seqiéncia de pontos tendendo para

90 — E, onde E é um conjunto discreto de pontos de 9). Seja
N(R) = sup(u — v).
Cr

Se
N(R)
log(R)

—0 a0 R— oo,

entdéo u < v sobre() .

DEMONSTRAGAO: Raciocinando por absurdo: Seja P € Q, tal que u(P) > v(P) +2a
com a > 0. Seja £ a componente conexa do conjunto {@ € R?; u(Q) > v(Q) + a}
que contém P. Temos que 0¥ C e u = v + a sobre 9Q¥. Além disso, V' nao é
limitada pois, caso contrario, pelo principio do maximo, u = v+a em ', o que contradiz
u(P) > v(P) + 2a. Logo, Q' é nao-limitado e podemos aplicar o Teorema 3.1 com as
fungdes u/qr e u' = v+ aq.

Por construgao temos que M(R) < N(R)—a (A igualdade ocorre quando {Q € %%; u(Q) >
v(Q) + a} é conexo.)
Portanto, u = u’/ = v + a sobre )’ que nos leva a nova contradigao, demonstrando assim

o corolario.
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Capitulo 4

Existéncia e unicidade para o
problema de Dirichlet em dominios

convexos do plano

Neste capitulo vamos resolver o problema de Dirichlet para a equagao das superficies
minimas (1.1) em alguns casos particulares de dominios nao limitados do plano. Deno-

taremos por Cp(02) o conjunto de todas as fungdes reais, continuas por partes, definidas

em 0f).

TEOREMA 4.1: Seja () uma faiza ou um dominio convezo, distinto do semi-plano,
e g € Cp(00N). Suponhamos que g admite uma iunica extensio G € M(Q). Seja F €
M), f=F[0Q.Se f <g em 09, entio F < G em .

DEMONSTRAGAO: Construimos uma exaustio Q, C Q.41 de ) por dominios nos
quais podemos aplicar o TEOREMA 2.4 : Q,, é compacto e 8 é uma unido finita de arcos

convexos CT' e segmentos de retas A?, satisfazendo

3

A3

<Z|Cin|-

Se ) é uma faixa, entdo §, sao retangulos conforme figura 1(a).

Se 2 é um dominio convexo limitado por uma curva convexa d{, entao {2, € conforme a
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figura 1(b).

G

Al Qa Az

ct

Figura l.(a)

Figura 1.(b)

Aplicamos entdo o TEOREMA 2.4 a (1, : Dai podemos afirmar que existe v, € M(f,),
tal que v,/0Q, N 0N = g e v, [A? = +oo. Similarmente existe w, € M(Q), tal que
W, /0N, NN =g e w, [A? = —c0 .

Usando o principio do maximo generalizado, v, é uma seqiiéncia decrescente e w, é
uma sequéncia crescente.

Se K C Q é compacto, K C f,, para ng suficientemente grande, entdo para n > ng,
i%f Wyy S Wn/K S vp/K < vy /K < SUD Uny.

Pelo teorema de compacidade, v, possui uma subseqiiéncia que converge uniformemente
em K para um elemento de M(K). Seja {K;} uma exaustio de Q por conjuntos com-

pactos com K; C §2; e K; C Kj41. Para cada j, a seqiiéncia v, possui uma subseqiiéncia
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que converge uniformemente em K; a um elemento de M(Kj), isto é,

em K; = (vﬂ’lk)k — 01 € M(Kl) )
em K, 3 (vu,k)‘l= — 9, € M(K3) ,

em K; 3 (*vn,-k)k — b; € M(K;) ,

e a convergéncia destas subseqiiéncias é uniforme em todos os casos. Escolhendo uma

subseqiiéncia diagonal (‘uu,‘*)k, obtemos uma fungdo & € M(R2) tal que vy, converge
uniformemente a v em cada K,. Como w, < ¢ < v, em (), temos que v = g em 94, e
pela hipdtese de unicidade, ¥ = G.

Agora, se p € (1, p € (), para algum n suficientemente grande, entdo, pelo principio

geral do maximo, F(p) € vn(p) para m > n. Logo
F(p) < G(p) para todo p € Q.

c.q.d.

Vamos provar agora um principio do maximo para quando o dominio 2 estiver contido

em uma faixa ou em um setor préprio, isto €, um setor com angulo menor que 7.

TEOREMA 4.2: Seja Q) um dominio contido em uma faiza ou em um setor préprio I.

Se F € M(Q) e |F| < A em 09, entdo |[F| < A em Q.

DEMONSTRAGAO: Considere dominios @ em um setor I Seja I, C I'yy; uma
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exaustao de I' por dominios triangulares conforme figura.

(

A}
Ta

\

Podemos aplicar o0 TEOREMA 2.4 em [',; entdo existe uma v, € M(I',) tal que
v, = +00 em A, e v, = A em (0I';) N 0. Usando o mesmo argumento do teorema 4.1
podemos concluir que v, converge para uma solu¢do minima em I' que é igual a A em
dT'. Em [LLR] esta mostrado que a tnica solugéo neste caso é uma constante, portanto
v, converge para A em I'.
Se p € , temos que p € §, para algum n e pelo principio geral do maximo F(p) < vy(p)
para m > n. Logo F(p) < A conforme queriamos demonstrar.
Se §) estd contido em uma faixa B, tomamos a mesma exaustao {2, de B por retangulos
como no TEOREMA 4.1 (figura 1.a pag.20). Podemos tomar v, € M({,) tal que v, = A
em 90, NIB e v, = +oo em 9N, — (0N, N IB).
Temos que v, converge a uma solugao v € M(B), a qual é igual a A em 9B. Através
de sucessivas reflexdes em 9B, a solugao v estende-se a todo plano, o que implica ela ser
uma constante (Teorema de Bernstein). Logo v = Aem Q. Assim,sepe Q, p € Q,

para algum n e, pelo principio geral do maximo, F(p) < v.(p). Logo F(p) < A. O

COROLARIO: Seja S uma superficie minima cuja interse¢do com o plano P € uma
curva C. Suponhamos que C € o bordo de um dominio Q, S € grdfico sobre ) e ) estd

contido em uma faiza ou um setor proprio de R%. Entdo S = P.
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TEOREMA 4.3: Seja I’ uma curva plana, suave por partes, conveza, diferente de uma
linha reta, separando o plano em dois dominios (cada qual homeomorfo a um semiplano)
e seja 0 o dominio convezo determinado por I'. Seja f uma fungdo continua por partes

definida em 9). Entdo existe solugdo para o problema de Dirichlet.

DEMONSTRAGAO: Vamos construir uma extensio minima de f & . Seja A, um
segmento de reta ligando dois pontos de 90, A, C Q e seja , o dominio convexo
determinado por A, e o arco compacto C, de I' — 0A,, conforme figura 1.b pag.20.
Escolhemos A, de tal forma que Q, C Q.41 e UQ, = Q.

Podemos aplicar o TEOREMA 2.4 a ), para obter v, € M(£,) tal que v, = f em C,, ,
v, = 400 em A,.

Pelo teorema de compacidade e um argumento diagonal, v, converge para uma F €
M(Q), tal que F' = f em 0Q (o argumento é o mesmo que o usado no teorema 4.1).
Observe que nao sabemos se esta extensao é unica.(Ver teorema 4.4).

Se o dominio §) for uma faiza, também podemos construir uma extensdo minimal de
qualquer fungdo f € C,(90).

Basta tomarmos os conjuntos {1, como sendo os retangulos da figura I.a pig.20

Assim usando o teorema 2.4, existe v, € M(,), tal que v, = f em 00, NON e
v, = 400 em A?. Exatamente como no teorema 4.1 v, converge para F' € M(Q), tal que
F = f em 09).

Na verdade, se ) é uma faixa, podemos assegurar a existéncia de extensdes minimas
para fungoes mais gerais que as fungoes continuas por partes definidas em 952, como
mostra o exemplo abaixo.

Sejam Q uma faixa, {A;} e {B;} familias de intervalos de 89, dois a dois disjuntos.

Seja f : 9 — R definida por:

f=400 em A; Vi
f=—0c0 em B; Vj

e f é uma fungéo continua por partes no complemento, em relagao a 99, de {A;} U {B;}.
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Se os comprimentos dos segmentos A; e B; e sua distribuigdo em 0f) satisfazem as
hipéteses do teorema 2.4, entdo f se estende a I' € M(B). No caso dos conjuntos {A;} e
{ B;} serem vazios caimos no caso anterior em que f € continua por partes em 9€Q.(Quanto

a unicidade, ver teorema 4.6).

e TEOREMA 4.4: Seja ) um dominio convezo distinto do semiplano e f uma funcdo

continua por partes e limitada. Entdo eziste uma unica solugdo para o problema de

Dirichlet.

DEMONSTRAGAO: Este teorema € uma conseqiiéncia do teorema 4.3, do teorema 4.2

e do corolario 3.1. O

O TEOREMA 4.4 resume alguns dos resultados obtidos até aqui. Vejamos agora como

fica quando quando §) é um semiplano.

TEOREMA 4.5: Sejam Q = {(z,y) € R?; z > 0} e f : 90 — R uma fungdo continua
por partes e limitada. Sejam m = infag f e M = supyq f. Entdo, para todo A € R,

eziste um unico prolongamento minimal uy de f a §) que vertfica:

m+ Az <uy <M+ Az (4.1)

Todas as solugoes sao assim descritas. Além disso, se X < X entdo uy < uy.

DEMONSTRAGAO: Seja A € R. Vamos construir uy da seguinte maneira. Seja

n € {1,2,3,..}, e 2, = 2N {|X| < n}. Consideraremos a fungao v, definida sobre
09, por:

e v, = f em 99, NIN
o v,(X)=m+ Az em 90, NQ, (onde X = (z,y)).
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Como £, é convexo, existe um prolongamento de v, a todo ), que satisfaz a equagio
(1.1) a qual denotaremos também por v,,.

Sobre §2,, temos a seguinte desigualdade:
m+ Az S v (X) <M+ Az,

jé que z;(z,y) = m+Az e z2 = M+ Az séo solugdes de (1.1) no conjunto convexo limitado
Qe z1 < v, < 29 em 08y, Seja n' > n. Entdo, em 0€Q,, temos v, < vy < M + Az e,
pelo principio do maximo, também sobre .. Pelo principio de compacidade, v, converge
uniformemente sobre qualquer compacto contido em §) para uma solucio uy de (1.1).

Definimos outra fungao V, sobre (), que vale f sobre 9Q,,N92 e M + Az sobre 99,,NS.
Assim v, < uy <V, em {,, e entdo temos uy /a0 = f.

E fécil concluir, usando o TEOREMA 3.1, que duas solugdes verificando (4.1) sao
idénticas.

Seja A > A. A fungao uy € o limite de uma seqiiéncia v/, que, por construgio, verifica
v;, 2 vn. Portanto uy 2> uy.

Reciprocamente, seja u uma solugao do problema. Vamos mostrar que existe A € R,

tal que u = uy. Sejam w, e W, duas funcoes definidas sobre 9, por:
o w,=W,=0 em 90, NN
oew,=u—m, Wo=u—M em 90,.NAN.

Note que f —m > w, = W, > f — M. Como anteriormente, w, ¢ W,, possuem

prolongamentos a {2, que sdo solugdes de (1.1) verificando, pelo principio do maximo,
u—m2w, > Wy 2u—-M. (4.2)
Para todo n’ > n ,temos entao que, sobre 90, N

wn=u—m2wn;2Wn,2u—M=Wn
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Podemos deduzir entdo que w, e W, convergem a duas solugoes w e W de (1.1) sobre
), verificando wysq = Wysq =0. Como 0 < w, — W, < M —m, w— W é limitada e,
pelo TEOREMA 3.1, w = W. Através de uma simetria com relagdo ao eixo Oy, podemos
construir um prolongamento de w & R? que, pelo teorema de Bernstein, € linear, ou seja,

w(X) = Az. Por (4.2), temos entao:

m4+dz<u< M+ Az.

Quando o dominio considerado é uma faixa B, Collin-Krust em ([CK, pag. 444-451]),
mostraram que a tnica solugao do problema (1.1) para dados lineares em @B é um pedago
do plano ou um pedago do helicéide. Usando este resultado, podemos demonstrar um

teorema um pouco mais geral.

TEOREMA 4.6:— Sejam B = {(z,y);0 < z < 1} e g uma fungdo continua por partes,

definida sobre OB, tal que existem e sdo finitos os limites:

lim ¥ lim @9
y—++co v y—+—00 v
lim 20) lim 2%
y—+oco v Y—+—00 ¥

Entdo eziste uma tnica fungdo G € M(B), tal que ¢ = G/sp € ainda, se F €
M(B), f=F/[sp com f < g em 8B, entdo F < G em B.

DEMONSTRAGAO: A existéncia fica assegurada pelo teorema 4.3. Para mostrar a

unicidade, vamos supor, por absurdo, que existam duas solugdes u e u’ que satisfagam

as hipoteses do teorema. Neste caso vamos mostrar que ’_l.irgJ ﬁr(ﬂ = 0, onde M(r) =

sup [v' —u| e I, = {(z,y);|y| = r}, o que contradiz o teorema 3.1.
I

r
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Sejam Bt a semifaixa {y > 0} N B e v uma fungao definida em B* por
v(z,y) = ytan(e(l — z) + o'z)
onde a e o/ € (—3m,3™), tais que

tan a = lim 9(0,9) , tan o/ = lim _mg(l,y) N
y—+oo y y—+o00 y

O grafico de v é uma parte de um helicéide H. A parte do helicéide H,, obtido por
uma rotagao de um angulo € ao redor do eixo orientado Oz, é o grifico, para € pequeno,
de uma funcio v, sobre B+. E ficil ver que v /p+ € linear e, portanto, (conforme
observagao feita imediatamente antes do enunciado deste teorema) v, € o linico prolonga-
mento minimal a Bt de v,/ sp+ . Para cada escolha de ¢ > 0, existe b, tal que sobre
dB*:

U-—e_bcsusvc‘l'bc € U—c'—chU'S‘Uc-l-be.

Pelo principio do méaximo (teorema 4.1), estas desigualdades se prolongam a semifaixa
Bt. Assim |u —u'| < |v. — v_¢| + 2b. e usando que v.(z,y) = yv(z,1) tem-se que :
[ — '] _ 2b

< — + sup |ve—v_|
y y {y=1}

Passando o limite quando y — oo e como a desigualdade vale para qualquer €, podemos

il
Iim(sup u)=0.

concluir que

TP \z=r} T
Com um raciocinio andlogo ao feito acima, agora sobre B~ = {y,0} N B , concluimos
que:
iy 7 =0,

o que contradiz o TEOREMA 3.1. Logo existe uma tnica extensdao minimal de g & B.

Para mostrar a segunda parte do teorema, basta observar que, se F' € M(B) ,
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f = F/sp com f < g em 0B , podemos aplicar o teorema 4.1, j4 que acabamos de
demonstrar que existe uma unica extensao G de g com G € M(B).

Usando a mesma notagao do teorema acima, podemos enunciar o seguinte

COROLARIO: Se g € linear, entdo F' estd abaizo do plano ou do helicéide determinado
por g.

DEMONSTRAGAO: A demonstracao é uma conseqiiéncia imediata da observacgao feita

antes do enunciado do teorema 4.6 junto com o proprio teorema 4.6.
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Apéndice A

A né'io-solubilidacie do Problema de

Dirichlet

Nesta secao vamos discutir alguns aspectos interessantes do problema de Dirichlet para
a equagdo (1.1) em dominios limitados ndo convexos do plano. A hipétese de o dominio
limitado € ser convexo é essencial para assegurarmos a existéncia de solugoes para dados
continuos arbitrarios na fronteira. No trabalho de Nitsche [Ni] encontramos o seguinte
resultado: Para qualquer dominio limitado nao convezo existem dados continuos em seu
contorno para os quais o problema de Dirichlet nao possui solugdo.

Para ilustrar este fato vamos apresentar um exemplo para o qual a solubilidade do
problema de Dirichlet nao é possivel. Este exemplo foi apresentado por Tibor Radé
([R2],pag.37) como uma aplicagido de seu teorema de unicidade, o qual enunciaremos a
seguir.

TEOREMA A: Seja Q um dominio simplesmente conezo, contido no plano z oy, tal
que ¢ :0Q — R seja uma fungdo continua. Se z(z,y) e z2(z,y) sdo solugdes de (1.1),
as quais coincidem com @ em 0N, entdo z,(x,y) = z2(z,y) em Q.

Denotamos por I'* a curva de Jordan em R*, determinada pela equagéo z = ¢(P),P €
0. O teorema A assegura que I'* nao pode limitar mais que uma superficie minima que
tenha a propriedade de possuir uma proje¢iao ortogonal injetiva sobre o plano z o y.

O CONTRA-EXEMPLO DO TETRAEDRO:

Considere um tetraedro regular de vértices A, B, C, D cujo triangulo A, B, D esta
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contido no plano z oy e o ponto A é a origem (conforme figura).

Consideramos a curva continua I'* formada pelas arestas AB, BC, CD e DA deste tetrae-
dro e seja C' a projecao ortogonal do ponto C sobre o plano z o y. Temos que, neste
caso, I'" é determinada pela fungio ¢ : 92 — R, onde Q € o poligono contido no plano

z o y, cujos vértices sao ABC'D definida por:

¢=0em ABUAD ,
@ ¢é linear com @(B) =0e ¢(C’") = C em BC' e
¢ ¢ linear com ¢(C’') =C e p(D) =0em C'D .

Assim, pelo Teorema de Unicidade, se existir uma funcdo z : ! — R que satisfaca (1.1)
e z[,q = ¢, entdo ela é tnica. Suponhamos entao que exista tal fungao z e seja
S ={(z,y,2(z,9)); (z,y) € O} o grifico da funcdo 2.

Denominamos M; o ponto médio da aresta BD e M; o ponto médio da aresta AC.

Seja P o ponto de intersegdo da reta determinada pelos pontos M; e M; com a superficie
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S, isto é:

]J = Snjﬁ]Mg .

Chamaremos de O o centro do tetraedro (isto é, o ponto que é eqiiidistante dos vértices
A, B, C e D) que é também ponto médio de M, Ms,.

Queremos mostrar que P = (P;, Py, P.) coincide com O = (O, Oy, O;). Supo-
nhamos entao, por absurdo, que a distancia de P ao ponto M, é menor que a distancia
de P ao ponto M, isto é, o ponto P esta acima de O (O, < P,). Agora, j4 determinada
a superficie S, vamos fazer nela uma rotagao de 180° em torno do eixo r determinado
pelos pontos R; e R, onde R; é o ponto médio de AB e R, é o ponto médio de CD.
Com esta rotagao o vértice A vai parar no vértice B e o vértice B val parar no vértice
A, o vértice C vai parar no vértice D e o vértice D vai parar no vértice C. Mas o ponto
P fica agora abaixo do ponto O (P, < O,).

Notamos, porém, que a curva I'* fica invariante por esta rotagio, ou seja, a fungio
¢ e o dominio {2 permanecem inalterados. Logo, pela unicidade da superficie que I'™*
determina, teriamos também a invariancia de S, o que leva a uma contradicao com a
suposicao feita sobre o ponto P. A tnica posi¢ao possivel do ponto P é que ele coincida
com o ponto O, ponto médio de M, M,. Ou seja, neste caso, o ponto O € S. Mostramos
entao que existem dois pontos de S, a saber, C' e O, que possuem a mesma projecao
ortogonal C’ sobre o plano zoy. Logo, nao pode existir uma fungéo z(z,y) que resolva o
Problema de Dirichlet com dominio no quadrildtero nao convexo contido no plano z oy
de vértices A, B, C' e D.

Na segao dos preliminares, pag.9, enunciamos o TEOREMA 2.4, o qual assegura a
existéncia e unicidade para o problema de Dirichlet em dominios limitados {2 do plano,
cuja fronteira é formada por segmentos abertos de reta {A;} e {B;} e por arcos convexos
{C:}, onde dados continuos sao associados no interior dos C;’s ,valores +00 nos A;’s
e —oo nos B;’s, desde que ocorra uma certa desigualdade entre os comprimentos dos
segmentos das familias {A;} e {B;}, ver pag.10. Um fato é que quando as familias {A;} e

{ B;} sao vazias, a condigao (2.1) sempre ¢ satisfeita e, em particular, quando o conjunto
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2 é um quadrilatero nao convexo como o0 ADC’'B do exemplo de Radé-Schwartz. O
TEOREMA 2.4 assegura entdo a existéncia e unicidade de uma fungao u :  — R, solucgao

de (1.1), tal que ussq = ¢ nos arcos convexos abertos Cye C.

A

ABC'=C,y C2=A_.D.C_'

Este fato entra em aparente contradicdo com o exemplo do tetraedro. A solugao
deste "paradoxo” reside na observacao que no TEOREMA 2.4 nao exigimos que a solucao
satisfizesse qualquer condi¢ao nos pontos extremos dos arcos C;’s, enquanto no exemplo
Radé-Schwartz é exigido que a solugdo coincida com os dados continuos em cada ponto
do bordo.

Assim, no caso do TEOREMA 2.4, o problema de valores de contorno para dados
continuos por partes ¢ bem-posto, enquanto que para dados continuos nao. No entanto,
apesar de nem sempre existir solugdo para dados continuos, em alguns casos especiais a

solugao pode existir e, neste caso, ela coincide com aquela do TEOREMA 2.4.
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