Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Matematica

Programa de Poés-Graduacdo em Matematica

APLICACOES DAS BASES DE GROEBNER
por

DANTON PEREIRA DA SILVA JUNIOR

Porto Alegre, agosto de 1999



Dissertagdo submetida por DANTON PEREIRA DA
SILVA JUNIOR como requisito parcial para a obteng¢ao do
grau de Mestre em Matematica pelo Programa de Pds-
Graduagdo em Matematica do Instituto de Matematica da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:
Dr®. Luisa Rodriguez Doering

Banca Examinadora:
Dr®. Ada Maria de Souza Doering
Dr. Alveri Alves Sant’Ana
Dr. Aron Simis

Data de Defesa: 05 de agosto de 1999



Agradecimentos

Agradego a minha familia, pelo apoio e pelas constantes demonstragdes de
carinho e orgulho pela minha pessoa.

Aos meus colegas do Grupo de Engenharia Biomédica do Hospital de Clinicas,
pelo apoio e pelas animadas conversas.

Ao professor Claus Doering, pela revisdo do trabalho. Além das corregdes e
otimas sugestOes, € também o responsavel por muitas das virgulas presentes neste
trabalho.

A minha orientadora Luisa Doering, pela paciéncia em orientar meu trabalho e
por sempre acreditar no meu potencial. Sua competéncia e didatica ao ministrar Algebra
Linear durante minha gradua¢do em Engenharia Elétrica me induziram a este mestrado.

Aos professores do CPGMAT pela paciéncia e compreensao ao longo destes

ultimos anos.



RESUMO

Neste trabalho estudamos os homomorfismos entre anéis de polindmios do ponto de
vista da teoria de bases de Groebner. Em particular, determinamos o nicleo de um tal
homomorfismo e desenvolvemos um método para determinar quando este € sobrejetivo. Estes
resultados s3o entdao generalizados para anéis quocientes.

O estudo de tais homomorfismos nos permite determinar os polindmos minimais de
elementos em extensdes de corpos, bem como encontrar solugdes para um problema de

programagao inteira.

ABSTRACT

In this work we study the homomorphisms between polynomial rings as an application
of the Groebner basis theory. In particular, we determine generators for the kernel of such a
homomorphism and we give a method to determine whether it is onto. We then generalize
these results to the case of quocient rings.

The study of these homomorphisms allows us to determine minimal polynomials of

elements in field extensions, as well as to find solutions to an integer programming problem.
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Introducao

A teoria de bases de Groebner é hoje uma area de grande interesse em Algebra
Computacional devido a sua utilidade na construgdo de ferramentas computacionais
aplicaveis a uma grande variedade de problemas em Matematica, Engenharia e Ciéncia
da Computagao.

O objetivo do presente trabalho é o estudo das aplicagdes de bases de Groebner,
apresentado no Capitulo 2. Para isto € de fundamental importidncia o estudo dos
homomorfismos entre anéis de polinémios, feito na Se¢do 2.1. Em particular, utilizando
o material desenvolvido em [3], determinamos explicitamente o nucleo de tais
homomorfismos e desenvolvemos um método para determinar quando estes sdo
sobrejetivos.

A partir da teoria desenvolvida na Se¢do 2.1, apresentamos duas aplicagdes de
bases de Groebner, a saber: na Se¢do 2.2 determinamos polindmios minimais de
elementos em extensdes de corpos e na Segdo 2.3, baseado em [4], encontramos
solugdes para um problema de programagao inteira.

Uma introdugdo ao conceito de bases de Groebner € apresentada no Capitulo 1,
tendo como referéncias basicas [1] e [2].

Embora bases de Groebner tenham importantes aplicagdes teoricas, elas sao
essencialmente ferramentas de uso computacional. Desta forma o uso de um sistema de
Algebra Computacional torna-se imprescindivel para a solugdo dos problemas aqui
apresentados. No Apéndice listamos os algoritmos implementados no CoCoA' para a
solu¢do de tais problemas bem como a solugdo dos exemplos numeéricos apresentados

ao longo do texto.

' A. Capani, G. Niesi. L.Robbiano,
CoCoA., a system for doing Computations in Commutative Algebra,
Available via anonymous ftp from: cocoa.dima.unige.it



1. Bases de Groebner



1.1 Preliminares

Seja k um corpo. Os polindmios em » variaveis com coeficientes em & serdo
denotados por f(x,,...,x,)- Tais polindmios sdao somas finitas de mondmios, ou seja,

n.

geeey

termos da forma axf'.. xf~ ondeack e B, e z,,, i=1

O conjunto £[x,,...,x,] de todos os polindmios em » variaveis com coeficientes
em k € um anel comutativo com as operagdes usuais de adigdo e multiplicacdo de
polinémios.

Neste primeiro capitulo iremos apresentar uma breve introdugdo a teoria de
bases de Groebner. O conceito de ordem de mondmios, juntamente com a algoritmo de
divisdo em k[x,,...,x,], nos permitird mostrar que todo ideal de £[x,,...,x,] € finitamente
gerado (Teorema da base de Hilbert), e a prova de tal fato nos guiara de maneira natural
a construg@o de bases com “boas” propriedades relativas ao algoritmo de divisdo, as
quais daremos o nome de bases de Groebner.

Por fim apresentamos o algoritmo de Buchberger para o computo de bases de

Groebner de um ideal em £[x,,....x,].



1.2 Ordem de Monémios em k[x,,....x,].

Nesta segdo discutiremos as propriedades de uma ordem de mondmios em £[x,,....x,], e
construiremos varios exemplos de modo a satisfazer tais propriedades. Como veremos
nas proximas secdes, a escolha de uma ordem de mondmios serd de fundamental

importancia na constru¢do de bases de Groebner de um ideal.

Observe que podemos reconstruir 0 mondmio x*=x{ x% a partir da »-upla de
expoentes o = (at,,...,0t,) € Z2,. Tal observagao estabelece uma relagdo um a um entre
mondémios em k[x,,....x,] € z2, Desta forma qualquer ordem em zZ?, nos dara uma
ordem de mondmios: se de acordo com esta ordem tivermos o > 3 entdo x* > x*.
Existem varias ordens em zZ, ; no entanto, para nossos propositos tais ordens devem ser
compativeis com a estrutura algébrica dos anéis de polindmios.
Para comegar, como polindmios sdo somas de mondmios, gostariamos de poder arranjar
os termos de um dado polindmio de forma unica em ordem descendente (ou
ascendente). Para que isto possa ser feito devemos ser capazes de comparar todo par de
mondmios e estabelecer uma ordem entre eles. Isto significa que para todo par de
mondmios x e x?, exatamente uma das trés possibilidades deve ocorrer:

x%>xP x*=xP XP > x¥,
Ordens que satisfazem tal propriedade sdo ditas ordens lineares ou fotais.
A seguir devemos considerar o efeito das operagdes de soma e produto de polindmios.
Quando adicionamos polindmios, apés combinar os termos semelhantes, simplesmente
rearranjamos Os termos na ordem apropriada e desta forma a soma de polindmios nédo
apresenta dificuldades. O produto no entanto € mais complicado. Uma vez que a

multiplicagdo em um anel de polindmios € distributiva com relagdo a adigdo, ¢



suficiente considerar o que acontece quando multiplicamos um mondmio por um
polinémio. Se ao fazer isto tivermos uma troca na ordem relativa dos termos, teremos
problemas em qualquer processo similar ao algoritmo da divisdo em £[x], onde € de
fundamental importéncia estabelecer uma ordem entre os varios mondmios de um dado
polindémio f € k[x]. Iremos portanto exigir que nossa ordem de mondmios tenha uma
propriedade adicional. Se x*> x? e x’ € um mondmio qualquer, entdo devemos ter que
x*x" > xPx?. Isto significa que se o> em nossa ordem de zZ,, entdo para todo

ye z%,,a+y>p +y. Temos entdo a seguinte definigao:

Definic¢do 1.2.1. Uma ordem de mondmios em £[x,,...,x,] € qualquer relagdo > em 22,
ou equivalentemente no conjunto de mondmios x% o € ZZ,, satisfazendo:

(i) > € uma ordem fotal (ou linear) em z% .

(ii)Sea>PBe ye zl,entdoa+y>P+y.

(iii) > é uma boa ordem em z7 .
O lema a seguir nos ajudara a entender o significado da boa ordem na condigdo (iii) da
defini¢do acima, ie., todo conjunto nao-vazio de zZ, tem um menor elemento

(relativamente a >).

Lema 1.2.2. Uma relagdo de ordem em z7, ¢ uma boa ordem se e somente se toda
sequéncia estritamente decrescente em 27,
a(l)>a(2) > a(3) > -
¢ finita.
Prova:
Suponhamos por contradigdo que > ndo € uma boa ordem, logo deve existir um

subconjunto ndo-vazio S < z?, o qual ndo possui elemento minimo. Seja (1) € S.



Como a(1) n@o € o menor elemento, podemos encontrar o(2) tal que a(1) > o(2) em S.
Prosseguindo da mesma maneira temos uma sequéncia infinita estritamente decrescente
(1) >o(2) > af3) > -

Reciprocamente, dada uma sequéncia infinita como acima, {a(l), a(2), a(3), } € um
subconjunto ndo-vazio de zZ7, que ndo possui elemento minimo, e desta forma > nado €

uma boa ordem.[]

O lema acima sera de grande importancia no que segue pois sera usado para mostrar
que varios algoritmos devem terminar porque algum termo decresce estritamente a cada
passo do algoritmo.

Nosso primeiro exemplo de ordem de mondmios sera a ordem lexicografica (lex).

Defini¢ao 1.2.3 (Ordem Lexicografica). Sejam o= (a,,...,a,) € B=(B,,....5,) € 2%,
Dizemos que o >, se, no vetor diferenga oo — 3 € z2,, a coordenada ndo-nula mais a

esquerda € positiva. Escreveremos x* >, x® se ot >, B.

Exemplos
* (2a0:0) >£cr (172’4)3 Jé' que o — B = (1: e 2) = 4)
* (1,23)>,.(1,2,1), jaquea— B =(0, 0, 2).

e As variaveis x,,...x

n

sdo ordenadas da maneira usual pela ordem
lexicografica
(1501"'70)>Iex(0:19-"70)>.’.e:r'-'>£ex(0:0)---71)

€ portanto X, >, X > ... > X

n



Temos que mostrar ainda que a ordem lexicografica satisfaz as trés condigdes da

Definig¢ao 1.2.1.

Proposicao 1.2.4. A ordem lexicografica € uma ordem de mondmios.

Prova:

(i) >,. € uma ordem total pelo fato da ordem numérica usual em Z ser uma
ordem total.

(ii) Se o >, B, entdo a coordenada nao-nula mais a esquerda em o — 3, digamos
o, — B, » € positiva. Mas x*x"=x*"7 e xPx"=x?*7. Entdo em (e +y) - (B +v)=(a—B)
a coordenada ndo-nula mais a esquerda € novamente o, — 3, > 0.

(1i1) Suponhamos que >, nao seja uma boa ordem. Entao pelo Lema 1.2.2, deve
existir uma sequéncia infinita estritamente decrescente

(1) > OU2) > AU3) >

de elementos de z7 . Isto nos guiara a uma contradigio.
Considere a primeira coordenada de cada um dos vetores o(i) € z%,. Pela defini¢do de
ordem lexicografica estas formam uma sequéncia ndo crescente de numeros inteiros
nao-negativos e portanto devem estabilizar, isto €, existe um m tal que a primeira

coordenada dos vetores c(7) com 7 > m s@o iguais.

Comegando em o(m), as segundas coordenadas sio quem determinam a ordem
lexicografica. As segundas coordenadas de a(m),o(m + 1),... formam uma sequéncia
ndo crescente. Pela mesma razdo anterior, as segundas coordenadas devem também
estabilizar, Continuando da mesma maneira vemos que, para algum /, o(/),c(/ + 1),...

sdo todos iguais. Isto contradiz o fato que a(/) > o/ +1). O



E importante observar que existem muitas ordens lexicograficas de acordo com a forma
em que as variaveis sdao ordenadas. Em geral no caso de » varidveis existem n!
diferentes ordens lexicograficas. Na ordem lexicografica uma variavel domina qualquer
mondmio envolvendo apenas variaveis menores, independente do grau total. Por
exemplo, para a ordem lexicografica com x > y > z, temos x° >, y°Z°.

Podemos em algumas situagdes querer levar em conta o grau total de um mondémio e
ordenar mondmios de graus maiores primeiro. Uma forma de fazer isto € usar a ordem

lexicografica graduada (griex).

Defini¢io 1.2.5 (Ordem Lexicografica Graduada). Sejam o= (a,...,0,) €
B=(B,.----B,) € 2L, . Dizemos que a. > ... B se

al=Sa>58=(8L ou  Ja|=|Ble a>ub.
A ordem lexicografica graduada ordena inicialmente pelo grau total e, quando estes s3o

iguais, pela ordem lexicografica.

Exemplos:
° (2,2,3)>,..(41,1), poistemos que 7 = |(2,2,3) | > { 4,1,1) | i

o (213)>4.(01,5), jaque|(2,13)|=6=[(01,5)|e(2,13)>.. (0.1.5).

Assim como no caso anterior (ordem lexicografica) temos que a ordem lexicografica
graduada satisfaz as trés condi¢Ges da Definigdo 1.2.1.
Uma outra ordem € dada pela ordem lexicografica graduada reversa (grevlex), que € a

mais eficiente das ordens em muitas das operagdes referentes a bases de Groebner.



Defini¢io 1.2.6 (Ordem Lexicogrifica Graduada Reversa). Sejam a = (a,,...,a,) €
B=(B...B,) €z, . Dizemos que a. >,,,.,.. B se
|af=Z o> 2 8,8,
ou
| o | = i B | eem o — 3 € Z" a primeira coordenada ndao-nula, comegando a direita, é

negativa.

E facil verificar que a ordem lexicografica graduada satisfaz as trés condi¢des da

Definigao 1.2.1.

Exemplos:
. (15352) >gr¢v.i'¢:x (4!071) ’ Jé' q.ue 6 = ’(1731'2)‘ > | (4:071)‘ = S‘
© (34125 (4222), jaque|(3,412)|=10=](4.2.22)|e

a—PB=(-12-10).

Vale ressaltar que existem muitas outras ordens além das aqui citadas.

Abaixo temos algumas defini¢Ges referentes a ordens de mondémios.

Definigdo 1.2.7. Sejam f = X @, x* um polindmio ndo-nulo em £[x,,....x,] € > uma
ordem de mondmios.
(1) O graudefé
multdeg(f) = max {a € z2,|a,# 0},

onde 0 maximo € tomado com relagdo a >.



(i) O coeficiente lider de f ¢

le(f) = Quupaesr € K -

(iii) O monomio lider de /¢
Im(f) = x|
(iv) O termo lider de f¢é

I f) = le(f)-Im(f) .

Lema 1.2.8. Sejam f, g € k[x,,...,x,] polindmios ndo-nulos. Entdo:

(1) multdeg (f.g) = multdeg (f) + multdeg (g).

(11) Se f + g = 0, entdo multdeg (f + g) < max {multdeg (f), multdeg (g)}.
Ainda se multdeg (f) # multdeg (g),entdo

multdeg(f + g) = max {multdeg (f), multdeg (g)}.

Prova:
- . !\" - M
(i) Sejam f = El axe g= Z] b xP¥ polindmios em k[x,,...,x,] coma, b, € k
= Jr=
e a(i),B(j)e Z2, para 1<i<N e 1<j<M. Seja > uma ordem de mondmios
qualquer, de forma que podemos sem perda de generalidade supor
a(l) >a(2) > >a(N) e B(1)>p(2)> > pM),
e portanto temos que multdeg (/) = a(1) e multdeg (g) = B(1).

Temos ainda que

f -g= (ﬁl aixﬂ{f)) (Z b}xBU)) i i U(r) BU)

1=] j=1
Queremos mostrar que (1) + (1) ¢ o grau de f-g, e portanto

multdeg (f- g) = multdeg (f) + multdeg (g). Para isto observe que



a(l)>afi) ;2<i<N,
e da definigdo de ordem de monémios temos
(1.2.1) a(l)+B(N>a)+B();2<i<N e 1<j<M.
Da mesma forma temos que
B)>B() ;2<j=M,
e portanto
(1.2.9) a(1)+B(1)>a(1) +B(j);2< j< M.
Logo, substituindo (1.2.1) em (1.2.2), temos que
a(D)+BD)>a()+B()H>a(@) +B(j);2<i<N e 2<j<M,

e portanto (1) + B(1) € o grau de f - g.

(i1) Sejam f e g como no item (i) acima e tais que f+g# 0, de forma que
multdeg (f + g) esta definido.

Suponhamos inicialmente que multdeg (f)+# multdeg(g). Temos entdo que
o(l)>o(i) para 2<i<N e B(1)>P()) para 2<j<M; como a(l)=B(1), o
multdeg (f + g) sera o maior entre os dois, ou seja

multdeg(f + g) = max {multdeg (f), multdeg (g)}.
Se no entanto tivermos que  multdeg (f)=multdeg (g), entdo temos duas
possibilidades:
(D) Il(f)=-1lK(g).
Neste caso os termo lideres se cancelam, deixando apenas termos menores que
x*1 = xPD) e temos que multdeg (f + g) <a(1l) = (1) e portanto
multdeg (f + g) < max {multdeg (f), multdeg (g)}.

@) It(f) = - I(g).

10



Neste caso nao ha cancelamento entre os termos lideres e temos que
I(f +g)=(a,+b)x*V=(a; +b))x"V,
e portanto

multdeg (f + g) = a(1) = B(1) = max {multdeg (1), multdeg (g)}.C

11



1.3 Algoritmo de Divisido

Nesta se¢d@o estudaremos um algoritmo de divisao em £[x,,....x,]. A idéia basica é a
mesma do caso de polindmios em uma varidvel: quando dividimos f por f,...f
queremos cancelar os termos de f usando os termos lideres dos £, de forma que os
termos introduzidos sejam sempre menores que os termos cancelados e continuamos
este processo até que 0 mesmo nao possa mais ser realizado.

Consideramos inicialmente o caso da divisao de f por g, ondef, g € k[x,,...,x,]. Fixamos

também uma ordem de mondmios em A[x,,....x,].

Definicdo 1.3.1. Dadosf, g € £[x,,....x,], com g = 0, dizemos que f se reduz a # médulo
g em um passo, € escrevemos

I3k
se e somente se /m(g) divide um termo ndo nulo X que aparece em f e

= X
"= Hg®

Exemplo 1.3.2. Sejam f =x?y+x)y>+2y+ 1 e g =x?+ 2xy polindmios em Q[x,y]. Se
a ordem lexicografica com x>y €é a ordem escolhida, entdo f 5 h, onde

h=-xy*+2y+ 1, ja que neste caso X =x?y é o termo de f que nos cancelamos usando

It(g) = x>

Podemos pensar em /2 como sendo o resto da divisdo de f por g ap6s um passo de

divisdo. Podemos continuar este processo e subtrair de f todos os termos divisiveis por

(g).

12



Exemplo 1.3.3. Sejam f=x*y*+2xy*—xy, g=x+2y+1 € Q[x,y] ¢ grlex a ordem
escolhida com x > y. Entdo

f3 -2y +x-m 54+ +20 -S4yt - - P Syt 4y,
Notamos que no Gltimo polindmio obtido, 4y* + y* + y, nenhum termo € divisivel por

If(g) =x e desta forma o procedimento termina.

No caso de varias variaveis podemos ainda dividir por mais de um polinémio de cada
vez, e desta forma o processo de redug@o acima pode ser estendido para incluir o caso

mais geral.

Defini¢ao 1.3.4. Sejam f e f,...,f polindmios em £[x,,....x,], com f#0, (1 <i<s), e
seja F = {f,...,f}. Dizemos que f é reduzido a # modulo F, e denotamos

fh
se e somente se existem uma sequéncia de indices 7 ,/,,...,i, € {1,...,s} e uma sequiéncia
de polinémios A,,....h,_, € k[x,,...,x,] tais que

rAn 888 5y A

Exemplo 1.3.5. Sejam f,=yx—y, £=)"—x € Q[x,y] e seja lex a ordem escolhida
comy >x. Seja F = {f, £}, f = yx. Entdo

f 5.6
uma vez que

2 A v 5
yx Sy Sx.



Defini¢ao 1.3.6. Um polindmio » € dito reduzido com respeito a um conjunto de
polindmios ndo-nulos F = {f,..., £} se r = 0 ou nenhuma outra poténcia presente em r é

divisivel por um dos /#(f), i = 1,..,s. Ou seja, r ndo pode ser reduzido mddulo F.

Defini¢ao 1.3.7. Se f L reréreduzido com respeito a F, entdo chamamos 7 um resto

de f com respeito a F.

O processo de reducdo nos permite entdo definir um algoritmo para a divisdo em
k[x,,...,x,).- Dados f,f....f € k[x,,...,x,] com f#0(1<i<s), este algoritmo nos
retorna quocientes a,,...,a, € k[x,,...,x,] e umresto r € k[x,,...,x,], tais que

f=aft-+af+r.

A existéncia de tal algoritmo € dada abaixo:

Algoritmo 1.3.8 (Algoritmo da Divisdao em £[x,,....x,]). Fixe uma ordem de mondmios
>em ZJ, e seja F= { Loy j;} um conjunto de polindmios em £[x,,....x,]. Todo
f € k[x,,....x,] pode ser escrito como f =a,f +-+a.f+r,ondea,,reck[x,..x,]e
r=0 ou r é uma combina¢do linear com coeficientes em k¥ de monémios, nenhum dos
quais € divisivel por I«(f), i = 1,2,...,s. Temos ainda que, se a,f # 0 entdo

multdeg (f) = multdeg (a,f).
Prova:
Provamos a existéncia de a,...,a,,» dando um algoritmo e mostrando que ele opera

corretamente para qualquer entrada dada. O algoritmo é:

14



INPUT: IS v o € K250, ] com £ 0 (1 <i<s).
OUTPUT: aq,,..a.r tal que f=a f,+--+a.f+r e r é reduzido com respeito a

{fimst}

INICIALIZACAO: a,=0,.,a,=0,r=0, h= f.

WHILE % = 0 DO
i=1
divisdo ocorreu = FALSE

WHILE i < s AND divisdo_ocorreu = FALSE DO

IF I(f) divide /() THEN
ar =t ai’ T %
=y JHB)
S T

divisao_ocorreu = TRUE
ELSE
i=i+]
IF divisdo ocorreu = FALSE THEN
r=r+lt(h)

h=h-li(h)

Para provarmos que o algoritmo funciona mostraremos inicialmente que

(13.1) f=afi+--+af+h+r

vale a qualquer instante. Isto claramente € verdadeiro para os valores iniciais de
a,,....a_ h e r. Suponhamos que vale também em algum momento do algoritmo. Se no

proximo passo algum /¢ f) divide It(h), entdo a igualdade

15



af +h=(a,+Ih) | ) [+ (h— (k) | 16 1)) f)
mostra que a,f + A ndo se altera, ja que todas as outras varidveis n3o sdo alteradas e
portanto (1.3.1) € verdadeiro neste caso. Por outro lado, se /x(f) ndo divide /t(h) para
i=1,2,..,s, entdo embora & e r se alterem, a soma A + r se mantém inalterada ja que
h+r=(h-Ilt(h)) + (r + I(h)),
e portanto também neste caso (1.3.1) € verdadeiro.
Temos ainda que provar que o algoritmo termina, e isto acontece quando # = 0. Nesta
situag@o temos de (1.3.1) que
f=afi+.. taf+r,
uma vez que os termos sdo adicionados a r somente quando ndo sao divisiveis por
It(f), parai=1,2,...,s. Segue que r tem as propriedades desejadas quando o algoritmo
termina.
Para ver que o algoritmo termina, observe que toda vez que redefinimos a variavel 4 seu
grau diminui (ou torna-se nulo). Para ver isto, suponhamos inicialmente que A ¢é

redefinido por

I1(h)

h'=h Ir(j)f

pelo Lema 1.2.8 temos entdo

It(gg;.)) ) j:gf%nm It(h) ,

e portanto # e (lt(h)/It(f))f tém o mesmo termo lider. Logo a sua diferenca deve ter

grau estritamente menor quando A # 0.

Suponhamos agora que /#(f) nao divide /r(k) parai = 1,2,...,s . Entdo A € redefinido por
h'=h-I1h)

e neste caso claramente o grau de /# diminui, como no caso anterior. Suponhamos que o

algoritmo nunca termine; teremos entdo uma seqiiéncia decrescente infinita formada
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pelos sucessivos graus de # mas, como > ¢ uma boa ordem, isto ndo pode ocorrer.

Portanto 2= 0 e o algoritmo termina.[]

Exemplo 1.3.9. Queremos dividir f =x%y*+2y? por f{ =2xpy* + 3x +4y* e
£ =y*-2y— 2 usando a ordem lexicografica com x > y. Listamos os divisores f e f e

os quocientes a, € a, . Temos:

a;:

oy

fi =20+ 3x +4)? x3y3 +2y7?
E=y'-2y-2

Os termos lideres de /#( f)) = 2xy* e It(f,) = y* dividem /1(f) = xy*. Como £ esta listado
primeiro utilizamos /t(f)=2xy* para iniciar o processo de divisdo. Desta forma,

dividindo x3y? por 2x)?, obtemos %—xzy. Subtraimos %x3y . fi dex?y?+2y? e obtemos:

a, %xzy
@
f=20%+3x+4y? yr+ 2y
5t %xE’y +idxty
L£=y'-2y-2

- %x3y— i s

Repetimos o mesmo processo, agora utilizando — %xsy— 2x*y? + 2y*. Note agora que
h‘(— %x3y—2x3y3+2y3)=—%x3y ndo ¢ divisivel por /#(f) nem por /t(£). Todavia

- %—x{y —2x%y* +2y? ndo € o resto da divisdo, j4 que um dos seus termos (- 2x?)?) é
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divisivel por It(£) (por /() também, no entanto utilizamos sempre o que esta listado
primeiro !). Portanto movendo — %x3 'y para o resto podemos continuar.

Para implementar esta idéia criamos uma coluna chamada resto ( » ) & direita. Ao
polinémio da coluna do centro damos o nome de dividendo intermedidrio. Desta forma
continuamos com o processo até que o dividendo intermedidrio seja zero.

Abaixo temos o passo onde — %ﬁ 'y € movido para o resto (como indicado pela seta).

a, 5%°y
a,
fi=2xy* +3x + 4)? ¥y +2y?

'y + %x3y+ 2x2y?
E=yr—2y-2

» %x{y— 2x2y? + 2y

._Zx:’.y3+2y2 = - xy

(][]

Agora continuamos do mesmo modo; se pudermos dividir por algum /#( f,), procedemos

como o usual, caso contrario movemos o termo lider do dividendo intermedidrio para a

coluna do resto. Na proxima pagina continuamos a divisao.
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a,: %xzy—xy'*-Zy

a,. -8y-14

Ji=2xy* + 3x + 4y* P +252
x3y3+%x3y+ 2x2y3

bA=y*-2y-2

- -g-x3y - 2x%y3 +2y?

_2x2y3+2y2 =i ___2_x3y

—2x%7 - 3x%y — 4xy?

3x%y + 4xy® + 22
4xy® +2y* — %3 2
Yy Ty =5 Xy +3x7y
4xy* + 6xy + 8y°
- 6xy—8y* +2y°
—8y*+2)° > —3X%y+3x%y-6xy

-8y°+16y*+ 16y

~14y* - 16y

-14y*+ 28y + 28

—44y - 238

-28 — —%x3y+3x2y—6xy —44y
0 — —%x3y+3x3y-6.xy —44y - 28
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Portanto o resto é 7 = — 3x*y + 3xy — 6xy —44y—28 e obtivemos

Xy +2y = (Ixty-xp+2y).(20°+ 3x +4y? ) + (- 8y - 14).()* -2y -2) +r.

Observe que o resto ¢ uma soma de mondomios, nenhum dos quais € divisivel por /#(f)

ou l1( £).
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1.4 Ideais Monomiais e Lema de Dickson

Nesta segdo iremos determinar quando um dado polindmio f € k[x,,...,x,] pertence a
um ideal /, onde / € um ideal monomial. Para isto faremos um estudo detalhado das
propriedades de tais ideais e, em particular, mostraremos que OS mesmos sdo

finitamente gerados. Para isto definimos inicialmente ideais monomiais em £[x,,....x,].

Definicao 1.4.1. Um ideal 7 < k[x,,...,x,] € dito um ideal monomial se admite um
conjunto de geradores constituido de monémios. Neste caso escrevemos
I=(x*|a e 4),

onde 4 € um subconjunto de Z7, ; (possivelmente infinito).

Exemplo 1.4.2.

I= (x,xﬁy, y2> < k[x, y] € um ideal monomial.

Iremos inicialmente caracterizar todos os mondmios pertencentes a um dado ideal

monomial.

Lema 1.4.3. Seja I = (x“ o e A) um ideal monomial. Entdo um mondémio xP esta em /

se e somente se € divisivel por x* para algum o € 4.
Prova:
Se x* é multiplo de x* para algum o € 4, entdo x? € [ por definigdo de ideal.

Reciprocamente, se xP e I entao

xP= 21 hx*? onde h, € k[x,,....x,] e a(i) € A.
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Se expandirmos cada /#; como uma combinagao linear de mondémios, podemos ver que
todo termo no lado direito da equag@o ¢ divisivel por algum x*®. Logo o lado esquerdo

xP deve ter a mesma propriedade.]

Note que x? € divisivel por x* quando existe algum y € Z7, tal que xP =x%x". Isto €
equivalentea B=o +yem Z_,
Portanto

a+Z§o={a+Y |y e Z;'o}

¢ o conjunto dos expoentes de todos os mondmios divisiveis por x*.

O lema a seguir nos permite determinar quando um dado polindmio pertence a um

ideal monomial.

Lema 1.4.4. Sejam /= (x“ |a e A> um ideal monomial e f € k[x,,....x,]. Entdo as
seguintes afirmagdes s3o equivalentes:

(1) fel

(ii) Todo termo de festa em /.

(iii) f¢ uma combinagdo A-linear de mondmios de /.
Prova:
As implicagdes (iii) = (ii) = (i) sdo triviais e basta mostrar (i) = (iii). Se f € [ entdo

f= :2 hx*onde k € k[x,,....x,] e a(i) € 4.

Se expandirmos cada 4, como uma combinagio linear de monomios, entdo todo termo
no lado direito da equagdo € divisivel por algum x*”, e portanto pertence a /. Logo f

deve ser uma combinagao A-linear de mondémios de /.[]



A seguir mostraremos que todo ideal monomial de k[x;,,...,x,] € finitamente gerado.

Teorema 1.4.5 (Lema de Dickson). Se / ¢ um ideal gerado por um conjunto 4 de
monomios, entdo / é também gerado por um subconjunto finito de 4.
Prova:

Por inducdo em », o numero de variaveis.
Paran=1temos que / = <x? lae Ac ZZ,}). Seja 8 o menor elementode 4 © Z,, ou

seja, xf <x* paratodo a € 4, a # B. Segue-se que x? divide todos os outros geradores

x% e portanto / = (x?)

Suponhamos o teorema valido paran — 1.

Para n escrevemos as variaveis como sendo x,,...,x, _,,y, de forma que os monémios em
n-1

k[x,,...,x,_;,y] podem ser escritos como x“y”, onde o = (at,,...,0,_,) € Z5," em € Z,,,
Suponhamos que / c k[x,,...,.x,_,,¥] € um ideal monomial.

Seja  J= <x“ | x*y™ € I para algum m > 0> c k[x,,...x,_;]- Como J é um ideal
monomial em »— 1 variaveis, nossa hipotese de indug@o implica que J € finitamente
gerado por mondmios, digamos J = (x““’,‘.‘,x“(‘)) Podemos ver J como a projegdo de /
sobre k[x,,....x,_,]-

Por defini¢do de J, temos que x*?y™ e /, para algum m, >0 e 1 <i<s. Seja m o maior
entre os m, Entdo para cada [ entre O e m, considere o ideal
J,= (x" | xPy' e I> c k[x,,...,x,_,]. Podemos pensar em ./, como sendo uma "fatia" de /

gerada por mondmios contendo y na /-ésima poténcia. Usando nossa hipotese de

indugdo, J, € finitamente gerado por um conjunto de mondmios, digamos

J,= <x°‘f<”,.. .,x“*“f)>.



Afirmamos que / € gerado pelos mondémios na lista abaixo:

de.J: xMhy» xPeym
de Jy: x%D _ x%olso)

deJ;: x*y  x*iEdy

deJ, ;: xCm-iDym=1 _  xCm-ilm-ym-1

Para ver isto, seja x*y? € /. Temos entdo:

(i) g = m. Entdo x“y? € divisivel por algum x*@y™ pela construg¢do de J.

(ii) ¢ < m — 1. Entéo x*y? € divisivel por algum x*?y?, pela construgdo de J, .
Seja B o conjunto de todos os mondmios da lista acima; como todo mondmio de 7 €
divisivel por algum elemento de B, o ideal gerado por B contém todos os mondmios de
L
Desta forma (pelo Lema 1.4.4) qualquer polindmio f € / esta no ideal gerado pelos
elementos de B (a reciproca € trivial, ja que todo elemento de B esta em /).
Para completar a prova, iremos mostrar que o conjunto finito de geradores pode ser
escolhido dentro de um dado conjunto de geradores (possivelmente infinito) de um
ideal. Para isto considere as variaveis como sendo x,,..x, € o ideal monomial
I= (x“ la e A) < o | B
Queremos mostrar que / € gerado por um nimero finito de mondémios x*, onde o € 4.
Acima vimos que / =(xﬂ(”,...,xf’(‘3> para alguns xP® e /. Como xP” e I temos, pelo
Lema 1.4.3, que xP® € divisivel por algum x*?, onde a(7) € 4, e portanto

xP0=hx* onde h, € k[x,,....x,] parai=12, . s.

Dado f I, podemos escrever

= ax*=3 (ah)o onde a, h, < kx,..x,},

e portanto f € (x”‘“),...,x““)).[]
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1.5 Teorema da base de Hilbert e Bases de Groebner

Nesta se¢do daremos a solugdo completa para o problema da descrigao de um ideal, i.e.,
seremos capazes de identificar quando um dado polinémio f € k[x,,...,x,] pertence a um
ideal / de k[x,...x,]. Nosso estudo nos guiara a bases de ideais com “boas”
propriedades relativas ao algoritmo da divis@o ( bases de Groebner). A idéia chave € que
uma vez escolhida uma ordem de mondmios, todo f € k[x,,...,x,] tera um tnico termo

lider /1(f). Entdo para um ideal / podemos definir seu ideal de termos lideres como

segue.

Defini¢cdo 1.5.1. Seja I c k[x,,...,x,] um ideal ndo nulo.

(i) Denotamos por /#(/) o conjunto dos termos lideres de elementos de /. Desta

forma
()= {cx“L | t(f) = cx* para algum f € / }

(i) Denotamos por (It(])) o ideal gerado pelos elementos de /#(7).

Dado um conjunto finito de geradores de um ideal /, digamos / = ( Fisvis Jﬁ), observamos
que (lt(ﬁ),...,!r(;;)) e (!t(])) podem ser ideais diferentes. Por defini¢do temos

() € 10y < (I7)), portanto (M(£),.../i(f)) < (I(I)). Todavia (I(D)) pode ser

estritamente maior, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.5.2. Seja /= ()1,];), onde fi=x*y*+2xy+y e fi=x'y+2xy+x, e
considere a ordem lexicografica com x > y em k[x,y]. Entdo, como

2%y + Xy 2xy*-xy = xHx’y* + 20y + y) - y (x*y + 2y + x) ,



temos que 2y +x’y-2xy*-xyel. Desta forma
It(2x*y + x>y -2xy*~ xy) =2x°y € (I(I)). No entanto 2x’y ndo ¢ divisivel por
I(f)=x*y* nem por Ilt(f)=x%, e portanto de acordo com o Lema 1.4.3,
25’y & (H(f),11)).

Mostraremos agora que (/(7)) é um ideal monomial. Isto nos permitira utilizar os
resultados da segdo anterior, em particular mostraremos que <lt([)) sera finitamente

gerado por termos lideres de /.

Proposicao 1.5.3. Seja I  k[x,,...,x,] um ideal.

(i) {I1(1)) é um ideal monomial.

(ii) Existem g,,....g, € I tais que {f(])) = <lt(g1),..., H(g,)).
Prova:

(i) Os mondmios lideres /m(g) de elementos de g e/ —{0} geram o ideal

monomial <lm(g) lgel- {0}> Como /m(g) e lt(g) diferem por uma constante néo

nula, temos <lm(g) lgel- {o}) - <lt(g) | g € 1-{0}) = (I(D). Portanto (I(D)) é um
ideal monomial.

(ii) Como (It(])) ¢ gerado por mondmios /m(g) para g € [ - {0} o Lema de
Dickson nos diz que (/(I)) = (Im(gl),..., fm(gs)) para um numero finito de g,,....g, € I.

Mais uma vez, como /m(g,) difere de /#(g;) por uma constante ndo nula, temos

(D) = (IK(gy) ..... I1g,)). O

Com o uso da proposi¢do anterior e do algoritmo da divisdo podemos provar a

existéncia de um conjunto finito de geradores para todo ideal polinomial.
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Seja I c k[x,,....x,] um ideal e (lr(])) o ideal gerado pelos termos lideres de elementos

de I. Selecionamos também uma ordem de mondmios para uso no algoritmo da divisao

e para computar os termos lideres.

Teorema 1.5.4 (Teorema da base de Hilbert). Todo ideal / c £[x,,...,x,] tem um
conjunto finito de geradores, isto é, / = (g,,...,g,) para certos g,,....g, € I.
Prova:
Se I={0} entéio tomamos {0} como conjunto gerador, o qual ¢ finito.
Se I contém algum polindmio nio nulo entdo podemos construir um conjunto de
geradores g,,....g, como segue. Pela Proposicdo 1.5.3 existem g,,...g, € ] tais que
(D) = <It(g]) — s't(gs)>. Afirmamos que / = <gi,...,g,). E ébvio que (g;,...,gs) cl,ja
quecadag, el,i=1.2,..,s.
Reciprocamente, seja f € / um polindmio qualquer. Dividindo f por g,,...,g, obtemos
uma expressdo da forma
f=ag+..+tag+tr,
onde nenhum termo de r € divisivel por I4(g)) ,..., It(g,). Afirmamos que r = 0. Para isto
note que
r=f-ag ---ag.cl
Se r#0 entdo (I(r)) (D)) =<h‘(g1) zr(g,)) e pelo Lema 1.4.3, If(r) deve ser
divisivel por algum /(g,). Isto contradiz o fato de r ser o resto da divisdo de f por
g.,...,.Z, € portanto 7 deve ser zero. Desta forma
f=ag +-+tag, e (gl,‘..,gs>,

0 que mostra que / C (g t,.‘.,gs)-D
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Na prova do Teorema 1.5.4 a base {g,,...g.} do ideal I possui uma propriedade

especial, a saber

(1) = (11(g2) ... 1(2.))
Como foi visto no exemplo 1.5.2, nem todas as bases de um ideal possuem tal
propriedade. A estas bases especiais que satisfazem tal propriedade damos o seguinte

nome:

Definicio 1.5.5. Fixe uma ordem de mondmios. Um subconjunto finito G = {gl,...,g,}

de um ideal 7 é dito uma base de Groebner de I se

(1)) = <lt(g1) lt(gs)>‘

Do Lema 1.4.3 temos que um conjunto {g,,.‘-,gs c I € uma base de Groebner se e

somente se o termo lider de qualquer elemento de / € divisivel por um dos /#(g,).

Corolario 1.5.6. Fixe uma ordem de mondmios. Entdo todo ideal / c £[x,,...,x,] tem
uma base de Groebner. Temos ainda que qualquer base de Groebner de 7 € uma base de
4

Prova:

Dado um ideal n3o nulo, o conjunto G = {g;,...,g,} construido na prova do Teorema
1.5.4 é uma base de Groebner por definig@o.

Para a segunda afirmativa, note que se (I(]))= (!r(gl) o Ir(gs)> entdo o argumento
dado no Teorema 1.5.4 mostra que / = (g,,‘..,g,) e portanto G € uma base de Groebner

de /.0



Bases de Groebner de ideais em anéis de polindmios foram introduzidos em 1965 por
B.Buchberger e assim denominadas por ele em homenagem ao orientador da sua tese,
W.Grobner (1899-1980).

Abaixo temos uma aplicag@o para o Teorema da base de Hilbert.

Teorema 1.5.7 (Condi¢do da Cadeia Ascendente ).Se/, c /,c ;< ..cl, ... éuma
cadeia ascendente de ideais de k[x,,...,x,], entdo existe Ntal que I, =/, , = I, = -
Prova:
Seja I,cl,c ;< ..cl,c .. uma cadeia ascendente de ideais de k[x,,...,x,] e seja
I= O, Afirmamos que ] ¢ um ideal.

(1H)oel,Vn=12,.., logo0 el

(2) Sejam a,b € I, logo existem [k € N tais queae ], e b e, . Como os
ideais formam uma cadeia ascendente podemos, sem perda de generalidade, supor
I, < I, e portanto a,b € I,; portanto por defini¢do de ideal temosa+b e I, = I.

(3) Sejam a € I e h € k[x,,...,x,]. Existe portanto / € N tal que a € /, e, como /,
¢ ideal de £[x,,...,x,], temos que ha € [, I.
Temos entdo do Teorema da base de Hilbert que existem f,.. £ € k[x,,....x,] tais que

I'={f,....£). Como £ e I, existe N, tal f I, Seja N = max { A 1,2,___15}3 entlio

fely,paratodoi=12,..,s,eportanto / c [. U

A condig¢do da cadeia ascendente (ACC) € equivalente ao Teorema da base de Hilbert.
De fato mostramos acima que o Teorema da base de Hilbert implica a condi¢ao da
cadeia ascendente. Por outro lado suponhamos que exista / um ideal de £[x,,...,x,] o qual

n3o € finitamente gerado e seja f € /. Como / ndo ¢ finitamente gerado, deve existir



feItal que £ ¢ (f) e desta forma (£)  (/.£). Continuando desta maneira temos

uma cadeia estritamente ascendente de ideais de k[x,,...,x,], contradizendo a condigdo da

cadeia ascendente.
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1.6 Propriedades das Bases de Groebner

Como visto anteriormente todo ideal em k[x,,....x,] possui uma base de Groebner. Nesta
se¢do estudaremos as propriedades das bases de Groebner e como identificar quando
uma dada base de um ideal é base de Groebner. Para comegar mostraremos que o resto

obtido no algoritmo da divis@o € unico quando dividimos por uma base de Groebner.

Proposi¢do 1.6.1. Seja G = {gl,.“,g,} uma base de Groebner de um ideal 7 < k[x,,...,x,]
e seja f € k[x,,..,x,]. Entdo existe um unico r € k[x,,...,x,] com as seguintes
propriedades:

(i) Nenhum termo de r € divisivel por /f(g,),... ou If(g.).

(i1) Existe g € / tal que f =g +r.
Em particular, r € o resto da divisio de f por G, ndo importando a maneira como 0s

elementos de G sdo listados no algoritmo da divisdo.

Prova:

O algoritmo da divisdo nos da f=a,g, + - +ag,+r, onde r satisfaz (i). Podemos
também satisfazer (ii) simplesmente fazendo g=a,g, + - +a.g € /. Isto prova a
existéncia de r.

Para provar a unicidade suponhamos que f = g, +r, = g, + r, satisfaga (i) e (ii). Entdo
r,—r, =g, —g el e portanto, se r, %7, , entdo lt(r,—r)) € (iM1)) = <It(gl),..., lz(g,)).
Pelo Lema 1.4.3, temos que /#(r, — r,) € divisivel por algum /#(g)). Isto é impossivel uma
vez que nenhum termo de 7, r, é divisivel por /«(g,),... ou /f(g,). Logo r, —r, deve ser

zero e portanto r, = r,. A afirmac@o final da proprosi¢do segue da unicidade de 7. [
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Embora o resto r seja unico, mesmo para bases de Groebner os "quocientes" g,
produzidos pelo algoritmo de divisio em f=a,g, + - +ag, +r podem mudar se
listarmos os geradores em uma ordem diferente.

Como corolario, temos o seguinte critério para determinar quando um polindmio esta

em um ideal.

Corolario 1.6.2. Seja G= {gl,-.‘,g,} uma base de Groebner de um ideal 7 c k[x,,....x,]

eseja f € k[x,,....,x,]. Entdo f < I se e somente se o resto da divisdo de f por G ¢€ zero.
Prova:

Se o resto € zero entdo f =a,g, +-- ta.g, € I.

Reciprocamente, dado f € / entdo f = f + 0 satisfaz as duas condigdes da proposig¢do

anterior. Segue portanto que O € o resto da divisdo de f por G.C

Usando o Corolario 1.6.2 obtemos um algoritmo que nos permite identificar quando um
polinémio f € k[x,,...,x,] pertence a um dado ideal 7  k[x,,...,x,]: supondo conhecida
uma base de Groebner G do ideal /, basta computar o resto de f com respeito a divisao

por G.

A seguir discutimos quando um dado conjunto de geradores de um ideal € uma base de
Groebner. Um conjunto { - j;} sO ndo sera base de Groebner se ocorrerem
combinagdes dos f's tais que os termos lideres destas combina¢des nao estejam no
ideal gerado por /#(f).

Uma forma em que isto pode ocorrer € os termos lideres em uma combinagdo da forma

ax®f - bxP f,
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cancelarem-se, deixando apenas termos menores (com relagdo a ordem adotada). Por
outro lado ax*f —bxPf € I, logo seu termo lider estd em /#(I). Para estudar este

fendmeno de cancelamento introduzimos tipos especiais de combinagdes.

Definicdo 1.6.3. Sejam f, g € k[x,,...,x,] polindmios ndo nulos.

(i) Se multdeg (f)=a e multdeg(g)=p, tomamos vy=(y,,...,Y,), onde
¥, =max (o.,B,) para cada 7=12,.. n Chamamos x* o minimo miltiplo comum de
Im(f) e Im(g), e escrevemos x* = LCM(Im(f), Im(g)).

(i) O S-polindmio de f e g € a combinagéo

Scf,g)=%f—;—(;)g.

Exemplo 1.6.4. Sejam f=x?+x*+x)’+2x, g=x*+x+2xy €klxy], e

considere a ordem lexicografica graduada com x > y. Entdoy = (4,2) ¢

W 2 xiy? 42 0 5
SU8) =205 (7 + 0 x4 28) - T iy 4 0+ 2)

=X (Y X7 xy? 4+ 2x) - (xy7 X7 + 2xp)

= xy* + 2x° - 2x.

Um S-polindmio S(f, g) ¢ definido de modo a produzir cancelamento de termos

lideres. O seguinte lema mostra que todo cancelamento de termos lideres entre

polindmios de mesmo grau resulta deste tipo de cancelamento.

Lema 1.6.5. Considere uma soma 21 c.f, onde c, € k e multdeg (f) =& € ZZ, para todo

i=12,..s Se multdeg (Z] c,.ﬁ)<6, entdo ;c,-_;[ é uma combinagdo linear com

i=



coeficientes em & dos S-polinémios S(f, £), para 1 < j, k <s. Além disto, cada S(f, £)
tem grau < §.
Prova :

Seja d,=Ic(f), de forma que cd, é o coeficiente lider de ¢ f. Como c,f tem

multdeg (c,f) = & € a soma tem grau estritamente menor, segue que Z& cd,=0.

Definimos p = -g’— , € observamos que p, tem coeficiente lider igual a 1. Consideramos a

soma telescopica

1P

=1 ci= 2‘1 cdp=cd(p—p)Hed ted)p-p)t..ted +..te,_d, )P —p)+(ed +..+cd)p,

Por construgao, /t( f) = d x°, logo LCM(Im(f)), Im(,)) = x° e portanto

5 5 5 &
R SR = wey Ty~ A d k= P B
Usando esta equag@o e Z‘ cd; =0, a soma telescopica acima torna-se
2 e =cdiSUi ) +(edy +cd) S )+ + (e, + ¥ ¢, _id, ) U1,
a qual € uma soma da forma desejada. Como p, e g tém grau igual a § e coeficiente

lider 1, p,— p, tem grau < &. Pela equagdo (1.6.1), o mesmo vale para S(f,, £), e o lema

esta provado.[]

Usando S-polinémios e o Lema 1.6.5, provamos o seguinte critério de Buchberger para

determinar quando uma base de um ideal € uma base de Groebner.

Teorema 1.6.6. Seja / um ideal polinomial. Entéo a base G ={g,,....g.} de / é uma base

de Groebner de / se e somente se o resto da divisdo de S(g,, g,) por G (listados em

alguma ordem) € zero, para todos pares 7 # .
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Prova:

Se G € uma base de Groebner de /, entdo como S(g,.g,) € 7, temos pelo Corolario 1.6.2
que o resto da divisao de S(g,g,) por G € igual a zero.

Reciprocamente, seja f € I, f # 0. Queremos mostrar que se todos os S-polindmios
tém resto zero na divisdo por G, entdo /#(f) € (h(gl),...,lt(g,)>, ou seja, G é uma base
de Groebner de /.

Dado f € I = (gl,.‘.,gs), existem polindmios A, € k[x,,...,x,] tais que

(16.1) f=Xhe

e, pelo Lema 1.2.8, temos

(1.6.2) multdeg(f) < max {multdeg(h,g)}.

Se a igualdade nao ocorre, entdo deve ocorrer um cancelamento dos termos lideres. Pelo
Lema 1.6.5 podemos escrever isto em termos de S-polindmios. Desta forma nossa

hipotese de que os S-polindmios tém resto zero ira nos permitir uma expressao para f
com menos cancelamentos. Prosseguindo obteremos eventualmente uma expressao para
f tal que

multdeg( /) = multdeg(h.g,)

para algum 7, e segue que /f(f) € divisivel por /«(g,). Isto ira mostrar portanto que

I(f) e (k(gJ,...,It(g,)), e nossa prova estara completa.
Sejam f = Zs; h.g, e m,=multdeg (h,g) . Definindo 8 = max {m,,...,m_}, temos

multdeg(f) <3&.
Considere agora todos os possiveis modos de escrever f como em (1.6.1). Para cada
maneira temos possivelmente um § diferente, mas como a nossa ordem de monoémios €

uma boa ordem, podemos escolher uma expressdo para f tal que 8 € minimo. Basta



mostrar que para este § minimo escolhido, temos multdeg (f) =28, pois entdo vale a

igualdade em (1.6.2) e em consequéncia temos que /#(f) € <k(g,,...,lt(gs)>.

Provaremos agora, por contradi¢do, que multdeg (f)=35. Para isto supomos que

multdeg (f) < & e escrevemos f como

F= Z hg + Z hg,

mi =5 m(iy <8
1.6.3 = it(th)g, + —Itth))g, + g -
(1.6.3) gt X (h—lh))g+ X heg,
A segunda e a terceira parcela tem grau menor que §. Como multdeg(f) <8, decorre

que multdeg(m(‘_)z=5 It(h) g,-) <8,

Seja It(h,) =cx*® ; entio m(‘)/:,afz(h,)g,: Zac,.x“mg,. tem a forma descrita no Lema
= (i) =

1.6.5, onde f=x%g , e portanto este cancelamento pode ser escrito como uma

combinagido linear de S-polindmios. Temos também que

g y Mg )=X ___yoldg X o)
S(Vg,x*Vg) = —5 ::(g,.)x &~ T gy” &

= xS_Tij(g pg k)‘:
onde x"# = LCM(Im(g,),Im(g})).

Portanto existem constantes ¢, € k tais que

(1.6.4) > Ith)g, = § ¢ 18(g .80

m(i) =8
O proximo passo € usar nossa hipotese que o resto de S(g,g;) na divisdo por g,,....g, €
zero. Utilizando o algoritmo da divisdo (Algoritmo 1.3.8), isto significa que cada

polinémio S(g,g;) pode ser escrito na forma

S5(g,,8:) = ; a8 onde a; € k[x,,...x,].
O algoritmo da divisdo nos diz ainda que

multdeg (a,.,) < multdeg (5(g,,g,)), paratodo i k.
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Multiplicando S(g,g;) por x° " obtemos
x® “1#8(g .80 = Z‘,} b8 onde b, = x‘""\';«'ka,}.,k 5
e pelo Lema 1.6.5 temos

(1.6.5) multdeg (b,g,) < multdeg (x°~"45(g,,g:)) <98 .

Substitundo esta expressio em (1.6.4) obtemos

m{§=8 k(h ‘)g R }E'k Cp* N (g J’?gk) = :Z:‘ Cjk(,; br}kg :‘)

e, de acordo com (1.6.5), temos que multdeg (,g,) <.
Finalmente substituimos m(E . ih)g, = il h.g, em (1.6.3) para obter uma expressao
)= i=

para f como combinagdo de polinémios g, , todos com grau menor que §, contradizendo

a minimalidade de §. O

O Teorema 1.6.6 € um dos resultados chave na teoria de bases de Groebner e com ele é
facil identificar quando uma dada base € base de Groebner. Como sera visto na proxima
se¢do, ele nos guiara de maneira natural a construcdo de um algoritmo para computar a

base de Groebner de um ideal 7 C k[x,,....x,].
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1.7 Algoritmo de Buchberger

No Corolario 1.5.6 mostramos que todo ideal ndo nulo em £[x,,...,x,] possui base de
Groebner. Nesta se¢do apresentamos um algoritmo para computar uma base de
Groebner de um ideal I c k[x,,...,x,].

A idéia chave ¢€ tentar expandir o conjunto original de geradores a uma base de
Groebner, adicionando mais polindmios em /. Que geradores devemos adicionar?

De acordo com o Teorema 1.6.6, parece natural estender o conjunto original de
geradores adicionando os restos ndo nulos de S(f, f) na divisdo por F, onde F € o
conjunto de geradores (possivelmente ja estendido) em um determinado instante.

Temos desta forma o seguinte algoritmo para computar bases de Groebner de um ideal

polinomial.

Algoritmo 1.7.1. Seja I=(f,...,f) # {0} um ideal polinomial. Entdo uma base de

Groebner de 7 pode ser construida em um numero finito de passos através do seguinte

algoritmo.
INPUT: F =: {f,....£}}
OUTPUT: Uma base de Groebner G = {g,,.‘.,g,} de/com F c G.
G:=F
REPEAT
G =G
Para cada par {p,q}, p # ¢, em G' DO
S : =resto da divisdo de S(p,q) por G’
IFS#0THENG=:Gu {§}

UNTIL G =G



Prova:
SeG= { g,,.‘.,g,}, entao (G) e (k(G)) irdo denotar os seguintes ideais:
(G)=(gv--8),
(11G)) = (&) l8)).

Vamos primeiramente mostrar que G </ em qualquer estagio do algoritmo. Para os
valores iniciais a afirmativa € Obvia, e toda vez que aumentamos G fazemos isto
adicionando o resto de S(p,q) na divisdo por G', onde p, g € G. Desta forma, se G =/
entdo p, g e portanto S(p,q) estao em / , e como estamos dividindo por G’ < /, temos

que G U {S} < I. Note também que G contém a base /' dada e portanto G é uma base

de 1.
O algoritmo termina quando G=G’, o que significa que S(p,q) >. 0 para qualquer
P, q € G. Logo pelo Teorema 1.6.6, G € uma base de Groebner de (G) =].

Temos que provar ainda que o algoritmo termina. Para isto consideramos o que
acontece apos a passagem pelo /oop principal. O conjunto G consiste de G’ (o velho G)

juntamente com os restos nao nulos dos S-polinémios de elementos de G'. Entdao

(1.7.1) (I(G)) = (I(G)) .

ja que G' ¢ G. Ainda, se G' #G afirmamos que (It(G’)) € estritamente menor que
(1:(G)>. Para ver isto suponha que um resto »# 0 de um S-polindmio tenha sido
adicionado a G. Ja que r € o resto da divisao por G, /t(r) n@o € divisivel por nenhum dos
termos lideres de elementos de G, e desta forma /1(r) ¢ (ft(G’)). Mas It(r) € (1:(G)>, 0

que prova a nossa afirmativa.

Por (1.7.1) os ideais (11(6’)) das sucessivas iteragdes do loop formam uma cadeia

ascendente de ideais em k[x,,...x,]. Desta forma a condi¢cdo da cadeia ascendente
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implica que ao final de um numero finito de iteragdes a cadeia estabiliza, de forma que

(lt(G’)) = (It(G)). Isto implica que G’ = G, e portanto o algoritmo termina.[]

O Algoritmo 1.7.1 é apenas uma versao rudimentar do algoritmo de Buchberger e néo €
pratico do ponto de visto computacional. Note, por exemplo, que uma vez que o resto de
S(p, g) na divisdo por G’ ¢é zero, ele permanecera zero mesmo se adicionarmos mais
elementos a G'. Desta forma ndo ha razdo para computa-lo novamente através do /oop

principal.

Bases de Groebner computadas através do Algoritmo 1.7.1 s3o, em geral, maiores que o
necessario. De fato podemos eliminar alguns geradores ndo necessarios utilizando o

lema a seguir.

Lema 1.7.2. Seja G uma base de Groebner do ideal /. Seja p € G um polinémio tal que
It(p) € (I(G - {p})). Entdo G — { p} é também base de Groebner de /.

Prova:

Por defini¢do de base de Groebner, temos que (1!(G)> = (lt([)). Se lt(p) (h‘(G -4 p})>,
entdo /(G — {p}) = I(G). Por defini¢do, segue que G — {p} € também uma base de

Groebner de /. [J
Ajustando constantes de modo a tornar todos os coeficientes lideres iguais a 1 e

removendo de G qualquer p tal que [i(p) e (fz‘(G—{p} )>, obtemos o que

denominamos uma base de Groebner minima.
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Defini¢ao 1.7.3. Uma base de Groebner minima de um ideal polinomial / € uma base
de Groebner G de / tal que:
(1) le(p)=1 paratodo p € G.

(ii) Para todo p € G, I(p) & (I(G - {p}))-

Lema 1.7.4. Fixe uma ordem de mondmios, e sejam G e G duas bases de Groebner
minimas de um ideal /. Entao

nG) = i(G).
Prova:
Seja g € G. Como G e G sdo bases de Groebner minimas de / temos que g —G>+ 0, e
portanto existe & € G tal que /#(g) divide /f(g), pois caso contrario /#(g) estaria no resto
da divisdo de g por G.
Da mesma forma temos que @ —gq, 0 e portanto existe g’ € G tal que /#(g’) divide /#(2).
Temos entdo que /#(g’) divide /#(g), onde g, g’ € G. Como G € uma base de Groebner
minima devemos ter g = g’. Logo /#(g) divide /#(g) e /t(g) divide /#(g), o que implica
Ing) = I1(@).
Desta forma, para todo elemento g € G existe um elemento g € G tal que It(g) = I(g),

e vice-versa. Portanto /#(G) = I(G) e o lema esta provado.[]
Um dado ideal pode ter muitas bases de Groebner minimas (de fato infinitas). No

entanto podemos sempre encontrar uma “melhor” do que todas as outras. A esta damos

um nome especial, conforme a defini¢do a seguir.
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Defini¢iio 1.7.5. Uma base de Groebner reduzida de um ideal polinomial / € uma base

de Groebner G de! tal que:
(i) Ie(p) =1 paratodo p € G.
(ii) Para todo p € G, nenhum mondmio de p esta em <b‘(G -{p} )).
Se g € G satifaz (ii) da defini¢gdao acima, dizemos que g € reduzido para G. (De fato, de

acordo com a Definigdo 1.3.6, g € reduzido com respeito a G — {g}).

Bases de Groebner reduzidas possuem uma propriedade especial que as tornam Gnicas

para um dado ideal (e uma dada ordem de mondmios).

Proposicao 1.7.6. Seja / # {0} um ideal polinomial. Entdo, para uma dada ordem de

mondmios, / tem uma unica base de Groebner reduzida.

Prova:

Seja G uma base de Groebner minima para /. Nosso objetivo € modificar G até que

todos os elementos sejam reduzidos para G .

Observe que se g € reduzido para G, entdo também é reduzido para qualquer outra base
de Groebner minima que contenha g e 0 mesmo conjunto de termos lideres. Isto ocorre
porque a definig¢do de polindmio reduzido para G envolve apenas os termos lideres.

A seguir sejam g € G e g’ oresto da divisdo de gpor G — {g},isto é g Glggt g.
Afirmamos que G’ = {G - { g}} v {g'} é uma base de Groebner minima de /.

Para ver isto, note que ao dividirmos g por G — {g}, /f(g) vai para o resto uma vez que
n3o € divisivel por nenhum elemento de /#(G — {g}). Portanto /#(g’) = l#(g), e temos que
(Zr(G’)) = (JI(G)). Como G’ c I, temos que G' € uma base de Groebner minima e por

construg@o todo elemento € reduzido para G'.
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Aplicamos 0 mesmo processo acima aos elementos de G até que todos sejam reduzidos.
A base de Groebner pode mudar em cada passo do processo, mas pela observagao feita
acima uma vez que um elemento € reduzido ele assim permanece. Obtemos desta forma
uma base de Groebner reduzida.

Para provarmos a unicidade, sejam G e G bases de Groebner reduzidas. Entdo, em
particular, G e G sdo bases de Groebner minimas e temos pelo Lema 1.7.4 que
G) =G).

Desta forma dado g € G, existe g € G tal que /t(g) = If(g). Se mostrarmos que g = g,
entio G=G e a unicidade esta provada.
Considere g — g € I e, como G € base de Groebner de 7, temos que

(1.7.2) g-23 0

Sabemos também que /#(g) =/#(g), e como estes termos se cancelam em g— & e os
termos restantes néo sdo divisiveis por nenhum dos elementos de /(G) = I(G), j& que G
e G sdo reduzidas, temos que

g-F-58-8

e portanto por (1.7.2) temos que g — g=0. []

Como consequéncia da unicidade na Proposi¢do 1.7.6 temos um algoritmo para
identificar quando dois conjuntos de polindmios { - - _ﬁ} e {gl,...,g,} geram O mesmo
ideal. Basta fixar uma ordem de mondmios e computar a base de Groebner reduzida

para ( Hcaiy )ﬂ) e (gl,...,g,) Os ideais serdo iguais se e somente se as bases obtidas forem

1guais.
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1.8 Ordens de Eliminacao

Na seg@o anterior mostramos um algoritmo para encontrar uma base de Groebner de um
ideal polinomial. Mostraremos agora que a escolha apropriada da ordem de mondmios
nos guiara a bases de Groebner com propriedades particulares.

Considere dois conjuntos de variaveis {x,,...x,} € {},...,V,}.- SUPOMOS que 0s mondmios
nas variaveis x € Oos monOmios nas variaveis y sdo ordenados por > e >, ,

respectivamente. Definimos uma ordem de mondmios nas variaveis x € y como segue.

Defini¢ao 1.8.1. Dizemos que > ¢ uma ordem de eliminag@o com as variaveis x maiores

que as variaveis y se valer

X,>. X, ou

>
S Pdiee X,=X,el,>, 1,

para quaisquer mondmios X, X, nas variaveis x e ¥, ¥, nas variaveis y.

As propriedades fundamentais das ordens de eliminagdo sdo enunciadas no lema a

seguir, de demonstragao imediata.

Lema 1.8.2. Uma ordem de eliminag@o > com as variaveis x maiores que as variaveis y
¢ uma ordem de monomios. Ainda, se ' € um mondmio nas variaveis y € Z € um
mondmio nas variaveis x,y tal que um dos x, aparece como uma poténcia positiva em Z

entao, Z>Y.

Definigio 1.8.3. Dado I = (f,....£) C k[x,,....x,], 0 l-ésimo ideal de eliminagdo I, é o

ideal de £[x,. ,,...,x,] definido por
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=1 kx5 05-%]
Bases de Groebner calculadas com relagdo a ordens de eliminagdo possuem uma

propriedade importante conforme mostra o teorema a seguir.

Teorema 1.8.4. Seja / um ideal ndo nulo de A[y,,...,y,.X,,....X,,] € > uma ordem de
eliminagdo com as varidveis x maiores que as variaveis y. Seja G uma base de Groebner
de 7. Entdo G m k[y,,...,y,,] € uma base de Groebner para o ideal 7 m k[ y;,....¥,]-

Prova:

Claramente G N k[ y,,....,Vm] ©1 O[5 V)

Seja 0= f(,...0,) € I N k[,....),]. Como f € I e G € uma base de Groebner de 7,
existe g, € G tal que /m(g,) divide /m(f). Como f envolve apenas as variaveis y entdo,
pela escolha da ordem >, também g; deve envolver apenas as variaveis y. Logo, para
todo f eI k[y,...,.y,] existe g, € GNk[y,....y,) tal que Im(g) divide Im(f), e

portanto G M k[y,,...,y,] € uma base de Groebner para I m k[y,,...,¥,.].0

Corolario 1.8.5. A ordem lexicografica com x, > - >x, >y - >y, € uma ordem de

eliminagdo com as variaveis x maiores que as variaveis y.

Prova: Imediata.[]
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2. Aplicagdes



2.1 Aplicacoes Polinomiais

Nesta segdo estudaremos os homomorfismos de k-algebras entre os anéis de
polindémios k[,,...,¥.] € k[x,,....x,]. O estudo de tais homomorfismos sera de fundamental

importancia nas duas aplicagdes que seguem esta segao.

Relembramos que tais homomorfismos sao homomorfismos de anéis

¢: kD’l:""lym] = k[x]!“')xﬂ]
e também transformagdes lineares de k-espagos vetoriais. Uma tal aplicag@o € unicamente

determinada por
(2.1.1) o= f,
onde f € k[x,,...x,], 1 <i<m. Isto & se h € k[y,....y,), digamos h= X cy}...y3= onde

?

c, €k, v=(v,,..,v,) € Z7, e apenas um nimero finito de ¢ 's sio nao-nulos, temos

(2.1.2) o) =2 e . fim = h(,.... £) € K[x,,...%,].
Da mesma forma, dada uma expressdao (2.1.1) qualquer, temos um homomorfismo de -
algebras a partir de (2.1.2).

Relembramos que o nucleo de ¢ € o ideal

ker(®) = {1 < K[y 5] | 6() = 0}

e aimagem de ¢ € a k-subalgebra de £[x,,...,x,],

im(¢) = {f € k[x,,...x,1| 3 h € k[y,....y,] com f = ¢(h)} ;

que denotamos por k[ £,..., f,]. Da teoria de grupos abelianos temos

k[yh"':ym] '! ker (d)) = k[jl":a.’::]
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como grupos abelianos através da aplicagao

k[y,,....Vn 1 ker (@) = kL A£,.... /]

definida por

g +ker (§) > (g)
Podemos ver que esta aplicagdo € um homomorfismo de k-algebras e portanto um
isomorfismo de k-algebras. Outra maneira de pensarmos no ker(¢) € a seguinte: 4 € ker(¢)
se e somente se A(f,...,f,) = 0 e por esta razdo ker (¢) € frequentemente chamado ideal de

relagdes dos polindmios f,.... 1.

Nosso objetivo nesta segdo sera determinar o seguinte:

(i) O nicleo de ¢ ou mais precisamente, uma base de Groebner do niicleo de ¢.

(ii) A imagem de $ ou mais precisamente, um algoritmo para determinar quando
um polinémio f estd na imagem de & e um algoritmo para identificar quando ¢ é

sobrejetora.
Antes de caracterizarmos o nicleo de ¢ precisamos de um lema técnico.

Lema 2.1.1. Sejam a,,a.,...,.a,, b.,b,,...b, elementos de um anel comutativo R. Entdo o
elemento a,a,...a,— b,b,...b, esta no ideal <al -b,a,-b,,...a,— b,,).
Prova:

A prova ¢ feita por indug@o em ».

Paran=1temosa,—b, € (al —b,).

Supondo valido para »-1, isto é, a,a,..a,_,-b,b,..b,_, € <a, -b,,..a,_— b,,_1> y
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temos que mostrar que vale para n. Temos
aa,.a,—bb,..b,=alaa,.a, ,-b,b,..b, \)+bb,.b, (a,-b,).
No entanto da nossa hipotese de indug@o temos que
4@\, bbb, ) € (@ =b,..a, ,~b,_,)
e portanto, como
b.b,.b, (a,-b,) e <a1 —bya,— b,,) i
temos que

aa,.a,—bb,. b,e (aI -by,....a,— b,,).[]

Teorema 2.1.2. Seja K = ( Vo= F j,;,) C kYoo Voo X1oo-oX, ). Entd0 temos

ker(d) = K m k[y,,.... ).
Prova:

Seja g € K m k[y,,...,y,]. Entdo
g(yh'--aym) = 1; (.yf _.fi‘(xlr")xn))hi(yla---:yms xla-'-s xn)=

onde Ak, € k[y,... Y X15-.., X,]. No entanto g € zero quando aplicado em

Ohs-eVm) = (f15--.1) € portanto g € ker(¢).

Por outro lado, seja g € ker(¢). Podemos escrever

g=2.cyyam
onde ¢, € k, v=(v,,..,V,) € Z7,, € apenas um numero finito de ¢'s sao ndao-nulos. Como
g(f,---. /) = 0 temos

B =8~ B = G el = )
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No entanto, pelo Lema 2.1.1, temos que V. yw=—f''.f,= estd no ideal

K = (yl = jl-r--aym - jl"ﬂ) ; kb’l""’ymsxh-“’xn]! € ponanto g € K M kLVI:"-:ym]' D

Temos agora um algoritmo para computar uma base de Groebner do nucleo de ¢.

Primeiramente computamos uma base de Groebner G do ideal K = <y, = SoresVm— Jf,,) em

k[ V1,...; X1 ,X,] cOm relagdo a uma ordem de eliminagdo na qual as varidveis x sdo

maiores que as variaveis y. Os polindmios sem nenhuma variavel x formam uma base de

Groebner do nucleo de ¢.

Exemplo 2.1.3. Seja ¢: Q[u,v] — @[x] definida por
u—>x?

v—x3
Primeiramente computamos uma base de Groebner do ideal K = (u -xiv- x3) com
respeito a ordem lexicografica, com x > > v. Temos entdo
G ={x2 — U, XU—V,XV—Uuu — vz}.
Desta forma uma base de Groebner de ker (¢) € dada por

G Quy] = {u3 - vz}.

Nosso objetivo agora sera encontrar um algoritmo para determinar quando um
elementof < k[x,,...,x,] estd na imagem de uma aplicagdo ¢ e determinar quando ¢ €

sobrejetora.
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Teorema 2.1.4. Sejam K = <y, = SiseesVm— Jf,,) C k[ s YX1s-nX,] € G uma base de
Groebner de K com respeito a uma ordem de elimina¢do com as variaveis x maiores que as
variaveis y. Entdo f € k[x,,...,x,] estd na imagem de ¢ se e somente se existe 7 € k[y,,...,),.]
tal que £ 5. h. Neste caso, f = §(h) = h(f,....£.).
Prova:
Consideremos f € k[x,,...,x,] na imagem de ¢. Entdo f=¢(g)=g(f,....[,) para algum
g € k[»,...,y,,)- Considere o polindémio
S X) = 8Os V) ERL Yrseoos VXX,

e observe que

J 1, %0) = 8Os s Vm) = 8os--sSo) = 8O- Vim)-

Seja g = 2 ¢yt yim ; entdo

E(fvreslo) = 8nnndi) == 2o G Il =R )

e portanto pelo Lema 2.1.1 f(x,,....x,) — g0,....),) € K. Temos entdo que f—g 5.0e
portanto g ./, € f —>.h, onde A ¢ reduzido com respeito a G. Mas como g € k[y,,...y,].

g so pode ser reduzido por polindmios em G que tém termos lideres apenas nas variaveis y.
Pela nossa escolha de ordem, como as variaveis x sdo maiores que as variaveis y, os

polindmios usados para reduzir g estio em £[y,..),]. Desta forma temos que

h e k[y,...y.)

Reciprocamente, seja f —>.h, onde h € k[y,...y,]. Entio f—h->.0 se e somente se

f —h € K, e portanto

f(xls---:xn) i h(yl!“"ym) = rgl gi(yl:""ym!xl)"')xn)(yf - }:‘(xl""sxn)) .

Substituindo y, por f; vemos que f(x,,....x,) = A(f,..., /) = d(h), e festa na imagem de ¢. []
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Exemplo 2.1.5. Seja ¢ o homomorfismo dado por :

o: Quv,w] - Q[xy]
u—>x?
voaXxty
w—x2+ 2xy
Queremos saber se 3x? + 2xy + y? esta na imagem de de ¢.
Computamos a base de Groebner reduzida do ideal

K= <u —x v=x—-y,w—x*— 213/) c O[x,y,u,v,w] com relagdo a ordem lexicografica com

x> y>u>v>w. Obtemos entdo
G= x+y-—v,y3—v3+w,yv+%u~v2+%w,yu+w+uv—w, u? — 4uv? + 2uw + w?

Reduzindo 3x?+ 2xy + y* com relagio a G temos 3x*+2xy + y* 5. 2u+v%, e portanto

3x* +2xy + y* € im(¢). Temos ainda que 3x + 2xy + y>= ¢ (Qu + v?).

Agora que temos um algoritmo para determinar quando um polinémio f esta na imagem de
¢, podemos determinar quando ¢ € sobrejetora. Basta verificar quando x,,....x, € im(¢). A

seguir mostraremos que isto pode ser feito apenas inspecionando a base de Groebner.

Teorema 2.1.6. Sejam K = <y1 T, —j,',,) S k[ Y1y ey VX 15--X,] € G @ base de Groebner

reduzida de K com respeito a uma ordem de elimina¢do com as variaveis x maiores que as
variaveis y. Entdo ¢ € sobrejetora se e somente se para cada i = 1,...,n, existe g, € G tal que

g,=x,— h,, onde h; € k[y,...,),,)- Ainda, neste caso temos x, = h,(f,.... £,)-
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Prova:

Suponhamos que ¢ € sobrejetora. Podemos também sem perda de generalidade assumir que
a nossa ordem ¢€ tal que x, <x, < ... <x,. Entdo pelo Teorema 2.1.4, uma vez que x, esta na
imagem de ¢, existe h, € k[y,...,y,] tal que x, = h,. Desta forma x, — h, € K e portanto
existe g, € G tal que /«(g,) divide /f(x, — h,) = x,. Portanto como os Unicos termos menores
que x, s3o termos apenas nas variaveis y, vemos que g,=x,—h, para algum
h, € k[y,,...,y,]. Da mesma forma, como x, estd na imagem de ¢, existe A, € k[y,,....y,] tal
que x, —./,, € portanto existe g, € G tal que /#(g,) divide /#(x, — h,) = x,. Como os tnicos
termos menores que x, sao 0s termos envolvendo x, e termos apenas nas variaveis y, e
como G € uma base de Groebner reduzida e qualquer termo envolvendo x, poderia ser
reduzido utilizando g, =x, —h, devemos ter g,=x,—h, para algum h, € k[y,,....y,]-
Procedemos da mesma maneira para as outras variaveis x,’s.

Para mostrar a reciproca notamos primeiramente que ¢ € sobrejetora se € somente se
x, € im(¢) para 1 <i <n. Como x,— h, € G, temos x, —_.h,. Como h, é um polinémio apenas
nas variaveis y, temos que x, estd na imagem de ¢ pelo Teorema 2.1.4, e portanto ¢ €

sobrejetora.[]

O resultado acima nos fornece um algoritmo para determinar quando a aplicacdo ¢ €
sobrejetora. Primeiro computamos a base de Groebner reduzida do ideal X, e por inspegao,

verificamos a existéncia de g,=x,—h, € G paracadai=1,...n, comh, € k[y,...,V..)-
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Exemplo 2.1.7. Considere a aplicagio

¢:Q [wyw] > Q [x.)]

u—>-x*+x
vy
wox—y

Queremos determinar se ¢ € sobrejetora.

Primeiro computamos a base de Groebner reduzida do ideal
K= <u +x2_x} V"}’: W“X+y> g Q[H,V,W,x,y]
com respeito a ordem lexicografica com x > y > u > v > w e obtemos

G={u+v3+2mv—v+w2—w,x—v——w,y—v}.

Como x—v—w, y—v € G, a aplicagdo ¢ € sobrejetora.
Estenderemos agora os resultados anteriores a anéis quocientes de anéis polinomiais.

Defini¢do 2.1.8. Uma k-algebra é dita k-dlgebra afim se € isomorfa como k-algebra a

Obviamente £[x,,.....,x,] € uma k-algebra afim. Ainda, se f,....f, € k[x,,....,x,], entdo a
imagem k[ ..., /] da aplicag@o

b: k(- Y] = A%y,
que leva y, em f € uma k-algebra afim, isomorfa a £[y,...,y,] / ker (¢), como visto no

comego da se¢ao.

Estudaremos agora os homomorfismos entre k-algebras afins.
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Sejam Jum ideal de k[y,,...,y,] € / um ideal de k[x,,...,x,]. Considere o homomorfismo de
k-algebras
O kYol T K[xy,. 2, ] 1T
definido por
b:y+J > f+1
Observamos que a aplicagdo esta bem definida se e somente se a seguinte condigdo €

satisfeita:

SeJ = (g,,...,g,) entdo, parai=1,....7, temos que g(f,....[,) € 1.
Para ver isto, sejam a, b € k[y,,...,y,], a# b tais que a=b(modJ), onde a=a+.J e
b=b+J.
Temos que ¢p(a —b) = p(a—b + J) = ¢(J) = 0 (mod 1), e portanto d(a) = ¢p(b) (mod 1).
Suponhamos agora ¢(a) = ¢(b). Temos entdo ¢(@) — ¢(b) = d(a—b +J) = ¢(J) =0 (mod 1)
e portanto ¢(J/) < / o que implica que g(f,....f,) € I parai=1,...1.

Generalizando o Teorema 2.1.2 temos °

Teorema 2.1.9. Seja K o ideal de k[y,...,y,.%;,....X,] cujos geradores sdo aqueles de /
juntamente com os polindmios y,— f,1<i<m, isto é, K= <I,y1 — fseisVa —-j,‘,,). Entao
ker (§) = K A kDpi,....y(mod J), ou  seja, se K MKy, =(£...fy) entdo
ker (¢)=<J{+J,...,J;'+J>.

Prova:

Seja ' € Kn k[y,,...,y,]- Podemos escrever

f’(ylr":ym) = 121 (yx - .fr'-(xl’-“’xn))hi(ylr--:ym’xlr--sxn) 2 w(yl:--':yma'xl)"':xn) »

54



onde

W Y ErresT) = 20 Uy Yoo Ea) Bl X2)
com p, €l,e h,u, € k[y,...,YmX1,....X,]. Entdo

O +J) = [ (oS T I =W s JoXrse X)) + 1=0,
J8 QUeW(fi,o, fon X1y X) = 20 U(foreens Sy Xreros %) B(¥1,-. %) € 1, POIS cada p, € 1.
Por outro lado, seja f’ € k[y,....y,] com ¢(f'+J)=0. Entdo f'(f,....[f,) € I. Seja
Ffon £ = 203, yam, onde v=(v,,...,v,) € ZJ, ¢, € k e apenas um nimero finito
de ¢,’s s@o nao-nulos. Entdo

f’(ylv""ym) = (f’(yls--wym) = f’(j;aafn)) +f'(_fl.r":|jn)
YN C ORI AN acy B 106 W0 ) B

Pelo Lema 2.1.1,
2 W o =F s ™)
esta no ideal ( V= Sisers Y — ﬁ,,) e portanto
FGres¥) €{L0 = Forodm= £} =K ,

jaque f'(f,....[,) € I. Assim f'(3,....¥.) € K k[y,...y, 1.0

Provaremos agora o analogo do Teorema 2.1.4

Teorema 2.1.10. Sejam K = (I,y, = fioeesVm —j,’,,) e G uma base de Groebner de K com

respeito a uma ordem de eliminagdo com as varidveis X maiores que as variaveis y. Entdo
f+1I € k[x,,....x,] / I esta na imagem de ¢ se e somente se existe » € k[y,,...,y,] tal que

f >, h.Nestecaso, f+1=dh+J)=h(f,...f£)+1
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Prova:

Seja f + I < im($). Entdo existe g € k[y,,....y,] tal que f — g(,....£,) € I. Consideramos o
polindmio f(x,,....x,) — €Wis.. s V) € K[Hisee s Vi Xrse - esX -

Como  f(xy,....X,) = 8V Vm) = 8Uhsr-sSi) = 8o oosdi) + (f Xy, %) — s S)), - ©
Lema 2.1.1 garante que f(x,,...x,)—g0,...0,) € K € o resto do argumento segue
exatamente como no desenvolvimento da prova do Teorema 2.1.4.

Por outro lado, seja f € k[x,,...,x,] tal que f >, comh € k[y,,....,]. Entdio f —h e K, e

desta forma
S e = B 30) = 25 VTR = L)) + W ViK1
onde
OBV ED D YN ¢ RS -1 ¢ WS
com p, € I eonde g, u, € I k[y,,....Y,nX,,....X,)- Substituindo y, por £, vemos que

f=h(f,....f,) € I, e portanto f + 1 =¢(h+J).[]

Teorema 2.1.11. Sejam K = (I,y1 —j,',....,y,,,—j,,) e G a base de Groebner reduzida de K
com respeito a uma ordem de elimina¢do com as variaveis x maiores que as variaveis y.
Entdo ¢ € sobrejetora se e somente se para cada i=1,..,n, existe um polindmio
g, =x,—h, € G,onde h, € k[y,...,y,]-

Prova:

A demonstrag@o € analoga a prova do Teorema 2.1.6.0]
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Exemplo 2.1.12. Seja a aplicag@o

¢:Q [uyvw]/J—>Q [xyl/1

u+J->xtty+1
v+Jo>x+y+]
w+Jo>x-xy*+1

onde J = (uv - w> cQuvwlel= <agf ¥ y> < Q[x,y].
Note que aplicag@o esta bem definida, uma vez que
d@v-w+ )= +y)x+y)-(*-xy)+1
=xty+xytayty+l
=(x+y)y+y)+I=0+1.

Computamos agora o nucleo de ¢ como no Teorema 2.1.9. Portanto seja

K= <xy +tyu-x*—y,v-x-y,w-x*+ xy2> c Qu,v,w,x,y].
Computamos a base de Groebner reduzida de K com respeito a ordem lexicografica com
x> y>u>vy>we obtemos

G= {uv—w,mv+v‘+2v3—v1w—vw— 2w, v2 + 2% — viw — viw = 2vw + w2,
w=8y+du—-vi—-4vitw,x+y-v, y -3y+u—v3
w=2y+tu—-viyu—-4y+u—v: u*-2u+v> +2v2—vw—w}.

Entdo pelo Teorema 2.1.9 temos

ker(¢)={uv—w,uw+v“+ 207 —viw —vw — 2w, V¥ + 20 — viw — viw — 2vw + w2,

u2—2u+v3+2v2—vw—w} mod (J)

Também pelo Teorema 2.1.11 temos que ¢ n3o € sobrejetora. Note, por exemplo, que

y & im(¢) uma vez que y ndo ¢ divisivel pelo termo lider de nenhum elemento de G.
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Defini¢do 2.1.13. Seja k um corpo. Uma fungdo racional em t,,....t, com coeficientes em &k
€ um quociente f /g de dois polindmios f, g € k[#,,....7,], onde g é um polindmio ndo

nulo. Ao conjunto de todas as fungdes racionais em #,,...f, com coeficientes em &

2 m

denotamos (?,,....t,,)-

Queremos agora determinar quando k(f,...,f,) = k(x,,...,x,); para isto considere o homomorfismo
(213) Y- k[xls---:xmyls”-:ym] _)k[xb"'uxn]
f(xia"-:xmylr--)ym) ok f(xl""an).f;""h}‘i;l)

€o ideal K = <y1 = .ﬁ)‘“a ym o ﬁw> < k[xl:'")xmylr-"ym]'

Lema 2.1.14. Temos que ker(y) =K.
Prova:

Seja g € K. Entdo
g(xla“':xn)yls'“:ym) = =; (.}’:' - fi'.(xb'“:xn))h:’(xlr--:xn:yl:---sym) 2
Oﬂde hi’ € k[xh'-':xmyla--':ymL € pOrtaIltO

Y(g(xlr")xmyb-"aym) = Y(r; ()’: = j;(xla" ':xn))hi(xla'“sxmyb"'sym))

= rZ:] (.fx. i .}?(xb'“rxn))hi(xl:“'7xn=yla"':.ym) = 0 3
de modo que g € ker(y).

Reciprocamente, seja g € ker(y). Podemos escrever

g=X el iy,
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onde ¢, €k, V=(Vi... VisVpi1ssVism) € Z2o"» € apenas um numero finito de ¢,’s sdo
nao-nulos. Como g(x,,....x,,f,...../f,) = 0 temos
g =8~ 8XpeXnS 10 ) = 2u e XV XYy — £V flm ).
De acordo com o desenvolvimento na prova do Lema 2.1.1 temos que
oty = 0 S € K= (34 = JiseosYm = f,;> S KLY YoXreeos %]

e portanto g € K.[J

Se G € uma base de Groebner de X, definimos os subconjuntos

Gr=G Nk, ¥
Gy = { g € G | Im(g) ndo ¢ divisivel pelo termo lider de qualquer elemento de GT} y

Teorema 2.1.15. Sejam y um homomorfismo como em (2.1.3) e > uma ordem monomial
tal que cada x, € maior que o produto de x; . , por qualquer mondmio em £[y,,...,3,], ou seja,
(2.1.4) X, > Ky dn] X, ,parai=1,2,. n-1.
Entdo k(f,....,[,) = k(x,,...,x,) se e somente se G,, contém um subconjunto {g,,...,g,,}, onde
g,=0x,—@,com @, € k[x,. ,....X, V15> Vm] €0; € k[Vyeeis V)
Prova:
Se G,, contém o subconjunto indicado entao g, =8,x, — ¢, € K = ker (y) e portanto

W2 =0 — 9 =8 0%~ Pl i) =0

de modo que 3,(f,,.... /)X, = @,(fi,-.../0)
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Se 8,(f,....f.)=0 entdo §, € K e portanto 9§, -%)0 o que contradiz o fato de que os

mondmios lideres de elementos de G,, ndo sdo divisiveis por mondmios lideres de

- (pn(_ﬁ:"‘:j;:)
elementos de G;. Assim §,(f,....f;)#0e x,=——"—"—.
: i 5,Chrad)

Da mesma forma, para g, _, temos
Y(gn-l) = T(an—]xn—l — Q.- l) = Bn—l(fl.:---sj;:)xn—l al (pn-l(xmj;"”!‘):) =i
No entanto provamos acima que x, € k(f,...,£,) € portanto ©,_,(x,,/,..../) € k(f,....J.)-

Desta forma 8,_,(f;..../)%,-1 = 8(f;,....), onde 8(f,.....£) = @, (X, fi,-... ;) € assim como no

caso anterior, temos que §,_,(f,....£) # 0 € portanto x, _, = == (6 A)

T8 i(fon )

A prova segue como no ¢aso acima parag,,com i=12.. n-2.
Reciprocamente, vamos assumir que &(f,...,f,) = k(x,,...,X,) € portanto parai=12,.. n—1
devem existir polindmios o, B, € k[y,,...,y,] tais que

Ol s D% = Bl hses ) 20-
Entre todos os pares de polindmios «,, B, pegue o par onde o mondmio lider de o, € o
menor possivel (existe devido a boa ordenag@o de >). Definimos entdo P, = a.x, - B, € desta
forma temos P, € ker (y), pois
(2.1.5) V(P = 0 (fiseesJudXi = Bilise s So) = 0.
Seja mx, o monomio lider de P, , onde 1, = Im(c,). Como P, € ker (), temos que P, 50e
portanto 1 x, deve ser dividido pelo mondmio lider de um elemento de G. Suponhamos (por
contradi¢do) que m x, seja divisivel pelo mondmio lider de um elemento de G, o qual deve
ser um mondmio envolvendo apenas y,,...,J, Entdo pela nossa escolha da ordem tal

mondmio deve dividir 1|, e portanto a, € reduzido por G.
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Seja a; € k[y,,...,),] tal que a, e« a; . Desta forma temos que o, — o, € K e portanto
L foseon o) = (@) = ¥(et) = (i, ) # 0.

Podemos entdo substituir o; por o; na equagdo (2.1.5); no entanto, note que
Im(c,) > Im(a.;), o que contradiz a minimalidade de o,. Logo /m(P) =nx, € divisivel pelo
mondmio lider de um elemento de g; € G\ G,. Este elemento g; deve ter um monomio lider
da forma 1, onde T, € um mondémio em y,,...,y, € que divide .
Seja £ um mondmio interno de g, isto €, um mondmio com coeficiente ndo nulo e que ndo
€ um mondémio lider. Queremos mostrar que € da forma

X, com T € k[ W,..., ]
ou

C & k2 Xu il
Se x, divide £ entdo xg,“"an' =n; € k[W,-..,¥.] € portanto % € k[y,--,y.] € ¢ € da forma
X, COM T € k[ V},.... 0]
Vamos supor agora que x; divide { com j <, de modo que £ 2 x,. Observe no entanto que

pela escolha da ordem temos que x;>x,_, > tx, 0 que contradiz o fato de que { € um

mondmio interno de g,. Logo x, ndo divide £ e temos que £ ¢ da segunda forma. [

¢ Note que a ordem lexicografica pura com x, > -- > x, > y, > - > y, satisfaz (2.1.4).
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2.2 Polinomios Minimais de Elementos em Extensdes de Corpos

Nesta secdo utilizaremos os resultados da Segdo 2.1 para encontrar o polindmio
minimal de um elemento algébrico sobre um corpo £.

Seja k — K uma extensdo do corpo k. Relembramos que se a € K € algébrico sobre
k, entdo o polindmio minimal de o sobre & € definido como sendo o polindmio mdnico p em

uma variavel, com coeficientes em 4, de menor grau tal quep(a) = 0.

f(@)

Seja k(o) o conjunto de todos os elementos da forma o onde f, g € k[x], e considere o

homomorfismo de k-algebras
¢: k[x] = k(o)

X—>a

Lema 2.2.1. Se p € o polindmio minimal de o sobre & entdo ker(¢) = ( p>‘
Prova:
Se f e ( p), existe 4 € k[x] tal que f = hp. Temos entdo que
6(f) = ¢(hp) = o(Md(p) = h(o) p(ar) = h().0 =0
e portanto fe ker(¢).
Reciprocamente, seja f e ker (¢). Pelo algoritmo da divisdo em k[x] podemos escrever
f=gqp+r,parag,r < k[x] e tais que » = 0 ou grau(r) < grau(p).
Supondo que r = 0, temos

0=06(f) = dlgp+7) = d(@(p) + ¢(r) = () p(e) + r(ax) =r(e) .
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Seja ' o polindmio moénico obtido dividindo r pelo coeficiente do seu termo de maior grau.
Entdo 7/ € monico e (o) = 0, 0 que contradiz a hipotese de p ser o polindmio minimal de o,

ja que grau(r’) < grau(p). Isto mostra que r = 0 ¢ portanto f = gp  (p).0

Lema 2.2.2. Sejam k& um corpo e o € K algébrico sobre £ com polindmio minimal p.
Qualquer elemento de k(ct) tem uma expressdo tnica da forma g(o), onde g € k[x] e
grau (q) < grau(p).

Prova:
Seja i € k(a), digamos A(a) = f ( ) com f.g € k[x] e g(a)=0.

Como g(o) # 0, temos que p ndo divide g e, como p € irredutivel, temos que p e g sdo
primos entre si. Existem portanto a,b € k[x] tais que ag + bp =1 e assim

1 =a(a)g(a) + b(a) plar) = a(o)g(ar).
Desta forma

h(a) = g 83 ; ((z; gEZ; = f(oa(a) = g(o) para o polindmio g = f-a € k[x].

Pelo algoritmo de Euclides existem u, r € k[x] tais que

q=up+r,com grau(r) < grau(p) .
Mas g(a) = (), logo grau(q) < grau(p), o que prova a existéncia. Para provar a unicidade,
sejam ¢, q" € k[x] tais que g(a)=¢q'(a) e grau(q), grau(q") < grau(p). Tomando
q(x) - q'(x) =a(x) € k[x] obtemos grau(a) < grau(g). Como a(a)=g(a)-q'()=0, a

minimalidade de p garante que a = 0 e portanto g = g".J
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Pelo Lema 2.2.1 temos que ker (¢) = ( p) e pelo Lema 2.2.2 ¢ € sobre, de modo que

(2.2.1) k[x]/{p) = k(e)

pela aplicag@o definida por x + ( p) —>a.

Consideraremos inicialmente o caso K = (o), com ¢ algébrico sobre £, € nosso objetivo €
computar o polindmio minimal de qualquer § € K. Notamos que para computar em k(ct) €
suficiente, de acordo com (2.2.1), computar na k-algebra afim k[x] /( p)‘ Supomos

conhecido o polindmio minimal p de o .

Teorema 2.2.3. Sejam k K uma extens3o do corpo &, a. € K algébrico sobre ke p € k[x]

o polindmio minimal de a. sobre k. Seja 0 # 8 € k(o) um elemento qualquer, digamos

e ataat.. taa" _ fla)
bot+boa+..+b,a™ g(a)’

onde a,b;ck para 0<i<ne O<j<m Seam f(x)=a,+ax+.. +ax" e
g(x)=b,+bx+..+b,x" os polindmios correspondentes em k[x] e considere o ideal
J= < p.g—-f ) de k[x,y]. Entao o polindmio minimal de [3 sobre & é o polinébmio ménico
que gera o ideal J N k[y].

Note que J m k[ y] € gerado por um unico polindmio, uma vez que isto € valido para
todo ideal em [y], ja que k[y] € um dominio de ideais principais.
Prova :
Note que como k[x]/ ( p) ¢ um corpo e g(a)# 0 (g ¢ o denominador de ), existe um

polindmio / € k[x] tal que
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(2.2.2) gl =1 (mod (p)), ouseja, gl—-1¢€ (p) ‘

Escrevendo 4 = fI temos h(a) = g g:;;g = g 83 = (. Considere agora a composi¢ao ¢ dos

homomorfismos de k-algebras afins dada por
o: k[y] - klx1/ (p) = k()
y—>h+{p)—>B
Note que g < ker (¢) se e somente se g(B)=0. Para ver isto, seja g € ker (¢) < k[y],
digamos g = ﬁ%‘, ¢,y%. Temos entdo que
0@ =4 Z ™) = Z cB* = a®)
e, como ¢ € ker (¢), temos que ¢(g) = 0 = g(B); a reciproca € imediata.
Desta forma, para encontrar o polindmio minimal de 3, procuramos pelo gerador ménico do
ker (¢). Pelo Teorema 2.1.9, ker (¢) = ( D, y- h> M k[y] . Desta forma é suficiente mostrar
que (p, y—h)=(p,gv-f). Temos que y—h=y- fl=lgy— f)+(-))gl-1) e de
(2.22)temosque gi— 1 € (p) Desta forma y—h € (p, - f>.
Reciprocamente, temos que gy—f=f(g/l-1)+g(y—f) e de (2.2.2) temos que

gl-1e (p) Desta forma gy - f € (p, y—ﬂ).l]

O resultado anterior nos da um algoritmo para encontrar o polindmio minimal de um
elemento 3 em k(a):
Dados o € [ como no Teorema 2.2.3, computamos a base de Groebner reduzida G para o

ideal ( p.gy— f> de k[x,y] com respeito a lex (ou outra ordem de eliminagdo) com x > y. O

polinémio em G na variavel y sozinha € o polindmio minimal de 3.
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Exemplo 2.2.4. Considere a extensdo de corpo @Q () de @, onde @ é uma raiz do

2
polinémio irredutivel x2— 5. Considere agora o elemento f = %2&“ , e o ideal

J= <x2 -5 xy+x*—2x— 1> < @Q][x.y]. Computamos a base de Groebner reduzida para o

ideal J com respeito a ordem lexicografica com x > y e obtemos

G={x+%y—%,y2—4y +%}-

=

Desta forma o polindmio minimal de B € y* -4y + 7

Esta técnica pode ser estendida para o caso mais geral de extensdes de corpos da
forma K = k(a,,...,a,,) . Para isto necessitamos da seguinte notagao :
Para i=2,..n e pekn,..,o,_)[x], seja pqualquer polindbmio em £[x,,....x] tal que
pa,,...,a;_1,x;) = p. Note que p ndo € unicamente definido, mas qualquer uso que fizermos
de p ndo ira depender desta escolha particular.

Iremos agora determinar o polindmio minimal de qualquer elemento B de k(c,,...,ct,)

usando o seguinte resultado, que € similar ao Teorema 2.2.3.

Teorema 2.2.5. Seja K =k(a,,...,a,) uma extensdo algébrica de k. Para i=1,... n, seja
P, € k(0.0 _1)[x] 0 polindmio minimal de oz, sobre k(ty,....c.,_). Seja B & k(ct,....0t,),
digamos

S, ,0)

B=—

g(ab'”’an) ’

onde f, g € k[x,,....x,]. Considere o ideal J = (ﬁ,...,;_),,, gy—f> contido em £[x,,....x,, ].

Entdo o polindmio minimal de 3 sobre k& € o polindmio ménico que gera o ideal J M &[y] .
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Prova:

Basta mostrar que k[x,,....x,] / (g p,,) = k(cty,...,a,,), pois o resto da demonstragdo segue

da mesma forma que na demonstragdo do Teorema 2.2.3. Para tal consideramos a aplica¢do
b, k[x,,....x,] = k(ay,...,0,)

Xx; = 0,

Como ¢, € sobrejetiva, resta mostrar que ker (¢,) = (ﬁ,...,p,,).

Temos que p,...,p, € ker (9,), ja que ¢,(p) = p(a,,...,a.,) = p(ct,,...,a;) = 0 por defini¢do de
P A reciproca sera feita por indugdo no numero de variaveis 7.
O caso n=1 € dado pelo Lema 2.2.1. Considere agora f e k[x,,...,x,] tal que
f(ay,....a,)=0 e seja  A(x,)=f(o,,....a,_,X,) € k(at,,....a,_;)[x,]. Note que
h(a,) =f(ay,...,2,_1,0,) =0 e portanto p, divide # por defini¢gdo de p, Existe portanto
I, € k(a,,...,a,_,)[x,] tal que 2= pl . Considere
F-Bl=2 g%, X )Xy € Kxy,...x,] -
Como
=Bl o itk == pl, =0,

temos que g.(a.,,...,0.,_,) = 0 para todo v. Desta forma g(x,,...,x,_,) € ker (¢,_,), onde

b, klxy,....x, ] = k(... )

e portanto da nossa hipétese de indugdo, g.(x,,....x,_,) € < pl,...,p,,_l). Desta forma temos

que f- B, e(p,,..,p,,_,> e portanto f e(p,...,p,,), como queriamos demonstrar. []
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Exemplo 2.2.6. Considere a extensdo de corpo @ < @(¥3,¥5). O polindmio minimal de

V3 sobre @ é p=x{-3 e Q[x,] e o polinémio minimal de ¥5 sobre @(V3) ¢

p.=x3-5 € Q(¥3) [x,]. Queremos determinar o polindmio minimal de ¥3 — ¥5. Para isto

computamos a base de Groebner reduzida para o ideal
J=(BBy-(n-x)=(¥-3,8-5 y-x +5)) c Qlxx)]

com respeito a ordem lexicografica com x, > x, > y e obtemos

G= {x;- %JF - -g-y, X, -—}Tf + %y, yi-16y*+ 4}’

Desta forma o polindmio minimal de ¥3 — V5 sobre @ € y* — 16y* + 4. Vemos também que

V3 — /5 tem grau 4 sobre @, e portanto Q(¥3 —¥35) = Q(W3,¥5).

Exemplo 2.2.7. O polinémio minimal de ¥3 sobre @ é p =x{ -3 € Q[x,]. As raizes deste

3+i. o W30

polindmio geram a extensdo Q(¥3,7). Seja o elemento B = A e B= T3 onde
g(¥3,i

S =x,+x, g=x, € k[x,,x,]. Queremos encontar o polindmio minimal de B sobre @. O
polindmio minimal de i sobre @(V3) é p,=x2+ 1, desta forma temos p=7 e p=7 .
Seja o ideal J = <xf -3, x3+1L,xy—(x + x2)> c @Q[x,,x,,y]. A base de Groebner reduzida

de J com respeito a ordem lexicografica com x, > x, > y € dada por:

G= {x._':’ +1, x, — 3x,° + 9x,y% — 9x,y + 3x,, y“—4y3+6y3—4y+%}.

2

Desta forma temos que o polindmio minimal de 8 sobre @ € y*—4y* + 6y*—4y + 5
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Alternativamente Q(¥3.,i) = Q(¥3,i¥3). O polindmio minimal de i¥3 sobre Q(¥3) ¢

p=x2+4/3. Desta forma 7 =x?+x}. Queremos determinar o polinémio minimal de

8= V3 +i
i
V3,43 : o e
Temos que = -é%/-_;—%, onde f =x}+x,, g =x} € k[x,,x,]. O ideal J ¢ dado agora por

J= <x;‘ -3, x3+x} xiy—-(x?+ x2)> C Q[x,.x,,y] e sua base de Groebner reduzida para a

ordem lexicografica com x, > x, > y é
G={x3+3y3~9y3+9y3, x;’“+3y3—6y+3,y4-4y3+6y2—4y+—%-}.

Obtemos desta forma o mesmo resultado acima. Como o grau de 3 sobre @ € 4 vemos que
Q(B) é um subcorpo de Q@(V3,i).
Nos dois exemplos anteriores, usamos o grau para decidir quando k() € igual a k(a.,,...,ct,).

A seguir apresentamos um outro método para determinar isto com a vantagem de expressar

os a.,'s em termos de . Este algoritmo € consequéncia do seguinte teorema:

Teorema 2.2.8. Seja K =k(a,,...,a.,) uma extensido algébrica de k. Para i=1,.._n, seja
p. € k(ay,...,0;_,)[x;] o polindmio minimal de ¢, sobre k(a.,,...,a,_,). Seja B € k(aty,...,ct,),

digamos

Sy, 00

B - g(alr--:an) =

onde f, g € k[x,,...,x,]. Considere o ideal J = (E B L — f> contido em k[x,,....x,,y] e

seja G a base de Groebner reduzida de J com as variaveis x maiores que a variavel y. Entao
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k(oy,...,a,) = k(B) se e somente se para cada i = 1,2,...,n existe um polindmio g, € G tal que
g = x;— h, para algum A, € k[y]. Neste caso, a, = h(p).

Prova:

Sejam I = (p,,....p,) € | € k[x,,....x,,] tais que g/ - 1 € I. Escrevendo /= /7 temos

= f(al’“')an) i I"I(O"l"""(xi'l) ==
(G102 g(on,..at,)  Katy,o0t,)

B.
Considere a aplicagao

kS ke, 6 /15 e,

y—o>h+I—-B

Entdo k(a,,...,c,) =k(B) se e somente se ¢ € sobrejetora. Seguindo o mesmo argumento
utilizado na  demonstragio do Teorema 223 podemos mostrar que
J={ PPy~ f) = (Ly - h).
Desta forma, pelo Teorema 2.1.11, temos que ¢ € sobrejetora se e somente se existe um

polindmio g, € G tal que g, = x, — h, para algum A, € k[y]. Neste caso, a, = ~,(B).[J

Exemplo 2.2.9. No Exemplo 2.2.7, note que ndo existe em
G= {x% +1, x, —3x,)° +9x,)° - 9%,y + 3x,, Y —4y* + 6y -4y + %}

nenhum polindmio da forma x,—-h,, com A, € @Q[y], e desta forma temos que

Q(B) = Q(¥3,i).

No Exemplo 2.2.4, note que temos @(a) = Q(%) e

,Oﬂd33=wl—‘

ol

a:%g_
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2.3 Programacao Inteira

Nesta se¢do utilizamos a teoria desenvolvida na Secdo 2.1 para encontrar

solugdes para um problema de programagzo inteira.

O problema da programagc@o inteira tem a seguinte forma: Sejama, € Z, b, € z,
ec, € Rparai=1,.,ne j=1,.,m;desejamos encontrar uma solugao (51,63,...,6,,,) em

Z?7, do sistema

and, +ad, +-+a,d,=b,
ayd; +ayd, + -+ a0, = b,
(23.1) .

ayd, +ad,++a

nmam‘ = n
que minimize a “fungdo custo”
(2.3.2) ¢(3,,8,,...,8,) = ; e,

Nosso objetivo aqui € aplicar os resultados de 2.1 para indicar um método de solugdo
para este problema. Nossa estratégia ¢é:

(1) Transpor o problema de programagao inteira para um problema sobre
polindmios.

(2) Usar bases de Groebner para resolver o problema polinomial.

(3) Transpor a solugdo do problema polinomial de volta para a solugao do

problema de programagao inteira.

Primeiramente iremos resolver o caso particular em que todos os a,’s € b,'s sdo
inteiros ndo negativos. Iremos nos concentrar primeiramente na resolugdo do sistema

(2.3.1) sem levar em conta a condi¢do da fung@o custo (Equagao 2.3.2).
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Introduzimos uma variavel para cada equagdo linear em (2.3.1), digamos
X,,X,,...,X, , € uma variavel para cada incognita §, , digamos y,,).,...,y, . Representamos
entdo as equagdes em (2.3.1) como

a8+ -+ auan - — bu
X2 x!

1

parai=1,...,n. O sistema (2.3.1) pode entdo ser representado como um mondémio
x‘l’li5l"“1252 "---""lmﬁm.”x:nisl*}'an?sz ot BB, = x{’lxgz_”xﬁn g
ou equivalentemente,
2 3 3 a114-3721 a 51 a . a am et b] b: b
Notamos que o lado esquerdo do mondmio em (2.3.3) pode ser visto como a imagem do
mondmio yf1yf2. . yé= pela aplicagdo polinomial
¢': k[yh-"aym] e k[xh---,xn]

a a L=
Yy = x{uxgy. xin

O seguinte lema entdo € claro, supondo que todos a,'s € b,'s sdo ndo-negativos..

Lema 2.3.1. Existe uma solugio (6‘,63,...,6,,,) € Z7, do sistema (2.3.1) se e somente se o
mondmio x}'x32..x%+ € a imagem por ¢ de um mondmio em k[y,,...y,]. Ainda se

xPics2. . xpn = Q(yf1yP2... yom) entdo (61,63,.‘.,6,,,) € Z7, ¢ uma solugdo do sistema (2.3.1).

Na Se¢do 2.1 apresentamos um algoritmo para determinar quando um dado

elemento de £[x,,....x,] esta na imagem de uma aplicagdo como ¢. Todavia, de acordo
com o lema acima, € necessario que 0 mondmio x?ix52. xP- seja a imagem de um
mondémio. Mas como a aplicagdo ¢ leva as varidveis y, em mondmios de k[x,,...,x,],
temos o lema a seguir, no qual utilizamos a notagéo acima e supomos que todos os a,'s e

b/s sdo inteiros ndo-negativos.
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Lema 2.3.2. Se x%ix52 .xt~ esta na imagem de ¢, entdo x}ix52.x2» € a imagem de um
mondmioyy )32 yum € K[, V).
Prova:

Sejam K = <yj—x;'11xg2;___x:w'|j= I,..,,m> o ideal considerado no Teorema 2.1.4 ¢ G

uma base de Groebner de K com respeito a uma ordem de eliminagdo com as variaveis x
maiores que as variaveis y. Entdo pelo Teorema 2.1.4 temos

xPucke . xk € im($p) © xpude.. . x2 5. comh e k{y,..5,]
Temos ainda, se x’x22..x2» >_h com h & k[y,...y,] entdo x>ixtz. xt = (k).
Basta portanto mostrar que 4 € k[,...y,,] € um mondmio.
Observamos primeiramente que os polindmios que geram o ideal K sdo todos diferencas
de dois mondmios. De acordo com o Algoritmo de Buchberger para computar uma base
de Groebner G devemos adicionar o resto dos S-polindmios S(f,f) pela divisio por
F= { Jiivony _}2}, onde ¥ é um conjunto de geradores de K (e contendo os geradores iniciais
de K) em um determinado instante do algoritmo. Como os S-polinémios cancelam os
termos lideres dos polindmios em questdo, temos que S(f, f) € uma diferenga de dois
monomios para qualquer f,f € F. Da mesma forma ao reduzirmos em um passo uma
diferen¢a de dois mondmios por outro polindmio da mesma forma obtemos novamente
uma diferenca de dois mondmios. Temos entdo que todos os polindmios em G sio
diferengas de dois monémios (veja Exemplo 2.3.3). Logo se x?ix22.. x%» estd na imagem
de ¢ entdo x?1x22. xb» se reduz a um polindmio 4 € k[y,...y,]. Mas a redugdo em um
passo de um mondmio por uma diferenga de dois monémios € um monémio. Logo como

a redugio ¢ feita passo a passo, # é um mondmio e o lema esta provado.[]
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A prova do Lema 2.3.2 nos fornece um método para determinar quando (2.3.1)

tem solugdo, bem como encontrar uma solugao:

(1) Computar uma base de Groebner G de K = <y3.—xf14x._,°=i...x§nf| Jj= 1m>

com respeito a uma ordem de eliminagdo com as variaveis x maiores que as variaveis y;
(2) Encontrar o resto A da divisao do mondmio x?1x%2.. x2» por G,
(3) Se h ¢ k[y,,...,y,], entdo o sistema (2.3.1) ndo tem solugGes inteiras nao-

negativas. Se i = yPiyd2  yim entdo (5,,53,...,5,,,) ¢ uma solug@o do sistema (2.3.1).

Exemplo 2.3.3. Considere o sistema

20, +0,+26,=8
25,+ 8;=6

Adicionamos uma variavel x para cada equagdo: x, e x, .

Adicionamos uma variavel y para cada incognita: y,,y;, € y;.

De acordo com teoria desenvolvida acima a aplicag@o polinomial correspondente é dada
por:

k[, 0 y5] = kx;,x,]
»n—>x
Yo > x,x3
¥ = xix
e desta forma K = <y; — X}, = XX3, Y3 — xfx2> < k[x,,%5,31,35,¥;]. Computamos a base
de Groebner reduzida G para K com respeito a ordem lexicografica com
X, >X%>)>)>y, obtendo G= { f;,---,ﬂo}a onde f=xi-y, A=xX-,
E=xh =y L=xXXoys— 0 L=XE-Y =X Y05 A=XE - Wi

A=x =%, =X Y5, fo= V- )
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Temos entdo
x¥x$ —., yyiy? = h, onde h é reduzido com respeito a G.

Usando os expoentes de / temos que (1,2,2) € uma solugdo do sistema dado.

Voltamos nossa atengdo agora para 0 caso mais geral onde os a,'s e b/s em
(2.3.1) sdo inteiros n3o necessariamente ndo-negativos. Uma vez mais estaremos
interessados em determinar quando o sistema (2.3.1) tem solugdes e em encontrar tais
solugdes ignorando a condigao da “fungdo custo”. Procederemos como no caso anterior
exceto que neste caso teremos expoentes negativos nas variaveis x. E obvio desta forma
que isto ndo pode ser feito no anel de polindmios 4[x,,...x,]. Adicionamos entdo uma

nova variavel w e trabalhamos no anel afim A[x,,..x,,w]/ I onde 7= (x,x:...x,,w—- 1>.

Podemos escolher inteiros ndo-negativos a, € o; para cada j=1,...m e i=1,..n tal que
para cada j = 1,...,m temos

(@,a5),...a,) = (@ ,a0,...a) +a (- 1,-1,.,—1).
Por exemplo, (- 3,2, - 5)=(2,7,0) + 5(- 1, — 1, - 1). Entdo no anel afim k[x,,...x, w] / I
podemos dar significado a classe x#ux22,_ x3 + I definindo

xPux2, x% + I = xPuxlu, xSow® + [ |

pois
XO1X82, . XEuw®s — XEVXE, X0 = XTUXEY, . XX OUXEy =, X~ W — 1)
= xyux§. xon(x{ixss. xsw® — 1)
= xfux8%. . x8u((x,%,.. x,W)* = 1)
€, como

(e x,w)%7 = 1) = [(o, 0. 2,0 = DX, W)+ (e x, W) 72+ L+ (.. x,w) + 1)]

temos que
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((xx.x )= el= <x,x3...x,,w— 1) , € portanto x{ixd. . x2ww®i — x%uxdu. . x% € I
Da mesma forma, (b,.b,,...,0,) =(b,,b,...,b,) +B(—-1,-1,..,— 1), onde b, e B sdo
inteiros nao-negativos para i = 1,....n e definimos
xbixbz xba+ [ = xbixt2 xEmpP + ]

Temos desta forma a seguinte equag@o, que corresponde a Equagao (2.3.3):

. . 51 . 'l Em ' .
(2.3.4) (gin.xgmwer) . (xgim.xgrmwn) ™+ 1 = i xtwP 4 T
Procedendo como no caso anterior podemos ver que o lado esquerdo desta equagdo

pode ser visto como a imagem do mondmio pfi1yd2. . yS= pelo homomorfismo de &-

algebras

kLyls---:ym] o k[xl,___,me] 11
Y, = xPxdu. xouw®s + I

Como no caso anterior, e usando 0 conjunto de notagdes acima, temos:

Lema 2.3.4. Existe uma solu¢do (8,,82,...,6,,,] € ZJ do sistema (2.3.1) se e somente se
x1 xtmwP+] é a imagem por ¢ de um mondmio em K[y,..y,]. Ainda, se

x1 xbewP + [ = §(yP1y82.. yim), entdo (6,,5-_.,...,6,,,) € uma solug@o do sistema (2.3.1).

Na Secao 2.1 apresentamos um algoritmo para determinar quando um elemento
de [x,,...,x,,w] / I esta na imagem de um homomorfismo de algebras afins tais como ¢
(veja Teorema 2.1.4). Como no primeiro caso considerado, o lema acima exige que
x?1...xtmwP + [ seja a imagem de um mondmio e ndo de um polindmio qualquer. De modo

analogo temos:
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Lema 2.3.5. Se x?1...xtawP + | esta na imagem de ¢, entdo x?!.. xt=wP + ] ¢ a imagem de
um mondmio yf1yf2. y8= € k[y,,...y,]-

Prova:
Sejam <x,x2...x,,w— 1, yj—x‘,"l:.‘.x,‘;‘?:nv“f[ j= 1,2,...,m> kX)X W sV € G uma

base de Groebner de X com respeito a uma ordem de eliminagdo com as variaveis x e w
maiores que as variaveis y. Entdo pelo Teorema 2.1.10 temos:

Xt xbwP + I e im(p) o x.xtwP S he k... p]
Temos ainda que se x?'..xtwP % h com k € k[y,...,y,], entdo x?1.. xtmwP + I = ¢(h).
Assim como no Lema 2.3.1, os polindmios que geram K sd3o todos diferencas de dois

monomios, e portanto podemos novamente utilizar os argumentos do Lema 2.3.2. [J

Exemplo 2.3.6. Considere o seguinte sistema

38,28, +25,-25,=4
461+ 53_253 =2

Temos duas variaveis, x, € x,, uma para cada equagdo. Temos também 4 variaveis,
Yi» V2» V3, Vi Uma para cada incognita. Seja o ideal [ =<x1x3w— 1> e considere o

homomorfismo de algebras

QIyiuyeysysl = Qlxx,wl /1

Wh—>xx3+1
Boxwr+]
Yy > xhw?+ I
yi—rxiwi+1

Desta forma K= < V= X33, Yo — X3W2, s — XiW?, y, — x3w?, X 0,w — 1>. Considere a

ordem lexicografica com x,>x,>w> ) >3,>),>y, . Computando a base de

Groebner  reduzida do ideal K com a ordem acima obtemos
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G={ﬂ,ﬁ,f3,f4,ﬁ,fs,ﬁ,1‘;,fg}, onde f=yiyl -1, L=w—yysys,

A=Yy =y A=Y= A=Y =3 EEWBYi-Yh =XV Ve
fi=x,— y2y: e fi=x,— yiy.yiyS. Reduzimos agora o mondmio xix; por G. Temos

entio

SizSo
4.2 4.2.810
X1 X3 = NV

N 5
> VRV
f
> Yy
e y2yiyi € reduzido com respeito a G. Observando o expoente dos diferentes mondmios

obtidos durante a redug@o temos as seguintes solugdes para o sistema :

(4,2,8,10), (2,2,4,3) e (2,0,3,4).

Iremos voltar nossa aten¢ao agora ao nosso problema original, i.e., encontrar

solugdes do sistema (2.3.1) que minimizem a fun¢do custo ¢(5,,5.....,5,) = icﬁ i
Fio

(Equagdo (2.3.2)). Podemos observar que a unica exigéncia que fizemos em relagdo a
ordem de mondmios no processo de encontrar solugdes para o sistema (2.3.1) foi de que
esta ordem fosse uma ordem de eliminag@o entre as variaveis x,w e y, onde x, € w eram
maiores que y. Nossa estratégia para minimizar a fungio custo sera utilizar os c's para
definir uma ordem de termos.

Defini¢ido 2.3.7. Uma ordem de termos <, nas variaveis y € dita compativel com a
fungdo custo ¢ e a aplicagdo ¢ se

o (Fse.yin) =6 (e yin)

e = Yoy yim <, yEyf 3
C(Bls"')ém) < c(a'lr"’a;ﬂ)
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As ordens de termos nas variaveis y compativeis com ¢ e ¢ sdo exatamente as
ordenacdes de termos que nos fornecerdo as solugdes de (2.3.1) com menor custo,

conforme mostra a proposi¢@o abaixo, na qual utilizamos a notagdo introduzida acima.

Proposi¢dao 2.3.8. Seja G uma base de Groebner de K com respeito a uma ordem de
eliminagdo com as variaveis x € w maiores que as variaveis y, e uma ordem <_ nas
variaveis y a qual ¢ compativel com a fungdo custo ¢ e a aplicagdo ¢. Se
xbixhz xtmpp S yhiyfa y8a onde  yPiye. yie é reduzido com respeito a G, entdo
(61,...,8,,,) ¢ uma solugdo do sistema (2.3.1) que minimiza a fung¢do custo c.
Prova:
Seja xtixt2. xbmwP —, yBiydz yin com yPiyd2 yin reduzido com respeito a G. Entdo
pelo Lema 2.3.4 temos que (3,,...,5,) € uma solugdo do sistema 2.3.1. Suponhamos
agora que exista uma outra solugao (3,,..., 8,) do sistema 2.3.1 a qual possua “menor”
custo com relagao a ¢, i.e., sz:; c8, < ; ¢, Como (3,,..., 8,) é uma solugdo do sistema
2.3.1 temos que

OOPYE.yam) = OOP DS, yam) = xPiefr. xEwP + ]
e logo temos que y1yf2. yin — yPiy8: yin < ker (¢). Pelo Teorema 2.1.2, ker (¢) = K, e
portanto yfiyfz. yie— iy yi= K. Temos entdo que yfiyfz. yim— yfiyfz ySn 5. 0.
Como <, € uma ordem nas variaveis y a qual € compativel com a fungdo custo c e a
aplicagio ®, temos queydiyse yin<_yhiyhr yin e portanto
I(y81y82. yon— yirpir yim)= yiiys2 yim. No entanto yPiyd:. yS» é reduzido com
respeito a G e portanto nao pode ser reduzido a 0 por G. Logo tal solugdo deve ter um

custo maior com relagdo a fungao custo c.J
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Podemos obter uma solugao minimal diferente se usarmos uma ordem diferente,
desde que tenhamos uma ordem de elimina¢do com as variaveis x e w maiores que as
variaveis y, e uma ordem nas variaveis y compativel com a fung@o custo ¢ e a aplicagdo
d.

Consideremos o caso particular em que a fungdo custo ¢ envolva apenas coeficientes
positivos, isto €, ¢;> 0, j=1,2,...,;m. A seguinte ordem € entdo compativel com a fungéo
custo e a aplicagao ¢: Primeiro ordene os monémios usando a fung@o custo, e caso sejam

iguais, por uma outra ordem qualquer. O exemplo abaixo ilustra esta idéia.

Exemplo 2.3.9. Considere o sistema do exemplo 2.3.6

361_262+263_264=4

com a funcao custo

c(®,, 8,, 85, 8,) =8, +103, + 10058, + 10005, .
Utilizamos Jex nas variaveis x e w com x, > x, > w. Os monémios em y sdo ordenados
primeiramente usando a fun¢do custo e, caso estes sejam iguais, com /Jex onde
> > 3>y, Isto €, yiyaybayde < yRiysaySiyta se e somente se

8, + 108, + 1008, + 10008, < §, + 108, + 1005, + 10005,

ou
8, + 108, + 1008, + 10008, = 8, + 108, + 1008, + 10008, €  ydiySapdsyde<, 813823838
Finalmente usamos uma ordem de eliminagdo com w e as variaveis x maiores que as
variaveis y. A base de Groebner reduzida de K € G={g,,...g}, onde g, =w— y iy,
&=Yin'y =L &=V 0V, 8= X~ IWY; € & =%V Ys"-

Temos que xix? >_y?yy7, e portanto (2.8,7,0) é uma solugdo de custo minimo.
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3. Apéndice



CoCoA'

CoCoA ¢ um software para manipulago de expressdes em Algebra Comutativa e capaz
de realizar operagdes sofisticadas em anéis de polindmios em » varidveis e em varios
dados relacionados com eles (ideais, modulos, matrizes, fun¢des racionais). O sistema €
capaz de realizar operagdes tais como:

e Somas, produtos, poténcias, derivadas, mmc e mdc de polinémios.

e Somas, produtos, poténcias, derivadas de fun¢des racionais.

e Somas, produtos, poténcias de ideais.

e Somas de médulos.

e Somas, produtos, poténcias, determinantes, adjuntas de matrizes.

e Bases de Groebner de ideais e modulos.

e Syzygies de ideais € modulos.

CoCoA inclui uma linguagem de programagdo semelhante a Pascal, que permite o
usuario personalizar o sistema e criar novas bibliotecas. Referéncias sdo obtidas em [5].
E importante ressaltar que o principio fundamental em todas as operagdes realizadas no
CoCoA ¢ a implementagdo do algoritmo de Buchberger para o computo das bases de
Groebner de um ideal e/ou médulo.

Nesta segdo listamos os diversos algoritmos implementados no CoCoA € a
resolugdo dos exemplos numeéricos apresentados ao longo do texto. Vale ressaltar que os
algoritmos implementados s@o os mesmos apresentados anteriormente e ndo tivemos em
momento nenhum a preocupacgdo com a eficiéncia computacional dos mesmos. Desta
forma o calculo de bases de Groebner através do algoritmo de Buchberger pode, em
alguns casos, se tornar extremamente demorado e portanto, nas aplicagdes referentes as
Segdes 2.1, 2.2 e 2.3, utilizamos bases de Groebner calculadas através dos algoritmos

implementados no proprio CoCoA .

' A Capani, G. Niesi, L. Robiano,
CoCoA. a system for doing Computations in Commutative Algebra,
Auvailable via anonymous ftp from: cocoa.dima.unige. it
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e Algumas rotinas no

software CoCoA.

Exemplo 1.3.2

<<'reducao.coc'; =
Use R::=Q[xy],Llex; ——
Fi=x"2y+xy"2+2y+1; —
G:=[x"2+2xy]; ~——
Reducao (F,G) ; —=

carrega algoritmo divisdo.
define anel e ordem.
polindémio a ser dividido.
Lista de divisores.
Executa divisdo/reducio.

——Resposta:
reduzido por G(1l) a
Resto=-xy"2 + 2y + 1
A(l)=y

—xy*2 + 2y + 1

Exemplo 1.3.3

<<'reducao.coc'; =5
Use R::=Q[xy],Deglex; —
Fi=x"2y"2+2xy"2-xYy; s
G:=[x+2y+1]; -
Reducao (F,G) ; 2=

carrega algoritmo divisdo.
define anel e ordem.
polinémio a ser dividido.
Lista de divisores.
Executa divisdo/reducdo.

—-—Resposta:
reduzido por G(1)
reduzido por G(1l)
reduzido por G(1)
reduzido por G(1)
Resto=4y"*4 + y*"2 + y

[T TR U

-2xy"3 + xy"2 - =xny

A4 + ZYT2 4 2903 = XY
4y"~4 - xy — y"2

4y™4 + y"2 + y

Afly=xy*2 - 293 + "2 - ¥

Exemplo 1.3.5

<<'reducao.coc'; =
Use R::=Q[yx],Lex; e
Fi=y"2x; o
G:=[yx-y,¥y"2-x]; s
Reducao (F,G) ; s

carrega algoritmo divisdo.
define anel e ordem.
polinémio a ser dividido.
Lista de divisores.
Executa divisdo/reducgido.

--Resposta:
reduzido por G(1)
reduzido por G(2)
Resto=x
A(l)=y
A(2)=1

1]
™

11

g
>

(48]

Exemplo 1.3.9

<<'reducac.coc'; =
Use R::=Q[xy],Lex; ==
F:=x"3y"3+2y"2; ==
G:=[2xy"2+3x+4y"2,y"2-2y-2]; -—-
Reducao (F,G) ; =

carrega algoritmo divisao.
define anel e ordem.
pelinémio a ser dividido.
Lista de divisores.
Executa divisdo/reducao.

—--Resposta:
reduzido por G(1l) a -3/2x"3y - 2x"2y"3 + 2y"2
reduzido por G(1l) a =-3/2x"3y + 3x"2y + 4dxy”"3 + 2y°2
reduzido por G(1l) a -3/2x"3y + 3x"2y - 6xy - B8y"3 + 2y"2
reduzido por G(2) a -3/2x"3y + 3x"2y - 6xy - 1l4y"2 - 16y
reduzide por G(2) a -3/2x"3y + 3x"2y - 6xy - 44y - 28

Resto=-3/2x"3y + 3x"2y - 6xy - 44y - 28

A(l)=1/2x"2y - xy + 2y
A(2)=-8y - 14
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Exemplo 1.6.4

<<'spol.coc'; —-—- carrega S_Polindmios.

Use R::=Q[xy],Deglex; —— define anel e ordem.
Fi=x"2y"2+x"3+xy"2+2%; -- polindmio f.

G:=x"4y"2+x"5+2xy; —= polindmioc g.

Print S_Polinomio (F,G); —-- calcula o S-polindmioc de f e g.
-—Resposta:

S(F,G)= x"3y"2 + 2x"3 - 2xy

Exemplo 2.1.3

Use R::=Q[xuv],Lex;

K:=Ideal (u-x*2,v-x"3);
G:=ReducedGBasis (K) ;

Set Indentation;

PrintLn "Base de Groebner reduzida G= ",G;

--Resposta
Base de Groebner reduzida G= |

u”*3 - v*2]

Exemplo 2.1.5

Use R::=Q[x,y,u,Vv,w],Lex;

K:=Ideal (u-x"2,v-x-y,w-x"2-2xy);

G:=ReducedGBasis (K) ; —- Calcula base Groebner reduzida.

R:=NF (3x"2+2xy+y"2,G) ; —- Reduz polindmio em relacdo a G.
Set Indentation;

PrintLn "Base de Groebner reduzida G= ",G;
Println "R= ",R," ;onde R e reduzido com respeito a G";

-— Resposta
Base de Groebner reduzida G= [
b S
Y2 = ut2 Wy
yv + 1/2u - v*2 + 1/2w,
yu + yw + uv - vw,
u®2 - 4uv*2 + 2uw + w"2]

R= 2u + v*2 ;onde R e reduzido com respeito a G

Exemplo 2.1.7
Use R::=Q[x%,y,u,Vv,w],Lex;
K:=Ideal (u+x"2-x,v-v,W-x+y) ;
G:=ReducedGBasis (K) ; -— Calcula base de Groebner reduzida.
Set Indentation;
PrintLn "Base de Groebner reduzida G= ",G;
—-- Resposta
Base de Groebner reduzida G= |
R
X - Vv - w,
u+v2 + 2vw - v + w2 - wl
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Exemplo 2.1.12

Use R::=Q[x,y,u,Vv,w],Lex;

K:=Ideal (xy+y,u-x"2-y, v-3-y,w-x"3+xy"2) ;

G:=ReducedGBasis (K); -- Calcula base Groebner reduzida.

I:=Ideal (xy+y);

Fi=(x"2+y) * (x+y) - (x"3-2y"2);

Set Indentation;

If IsIn(F,I) Then
—-— Se estiver bem definida calcula Groebner
PrintLn "Base de Groebner reduzida G= ",G;

Else

Println "Aplicacao nao esta bem definida";

—-— Resposta
Base de Groebner reduzida G= [

uv - w,
uw + v*4 + 2v*3 - v°2w - vw - 2w,
vr5 + 2v*4 - v*3w - v*2w - 2vw + w"2,
yw - 8y + 4u - v*3 - 4v"2 + w,
- Al O
y&2 ~ 3y + W = 2,
ywv - 2y + 1 - v*2,
YR = dyeed w = pt2,
u*2 - 2u + v*3 + 2v*2 - vw - wj

Exemplo 2.2.4

Use R::=Q[xy],Lex;

J:=Ideal (x"2-5,xy+x"2-2x-1);
G:=ReducedGBasis (J);

Set Indentation;

PrintLn "Base de Groebner reduzida G=",G;

-— Resposta
Base de Groebner reduzida G=[
% % 5/4}’ = &2,
y*2 = 4y + 4/5]

Exemplo 2.2.6

Use R::=Q[x[1l..2]y],Lex;

J:=Ideal (x[1]"2-3,x[2]"2-5,y-x[1]1+x[2]);
G:=ReducedGBasis (J) ;

Set Indentation;

PrintLn "Base de Groebner reduzida G=",G;

—-— Resposta
Base de Groebner reduzida G=[
(2] - 1/4y"3 + 9/2y;
y*4 - ley*2 + 4,
x[1] - 1/4y~3 + 7/2y]
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Exemplo 2.2.7

Use R::=Q[x[1l..2]y],Lex;

J:=Ideal (x[1]74-3,x[2])"2+1,x[1]y-(®[1]+x[2]));
G:=ReducedGBasis (J) ;

Set Indentation;

PrintLn "Base de Groebner reduzida G=",G;

Jlinha:=Ideal (x[1]74-3,x[2]"2+x[1]"2,x[1]1"2y-(x[1]"2+x[2]));
Glinha:=ReducedGBasis (Jlinha) ;
PrintLn "Base de Groebner reduzida Glinha=",Glinha;

—-— Resposta
Base de Groebner reduzida
G=[ #[2]1°2 + 1.,
y*4 - 4y*3 + 6y"2 - 4y + 2/3,
x[1] - 3x[2])y*3 + 9x[2]y"2 - 9x[2]y + 3x[2]]
Base de Groebner reduzida Glinha=[
(2] + Iy*F = Oy™2 + Oy = 3,
y*4d - 4y"3 + 6y"2 - 4y + 2/3,
x[1]72 + 3y*2 - 6y + 3]

Exemplo 2.3.3

Use R::=Q[x[1l..2]y[1..3]],Lex;

K:=Ideal (y[1]-x[1]"2,y[2]-x[1]1x[2]"2,y[3]-x[1]"2x[2]);
G:=ReducedGBasis (K) ; -= Calcula base Groebner reduzida.
R:=NF(x[1]78x[2]"6,G); -- Redugdo por G.

Set Indentation;

PrintLn "Base de Groebner reduzida G= ",G;

PrintLn "R= ",R," ;onde R e reduzido com respeito a G)";

-— Resposta
Base de Groebner reduzida G= [

w[E)E = L],
x[1]1x[2]*2 - y[2],
w2 i) = i3]
x[1l1x[2]y[3] - y[1lly[2],
x[1}y[3]1"2 - y[1]"2y[2],
x[2]y[3]"3 - yll]"2y[2]"2,
xf2]*2yi31%2 - yl1ly[E2]1~2,
x[1]y[2] - x[2]1y[3],
zlZ)1*3x 31 = ¥i21"2,
y[1]1~3y[2]172 - y[3]"4]

R= y[1l]y[2]72y[3]"2 ;onde R e reduzido com respeito a G)
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Exemplo 2.3.6

Use R::=Q[x[1..2]wy[l..4]],Lex;

<<'reducao.coc';

K:=Ideal (y[1]-x[1]1"3x[2]"4,y[2]-x[2]"3w"2,y([3]-x[1]"4w"2,y[4]~

x[2]*2w*2,x[1]x[2]w-1);

G:=ReducedGBasis (K) ; —-= Calcula base Groebner reduzida.

Set Indentation;

PrintLn "Base de Groebner reduzida G= ",G;

Reducao (x[1]74x[2]"2,G);

—— Resposta

Base de Groebner reduzida G= |

yI[1172y[3]1~4y[4]1°7 - 1,
w - y[lly[2]y[3]1~3y[4]"4,
y[l]l"~2y[3]1~2y[4]"9 - y[2]"4,
y[1l1~2y[3]y[4]710 - y([2]"6,
y[1]~2y[4]1~11 - y[2]"8,
y[1]1~2y[3]"3y[4]"8 - y[2]"2,
y[21"2y[3] - y[4],
x[1] - y[1lly[31"72y[4]"3,
x[2] - y[(1]"2y[2]y([3]1"4y[4]"6]

reduzido por G(8)
reduzido por G(8)
reduzido por G(8)
reduzido por G(1)
reduzido por G(8)
reduzido por G(9)
reduzido por G(1)
reduzido por G(9)
reduzido por G(1)
reduzido por G(7)

x[1]143x[2]172y[1]1y[3]1°2y[4]°3
x[1]72x[2])"2y[1)~2y[3]"4y[4]"6
x[11x[2]72y[1]1~3y[3]76y[4]1~9
x[1]1x[2]"2y[1]ly[3]1*2y[4]1"2
x[2]72y[1]"2y[3]~4y[4]1"5
x[2]y(1]1*4y(2]y[3]1"8y[4]~11
x[2]y[1]"2y([2]y[3]1"4y([4]1™4
y[1]174y[2]~2y[3]"8y[4]1~10
yll]~2y[2]*2y[3]"~4y[4]"3
y[1]~2y[3]~3y[4]"4

[ VI I T T I

Resto = y[1l]"2y[3]"3y[4]"4

A(l)= x[1]x[2]*2y[1]y[3]"2y[4]°2 + x[2]1y[1]~2y[2]y([3]*4y(4]~4 +
yl1]"2y[2]*2y[3]*4y[4]*3

A(2)=0

A(3)=0

A(4)=0

A(5)=0

A(6)=0

A(7)=y[1]~2y[3]3y[4]"3

A(8)=x[1]"3x[2]"2 + x[1l]"2x[2]1"2y[1l]lyI[3]~2y[4]"3 +
x[11x[2]"2y([1]~2y[3]~4y[4]"6 + x[2]"2y[1l]vy[3]~2y[4]"2

A(9)=x[2]y[1]1"2y[3]"4y[4]"5 + y[1l]"2y[2]y[3]"4y[4]"4

Exemplo 2.3.9

Ordem:=Mat([1,0,0,0,0,0,0},(0,1,0,0,0,0,0},(0,0,1,0,0,
,100,1000],(0,0,0,1,0,0,0],(0,0,0,0,1,0,0],[0,0,0,0,0,
Use R::=Q[x[1l..2]wy[l..4]],0xrd(Ordem) ;

K:=Ideal (y[1]-x[1]"3x[2]"4,y[2]1-x[2]1"3w"2,y[3]-x[1]"4w"2,y([4]~-
x[2]"2w™2,x[11x[2]w-1);

G:=ReducedGBasis (K) ; -- Calcula base Groebner reduzida
Set Indentation;

R:=NF(x[1]"4x[2]"2,G):;

PrintLn " Base de Groebner reduzida G= ",G;

PrintLn " Solucao de custo minimo, dada por =", R;

1,10,0,0,1,10
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Exemplo 2.3.9 (continuacdo)
--Resposta
Base de Groebner reduzida G=[ w - y[l]ly[2]"9y[3]"7,
y[1l]1~2y[2]~14y[3]~11 - 1,
y[4] - yl[2]172y([3],
x[1] - y[1lly[2]~6y[3]"5,
x[2] - y[1]"2y[2]1~13y[3]710]

Solucac de custo minimo, dada por y[l]72y[2]"8y[3]"7.

Algoritmo Divis3o/Redugido
Define Reducao(F,G)

A:=G; --dimensiona para o mesmo tamanho de G.

For C:=1 To Len(G) Do

A[C] :=0;
End;
R:=0;
H:=F;
S:=Len(G) ;

While H<>0 Do;
:=1;
Division:=FALSE;
While (I<=S AND Division=FALSE) Do
If (LT(H) IsIn Ideal (LT(G[I]))) Then

A[I]:=A[I]+((LC(H)*LT(H))/(LC(G[I])}*LT(G[I]))):
H:=H-
((LC{H)*LT(H))/(LC(G[I])*LT(G[I]))*(G[I]});
Division:=TRUE;
PrintLn "reduzido por G(", I,") a

",H+R;
Else
I:=I+1;
End;
End;
If Division=FALSE Then
R:=R+LC(H) *LT (H) ;
H:=H-LC(H) *LT(H) ;
End;
End;
Print NewLine, 'Resto=',R;
For C:=1 To Len(G) Do
Print NewLine, 'A(',C,')=',A[C];
End;
End;

Calcula S-polindémios

Define S_Polinomic (F,G);
Mmc:=LCM (LT (F) ,LT(G)) ;
Spol:=Mmc*F/ (LC(F) *LT (F) ) -Mmc*G/ (LC(G) *LT (G) ) ;
Return Spol;

End;
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Algoritmo de Buchberger

Define Base_Groebner (F);
<<'spol.coc';

G:=F;
Glinha:=[]; --— Inicializa com nulo.
While G<>Glinha Do;
Glinha:=G;
For Cont:=1 To Len(Glinha) Do;
For Cont0O:=Cont To Len(Glinha) Do;
S:=NF((S_Polinomio (Glinha[Cont],Glinha[Cont0])),Glinha);
If 5<>0 Then (Append(G,S));End;
End;
End;
End;
Set Indentation; —- Para melhor vizualizacao
Println "Groeber: G =" ,G;
End;
Exemplo

<<'buch.coc"';

Use R::=Q[xzy],Deglex;
L:=x"3-2xy;
M:=x"2y-2y"2+x;
F:=[L,M];

Base Groebner (F);
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