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RESUMO

Neste trabalho, aplicamos o método LTSy na solugao de um problema
inverso de condi¢oes de contorno em teoria de transporte. Para o problema inverso
considerado aqui, supomos que a densidade de radiacao ¢ conhecida em certos pon-
tos no interior do dominio ¢ entao procuramos determinar que fungoes geram tal
densidade. A motivagao para este trabalho vem do campo da radioterapia, uma vez
que ¢ dificil a determinagao das caracteristicas da radiagao incidente na superficie
externa do corpo que deve originar a dose desejada no interior. Propomos duas
abordagens: uma que pode ser aplicada independentemente do método usado para
resolver a equacao de transporte ¢ a outra associada especificamente a formulagao
LTSx. Apresentamos resultados numéricos para diferentes tipos de condicoes de

contorno até a aproximacao LTSs.
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ABSTRACT

In this work we applied the LTSy method to the solution of an inverse
boundary-condition problem in transport theory. For the inverse problem considered
liere, we suppose that the radiation density is known at certain positions within the
medium, and we then seek to determine what functions that can induce such a
radiation density. The motivation for this problem comes from the field of radiation
therapy, where it is often a difficult task to predict the angular shape and strength
of an exposing radiation beam incident on the surface of the body that will give rise
to a desired internal dose. We propose two approaches: the first one can be applied
independent of the method used to solve the transport equation and the second one
is specifically associated to the LTSy formulation. We present nmumerical results for

different types of boundary-conditions until LTS, approximation.
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1 INTRODUCAO

Na solucao de problemas diretos, em teoria de transporte, o objetivo ¢é
normalmente a determinacao da distribuicao de particulas no interior e emergentes
de um meio especifico, a partir de condigoes iniciais e distribuicao incidente conhe-
cida. Os problemas inversos se caracterizam fundamentalmente pelo fato de que nma
ou algumas dessas condi¢oes nao sao conhecidas, ou scja, o objetivo ¢ exatamente o
de determinar as propriedades e/ou o tamanho do meio, ou ainda, as caracteristicas
do contorno desconhecido.

Os problemas inversos constituem uma classe de problemas de interesse
em teoria de trausporte que vem sendo estudados ao longo dos anos motivados por
aplica¢oes em diversas areas de engenharia e fisica como, por exemplo, a medicina
nuclear. Dois tipos cldssicos de problemas sao mais comumente abordados, carac-
terizados pelo fato de que mia vez conhecida a distribuicao de particulas no meio,
procuramos determinar as caracteristicas desse meio através do qual as particulas se
propagam [8, 14] ou fontes [12, 16, 17] que tenham gerado essas particulas. Também
sao tratados problemas de determinagio da condigao inicial [18]. Em trabalho re-
cente, McCormick [13] apresenta uma completa revisao sobre essa classe de proble-
mas na arca de transferéncia radiativa.

H& poucos anos atrds, motivados pela abordagem de problemas de pla-

nejamento de doses em tratamentos de radioterapia, Barichello ¢ Vilhena [1, 3]
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propuseram um novo tipo de problema inverso, que pode ser dito de “condicoes
de contorno”. Esse problema se caracteriza pela determinagao das intensidades de
radiacao incidentes na fronteira do dominio, a partir do conhecimento dos valores
da densidade de radiacao em pontos interiores do mesmo. Na verdade, a proposicio
desse novo tipo de problema se baseou fortemente, além da motivacao acima exposta,
na possibilidade de solu¢do do mesmo pelo método LTSy [4, 22], cuja formulacao
relaciona diretamente a intensidade de radiacao em qualquer ponto do dominio, com
a intensidade de radiagao na fronteira. Nesse contexto, foram apresentadas solugoes,
para esse tipo de problema inverso, em meios linearmente anisotropicos e cuja dis-
tribui¢ao dada foi obtida a partir da condi¢ao de contorno do tipo constante [1].

Recentemente, uma nova abordagem [2] permitin que esse tipo de pro-
blema inverso pudesse ser resolvido independentemente do método que se use para
solucionar a equacao de transporte. Essa nova proposta se baseia na expausao da
condi¢ao de contorno em termos de uma base ¢ de uma apropriada decomposi¢ao
do problema direto em fungao dessa expansao. Alguns resultados numéricos foram
obtidos com o método dos harménicos esféricos [2].

Neste trabalho, o método LTSy serda aplicado, juntamente com esta
nova proposta [2], para a obtencdo de resultados para o problema inverso com
condicbes de contorno mais genéricas, incluindo reflexivas, bem como para pro-
blemas com mais alto grau de anisotropia. Além disso, uma mudanga de base na

solucao LTSy, recentemente implementada [5], serd testada para comparacao dos

(8]



resultados obtidos anteriormente [1, 3], por esse método especificamente. Assim
sendo, no capitulo 2, definimos o problema e apresentamos a proposta de solugao
que poderd ser usada de forma mais geral. Os resultados numéricos serao obtidos
pelo método LTSy, que serd descrito no capitulo 3, bem como as caracteristicas
especificas dessa formulagao que permitem uma solugao do problema inverso dife-
rentemente da que foil apresentada no capitulo 2. Resultados numéricos obtidos a
partir das duas formas de solugao siao mostrados no capitulo 4, até a aproximacao

LTS;». Finalmente, algumas conclusoes sao apresentadas no capitulo 5.



2 O PROBLEMA INVERSO

2.1 Introducao

O problema inverso abordado nesse trabalhio ¢ caracterizado por ser
um problema de determinacao da intensidade de radiacao incidente num dominio, a
partir do conhecimento da densidade de radiacao em pontos interiores desse dominio.
Como ja comentado, a solucao desse tipo de problema tem importancia ¢ aplicagao
no plancjamento de doses em radioterapia, uma vez que gostariamos de determinar
as caracteristicas da radiacao incidente na superficie externa do corpo que deveria
originar a dose descjada no interior.

Notamos que a andlise de aplicagoes praticas da radioterapia pode. em
geral, ser baseada em um modelo matematico mais complexo que aquele considerado
aqui, que nesse caso pode vir a requerer métodos estritamente numéricos. Por isso, o
modelo simplificado considerado aqui deve ser entendido como uma sugestao inicial

de modelagem que ainda pode ser tratada segundo a abordagem analitica.



2.2 Formulagao

Consideremos a equacao de transferéncia [9] para a intensidade de ra-

diagao I(T, 1),
L

ad W : r ! !
e A(np) +1(np) = 5 ;.ﬂfﬂ(fi) ./-1 Prp) (7, i )dys' (2.2.1)

onde 7 € (0,7) ¢ a variavel dtica, p € [—1,1] ¢ o cosseno do angulo polar, medido
do eixo positivo 7, usado para descrever a diregao de propagagio da radiagao ¢ w é o
albedo para espalhamento simples. Além disso, os 3 sio os coeficientes da expansio
em polinomios de Legendre da lei de espallhlamento.

Para problemas dirctos em transfercénceia radiativa, normalmente para

a equacao (2.2.1), temos as seguintes condi¢oes de contorno:
1
10, 1) = Fy(p) + p}I(0, —p) + 208 / (0, = ' dy (2.2.1a)
Jo

¢

I
I(19, — 1) = Fa(p) + p3I(7o, 1t) + 205 / I(7o, 1)t dyt! (2.2.10)
Jo

para g € (0,1]. Fy(¢) ¢ Fy(p) sio consideradas dadas ¢, pjy ¢ p%. para 3 =1 ¢ 2,
sio, respectivamente, os cocficientes para reflexao especular e difusa.

Para o problema inverso considerado aqui [3], supomos que a densidade



de radiacao

O(7) = /_1 I(7, p)dpu (2.2.2)

¢ conhecida em certas posicoes {7;} dentro do meio e entdo procuramos determinar
que fungoes Fy(u) ¢ Fo(p), para p € (0,1], podem induzir tal densidade de radiagao.

Como proposta para solu¢ao desse problema, formulamos e resolvemos
dois conjuntos de problemas diretos: o primeiro conjunto, para k& = 0,1,... Ay,

expresso pela equacao de tranferéncia

b ) + 27, 10 Zm ) [ Pl )i, (2.2.3)

para 7 € (0,79) ¢ ¢ € [=1,1] ¢ com condi¢oes de contorno

|
YO, 1) = Hi(pr) + piyd(0, =) + 29 / WO~ (2.2.3.0)
J0

o

1
(7o, — 1) = p3vi(To, 1) + 205 [ Y70, 1) dpt (2.2.3.b)
0

para p € (0,1]. O segundo conjunto, para k = 0,1,... , ks, expresso pela equagao
de transferéncia
L

o . - ;
=T 1) + (T 1) =§Z’3}P; ﬂ)/ P i)yl (2.2.4)

=0



para 7 € (0,7), p € [—1,1] e condi¢des de contorno

|
72(0, 12) = pivE(0, —p2) + 294 f Yo (0, —p' )l dyt (2.2.4.0)
0
iy

e
Tk

1
(70, =) = Hi(p) + p3vi(7o, 1) + 2p5 / Ve (7o, ) dpd! (2.2.4.b)
JO

para ¢ € (0,1]. Usamos {H} para denotar um conjunto de fungoes base que, a
principio, podem ser quaisquer.
Se resolvermos estes dois conjuntos de problemas basicos ¢ determinar-

mos, para k= 0,1,... .k, a densidade de radiacao

1
=) = f 7 )y, (2:2:8)
. _l
e para bk =0,1,... . ks, a densidade de radiacao
1
—2 2 .
‘:!-:(T) = / ’}'k("’_nu-)dﬁa (226)
"

podemos aproximar a densidade de radiacao definida na equacao (2.2.2) por

B(r) = aZ4r) + D BER(7), (2.2.7)

onde as constantes {ap} e {b} sao determinadas fazendo ®(7) coincidir com a
densidade de radiagao desejada ©(7) em ky + ko + 2 posicoes {7;}. Dessa forma,
UFRES
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resulta que

ky ke
> asi(n) + Y hIk(n) = (n), (2.2.8)
k=0 k=0

para ¢ = 1,2,... .k + ko + 2. Uma vez que este sistema de equagoes lineares ¢

resolvido para {ay} ¢ {b}, segue que podemos encontrar as condigoes de contorno

descjadas
ki
Fi(p) =Y axHi(p) (2.2.9)
k=0
g
ks
Fy(p) =) biHilp) (2.2.10)
k=0

para € (0,1]. Notamos que nossa solugao, dada pelas equagoes (2.2.9) ¢ (2.2.10),
¢ independente do método usado para resolver os problemas basicos definidos pelas
equacgoes (2.2.3) ¢ (2.2.4).

Uma das propostas deste traballio ¢ utilizar o método LTSy para ob-
tengao de resultados numdéricos através dessa formulagao. Para tanto, no capitulo a

seguir descreveremos suscintamente a formulagao LTS y.



3 METODO LTSy

3.1 Formulacao

Consideremos a equacio de transferéncia [9] para a intensidade de ra-
diacao I(7, ),

L

J W . : ’ ’
oI, p) + I(7, 1) = 52313(#) / Pi(p) (7, p1)dpd + Q(7, p),
: 1=0 ¥=d
(3.1.1)
com condicoes de contorno
I(0, 1) = Fy(p), n>0 (3.1.1a)
e
I(7g, 1) = Fo(p), <0 (3.1.1b)

Aqui, como no capitulo anterior, 7 € (0,7) ¢ a variavel 6tica, p € [-1,1] ¢ o
cosseno do angulo polar, medido do eixo positivo 7, usado para descrever a diregao
de propagacao da radiacao, w ¢ o albedo para espalhamento simples ¢ os 4, sao os
cocficientes da expansao dos polinomios de Legendre da lei de espalhamento. Além

disso, Q(7, 1) é o termo de fonte.



A aproximacao Sy do problema de transferéncia radiativa (3.1.1) ¢é
obtida basicamente pela discretizacao da varidvel angular p. Assim sendo, o termo
integral da equagio (3.1.1) é aproximado por quadratura de Gauss de ordem N,

resultando em um conjunto de equagoes diferenciais ordindrias

L N
dL.lT w
HIIJ_—-(E’,(:._)F + Im[T) = E ; .Sz'Pf(p'm) Z ij[;”k)fk("'_)wk + Qm(rr)|

k=1
(3.1.2)
param = 1,2,...,N, N par ¢ condi¢oes de contorno
I,,,(O) = Fl(ﬁm)! > 0 (312&')
e
L(70) = Folptm), p<0. (3.1.20)

Os j1,,, raizes do polinémio de Legendre de N-ésimo grau, siao simétricos ¢ ordenados

tal que

—“l<py < <py <0< py <o <y <1 (3.1.3)

e wi sao os respectivos pesos da quadratura de Gauss. Ainda, na notagao acima,

Ir”(T) — I(T"""fﬂ) e Ql"("‘_) == Q(T!’u"’"l)'
Para a resolugao do problema de ordenadas discretas (3.1.2), através

do método LTSy, inicialmente aplicamos a transformada de Laplace na variavel

10



espacial, na equagio (3.1.2), reeserita como

de‘m(T) 1
et Z BIPi(ftom) Z Py puie) I ()i + ——Qm( 7),
G m m k=1
(3.1.4)
ot = 1,204, N, obtendo a equac¢ao para a intensidade de radiagio transformada
LI TR
slp(s)+— - I 3 P Z WG N
= IT”(U) + "S-'ﬂl(“’.)1 (3-1-5)
sendo que a barra denota a transformada de Laplace,
<) (_m 5
Bl = 201, (3.16)

!'{JH

em = 1.2,... N. A equagao (3.1.3) representa um sistema linear algébrico de N

equacoes ¢ N incognitas, dado na forma matricial por

An($)I(s) = I(0) + S(s). (3.1.7)

A matriz An(s) é de ordem N ¢ pode ser escrita como

An(s) =sI+ A, (3.1.8)
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sendo que I é a matriz identidade de ordem N ¢ a matriz A tem clementos

’ ,Tfl',' - %ZJL:{l ﬁfﬁj{éﬁﬂ(ﬂj)wﬁ se 1=]
p— (3.1.9)
|~ AP (s, se i
Ainda
e
T(s) = Ia(s) (3.1.10)
| 7).
"
- it
1(0) = ‘r‘z(:o) (3.1.11)
i I.\r(O)J

esse ultimo ¢ o vetor cujas componentes representam a intensidade de radiacao em

cada direcao calculada em 7 = 0 ¢, finalmente,

(3.1.12)

Para a resolugao da equagao (3.1.7), ¢ necessario que se determine a

inversa da matriz An(s). Uma férmula analitica para a inversao desta matriz foi
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obtida por Oliveira [15], resultando que AY'(s) é da forma

sV 1Pn_1+ 8" PPN+ - +5P1 + Po

AZM(s) = Tk Aodla] (3.1.13)
com as matrizes P’s definidas em [15]. Assim, por (3.1.7),

I(s) = AN ()I(0) + AR'(5)S(s), (3.1.14)
e, conscequentemente,

I(7) = L7YHAR (5)I(0)} + L7 {AR(5)S(s)}. (3.1.15)
Sendo

B(7) = L7'{AR}(5)} (3.1.16)
¢

Str) =L {Bs)] (3.1.17)
temos

I(7) = B(r)[(0) + B(r) % S(7). (3.1.18)
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onde

B(r)*S(7) = B(7 — 2)S(x)dx. (3.1.19)

=0

De acordo com (3.1.13), cada clemento de AR (s) ¢ um quociente de polinémios em
s ¢, portanto, a transformada inversa de Laplace pode ser calculada analiticamente

pela téenica de expansao de Heaviside, resultando que

N
B(r) = 3 PyetsT, (3.1.20)
k=1

onde s sao as N raizes do determinante da matriz An(s), que também podem ser
obtidos como autovalores da matriz —A e Py sao as N matrizes cocficientes, prove-
nientes da inversao da trausformada de Laplace.

E importante observar que nenhuma aproximacao foi feita ao longo da
derivacao da solucao da aproximacao Sy. E, assim, dizemos que o método LTSy
estabelece uma solugao analitica para o problema de ordenadas discretas unidimen-
sional. No entanto, ¢ importante salientar que na expressao (3.1.18), conhiecemos

apenas as & primeiras componentes do vetor I(0), dados pelas condicoes de contorno

(3.1.1a). Para a determinagao das restantes % componentes desconhecidas, aplica-

mos em (3.1.18) as condigoes de contorno em 7 = 75 dadas por (3.1.1b). ficando
assim completamente estabelecida a solugao.
Outro aspecto a ressaltar ¢ que como a matriz B(7) envolve exponen-

ciais, ao aumentarmos o N, aumentam as raizes s ¢ temos problemas computacio-

14



nais de overflow, bem como se aumentarmos a espessura da placa. Para solucionar
este problema, foi desenvolvido por Barichello et al. [5] uma mudanga de base ¢ a

equacao (3.1.20) foi reescrita como

%
B (7) = [Pka‘E"“(TO gk Pryn e~ k7], sp > 0. (3.1.21)
k=1
Assim, teremos:
I(+) = B*(r)[*(0) + H*(7), (3.1.22)

onde I7(0) ¢ um novo vetor de incognitas, relativamente a equacao (3.1.18). Para
conhecermos I7(0) aplicamos as N condi¢oes de contorno agora em (3.1.22). Este

procedimento tem se mostrado bem mais vantajoso computacionalmente.

3.2 0O Método LTSy e o Problema Inverso

Como ja foi dito anteriormente, a proposta de solugao, apresentada no
capitulo 2, para o problema inverso tratado nesse trabalho. ¢ aplicdvel a diferentes
métodos que possam solucionar o problema direto. No entanto, caracteristicas es-
pecificas da formulagao LTS y permitem ainda um outro tratamento para esse tipo de

problema inverso. Na verdade, da equagao (3.1.18), considerando, por simplicidade,



o problema homogéneo,

I(7) = B()I(0), (30.1)
onde
!\.’
B(r) =) Pue™, (3.2.2)
k=1

vemos, em (3.2.1), que existe uma relagao entre a intensidade de radiacao no con-
torno 7 = 0 ¢ em qualquer outro ponto do dominio. Sendo b;; os clementos da

matriz B(7), de (3.2.1) ¢ de (3.2.2),

N
L(m) =Y b j(7)1;(0). (3.2.3)
j=1

Portanto, partindo da defini¢ao da densidade de radiacao aproximada,

N
b(r) =Y Li{m)w;, (3.2.4)
j=1
ou seja,
&(7i) = Li(m)wr + -+ - + In(m)wy, (3.2.5)

substituindo (3.2.3) em (3.2.5) ¢ rearranjando os termos,

N Y
(i)(r"—l') = [Z bm.l(Ti)wm]Il (0) Spesincy #f [Z bm._.-\'(Ti )u:,,,]f_\-(O). (326)

m=1 m=1
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Obtemos um sistema lincar de ordem N, cujas incognitas sao exatamente os valores

da intensidade de radiacio em 7 = 0 em cada uma das direcoes. Para obtermos

solugao unica para esse problema, precisamos que o nimero de pontos 7;, onde a

densidade de radiagao ¢ conhecida, sejaigual a N. O sistema (3.2.6) pode ser reescrito

CI(0) = &(),

onde
hia(m)wy + -+ bxa(m)wn
C =
bia(7mn)wy 4+ -+ + by (7w )wy
1,(0)
I(0) =
Ix(0)
e
d(7)
(i)(q-,-) —
(i’(i"_\. )

by n (71 )w +

by n(7a )y +

(3.2.7)

R b‘.\',.\' (71 .}L"-’-V

v+ by v (T Jwn

(3.2.8)



Depois de encontrados os valores da intensidade no contorno 7 = 0,

temos que

N

N .
In(70) = E bm-.i(TO)Ij(O)a m= o b Lsid¥s (3.2.11)
=
que representa a intensidade emergente na fronteira 7 = 75 em cada uma das

direcoes.

Esse tipo de formulagao foi testado anteriormente em problemas com
anisotropia linear [1, 3] se mostrando invidvel para o tratamento de pontos que nao
estivessem proximos a fronteira e, mesmo nesse caso, anmentando rapidamente o
mal condicionamento do sistema (3.2.7) com o aumento de N.

Nesse traballio, implementamos essa formulagiao juntamente com a mu-

danc¢a no tratamento das exponenciais descrita em (3.1.21). Nesse caso,

I(7) = B™(+)I"(0), (3.2.12)
¢, entao, depois de calcularmos I"(0), como cm (3.2.6), determinamos

L(0) =Y b, (050, m=12.... % (3.2.13)

Testamos esse procedimento para os problemas tratados em [1] ¢ outros com maior
grau de anisotropia ¢ condi¢oes de contorno mais genéricas, cujos resultados serao

apresentados no capitulo seguinte.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

4.1 Descricao Geral

Para a obtencao dos resultados numéricos, formulamos um programa
em linguagem FORTRAN. Para o cdleulo dos autovalores da matriz —A (raizes do
determinante da matriz An(s)), usamos a subrotina RG (que implementa o algo-
ritmo QR) e para a resolugao dos sistemas lineares envolvidos, usamos as subrotinas
DGECO ¢ DGESL (climinacao de Gauss), todas clas do pacote matemadtico Lin-
pack [10]. J& para a inversio da matriz An(s), utilizamos o algoritmo de Trzaska
(20, 21], que mostra limitagoes computacionais para valores grandes de N e, por esse
motivo, nossos resultados sao apresentados até N= 12, Essa, no entanto, nao devera
ser nma restricao para trabalhos futuros, uma vez que foi desenvolvido [6. 7] wm
método recursivo para inversao dessa matriz simboélica que ja garante resultados até
N aproximadamente igual a 390. O referido método ¢ apresentado no anexo A-1.

Usamos uma lei de espalhamento especifica para gerar uma tabela dos
cocficientes {3} afim de testar nossa técnica de solugao, a lei de espalhamento bi-

nomial [11],

2+1\ (L+1-1
B = B S8 T .11
o (2l—1) (L+1—H)'”’ ' 1)
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Por uma questao de clareza, utilizamos, neste capitulo, o termo “for-
mulagao 17 para referenciar a solu¢ao para o problema inverso apresentada no
capitulo 2 e “formulacao 2”7 para aquela apresentada no capitulo 3, especificamente
para o método LTS y.

Para a formulacio 1, apresentamos resultados usando Hy = Por(p),
para k = 0,1,... ,k;, como o conjunto de funcoes base, onde P, (1) denota o po-
linémio de Legendre de ordem n. Além disso, por questoes de simplicidade, con-
sideramos o caso onde nao ha radiacao incidindo na condicao de contorno direita.
Para tratar esse caso, usamos ks = —1 10 nosso formalismo e, entao. o segundo
conjunto de problemas diretos, definido por (2.2.4), nao ¢ calculado ¢ as somas {b}
nas cquagoes (2.2.7) ¢ (2.2.8) podem ser ignoradas na resolugao do problema.

Finalmente, para todos os exemplos, avaliamos a condic¢ao de contorno
Fi(ig) pars: ph, > O 58 = 1o -3— (positivos), obtida aproximadamente ¢ compara-
mos com a condi¢ao de contorno exata. Ainda, consideramos a densidade de radiagao
conhecida em diferentes nimeros de pontos, em diferentes posicoes no interior do

dominio.
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4.2 Aplicacoes

Inicialmente, tratamos algumas aplicagées com a “formulagao 1.

No primeiro caso, tomamos , w = 0.99, 7o = 100.0, diferentes graus de
anisotropia L < N ¢ nao consideramos reflexao especular ou difusa (p3 = 0, p_‘f; = 0).
Resolvemos, usando o método LTSy, o problema direto definido por (2.2.3), sujeito

as equacoes (2.2.3a) ¢ (2.2.3b) com

Fi(p) = Pulp), | (4.2.2)

nos pontos 7;, conforme descrito abaixo.

Utilizamos, inicialmente, a aproximacao LTSy a partir de valores conhe-
cidos da intensidade de radiacao em pontos proximos a fronteira esquerda, 7 = 0,
5 ¢ 10 ¢ em pontos distribuidos no dominio, 7 = 0, 50 ¢ 100, respectivamente, com
espessura 7o = 100.0 ¢ gran de anisotropia L = 7. Os resultados sao apresentados

nas tabelas 4.1 ¢ 4.2.

Tabela 4.1: Problema inverso - LTSy - intensidade de radiacao tomada em 7 =0, 5
¢ 10 para o prinieiro caso

Fi(p) exata  calculada
Fi(py) 2.520529 2.520529
Fi(pe) 1.209293 1.209293
)
)

Fy(pz) 0.587301 0.587301
Fi(py) 0.804245 0.804245
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Tabela 4.2: Problema inverso - LTSy - intensidade de radiacao tomada em 7 = 0,
50 e 100 para o primeiro caso

Fy(p) exata  calculada
1(p1)  2.520529  2.520529
(112) 1.209293 1.209293
1(p3) 0.587301 0.587301
(pq) 0.804245 0.804245

Observamos que tomando pontos, como por exemplo, 7 = 2, 5 ¢ 10,
ou seja, sem o ponto 7 = 0, obtivemos os resultados para Fi(p) coincidindo com os

resultados exatos para LTSg ¢ para LTS, como apresentado nas tabelas anteriores.

Para este caso, esperamos encontrar os cocficientes {a,.} iguais a uni-
dade, ja que a base {Hi(p1)} escolhida é exatamente igual a funcao Fy(y) tomada na
condic¢ao de contorno, que sao os polinomios de Legendre de ordem par. Na verdade,
essa primeira aplicacao foi assim escolhida para que a precisao dos cocficientes {ay }
pudessem servir como base para a analise da precisao dos resultados obtidos pelo

método proposto.

O mesmo problema foi resolvido usando a aproximagao LTSy a partir
de valores conhecidos da intensidade de radiagao em pontos proximos a fronteira
esquerda, 7 = 0, 5 ¢ 10 ¢ em pontos distribuidos no dominio, 7 = 0, 50 ¢ 100, res-
pectivamente, com espessura 75 = 100.0 e grau de anisotropia L = 11. Os resultados

sao apresentados nas tabelas 4.3 ¢ 4.4.
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Tabela 4.3: Problema inverso - LTS, - intensidade de radiagio tomada em 7 = 0,
5 ¢ 10 para o primeiro caso

Fy(u) exata  calculada
Fi(py) 2.768339 2.768339
Fi(ps) 1.959112 1959112
Fi(ps) 1.078480 1.078480
Fy(pq) 0.619440 0.619440
Fi(us) 0.650664 0.650664
Fi(pg) 0.840788 0.840788

Tabela 4.4: Problema inverso - LTS5 - intensidade de radiag@o tomada em 7 = 0,
50 ¢ 100 para o primeiro caso

Fi(p)  exata  calculada
Fi(py) 2.768339 2.768340
Fi(jz) 1.959112 1959112
Fi(pz) 1.078480 1.078480
Fi(py) 0.619440 0.619440
Fi(ps) 0.650664 0.650664
Fi(pg) 0.840788 0.840789

Aumentamos o nimero de pontos do interior do dominio, ou scja, to-

mamos seis pontos ¢ analisamos os casos a seguir: usando a aproximacao LTSy a

partir de valores conhecidos da intensidade de radiagao em pontos proximos a fron-

teira esquerda, 7 = 0, 2. 4, 6, 8 ¢ 10 e nos pontos distribuidos no dominio, 7 = 0, 20,

40, 60. 80 e 100, respectivamente, com espessura 7y = 100.0 ¢ graun de anisotropia

L = 7. Os resultados sao apresentados nas tabelas 4.5 ¢ 4.6.
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Tabela 4.5: Problema inverso - LTS - intensidade de radiagao tomada em 7 = 0, 2,
4,6, 8 ¢ 10 para o primeiro caso

Fy(p) exata  calculada
Fi(py) 2.588108 2.588108
Fi(pa) 1.127350 1.127350
Fi(p3) 0.651363 0.651363
Fy(p4) 0.780216 0.780216

Tabela 4.6: Problema inverso - LTSy - intensidade de radiacao tomada em 7 = 0,
20, 40, 60, 80 ¢ 100 para o primeiro caso

Fi(n) exata  calculada
Fi(ps) 0.651363 0.650872
Fi(ja) 0.780216 0.780483

Para a aproximacao LTS, a partir de valores conhecidos da intensidade
de radiacao nos pontos 7 =0, 2, 4. 6, 8 ¢ 10 ¢ também nos pontos 7 = 0. 20, 40, 60,
80 e¢ 100, respectivamente, com espessura 75 = 100.0 ¢ gran de anisotropia L = 11,

os resultados obtidos sao apresentados nas tabelas 4.7 ¢ 4.8.

24



Tabela 4.7: Problema inverso - LTS5 - intensidade de radiacao tomada em 7 = 0,
2,4, 6,8 ¢ 10 para o primeiro caso

Fi(n) exata  calculada
Fi(py) 4.064675 4.064675
Fi(pe) 1.042449 1.042449
Fi(psz) 1.170955 1.170955
Fi(pq) 0.740750 0.740750
Fi(ps) 0.792950 0.792950
Fi(pe) 0.697098 0.697098

Tabela 4.8: Problema inverso - LTSs - intensidade de radiacao tomada em 7 =
20, 40, 60, 80 ¢ 100 para o primeiro caso

Y

Fi(p)  exata  calculada

Fi(py) 4.064675 4.431472
Fi(pe) 1.042449 5.293837
Fi(pg) 1170955 1.648882
Fy(pq) 0.740750 4.873837
Fy(ps) 0.792950 8.185236
Fi(pg) 0.697098 7.302393

Notamos que, para esse niumero de pontos tomados. até 7 = 20, encon-
tramos concordancia de 2 casas decimais. Antecipamos aqui que resultado andlogo
86 ¢ obtido pela “formulacao 27 tomando pontos até 7 = 12.

E observado entiio que a escolha de pontos {7;} afeta altamente o con-
dicionamento do sistema linear (2.2.8). Isso fica evidenciado através do nimero
de condicionamento da matriz do sistema, obtido da subrotina DGECO. Embora

nao tenhamos feito mm estudo definitivo dessa questao, observamos que o esquema



definido por

t—1

T T
}‘:l

T (4.2.3)

para i = 1,2,... k) + 1, com 7. = min{10.0, 79}, on seja, para pontos préximos a
fronteira esquerda, proporciona nma melhora nos resultados sobre o uso da distri-
bui¢ao uniforme de pontos.

No segundo caso, consideramos os mesmos dados anteriores com as

condigoes de contorno somadas ao termo de reflexao especular, ou seja, p; = 0.25 ¢

Inicialmente usamos a aproximagao LTSg a partir de valores conhecidos
da intensidade de radiacao em pontos proximos a fronteira esquerda, 7 = 0.5 ¢ 10 ¢
em pontos distribuidos no dominio, 7 = 0, 30 ¢ 100, respectivamente, com espessura
79 = 100.0 ¢ grau de anisotropia L = 7. Os resultados sao apresentados nas tabelas

4.9 ¢ 4.10.

Tabela 4.9: Problema inverso - LTSy - intensidade de radiacao tomada em 7 =0, 5
¢ 10 para o segundo caso

Fy(p) exata  calculada

Fi(py) 2.520529 2.520529
Fi(pe) 1.209293 1.209293
Fi(pz) 0.587301 0.587301
Fy(pq) 0.804245 0.804245
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Tabela 4.10: Problema inverso - LTSg - intensidade de radiagio tomada em 7 =
50 ¢ 100 para o segundo caso

Fi(p) exata  calculada
Fi(m) 2.520529 2.520529
Fy(pe) 1.209293 1.209293
Fy(p3) 0.587301 0.587301
Fi(pg) 0804245 0.804245

Para a aproximacao LTS;s, a partir de valores conhecidos da intensi-
dade de radia¢ao em pontos proximos a fronteira esquerda, 7 = 0, 5 ¢ 10 ¢ em pontos
distribuidos no dominio, 7 = 0, 50 ¢ 100, respectivamente, com espessura 75 = 100.0

e grau de anisotropia L = 11, os resultados sao apresentados nas tabelas 4.11 ¢ 4.12.

Tabela 4.11: Problema inverso - LTS5 - intensidade de radiacao tomada em = = 0,
5 ¢ 10 para o segundo caso

Fi(p) exata  calculada
Fi(py) 2.768339 2.768339
Fy(ps) 1959112 1.959112
Fy(p3) 1.078480 1.078480
Fi(pg) 0.619440 0.619440
Fi(ps) 0.650664 0.650664
Fy(pg) 0.840788 0.840788




Tabela 4.12: Problema inverso - LTS5 - intensidade de radiacao tomada em 7 = 0,
50 e 100 para o segundo caso

Fi(p) exata  calculada

Fi(;n) 2.768339 2.768339
Fi(ps) 1.959112 1.959112
Fi(j3) 1.078480 1.078480
Fi(p4) 0.619440  0.619440
Fi(ps) 0.650664 0.650664
Fi(pg) 0.840788 0.840788

Aumentamos o numero de pontos do interior do dominio, ou se¢ja, to-
mamos seis pontos ¢ analisamos os seguintes casos: usando a aproximacao LTSg
a partir de valores conhecidos da intensidade de radiacao em pontos proximos a
fronteira esquerda, 7 = 0, 2, 4, 6, 8 ¢ 10 ¢ em pontos 7 = 0, 20, 40, 60, 80 ¢ 100,
respectivamente, com espessura 75 = 100.0 ¢ grau de anisotropia L = 7. os resulta-

dos sao apresentados nas tabelas 4.13 ¢ 4.14.

Tabela 4.13: Problema inverso - LTSy - intensidade de radiacao tomada em 7 = 0,
2,4, 6, 8 e 10 para o segundo caso

Fi(p) exata  calculada
Fy(py) 2.588108 2.588108
Fi(pe) 1127350 1.127350
Fi(js) 0.651363 0.651363
Fi(jy) 0.780216 0.780216
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Tabela 4.14: Problema inverso - LTSy - intensidade de radiagao tomada em 7 =
20, 40, 60, 80 ¢ 100 para o segundo caso

Fi(p) exata  calculada
Fy(py) 2.588108 2.588108
Fi(pe) 1.127350 1.127350
Fi(p3) 0.651363 0.651363
Fy(pq) 0.780216 0.780216

Usamos a aproximacao LTSs a partir de valores conhecidos da inten-

sidade de radiacao em pontos proximos a fronteira esquerda, 7 = 0, 2, 4, 6, 8 ¢

10 com espessura 75 = 100.0 ¢ grau de anisotropia L = 11, obtemos os resultados

apresentados na tabela 4.15.

Tabela 4.15: Problema inverso - LTS, - intensidade de radiacao tomada em 7 = 0,
2,4, 6, 8 e 10 para o scgundo caso

Fy(p) exata  calculada
Fy(py) 4.064675 4.064675
Fy(ps) 1.042449 1.042449
Fy(ps) 1.170955 1.170955
Fy(pq) 0.740750 0.740750
Fi(ps) 0.792950 0.792950
Fi(pg) 0.697098 0.697098

Fica claro que, nos dois casos apresentados, a medida que ammentamos

o0 sistema para a determinacao dos a; (tipicamente a partir de 8), os resultados para

F\ () vao ficando cada vez mais distorcidos (nimero de condicionamento da matriz
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aumenta rapidamente).
No terceiro caso, para w = 0.99, o = 100.0 pj = 0, p% = 0 e diferentes

graus de anisotropia L, modificamos a condigao de contorno para Fy(u) = /1 — p2.

Usando a aproximagao LTSg a partir de valores conliecidos da intensi-

dade de radiagao em pontos proximos a fronteira esquerda, 7 = 0, 5 ¢ 10 ¢ em pontos

=
|

= 0, 30 ¢ 100, respectivamente, com espessura 75 = 100.0 ¢ grau de anisotropia

L =7, os resultados obtidos sdo apresentados nas tabelas 4.16 e 4.17.

Tabela 4.16: Problema inverso - LTSg - intensidade de radiagao tomada em 7 = 0,
5 ¢ 10 para o terceiro caso

Fy(p) exata  calculada
Fi(py) 0.279004  0.283910
Fi(pe) 0.604419 0.592863
Fi(pz) 0.850774 0.864215
Fi(pg) 0.983032 0.976086
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Tabela 4.17: Problema inverso - LTSy - intensidade de radiacao tomada em 7 = 0,
50 ¢ 100 para o terceiro caso

Fi(p) exata  calculada
Fi(py) 0.279004 0.303677
Fi(ps) 0.604419 0.585939
Fi(p3) 0.850773 0.854811
Fy(pg) 0.983032 0.984397

Para a aproximacao LTS, a partir de valores conhecidos da intensidade
de radiacao em pontos proximos a fronteira esquerda, 7 = 0, 5 ¢ 10 ¢ em pontos
7 = 0, 50 ¢ 100, respectivamente, com espessura 75 = 100.0 ¢ grau de anisotropia

L = 11, obtemos os resultados das tabelas 4.18 ¢ 4.19.

Tabela 4.18: Problema inverso - LTS5 - intensidade de radiagao tomada em 7 = 0.
5 ¢ 10 para o terceiro caso

Fi(p) exata  calculada
Fi(iy) 0191151 0.226390
Fi(pz) 0427284  0.402529
Fi(us) 0.638161 0.630967
Fi(pq) 0809356 0.823093
Fi(ps) 0.929892  0.936625
Fi(pg) 0.992127 0.981279
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Tabela 4.19: Problema inverso - LTS;s - intensidade de radia¢ao tomada em 7 = 0,
50 e 100 para o terceiro caso

Fi(p)  exata  calculada
Fi(p1) 0.191151 0.280313
Fy(p3) 0.638161 0.612069
Fi(pg) 0.809356 0.798619
Fi(ps) 0.929892  0.934404
Fy(pg) 0.992127 1.002831

Nossa intenc¢ao, nesse caso, foi evidenciar a importancia da escolha da
base usada na decomposicao da condi¢ao de contorno ¢ dos problemas diretos, no
caso da “formulacio 17. E claro que essa escollia estd associada as caracterfsticas
da funcao Fy(s), como mostram os resultados até aqui apresentados. No entanto,
verificamos que mesmo quando os valores computados de Fy(y2) nao sao tao precisos
(como os apresentados acima), os valores para a densidade de radiagao aproximada,
calculada a partir da aproximagao de Fy(p), concordam em pelo menos 8 digitos
com a densidade de radiacao obtida na solu¢ao do problema direto. Como nos casos
anteriores, a distribui¢ao ¢ o mimero de pontos tomados continnam influenciando

grandemente.

No quarto caso, consideramos

- 1
Fi(p) = /1 = p2+ ——— + plg(p)e™. (4.

1+ p?

!’\J
—
S
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Para a aproximacao LTSg a partir de valores conhecidos da intensidade
de radiacao em pontos proximos a fronteira esquerda, 7 = 0, 3 ¢ 10 e nos pontos
7 = 0, 50 ¢ 100, respectivamente, com espessura 75 = 100.0 ¢ grau de anisotropia

L = 7, os resultados obidos sao apresentados nas tabelas 4.20 ¢ 4.21.

Tabela 4.20: Problema inverso - LTSg - intensidade de radiacao tomada em 7 = 0,
9 ¢ 10 para o quarto caso

Fi(p) exata  calculada
Fy(py) 0.784359 0.794786
Fi(p) 1.134517 1.109954
Fi(ps) 1.434462 1.463033
Fi(py) 1.691529 1.676766

Tabela 4.21: Problema inverso - LTSg - intensidade de radiacao tomada em 7 =
50 ¢ 100 para o quarto caso

Fy(p) exata  calculada
Fi(xy) 0.784359 0.835503

)
Fi(je) 1.134517 1.095690
Fi(ps) 1.434462  1.443663
Fi(py) 1.691529 1.693885

Usando a aproximacao LTS, a partir de valores conhecidos da intensi-

dade de radiacao em pontos proximos a fronteira esquerda, 7 = 0. 5 ¢ 10 ¢ em pontos

=
I

= 0, 50 e 100, respectivamente, com espessura 75 = 100.0 e graun de anisotropia

L = 11, obtemos os resultados apresentados nas tabelas 4.22 ¢ 4.23.
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Tabela 4.22: Problema inverso - LTS, - intensidade de radiacao tomada em 7 = 0,
5 ¢ 10 para o quarto caso

Fi(p) exata  calculada
Fi(py) 0.693610 0.748337
Fi(pe) 0.940613 0.909071
Fi(pg) 1.172782 1.146977
Fy(py) 1.379154 1.396608
Fi(us) 1.556058 1.597335
Fi(ug) 1.747130 1.707570

Tabela 4.23: Problema inverso - LTS5 - intensidade de radiacio tomada em 7 =
50 ¢ 100 para o quarto caso

Fi(p) exata  calculada

Fi(y) 0.693610 1.012033
Fi(p2) 0.940613 0.987307
Fi(ps) 1.172782 1.054636
Fi(pq) 1.379154 1.277022
Fi(p3) 1.556058 1.586482
Fi(pg) 1.747130 1.812878

Nos casos aqui tratados, testamos apenas dois tipos diferentes de ba-
ses: polinomios de Legendre e polindémios de Chebyshev, sem resultados que fossem
significativamente diferentes.

Notamos ainda que, nesse ultimo caso, os resultados obtidos pelo método
dos harmonicos esféricos [2] para N = 199, ou seja, Pg9. apresentam concordancia
de apenas duas casas decimais entre o valor exato ¢ o caleulado da condicao de
contorno.

Testamos, ainda, o primeiro caso com w = 0.3 ¢ observamos que o0s
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resultados foram andlogos aos obtidos aqui. Porém, os resultados para Fy(p) vao
ficando cada vez mais distorcidos para K (nimero de pontos tomados) menor que

para o caso com w = 0,99 (aproximadamente 6).

Tratamos, agora, das aplicagoes em que usamos a “formula¢ao 27, Em
[1], foi apresentada a solugao para o problema inverso em meios lincarmente ani-
sotrépicos, ou scja, L = 1 e cuja distribuicao dada foi obtida a partir da condi¢ao
de contorno do tipo constante, isto ¢, Fi(p) = 1.0 ¢ Fy(u) = 0.0. Além disso, a
espessura da placa é 75 = 100.0 ¢ w = 0.99.

A mudanga de base na solugao LTSy, recentemente implementada por
Barichello et al. [3]. foi testada para comparagao dos resultados obtidos em [1],

fornecendo resultados como os da tabela abaixo.

Tabela 4.24: Problema inverso - LTS, - intensidade de radia¢ao tomada em 7 = 12,
14,16 ¢ 18

Fy(n) exata  calculada
Fy(py) 1.000000 0.999997
Fy(ps) 1.000000 1.000007

Esses resultados sé eram obtidos anteriormente para pontos tomados
até 7 = 10. o que evidencia uma melhora, que também acontece para outros valores
de N, em relacao a formulagao antiga.

Com o objetivo de obtermos resultados mais genéricos do que os ob-

tidos anteriormente em [1], no que diz respeito ao grau de anisotropia e tipo das
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condigoes de contorno, ¢ também para efeito de comparagio com a “formulacio
17, a “formulacao 2” foi usada na solu¢ao do problema inverso cujas condicoes de
contorno sao do tipo Fy(p) = ﬁLo Py (1), onde ky = 5. Tomamos seis pontos do
dominio para a “formulagao 1”7, 7 = 0, 2, 4, 6, 8 ¢ 10, ¢ nimero de pontos igual a
N na “formulagio 2”7, ou seja, para o LTSy tomamos 7 =1, 2, ..., 8, para o LT S)»

tomamos 7 =1, 2, ..., 12 ¢ grau de anisotropia L = 1,obtivemos:

Tabela 4.25: Problema inverso - LTSg - comparacgao das duas formulacgoes

Fi(p) exata “formulacao 17 “formulacao 27
Fi(py) 2.588108 2.588108 2.588108
Fi(ps) 1.127350 1.127350 1.127350
Fy(p3) 0.651363 0.651363 0.651363
Fi(py) 0.780216 0.780216 0.780216

Tabela 4.26: Problema inverso - LTS5 - comparacao das duas formulacoes

Fi(p) exata  “formulacao 17 “formulac¢ao 27
F\(py) 4.064675 4.064675 4.064672
Fi(pg) 1.042449 1.042449 1.042451
Fi(pg) 1.170955 1.170955 1.170954
Fi(pg) 0.740750 0.740750 0.740750
Fi(ps)  0.792950 0.792950 0.792950
Fi(pg) 0.697098 0.697098 0.697098

Apesar dos resultados concordarem com os exatos, em pelo menos 4
digitos, ao aumentarmos o valor de N, aumenta o nimero de pontos a serem to-
mados na “formulacao 2", aumentando assim a dimensao do sistema linear a ser
resolvido ¢ o mal condicionamento.Podemos observar o mal condicionamento a par-

36



tir do monitoramento do nimero de condicionamento que sai da subrotina DGECO
[10]. Isso impossibilita a utilizagdo de aproximagdes de maior ordem N, no caso da

“formulacao 27, o que seria desejavel.
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5 CONCLUSOES

Analisando os resultados numéricos obtidos na soluc¢ao do problema in-
verso, dito de condi¢oes de contorno, pelo método LTSy, alguns pontos podem ser
ressaltados.

Como ¢ caracteristico dos problemas inversos, o mal condicionamento
estd presente e fica evidenciado quando se aumenta o nimero de pontos no interior
do dominio, onde a densidade de radiacao ¢ conhecida, ¢ também é claramente de-
pendente da distribuicao dos pontos considerados, ou seja, resultados satisfatorios
sao obtidos para um nimero de pontos menor do que 8 ¢ tomados proximos da
fronteira 7 = 0 (até 7 = 10 para 7y = 100).

Nesse sentido, a formulagao apresentada no capitulo 2 parece mais con-
veniente ja que podemos tomar um nimero de pontos quaisquer., onde a densidade
¢ conhecida, independentemente do valor de N usado, reduzindo o sistema linear
associado ao problema inverso e, conseqiientemente, garantindo um melhor condi-
cionamento. Também permitindo que o problema direto seja resolvido com maior
precisio (maior ordem da aproximacao).

Como foi citado, a modelagem aqui apresentada pode nao representar
a abordagem mais realistica do problema, mas dentro do modelo unidimensional
busca um tratamento analitico. Isso talvez nao seja possivel no caso de problemas

mais reais, que deverdao demandar modelos mais complexos (multidimensionais). No
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entanto, em trabalhos futuros, considerando os recentes avancos na implementagao
da formulacao LTS y para valores de N grande e a possibilidade do uso da formulagao
descrita no capitulo 2, ainda podemos incluir nesse modelo a consideragao do espec-
tro de energia da radiagao.

Finalmente, a investigacao de questoes como existéncia ¢ unicidade,
como em [12], devem ser consideradas para justificar a solugao formal apresentada

nesse trabalho.
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ANEXO A-1 FORMULAGCAO PARA
INVERSAO DA MATRIZ Ax(S)

A-1.1 Reducao da matriz pela Decomposicao de
Schur

Consideremos a matriz An(s) escrita na forma

An(s) = (sI+A), (A-1.1.1)
onde A ¢ uma matriz numdérica, sendo a inversa dada pela expressao

AR s) = (sT+A). (A-1.1.2)
Aplicamos a fatoracao de Schur [19] e a matriz original ¢ entao decomposta em

A =UTUT, (A-1.1.3)

onde T ¢ uma matriz triangular superior e UUT = 1.

Substituindo a expressao (A-1.1.2) em (A-1.1.3)

ARl (s) = (sUUT + UTUT), (A-1.1.4)
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onde U e UT sao matrizes unitdrias, ¢ a expressio (A-1.1.4) é escrita na forma

AN (8) = (U(sI +THUT)™, (A=1.1.5)

que pode ser reescrita como:

AY'(s) = (U)(sI+T)"'UT. (A-1.1.6)

Assim a matriz a ser invertida é da forma

s+ i t]'z tin
0 s+1o0 - ton
SI+T=| vl I (A-1.1.7)
: 0 :
0 U e ";+t:\':\'

A-1.2 Inversao da matriz por particionamento

Da matriz definida na expressao (A-1.1.7) concluimos que

N
Ay =det(s1+T) = [ J(s + ta). (A-1.2.1)

i=1

Agora, para a determinacao da matriz inversa de (sI+ T), usamos um resultado

valido para inversao de matrizes em bloco

C D 61 —¢pE
- _ (A-1.2.2)

0 F 0 B



¢ estabelecemos um processo recursivo tal que

S1=[s+1tu],

S, — s+ 1 t12
0 s+ fgg
s+ 12
S3 = 0 5+ 199
0 0

e para a k-ésima matriz, temos

-
s+t i ti3
0 §F igg fgg

Sk = 0 0 S+ 133
0 0 0

0

t13

§ + 133

t12

5+ tgg

(A-123)
(A-1.2.4)
t13
ta3 ;o (A-1.2.5)
S+?‘.33
ttk
f-_'{;..
Sk-1
fl]}.-
0 -« 0 s+t
(A-1.2.6)

A matriz inversa de Sy é determinada usando o resultado da equacao (A-1.2.2). Esse

procedimento fornece a seguinte férmula recursiva:

-1
Sk—l

000

B

_ 54
Sty

1
Stk
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onde o vetor V ¢ definido como

[tlk tor t;,_;k]T. (A-1.2.8)

Para cfetuar a transformada inversa de Laplace da matriz (sI+ T), é necessério
encontrar a adjunta. Para isso. um esquema recursivo é também definido. Entao
multiplicamos a equagao (A-1.2.8) pela equagio (A-1.2.1) obtendo

Adj(Sk_l)(s oo ?fk,;.) —Adj(Sk_l)v
0 -« 0 det(Sy_1)

Adj(Sy) = Si M det(Sy) =

(A-1.2.9)

Para concluir, usamos a técnica de expansao de Heaviside ¢ encontramos a seguinte

exXpressao para a matriz inversa de (sI+ A)

i\' ; i
ﬁ_lf(.‘iI e A)—-I) - Uﬁ_l((SI o T)_])UT"—— U Z mr,ﬁ;ﬁ UT
=1 “‘_\{'Af)]"‘l
(A-1.2.10)
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