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RESUMO 

Neste trabalho, o método de separação de variáveis é usado para 

obtenção de uma solução, em forma fechada, de problemas de condução de 

calor em meios compostos. A idéia básica, aqui apresentada, consiste em 

resolver o problema definido para cada meio, através do referido método e, 

usando as condições nas interfaces, acoplar as soluções obtidas. Chega-se, desta 

forma, à equações integrais ou sistemas de equações integrais, para domínios 

compostos por mais de dois meios, que envolvem as temperaturas nas interfaces 

e que podem ter um tratamento via Transformada de Laplace. 

F oram abordados problemas unidimensionais em uma placa composta 

por dois e três meios. Além disso, consideramos um problema bidimensional em 

uma placa composta por dois meios em contato térmico perfeito. 
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ABSTRACT 

In this work, the separation of variables method is used to obtain a 

closed form solution for diffusion problems throught composite media. The main 

idea o f this approach consists in to solving a problem for each medi um, by the 

separation of variables method, and then using the interfaces conditions to 

couple ali these problems. It will result in integral equations, for the 

temperatures at the interfaces, that can be treated by Laplace Transform. 

One-dimensional problems, in a composite slab of two and three 

media are presented, as well a two dimensional problem. 
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1. INTRODUÇÃO. 

A determinação da distribuiçào de temperatura em 

regime transiente em um meio composto, consistindo de várias camadas 

em contato, tem numerosas aplicações em engenharia. Dessa forma. o 

tratamento de problemas de difusão em meios compostos vem sendo 

investigado por muitos autores, até mesmo pelo fato de que o trata

mento clássico de separação de variáveis não é aplicável de forma diret a 

nesse caso. Alguns dos métodos propostos envolvem técnicas analít icas 

como transformadas e teoria de resíduos [5] , ou ainda funções de Green 

[20]. No entanto. essas técnicas se tornam restritivas para o tratamento 

de problemas mais complexos, como o caso de problemas com mais de 

dois meios. Nesse sentido, uma contribuição significativa, citada na 

literatura [16]. foi iniciahnente apresentada por V . Vodicka e poste

riormente por Tittle [21]. Essas soluções são baseadas na construção 

de um novo tipo de relações de ortogonalidade nas quais os conjuntos 

ortogonais são construídos a partir de autoconjuntos não ortogonais 

(quase-ortogonais). A part ir daí, muitas outras abordagens surgiram, 

combinando, em geral, técnicas analíticas e numéricas [9,10,11], usando 

aproximações [16], apresentando restrições para problemas multidimen

sionais [18], ou restritas a condições de contorno específicas [15]. Outras 

referências encontradas em Ozisik [17] podem ser consideradas repre

sentativas na literatura. 
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Mais recentemente. a técnica da tram;formada inte-

gral [17], que também tem se mostrado muito eficiente no Lratamento 

de outros problemas de difusão, foi aplicada para o tratamento de pro-

blemas em meios compostos. Pela aplicação da transformada integral, 

as derivadas parciais com respeito às variáveis espaciais são removidas 

e a equação da condução do calor é reduzida a uma equação diferencial 

ordinária, que é resolvida, sujeita à condição inicial t ransformada. A 

solução é obtida quando a transformada da temperatura é inver tida 

pelo uso da fórmula de inversão. 

Nesse trabalho. motivados, inicialmente. pelo tratamento 

do problema de determinação do fluxo de calor em uma residência cujas 

paredes se constituem de uma composição de diferentes materiais [3], 

apresentamos uma nova proposta para o tratamento de problemas de 

difusão em meios compostos, que tem por principal objetivo, utilizar a 

técnica clássica de separação de variáveis e, consequent.emente, deter-

minar ao menos, a solução formal para o problema, incluindo de forma 

especial os problemas bidimensionais.A proposta se baseia na solução 

de um problema em meio composto pelo acoplamento das soluções de 

problemas em meios homogêneos através da temperatura na interface. 

Procuramos analisar, de acordo com a nova proposta, a influência na 

solução, do número de diferentes meios que compõem o material, com 

condições de contorno gerais, bem como o caso bidimensional. 

\WRGS 
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Assim sendo. no Cap. 2. apresentamos. inicialmente. 

a técnica da transformada integral e uma aplicação da mesma a um 

problema em meio composto unidimensional. por ser essa técnica bas

tante utilizada c que apresenta resultados satisfatórios. com vistas a 

uma possível análise comparativa. No Cap. 3 apresentamos a nova 

proposta aplicada à problemas unidimensionais em dois e três meios. 

considerando contato térmico perfeito. No Cap. 4, abordamos um 

problema bidimensional . especificamente motivado pelo cálculo do 

fltL'<O de calor em uma residência,.Por fim. no Cap. 5. mencionamos 

algumas conclusões do trabalho desenvolvido . salientando a importân

cia de solucionarmos nm certo tipo de equação integral para o uso 

eficiente dessa técn ica. 
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2. A TÉCNICA DA TRANSFOR1r1ADA INTEGRAL 

PARA UM PROBLEl\IIA DE CONDUÇÃO DO CALOR EM 

MEIO COMPOSTO. 

A técnica da transformada integral produz uma 

boa aproximação para a solução de problemas homogêneos, ou não, 

de condução de calor em meios compostos. O uso desta técnica é a-

presentado [17] para a solução de problemas de condução do calor, não-

homogêncos,dependentes do tempo e tri-dimensionais. com coeficientes 

constantes numa região composta fin ita.Para tanto.considcramos a re-

gião R limitada pela superfície 50 e subdividida em subregiões R . i.= 

1, 2 . .... !\1. Sejam ki e ai a condutividade térmica e a difusiviciade tér-

mica , respcdivamente, para a região ~. que são assumidas como uni-

formes em cada região mas, diferentes entre regiões consecutivas.Seja 

hio o coeficiente de transferência de calor na superfície ex terior Sio da 

região R-i e hii a condutâ.ncia de contato térmico nas interfaces Sii en-

tre duas subregiões adjacentes R-i e Ri. Assumimos que 11-io e hii são 

constantes para cada interface e hii = hii· 

Seja o problema definido por 

(2-la) 

em R , i= 1, 2, ... , J\1! para t > O, sujeito às condições de contorno: 
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(2-lb) 

no contorno externo Sio, t: > O; 

(2-lc) 

nas interfaces Sij , i i= j , t >O , e com as condições iniciais 

Ti (r, t) = Fi (r) , em ~, t = O, i = 1. 2 ..... M (2-ld) 

Na condição de contorno (2-lb) a quantidade com o 

asterisco. k;. é usado no ki para dist.ing1.li-lo do parâmetro de condição 

de interface ; }!, . denota a derivada normal na interface sij entre as 
CITit) 

subregiões R;, e Ri no sentido de R;, para Ri, e a~io denota a derivada 

normal no contorno externo Sio da região Ri na direção para fora. 

As quantidades Fi(r ), gi(r , t) , ai, ki , k; , hiO e hij são consideradas 

especificadas. 

Os passos básicos na solução deste problema pela téc-

nica da transformada integral são: 

1) O par de transformadas integrais apropriado é de-

senvolvido; 

2) Pela aplicação da transformada integraL as derivadas 

parciais com respeito às variáveis espaciais são removidas e a equa-ção 

da condução do calor é reduzida a uma equação diferencial ordinária; 
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3) A equaçao diferencial ordinária resultante é re-

solvida sujeita à condição inicial transformada. Quando a transfor-

mada da temperatura é invertida pela fórmula de inversão, a solução 

desejada é obtida. 

Para tal, adotamos o seguinte procedimento: 

1) Tomamos o problema de autovalor obtido por se-

paração de variáveis na versão homogênea do problema (2-1): 

. em f4. , i = 1. 2 ..... A/ (2-2a) 

, no contorno e..'<terno siO (2-2b) 

-k· ôthi(r ) = h · ·[th.(r )-w .(r )] = -k · Ô'IÍJj(r ) 
t ô tj • t . J j _8..::....;.....:... 

ntj nij 
na interface sij' i =I j 

(2-2c) 

d h I k • é} i:) - d fi 'd . t on e io, l.ij , i , ôn;o e Dni; sao e m os prevramen e. 

As autofunções 'lbi(r ), ou mais especificamente 1/J.(Àn , r ) , 

do problema de autovalores satisfazem a seguinte condição de ort.ogo-

nalidade: 

. n =j:l 
(2-3a) 
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onde o processo de determinação dos autovalores será especificado 

mais adiante e a norma N ( Àn) é definida por 

(2-3b) 

Num passo seguinte, consideramos a representação 

das f unções Ti (r, l) em termos das autofunções 'l/J i ( Àn , r) do pro h lema 

de autm·alores acima. da seguinte forma: 

'G(r. t) = L r·n (lh\ (Àn, r) . em 1~ , i = l. 2 ..... .\1 (2-4) 
n = I 

onde o somatório é feito sobre todo o espectro de autovalores Àn. 

Para determinar os valores de Cn ( t), operamos ambos 

os lados de (2-1) com o operador 

e somamos a expressão resultante, de i = 1 a IV! . para obter 

tvl k . '"lO 1'vl k . 
L~ 1 . tili(ÀI . r)Ti(r, t)dv = L Cn(t) L a:'- 1 _1/Ji(Àn. r )ll'i(ÀL , r)dv 
i=l 0:, R, n=l i=l t Rt 

(2-5) 

Usando a condição de ortogonalidade (2-3), obtemos, 

então. 

1 M k·l Cn(t) = 1\~(À ) L~ _1/Ji(Àn, r)Ti(r, t)dv 
1 n i = l Q~ Ri 

(2-6) 
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Agora. a equação (2-6) é substituída em (2-4) e a 

expressão resultante é dividida em duas partes para definir a fórmula 

da inversão e a transformada integTal desejada para a função 7i(r , t) , 

respect i\·amentc. como: 

(2-7a) 

(2-7b) 

2) O próximo pas~. é a remoção das derivadas par-

ciais com respeito às variáveis espaciais da equação (2-la). como des-

crevemos: 

Ambos os lados da equação (2-la) são operados pelo 

operador 

os resultados somados para i = 1 até J\4 c a definição da t.ransfor-

mada integral (2-7b) é utili:~:ada. Obtemos. então. 

O primeiro termo do lado esquerdo pode ser calculado 

fazendo uso do teorema de Green corno 
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Para calcular o pnmerro termo do lado direito da 

equação (2-9), a equação (2-2a) é escrita para a autofunção 'li'i.n' ambos 

os lados da equação são multiplicados por kiTi(r, t). intcgTadas sobre a 

região Ri . as expressões resultantes são somadas sobre i = 1 a t\!. e a 

definição da transformada integral (2-7b) é usada. Desta forma encon-

tramas: 

lvf k r 
- - À

2 ~ o:: Jn, 'IÍ'i,n(r)Ti(r . t)dv 

- -..\
2T(..\n, t) (2-lOa) 

As integTais de superfície do lado direito da equação 

(2-9) consistem na integração sobre a superfície externa Sio e integração 

sobre as interfaces sij. As integTais sobre as interfaces desaparecem, 

uma vez que rs .. e rS ·· tem sinais opostos.Assim. a expressão resultante J ~ ') J ~ J~ 

fica: 



lO 

Substituindo as equações (2-lOa.b) na equação (2-9). 

obtemos 

Quando a equação (2-11) é substituída em (2-8). a 

equação diferencial ordinária resultante para a trasformada da tempe-

ratura é obtida: 

(2-12a) 

onde 

A condição inicial é obtida fazendo a transformada integTal da 

condição (2-ld) pela aplicação da transformada (2-7a). Assim, 

T(Àn , l) = F(Àn) , para l =O. (2-12c) 

3) A solução da equação (2-12a) sujeita à condição 

inicial (2-12c) fornece a transformada da temperatura como 

(2-13) 
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Finalmente, a inversão deste resultado com a fórmula 

(2-7a) dá a distribuição da temperatura 1i(r , t) na região E4. como 

em~- i= 1, 2, .... , 1\-f. onde 

.\1 I (À 1) 

:1(/\n. T) L k·l wi "' r f·( r1 . r)dS1
• -

J S · k~ J J 
j = l ;O ) 

M 

+L 1/'j(À11 • r1)gj(r '. r)d1.•'. (2-14b) 
j=l 

;\f k 1 F(Àn) ·j · I I I (2-14c) - L - 1/Jj(Àn , r ) Fj(r )dv e 
j=l O:j Ri 

N(Àn) -
,\[k i _f; o.~ Rj [1/!j(Àn, r')}

2
dv

1 

• (2-14d) 

Cabe salientar aqui, que em geral. basicamente dois 

procedimentos numéricos estão envolvidos nessa técnica: a solução da 

equação ordinária e o cálculo das respectivas autofunções e autovalores. 

2.1 U m P roblema U nidimensional. 

Para apresentar um caso mais específico. que possa 

ser mais esclarecedor da técnica.consideramos um problema unidimen-

sional em uma placa. consistindo de i\11 camadas. Neste caso, a equação 

(2-1) se reduz a : 
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. fP~ ai ·( ) _ ô1i(x. t) 
Ct'z n 2 + k .9t X 1 t - 9 ox i d 

.xi < x < xi+l·t > O.i = 11 2 . .... A1 

(2-15a) 

sujeita às condições de contorno 

, x = x 1 , t. > O (2-15b) 

(2-15c) 

• ôT.\1 
e kM-

8 
+ h.H+tT.\f(x.l) = h-t(/,) 

X 
. X = XAI+J, f > Ü (2-15d) 

e às condições iniciais 

1i(x. t.) = Fi(x) 1 t = 0, X i < X < X i+ 1 1 i = 1, 2, .... i\J 

(2-15e) 

O problema de autovalores que se origina da versão 

homogónca de (2-15) é dado por [17]: 

d2'1}; (x) /32 
i

1
n + ___!!1/J· (x) = 0 , Xi <X< Xi+l , Í = 1, 2, .... fVf dx2 ai z,n 

(2-16a) 
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sujeito às condições 

d'lb (x) 
- k• l.n +I •1• ( ) - O 

1 dx Ll lf' l ,n x - (2-16b) 

,X = Xi-t-l .i= 1, 2 .... !'vf 

(2-16c) 

• ::r = :r .\I + 1 (2-16d) 

As autofunçõcs satisfazem a condição de ortogonalidade: 

(2-17a) 

onde 

(2-17b) 

Seguindo o procedimento descrito anteriormente e 

considerando a situação simplificada das equac;ões (2-15), a solução é 

obtida, de (2-11) como: 

1i(x, t) - ~ N(~n) e-.B~t'lj;i,n(x)[ F(,Bn) + fot e8~-r A(.Bn, r)dr] 

Xi < X < Xi -t- 1, Í = 1, 2, ... , 1\1 (2-18a) 
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onde 

N ((3,J (2-18d) 

2.2 Um Problema Particular. 

Considerando, agora, o problema pMt i cu lar para o 

ca~o ele doi~ meios, definido por 

82T1(x , t) 8T1 (x , t) 
.O< x <a, t >O (2-19a) aJ 8x2 -

8t 
â2T2(x, t) âT2(x , t) 

, a< x < b, t > O, (2-19b) a 2 8x2 -
8t 

sujeito às condições de contorno 

T1 (x , t) - o ,x =O, t >O (2-19c) 

T1 (x, t) - n(x, t) ,x =a, t > O (2-19d) 

8T1 ar? 
,x =a, L> O (2-19e) kl- - k2 8x-8x 

k2~2 
+ h3T2 - o , x = b, t >o (2-19f) 

e às condições iniciais 

Ufi'&S TECAS 
SISTEMAS DE R18LIO _ M·l~ 
Sl&IOtECA SE. TORIAL O~ MA Tf. 
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, O< x <a. t = O (2-19g) 

, a~ X~ b. L= 0 (2-19h) 

vemos que ~ua solução é obtida, dirclamenle, de (2-18). corno 

, O< x < a(2-20a) 

. a < x < b ( 2-20b) 

onde 

(2-20c) 

(2-20d) 

As autofunções da porção homogênea do problema 

(2-19) são dadas por: 

(2-2la) 

(2-2lb) 

Pela condição de contorno em x = O, obtemos: 



(2-22a) 

(2-22b) 

Usando as condições de contorno em x = a c x = b1 

obtemos as equações dadas. rnatricialmente, por: 

sen2.!!..n.. 
.,foi 

o 

donde 

-sen2E.n. - cos aiJ" 
,foi ,foi 

- cos a,e n sen a,an. 
.fii2 .fii2 

1 o 

o 

- scn-n_. asen -n-a + - - cos _ n_a cos _ n_a (3 3 kl ff;2 :3 (3 
-/(i] fo2 k2 0: ) JCil fo2 

- sen-- a cos-- a - - - cos - -asen- -a. Bn 3n k1 ff;2 Bn f3n 
foi .,fo2 k2 a 1 JCil .,fo2 

(2-23) 

(2-24a) 

(2-24b) 

Os autovalores f3n são obtidos do fato de que o de-

terminante da matriz dos coeficientes na equação matricial (2-23) deve 

ser nulo. Assim, os autovalores !3n são as raízes positivas da equação 

transcendental 

16 



sen a.en 
.fiil 

-sen a.Bn 
.jQ.i 

o 

-cos~ 
../02 

sen aan 
.,fo2 

=Ü 

Esse mesmo problema será. tratado posteriormente. 

usando o método de !:ieparação de variáveis, segundo a proposta apre-

sentada no capítulo a seguir. 

17 



3. O l\IIÉTODO DE SEPARAÇÃO DE VARIÁVEIS PARA 

PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS DE CONDUÇÃO DE 

CALOR El\1 MEIOS C01\1POSTOS. 

A proposta que está sendo investigada neste tra

balho. para tratamento de problemas de difusão em meios compostos, 

consiste. basicamente. em resolver, separadamente, o problema definido 

em cada meio que compõe o domínio e. através das condições nas in

terfaces. acoplar as soluções obtidas. Conforme será mostrado. podemos 

chegar, desta forma. a equações integrais que envolvem as temperat uras 

nas interfaces. 

Neste capítulo, a técnica é introduzida via o trata

mento de um problema de condução de calor unidimensional. não

estacioná.rio,com condições de contorno do 3° t ipo. em uma placa com

posta por dois meios (O ~ x ~ a, a ~ x ~ b), considerando contato 

térmico perfeito na interface. Além disso, t cndo em vista uma possível 

avaliação comparativa com a técnica apresentada no capítulo 2, exami

namos o mesmo caso particular do problema de dois meios já resolvido 

e descrito pelas equações(2-19) .Para finalizar o capítulo, usamos a téc

nica para um problema de fluxo de calor unidimensional em uma placa 

composta por três meios (O ::; x ~ a, a~ x ~ b, b ::; x ~ c) supondo, 

também, contato térmico perfeito nas interfaces. 

Para mantermos uma consistência de notação, visando 

1 
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um melhor cnt.endirncnto e para facilitar urna possível amHisc compa-

rat.iva. optamos por utili7.ar. lamb6m a partir deste capítulo. a mesma 

notação apresentada no capítulo anterior. 

3.1 Problema U nidimcnsional de Condução de Calor para 

Dois M eios em Contato Térmico Perfeito. 

Nest.a se~ão, ut ilizamos o método de separação <1<~ 

variáveis para urn problema de Ilmco de calor un idimensionaL não-

estacionário. <-!m uma placa composta por dois mcios(O ~ .c ~a. 

n ~ .c ~ h). conforme fig;ura 

1 2 

x= x=a 

(Fig.l) 

Assumimos contato térmico perfeito na interface e, 

para ma1or generalidade, consideramos condições de contorno de 3° 

t ipo nos demais contornos. 

Seja o problema definido por 

82T1 (x, i) ãf,(x , t) 
,O< x <a. t > O (3-la) al ôx2 -

&t 
82T2(x, t) ãl?.(x, t) 

,a< x < b. t > O (3-lb) a 2 f) ât t 
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sujeito às wndições de contorno 

k* ôT1 (x . t) I T ( . . ) 
- 1 

9 
+ ~1 i X , t -

C:t 
91 (t) ,:r:= O, t>O (3-lc) 

Tt (x , t) - T2(x.t) , x =a. t > O (3-ld) 

k
1 
âT1 (x. t) k âT2(x. t.) 

, x = a. l > O ( 3-1 e) -
2 ô âx X 

• 8T2(:t, t) ( ) 
k2 éh; + h3T2 X . t - 92(t) ,X= b. t > 0 (~3- lf) 

e às condições iniciais 

. O ::; .c ::; a, t = O (3-lg) 

, a ::; :c ::; b: t = O. (3-lh) 

As quantidades a:i , ki. ki e hi, são consideradas es-

pecificadas, seguindo a notação e o significado apresentado no capítulo 

anterior e assumimos. por uma questão de maior simplicidade. que as 

funções l •i(x) são t.ais que F1 (x) é contínua em (0, a), F2(x) é contínua 

em (a , b), 1·\(0) = O ,F2(a) = O e F;(x) c F~ (x) são seccionalmente 

contínuas em (0, a) e (a, b) , respectivamente, embora condições menos 

severas pudessem ser consideradas [6,8]. 

A proposta apresentada nesse trabalho sugere a solução 

do problema no meio composto, pela decomposição em dois problemas: 

um para o meio 1 e outro para o meio 2, descritos, respectivamente, 
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por: 

82T1 ôT1 
. O< x <a. t > O (:3-2a) o:1 ôx2 -

ôt 

-ki~ + h1T1 - 91 (t) . X= 0. t > 0 (3-2b) 

T1(x , t) - A(t) . .c= a. /. > O (3-2c) 

rl (x, t) - Ft(x) ,O< x ~a. t = O (3-2d) 

e 

32T2 f)T2 
. a < .r < b. l > O (3-3a) 0.27}2 = 

.:r, ôt 

T2(x, t) - A(t) ,.z:=a, 1.>0 (3-3b) 

.ãr2 
92(t) ,x = b, t >o (3-3c) k2 ôx + h3T2 -

T2(x, t) - F2(x) , a~ x ~ b. t = O (3-3d) 

Os problemas resultantes para os meios 1 e 2 tem 

condições de contorno dependentes de t e: dessa forma. pelo Teorema 

de Duhamel [17]. suas soluções podem ser escritas como 

T·(x t) = Y(x) + 1t ô<Pj(x, t- r, r) dr (3-4) 
1 

' J r =O Ôt 

onde r é um parâmetro. O < r< t, e <Pj(x,t , r) , j = 1, 2, são as 

soluções obtidas para os seguintes problemas au..-ciliares para o meio 1 

e 2, respectivamente 
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82 </Jt 8<Pl .O< x <a, t > O (3-5a) al 8x'l - 8t 

k. ô<P l h 
- J 8x + t<P t - 9t (r) ,X= O, t >o (3-5b) 

c/> 1 (x, t , r) - A( r) , :-r; = a. t >O (3-5c) 

c/J1 (x. t, r) - F1(x) . O :::; x ::; a. t = O (3-5d) 

e 

fJ2 <P2 8<P2 ,a< x < b. t. >O (3-6a) <1!2 8x2 -
8t 

ç 2(:r. t, r) - A( r) .x=a. !.>0 (:3-6b) 

k" 8cp2 I q2(r) ' .r: = b, t >o (3-6c) ~27) + l-392 -
X 

c/>2(x ) t ,r) - F2 (x) , a ~ :t ~ b, t. = O. (3-6d) 

Devido às condições de contorno não-homogêneas. é 

necessário a decomposição de cada um destes problemas em problemas 

atL'(iliares. desde que serão resolvidos por separação de variáveis. 

Assim. para o meio 1: 

(3-7) 

onde Ç> 18(x, r) é solução do seguinte problema estacionário obt ido 

do problema (3-5): 

o ,O< x <a (3-8a) 
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k• d</Jls I A, 
- 1 dx + ~l'f'ls 91 (r) . X = 0 (3-8b) 

A( r) .x=a (3-8c) 

e cp111 (x.L r) é solução do seguinte problema homogêneo obtido do 

problema (3-5): 

82 
cPth 8cjJlll , O < :I: < a, t > O (3-9a) a192 -

ât ex 

-kJ)<?th + h <P 
1 B:r 1 Jh 

- o ,X= O, t >o (3-9b) 

o 11,(:r. t. r) - o . x = a. t >O (:3-9c) 

o 11.(.r.t .. r) Ft(x) - q>18 (:r:. r) . O:::; x:::; a. t. = O (3-9d) 

Analogamente. para o meio 2. a solução de (3-6) será 

escrita como: 

(3-10) 

sendo <;>25 (:E . r) c </>2h(x. t, r) as soluções dos problemas estacionário 

e homogêneo. respectivamente. obtidos de (3-6) c dados por: 

d2ifJ2s o , a<x <b (3-lla) 
dx2 

<P2s(x , r) A( r) ,x= a (3-llb) 

k*d</J2s I . 
·2 dx + ~3(/)2s 92(r) ,X = b (3-llc) 

e 
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ô2 Ô92h </>2h ,a< x < b, t >O (:3-12a) a2 f)T" = 
X ôt 

9211 (.r. t. r) - o . ,r; = a, t > O (3-12b) 

f}dJ 
k"~ + h3 </J - o , X= b, t > 0 (:3-12c) 

2 f}x 211 

Resolvendo o problema (3-8), obtemos 

(:3-13) 

onde 

e 

• ag1(r) + kjA(r) 
c -2 - kj + h 1a · (3-15) 

Já, a solução do problema (3-9), obtida por separação de variáveis, 

pode ser escrit a como: 

00 

cPth(x, t. r ) = L cnXl(,Bn , x)e-~~L (3-16) 
n=l 

onde 

(3-17) 



e 

(3-18) 

3n são os autovalores associados às autofunções X 1(Jn . .c). que sa-

t isfazcm 

/3n f:Jn h1 - - cot--a = --
Fi foi kj 

c a norma associada . .N(!3n),[l7] é tal que 

onde 

e 

1 (2n...?+(~)2 
- - = 2 foi k, 

N({J ) a[(~)2 + (!!.1. )2] + .!!.1. · 
11 ,fõí k j k j 

Resolvendo o problema (3-11). obtemos 

di= 92(r)- h3A.(r) 
ki + h3(b- a) 

(3-19) 

(3-20) 

(3-21) 

(3-22) 

c, novamente, por separação de variáveis, obtemos a solução do 

problema (3-12) como: 

25 



<P2h(x , t. T) = L dnX2(!n, x)e --y~t (3-24) 
n = l 

onde 

(3-25) 

e 

(3-26) 

rn ~ào os autovalores a.s::;o<.:iados às a.utofun<;Ões X 2('yn,;E). que sa.-

tisfazcm 

~ cot ~ (b- a) = - h3 

.J7i2 .J7i2 ki 
(3-27) 

e a norma associada. N('/'11 ) ,[17] é tal que: 

(3-28) 

Substituindo (3-13) e (3-16) em (3-7) c , utilizando 

(3-4) para j = 1, podemos escrever a solução do problema para o meio 

1 como: 

(3-29) 

26 
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c. substituindo (3-21) c (:3-21) em (3-10) c. ut ili7.ando (3-4) para 

j = 2. podemos escrever a solução elo problema para o meio 2 como: 

(3-30) 

já que as condições impostas anteriormente em relação às funções 

Fi ( x) , i = 1, 2 ,garantem a diferenciabilidade resultando, ainda, em 

séries que convergem uniformemente [6,8]. 

No entanto. as soluçõe!S obtidas em (3-29) e (3-30) 

para os dois meios da placa, não estão completamente definidas, res-

lando. ainda. a determinação de A(T). Para isto. utilizamos a condição 

de interface (3-le) , resultando. daí, a seguinte equação integral: 

(3-31) 

onde 

UfR9S 
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k 8
2 

dX la t. n l , I I I (3-32) - - 1\1((3 ) d (3n.a) q, (x )X,(f3n.x )dx 
1 n X O 

r-"2n 
k21; dX2 ( ) lb k~ + h3(b- :t') x- (~ -')d , - fn· a ( r 2 fn• .r; X N("Yn) dx . a k2 + h3 b- a 
k 2 dX b 

2T n 2 ( ) 1 ( I) ( I) I (3-33) = N (f n) d:r; "/ n. a a q2 X X 2 'Y n. X dx 

c~n = 1~ ( ~:) d~ 1 
( 3 n. a) lac

1 

q3 ( x')X 1 (.8,1' .r:')dx' 

k 1 8~ dX1 ( 8 ) la'' a- .c' >{ (;3 ')d· , (3-34) - · n·a ~1 n , X X 
N( Bn) dx o k i + h1a 

k 2 dX b ·1-
c;n = 2'Yn 2 ( ) 1 X a X ( 1)d 1 

l\' (!n) d:r; .. l n' a a k2 + h3(b- a) 2 ~fn, X X 

k2~(~ dX2 ( ) 1b ( 1) r ( l)d 1 (3-35) - V( ) d ~I n , a q4 X x2 fn•X X 
1 ~Ín X a 

A í32 
dX l a A.n ;; l. n I , I r , I I 

(3-36) - - N (tJn) dx Pn. a) 
0 

F 1 (x )X 1 (;Jn . X )dx 

k ,.., .2 dX 1b 
Bn 

2 In 2 I r I I (3-37) - N(!n) d:r; (ln·a) a F2(x)X2(!n ,.t')dx 

trabalhamos a equação (3-le) . ut ilizada para o acoplamento. a fim de 

isolar os termos que contém A(T). 

De forma mais compacLa c, sob hipót.csc da con-

vcrgência das séries envolvidas. reescrevemos (3-31) como: 

(3-38) 

onde 

00 

f(t- T) = L [ctne-.B~ (t--r) + C2ne-'Y~ (t--r)] (3-39) 
n= l 

e 
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g(t) 

(3-40) 

em que c1n , C2n , cin , c2n , i ln c Rn são definidos como em (3-32) a 

(3-37), respectivamente. 

Cabe observar que obtemos. aqui. a solução formal 

para o problema, faltando. ainda. uma verificação rigorosa da mesma, 

embora os passos intermediários tenham sido baseados nos resultados 

clássicos da literatura [6]. como citados no decorrer do texto. 

Cumpre ressaltar. ainda. que a solução do problema 

dada pelas equações (3-29) e (3-30) para os meios 1 e 2, respectiva-

mente. só fica bem def-inida com a determinação de A(t) na equação 

(3-38). Neste sentido, sugerimos , apesar da referida equação ser um 

caso particular da equação de Volterra do 1° tipo [22]. o que poderia re-

sultar· em procedimento padrão de solução,a utilização ela transformada 

de Laplace, uma vez que. da equação (3-3 ), temos 

(f* A)(t) = g(t) (3-41) 

onde (f* 1t)(t) denota a convolução de f(t) e A(t). 

Assim, se L denota a transformada de Laplace, podemos 

escrever 



donde 

Laplace. obtemos 

L{(! * A)(t)} = L{g(t)} . (3-42) 

Cm seguida. pelo teorema <.la convolução [1], obtemos 

L{f(t)}L{A(t)} = L{g(t)}. 

L{g(l)} 
f..{ A(t)} = L{f(l ) }" 

(:3-43) 

(3-44) 

Por fim. se L- 1 denota a transformada inversa de 

A(t) =L" I { L{g(t)}} 
L{f(t)} . (3-45) 

onde a inversão deve ser implementada numericamente [2]. 

3.2 Problema Unidimensional em Dois l\t1eios: U m Caso 

Particular. 

No Capítulo 2, vimos a solução de um problema de 

condução de calor unidimensional para dois meios em contato térmico 

perfeito, pela ut ilização da técnica da transformada integral. Nesta 

seção, propomos a solução para o mesmo problema, atrav6s do método 

de separação de variáveis. Repetimos, aqui, a sua formulação: 

30 



82T1 (x, t) ar. (x. t) 
,O< x <a. t >O a, 8x2 - at 

82T2(x, t) ôT2(x. t) 
. a < .c < b. t > O. n2 7 2 - 81, ex 

Ih<; condições de contorno são: 

o ,X= O, t >o 

T1 (x, t.) - T2(x, t) . .c= a. t >O 

k 8T1 ãr2 
- k2-1 8x ax 

. .c= a. i >O 

k* ôT2 I , , o '20 + 1.3 1 2 (X 
':1: = b. t >o 

e as condições iniciais são: 

, O s; x s; a, t. = O 

. a s; J; s; b. t = O 

A solução deste problema, por esta técnica, pode ser 

imediatamente escrita de acordo com as equações (3-29) e (3-30) como 

(3-46) 

para o meio 1 e, 

(3-47) 



para o meio :2. e como em (3-18) c (3-26) . respccti,·amcntc. 

(3-48) 

e 

(3-49) 

9~.lr. r) é obtida de (3-13) . (3-14) e (3-15) . fazendo k7 e g 1 (T) iguais 

a zero e h 1 ig11al a um , sendo. então. escrita como: 

(3-50) 

c cp28(x. T) (~obtida de (3-21), (3-22) e (3-2:3) como 

(3-51) 

desde que .Q2(T) =O. 

Do problema (3-9) . considerando ki = g1(T) = O e 

h 1 = l. resulta um problema de autovalores . para o qual . 

j3T) 
- sen r;;;: X. 

yal 
(3-52) 

!3n são os autovalores associados às autofunções X 1 (/3n, x) tais que: 
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(3-53) 

ainda. a norma associada (ll]é tal que 

(3-54) 

De (:3-:25), (:3-27) c (3-28). temos. diretamente. que 

(3-55) 

{,. são os autovalores definidos por 

"ln ln ( ) h3 --cot-- b-a = --
JCii ..fo2 k2 

(3-56) 

c, a norma N(ln) [17) é tal que 

(3-57) 

Para obter o resultado da utilização da condição de interface, faze-

mos g1(r) = 92(r) =O em (3-31), resultando. daí. a seguinte equação 

integral que define A( r): 

(3-58) 



onde Ctn . c2n , A.n c Bn são como dados em (:3-32). (3-33). (3-~~6) e 

(3-37), respectivamente. fazendo ki = O e h1 = 1. resultando 

e 

.t kl.B~l dXl (6 ) ra F ( ') r ( 'J ') I 
.'"ln =- N(,B,J dx ' n >a lo ' !X xl /-'n,.r; dx 

(3-59) 

(3-60) 

(3-61) 

(3-62) 

De forma mais compacta. podemos escrever a equação como: 

1~0 f(t- r)A(r)dr = g(t) (3-63) 

onde 

X> 

J(t- r) = L[Cn te-J~(t-r) + Cn2e- -y?, (t-r)] (3-64) 
n = l 

e 

g(t) 

(3-65) 

34 



em que C1n, c2n, An e Bn são definidos em (3-59) a (3-62) . 

De fato. a intenção na apresentação desse caso par

t icular era ele facilitar algum tipo de análise comparativa com a técnica 

apresenLada no cap. 2. É claro que essa comparação não poderá ser 

feita por observação direta dos elementos que compõem as soluções, já 

que são técnicas diferentes. O que pode ser evidenciado, porém, é que 

no primeiro caso, apresentado no cap.2, a técnica exige procedimentos 

numéricos em dois estágios e, no segundo ca.<>o. na solução da equação 

integral e. é claro. na determinação dos autovalores. apenas para alguns 

casos específicos de condições de contorno. Essa necessidade é melhor 

caracterizada para problemas mais complexos ou multidimensionais. 

3.3 Problema Unidimensional de Condução de Calor para 

Thês Meios e m Contato Térmico Perfeito. 

Propomos, agora, a solução de um problema de de

terminação da temperatura. unidimensionaL em regime t.ransiente. em 

uma placa composta por t rês meios (O ::; x ::; a. a ::; x::; b, b::; x::; c), 

de acordo com a seguinte figura. utilizando o método de separação de 

variáveis. 

Novamente, resolvemos o problema para cada meio e, 

através das condições nas interfaces , acoplamos as soluções. Obtemos, 

desta maneira. um sistema de duas equações integrais envolvendo as 

temperaturas nas duas interfaces. 
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=c> 

(Fig.2) 

Seja o problema definido por 

(l i 
tJ'lT1 ( .J:. /. ) âT1 (x.t.) 

fJx2 -
[)[, 

ô2'12(x. t ) Õf2(x . t) 
n2 

f). 2 - Dt :r; 

tJ'lT3 (:1:. t) ôT3(.c. t) 
0.~\ 7 'l -

ât (X 

sujeito às condições de <.:ontorno 

'·· .. 81'1 (:r, t) I T ( ) 
- /\ 1 '.:\ + 7~ t 1 x .t -

(j~T; 

. O < .r. < a. /. > O (:3-66a) 

.a< .t: < b, l >O (~-66b) 

. b < :r < c. t > O (:3-66c) 

91 (t) . X = 0. [. > 0 ( :3-66d) 

72(x. t.) .x = a. l. > O (~-66e) T1 (x . t.) 

k âT1 (x. i) 
1 Ô;J.; 

ãr2(:c , t) ( ') - k2 [) . x =a, t. > O 3-66f 
X 

T2(x, t) 

k 
8T2(~c, t) 

2 ôx 

k• ô13(x, L) I _'l ' ( ) 
:J 8 + ~4 3 x, t 

X 

e às condições iniciais 

,X = b. t > 0 (3-66g) 

ôT.1(x, t) ( 
- k3 ÔX , X= b, t > 0 3-66h) 

, x = c, t > o (3-66i) 



'I' (x t) 3 . 

, O ::; x ::; a. t = O 

, a ::; X ::; b, I = 0 

, b ::; X ::; C, t = 0 

(3-66k) 

(:3-661) 

Aqui. novamente. as funções Fi(x) . i = 1. 2. 3,satisfazem 

as condições definida<; na seção 3.1 , e salientamos a utilização de condições 

de contorno de caráter mais geral. 

De acordo com nossa proposta. decompomos o pro-

blcma (3-66) em três problemas. um para cada meio da placa. que são 

descritos como segue. 

No meio L 

82T1 ar, 
, O< x <a, t >O (3-67a) a 1 8x2 - -

&t 

k.âT, hT - - + 1 I 
I ÔX 

- 91 (t) . X= O, t > o (3-67b) 

T1 (x.t.) - A(t) , x =a, t > O (3-67c) 

T1(x , t) - F1(x) , O ::; x ::; a. t = O, (3-67cl) 

enquanto no meio 2, 

,a< x < b, t >O (3-68a) 

T2(x , t) - A(t) ,x = a, t > O (3-68b) 

37 



38 

, :r= b. {. > O (3-68c) 

1 a ::; X ::; b, [ = o (3-68d) 

e no meio 3 

-::p âT3 c T3 
. b < :r.: < C. t > 0 (3-69a) a3 âx2 = ât 

T3(x.l) - B(t) . X= b. l > 0 CJ..69b) 

. âT3 , 
k3 âx + h4'f'l 92 (t,) . :1; = c. t. > o (3-69c) 

T.1(x , L) = F.'\ ( :t) ' b ::; .t' ::; r: . t. = o. (:3-69d) 

O problema (:3-67) é o mesmo que o problema (3-2) da primeira 

seção deste capítulo. Sua solução é dada em (3-29) e repetida aqui: 

(3-70) 

onde X 1(/3n,x), Cn c !3n são dados em (3-20). (3-21) c (3-23). 

respectivamente. 

Os problemas (3-68) e (3-69) tem condições de contorno depen-

dentes de te. dessa forma. pelo teorema de Duhamel [17]. sua solução 

pode ser escrita como 

(3-71) 

onde T é um parâmetro1 O < T < t , e <Pi(x, t, T), j = 2, 3, são as 
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soluções oblidas para os seguintes problemas auxiliares para os meios 

2 c :3. respectivamente, 

EP</;2 8</;2 
~ a < :-v < b. L. > O (3-72a) a2 âx'l - ât 

cp2 (x. t . r) = !l(r) .x =a. t > O (3-72b) 

</J2 (x, tr) - B(r) ,X= b, t. > 0 (3-72c) 

Ç>2 (x. t . r) - F2(x) , a:::; x:::; b. t =O (3-72d) 

e 

[Jl <b â</;3 . 3 ,b< :c <r. I >O (3-na) n3 Dx2 -
8t 

93 (x. t . r) - B(r) I X= bl t >o (3-73b) 

k• 8<Pa I ' 92(r) , x =c, [. > o (3-73c) 38 + 14cp3 -X . 

</J3 (:'C, t , T) - F3(x) , b $ X$ C, t = 0 (3-73d) 

Para aplicação do método de separação de variáveis, devido 

às condições de contorno nãcrhomogêneas, decompomos cada um desses 

problemas , de forma que, para o meio 2 

(3-74) 

onde c/J28(x , r) é solução de seguinte problema estacionário obtido 

do problema (3-72): 
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d2</J2s 
- o .a <x <b (3-75a) 

dx2 

92s(x . r) - Jl(r) .x = a (3-75b) 

<i>2s(x, r) - B(r) . X= b (3-75c) 

e 9211 (:1:. t., r) é solução do problema homogêneo obtido a partir de 

(3-72): 

ry . âcjJ2h c <:;2h 
. a < :1; < b, t. > O (:3-76a) (t2"32 -

ôt ex 

o211 ( x. t . r) o . x =a. /. > O (3-76b) 

0211 ( :l: . /.. r) o .x=b.l> O (3-76c) 

<P2~t(x. f;, r) F2(x) - cp28(x , r) , a:::; x:::; b, t = O (3-76d) 

Analogamente. para o meio 3 

(3-77) 

com o38(x, r) satisfazendo 

d2c/J3s o ,b<x<c (3-78a) 
dx2 -

c/J3.~(x, r) B(r) ,x =b (3-78b) 

k • dc/J3s I </> 
·3 dx + 't~t 3s - g2(r) , X= C (3-78c) 

e </>3h(x, t, r) tal que 



93h(x, l. T) 

.D93h h 
k3 ôx + 4(/J3h -

â</>3h 
ât 

o 

o 

, b <X< C. t > 0 (3-79a) 

.1: = b. t >o (3-i9b) 

, X = C. t > Ü (3-79c) 

<?:!h (X. i. T) g(x) - <P3s(x , T) . b ~ x ~ c . .lJ = O. (3-79d) 

onde 

e 

Resolvendo o problema (:3-75), obtemos 

d* _ A(T) - n (T) 
1 - a -b 

d; = aB(T) - bA(T). 
a - b 

(3-80) 

(3-81) 

(3-82) 

Já. resolvendo o problema (3-76) por separação de variáveis. obte-

mos 

00 

c/J2h(x. t , T) = L dnX2(/n , x)e--r~t (3-83) 
n= l 

onde 

(3-84) 
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(3-85) 

"In são os autovalores associados às aut.ofunções X 2 (tn, x) . definidos 

por 

"( 
sen ~(b -a)=O 

y0:2 
(3-86) 

e a norma associada X ( ~,,.) [ 17] é dada por 

1 2 
N('yn) = b- a · (3-87) 

No caso do problema (3-78), obtemos 

(3-88) 

onde 

(3-89) 

e 

(3-90) 

llfFIGS 
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A solução do problema (3-79) é dada por 

<P3h(:r . t, T) = L 1'nX3(Bn , :c)e-O~t (3-91) 
n.= l 

onde 

(3-92) 

(3-93) 

On sào os autovalores associadas às autofunções X 3(Bn,.t) que sat-

isfazem: 

Bn Bn ( h4 -- cot -- c - b) = --
yla3 fo3 k3 

(3-94) 

e, N(On) é a norma associada, [17]dada por: 

1 ( ..!n_ )2 + ( ~ )2 
-- = 2 .,jõ3 k:. 

N(Bn) (c- b)((/ch)2 + (~)2] +~f (3-95) 

Substituindo (:3-80) e (3-83) em (3-74) c. utilizando 

(3-71) para j = 2. obtemos a a distribuição de temperat ura para o meio 

2 como 

(3-96) 
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Novamente. substit uindo (3-8 ) c (3-91) em (:3-Ti) c. ut.ilizando 

(:~-71 ) para j = 3. obtemos a solução do problema para o meio 3: 

(3-98) 

lembrando as condições impostas sobre as Fi(x). i = 1, 2, 3. 

As soluções obtidas em (3-70), (3-96) e (3-97) para o 

problema em cada um dos três meios na placa não estão completamente 

definidas. rest.ando. ainda . a determinação de A(T) e B(T). Para isto. 

utilizamos a8 condições de interface (:3-66f) e (:3-66h). resultando daí,as 

seguintes equações integ,Tais: 

(3-98) 

e 
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(3-99) 

onde 

(3-101) 

(3-102) 

(3-103) 

(3-104) 



(3-105) 

(3-106) 

(3-110) 



(3-111) 

As funções qJ(x) , j = 1. .. , 8 são definidas a partir de </J19 , </J29 e 

9:ls , quando trabalhamos as equações (3-66f) e (3-66h).utilizadas no 

acoplamento. a fim de isolar os termos com A(T) ou R(r). 

De forma mais compacta. reescre,·emos o sistema de 

duas equações integrais como: 

1~0 /1 (t- r)A(r)dr + 1~0 h(t - r)B(r)dr = u(t) (3-112) 

e 

1~0 h(t- r)A(r)dr + 1~0 j.1(t - r)B(T)dT = v(t) (3-113) 

onde 

00 

J1(t - r)= L[c,ne-.a~(t-r) + c2ne--y~(t-r)], (3-114) 
n = l 

00 

h(t- r) = L C3ne--y~(t. --r) , (3-115) 
n = l 

00 

h(t- T) = L d,ne- "t~(t-r) , (3-116) 
n= i 
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X> 

ft~(t - r) = L[d2ne--y~(t -r) + d3ne- tJ;,(t- r>]. (3-117) 
n = l 

u.( t) 

(3-118) 

em que os demais elementos estão definidos em (3-100) a (3-111). 

Conforme o sugerido na secção 3. L deste capítulo. 

também aqui. podemos escrever (3-112) e (3-113). respectivamente. 

como 

(f1 * A)(t) +(h* B)(t) = ·u(t) (3-120) 

(!3 * A)(t) + (!4 * B)(t) = v(t) (3-121) 

onde * significa a convolução. 



Aplicando a transformada de Laplace, que denotamos 

por L. às equações (:3-120) c (3-121) c usando o teorema da convolução 

[ 4] . obtemos 

L{/1 (t)} L{A(t)} + L{f'2(t)} L{B(t)} = L{ u(t)} (:3-122) 

e 

T,{h(t)}T.~ {ll(L.)} + L{f4 (t.)}L{B(t.)} = T1{v(t)}. (3-123) 

Rcsoh·endo o sistema de equações (:3-122) c (3-12:3) 

para. L{!l(t.)} c !,{B(t.)} e aplicando a transformada inversa de Laplace, 

L - J, obtemos, finalmente, A(t) e B(t),o que completa a solução dada 

por (3-70), (~~-96) e (3-97), para cada meio da placa. 

Cabe salientar que a observação das equações inie

g;rais resultantes (3-98) e (3-99) . bem como a definição dos coeficientes 

e termos nelas envolvidos. permite uma comparação com aqueles esta

belecidos em (3-32) a (3-37). Isso nos possibilita fazer considerações 

sobre problemas em um domínio composto de iVJ meios, que exigirá a 

solução de J\1[ - 1 equações integrais acopladas, através da inversão de 

ivf- 1 transformadas de Laplace das temperaturas nas interfaces. 

19 
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4. Ul\f PROBLEl\IIA BIDil\tiENSIONAL DE CONDUÇÃO 

DE CALOR El\1 1\IIEIO COMPOSTO. 

Introdmómos. neste capítulo. a utilização do método 

de separação de variáveis para a resoluç ào de um problema de HlDCO 

de calor bidimensional, não-estacionário em nma placa. O problema 

abordado tem características específicas. pois sua motivação vem do 

estudo do fltL'<O de calor em uma residência cujas paredes seriam con-

stituídas de diferentes materiais [3]. Devido à necessidade de trata-

mento de problemas de difusão multidirncnsionais. que. em geral. tem 

~\pt=mas ahordagens numéricas. iniciou-se a modelagem com o caso bidi-

mensional. Assim a placa é composta por dois meios. como na figura 

abaixo. com propriedades térmicas diferentes e. entre eles. ,-amos supor 

contato térmico perfeito. 

y=y2~------~--------~ 

1 2 

y=yl 
x~~~u------~x~-~a~--------~x-b 

(Fig.3) 

Na face esquerda da placa. supomos um fluído com 

temperatura variável Ta(t) e um coeficiente de convecção constante 

h 1 c, na face direita, um fluído com temperatura constante Tb e um 

UfR0S T~CAS 
SISTEM ~S OE BIBLIO c · MATEMÀ1~ 
t\II.IOlt:CA SETORIAL Ot. 
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coeficiente de convecção constante h3 . Na face inferior, a temperatura 

Te é constante e na face superior. há. um fluído com temperatura variável 

Td(t) c um coeficiente de convecção <:onstante h2 . 

O problema é definido por: 

( 
82TI (X, y ) l) f?TJ (X. y. l) ) DTI (X' y ) l) o o 

a 1 + = . < .x < a. Y1 < y < y2 , t > 
8x2 8y2 8t 

(4-la) 

. a < :r: < b. Y1 < y < y2 , /. > O 

('1-lb) 

sujeito às condições de contorno em x 

, x = O, Y1 ::; y ::; Y2· I. > O( 4-lc) 

, x = b, Y1::; y :5 ,1.}2 . t > 0 (4-ld) 

e. às condições de contorno em y 

T1 (x . y , t) - Te , O ::; x ::; a, y = y 1 , t > O (4-le) 

T2(x, y , t) - Te , a :::; x :5 b, y = Y11 t > O ( 4-lf) 

k.8Tt I T 
1 ây + 12 l - h2T,l(t) . O ::; x ::; a, y = Y2 , t > O (4-lg) 

e8T2 I T 
2 f)y + L2 2 - IV2Td(t) , a ::; x :5 b, y = Y2, t > O (4-lh) 



As condições de interface são 

Tt (x. y, t) 

k , &T, (.r. y , t) 
Dx 

. x = a, y 1 ::; y ::; Y2, t > O ( 4-1 i) 

k 
8T2(:,;. y , t) rr ) 

~2 Dx .. ,; = a. Y1 ::; Y::; Y2 , t > '-\4-lj 

e as condições iniciais são 

r~(.e, y.t) .a::; :c::; b. Y1 ::; y::; y2, /. = 0. (4-11) 

Conforme n proposta aqui sugerida. decompomos o problema ( 4-1) 

em dois problemas: um para o meio 1 e um para o meio 2, descritos. 

respectivamente, por 

D2T, D2Tt ãl', 
. O < :c< a. Y1 < y < y2, t > 0(4-2a) (\' 1 âx'2 + a l 8y2 -

8t 

-kja;1 
+h1T1 - h1Ta(t) . X= O, Yl ::; Y ::; Y2 , l > O (4-2b) 

X 

T1 (x. y , t) .~1(y,t. ) , x = a. Y1 ::; y ::; Y2 , t. > O (4-2c) 

T 1 (x. y , l) - Te , 0 ::; X ::; a , y = Y1 , l > 0 ( 4-2d) 

k;~1 + h2T1 - h2Td(t.) , O::; :JJ ::; a , y = Y2, t > O (4-2e) 

T1(x.y , t) - F1(x.y) , O::; x ::; a. y1 ::; y::; y2 , t = 0(1--2f) 

e 
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82Tl fJ2T2 8T2 
.a< X< b, Y1 < y < Y2 , t > 0(4-3a) 0:2 8x2 + a2 8y2 - -

ât 

T2(x. y, t) - A(y, t) , X= a, Y1 ~ JJ ~ Y2 , t > 0 ( 4--3b) 

JJT2 r 
h:~Tb . X= b, Yl ~ y ~ Y2· l > o ( 4-3c) k2 Dx + h3T2 -

T2(x. y , t) - Te . a~ x ~ b. y = Y1, t. > O ( 4--3d) 

.Dn. 
h2 Td ( t) , a ~ x ~ b, y = Y2, t > O ( 4-3e) k28 + h2T2 -

y 

'12(x. y , t) F2(x, y) , a ~ x ~ b. Y1 ~ y ~ ?J2 , t = 0{4-3f) 

Os problemas resultantes para os meios l e :2 tem condições de 

contorno dependentes de /, c. dessa forma. pelo Teorema de Ouhamel 

[17]. suas soluções podem ser escritas como 

( 4--4) 

onde T é um parâmetro, O < T < t , c 4>i(x , y , t. r) , j = 1, 2. são 

as soluções para os segl.Üntes problemas me<iliares para o meio l e 2 , 

respect.i\'amcntc: 

âq;l 
ât 

, O < x <a, YI < y < Y2 , t > O( 4--5a) 

ht7~(r) , x = 0, Y1 ~ y ~ Y2 , t > 0 (4--5b) 

A(y, T) , x = a, y1 ~ y ~ y2, t > O ( 4-5c) 

, O~ :x ~a. y = Y1, t >O (4-5d) 

{ 4--5e) 

53 
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c 

ô<P2 
ôt , a < x < b. Y1 < y < Y2 , f, > O ( 4-6a) 

92(x, y , t ,r) - Jl(y,r) . x = a, Yt :::; y:::; Y2 , t >O ( 1-6b) 

k* ôcjJ2 I . -zD + 1:~ </>2 -
X 

h:~n , X = b, Y1 :::; Y :::; !Jz , [. > 0 ( 4-6c) 

92(:.~;, y , L., r) - Te , a:::; :E:::; b, y = y,, L. > O ( 4-6d) 

k. . ÔcP2 h 
.2 8y + ·292 h·/ 1 d (r) . a :::; :r; :::; b. y = .1)2 , I > O (4-6e) 

<h(x. y , t. r) - F2(x,y) .a:::; x:::; b.y1 :::; y:::; y2,L = 0(4-6f) 

Devido às condições não-homog~ncas. é necessário a 

decomposição de cada um destes problemas em problemas atDciliares 

par·a aplicação do método de separação de variávcis.Deste modo, para 

o meio 1. 

·I 

</>1(x.y , t ,T) = ~ <l>lsk(x . y , T) + </J1h(x. y , t ,T) (4-7) 
k = l 

onde </>1sk(x, y, T) , k = 1, 2, 3 ,4, são as soluções dos seg11intes pro-

blemas estacionários, obtidos do problema (4-5): 

o , O < x < a, Y1 < y < y2 ( 4-8a) 



k• [hf>lsl I . 
-~~ Dx +1t1Ptsl h,J~(T) 'X= O. 1/t ::; y::; J/2 ( 4-8b) 

4> tsl (x . Y· T) - o . X = a. Yt $ Y $ Y2 (4-8c) 

cf>tsl (x. y , T) o . 0 $X$ a. Y = Yt (4-8d) 

• ÔcPtsl . o , 0 $ X $ a, y = Y2 , ( 4-8e) kJ - 9- + h29t s1 -cy . 

82 ' :j2 
- cph2 (_ </>1:;2 o . 0 <X< a, Yt < y < Y2 (4-9a) âx2 + 8y2 -

• fJc~J , ~2 o . x =O. Yt S Y $ Y2 ( 4-9b) -k , a; + ht9Js2 -

9 ts2(x. Y· T) - .'t(y. T) . :r= a. Y1 $ Y $ Y2 (4-9c) 

</>1 ::;2 (~r.· Y > T) - o , O $ .t $ n , y = Yt (4-9d) 

• ÔcPts2 u , U $ x $a, y = Y2, (4-9e) kJ - ?- + h2C/J1s2 -
cy 

?2 82 
C <Pts3 + <f>ts3 o , O < x < a, Yt < y < y2(1!-10a) 

âx2 .ây2 -

âcp1 '3 
. X= O. Y1 S.:: y S.:: !h (4- lOb) - k"-' -5 ' + h </> o 1 âx 1 ls3 

9ts3(x. y , T) o . :r = a, Y t $ Y $ Y2 ( 4-lOc) 

<Pts3(x . y, T) Te , O$ x $a, y = Yt (4-lOd) 

~• â<f>ts3 o , O $ x $ a. y = Y2 (4-lüe) kl ~ + h2if>ts3 -

e 

, O < :z; < a, Y1 < y < y2( 4-11 a) 
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• A11 l s4 o , :-r = O . Y1 ::; JJ :S Y2 ( 4-llb) -k~-D- + hl<Pl s4 -
:c 

9 ts4 (x. y , T) - o , x = a. Y1 ~ Y ~ Y2 (4-llc) 

cPJs 4 (x . y , T) - o , O~ x ~a. Y = Y1 ( 4-lld) 

k .. ôols·l ' I . h2'Jd(T) . O ~ x ~ a. y = Y2 (4-lle) 1-D- I 1.2<Pts-l -
ry 

e, 911, (:r. y , t , T) é a solução do problema homogêneo associado a 

('1-5) : 

84Jllt ( ) Di: . O< x <a, Y1 < y < ?}2 , t > O 4-12a 

- o . X= O, Yt :::; y :::; Y2 , t > o ( 4-12b) 

O , x = a, y 1 ~ Y ~ Y2 . t > O (4-12c) 

o ) o ::; X ::; a., y = Yt ' t. > o (4-12d) 

- O , O ~ x ::; a . y = Y2 , l > O ( 4-12e) 

4 

<P Jh - h (x . y)- L>'PJsk(x. y . T) , 
k= I 

O < .r~ a. Yt ~ y ~ Y2 , t = O ( 4-12f) 

Para o meio 2: 

4 

ifJ2 (x. y. t. T) =L (jJ28.r;(x, y , T) + </J2h(x . y, t, T) (4-13) 
k= l 

onde q)2_1k(.-r , y , T) , k = 1, 2, 3, ·!. sat isfazem os problemas estacionários 

associados ao problema (4-6): 
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82 82 <f>2s1 lP2s1 o .a<x<b. Yt <y<y2 (1.-14a) 8x2 + [Jy2 -

rp28 1 (X , y , r) - A(y,r) • :'1: = 0 • ?11 ~ V ~ V2 ( 4-l4b) 

k* D<!>2s1 + 1 </J 
2ax- L3 281 - o ' .c = b. YI ~ y ~ Y2 (4-14c) 

cP2s1 (x, y , r) - o . a ~ :c ~ b. y = Y1 (ti-14d) 

.. 8(P2sl o , a ~ :x ~ b. y = Y2 ( 4-14e) k2 -7- + h2cfJ2~1 -ny . 

f)'l cjJ 82 ' 
'1.8'1. <P'l.s'l. o . a < :e < b: Y1 < Y < Y2 ( 4-15a) ..L 

Dx2 • D:lf2 
-

{/J2s2 (:r:. Y, r) - o .. r: = n . ?11 ~ !J ~ !12 ( 4-l;)h) 

• 8<P'l.:J'l 
h~n . X = b, Yt ~ y ~ Y2 ( 4-15c) k'l ~ + h~iflu>. -

ifl2s2(x, y , r) - o , a ~ :c ~ b, y = Y1 (4-15d) 

k . 8</>2.q2 I </J o . a ~ x ~ b, y = Y2 ( 4-15e) '2-Ô- + ~ 2s2 -
y 

Ô
2

cP2s:3 Ô
2

<f>2s3 o . a < x < b. y1 < y < y2 ( 4-16a) âx2 + 8y2 
-

ifl2s3(x. y , r) - o , x = a, Y1 :::; Y :::; Y2 (4-16b) 

k. Ôifl2s3 I ifJ 
~2 Dx + ~3 ' 2s3 - o , X = b, Yt :::; Y :::; Y2 (4-16c) 

1>2s3(x, y , r) - Te , n. :::; .7: :::; h, Y = Y1 ( 4-16d) 

k* Ôifl2s3 h ifJ 
2 ---a:;;- + 2 2sa - o , a :::; x :::; b, Y = Y2 ( 1-16e) 

e 
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Ô
2

</J2s4 + 82
</Jzs,l 

8x2 f)y2 - o ,a<x<b. Yt <Y<Y2 (4-1/a) 

ç)2.,.4(x, y , T) o , :r: = a , Y 1 ~ y ~ Yz (4-17b) 

k* Ô</Jzs-l / c/J o , x = ú, y 1 ~ Y ~ Yz (4-1/c) 2 - Ô- + L3 2s4 
X 

9zs4 (x.y.T) - o , a ~ :r~ b, y = Y1 (4-17d) 

• Ôc/J2s4 h2Td(T) , a ~ x ~ b, y = y2 ( 4-17e) kz "9 + hz<Pzs.t 
<Y 

e. rp2,(x. y, t. r) é a solução do seg,uinte problema homogêneo obtido 

do problema (t1-6): 

84>2h 
fit·a < x < b, .l}l < y < y2 , t > 0(4-18a) 

cP21Jr. y , t , T) - O , ~r; = a., Y.t :::; y ~ Yz, t. > O ( 4-18b) 

• 84>'l.h 
k2 ax + h.3</J2h o ' X= b, Yl ~ y ~ Y?. . t > o (4-18c) 

</J?.h (X. 'IJ, t, T) 0 , a ~ X ~ b, 'IJ = 'IJ J , i: > Ü ( 4-18d) 

Am2,. 
k2-D' ' + h2</J2, O. a~ x ~ b, y = 'IJ2, t > O 

y 
( 4-18e) 

-l 

c/J2h f'z(x , Y) - L 4>2sk(x. y , T) , 
k = l 

a < x s; b, Y1 s; y ~ Y2 , t = O ( 4-18f) 

As soluções dos problemas estacionários ( 4-8) , ( 4-9), 

(4-10) e (4-11), obtidas por separação de variáveis, são, respectiva-

mente. 
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'X) 

(P 1.~1 (x. y , r) - L c;n.Xl (fJn, x)Yt (f3n , y ) ( 4-19) 
n = l 
00 

<?1s2(x. y, r) - L d;nX 2(.Bn, x)Y2(fJn, y) ( 4-20) 
n = l 

·'X> 

c/J1s3(x, y, r) - I: ejnX3("'1n, x) r á(ln . y) (4-21) 
n "" l 
00 

<J> I s4 (X, Y, T) -- L f ;nX .,("fn, .r)Y., ("fn, y) ( 4-22) 
n= l 

onde 

} ~Y2 
cjn = N((J )[-k"1lil. (:? O)+ h X (t'l O)] h tTa(r)Y,(.8n.y)dy 

n 1 dx /J n' ·1 I fJ n' • Yl 

(~23) 

} ( Y2 
djn = N('=l )X ( ·r~ ) Ju A(y, r) Y2(J3n, y)dy 

/Jn 2 !Jn > U Yl 
( 4-24) 

( 4-25) 

as hmções que aparecem nas soluções são: 

( 4-27) 

(4-28) 

UAteS 
IASTEMAS Of Bt8tiO'FECAS. 
WIBU&lltC.l SflORIAL OE MA:TEM·l~ 



x3 ("! n . . r;) .wm.-y11 ( n, - :1;) 

X" h ·n,x) - X3 (-{n , x) 

yl (/3,l \ y) - sen,:)
11
y 

Y2(;Jn · Y) - Yt(/3n,y) 

0. Y.L ('"Yn' !J) - sen.h"fn (?JI - Y) , 

os antovalores sat.isfazern: 

h2 

kj 

ht 

ki 

e a.c;; normas ~ssociadas são rladas[l7] por: 

1 f3; + (~)2 
N(f3n) 

- 2
( )[/32 (l!2.)2] l!2. Y2 - YI n + /;j + hj 

1 ~~ + (~ )2 
e 2 I 

N'- · ' 
-

ah~ + (~ )2
] + ~ · • \ ln) 

I I 

( 4-29) 

( 4-30) 

( 4-31) 

(4-32) 

( 4-34) 

( 4-35) 

( 4-36) 

( 4-37) 

(4-38) 

Resolvendo o problema homogêneo (4-12), lambém por 

separaç-ão ele variáveis ,oht.cmos 

00 00 

cplh(x, y, t, r) = L L CmnX3(1n, x)Yl (f]m, y)e- crl(.B:,+"r?,)t (4-39) 
m=J n= l 

onde 
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As autofnnções são def-inidas como em (11-29) e ( 4<H). 

os autovalores definidos por ( 1-35) e ( 4-36) e as normas por ( 4-37) e 

( 4-:38). 

Agora. resolvendo os problemas estacionários (4-14), 

(4-15), (4-16) e (4-17), obtemos 

= 
q2sl (x . Y· r) - L r.2nX!i(On. x) Ys (On . y) (4-41) 

n=l 
.::>0 

ifJ2s2(x, y, r) - 2:: d2n.X6(0n , :c)Y6(8,1 , y) ( 4-42) 
n=l 
00 

<P2s3(x , y, r ) - L e;nX7(Pn , x)Y7(Pn , y) ( 4-43) 
rl = l 
00 

4>2s4 (x , Y, r) - L finXs(Pn , x)Ys(Pn , y) ( 4-44) 
n=l 

onde 

1 1Y2 
c2n = N(e )X (e ) A(y, T) Y.'l(en ,y)dy 

n 5 " ' a Y1 
( 4-45) 

( 4-46) 

(4-47) 
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1 rb 
f2n = V( )[k*~( ) + I y; ( )] la h2Td(r)Xs(Pn , x)dx, 

1 Pn 2 dy Pn, Y2 t2 s Pn , Y2 · a 

( 4-48) 

as funções en\'olvidas são: 

Xr,(Bn , :r) 
k7_h3 senhBn(b- x) + k?_Bn cosh Bn(b - x) 

( 4-49) -
(k*)202 - h2 2 n 3 

X6(0 11 ,X) - senhBn(a - x) ( 4-50) 

X7(Pn· :r) senpnx (4-51) 

X s(Pn, x) - X1(Pn 1 .c) ( 1-52) 

Y5(0n , y) senB11y ( 4-53) 

YG( Bn . Y) - r:'>(Bn , y) ( 4-51) 

Y7(Pn 1 Y) 
k7.h3 senhpn(Y2- y) + k2Pn coshp11 (Y2- y) ( ,..-) 

( ki )2 P~ - h5 4-v::> 

Ys(Pn , y) - senhpn (Yl - y) 1 ( 4-56) 

os autovalores sat isfazem as equações: 

Bn cot Bn(Y2 - yl) 
h2 

- k* 2 
( 4-57) 

e Pn cot pn(b- a) -
h3 
k2 

( 4-58) 

e as normas são dadas[l7] por: 

( 4-59) 
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1 
( 4-60) e 

N(p,_J 

Já. a solução do problema homogêneo (1-18) pode ser 

escrita como 

= 
' ( t ) ~ ~ d X ( )Y. (O ) -•n(B

2 
+p

2 
)t cp2hx.y,,r= LL m.n 7PwX 5 m, ye '""n ( 4-61) 

m=l n = 1 

onde 

As autofunçõcs são definitlas como em ( 4-51) e ( 4-

53), os autovalores estão definidos por ( 4-57) e ( 4-58) e as normas, por 

(4-59) e (4-60) . 

Substituindo (4-19) a (4-22) e (4-39) em (4-7) e, uti-

lizando (4-4) para j = 1, podemos escrever a solução do problema para 

o meio 1 como: 

Tt(X, y , t) 

(4-63) 

e, substituindo (4-41) a (4-44) e (4-61) em (4-13) utilizando (4-4) 

para j = 2, podemoss escrever a solução do problema para o meio 2 da 

seguinte forma: 

Uflt9S 
S.S't"f~·~S Df 81etiOTECAS 
fJidi:.IOltCA SETORIAl OE MMEMlT~ 
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(4-64) 

No entanto, as soluções obtidas em ( 4-6:3) c ( 4-64) 

não estão completamente determinadas, restando a determinação rle 

A(y, r ). Para isto, usamos a condição de interface (4- lj ), resultando, 

daí, a seguinte equação integral: 

(4-65) 

onde 

(4-66) 
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e 

x Ys(Bm . y')Ys(Bl , y')dx'dy' (4-67) 

ou, de forma mais compacta: 

xA(y", r)dy"dr = g(y, t) ( 4-68) 

onde 

e 

g (y , t) é o segundo membro da igualdade definida por ( 4-65). 

A equação ( 1-68) pode ser escrita como: 

fY2 rt 
}

111 
l-r=O G(y , y11

, t- r)A(y" , r)drdJ/' = g(y , t) (4-71) 

ou ainda da forma: 

1
112 

(G * A)dy" = g(y , t) 
1/J 

( 4-72) 



onde * significa ·: convolução''. 

Nesse caso. a análise da convergência das séries en

volvidas lerá um papel ainda mais importante para garantir o procedi

mento formal aqui usado.E, então, um tratamento numérico adequado 

para a equação ( IJ.-72) também deverá ser investigado. 

Esta metodologia poderá ser extendida para consi

derar outros tipos de condições de contorno, uma vez que as autofunções 

foram utilizadas com notação genérica. 
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5. CONCLUSÕES. 

Acredil.arnos que o presente trabalho realmente evi

dencia. ainda que formalmente. a possibilidade da aplicação do método 

de separação de variáveis à problemas de difusão em meios compostos. 

Além disso, a aplicação do método de separação de variáveis para pro

blemas em vários meios c, até mesmo multidimensionais, está bastante 

relacionada à solução de uma equação integral que poderá ser tratada 

com o uso da transformada de Laplace, já que a referida equação en

volve uma convolução. Esse deverá ser o aspecto básico de tratamento 

numérico do procedimento, a menos de casos específicos. onde a deter

minação dos autovalores também exija soluções numéricas.Isso repre

senta um resultado significativo em relação à outras técnicas apresen

tadas na literatura e citadas nesse trabalho c que envolvem técnicas 

numéricas de forma mais significativa. 

Não podemos dei."<ar de citar a possível simplificação 

desta formulação com a transformação das condições não homogêneas 

nos contornos externos em condições homogêneas, corno descrito em 

Üzisik [17]. Além disso, observamos que esta metodologia serve, t am

bém, para problemas de difusão de massa em uma mistura binária, 

bastando, para isso substituir a temperatura pela concentração e a 

condutividade térmica pelo coeficiente de difusão. 

É claro que, como já foi dito anteriormente, de forma 
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mais geral. apenas soluções formais foram aqui apresentadas. contando 

eom alguns resultados clássicos. A verificação dessas soluções, seguindo 

um tratamento mais rigoroso, deverá ser o passo seguinte dessa pro

posta. juntamente com a determinação de resultados numéricos. 
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