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INTRODUÇÃO 

Seja R um anel Noetheriano reduzido com anel to-

~ -tal de fraçoes Q(R) Se R tem dimens~o um, o Teorema 

de Krull-Akizuki afirma que Q(R) é tal que todo sub-anel en

tre R e Q(R) é Noetheriano. Uma que stão natural é saber se 

este resultado vale para anéis redu z idos de dimens~o maior que 

um. 

No primeiro capítulo, depois de mostrarmos que ele 

-nao vale, procuramos um substituto para Q(R) .Seguindo Matij~ 

vic, introduzimos o conceito de l!Lan .~ ()o:unada g fo ba.f T(R) , de 

finido por T (R) == { E, E: Q (R) I :3 M1 , . .. , Mt ideais máximos <'te R 

tais que ~ Ml , ... ,Mt SR} . Mostramos que t odo sub-anel entre 

R e T (R) é Noetheriano; em dimensão um, T (R) == Q (R) , e por-

tanto temos uma generalizaç~o do Teorema de Krull -Akizuki. Es-

tudamos também o problema da "maximalidade " de T(R) quando R 

e um domínio; mostramos que T(R) é "maximal" se, e somente se, 

o fecho inteiro de R está contido em T(R l mostramos que 

T(R) e "o maior possível " se R e inteiramente fechado. No 



decorrer de nosso estud o , mostramos que se A e um s ub-anel 

entre R e Q(R) I entao todo anel entre R 0 A c Noethe-

riano s e , e só se , para todo s u b- anel [~ en Lre H e A e p~ 

t d R - d. . d B ra o o X E: I nao l.Vl SOr e zero , x·H e um R-módulo f inito. 

Observ amos ainda que I no c uso d(;• H s e r um domín i o 

Noetheriano de dimensão 2 , s e R* = r\ RP e ntão , R * ç T ( R ) 
al tP == l 
P Spec- R 

conseqüentemente , R* e Noe theriano; isto responde a uma per-

gunta antiga de Krull. 

No segundo c apí t ulo , es tudamos algumas p r orr iedades 

d a transformada g lobal T(R) no caso de R se r um domínio 

Noetheriano de dimensão maior que um . O resul tad o princ ipal a-

firma que T(R) ã inteiro sob r e R se, 0 s n se , o f echo in -

-teiro de R nao possui idea i. s máximos el e altura um ; is to s e 

obtêm a parti r de um resultado de vido a Nishimura : s e R e l o 

cal, então T (R I e uma localização de· uma " ce r t a " extensão in 

teira de R . Estudamo s tambêm a e strutura d e ideais pr imos d e 

T (R) Mostramos que se P e u m j deaJ primo de R não máxirro,então 

existe um 6nico primo Q d e T{~l que contr.Ji a P 

te Q temos Rp=T{R )Q ; mostramos ainda que se -M e um i de-

al máximo d e R c om altura maior que um , então existe um ide-

al máximo de T(R) com a mesma al tura que M que s e cont rai 

a M , e que cada ideal máximo d e T(R) se contrai a um ideal 

máximo de R ; disto se ob~ém que dim T(Rl = d im R 



I - SOBR8 A PROP RIEDA DE N08TH8RIANA DOS 

SOBREANÉIS DE UM ANE L R 

Se R e um domínio Noetheriano com co rpo de 

frações K , uma ques tão natural é saber s e todo o domín io com 

preendido entre R e K é Noctheriano. 

O clássico Teorema de Kru ll-Ak i zuki 

afirmativamente es ta questão , se dim R .;,. 1 . .., 

1.1 TEOREMA VE KRLILL - AK1 ZUK1: [ 7 I rreo rema 93] 

responde 

Seja R um domínio Noetheriano com corpo de fra-

çoes K . Se dim R ~ 1 então todo subanel entr e R e K e 

Noetheriano. 

Este teorema será obtido como caso particular de 

uma téoria mais ge ral que v amos d e senvolver . Cabe aqui pergun-

tar se o resul tado é vál ido para um domí nio R com dimR ~ 2. 

Verif i camos que, na realidade , o resultado e sempre falso , con 

forme mostra a próxima proposição . 
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1.2 PROPOSIÇÃO: 

Seja R um domínio Noetheriano com corpo de f ra-

-çoes K • Se dim R l , então e xiste um domínio não Noethe-

riano e ntre R e K 

PJt.ova. : 

Suponhamos que dim R · l e que todo o domínio 

entre R e K seja Noetheri a no. Sejam P e Q ideais pri-

mos distintos de R com ( 0) c P cQ . Tomemos x • P , x i O e 

y e: Q , y nao pertencente a nenhum ideal primo mínimo de x . Se 

ja T R(x 
X X X . . . ] I (x X xi, . .. )'r . = , y' - 2 I ... e = 'y i I , ... 

-4 
y y y 

Como RçTçK e ntão, T e um domínio Noetheriano , portan to , I 

e um ideal fini t amente gerado . Temos a ssim que , para a lgum 

k E N 

a: o 

com a 

X 
I = (x , 

y 
f .... ~) , k . Uma vez que X .. I k+T f_ existem 

y 

... ~ element os de 

l ogo, 1 = y . f 
1 

, com 

e a .. 
lJ 

elementos de 

T tai s que 

y 

X 
k+l = 

y 

X 
aox+aly+ ... + 

f 1 c T . Portanto , l=y( a + l: 
xi 

a .. - .) 
lJ YJ 

R . Então , t omando 

i >O 
j ;;:O 

m= max{ j/a .. ;iO } 
lJ 

m segue que y (1- ay) € x R Com isto, concluímos que , para al 

gum t E N , 
t 

( 1 - ay) E X R , j á q ue y não está em ne nhum ideal 

primo mínimo de x . Como x R<:= Q , temos que 1 - ya 1 Q , o que 

é um absurdo pois Y > Q e Q e um ideal primo próprio d e R. 

Observe que , dado um anel Noetheri a no R com anel 
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total de fraç6es Q(R) , sempre existe um subanel B , entre 

R e Q{R) , tal que todo o subaneJ e ntre R e B sej a Noe-

theriano. Basta tomar B ==R ou B um R- módulo f in i to . Em 

vista disto e da Proposiç~o {1 . 2) ã natural question a r a exis 

tência de um ma ior subanel B com esta propriedade. 

Para facili tar a linguagem f a zemos a seguinte de 

finição : 

1.3 VEFINIÇÃO: 

Sej a R um a ne l com a ne l t otal de f r ações Q(R) . 

Seja B 
~ 

um subanel entre R e Q (R) 

Dizemos que {R , B) e um ).l(~:!__,\J"e ~~~.!_(! lU • se todo 

o subanel entre R e B é Noetheriano; dizemos que o par 

Noetheriano (R,B) e maxima.e s e B se s Q (R) e e par 

Noethe..-iano implica que B == C ; di zcmos qu e (R , B) c o ma..{.;fl 

par Noetheriano se e o úni co par Noethcriano Jnaxj mal . 

Obse rvemos que para domí nios Noctherianos d e di-

mensao maior que um, nem s e mpre existe um maior par Noetheria 

no, como mostra o e xemplo seguinte . 

1. 4 EXEMPLO : 

Sej a R um domínio Noetheriano de d i mensão dois, 

tal que, e ntre R e s eu fecho R e xiste um domínio não Noe

theriano [9 , Apêndice, Exemplo 4 J . Suponhamos que exista um 

maior par Noetheri ano E: claro que R~B . Seja x ~: R,B. 
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Como R(x ] é um R-módulo finit o , (R ,R[x ~) e um par Noetheri~ 

no, conseqüentemente, R[x]çB , o que n~o pode acontecer visto 

que x i B . 

Em virtude deste exemplo , devemos nos restringir a 

perguntar s e , dado um anel Noetheriano R com anel tota l de 

frações Q(R) , existe um subanel B , entre R e Q(R) de no 

do que (R , B) seja um par Noeth e riilno max1mal. Vamos procurar 

um anel B que, no caso de R ser um domínio Noetheriano uni 

dimensional, corresponda ao corpo de frações de R . Desta for 

ma , teremos uma generalização do Teorema de Krull-Akizuki . t 

com este objetivo que Matijevic introduz o conceito seguinte: 
~ 

1.5 VEFINIÇJ\0: 

Seja R um anel Noetheriano com anel total de fra 

-çoes Q(R) . A tltaH~6oJt.mada ç.jl:.obae de R e T(R) = f x f Q(R) 1 

]M1 , . .. ,Mt E: SpecMaxR, xM1 . .. MtsR 1 . 

A idéia de definir T(R) como acima surge , segun-

do o próprio Ma tijevic, da observação do Teorema de Krull-Akizuki. 

Notemos que, quando R e um domínio Noetheriano unidimensio-

nal com corpo de frações K , T (R) = K . De fato, tomando y E: K 

temos que com a, b t: R , b ~ O . Sejam M1 , ... ,Mt os ide 

ais p~imos associados a b Tais ideais são em numero fin ito, 

-pois R e Noetheriano e sao maximais pois R e unid imensio-

nal. Temos que 

logo para algum 

/(bf = M{"' . .. 1\Mt = Ml 

k k c N (Ml ... Mt) ç (b) 

Mt [ l,Proposição 1 .1 0) 

k portanto , y (~ . . • Mt) c;; R. 

Para domínios Noetherianos podemos obter uma nova 
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caracterização da transformada global, o que está fe ito na pr~ 

xima proposiçao . 

1.6 PROPOSIÇÃ O: 

Seja H um domínio Noetheriano e 13 = { P 1 Spec R I 

P não e ideal máximo de R } . Temos que 'L' (R) = /'., RP • 
P ( B 

P.ttova.: 

almente que, 

• 
tem r e: R e 

a que, b e: T(R) 

tais que 

Se B = <P I então n R - K - T (R) p E B -p - -

Consideremos agora o caso B j <P • Observe mos inici 

dado ideal p f 13 
a 

!), um I b 

s H\P tais a r qu e 0U 
b s 

Mos tremos que T (R)Ç ~ l~ 
P f B 

se , e somente se, exis 

~c ja , ( h : a)~P . 

Para isto , notemos 

s e , e somente se , existem M
1

, . . . ,Mt • Spec MaxR 

ou seja , 

Então, é claro que , se P e um ideal pr.1mo 

de R que não é máximo , devemos ter ( b : a) ~ P pois, do contrá 

rio , teríamos que, para algum i I 1 (. i ~ t , p = M. . Decorre da 
l. 

a 
~ RP b € . 
p €. B 

obs ervação feita no início que 

Mostremos agora que ~ Rpç T(R) . Para isto, to 
p I B 

roe mos ~ E ~ RP . Decorre da observação inicial que, qualquer 
P t: B 

que seja o ideal primo P E B , (b :a ) f P . •remos então dois ca

sos a considerar: 

a) Os Únicos ideais primos que contém (b:a) são ideais máxi-
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mos. Então, como R é Noetheriano, temos um numero finito de 
t 

tais ideais, digamos M
1

, .. . ,Mt e ~a) = /\ M .• Segue daí 
l i= l 

e do 
t 

fato de s er R Noetheriano que, para algum k E: N I 

[ rr 
i=l 

a 
. Portanto , b T (R) 

b) (b:a) = R . Neste caso , 1 c (b : a) 

Ê e: T(R) 

a 
logo, b r R portan t o, 

1. 7 COROLÁRI O: 

Se R e um dominio Noetheriano com fecho i nteiro 

R e B e um dorni nio Noetheriano entre R e R ,entãoT(R) c T(B) . 

PJtova. : 

Seja P 1 um ideal primo não máximo de B e seja 

P=P'/\R Ent~o , P e um i de a l primo n~o mãximo de H , uma 

vez que B e urna extens ão inteira de R . Logo , T(R) = ~ BQ 
Q e: Spec R 

O t s pec.Max R 

. Portanto, T (R)Ç ~ 1 OU se j a 1 T ( R) ç T ( B) . 
P 1 e: Spec B 

P 1 i Spec Max R 

Um dos ob jetivos deste capi tulo s e r á mostrar q ue 

(R , T(R)~ e um p a r Noetheriano , se R for um anel Noether iano 

reduzido, isto é , s em e l e me ntos nilpotentes nã o nulos . Este r~ 

sultado generaliza o Teorema d e Krul l - Aki zuki . Um outro s e r a 

investigar quando (R , T(R)) é um par Noetheriano maximal . Em 

vista disso, será convenie n t e caract erizar mos os pares Noethe -



7 

rianos. 

Obser vamos que , para provar o Teorema d e Krull-

Akizuki, mostra- se inicialmente que, dado um domínio Noeth e -

riano R , com corpo de frações K e dim R ~ 1 a fi rma r 

que (R,K ) e um par Noether iano e equivalen te a af irmar que , 

-para todo o s ubane l A entre R e K e todo elemen t o nao 

nulo x e: R , A/x A é um R- módulo finito [ 7 , Teor e ma 93 }. De 

fato , esta é a equivalência que pode ser g eneralizad a para do 

rnínios Noetherianos de dimensão maior que um e a t é mesmo para 

anéis Noetheria nos r edu zidos . I s to é o que f aremos no p róx imo 

Teorema, cuj a prova é urna adaptação da demonstração fei t a por 

Wadsworth [1 2, Teorema 2] . .. 

1. 8 TEOR EMA : 

Seja R um anel Noetheriano r e duzido, Q(R) seu 

anel total d e frações e D um subane l entre R e Q(R) O ., 
par (R, D) e Noet her i ano se / e somente s e / para todo subanel 

A e ntre R e D e qualquer que seja x não divisor de ze-

ro de R , A/x A é um R-módulo finito. 

Antes de pr ov armo s o Teor ema , enunciamo s e p rova-

remos três lemas que serão utilizados n a s ua demonstração. 

7. 9 LE MA: ·--
Se P é um ideal primo mínimo do anel A , e n tão 

todo o e lemento de P é d i visor de zero . 

PJto va : 
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Denotemos por V o conjun t o dos divisore s de zero 

de A . Consideremos S ={ a b ja I P e b i V } . S e um sistema 

multiplicativo d e A que não cont ém zero . Sej a Q um elemen-

to máximo da famili a dos ideais de A -q ue nao encontram s . 

Q é um ideal primo de A [7 , Teore ma 1 . Afirmamos que P = Qc;V. 

De fato, cas9 existisse x € Q\. P , como x = x.l com x i P e 

1 i V , teriamos x E S , o que con t rari a o fa to de s er Q dis -

junto de S . Já que P e um ideal primo minimo de A e Q~ P, 

então Q = P Por outro lado , se existisse x f_ Q\ V , como x = 

1 . x com 1 i P e x i V , ter i amos x l S , o que e absurdo 

pois Qf\ s = 4> Com isto , fica provado que P c;; V , l ogo , 

elementos d e P são divisores d e zero . .. 

1 • 1 o LEMA : 

1\ 

o s 

Seja R um anel Noetheriano reduzido com a nel to-

tal de frações Q (R) Então , dim Q( R) = O e , se B e um sub-

ane l qualquer entre R e Q(R) , o número de ideai s primos mi 

nimos de B é fini to . 

Pitava.: 

Sejam P1 , ... ,Pt os ideai s primos minimos de R , 

-que sao em numero finito pois 
t 

anel reduzido, (0) = ITõ) = /'\ 
i= l 

ção primária temos que o ide al 

imersos conseqüentemente , Q(R) 

R 

P. 
1 

é Noe theriano . Como R e um 

. Pela unic i d a de da decompos! 

(o) de R n ao pos s ui primos 

tem di mensão zero e possui um 

número finito de ide ais primos, uma vez que Q ( R) = R D P. 

i=l 1 
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Por outro lado, Q(R) também é o anel total de frações de B 

logo, Q(R) =Bv , onde V= {x c B [ x não é divisor de zero de B}. 

Então podemos afirmar que existe apenas um nfimero fini to de i-

deais primos de B que não encontram V e assim, concluir que 

B possui um numero finito de ideais primos minimos, já que 

qualquer ideal primo mínimo de B n~o encon tra V (Lema 1.9). 

1 • 1 1 LEMA: 

Seja B um anel reduzido. Se B possui um numero 

finito de ideais primos mínimos e, se para cada ideal primo mi 

nimo P 

Pttova.: 

Temos que 
~ 

de B 
B ' p é Noetheriano, então B é Noeth eriano. 

Sejam P1 , ... ,Pt os ideais primos mínimos de B . 
t 

í\ P. = (0) pois , do contrilr i o , te ríamos um elemen 
i=l 1 

to nilpotente - nulo B Então, B 
B B na o em como -

TOT t 
/'\ P . 
i =l 1 

basta mostrar B Noetheriano que t e para que possamos CO!! 
/\ P. 
i=l 1 

cluir a prova. 

Mostremos por indução em n que, se n ~ t então 

B é um B- módulo Noetheriano. n 
{"\ P. 
i=l 1 • 

para todo 

no, então 

i 

B 
P. 

1 

Para n = 1 a afirmativa é verdadeira pois , como 

1 ~ i ~ t , por hipótese B 
P. 

1 

é um B-módulo Noetheriano . 

é um anel Noetheria-
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Suponhamos que seja válida para n t . Seja 
n 

P=í\ P. e tomemos a se<;uint e seqüência de B-módulos 
i=l 1. 

Pn+l t B tjJ B onde T (X +P/\ P l) o- Pf"'\P - - ---0 = 
n+l Pf\P n+l Pn+l n+ 

x+P/\Pn+l e tjJ (x+PI\Pn+l ) = x+Pn+l . Claramente esta e uma 

seqüência exata de B-módulos. Basta provar que 

B 

Pn+l 
são B-módulos Noetherianos para concluir que 

e 

um B-rnódulo Noetheriano [! , Proposição 6 . 3] e com isto termi-

nar a indução. E, de fato isto ocorre . B 
pOlS , -p-- e um B- módu 

lo Noetheriano e 

pn+l 

PAP n+l 
z 

P + P n+l 
p 

P n+l 
P/\P l n+ 

n+l 

e um B-módulo Noetheriano 

e este Últi mo e um T3-submódulo <lc B 
p 

la hipótese de indução e um B-mõdulo Noetheriano . 

I , , 

porque 

que, p~ 

Passamos agora a prova do Teorema já e nunciado. 

Pnova do Teo~ema 1. 8: 

Suponhamos que (R , D) seja um par Noetheriano . S~ 

-ja A um anel entre R e D e x um elemento de R , nao 

divisor de zero de R . ~ 1 ( ) l.StO e , - E Q R 
X 

R + x A • • Como R ç R + x A ç A c;;. D , R + x A 

Conside remos o anel 

e um anel Noetheria-

1 no . Por outro lado , Ac;; -(R+ x A) 
X 

portanto , A e um R+xA 

A R+xA 
módulo finito e , conseqüentemente, x A e um x A módulo 

f in i to . Como R+ x A é um R-módulo gerado por 1 + x A te-
xA 

mos que A 
xA é um R-módulo finito . 
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Vale aqui observar que a hipótese de que R e um 

anel reduzido não foi utilizada nesta parte da demonstração . 

Mostremos a gora que val e a recíproca . Seja A um 

anel entre R e D Corno R é um anel reduzido então A tarn 

bérn o é . Pelo Lema 1 . 10 I A possui um numero finito de ide-

ais primos rnin irnos então , se mostrarmos que A 
p e um a nel Noe 

theriano para todo o ideal primo míni mo P de A , de correrá 

do Lema 1.11 que A é Noeth e riano . Seja então Q um ideal 

primo mínimo de A . Vamos most r ar que todos os ideais primos 

de A são fini tament e qerados 
Q 

[ ? , Teorema 8] . Se ja J um ideal 

primo de A Õ . Podemos supor J f (O) • Seja J o ide al primo 

de A tal que Q c;. J e J 
J = Õ . Afirmamos que J possui um 

1 

elemento não divisor de zero de A . Para j ustificar es ta a-

fi rmação observemos pri meiramente que pelo Lema 1.10 1 dimQ(R) =O . 

Por outro lado , Q(R) t ambém ê o ane l total de fraç6cs de A , 

portanto, Q (R) = Av , onde V = {a L A J a - -nao e divisor de zero 

de A } • Se todos os elementos de J fossem divisore s de ze -

,..o em A , teríamos J f\ V = cl> e I conseqüenteme nte 1 Q. Q (R) ç;;, 

J .Q (R) ~ Q(R) I o que contraria o f a to de dime nsão de Q(R) ser 

zero . Seja -b E: J , nao divisor de zero de A . Exis tem , X e 

X y em R tais que y na o e divisor de zero de R e b=-y 

Então, X e um eleme nto -na o divisor de zero de Jf\ R Pela 

hipótese feita , R-módulo A fini to logo , A um anel o xA e xA e 

Noeb.h.ea:-iano; conseqüentemente , o ideal J 
xA é finitamente g~ 

rado portanto , J é um ideal finitame nte gerado e dai decorre 

que J = ..;!_ é um i ãeal fini tame nte ge rado. 
Q 



12 

O próximo Teorema é devido a Matijevic l8 , Teorema] . 

Como conseqüência imediata teremos que, se R é um a nel Noe-

theriano redu zido, então {R,T{R)) c um par Noetheriano . 

1 • 1 2 TEOREMA: [ 8 , 'J'eurcn1.:11 

Se R e um anel Noetheriano e A é um subanel en 

tre R e T(R) então , para cada x · R , não divisor de zero , 

A 
xA e um R- módulo fini to. 

P.ttova. : 

Para provar q u e A 
xA e um R-módulo finit o , mostra 

remos que existe n ~- N tal que As,Rx -n +xA de onde d e cor-I .. 
-n 

rera que A 
xA e um R- subm5dulo de 

R X + x A 
xA e, como este e um 

R-módulo Noetheri ano , uma vez que e gerado como R-módulo por 

-n 
x + x A , teremos en tão a validade da tese . 

~ Inicia lmente mos t remos qu e , para cada a 1 A , ex is 

te k ~O tal que -k a t R x + x A . Tomemos a r A . Se a E: R , ba~ 

t a tomar k = O . Podemos supor então que a E A'-R . Denotemos 

por J o seguinte conj unto J = {x ~ RIxa c R} . Como a E A e 

A , por sua v ez , e um s ubcon j unto de T(R) , existe um numero 

finito de ideais máximos de R , digamos M
1

, ... ,Mt tais q ue 

a Ml ... Mt ç R . Pela 

Consideremos o anel 

definição de J concluímos c~e 

R 
J . Obse rvemos que , por ser R um anel 

R Noetheriano , J també m s era. Além disto, todo o i deal p rimo P 

de R 
J 

é da forma 
p 

P =- , onde 
J 

p e um ideal primo de R que 

Mt , temos que , para algum i , 1 ~ i~ t, 

P = M. • Ois to, decorre que todo o ideal primo de 
~ 

R 
J 

é um ideal 
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máximo de R J . Conseqüentemente, 
R 
J é um anel Artiniano [ l, Te2 

rema 8 . 5] . Portanto, a seqüência de ideais (x) + J (x
2 ) + J 

J J 

.•. estabiliza-se . Logo , para algum k ~O temos k k+l 
( X ) + J = (X ) +J 1 

o que implica a existência de elemcn tos r f R e j s J tais 

k k+l k k+l . que x = r x + j . Daí, temos que a x = a r x + a J ou s e -

. - k -k ja, a= a r x +a J x , o que nos permite af irmar que a E (Ax+Rx ) , 

pois a j t: R , visto que j l J . 

Mostremos agora que x Aí\ R 
X R 

é um R-módulo de com-

primento finito. Como x Aí\ R e um ideal do anel Noeth eriano 

R 1 é finitamente ger ado. Sejam x a 1 , .. . , x aw os seus gerado-

res, onde para cada i, l~i~w X Af\ R , ai F A. Então, _x_ H __ 

um R-módulo gerado por x a 1 + x R, ... , x aw + xR. Como 
~ 

a. E A 
1 

ser a 

e 

A ç T(R) 1 para cada i , 1~ i~ w , ex iste um ideal I. , que e 
1 

um produto finito de ideais máx imos de R , tal que I i ai c;; R . 

Tomando I = I l ... Iw temos que , para todo i f 1.:: i ~ w , Ia .cR. 
l-

xAI\R r xR Com i~to , I ~ = O xR xR 
X Aí\ R 

logo, I ç an ( x R ) . Decorre daí 

que x A/"\ R 
xR é um y-módu l o finitamente gerado . O anel R 

I 
e um 

anel Noetheriano e Artiniano, uma vez que R é um anel Noethe

riano e I e um produto de ideais máximos de R (1 , Teorema 8.5] . 

x A/"\ R R - R Por outro lado, x R é um 1 -módulo finito, portanto, e um I 

módulo Artiniano e Noetheriano, de onde se conclui que é um R-

módulo Artiniano e Noetheriano, uma vez que I está contido no 

anulador do R- módulo 
• 

xA í"\ R 
xR 

xAf"\R 
Logo 1 x R 

comprimento finito (l 1 Proposição 6 . 8] . 

e um R- módulo de 

Consideremos agora a seqüência de ideais de R 

h 
I h = ( x A f\ R 1 x R) 1 h c N . Co mo para todo h E N 

e, c omo X A I"'R 
xR 

e um R-módulo de comprimento finito , a seqüên-
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cia de R-módulos 
Ih 

f x R 1h ;·O estabiliza-se . Portanto exis te n CN 

tal que = 
I 

n 
xR 1 pa ra todo h ;, n , logo lh , I . Mostremos que e s 

n -

te é um · valor de n para o qual terros que - n 
A ç; R x + x A . Su-

ponhamos que exi sta a "" A' R tal que 
-n 

a I R x + x A . Como s a-

bemos que existe k ~ N tal que 
- k 

a • R x + x A , d evemos ter 

k > n pois, do contrário como 
-k a = r x + x a

1 
com r L R e a

1 
e: A, 

ter emos 
n- k -n 

a =rx x + xa 1 
-n e , conseqtlentemente , a · R x +x A, 

uma vez que n- k , O . Sej a m o menor natural maior que ou i 

g ual a n , para o qual temos que 
- m a 1 R x + x A . E xis tem r I f~ R 

e · a' e: A tais que 
-m 

a= r I x + x a 1 
• Daí decorre que 

m+l m r 1 + x a 1 
, de onde segue que x (a - x a 1

) =r 1 
• 

(\R 
m logo, x (a - x a 1 

) r I 
m 

. Como 

m 
a x = 

Portanto , 

m~ n, I = m 
m m+l logo , x (a - x a ' ) = x a" + x r" pa r a algum r " c R e 

a " e: A . Daí obtemos que 
- (m-1) 

a = x (a " +a ' ) + r " x 1 o que imp li_ 

c a que a E R X - ( m-l ) + x A · t t · h · - t f · t . e 1s o con rar1a a 1po es e e 1 a p~ 

ra m ~ Assim, fica provado que 
-n A ç R x + x A , o que completa 

a demonstração . 

O próx imo Teorema e, de fato, u m corolãrio do Teor~ 

ma 1 . 12 e se constitui num dos resultados relevantes deste ca-

p ítulo. ~ uma general ização do Te orema de Krull-Aki zuki para 

ané is Noetherianos reduzidos. 

1 • 1 3 TEOREMA: . 8 , Co rolári o-
- j 

Se R e um a nel Noe t h e riano r e duzido, entao (R,T(R)) 

e um par Noetheriano . 



15 

PJtov a : 

Decorre imediatame nte de 1.8 e 1 . 12 . 

Na p róxima Propos ição , obtemos um re s ultado interes 

sante sobre a c ontração de ide ai s máximos e m pares Noe t h eria-

nos . 

1 • 1 4 PROPOSI ÇÃO : 

Seja R um domínio Noe theriano com d i m R ~ 2 • 

Se (R,D) e um p ar Noethe riano e M e um ideal ma 

ximo de D , então M/\R e um ideal máximo de R . 

Em p art icular , se M e um i deal máx i mo de T(R) 

então Mf\R é um ideal máximo de R . 

P tr.o v a :~ 

Seja M um ideal máximo d e O . Como di m R> 1 e 

(R I D) e um par Noetheriano , e ntão -o nao e cor po de frações 

de R . Logo, existe um ele mento não nulo x , x é M, \R . Pe lo 

D Teorema 1 . 8 , 
x D 

o é um R-módulo fi ni to . Portanto , c um R-mó 
M 

dulo fin i to, u ma vez que exis te um homomorf ismo de R-módulos 

de D 
xD sobre D D 

M . Assim s endo , M R -e um MnR-modulo f i nito 

Temos então que a extens ão R c.... D 
MAR M 

é inteira . Como M e 

um ideal máximo de D D , M e um corpo . Segue daí e do fato da 

extensão ser inte ira que Mf\ R e um ideal má x imo 

de R . 
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Como j& vimos anteriormen te , se R e um anel Noe-

theriano e B e um R-módulo finito , (R , B) c um par Noethe -

riano . ~ importan te aqui sal ientar que T(R) nem sempre s e rá 

um R-módulo f inito. Conforme veremo s no Teorema 2. 6 , b asta que 

o f echo in teiro de R possua um ideal máx imo de alturaurn p~ 

r a que T ( R) não sej a um R-módu lo finito já que , nes te caso , 

não será uma extensão inteira de R . 

~ natural , neste pon to , questionar a pos sibi lida de 

de general ização dos Teoremas 1.8 e 1 . 13 , para um ane l Noethe 

riano qualquer R , retirando-se a h ipótese d e que R d e ve 

ser um anel reduzido . Veremos um exemplo , no final do próximo 

capitu lo, d e um ane l local R , Noet heriano, não r eduzido e 
~ 

cuj a transformada g l obal não é Noetheriana . Com isto , e ime-

-diato que o Teorema 1 . 13 nao pode ser generalizado. O mesmo 

val e para o Teorema 1 . 8 pois , se fos s e possível uma generali

zação teríamos, como decorrênci a do Teorema 1 . 1 2 que T(R) se 
~ 

ria um anel Noetheriano . 

Observando a def inição da transforma da globa l de 

um anel Noet he r iano R ve rificamos que , quando R e um a ne l 

semi-local com ideais máximos M
1

, . •• , Mt e radica l Al te-

mos que, x e: T(R) se , e somente se , existem j 1, ... , jt N tais 

que 
il it k 

X M l . . . Mt Ç R ou seja , x Ai C H para a lgum k l N . O 

conjunto dos elementos x do anel to tal de frações de R p~ 

• k 
ra os quais temos que, para algum k N , x AI ç R e exa tame n 

te o que ch amamos de transformada global do ideal M Mais 

genericamente, faze mos a segui nte definição : 

1 • 1 5 VEFTNIÇÃO: 

, ti' . 
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Seja R um anel com anel total de frações Q(R) e 

I um ideal de R . A t'LanJ.J (jo JUH Ctda rio i rl ca t 1 , que denotamos 

por R(I), é definida da seguinte mane ira: R(I) = {x f Q(R) j3n E: N, 

x In Ç R } • 

Com base nesta definição, a observação ante rior nos 

diz que, quando R e um anel semi- local Noetheriano com radi-

cal M , T(R) = R(JIA) Assim sendo, se R é reduzido, pelo Teo 

rema 1 . 13 ternos que (R,R(M)) é um par Noetheriano. Mais ge-

ralrnente, se R é um anel Noetheriano e M é um produto fini 

to de ~deais máximos de R, R(M)çT(R) portanto, se R e re 

duzido, (R, R (M) ) e um par Noetheriano. Visto isto , é natural 

questionar a possibilidade de generalização de ste fato para 

transformadas de ideais outros que não máximos. 

~ Mostraremos com um exemplo que, mesmo tomando um do 

rninio local Noetheriano e um ideal primo p não máximo, - -nao e 

possível garantir qu e o par (R,R(P ) ) seja Noetheriano. 

1 • 7 6 EXEMPLO: 

Seja R = k [X, Y] (X, Y} , onde X e Y 

nadas e k e um corpo qualquer. Seja P = (X) 

-sao indetermi 

Afirmamos que R(P) = R
8 

onde 
2 

S = {l,X , X , ••• } . De 

fato, se a E: R(P} , então existe n E N tal que n a P c. R • Por-

n tanto, a X E: R e com isto temos que o:~ R8 , o que prova a in 

clusão R(P)~RS . Para provar a inclusão no outro sentido, to 

rnemos a e: R
8 

. Pela definição de S devemos ter que, para al-
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gurn n E: N , 
n a X <-.: R 

n e conseqtientementc , r:t P <;; R , uma vez que 

Seja A = k [X , Y/X , ... , Y/Xn, ... J N , o nde N = (X,Y/X, .. . ). 

Afirmamos que R ç A ç R (P) . Para provarmos que R ç A , 

observarmos que k [x , Y] ç k [x , Y/X , , . . , Y/Xn , .. ·l e que 

basta 

(X , Y) = 

(X , Y /X, •. . , Y /Xn , . .. ) k [X , Y /X , . .. , Y /X n, .. . J (\ k [X, Y] Portanto , 

R=k(X,Y](X,Y)ç; k[X , Y/X , . . . ] N =A . Par a provarmos qu e A ç; R(P)= 

Rs , observemos que , como k[X,Y/X , ... ]ç k[X , Y]s ç Rs = R(P ) 

basta mostrarmos que , s e R c k [X , Y/X , . . . ]'-.(X , Y/X , . . . ) , então 

1 B E: RS • De f a to , isto ocorre pois , para um tal e leme nto B , ~ 

xis t em e y (X , Y) s k ( X , Y]""- (X,Y) tais que 
i j 

rJ, = X Y y (X , Y) 

0' 
Devemo1; ter m~i e j=O . Caso oontrário , 1{,_ (X , Y/X , ... , Y/~, ... )k[X, Y/X, .. J. 
Portanto, S=y (;~~) logo, i e k[X,Y)(X , Y) =R, uma vez que 

X 

y (X ,Y) c k i X , Y j '-. (X , Y) . O anel A não é Noetheriano , já q ue 

f\ Xn .A2{ Y }[ l , Corolário 10.18]. 
n > O ., 

Dado um dominio Noe theriano R , já vimos que o prQ 

b lema de dete rminaçio do maior par Noethe riano pode não ter SQ 

lução . Mas , caso R sej a inteiramente f echado , a solução e xis 

te , conforme mostra o Teorema seguinte . 

1 • 1 7 TEOR EMA: 

Se R e um domínio Noetheriano inteiramente fecha-

~ -do , entao ( R, T(R}) e o maior par Noetheriano. 

Na prova do Teorema 1 . 1 7 utilizamos o r esultado paE 

ticular seguinte. 
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1 . 18 LEMA : [ 12 , Te orema 9] 

Seja R um domlnio local , com dim R-;.- 2 . Se (R , D) 

é wn par Noetheriano e R é inteirarrente fechado em D , e ntão R = D 

Em particular, se R e inte iramente f echado e 

( R, D) e um par Noetheriano , então R = D. 

PJtova. : 

Seja K o corpo de frações de R . Suponhamo s que 

(R,D) s eja um pa r Noetheriano . Seja M o ideal máximo de R. 

Suponhamos que exista d ( D'R Se ja X uma inde-

termi~ada e ~ : R[x] ~ R[d) o homomorfismo canônico que e n

via X em d . Vamos cons i de rar dois casos : N( <l> ) ç M(X] e 

N (~) f M[x] , onde N( ~ ) e o núcleo de ~r> . 

Se N( ~)cM[X ] então N( ~ )cM[x] , uma vez que , d~ 

do m~ M - { O } , temos que m c M [X J e m i N ( <P) Assim sendo , 

temos que o i deal !:!ltl e um N ( ~ ) 

di s to , R /N ( $ ) Wx+ ~ (x1 "" M / N ( ~ ) X 

R- módulo finito. Como R(d) -
t ê ncia de um ideal próprio I 

ideal próprio de BM 
N ( <P l 

R -portanto, /N ( ~ ) na o 
M /N( ~ ) 

R [x] 
N ( $) 

de 

pode mos garantir a 

R[d) tal que Rfd] 
I 

Além 

e um 

exis -

nao e 

I ;-!(O l . Logo , to-

- -
um R-módulo finito . If\R~ (0) , uma ve z que 

mando x e: ( Ií\ R) '\. (O) , temo s que ~ nao e um R-módulo 
• 

f . ·t t- . Rrd1 1 n1 o , caso con rar1o , ~ seria um R- módulo finito , já que 

e xis te um homomorfismo de R- módulos de R(SIJ . 
XRTdT sobre ~ 

I 

Como e s tamos supondo que o par (R,D) e Noetheriano,pelo Teo 

1 8 Hlª--1 - ~ -r ema . , XRTdT e um R-modulo finito, o que contradiz o q ue 
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já foi visto . 

Se N( cl>) cf M[X] , existe um polinômio f(X) c R[x] 

que se anula em d e que possui um dos coeficientes fora de 

M , isto é , inversível . Por [7 , Teorema 67] temos que - 1 
d e: R, 

uma vez que d i R (observe que a demonstração de [7,Teorema 67] 

é válida com a hipótese R inteiramente fechado em R[u]) . s~ 

ja I um ideal máximo de R(d] . Como (R, R[d]) e um par 

Noetheriano e dim R) 2 , pela Proposição 1.14 temos que 

II\R = M , já que R é um domínio local. Como d - l r M pois 

e d i R , temos que 
-1 

l=d.d f I , o que e um absurdo. 

Portanto, como a) e b) conduzem a contradiçÕes,co~ 

cluimos que não exis te d c D\ R . Assim, devemos ter D ç R ... 

PJtova do Te.oJte.ma 1 . 17: 

Seja K o corpo de frações de R . 

Quando dim R = 1 , T (R) = K e o teorema é válido . 

Suponhamos dim R > 1 . Mostremos por redução a o ab-

surdo. Seja D um subanel entre R e K tal que (R , D) se 

ja um par Noetheriano . Suponhamos que exista t r D\T(R) Pe-

la Proposição 1.6, e xiste um ideal primo não máximo P de R, 

tal que ti~ . Claramente , (0) c P pois, se P = (0) então 

t e: ~ = K • Além disso, existe um ideal máximo M de R tal 
I 

que PC. M I logo , RM Ç ~ portanto, t r RM . Afirmamos que 

( R. D ) e um par Noetheriano. De fato , se A é um subanel -M I R'M 

entre ~ e DR,M , temos que Ar\D e um domínio Noetheria -

no, já que Rc:=Af\ DçD . Portanto, (A/\ D)R ' M e um domínio 
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Noetheriano. Por outro lado , 

= A logo, A e um domínio Noetheriano . 

Como R é inteiramente fechado , então Rtvl 

o é . Al ém disso , dim R ;- 2 , pois al L( Ml , 2 , uma 
M 

Af\D 
R'.,M 

também 

vez que 

(O) c PcM . Portan to , pelo Lema 1 . 18, OR\ M = RM. Mas , isto e 

absurdo pois t L DR\M\ RM 

Se R e um domí n io e (R , D) e um par Noe theriano, 

não sabemos, em geral , determinar se ( R,D) é maximal . A solu 

-çao deste problema para D = T (R) , que e um do s objetos des te 

capítulo, é obtida no próximo Teorema . .. 
1. 79 TEOREMA : 

Seja R um domÍnio Noetheriano com fecho inteiro 

R • 

O par Noetheriano (R , T(R) ) 

t e se, R ç., T (R) 

e maximal s e , e somen-

Antes de provarmos o Teorema q u e remos observar q ue 

exe mplos onde R <J= T (R) -sao abundantes . Se R possu i um ideal 

primo não máximo P , sobre o qual existe mai s que um ideal pr! 

mo de R , então R cfT (R) De fa to, se RÇ.T(R) , então R ç,R 

c;;T(R)~RP conseqüentemente , ~çR.R,P ÇRP portanto, existe um 

só ideal primo de R sobre o ideal P de R Um exemplo de 

domlnio onde R~ T (R) e R= Z [x2
- l} , s e ndo X uma indetermi 

nada. Neste caso , R=z[x] e o ideal cx 2
-l)R e um ideal pr! 

mo não máximo de R , sobre o qual existem dois ideais primos 
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de R, a saber (X -l )R e (X+l)R 

O próximo Lema é uma decorrência do Teorema 1 . 13 e 

do Corolário 1.7 e será utili zado para a p r ova do Teorema 1.19 

e também no segundo capítulo . 

1. 20 LEMA: 

Seja R um domínio Noetheriano com fecho inteiro 

- -R e seja R= R/\T (R) . Então, T(R) = T(R) 

PJt.ova: 

' 
Decorre do Corolário 1. 7 que T (R) c;. T (R) , uma vez 

_ 4 

que R e um domín io Noethe riano pe lo Teorema 1 . 1 3 . Para pro-

varmos a outra inclusão tomemos P um ideal primo não máximo 

de R . Como R s R GT ( Rl G ~ , l ocalizando, obtemos RP ç RR,-i 

T(R) R\f c;.~ logo, RR~ = ~ . Assim, existe um único ideal pr~ 

mo p de R tal que p f\ R= p . Além disto, p e um ideal -na o 

máximo de R poi s p e um ideal pr imo - máximo de R nao e a 

extensão - Também -RC..R e inteira . temo s q ue Rp = Rp . Port an 

- -
Q i Spec Max R 

P!t.ova ~o Teolt.ema 1. 19 : 

O teorema é óbvio se dim R ~ 1 . Suponhamos que 

dim R? 2 . 

Mostremos inici almente que , se R. çj:.T(R) 

(R,T(R)) não é maximal. Seja x E: R,T(R) e B= R[x] 

então 

Como a 
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extensão R~B é inteira, pelo Corolário 1 . 7 T(R) c. T(J3) 

Mostraremos que (R , T(B)) é um par Noetheriano , com o que f! 

ca concluída uma das partes do Teorema . Se j a A um domínio 

compreendido e ntre R e T ( B) . Observemos que B = R [ x} ç A [ x 1 
ç T(B) portanto , A[x] e um 

domínio Noetheriano, já que 

B e um domínio Noetheriano 

(Teorema 1 . 13 ) Como x e 

inteiro sobre R , x e in-

teiro sobre A portanto , 

A(x1 é um A-módulo f inito , de onde decorre que A é um anel 

Noethe riano [S , Teorema 2]. 
~ 

Para provarmos o outro sentido do Teor ema , conside 

ramos um domínio R t al que RsT(R) . Para es te domínio te-

mos R 0T (R) =R , portanto, pelo Lema 1. 20 , T (R) = T ( Rl Seja 

D um~omínio entre T(R) e K tal que (R, D) s eja um par 

Noetheriano. Queremos mostra r que T(R) = D , para concluir a 

prova . Como R s R <:T(R) ~ D , então (R,D) e um par Noetheri~ 

no. Segue do Teorema 1 . 1 7 que T (R) = D portanto , T (R) = D . 

- -Se R é um domínio Noetheriano e R= T ( R)r\ R , o~ 

-de R e o fecho inteiro de R , clar amen te temos que ( R, R) 

é um par Noe t heri ano . É natural pergun tar s e (R ,R) e um ele 

mento maximal entre os pares Noetheri anos (R , D) para os quais 

D~R . De fato isto nunca ocorre , a n ão ser , como mostra a 

próxima Proposição, no caso em que R = R . Neste caso temos 

R <;.T(R) e portanto , (R , T(R)) e um pa r Noethe riano maximal . 
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-Podemos então afirmar que , (R , R) é um par Noetheriano maxi-

mal entre os pares (R , D) para os quai s D ç R se, e somente 

se, (R , T(R)) e um par Noetheri ano maximal . 

1.21 PROPOSIÇÃO: 

Seja R um domínio Noetheriano com fe cho in teiro R 

e R =T( R)f\R. Se B é um subanel entre R e R e B e um 

R-módulo finito, então (R , B) e um par Noethe riano. 

PJt.ova.: 

Se jam b
1

, .. . , bn c B tai s que B = R[b
1

, . .. ,bn] . Se 

j a A um domínio entre • 
R e B . Temos e ntão 

R 

---

R= T(R)(\ R 
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Por outro lado , pelo Corolário 1 . 7 t e mos que 

poi s R[b
1

, .. . , b n] ç; R e tanto R com 

R[b
1

, .. . ,bn] são domínios Noe t he r ianos. As sim se ndo , t e mos 

T(R) [b1 , .. . , bn] Ç T (R [b 1 , . . . ,bn] l . Se gue dai que R[b
1

, ... ,bn ] 

c;; A [b 1 , . . . , bn ] ç.T (R[b
1

, . .. , bn]) . Por tanto, pe l o Teorema 1.13 , 

A[b 1 , .. . ,bnJ é um a nel Noethe r i ano. Como A[b
1

, . . . , bn] e um 

A-módulo f i nito , uma ve z q ue b
1

, . .. , b n são in teiros sobre A, 

podemo s concluir q u e A e um domí nio Noetheriano [S , Teo rema ~· 
/). 

O próximo Teorema mos t r a um resul t ado interessante 

para domínios cujo fecho i ntei ro não possui i deais máximos de 

al t ura um . Sua d emonstraç ão deco rre facilmente da s e guint e pr~ 

~ 
posiçao: 

1 • 2 2 PROPOS I ÇÃO: (1 2,Te orema lO ) 

Se ja R um domínio Noethe r i ano com f echo 

R . Se (R, D) e um par Noetheriano e A = DllR 

D C /\ AN 

N E Spe c Max A 
a lt N > 1 

PJtova : 

intei ro 

e ntão 

Seja N um ide al má x imo de A com a ltur a maior que 

um. Já que R ç. A s D , (A, D) e um par Noeth e ri ano . Decorre daí 

" e um par Noe the r i ano poi s , se B e um domí -

nio tal que ANç BÇDA'- N , então B = (B/\ D) A\ N , portanto , B 

e um domínio Noetheriano . Por outro lado , AN e um domí n i o lo

cal , inteiramente fechado em DA\N e com dimensão ma ior q ue 
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um , pois A é intei ramente f echado em D e al t N > 1 Segue 

então do Lema 1 .1 8 que AN = DA, N • Então , D ç ~ AN . 

1 • 2 3 TEO REMA: [l2 , Teorema ll] 

N L Spe c ivtax A 
al t N > 1 

-Seja R um domínio cujo fecho inteiro R nao po~ 

sui ideais máximos de al tura um . Se {R, D) e um par Noe theria 

no , então DGR. 

Pitava: 

... Seja (R,D) um par Noe t heriano e A= Df"\ R Como 

R e uma extensão inteira de A , t e mos que A não possu i i-

deais máximos de altura um, uma vez que R não possui, l l,C~ 

rolário 5 . 9] . Desta forma , temos que A= ~ l\N . Por 
N E: Spec Max A 

"' altN > l 

out ro lado , pela Propos ição 1.22, D ç ~ AN logo , D ÇA 

- D/\ R . Portanto, D c;;.R 

1\ 

N f Spe c Max A 
a l t N > l 

Obtemos a s eguir um r esultado interessante para 1~ 

calizações . Dado um domínio Noetheriano R e um sistema mul-
# 

tiplicativo S de R , o próximo Teorema diz exatame nte qua~ 

do (R , Rs) é um par Noetheriano . 

1 • 2 4 PRO POSI ÇÃO : 



27 

Seja R um domínio Noetheri ano e S um sistema 

multiplicativo de R 

e um par Noetheriano se , e some n te se , 

S <:. R\ UM 
M E: Spe c Max R 
al t M > 1 

PJtova: 

Se dim R = 1 , o resul tado é óbvio . Sup::mharnos dim R~ 2 . 

Mostremos inicialmente que Rs <;:. T (R) 

1 basta mostrar que, dado s c S , -c T(R) . Seja 
s 

. Para isto 

s E S • Se s 

é inversível em R , então ~ e: R <.;;T (R) Se s - ,.,. . .. nao e 1nvers1 

vel em R I então os primos associados a s são ideais máxi-
~ 

mos de altura um. Temos então que e xiste m finitos ideais máxi 
t 

mos de R I digamos 

t t 
TI M. = f\ M. e R 

i=l l. i=l l. 

~ t k 
Logo I ( n M . ) ç R 

s i=1 l. 

M1 f ••• I Mt tais qu e f\ M . = /TST . Como 
i =l 1 

t 
e Noetheriano conc l ui mos que ( ri M.) kc (s) . 

. 1 l. -
J.= 

isto é, _! €: T (R) 
s 

Por 1 . 13 sabemos que (R , T(R)) e um par Noetheria 

no . Portanto, (R,Rs) é um par Noetheriano . 

Suponhamos agora que seja um par Noethe-

riano. Seja s e: S e S ' ={ l,s,s <' , .. . } . Seja M um ideal ma-

ximo de Rs, e P = M 1"\ R . Como dim R ). 2 e um 

par Noetheriano 1 segue da Proposição 1.14 que P e um ideal 

máximo~de R . Portanto , os ideais primos P de R , máximos 

para a propriedade de não conter s 1 são de fato , ide ais má-

ximos de R . Decorre daí que s i U M . Com efeito, se 
M f Spec Max R 
al t M -. 1 

s e: M para algum ideal máximo M de R com a l t M " 1 , exis-
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O próximo Corolário, responde a questão colocada 

por Krull. 

1 • 2 6 COROLÁRIO: 

Se R ~ um dominio Noethe riano com dimensão um ou 

dois , então R* é Noetheriano. 

PILava. : 

Decorre imediatamente de (1.25 . 1) e do Teorema 1 . 13. 

As próximas proposiçoes contém alguns resultadosso 

bre R'* • 

1.27 PROPOSIÇÃO: 

Sej a R um dominio Noethcriano. 

R= R* se, e somente se , os ideais primos associa-

dos a ideais principais de R tem todos altura um. 

Em particular , R e um domínio inteiramen t e fecha-

do se, e somente se, R= R* e, pa ra todo ideal primo P de R 

com al t P = 1 , ~ e inteiramente fechado . 

P!I.ova.: 

Se os ideais principai s de -R nao possuem primos 

imersos, então R=R* [7,Teorema 53 ] . Reciprocamente, se R=R* 

então os ideais principais de -R nao possuem ideais primos 

associados imersos. De fato, s e Q e um ideal primo associa-

do ao ideal principal (b) então , existe a E: R tal que 
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(b a) = Q . Como ~ i 
b 

R e R = R* existe um ideal primo p 

de R I com al t P = 1 tal que a i ~ Segue daí (b: a) b que 

~p I logo, Q~P , o que implica Q=P pois al t P = 1 

Se R e um domínio inteiramente fechado, R= R* [ 7, 

Teorema 104] e , obviamente, para todo ideal primo P de R , 

~ é inteiramente fechado. Por outro lado, se R= R* e ~ 

é inteiramente fechado para todo o ideal primo de R cuja al 

tura é um, então R e inteirame nte fechado [7 ,Teorerna 54] . 

1. 2 8 PROPOSI ÇÃO : 

Se R e um domínio, então (R*)* = R* . .. 
p !tO V a. : 

A inclusão R*C- (R*) * é óbvia. Resta mostrar que 

(R* ) *~ R* • Para tanto , tomemos w r:- (R*) * e suponhamos que 

w i R* Então, para algum ideal primo P de R , com alt P = l, 

wiRp. Mas , Rc;;R*ç~ logo, localizando obtemos, RP<;;R*R'-Pç; 

~ . Assim sendo, RR\P = RP . Como ~ é local e u n idimensio-

nal , devemos ter R* -R* R\P- P* , para algum ideal primo P* de 

R* com al t P * = 1 e P*/\R = P . Corno tornamos w e: (R* ) *, en-

tão w s R*p * , logo, w s RP o que é uma contradição . 



li - 1\LCLit>\AS I'H<>I'í~f[·'[>J\ ! >r.S llf\ 'J'R/\N SFORMADA 

~.~L< mA 1. 

... Nosso objetivo neste cap f lulo 6 obter condiç~es ne-

cessária s e suficie ntes puru que a lrttnsfor-mad a <JlObal de um d~ 

minio Noetheriano R sej a intPi tn soh r c R . 

Pelo Teorema 1 . 23 sabemos q11e , se o fecho inteiro 

de um ~dominio Noelheriano H nan possui idPdl!~ m5:.:i.mos de al -

tura um, entio T(Rl I~ . O exemplo 

seguinte mos tra •{tt v , d,, L1Lu, ·:-:i~; l r·nJ ri o rnínit l! ' N<lt•l l•<' l- i anos R 

onde a exte ns ao R ~'I' ( !n r.<lD r J!llc·JJ I . 

2 . 1 EXE MPLO: 

Este exemplo é obtido pnr- um proc-esso de col agem, d~ 

senvo l v ido por A . N.S. Doering P V . Lequ a in, em [3] . Mais prec_l 

samente , com este processo é poss i vcl construir um domínio lo-

cal R , de dimensão dois, com idcnl máximo M , CUJO fecho 

inteiro R pos su i c xtarnentv d•)i s 1 ·ic' 1 i s r:l,JX tmc·s 

u m d o s quais tem qu e ter cer t amontc· <Jl turõ d<'lS <' o ou tro pod~ 

mos escolher com altura um. \'al<' r-ti nda nestes exempl os que R 
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é um R-módulo finito e que, para todo o ideal primo p de R , 

P f M , e x iste um so ideal primo P de R tal que p (\ R = p e, 

além disto, ~ =R P . Assim, temos: 

T(R) = ~= 

P E Spec R 
P i Spec Max R 

P L Spec R 
P f M 

P E: Spec R 
p :f Ml , M2 

Rp Rp 

~ E: Spec R 
Pc. M2 

= 

= R - = p , sendo a Última igualdade válida por [7 , 

P E Spec R 
p c. M2 

alt P = 1 

Teorema 104]. Portanto, como ~:::>~í\RM =R , podemos con-
2 1 2 

cluir que T(R) -nao e inteira sobre R . 

Observe que , no exemplo acima, o fecho inteiro de 

R possui ideais máximos de al tura um . Mostraremos que esta e 

a condição suficiente para que a transformada global de um do-

rnlnio ~oetheri ano nio se ja inteira sobre R , obtendo a 

proca do Teorema 1.23. Antes porém , na próxima proposição , a

presentaremos urna carac terização dos domínios R para os quais 

T (R) =R . 

2.2 PROPOSIÇÃO: 

Seja R um domínio Noetheriano . Então , T (R) =R se, 

e somente se , os ideai s primos as sociados a ideais principai s 

de R ~ não são ideais máximos de R . 

Em particular, se R e inte iramente fechado, T(R) =R 

se e some nte se, R não possu i ideais máximos de al tura um. 

Pitava : 



:, . i 1 
l 

'I' I\ 1 , H . Nc•s tE• caso I 

e xistem ideais m5x i 1u o~· dL· P M 11.' 
• \ I I ' . . . I I i 

Ç(b : a ) c R • Seja (b : . l <-- H . e P um ele 

mento maximal de . Sabemos q .JP 
~ 

t· um i (k'<ll pr1 mo assoe i a 

do ao idea l (bl [ 1 1 Proposiça< 7 .1 l ·orno i\1
1 
... M L ç ( b : a) c:; P I 

temos que, para õlqum I ... I ... I I l' r-1 
L 

. l'n r· t <Hl to , M. 
1 

c 

u m ideal primo usscwi .1do .1 11111 1 d(•, ,! p1 1 n<· i p<~ I . 

,, . ' J, .t 1 11 1. n·: i 1!1 <1 (' 8 um ide 

al primo assoei ado ao i cka I 1, r i 111. ·i l •<~ I 1 b 1 de• 

algum a E R , M = { b : a) I P ropo<-~ i çao 7 . 1 7 

pois M Ç ( b : a ) Ç M c; R 

H I C'ntào , para 

cl 
Logo , lJ •r(R) '-R 

Se R f o 1 um dom{ n i o 1 n t c• i 1 omen Lc • fechado então os 

ideais primos õssoc.t udos ... 1 icl(• (l i ~: Jil i ncipd 1 :; d t· Lcm altura 

um [7 ,Teoremõ 103]. Po rtõnto, 'I'( f<l -I< ~c I ,. :><>111(' 11 Lo se I R nao 

pos s ui ideais mE;:-: i 1 • 1:. de ,d htt· .1 tm. 

-que ser ao u ti 1 j zados nP ; ·1 , . rJ,, Cdp Ít uln. 

2 . 3 LE MA: 

Se ja R um õnel Noethc riano c um i de a 1 de. R qulJ 

possui um eleme n to não div isor d e zero . Ent~o , pode ser g~ 

-rado por ele mentos nao divisores th· /. t'ro . 

P,'to v a. : 

Sendo H um êlnel "Jnoth•"' l~ idnnl o 1dcal será fi -

nitamente gerado . Sejõ o
1 

u n' c· l c· nH • n l o c! c não di visor de 



zero e s ej am a 2 , ... , .:1 k L.:~is qtH ( .t 
1

, o
2

, . . . ,.:\ ) . Ordene-

mos os geradores de modo que, !Jc:lrd a lq um i , l ... J , k , tenha-

mos que , a. é n ão divisor de Z(~l u se, ~-· somcnLe se , 1..:.. i< j . 
1 

Se j = k , nada temos a mostrar pois , ncs l:e c.:~so , já c ger~ 

do por elementos não divisores dE· zero. Se i k , basta mos-

tra rmos que ex iste b. 
1 

, n.Jo d 1 vi S(ll- de Zl:l c1 Lle 
J+ 

I{ , tal que 

I= (al , ... , aj , a j+l' . . . , ak)- (a l, ... , ai , L jll' uJ+L ' ... , <Jk) 

repetirmos o argumen t o , se neccss5ri n . 

e 

S ejam P
1

, ... ,Pm t'~, i dc·.1 i s primos é.1ssociados ao ide 

al (O) 

encontrar 

Como l x · R:-.: f' divjsol de' zc' r·o 
. m) 

P . , q u eremos 
j::l J 

m 
bj+l I ~1 r i F. n tao , podernns considerar ape nas os 

i deais absol utamente necessários nesta uni~o . Sejam P
1

, . .. ,Pr 

-
tais ideai s . Observemos qu e nao c:-: i ~ ·Lc' P·'l<~~ . .-.H~ dv inc lu :.:.:tocntr e' eles . 

Se 
r 

a].+l r- (\ P. , tome mos 
1=1 1 

bj+l = <:lj+ l + dl 

I = ( a 1 , ... , a j , b j + 1 , a j + 2 , . . . , ak l . A 1 ém d .L s to, 

sor de zero pois b. 
1 

I \.3 P. , uma vez que 
] + 1 

i =l 

a . + 1 t: r\ P . . Se 
J i=l 1 a . 1 I "' P . , c xis te 

1+ i = l 1 
i 

cla ro que 

b. 1 nao e divi 
J+ 

r 
a 1 I U P. e 

i =l l 

1 ..:. i ~ r , tal 

que aj+l i P i Reordc nando os iJca is 

por que existe t , 1 , t, r - 1 tal que 

t 

pi d u r s=1 

P
1

, ... , Pr, podemo s s u 

a .1 , !\P . e a. 1 t 
J+ i=l 1 J+ 

r r 
V P. . Observe que 

i = t + l 1 
1\ P pois , caso contrâ-

s i = L+1 

rio, e xistiria alg um s , 1 .... s ... t tr1l que 

cons eqtlentemen te, P. c_ P , na r.1 .11 qum 
1 - S r~ 

l ! J 

Tal fato nãop:::>de ocorrer , pois l luo 0xi:~l<' on lr< ' 

lação de inclusão. En tão, lomemos 
l 

r 
t = Lt-1 

P. 
J 

e , 

r· ~1,1.11] . 

r
1

, ... , P , re 
r -

t u p s s=l 
e seja 



1S 

bj+l =a. 
1 

+ À al f: claro q u e (,111 " • I 1 • , b . 
1 

, c1 . 
2 

, ... , a k) 
J+ J 1+ J+ 

e além disto , b . l na o t' di V I ~ll l dt• /c·n · f JO i sI 
d j-1 L )\ p s\ J + s = l 

r r u P. e ' a 1 /\ p \_,I jJ 

i =t+l l. 
i t + l l 

1 
1 

2.4 LEMA: [lO , Tcorema 1.1 

Sej a R u m a nel c i lm idPal d t"' 1< • se I = 

b
1 

R+ . .. + bkR , c om todos os ger.:1dores nao div iso r es de zero , 

então : 

(2.4.1) R (I) 
K 

= í\ R 
. 1 b. y : 1 

(2 . 4.2) S e B e uma R-álqebt-,1 pl .1n t1 , c•ntao I3 (I H) =- R(I) QRB . 

PJtova : 

(2 . 4 . 1) 
k 

Mos t remos que R(I)Ç í\ Hb . Para isto , 
i =l l 

tome mos 

a e:: R(I) Existe n 1 N tal que 

n 

n 
J a c.. R e , conseqtie ntemente f 

para cada b. a 
1 

R 
k 

Seque d a í que a r /~ 
i.= l 

~. 
l. 

k 
Para pro v a rmos a ou tra inclu s ão , t ome mos a r. f\ R 

i = l b i 

Para cada i , 1 < i ' k f podemos enco n t r.:1r 

a. 

n. s N e 
J. 

a. c R 
l 

tais que a=~ n. . Seja n = n .l. 

l 
e tomemos i 1 ' . .. I ik E N 

b.l. 
l 

tais que i
1 

+ + i = n 
k 

É cla r o que , para a l g um j I l ~ j ~ k, 

i. 
i. ~ n. portan to , c.1 b J R 

J J l 
,~on seq llc n temente 

il ik 
f' , a b 1 bk ~ R. 

j ] i 
I k i k bl \ com 1 1 I . . i· = n Como os e leme n tos da forma 

n n 
geram I 1 obtemos que ai ç. R , ; l'·•··t>~ , a · H(I) 
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(2 .4. 2) Obse rvemos gu0 , como Jl .~ 11t1a H-álgebra , ex is te um 

homomorfismo de ané ls (r) o nde 

1
8 

e a unidade d e n 

Afirmamos que , s e H c umo R- [llgcbra p lana , o ide-

al I B pode s e r gerado por e lementos n~o divisores de zero de 

B . De fato , como l 13 = I ( b l ) B + . . . + ( 1 
• ) B onde ( b b ) -I Uk I 1 1 • • • I k - I 

basta mostrarmo s q u e , se ~ C' nciO di\·isor ele zero de R 1 

T (x) e não div isor de ze r o de l~. 1\>111 ,.r ._, ~l.v 1 Lomunclo s = 

{ x E R [ x não e divi so r d e zero 1 , u ~;c'q ilê n c i a de R-módulos o-

R.Í.R , sendo s 
na , a seqüênci a 

a 
f (a) = T I é exata. C'01T10 

0- _,.8 @ R R lQ [ nQR ~S 

B@ H 
R S 

13 c uma R- álgebra pl~ 

L~tmbém 6 exata . Como 

l (' fitOS q ue cJ função 

g 
B---Bs , definida por 

L> 
<J ( b ) - T c~ i n i c· I u ~- ...1 • ~ u po n h a rno s agora 

que o e l emento - ( s ) de ( S l ~011 cl1visor de zero de B . En 

tão , para algum b B 1 b J O , t: c•n1ns () 

b o 
Portanto , I - T l.oqo , ou s eja , s b =O . como 0 in jet o ra , 

b =O, o que contraria a hi.pótese f <' i t<1 para IJ . 

2 . 5 PROPOSI ÇÃO: ~l0 1 Lema 1 . 1 

Sej a R um a n e l Noelheriano . 

( 2.5.1 ) Se M e um ide al máximo d e l~ 1 '1' (R) R\.M = T ( RM) 

(2 . 5 . 2) Se p e um ide al p rimo de R - -que nao e máximo 1 

T(R) R\ P = ~ Conse qll e n temente l t'>:isle um Único i deal primo 

Q de T(R) tal qu e Qfl R = P c , al('m cJ islo , T ( I<)Q = RP 

PJt.ova. : 



(2 . 5 . 1 ) Mos tremos inici.JlllH'nt, jll l I r í~) c 'I 1 ~~ ) 
R f'-1 - fvl 

Para 

isto, tomemos x · T(Hl R\t-'1 . E:-:i~;t,, ~ HM l o~ l <Jllf' XS T (R) . 

Portanto, pel a definição de 'l'(!<l , ·· :-:i sLcnr 1'-1
1

, .. ,M t ideaj_s 

m~ximos de R , dist i ntos de ~ I ., I r r. :; I 

j 
Mt t ç R . Podcmo:-: C<Jnsl<fn r·ur 

trário, mul ti p 1 L cando por i'-1 t , • tnr , •: 1 . • · 

Af i r mamos que 

1 , I ,, 
t 

,. ~~ l 
••• I I 

] li · . 

L ais que 

pois , do con 

J 
ML LM S MR Ç R. 

conclui a prova da inclusão . Pr~t~ <..~ prov<1c .1 af i rm,l Uva , tomemos 

jo 
m c M Para cada 

j o j l 
M Ml 

I s eja m ~ 

j l 
ML IOtjfl, 

'~~ Temos en Lão que 

J l J t 
Como :-. :-: ' 11 111 J llll H 

siM e 
jt 

mt I M temos q u<' ~: l1l HM , \' qur' mostra a a-

firmação. 

Mos tremos ugora a ou t r<J j n· ·I usZio. Tnm<'mos x 1 T ( RM ) . 

k k 
Existe k C N tal q ue x (t-1 RM ) Ç l~fvl 1 s to é, ~· M HMÇ RM Sejam 

m
1

, • • • 1mn os geradores de Mk , q1H· sao f L n i t os poj s R e um 

anel Noethe riano. 

S. c R\.M 
l 

tais qu e 

cada i 1 1~ i ~ n I 

Pél r a C<:ldcl I ' 
a. 

J 
X 111 . 

L S . 
1 

s :-: m. R 
1 

lJ 1 I \ :-: J S l (_' nl 

\' ·' 

a . 
l 

l~ntiio, 

'l' (R) 

R e 

para 

o que, 

junto a o fato de que s R'-N , perm1 t(· conclu~r que X T (R) R\.M . 

r 
De f a to, s x 1 'I' ( R l po i s , 

n 
por t a nto 1 s x m = s x ( 

i=l 
· ~ .m . I 
~ 1 

11 

i l 

tenros q1 tc m = >: rt . m. 
i=J 1 1 

. , ·-; ' I I I •H I I sxmf R 

-( 2 . 5 . 2 ) Sabemos que f para !LI 'li quer pri rH-, P d(' R f nao ma 
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local, exi ste um único id0.tl pt· im< > <.l d<' '1' 11<1 L<1J que 

Qí\R = P e além disso , 'I'(R)Q ·- Hr, 7 , l'eo ro:ma :2 1 

O próximo Teorema C' o pt 1 nc 1 pa 1 resu 1 L.tdo deste ca-

pí tu lo e estabelece uma condi ç3o rwcnss .~r i a c· suf icie nte para 

que a transformada qlobal c1 E• 11111 dPJ' Í nt > Nn<·LIH · t-i dtl<' sc ia i n tci 

ra sobre R . NishimurcJ pr<W<l •': 1 • I,., I!J , consideran 

do R um domínio local . 

2. 6 TE OREMA : 

Sej a R um domínio \ln('lt t ('t-,~mo <'tJn fc"'çho int eiro 

é R. A extensão R C- T(R) c i nl •:' Lí..J s0, , .... ..;omt •nt-e se , R nao 

possui ideais máxi mos de .:1 l Lur<l um. 

Já provamos em 1 . 2 3 um los .-cn L Hlo~-> elo Teorema . A 

demonstração do out r o sentido dE' LH'nde> de ,,1 g1H1s rcsu l tados que 

2 . 7 LHIA : 

Seja R um domínio locul , c om fecho inteiro R e 

com dim R ~ 2 . Sejam M
1

, ... ,M t os ideais máximos de R Se -

ja , para cada i 1 

Então : 

X. I 

1 
M.'\ U 

l j;éi. 
M . ( ' 13 

J 

( 2.7 . 1 ) 8 e um R- módulo f in i Lo c· sobre· cado ideal máximo de 

8 existe um único ideal m5x imo dr• R . 

(2.7 . 2) então 

.. . 



T(B) e inteiro s obre ns , onde ll \ \__) f\J. 
d l L 1-!. I J 

I 

c , eo nseqt.le~ 

t emente, T(B) e sem1-locu l. 

PJtova : 

(2.7.1 ) B e um 1<- mó<Ju I o L 1111 t o, -I d q lll · -
... I I • • • I X L sao in -

teiros sobre R 

Como a t'X I •'!l~tl• :. t ,, ( > r~ & in te i 

ro sobre B portan to, sobn: f'add 1 Lh>d J máximo de R existe 

pelo menos um i deal mElximo ele R t I . H" r . 10 1
. A unicidade~ 

de ser v er i cada obSL'rv ando- :::c qu<' c ,s j cku i s máxi mos de B sao 

do tipo M.f\B 
1 

e , para este s temo~ 
. -t . 

1 r J , 

pois, X. € M.f\B 
1 1 

e X. / M .f\ 13 
1 J 

(2 .7. 2 ) Por 1 . 13 , (B , T(B)) 

por 1 . 22 I rr (B)C. /\ 13N 

N L Spe c Max B 
a 1 t N 1 

e um pur NoC>theriano portanto , 

, (JndC' n 'I' tn )(\ i3 . Conseq Uen te-

. Ordenemos os ideais M
1

, •• • ,Mt de ~ 

N ~ Spcc Max !3 
a1 t N 1 

-
de modo que M1' ... I t--1 r tenh<1m ullur.l maio1· que um c Mr+l ' . . ,Mt 

tenham a l tura um . Seja N. M.f\H Unw v e 7. que , por 2 • 9 .11 so 
1 l 

bre cada ideal máximo de H 0 :, istP 'li' ún i ,:o 1UC.:1l máximo de 

R I e sta mesma propri edade e ·.;á lid cl p <:1ra os l c!Cu iS máximos de 

-
B , portanto , Mi é o único ideal máximo c.k R que se contrai 

r -a N . • Assim sendo, temos que T(fqç/ \ BM , já que B=R . 
1 i = l i 

Por outro 

B\lJ M. 
i = l 1 

Portanto , 

lad o , se 
r 

- /'· 
Bc.:: = I \ 

' i L 

Pela p rova de 1. 24, 13.'\ Ç T(R) 

N. 
1 

t~ -
M . 

1 

ii/\H , H-" - B.S* o nde S* = 

. Cc>m i S (() 1 ternos que 'r(B)C Bs . 

Con~~cqtl cntcmc~nte , 'I' (13) e uma 
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extensão inteira de ~~ . 

Para prov .trmo~ que '1'(1 '1 , . S('fiJi-lo•·dl ol>~l.!rvamos 

que, como B e semi-local , então I ~ . 
-' 

e semj - Jocal [l ,Propo -

sição 7. 31 . Portanto , T(B) é scml - loccll f.JOis é um domínio Noe 

theri ano e é uma ex tensão in t0 i r a de· ' \ 

2 . 8 LE,\IA : (lO , Teorcma 1.( 

Sejam A , B domínio Nr ··l lll ' l '.111'' , u111 n HJcsmo corpo 

de frações. Se B c um A-módulo finit o , e ntão 'P(I.3) e um 

T(A) - módulo finito . 

PJtova : 

Suponhamos yu0 B !\ b 
1 

' ... ' !\ lJ , o nde para 
11 

c a -

da i 1 ~ i ;;;; n b. 
1 

Se ja é;,= dl .. . .. dn 

Com isto, tere mos qu e 

C. 
l com c I c! • cr l l 
l 

En tão 1.3~A 

'l'(G)Ç + 'I' ( !\) 

~: lcmentos de A , d. tO . 
l 

~1ostrc>mos que : T(B)ÇT(A) . 

< • c1 i ~ Lo decorre o Lema . 

De fato, por 1 . 13 T(A) 1 é Noellwriilno portanto , -:- T(A) e um 

T(A)-módulo Noctheriano loqo, 'J'(H l 

por ser um T (A) -módulo de ~ T(/\ : 

f. t llll T(/\)-módulo finito , 

Para mos trar que T(B ; C 'I'(A) tomemos b • T(B) 

Se M. = N .f'\ A , então M. é um ideal 
l l 1 

máximo de A e 

Portanto, '· b 1 T(A) 

A próxima proposiçao 6 i mportante pois dela decor-

re facilmente o caso local do teorema guc dese jamos provar. 
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2 .9 PROPOSIÇÃO: ~lO,'l'eoremu l.b 

Seja R um domínio loct~l, n S<..'Ll fecho inteiro e 

R= T(R) í\R Se ,\1 - I CVI ~ pe c CVI.Jx I~ .1 I L ~·1 I' .s R \ u M 
M• At 

(S =R - f o 1 I se ,\I - : } I cnltln 'T'( R l R-; l·:m p;u-t 1 cu 1 a r , 'T'( Rl 

-na o possui jdoai s · 1~ 1 · · I rtt• JS d· 1 I • 11 r d 111 1 . 

Além disto , R fJOSsu i 1 d<·a i s máximos de altu ra um 

se, e somente se, R Lumb ém possu1. 

PJLova. : 

Quando ,\1 - · l emos qu0 R:-; c iquul cJo co rpo d e 
.. 

frações de R que , por 1 . () (' tyual d 'f'( Rl . Po r tanto , R
5

=T{R) . 

Consideremos então o caso c'm que ,'.! i ·: . Pela Pro-

sição 1.22 sabemos que Mas , = T(R) Ç \ R 
M , ,\1 t-'1 

pois R é semi - local . Porlünto , T(R)Ç RS Moslremos a outra 

inclusão . Da prova de l. 24 temos qu e H.S ç 'T' ( RJ . Por 1. 20 ' 

T (R) = T (R) Logo, Rs ç, T ( Rl 

Mostremos agora que R possuj ideais máxi mos de 

altura um se, e somente se, R também possui. 

Como R ç,. R ç R , se R possui um ideal máximo de 

altura um , então ~ também possui. 

Suponhamos agora que R nao possua ideais máximos 

de altura um. Então , todos os ideais mãximos de R tem altu-

r a maior que um, portanto , R= R.S Como T (r{) H.S I Lemos que 

-T (R) =R e dai, T(Rl<;; R Sejü B cons truído c omo no Lema 

2.7 . De 2.8 decorre qu• 'I'( n J ( ' ll lll 'I ' ( In - IIIÔrl u l o f i n i Lo , pois 

B é um R-módulo fin1Lo . Portanto, T(l'l - 'I'(Rl R . Por ou-

tro lado, T(B) é uma e xtensão i nteira de RU o nde u = 
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B' \.J N . Logo 1 TTi3f 
N e: Spec Max B 

l\ . Corno sob rc cnda ideal ma-

al t N > 1 

ximo de B existe exatamente um id~al mâximo de 8 estes 

ideais tem a mesma altura . Entao~ o saturamcnto do sistema 

multi plicativo U em t< C' 11 * H \ u M . 'rc·mos assim 
M Seec Mn:·; ~ 
.ll t f\'1 ] 

que R = RU* 

de altura um . 

Conseq(len temente ' I I~ n<~o fK>s s•J i 1 d<~·'l i s mâximos 

O próximo rcsul tudo t· 1• ··.u;q l;w.tl do 'l'<.~orcma 2 . 6 . 

2. 1 o COROLÁRIO: L O I coro 1 5 r i o 1 . 7 ' 

Seja R umdomínio loco~!, , ·ou• f,,(·llo inteiro R 

Se T (R) e urna extensão inte1ra clP I~ , .-.rt-un H nao possui 

ideais máximos de altura um . 

Pttova: 

Seja R = 1'( R)/\ R Suponhamos que R possua um i-

deal máximo cuja altura é um . Se Lul acontece, pelo Lema 2 . 9., 

R também possui . Pelo mesmo Lema Lambém temos que 'l'{R) 

possui ideais máximos de al turu um. Porlun to , R 'I 'I' (H) 

qüentemente, T(R) ~ R , uma vez que R ::. T(R) (') R . 

-na o 

Conse 

Do caso local moslrado ('n' 2.10 , decorn' facilmente 

a prova do caso geral . 



4 3 

PJLova do T ~o H'lll(( 2 . ,í : 

Já pro v amos no 'l'eo remA l . :! l q ,,,,, s1 
-
H -na o possui 

ideais máximos de altu r,1 u m, '' ll ldu Mostremos agora 

-
que val e a re c íproca . S<na f'v1 11111 tdc'.J] má:-:imq de I ~ e M ::::: 

M (\R . M e certame nt e' um i clo.t l m:n: itn<> dC' I~ (
.., ., ,, e xtensão 

ra d e 

~ inteira . Port anto, I' ( l< ) 
f'vl 

já q ue , po r 2. S . .l , 'I' (R I 
M 

'J , r< 

c• u ntd c:xlc nsao i n tei -

/\ss i n1 sendo , p~ 

la Corolár io 2.10 temos que, HM nuo ].J(J~;sui jdeais máximos de 

-
altura u m. Po rtanto , os ideais m5ximo~ de R q ue se con traema 

-M na o tem altura u m, ).1 que l {f'v1 I ~ UN Logo 
--

"J S pC' C: fv!. 1 X R 
111 Í\ H = M 

alt M ~ l . 

b. 

A próxima propos i<,; .:l C' n' l <lc 1 < >~1<1 o~; i dv <J i s mFn i mos d e 

R com os ideai s máxjmos de '!' ( R I 

'2 • 1 1 PRO POS IÇÃO: 

Seja R um domí nio Noether iano com d lm R ;. 2 . En-

tão : 

a) Se N e um i d eal máximo de '1' ( [{) I Nf\ R e u m 

ideal máximo de R ; 

b) Se M e um idea l máximo d e- H e al t M ~ 2 , exis 

t e um ideal máximo V de T(R) tal <. f llC ;\J r\ R = M e a l t N = 

alt M; 

c) d i m R = d i m 'l' ( H ) 
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A d e mons L r ação dcs l<..~ propos içao clccorn' do caso pa~ 

ticular seguinte : 

2 • 1 2 LEMA: 

Seja R um dom í nio ! Oc.JI ('Offi dim r< / 2 c se j a M 

o ideal máximo de H E n tilo , 1' ( lU (' IIm domínio scmj -local CX)ffi 

a mesma dime n s ão d e H A l é nt d i slo, S\' \i C' 11m ideal máximo 

de T (R) I então Nf\R = M 

PJtova: 

Seja I< o tccho inl<'i l c •Ir• H, . I{ 'I(H)í\R . Pe-

la Proposi ç ã o 2 . 11 , T(Rl = H~ , ( n<IE· s 1\ ' U t-1 • Por-
M Spc'C Max R 
<i 1 I M I 

tanto, T(R) e um anel scmi-locwl pois T(H) -
t· f\Joclhcri ano e 

-
R possui f i ni tos ideais máximos , Jél q•1e R<;, H 

clim H . dim T( R) = d i m RS 

Além disto , como (R , 'I'(Hl l 0 um p <u · Nucth e riano ,p~ 

la Proposição 1 .1 4 , ( 'S ic10tl i ~: 111.~1:-·í u(•!; ·!c• 'l'( l' l Sl' con traem a 

ideais máximos de R 

Passamos ayora a ~_..> rov <.~ <.lu J>ropo s içao jií e nunciada . 

PJtova : 

a) Como (R , T(R)) s abemos 

por 1.14, que os idC'uis máximos d<• T t f~l S<' • ·nn t r.:~em a i deais 

máximos de R 



Se ja N 

Tal ideal 

ma, Nn~ 

b) Seja M um ideul mÁ.xjmo de R com altM;; 2. 

wn i deal máximo de 'I' (H l La I que dI L N = al t M. RM. 
M 

existe , pelo Lema 2. l 2 . /\lPfTI disto, (>C l O mesmo L e-

= M RM 

'I' ( R ) '!' (H l 

T (R) r '"' 

R 

RM 

Temos por 2. S . l, que T ( I~) H\.M 

N 

'I' (R ) . Seja (() = 
M 

T(R)(\N . Então, (l'(\R=NíYr (R)f\H ~- \lf'\R ,\Jf\RMf\ R = M RJ' R 

= M. Além disto, a lt ll' =altN = altMRM - alt M. 

Resta ver que W ~ um ideal mâximo de T(R) De 

fato , isto ocorre , pois, do contrário, existjrja um idea l ma 

ximo de T (R) , lt1 ' tal que wc.. lt' ' . Como W 'n R e um ideal 

máximo de R (Proposição J • 14 ) c W 'f\ R .2 W í\ R = M , e ntão 

W 'r\ R = M . Logo , (V ' í'\ ( R\..M > = !• 

~um ideal próprio de T(R)R\M 

Dai , segue que (() ' T(R)R\.M 

e contém W T(R)R\.M = N , o 

que~ absurdo pois N é ideal m~ximo de T(RJR\.M . Logo , W 

é um ideal máx imo de T(Rl 

c) De bl temos que dim R , rlim T{R J 

Sej a .\! um idea l milxuuo de 'l' (t~ ) c i"' N í'o R Pe 

la Proposição 1 . 14 temos que ;.1 c um 1 dea 1 m.J ximo de R . Co 

mo Nr\ (R\M} = ~r , e ntão .V T {RJ R\M c um ideal máximo de 

Daí, segue qu e ~1 1 t \J = et l t N 'l'(RJ R\M = 
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dimHM, diutH, J~l que pelo Lema an-

t e r ior , dim T ( RM) 

dim T (R) ~ dim R 

U i m H!'-! . P O I t rJ 11 I o , <I I t \J , cl i 111 H lO<JO 

É natural perguntarmos se existe um domínio R cuja 

-trans formada g l obal sej a inteira sobre R mas, nao seja um R-

módulo f inito. O próximo exemplo mostr~ yue anéis nestas condi 

ções existem . 

2 • 1 3 EXEMPLO : 

O. Ferrand eM . Raynaud con~truíram em ~6] um domi-

nio local R, bidimensional, com idC'<~I mc1ximo ·,: ,cujo com-

pletamento para a topo logi a ,\1-ftdi l'd IJ t e m tlllt p r· i mo i merso 

associado e cu jo fecho R e loca] . P<1 J".l • •s tE" dom] nio R te-

mos que a extensão H 4 'l' ( Rl é Int t'il.t <' '1' \RJ nao c um R- mó 

dul o finito . 

Pa ra mostrarmo~ que li 0x L<•nsao RC:..'l' (H) c' inteiru 

o bservamos que, como R po~sui um só ideal máximo , este deve 

ter altura dois, vis Lo que di m R = dim H 2 . Porlanto , decor-

re d e 2 . 6 a afirmati v a. 

Para justificarmos que T{R l n5o é um R-módulo fi-

nito , devemos utilizar um resultado de Nishimura [ ll , Corolário 

2 . 4], que a firma o segu inte : 

"Em um anel semi- local R que contém um elemento 

nao divisor de zero , T(Rl e um R- módulo finito se, e somente 

se, os. ideais primos <:~ssociudos rlo r.omplctamcnlo de R tem co-

altura maior qu e um" . 
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Como neste caso R é local ~l,Proposição 10 .16] 

bi-dimensional [7 , 17 . 12~ c possui um iclc.1l pd mo imerso asso 

ciado, claramente t<1l primo nao pude ter ro-al t.ur0 mai o r que 

um . Portanto , T(Rl não é um R-módul(l f1ni lo . 

No primeiro capítulo nos fJCt·qt.mL ,í.vamos se os Teore 

mas 1 .8 e 1. 12 ai nd a valeriam s0 o 0nel 001 ~uest~o ainda pos-

suísse elemen tos nilpotentes nao nulos . Cl prox J mo exemplo mos 

tra que tal n ão ocorre. 

2 . 1 4 EXEMPLO: 

O anel R que ulili<::uremo~ aqui é o mesmo do exe~ 

plo anteri or, constru{c1o !)ciJ. n. I .. Prt"<H'lcl C' t-1. Raynaud em [6] 

Vamos mos trar que a t-ransform,lda qlnh c:lJ do c-ompletame nte R de 

R , não i um anel No0theriano , muito 0mbora R o seja . 

-Como já foi observ ado no exempl o a nterior , R e um 

anel local . Alêm disto , R e uma R-ãlqebra plana [1 , Proposi -

ção 10 . 14} Portan to , decorr e de 2 . 4 . 2 que , se M e o ideal 

-
máximo d e R , e ntão T(Rl = R(,\l) - R(,I.IJ OR R = T(R) ®R R . Co-

mo a e x tensão R c.. T (R) ê inteira , então a extensão R0 R 
R 

~ T (R) ® R R tambêm o é [ 3 , ch ap V,§ l , n9 J , P rop 5 J Assim 

sendo, temos qu e a extensão R c_ T (R) é inteira , uma vez que 

-
R®R R = R [! , Proposição 2 .14 ] . 

Suponhamos qu e T(R) seia um anel Noe theriano. A-

- - -firmamos que T(Rl /.\1 T(R) é um R-módulo finito . De fato , como 

M possui pe l o menos um eleme n t o n ~o rliv isor de ze ro, digamos 
-

x , e como existe um homomot"fismn de R-módulos de 
T(R) 
XT(R) so 

bre 
T (f~) 

, então 
M T (R) 

-
. ...Il!3l 
'd T (R) 

é um !~-módulo finito pois , pe lo Te 
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-
orema 1 . 12 , 

T (R) 
o e . Dis t o decorre que 1' (R l e um R-módu 

x T ( R) 

lo finito [9, Te oremu 30 . <1] . 

Por outro lad o , R c um R-módulo fielme n te plano 

[ 2,Chap 3 ,§ 3 , n9 J , cxemplo 3., c ~2 , Chup J , § 3 , n9 5 , Pro posiçã o 

9 ] . Reun indo isto ao fato de que 'I'(R) é um R-módul o finito , 

por [ 2, chap I,§ 3, n9 6 , Propos ition 11: conclu í mos q ue T (R) é 
- -

um R-módulo finito, i Z1 que 'I ' ( I~ l 'I' ( 10 () I ~ I~ {• 

to contraria a conclusão do exemplo anted o r . 

De f ato, o que mostramos 0 que , se R e um domi -

nio local ta l que T(R) é uma extcnscio i nteira de -R mas nao 

é um R- módulo fin ito , então T(R) n<lo é anel Noetheriano . Con 

seqüentemente , R possui c lem0ntos n l lpot.r n tes não nulos . 
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lU::SUMl' 

No pr i meiro capi lu lo dcs Lt' lt-,lbd lho mus tr-umos que f se 

R e um a nel Noehteriano redu z ido f qu ül quer anel e n tre R e sua 

transfo rmada global T(R) é Noether iano . Estudamos também o pr~ 

blema da "maximalidadc " de 1' (R) quando R é um domí n io . 

No segund o c apítu lo L'S tudumo s a l (J umas propriedad es da 

transformaç~o g l obal T(R) no caso do R ser um domínio No e 

theriano d e dime nsão ma i or 4ue um . 

O resultado princi pal <lfinua LJUe 'l'(RJ c in t e i r a s <J-

bre R s e , e so s e , o fe cho inteiro d e R nao pos su i 

miximo s d e altu r a um . 

i dea is 



A B S T R A C T 

In the first chapter of this work we show that any 

ring between R and its global transforrn T(R) is Noetherian 

whenever R is a reduced Noetherian ring . We also study the 

rnaxirnality problern of T(R) if R is a dornain. 

In the second chapter we study some properties of 

the global transforrn T(R) considering R a Noetheria n do

main of dirnension larger than one. 

The rnain result states that T(R) is integral over 

R if and only if the integral closure of R does not have 

maximal ideals of height one . 


