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RESUMO 

Neste trabalho duas soluções em ordenadas discretas são propostas para 

problemas da dinâmica de gases rarefeitos, em meio finito e semi-infinito, abordados 

segundo o modelo BGK linearizado. As duas versões utilizam os chamados "half

range" esquemas de quadratura, no entanto os dois casos diferem basicamente na 

avaliação, analítica ou numérica, das soluções elementares do sistema de equações em 

ordenadas discretas. Ainda um problema de autovalores simplificado, baseado em 

matrizes que são perturbações de matrizes de posto um, resulta nas duas abordagens 

e é tratado a partir de rotinas específicas. Resultados numéricos são apresenLados. 
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ABSTRA CT 

In this work two discrete ordinates solutions are developed to solve a 

class of problems in the theory of rarefied gas dynamics, in finite and semi-infinite 

media: described by the linearized BGK model. The two methods use half-range 

quadrature schemes and are based on the use of either analytical or numerical ap

proaches to evaluate the clementary solutions of the discrete ordinates equations. 

The addition, the approaches present a simpler associated eigenvalue problem based 

on matrices that are diagonal perturbations of rank-one matrices. Numerical results 

are presented. 
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-
1 INTRODUÇAO 

No contexto dos métodos determinísticos para solução da equação de 

transporte, o método de ordenadas discretas, caracterizado basicamente pela dis-

crctização da variável angular da equação, tem sido amplamente usado em modelos 

unidimensionais e multidirnensionais. Segundo Chalhoub e Garcia {16} o método 

de ordenadas discretas foi introduzido por vVick e Chandrasekhar na década de 

quarenta. A versão original do método, conhecida na literatura como método de 

vVick-Chandrasekhar, se baseava em aproximar a integral angular do lermo de espa-

lhamento da equação de transporte por uma quadratura numérica e em resolver ana-

liticamente o conjunto de equações diferenciais ordinárias resultante para a função de 

distribuição de partículas nos pontos de quadratura. Posteriormente Chandrasekhar 

[17] continuou a desenvolver o método que passou a ser usado por vários outros au-

tores na resolução de problemas de transferência radiativa. Depois disso, além dos 

procedimentos numéricos clássicos baseados principalmente em aproximações por 

diferenças finitas [22], outras abordagens de caráter analítico foram propostas para 

solução das equações SN, como os métodos SGFSN [6] e LTSN [29, 5, 30} e ainda 

diferentes esquemas de quadratura vem sendo investigados [13, 15, 14j. 

Uma dificuldade na aplicação da solução em ordenadas discretas como 

proposta por Chandrasekhar [17/ reside basicamente no cálculo das constantes de 

separação associadas à$ soluções elementares do problema, que são encontradas como 

raízes de uma função característica. Em um trabalho recente Barichello e Siewert 
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[4] mostraram a equivalência <mtre o método de harmônicos esféricos e o de orde-

nadas discretas, a partir de uma versão modificada da solução proposta por Cban-

drasekhar onde agora, tal como na solução por harmônicos esféricos (7] as constantes 

de separação podem ser encontradas como autovalores de uma matriz. Abordagem 

semelhante a [4] foi usada para obtenção de uma solução em ordenadas discretas 

para o fluxo de Poiseuille em um canal plano, no entanto a parLir de esquemas de 

quadratura do tipo "half-range" [2]. No caso dessa abordagem, as constantes de 

separação podem ser encontradas como autovalores de um tipo especial ele matriz 

na forma diagonal mais uma matriz de posto um. 

Neste trabalho a solução em ordenadas discretas apresentada em [2] para 

o problema do fluxo de Poiseuille é reavaliada usando agora subroutinas específicas 

para o problema de autovalores simplificado. Além disso problemas em meio semi-

infinito são também tratados. Ainda, uma versão recentemente apresentada por 

Siewert [25] para o problema clássico de Chandrasekhar de transferência radiativa, 

diferenciada da anterior basicamente pela forma de calcular as componentes inde-

pendentes da parte espacial das soluções elementares, é aqui aplicada à uma classe 

ele problemas da dinâmica de gases rarefeitos baseados no modelo BGK linearizado. 

Assim no capítulo 2 apresentamos o problema do fluxo de Poiseuille e no 

capítulo 3 os problemas "Creep" Térmico e Deslizamento Viscoso em meio semi-

infinito, apresentando para cada um deles uma solução em ordenadas discretas 

com duas abordagens diferenciadas, uma avaliando analiticamente as soluções ele-

mentares e outra numericamente, sendo que para estas duas avaliações designamos 

. . 
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os respectivos nomes de primeira e seg-unda abordagem. No capítulo 4 discuti

mos suscintamentc o problema de autovalores D + pzzT e mostramos os resultados 

numéricos obtidos a partir das duas abordagens desenvolvidas para os problemas 

apresentados nos capítulos 2 e 3. Finalment,e, algumas conclusões são apresentadas 

no capítulo 5. 
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2 l\IIODELAGEM DO PROBLEMA 

Na descrição do fltL\:O de um gás rarefei to entre duas placas paralelas, um 

problema básico a ser resolvido [veja anexo A-l] é dado pela equação 

1 ô 00 
-K,O + f.L-. Z('r, f.L) + Z(r, f.L) = "lr-112 f e-u

2 
Z(r, u)du (2.1) 

2 ÔT l-oo 

para r E (-ô/2,8/2) e f.L E (- oo,oo), com condições de contorno 

Z(-ôj2,f.L) = (1- a)Z(-ô/2, - f.L) (2.2) 

e 

Z(ô/2, -f.L) = (1- a)Z(ô/2, f.L) (2.3) 

para f.L E (0, oo ). Seguindo [26], obtemos uma versao homogênia do problema (2. 1) 

introduzindo 

(2.4) 

nas equações (2.1) a (2.3), resultando que Y(T, p.) deve satisfazer 

ô 100 f.L ÔT Y(r, p.) + Y(T, J.L) = -oo 7/J(u)Y(T, u)du (2.5) 
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para T E (-a, a) e J.L E (- oo, oc), com condições de contorno 

(2.6) 

e 

Y(a , -J.L) = (J - a)Y(a , IL ) + aJ.L2 + aJ.L(2- a) (2.7) 

para J.L E (0, oo ). Estamos denotando aqui 

(2.8) 

e ainda 2a = 8. 

~as seções a seguir descrevemos a obtenção de soluções para o problema 

em Y(T, J.L ) aLravés do método de ordenadas discretas, a partir de duas abordagens 

diferenciadas para o cálculo das componentes independentes da parte espacial das 

soluções elementares. 

2.1 Solução em Ordenadas Discretas 

Para obtenção de uma solução em ordenadas discretas, observamos ini

cialmente que a função característica 1/J (p) , dada pela equação (2.8) é uma função par 

e seguindo Barichello c Siewert [1] reescrevemos o termo integral da equação (2.5) 

como sendo uma in tegral definida somente de zero a infinito (fazendo as devidas 

mudanças de variáveis) e esse novo termo integral aproximamos por um esquema de 
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quadratura definido então para metade do domínio, e com isso podemos escrever as 

equações em ordenadas discretas na forma 

e 

(2.10) 

para ·i= 1, ... , N. Devemos observar que o conjunto de pesos e raízes da quadratura 

aqui usados definem um esquema para avaliação de uma integral no intervalo (0, 1]. 

Procurando soluções do tipo exponenciais para as equações (2.9) e (2.10), 

substituímos nessas equações as soluções elementares 

(2.11) 

onde v é a constante de separação a as funções <P denotam o que chamamos de 

componentes independentes da parte espacial das soluções elementares. 

Substituindo nas equações (2.9) e (2 .10) a expressão (2.11) obtemos as 

seguintes equações em forma matricial 

(2.12) 



e 

1 
- -Sq?_(v) =(I - W )q? _(v) - W9.>+(v) 

v 
(2.13) 

sendo que 

E = diag{J.Ll> J.L2, J.L3, ... , J.LN} , (2 .14) 

(2.15) 

I é a matriz identidade N x N, e os elementos da matriz W de posto um são dados 

pela expressão 

(2.16) 

onde Wj denota os pesos da quadratura. 

Pela adição e subtração das equações (2 .12) e (2.13) obtemos ainda as 

relações 
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e 

(2.18) 

Propomos, neste ponto, duas abordagens diferentes para o desenvolvi-

menLo da solução do problema de equações (2.5) a (2. 7) e conseqnentemente para o 

problema dado pelas equações (2 .1) a (2.3) , descritas a seguir. 

2.2 Soluções E lementares: uma a bordagem analítica 

Para desenvolver esta primeira abordagem, seguimos (2] substituindo na 

equação (2.17) a expressão (2.18) obtendo 

l 1 
(D - 23 - ws-1 )SU = , s u 

v-
(2.19) 

onde 

(2.20) 

e 

D d . { -'> -? - 2} = Iag f.L l - , f.l-2 - , ... ,f.LN · (2.21) 

Buscando obter matrizes simétricas, definimos uma matriz T cujos ele-

mentos Ti são tais que 
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(2.22) 

para i, j - 1, ... , N . Multiplicando a equação (2.19) por essa matriz diagonal T 

obtemos 

onde 

1 
(D - 2M)X = -X 

v2 

é uma matriz simétrica ele posto um, e 

X = TSU . 

(2.23) 

(2.24) 

(2 .25) 

Assim o problema de autovalores dado pela equação (2.23), pode ser 

reescrito na forma 

(2.26) 

onde ~= l j v2 e 

z = [ Jwl'I/J(J-Ll)' Jw2'1/J(J-L2), ... , JwN'I/J( ~-tN ) ] T 
f.t1 f.t2 f.t N 

(2.27) 
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O problema ele au tovalores definido pela. equação (2.26) é um caso especial 

que faz parte do formalismo usado pelo método "divide anel conquer" [20] para 

o cálculo de autovalores de matrizes tridiagonais (aspecto que vamos explorar na 

obtenção dos 1·esultados numéricos mostrados posteriormente). 

Considerando que tenhamos encontrado os autovalores pela equação (2.26), 

impomos a condição de normalização 

N 

Lw,-.'1/J( J.L~) [(p(li,J.L~) +<P(ii,-J.L,.)] = 1 (2.28) 
==l 

e escrevemos a solução em ordenadas discretas como 

(2.29) 

sendo que as constantes arbitrárias { ll-1} e {BJ}, podem ser determinadas pelas 

condições de contorno do problema e as constantes de separação { IIJ} são o recíproco 

das raízes quadradas positivas dos autovalores definidos pela equação (2.26). Nota-

mos ainda que as soluções elementares em (2. 11 ) ficam analiticamente definidas. 

Lembrando que problemas baseados na equação (2.5) são conservativos, 

uma vez que 

(2.30) 
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esperamos que um dos autovalores definidos pela equação (2.26) tenda a zero quando 

N tender ao infinito. Levando em conta este fato, negligenciamos a maior constante 

de separação entre as { l'j} computadas, reescrevendo a equação (2.29) como 

Para definir as constantes A, B, { Ai} e {Bj} substituímos a equação (2.31) 

nas condições de contorno avaliadas nos pontos de quadratura {!ti}, gerando o 

seguinte sistema de equações algébricas lineares 

~{ . ·[Cévj+J.Li(2-a)] . · [CI.llj-J.Li(2-a)] -?.af vi} 
0 AJvJ 2 2 + B.1vJ 2 2 e + 
j = l vj - J.Li vi - J.Li 

a.4 - B[aa + J.Li(2- a:))= O:Jti + aJ.Li(2- a) (2.32) 

e 

(2.33) 

para i = 1, 2, ... , N. 

A resolução do sistema formado pelas equações (2.32) e (2.33) deixa a 

solução em ordenadas discretas (considerando esta primeira abordagem) para o 

problema proposto pelas equações (2 .5) a (2.7) completamente definida. 



12 

2.3 Soluções Elementa res: uma a bordagem numérica 

Na segunda abordagem proposta, inicialmente reescrevemos as equações 

(2.17) e (2.18) como 

e 

onde 

e 

(I - 2W)U = ~SV 
v 

1~ 
V = -cU 

v 

U = <!> +(v) + <!>_ (v) 

V = <.P +(v) - <.P _(v) . 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

Multiplicando as equações (2.34) e (2.35) pela matriz T definida como 

em (2.22), obtemos os seguintes problemas de autovalores 

(2.38) 

e 
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(D - 2zzT)r = ÇT (2.39) 

onde Ç = ljv2, 

X = TEU (2.40) 

e 

T = TSV. (2.41) 

Continuando, assumimos que a equação (2.38) define autovalores posi-

ti vos e um conjunto completo de autovetores onde Çj e X (Çj ), para j = 1, 2, ... , N, 

denotam esta coleção . As constantes de separação que precisamos claramente ocor-

rem aos pares, sendo assim tomamos IJj , para j = 1, 2, ... , N, como sendo o recíproco 

da raiz positiva de Çj . Admitindo essas considerações e fazendo algumas mani-

pulações algébricas com as equações (2.40) e (2.41) obtemos finalmente 

(2.42) 

e 

(2.43) 
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Tendo encontrado estas expressões para <I? + (vj ) e <I? _ (vJ), onde os ve-

tores X (Ç1) são avaliados numericamente, podemos escrever nossa solução em orde-

nadas discretas já considerando que o problema é conservativo (como mencionado 

na seção anterior) como 

N -1 

Y + (T) = AIT (O)+B[TII(O)-ll (l )]+ 2: [Ai <I>+(vj)e- (a+r)fv; + B/P- (vi)e- (a-r)/v; ] 
j=l 

(2.44) 

N - 1 

Y _ (T) = f1II (O)+B[TII(O)+ ll (l)] + L [Aj P- (vj) e- (a+r)/vj + Bj<I>+ (vj)e- (a- r)/v; J 
j=l 

(2.45) 

onde 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

e como na equação (2.15) 

(2.49) 
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Temos que definir as constantes A, B, {Aj} e {Bj}· Como na seção ante-

rior, substituímos as equações (2.44) e (2.45) nas condições de contorno de equações 

(2.6) e (2.7), avaliadas nos pontos de quadratura {,ui}, gerando o seguinte sistema 

de equações algébricas lineares 

N-1 N - 1 

L Aj [<P +(vj) +(a- 1)<1>-(vj)] 1- L Bj [<P_(IJj) +(a- l)<P+(vj)] e - 2afvJ + 
j=l j=l 

aA.II (O) - B [aaii (O) + IT(1)(2- a)] = a ll2(1) + al1(1)(2- a) (2.50) 

e 

N - 1 N-1 

L Aj l<P- (vj) +(a- 1)<I>+(vJ)J e- 2afv; +L .llj [<I>+(vJ) +(a- 1)<1>- (vj)] + 
j=l j = l 

aAII (O) + B [aaiT(O) + 11(1)(2- a)] = a ii2(1) + all(1)(2- a) . (2.51) 

Com a resolução desse sistema determinamos completamente a solução em 

ordenadas discretas (considerando esta segunda abordagem) para o problema de 

equações (2.5) a (2.7). 

No capítulo 4, apresentamos alguns resultados numéricos obtidos a par-

tir das duas abordagens apresentadas nesse capítulo para o problema do fl1L'<O de 

Poiseuille. 
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3 MEIO SEMI-INFINITO 

Desenvolvemos neste capítulo, usando ambas as abordagens propostas no 

capítulo anterior, dois problemas clássicos em meio semi-infinito conhecidos "Creep" 

Térmico e Deslizamento Viscoso. Nesse caso nosso objetivo também é de com-

paração com os resultado obtidos por Camargo [10]. 

3.1 O Problema do "Creep" Térmico 

Como Loyalka, PeLrellis e Storvick [23], expressamos o problema do "Creep" 

Térmico pelas equações 

(3.1) 

com condições de contorno 

lim Y(r, p,) = O 
T -rOO 

(3.2) 

e 

0: 1 ( 2 1) Y (O, J.L) = (1- o:)Y (O, -J.L)- 2AT + 2o: p, - 2 , f.t > O (3.3) 

onde o: é a fração de moléculas incidentes que são difusivamente refletidas a partir 

da parede, e .th· é a velocidade de deslizamento térmico que neste momento é uma 
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constante desconhecida. Esse problema retrata fisicamente a expansão de um gás 

em domínio semi-infinito (mantido a uma pressão constante p) limitado por uma 

placa plana localizada em T = O. 

Fazendo a transformação 

(3.4) 

obtemos o problema 

(3.5) 

para T E (0, oo) e /.L E ( - oo, oo ), com condições de contorno 

lim Y (T, /.L) = A 
r-.oo 

(3.6) 

e 

(3.7) 

onde A = AT/2 , a E (0, ll e 

(3.8) 
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Propomos, neste momento: desenvolver a. solução do problema definido 

pelas equações (3.5) a (3.7) usando duas abordagens diferentes, como fizemos para 

o problema descrito no capítulo 2. 

3.1.1 Um a abordagem analítica 

Seguindo o que foi desenvolvido na primeira abordagem do problema 

finito (seção 2.2), partimos da equação (2.28) e escrevemos nossa solução em orde-

nadas discretas para o problema em meio semi-infinito como 

N - 1 
/'( ·) _ "" . llj -rf v; 1 T, ±f-L1. - A. 1- ~ A.3 e 

j=l llj :r= /-ti 
(3.9) 

já considerando que estamos tratando de um problema conservativo, notando também 

que essa solução satisfaz a equação (3.6). 

Para definir as constantes A. e {Ai}, substi tuímos a equação (3.9) na 

condição de contorno (3.7) avaliada nos pontos de quadratura {J-ti}, o que gera o 

seguinte sistema de equações algébricas lineares 

NL-l A [avi+ f..Li(2- a)] A 1 ( 2 1) ·v· '> +a = - a f-L· --
. 3 3 v? - u _-:- 2 1 2 

J = l J rt 

(3.10) 

para i = 1, 2, ... , N . 

Tendo encontrado as constantes A e {.4;} pela resolução do sistema 

acima, completamos a solução em ordenadas discretas (considerando esta primeira 

abordagem) para o problema em meio semi-infinito de equações (3.5) a (3.7) . 
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3.1.2 Uma abordagem numérica 

Procedendo como na segunda abordagem do problema finito (seção 2.3), 

partimos da equação (2.43) e escrevemos nossa solução em ordenadas discretas para 

o problema semi-infinito do acreep" Térmico como 

N-l 

Y +(r) = AII (O) + L A/P+(vj)e-rfvi (3.11) 
j =l 

e 

N-l 

Y _(r) = AII (O) +L Ajg}_ (vj)e-TfvJ , (3.12) 
j=l 

pois o problema que estamos considerando aqui, como já mencionado na seção an-

terior, é um problema conservativo e ainda temos que essas equações satisfazem a 

condição de contorno (3.6). 

Pela substitução das equações (3.11) e (3.12) na condição de contorno 

(3.7) avaliada nos pontos de quadratura {pi}, geramos o seguinte sistema de equações 

algébricas lineares para cálculo das constantes A e { Aj}: 

N-1 1 1 
:2:: Aj[<P +(vi) 1- (a- l) <P_(vj)} + aAIT (O) = 

2
a[II2 (1) - 2 TI (O)]. 

J=l 

(3.13) 

Resolvendo o sistema formado pela equação (3.13) definimos completa-

mente a solução em ordenadas discretas (considerando a segunda abordagem) para 

o problema proposto pelas equações (3. 5) a (3. 7) . 
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3.2 O Proble ma de Deslizamento Viscoso 

Segundo Loyalka, Petrcllis e Storvick [23], o problema de Deslizamento 

Viscoso pode ser descrito como 

f.L .!_Y(T, f.L) + Y(T, f.L) = l ·1/J(u)Y(-r,u)du 8T J_oo (3 .14) 

para T E (0, co) e J.L E ( -oo, oo ) , com condições de contorno 

lim Y(-r, p,) = Ap 
T->00 

(3 .15) 

e 

Y(O, f.L) = (1 - a)Y(O, -f.L) + (2 - a)p, , p, > O (3.16) 

onde a E (0, 1] é a fração incidente de moléculas que são difusivamente refletidas 

a partir da parede, Ap que até então é uma constante desconhecida representa a 

velocidade de deslizamento viscoso, e 

(3.17) 

Este problema consiste em encontrar a função de distribuição molecular 

de um gás que preenche o semi-espaço T > O limitado por uma placa plana localizada 

em -r=O. O gás é não uniforme, pois há um gradiente de velocidade ao longo do eixo 
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T na componente z da velocidade macroscópica. Este gradiente torna-se constante 

quando T ---4 oo. 

Propomos desenvolver a solução deste problema de Deslizamento Viscoso 

usando as duas abordagens descritas no capítulo 2. 

3.2.1 Uma abordagem analítica 

Partimos da equação (2.28) e escrevemos nossa solução em ordenadas 

discretas para o problema semi-infini to de Deslizamento Viscoso, conforme descrito 

na seção (2.2) como 

(3. 18) 

já considerando que estamos tratando de um problema conservativo e observando 

que essa solução satisfaz a condição de contorno (3.15) . 

Para definir as constantes Ap e { Aj} substituímos a equação (3.18) na 

condição de contorno (3.16) avaliada nos pontos de quadratura {J.Li}, resultando que 

(3.19) 

para i = 1, 2, ... , N, sendo que a solução desse sistema de equações algébricas line-

ares completa a. determinação da solução em ordenadas discretas (considerando a 

primeira abordagem) para o problema. de Deslizamento Viscoso. 
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3.2.2 Uma abordagem numérica 

Em analogia aos procedimentos feitos na segunda abordagem do problema 

fini to (seção 2.3), escrevermos nossa sol~ção em ordenadas discretas para o problema 

de Deslizamento Viscoso, partindo da equação (2.43): como 

N - l 

Y +(r)= Apll(O) +L A/.P+ (IJi)e- rfvi (3.20) 
j=l 

e 

N-1 

Y _(T) = Apil (O) +L AjP-(vi)e-T/vi , (3.21) 
j = l 

pois o problema que estamos considerando aqui como já mencionado na seção ante-

rior, é um problema conservativo. 

Substituindo as equações (3.20) e (3.21) na condição de contorno (3.16) 

avaliada nos pontos de quadratura {!-li}, originamos ·o seguinte sistema de equações al-

gébricas lineares cuja solução define as constantes Ap e {Ai} 

N-l 

L Aj[<I? t- (vj) +(a- l)<f?_(I;j)] + aApiT (O) = II (1)(2- a) . (3.22) 
j =l 

Tendo definido as constantes Ap e { Aj}, a solução em ordenadas discretas 

(considerando a segunda abordagem) para o problema de Deslizamento Viscoso fica 

totalmente determinada. 
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No próximo capítulo apresentamos alguns resultados numéricos para os 

dois problemas apresentados neste capítulo , usando as duas abordagens propostas. 
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS 

4 .1 Descrição Geral 

O que primeiro devemos definir, na busca pelos resultados numéricos para 

os problemas descritos nos capítulos 2 e 3 é o esquema de quadratura a ser usado na 

solução em ordenadas discretas. A primeira escolha, é pelo uso da transformação 

(4.1) 

ou ela transformação 

(4.2) 

para mapear o intervalo [O, oo) sob [0, 1], para então usarmos o esquema de Gauss-

Legendre mapeado no intervalo [0, 1]. Feito isto, extendemos o esquema de quadratura 

para todo o in tervalo ( -oo. oo) pelo caminho indicado pelas equações (2.9) e (2.10) 

do capítulo 2. Tendo definido o esquema de quadratura, calculamos então as 

constantes de separação { vj } pela resolução do problema de autovalores definido pela 

equação (2.26). Diferentemente de (21 podemos utilizar a subroutina UPDATER 

{281, recentemente desenvolvida para considerar a forma especial da equação (2.26), 

pois até então, casos como estes, vinham tendo seus au tovalores calculados, por 

exemplo, pela subroutina. RG, do pacote matemático EISPACK [27], causando assim 

um esforço computacional desnecessário. 
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Para resolução do sistema linear envolvido, usamos as subroutinas DGECO 

e DGESL (eliminação de Gauss) do pacote matemático LINPACK [18]. 

4.2 O problema de autovalores D + pzzT 

Problemas de autovalores na forma da equação (2.26) têm sido muito 

estudados na Álgebra Linear, em especial, há uma seção 8.6.3 do livro de Golub e 

Van Loan (20] que trata amplamente desta questão. Segundo relatos de Siewert e 

Wright em [28] o que se conhece, é que se todos os componentes do vetor z são não 

nulos, então os autovalores Çi definidos pela equação (2.26) são os N zeros da função 

(4.3) 

Pela. definição da matriz D dada na equação (2.21), é fácil de perceber que a 

função acima definida tem polos nos autovalores de D , isto é (JL!2
, JL22

, .. . , f-L"i/ ), 

e qne é monótona decrescente entre esLes polos. Se os f-Li são ordenados pela forma 

usual, temos que os autovalores Çi estão relacionados com a diagonal de D da seguinte 

forma: 

_') t: - 2 t: _ ') c 
Jl-1- > <:.1 > f-L2 > <:.2 > .. · > f-LN- > <.,N · (4.4) 

Se alguns componentes dez são nulos, algumas das desigualdades anteriores tornam-

se igualdades. Em particular, nós temos Ç.;. = f-Li 2 sempre que zi = O. 
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Os autovalores Çi são calculados identificando-se as raízes da função definida 

pela equação (4.3) em cada intervalo (f.l.;i1 , f1.i2
), i = 1, 2, ... , N -1 e ( - oo, f.J--;/) . Um 

pré-processo é executado para tratar de todos os componentes dez, o que produz um 

problema reduzido no qual todos os elementos do vetor atualizado são não nulos, per

mitindo que seja feita uma identificação entre os autovalores ~i e os zeros das N raízes 

do polinômio de equação (4.3). Ainda segundo [28], o número de operações total é 

O(N2 ) , sendo que para encontrar cada uma das N raízes é necessário um modesto 

número de avaliações da função f [equação (4.3)] e de suas derivadas, onde cada uma 

dessas avaliações requer O(JV) operações aritméticas. Esta complexidade compara

se favoravelmente com a complexidade O(N 3
) requerida ao se usar um sistema cheio 

para o cálculo de autovalores de equações que têm a forma da equação (2.26) . 

Como mencionado anteriormente, o problema de encontrar autovalores 

de matrizes que são perturbações de matrizes de posto um com autovalores que são 

desconhecidos, surge também no contexto do método "divide anel conquer" para 

matrizes tridiagonais. Sendo assim, reunindo vá.ri9-s modificações das subroutinas 

do pacote matemáLico LAPACK [19] , Siewert e \tVright [28] idealizaram a subroutina 

UPDATER que calcula autovalores e autovetores definidos como na equação (2.26) 

usando as aproximações relatadas nessa seção . Fizemos então uso dessa subroutina 

para encontrar os autovalores e os autovetores de ambas as abordagens, analítica e 

numérica, de cada um dos problemas desenvolvidos nesse trabalho. A subroutina 

UPDATER. pode ser encontrada no seguinte siLe 

http: / Jwww.mcs.anl .gov;- wright/ dzpack/ 
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4.3 Aplicações 

Na avaliação dos nossos resultados numéricos, voltamos nossas atenções 

para o que Loyalka, Petrellis e Storvick relatam na referência [24], avaliando para 

vários valores do coeficiente de acomodação a a taxa de fluxo Q, com valores inver

sos do número de Knudsen 2a E [0.05, 10] e o perfil de velocidade q(r ) para o caso 

2a = 2.0, bem como para o que Siewer t , Garcia e Grandjean relatam na referência 

[26] para a ta."Xa de fluxo Q sendo 2a E lO.OOl, 100] e a = 1. Loyalka, Petrellis e 

Storvick descrevem na referência [23) resultados numéricos a respei to dos problemas 

"Creep" Térmico e Deslizamento Viscoso, com os quais respectivamente compara

mos os nossos resultados para as velocidades macroscópicas qT(r) e qp(r), e para as 

velocidades de deslizamento térmico e viscoso (ATe .A P respectivamente). 

Considerando nossos resul tados a partir de N = 30, confirmamos com 

mais ou menos uma unidade no último dígito, todos os resultados para o fluxo de 

Poiseuille listados com cinco dígitos de precisão nas referências [24] e [26]. O mesmo 

acontece com os problemas «Creep" Térmico e Deslizamento Viscoso ao comparar

mos nossos resultados a partir de N = 24 para as velocidades macroscópicas qT( r) 

e qp(r), e para as velocidades ATe Ap, listados com seis e sete dígitos de precisão 

na referência [23]. 

Devemos desLacar que o uso da segunda transformação no mapeamento 

dada pela equação (4.2), proporciona resultados mais satisfaLórios e estáveis para 

os mesmos valores de N, então por esse mo ti v o todos os resultados desse trabalho 

foram ob tidos somente pelo uso dessa transformação. Um outro ponto importante 
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a ser ressaltado com relação aos resultados numéricos é que na primeira abordagem 

apresentada neste trabalho, temos alguns casos onde as constantes de separação Vj 

são iguais aos pontos de quadratura Çi , o que não é permitido pelas equações (2.31), 

(3.9) e (3.18), sendo assim, omitimos esses pontos de quadratura dos nossos cálculos 

sem causar nenhuma conscquência, já que nesses pontos a função característica 1/J (f.L) 

é efetivamente nula, não contribuindo portanto para o lado direito das equações (2.9) 

e (2.10). 

Tendo encontrado concordância com os resultados das referências citadas, 

e para estabelecer alguma confiança nas soluções desenvolvidas com ambas as abor-

dagens, vamos mostrar alguns resultados numéricos que encontramos usando nossa 

solução em ordenadas discretas pata cada um dos problemas descritos nos capítulos 

2 e 3. 

4.3.1 O problema do fluxo de Poiseuille 

4.3.1.1 Resultados da primeira e segunda abordagem 

Para calcular o perfil de velocidade macroscópica com a primeira abor-

dagem do problema descrito no capítulo 2 usamos 

1 100 q(r) = KO -oo 1/J(f.L)Z(r, f.L)df.L 

que pela equação (2.4) 1·esulta em 
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(4.6) 

e para a taxa de fl.u.·w 

1 la Q = --" q(r)dr . 
2a- - a 

(4.7) 

Com o uso da condição de normalização dada pela equação (2.28) e da 

equação (2.31) para resolver o termo integral da equação (4.6), encontramos para o 

perfil de velocidade macroscópica a expressão 

Após substituir a equação (4.8) na equação (4.7) , encontramos para a 

taxa de fl.u.."\:o a expressão 

Para desenvolver os resultados numéricos com a segunda abordagem para 

o problema do fltL'XO de Poiseume, partimos da equação (4.6), discretizamos seu 

termo integral e usamos as equações (2.30), (2.44) e (2.45) obtendo assim para o 

perfil de velocidade macroscópica a expressão 
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onde 

N 

</>o( llj) = L w i'l/J (J.Li) [~b ( llj, + J-Li ) + </>( llj , - J-Li)] 
i=l 

(4.11) 

Após usar a equação ( 4.10) na equação ( 4. 7), encontramos pa.ra a taxa 

de fluxo a expressão 

1 [ ~ ( ) ( -2a/v- ) ( )] 1 ( 2 '>) Q = 
2

a 2 2aA + ~ llj Aj + Bj 1 - e 1 </>o llj -
2
a 1 - 3a- . 

J=l 

(4.12) 

Na Tabela 4 .1 estão os resultados da velocidade macroscópica q(r) com 

a = l.O, e na Tabela 4.2 os resultados da t au'<a de fluxo Q, sendo que ambas foram 

geradas com N =30 e descrevem os valores que encontramos pelas duas abordagem 

da nossa solução de ordenadas discretas para o problema descrito no capítulo 2. 
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Tabela 4.1: Velocidade macroscópica q(r) 

T a = 0.50 a = 0.80 a = 0.88 a = 0.96 a = 1.00 
0.0 - 3.6522 - 2.3196 - 2.1174 - 1.9488 - 1.8746 
0.1 - 3.6448 - 2.3121 - 2.1099 - 1.9413 - 1.8671 
0.2 - 3.6226 - 2.2896 - 2.0873 - 1.9187 - 1.8444 
0.3 - 3.5851 - 2.2518 - 2.0494 - 1.8806 - 1.8063 
0.4 - 3.5318 - 2.1979 - 1.9954 - 1.8264 - 1.7521 
0.5 - 3.4618 - 2.1271 - 1.9243 - 1.7552 - 1.6808 
0.6 - 3.3733 - 2.0377 - 1.8347 - 1.6654 - 1.5908 
0.7 - 3.2637 - 1.9270 - 1.7238 - 1.5542 - 1.4795 
0.8 - 3.1279 - 1.7900 - 1.5866 - 1.4167 - 1.3419 
0.9 - 2.9540 - 1.6153 - 1.4116 - 1.2416 - 1.1668 
1.0 - 2.6764 - 1.3404 - 1.1375 - 9.6838(- 1) - 8.9392(- 1) 

Tabela 4.2: Taxa de fluxo Q 
2a a = 0.50 a = 0.80 a= 0.88 a = 0.96 a = 1.00 

0.05 5.2233 3.0897 2.7383 2.4373 2.3023 
0.10 4.5564 2.7077 2.4060 2.1482 2.0327 
0.30 3.7785 2.2448 2.0011 1. 7945 1. 7025 
0.50 3.5444 2.1023 1.8766 1.6863 1.6019 
0.70 3.4377 2.0388 1.8220 1.6398 1.5592 
0.90 3.3839 2.0092 1.7976 1.6202 1.5418 
1.00 3.3682 2.0019 1.7921 1.6163 1.5387 
2.00 3.3766 2.0414 1.8386 1.6694 1.5949 
5.00 3.7744 2.4382 2.2351 2.0655 1.9908 
7.00 4.0881 2.7461 2.5414 2.3704 2.2949 
9.00 4.4102 3.0635 2.8576 2.6853 2.6092 

4.3.2 Problemas em meio semi-infinito 

4.3.2.1 Resultados da primeira e segunda abordagem para o Problema "Creepll 
Térmico 

Para calcular o perfil ele velocidade macroscópica usando a primeira abor-

dagem do problema "Creep" Térmico tomamos 

(4.13) 
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que pela equação (3.9) resulta em 

N-1 

q(r ) = A+ 2 L Aje-rfvi . 
j=1 

(4.14) 

Encontramos o perfil de velocidade macroscópica com a segunda abor-

dagem do problema "Creep" Térmico substituindo as equações (3.11) e (3.12) na 

equação (4.13) o que resulta em 

N-1 

q(r) = A+ 2 L Aje-rfvi <f>o(vj) , (4.15) 
j = l 

sendo que </>o(vj) é definido como em (4.11). 

Na Tabela 4.3 estão os valores que encontramos usando nossa solução em 

ordenadas discretas, com as duas abordagens do problema "Creep" T érmico para o 

perfil de velocidade macroscópica, e para esse mesmo problema listamos na tabela 

Tabela 4.4 os valores para a velocidade de deslizamento térmico Ar que encontramos 

Iesolvendo os sistemas de equações (3.10) e (3.13) com diferentes valores de a . 



T 

0.0 
0.2 
0.4 
0.6 
0.8 
1.0 
1.4 
1.8 
2.0 
2.5 
3.0 
5.0 
7.0 

10.0 
15.0 
20.0 
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Tabela 4.3: Velocidade macroscópica Qr(r) 

a= 0.20 a= 0.40 a= 0.60 a= 0.80 
0.437744 0.378652 0.322536 0.269224 
0.476087 0.452924 0.430472 0.408695 
0.493887 0.487783 0.481689 0.475606 
0.505878 0.511345 0.516424 0.521139 
0.511697 0.528709 0.542074 0.554828 
0.521484 0.542091 0.561870 0.580865 
0.531203 0.561281 0.590296 0.618305 
0.537720 0.574168 0.609413 0.643517 
0.540196 0.579067 0.616685 0.653116 
0.54i1849 0.588282 0.630374 0.671195 
0.548006 0.594537 0.639673 0.683485 
0.553726 0.605885 0.656560 0.705828 
0.555401 0.609212 0.661518 0.712394 
0.556090 0.610581 0.663559 0.715101 
0.556278 0.610957 0.664119 0.715844 
0.556299 0.610998 0.664180 0.715925 

Tabela 4.4: Velocidade de deslizamento 
a Ar 

0.1 0.528357 
0.2 0.556302 
0.3 0.583848 
0.4 0.611004 
0.5 0.637781 
0.6 0.664190 
0.7 0.690239 
0.8 0.715938 
0.9 o. 741297 
1.0 o. 766323 

a= 1.00 
0.218556 
0.387559 
0.469537 
0.525509 
0.567004 
0.599118 
0.645359 
0.676540 
0.688421 
0.710810 
0.726042 
0.753761 
0.761918 
0.765281 
0.766206 
0.766307 

4.3.2.2 Resultados da primeira e segunda abordagem para o Problema de 
Deslizamento Viscoso 

Para obter o perfil de velocidade macroscópica com a primeira abor-

dagem do problema de Deslil:amenLo Viscoso, substituimos a equação (3.18) na 

equação (4.13) e encontramos 
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N-l 

q(T) = A+ T + L Aje-T/vi . 
j =l 

(4.16) 

Substituindo as equações (3.20) e (3.21) na equação (4.13) encontramos 

a seguinte expressão para o perfil de velocidade macroscópica com a seg-unda abor-

dagem do problema de Deslizamento Viscoso 

N-l 

q(T) = A + T +L Aje-T/vi</Jo(vj) , (4.17) 
j = l 

e aqui cPo(vj) também é definido como em (4.11). 

Os valores que obtivemos para o perfil de velocidade macroscópica usando 

nossa solução em ordenadas discretas com ambas as abordagens do problema de 

Deslizamento Viscoso estão na Tabela 4.5 que foi gerada com N = 24. 

Tabela 4. 5: Velocidade macroscópica qp(T) 

T a= 0.20 a= 0.40 a= 0.60 a = 0.80 a= 1.00 
0.0 7.622844 3.238196 1.805584 1.109557 0.707106 
0.2 8.063202 3.646240 2.182908 1.457663 1.027415 
0.4 8.357992 3.928844 2.453793 1.717270 1.276161 
0.6 8.617267 4.180609 2.698309 1.954782 1.506903 
0.8 8.858621 4.416772 2.929448 2.181057 1.728463 
1.0 9.089163 4.643505 3.152488 2.400515 1.944445 
1.4 9.530897 5.080070 3.584033 2.827181 2.366367 
1.8 9.957489 5.503391 4.004171 3.244222 2. 780386 
2.0 1.016727(1) 5.711974 4.211587 3.450500 2.985558 
2.5 1.068513(1) 6.227655 4.725143 3.961982 3.495016 
3.0 1.119681 (1) 6.737913 5.234015 4.469501 4.001213 
5.0 1.321680(1) 8.755484 7.249225 6.482402 6.011854 
7.0 1.522221 (1) 1.076024(1) 9.253350 8.485904 8.014745 

10.0 1.822430(1) 1.376209(1) 1.225495(1) 1.148726{1) 1.101587(1) 
15.0 2.322484(1) 1.876256(1) 1. 725536(1) 1.648761(1) 1.301616(1) 
20.0 2.822490(1) 2.376261(1) 2.225540(1) 2.148765(1) 2.101619(1 ) 



Estão na Tabela 4.6 os valores para a velocidade de deslizamento viscoso 

Ap que encontramos resolvendo os sistemas de equações (3.18) e (3.20) referentes a 

cada uma das abordagens do problema de Deslizamento Viscoso para vários valores 

de o: e N = 24. 

Tabela 4.6: Velocidade de deslizamento 
0: flp 

0.1 1.710313(1) 
0.2 8.224902 
0.3 5.255112 
0.4 3. 762619 
0.5 2.861190 
0.6 2.255410 
O. 7 1.818667 
0.8 1.487654 
0.9 1.227197 
1.0 1.016191 

De forma geral podemos dizer que para baixos valores de N a vantagem 

em se usar a subroutina UPDATER não se mostrou significante, mas apesar de não 

ser necessário neste caso (pois obtemos de 5 a 7 dígitos de precisão com N variando 

de 24 a 30) ao aumentarmos esse valor, por exemplo para N = 800, notamos a 

expressiva melhora no tempo computacional gasto para obtenção dos resultados. 

Cabe salientar ainda, que a implementação em linguagem FORTRAN 

de nossa solução em ordenadas discretas em qualquer uma das abordagens apre-

sentadas, por exemplo com N = 100, não leva mais do que três segundos em um 

Pentium 2331\1/ H z, sendo assim, acreditamos que nossa solução é muito eficiente, 

bem como mui to precisa. 
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5 CONCLUSOES 

Observando os resultados apresentados nesse trabalho verificamos que a 

solução em ordenadas discretas baseada em um esquema de N pontos de quadratura 

definidos para apenas metade do domínio se mostrou precisa, eficiente e simples 

em ambas as abordagens, analítica e numérica, das soluções elementares. Esses 

resultados também se confirmam para o caso de outros problemas como os de mo

delos que incluem polarização (3] ou como o problema clássico de Chandrasekhar 

em transferência radiativa [25] . 

No caso de comparações entre as duas abordagens, a segunda, apesar de 

lidar com aspectos numéricos parece m.ais simples no sentido que não há necessidade 

de preocupação com o caso onde autovalores são iguais aos pontos de quadratura. 

O problema de autovalores associado é bastante simples e pode ser tratado 

numericamente de forma mais eficiente do que em trabalhos anteriores, e mesmo em 

outras abordagens que recaem em matrizes tridiagonais simétricas ou cheias. 

Os resultados aqui obtidos confirmam a boa precisão da solução em or

denadas discretas que deve favorecer o tratamento de problemas mais complexos. 
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ANEXO A- 1 

A - 1.1 O p r ob lem a do fluxo de Poiseuille 

Consideremos duas placas separadas por uma distância d, c um gás 

fluindo paralelamente entre elas, na direção z, devido a um gradient e de densi-

dade K.po, que é mantido por um gradiente de pressão, sendo que a temperatura T 

é supostamente constante nas placas. Seguindo [12] vamos expressar 

f(x, z, c) = fo( z , c)[l + h(x , c)] (A-1.1) 

onde f(x , z, c) é a função de distribuição das moléculas e c (de componentes ex, cy 

e Cz) com magnetude c, é a velocidade molecular. Ainda 

(A-1.2) 

onde Po é a densidade na fronteira z = O e 

sgn(c,) = { 
1 Cx >O 

(A-1.3) 

- 1 Cx < O. 

Como estamos considerando uma situação estacionária, e com simetria, 

f não depende de y, e a equ ação de Boltzmann pode ser escrita como 

(A-1.4) 
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onde J(f,!) é o operador de colisão. Usando a equação (A-1.1) podemos reescrever 

a equação (A-1.4) como 

à â [ K, l ex- h+ c:: -
8 

h + c:: ( ) (1 + h) = Lh + ! 01 J(foh, foh) , 
àx Z 1 + K Z 

(A-1.5) 

com condições de contorno 

(A-1.6) 

Na equação (A-1.5), L é o operador linearizado de colisão, descri to segundo o modelo 

BGK [8]. Seguindo ainda considerações físicas apresentadas por Cercignani e Daneri 

[12], a equação (A-1.5) pode ser simplificada, resultando que 

à â 
KC~ + Cx-h + Cz-h = Lh . 

- ôx ôz 
(A-1.7) 

Como as condições de contorno (A-1.6) não dependem de z, e z não 

aparece explici tamente na equação (A-1.7), h não depende de z, com isso reescreve-

mos a equação (A-1.7) corno 

ô 
KCz + Cx-

0 
h = Lh . 

X 
(A-1.8) 

Por conveniência, consideremos 
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(A-1.9) 

uma função desconhecida; assim que conhecermos Z , o problema estará praticamente 

resolvido. 

Inlegrando a equação (A-U3) com relação a Cy e Cz, e considerando a 

forma de L como descrit a em [12] obtemos 

1 a ( ) - -1/2100 
- u 2 ( ) r. ( ) 28"' + Ocx ôx z x, Cx - 7r - 00 e z X , u du- z X, Cx , (A.-1.10) 

onde fJ denota o tempo livre médio, e as condições de contorno são dadas por 

Z ( - ~sgn(cx), ex] = O. (A-1.11) 

Para um problema em meio finito podemos também considerar a equa-

ção (A-1.10) dada pela expressão 

1ll ll ô Z( . ) - -1/'21oo -u2z ( )d Z( ) - uK. + UCx-Ô X, Cx - 7r e X , U U - X, Cx , 
2 X - oo 

(A.-1.12) 

para :?; E ( -d/ 2, d/2) e <;x E ( - oo, oo) com condições reflexivas 

Z( - d/ 2, Cx) = (J - a )Z( -d/ 2, -ex) (A-1.13) 
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c 

Z(d/2, -ex) = (1- cv.)Z(d/2, ex) (A-1.14) 

para C:z; E (0, 00 ). Aqui X é a variável espacial, d é a espessura do canal, K, é propor-

cional ao gradiente de pressão que causa o fluxo,() é o tempo livre médio, a E (0, 1] 

é chamado coeficiente de acomodação e Z(x , ex) é dado pela equação (A-1.9). Assim 

a determinação da função desconhecida h(x, c) depende da solução do problema em 

Z(x, ex)· 

Segundo Barichello e Siewert [2], o problema em Z(x, ex) pode ser re-

formulado fazendo T = xjB, ó = djf) e 1-' = ex nas equações (A-1.12), (A-1.13) e 

(A-1.14) resultando 

1 Ô j_oo 2 2 "'(} + J.L ÔT Z(T, J.L) + Z(T, J.L) = 7r-l/
2 

-oo e-u Z(T, u)du (A-1.15) 

para T E (-ó/2,8/2) e J.L E (-oo,oo), com condições de contorno para J.L E (O,oo) 

dadas por 

Z(-ój2,J.L) = (1- cv.)Z(- ô/2, -J.L) (A-1.16) 

e 

Z(ó/2, -J.L) = (1- a)Z(ó/2, J.L) . (A-1.17) 


