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RESUMO

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar alguns métodos numéricos para resolver a
equagio da convecgdo-difusdo, em um espago uni-dimensional. Demonstrada a derivagio
desta equagdo, parte-se para a sua adaptagdo ao espago uni-dimensional. A seguir, €
considerado o fendmeno da difusfo, isoladamente. Num segundo momento, ¢ feito um estudo
sobre o fenémeno da convecgdo, isoladamente. Posteriormente, considera-se o caso geral,
em que os fenémenos da convecgdo e da difusdo ocorrem simultaneamente. A importante
questdo da estabilidade em solugdes numéricas também ¢ analisada. Ao final de cada uma
das trés situagbes mencionadas, sdo apresentados resultados praticos dos programas

computacionais aplicados a elas.



ABSTRACT

The purpose of this work is show some numerical methods to solve diffusion-
convection equation, in one dimension. Showed the deduction of this equation, discribring the
problem, we present its adaptation to one dimension. After this, several steps are fulfill: first,
the diffusion phenomenon is considered isolated; second, the convection phenomenon is
studied isolated; third, the general case, where convection and diffusion phenomena
happened together. The major question about stability is also analysed. At the end of the three

above situations, we give some pratical results of computational programs applied to them.
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“A Matemdtica é a mais
alta das ciéncias, o dom
mais alto que os deuses
deram aos homens.”
: Arquimedes
287a.C-212a.C

I- INTRODUCAO

O estudo ¢ a busca da equagdo da difusdo (considerando ou nfo o fendmeno da
convecgdo) tem sido objeto de fisicos e matematicos, desde longo tempo.

A meta deste trabalho € o de apresentar simulagdes numéricas para as diversas
formas daquela equagdo, no espago uni-dimensional.

No Capitulo TI, ¢ apresentado a derivagdo da equagdo do calor. Num primeiro
instante, ¢ considerado um corpo sélido isotropico, onde s6 ha difusdo do calor; € num
segundo momento, ¢ considerado um corpo ideal, s6 com convecgdo de calor. A seguir, é
considerado o caso geral onde ocorrem os dois fendmenos simultaneamente, como acontece
por exemplo com os fluidos.

No Capitulo III faz-se uma adaptagido da equagdo geral, convecgdo-difusdio, para o
espago uni-dimensional. I apresentado um método numérico (semi-discreto) para a solugio
desta equagdo, bem como os resultados computacionais obtidos com o método descrito.
Mais tarde, considera-se um caso particular da equagdo do calor, sem o fendmeno da
convecgdo; trés métodos numéricos para sua solugdo sdo apresentados, bem como resultados
computacionais obtidos.

Outra situagdo, onde ocorrem os fendmenos da difusdo ¢ da convecgdo, € o que diz
respeito a poluigdo do ar. Esta questdo ¢ comentada, no Capitulo IV, a partir de uma historia
hipotética, mas muito proxima da realidade em varios pontos do planeta. Dela, parte-se para
uma equagio unicamente da convecgdo para, a seguir, entrar-se com a difusdo. Dois metodos
numéricos foram desenvelvidos, um para cada consideragio; utilizando-se o esquema das

diferengas finitas, foram elaborados dois programas computacionais, com auxilio dos quais



sdo apresentadas representagdes graficas. Também ¢ feita uma analise da estabilidade das
solugdes numéricas, utilizando-se o critério de von Neumann.
Ao final desta monografia, em um anexo, sdo apresentados os programas

computacionais, elaborados com o aplicativo MATLAB, que proporcionaram os resultados
apresentados ao longo deste trabalho.



I - DERIVACAO DA EQUACAO DO CALOR

Nesta secgdo, considera-se a seguinte notagdo:

p = densidade de nm corpo (sélido ou fluido).

¢ = calor especifico de um corpo (s6lido ou fluido).

k= condutividade térmica de um corpo (solido ou fluido).

Q = espago real a trés dimensdes (X.,y,2).

q = q(x,y,zt) = uma fun¢do representando a velocidade de um fluido no dominio Q.
f=f(x,y,z) = fonte (externa) de calor.

u = u(xy,zt) = temperatura em cada posi¢o (X,y,z) do espago e para cada tempo t

subsequente.

1 Conducio do calor em um sélido isotrépico

Suponhamos que € representa um corpo sélido isotrdpico (isto €, onde ndo se

verifica o fendmeno da convecgdo). Suponhamos, também, que neste corpo haja fluxo de
calor; este ¢ descrito em cada ponto do sélido como um vetor de fluxo J= (JI,JE,.}B)T , (cuja

diregdo coincide com a do fluxo e cuja magnitude ¢ a taxa de calor), passando através de um
elemento de superficie, normal a ele. Assim J; tem uma unidade de calor por uma unidade
de tempo, por uma unidade de arca. Assume-se, também, que o fluxo de calor nio tem uma
diregdo preferencial. Também ¢€ natural assumir que a diregdo do vetor fluxo coincidira com
a dire¢do de maxima temperatura u(x,y,z) no ponto. Tais condigdes sdo denominadas

“hipoteses fundamentais da condugdo do calor”, Em consequéncia delas, se conclui que:

J= -—l’(nx,uy ,ul)? = —kVu, (2.1.1)

onde a constante de proporcionalidade k& ¢ chamada de condutividade térmica do solido.
Dita condutividade k& possui uma unidade de calor por uma unidade de tempo, por uma
unidade de comprimento, por uma unidade de temperatura. Se & possuir um valor alto, diz-se

que o solido ¢ um bom condutor de calor (0 que ocorre com os metais, em geral). Os maus



condutores de calor (ar, dgua, madeira, concreto) que possuem baixa condutividade térmica
(k<1) sdo chamados de isolantes térmicos.

A quantidade de calor por unidade de tempo fluindo dentro de um volume elementar
V, com superficie S € dado por

1 = [ J-(-R)ds= [ k.Vid -7ids (2.1.2)
b.f

onde 7 € um vetor exterior e normal a superficie S.

No caso de sélidos isotrépicos (ou seja, com propriedades constantes), ¥ ndo depende de 7.
Usando o teorema da divergéncia, obtém-se:

1= [V-kVudv (2.1.3)
v

Também, se a razdo instantanea de geragdo volumétrica de calor no ponto (x,y,z) € V
¢ dado por f{(x,y,z), a quantidade de calor produzida em V, por unidade de tempo ¢
L= jde (2.1.4)

v

O calor especifico ¢ de um solido € definido como sendo a quantidade de calor
requerida para elevar de 1 grau a temperatura de uma unidade elementar de massa. O calor

especifico tem uma unidade de calor, por vma unidade de massa, por uma unidade de
temperatura,



Se Au expressa a mudanga de temperatura que ocorre numa massa elementar m, num
intervalo de tempo At, a correspondente quantidade de calor adicionada a massa deve ser

c.m.Au. Particularmente, se m ¢ a massa de V, esta quantidade de calor €:

1= j pehudV (2.1.5)
V

onde p ¢ adensidade do sélido, com unidade igual a uma unidade de massa por uma
unidade de comprimento ao cubo, por exemplo: Kg/m’,
Uma outra expressdo paral; €:

I, = At(l, + I,). Dai segue que: j,acAudV = A:[j(v- Vi + f)dV}
v

Au _
i[ -A—}--—V-kVu—-f}iV -0 (2.1.6)

e, como At e V sdo arbitrarios, segue-se que:

pou, =V kVu— f =0 ’ (2.1.7)

ou u, =V-£Vu+i (2.1.1)
e @

Se p e ¢ s@io constantes, faz-se k/pc = K (difusitividade térmica), seguindo-se entfio

u,—V-KVu—-f/pc=0 (2.1.8)

Se as fungGes acima ndo dependem de t, a equagdo (2.1.7) toma a forma eliptica:
V- Vu=f (2.1.9)

(denominada equagdo da condugdo de calor em estado estaciondrio).

Se k € uma constante, a equagiio (2.1.7) leva o nome de equagiio de Poisson ¢ se.
ainda, f= 0, obtém-se a equagio de Laplace V*y =0 (2:1.10)

As apropriadas condigdes auxiliares para a equagiio da condugiio de calor, obtida
por (2.1.7), serdo do tipo condigdes iniciais, condigdes de contormo ¢ condigies de entre-
faces (estas surgem quando o solido for constituido de dois materiais diferentes).

a) Condigbes iniciais

A equagdo (2.1.7) descreve a evolugdo da temperatura, ao longo do tempo. como uma
fungdo da posigo. Inicializa-se o processo, especificando uma fungdio v, denominada

condigdo inicial, tal que:



u(x,y,z):uo(x,y,z) (2.1.11)
b) Condigdes de contorno _
Considerando que a equagdo (2.1.7) é valida para todo t > 0 e (x,y,2)& €, um
significado razoavel para a situagdo de contorno &2 de Q ¢ a scguinte!” faz-se
A= AQUELU AL, onde alguns, mas ndo todos dos conjuntos disjuntos &2 podem ser
vazios. Entdo ¢ possivel considerar trés tipos de condigdes de contorno:
b.1 Especificagdo de temperatura (ou condigéo de Dirichlet). Neste caso:
u(x,y,z,r)=g(.x,_y,z) (2.1.12)
onde (x,y,z) £&),, com t>0, na qual g ¢ alguma fung¢do apropriada.
b.2 Contorno isolado (ou condig¢do de Neumann). Em tal situagéo:
~Vu-#i=0 (2.1.13)
onde 7 ¢ um vetor unitrio normal exterior a&2,,(x, y,z) € @2,. Esta condigdo informa que
o fluxo térmico atraves de X2, ¢ zero.
b.3 Radiagdo ou condigdo variada.
Neste caso, —kVu -7 =h(u—u,) (2.1.14)

onde (x,y,z) ed2,;, comt > 0, na qual 7 € um vetor unitario normal a X2, e dela para fora, h
¢ o coeficiente da transferéncia de calor ¢ # ¢ a temperatura do meio circundante. Esta
condig¢do assegura que o fluxo térmico através de &), é proporcional & diferenga entre as
temperaturas do meio circundante ¢ da superficie.

E importante ainda lembrar que existem outras condigdes de contorno que sio usadas,
como, por exemplo, ¢ possivel fazer-se a fungdo g depender do tempo t.

¢) Condigdes de entre-faces (divisas)

Se Q € composto por mais do que um material, entdo ao longo das entre -faces entre
dois materiais, o fluxo deve ser continuo, ou seja:

(V- 7) = k) (Vi -7) (2.1.15)

onde £, e 7 representam, respectivamente a condutividade térmica e a temperatura do
material i =1 a2 e # ¢ o vetor normal a entre-face. Esta condigdo ¢ imposta pela equagdo

(2.1.7) na qual o fluxo J=k Vu ¢ assumido como diferenciavel.
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E importante observar que a equagdo (2.1.9) ndo encerra somente as aplicagdes de

condugdo de calor, mas também se aplica em descrigdes de difusdo de neutrons, fluxo de

fluidos e outros.

2 Condugao de Calor em Fluidos

No caso em que €2 ndo ¢ um corpo sélido, mas um meio liquido ou gasoso, ha que se
considerar a velocidade deste meio. Isto ¢ devido ao fato de que os liquidos se movem; néo

sdo estaticos como os sélidos. Entdo, além da difusfio do calor, também ocorre o transporte

deste, mediante um processo conhecido como de convecgdo.

Consideremos somente a existéncia da convecgdo (sem a difusdo). Seja u,(x,y,2) o
valor do gradiente de temperatura, no instante inicial (t=0) de um fluido Q (com densidade p
e calor especifico ¢). Sendo a velocidade do fluido Q uma fungio § = (g, +32»95) do espago,
tem-se a seguinte equagdo para o vetor gradiente de temperatura u(x,y,z,t), aplicado a Q:
poulx,y,2,t) = pou,[(x,,2) - Gt

= ;ruo[(x,y,z)* (QIf’qlr’Q3t)]

= pou, (x—q,t,y — gt,z—gyt) 2.2.1)
Derivando parcialmente (2.2.1), em relagdo a x, y, z ¢ t, obtém-se:
G u _ ad u, (2.2.2)
J x 4“-“‘?#‘)
G u _ a u, (2.2.3)
2y dy-qyt)
. (2.2.4)
7z dz-qy)
ou_ ou(x-ahy-atz=ad) __Juy G # u,
- =2 (-q)+—2~(-q,) +—"~(-g,)
at Gt Ax-qit) " Ay-qi) " Az-g4) 7
(2.2.5)
Substituindo (2.2.2), (2.2.3) ¢ (2.2.4) em (2.2.5):
A du Fu g
=i o e Frimr— e | -
#y ﬂ.r( 1) (:?y( G’z) 5'zt 9s)

12



Ju Au Gu
u, :(_‘?1:_92"‘?3) ;;a};,??;

u,=-g-Vu (2.2.6)
equagdo que retrata o fendmeno da convecgdo de calor em um corpo £ ( fluido ), sem
considerar o efeito da difusdo.

Vimos em (2.1.7) que a variagdo da temperatura # em relagdo ao tempo, u,, ¢ dada por
u, =V--E'—\7u.+—‘{— (2.1.7)
Pe yoq
quando se considera somente o fenémeno da difusdo (sem o efeito da convecgdo) e pela
u, =—q-Vu (2.2.6)
quando se considera somente o fenémeno da convecgdo sem o efeito da difusdo.
Como os dois fendémenos sdo simultancos, isto ¢ convecgdo com difusdo, segue que a

equagdo que rege o caso geral, é:

N T2

e e

13



III - EQUACAO DO CALOR EM UM ESPACO UNI-DIMENSIONAL

1 Problema que considera simultaneamente os fenomenos da difusio e da

conveccdo, sem fonte externa de calor

Consideramos a equagdo (2.2.7)

U, =V-£Vu-—fj.?u+éf

R (R

Suponha a inexisténcia de fonte externa de calor (isto ¢ £=0) e considere o problema uni-

isto é:

dimensional, (ou seja, fluxo somente na direg¢do horizontal):

1 a g u g u .
o k -5 3.1.1
E [é’x][é’x] rr 1.0
ol
18k k &° Vi
g e g e M (3.1.2)

padz midx a x

Assumindo que a condutividade térmica k é constante, segue que 2 % = 0 e, portanto
x

A 0 g T 3.1.3
ut p:‘ (7 x: q X ( ‘})
Considerando a difusitividade térmica do fluido & = K, se obtém:
pc
u,=Ku,—qgu, (3.1.4)
onde 222 e u “{?zu
T4 x =8N

Esta equagdo diferencial parcial de 2¢ ordem e do 1° grau, sujeita a condigdo inicial
u(.r,O) =0, comOsx<1

e as condigdes de contorno



wo,)=u,(t) e u(l,t)=u(t), comt>0
rege o fendmeno fisico da temperatura de um fluido movendo-se a uma velocidade g, ao
longo de um delgado tubo, ocupando o intervalo 0 < x < 1. A temperatura é forgada a ser

igual a u, na entrada (isto ¢ quando x = 0).¢ u, na saida (quando x = 1). O fluxo esta na

temperatura zero, inicialmente (quando t = 0).

2 Método Semi-discreto (ou Método de Colocagiio de Galerkin)

Consideremos a equagido (3.1.4) (com -g=c ¢ K=w) que rege o processo de

difusdo, conjuntamente com convecgio, de uma substancia fluida, sem fonte externa de

calor:
U, = cu, +wi,, 0<x<let>0 (3.2.1)

sujeita as condigdes de contorno u(t, 0 )=u( t, 1 )=0 e a condigdo inicial u( 0, x)=f( x).

Paracadai=1, 2, ..., n, seja @i ( x) que denote uma fungdo base que satisfaz as
condigdes iniciais, ¢ i(0)= ¢i(1)=0. O que se pretende ¢ encontrar uma aproximagio
para a equagiio de difusdo-convecgdo. Expressemos dita aproximagéo por:

ut;x) =" e, (1)) (3.22)

com coeficientes @, ( t) a determinar. Para tal, escolhemos n pontos na varidvel X, entre
0el: O0<x <x, <...<x, <1 (ndo necessariamenie em igualdade de espagamento), e
exigimos que a solugdo aproximada ( 3.2.2 ), satisfaga (3.2.1) nestes pontos, isto €, se

a,(t,%)= 3 a, (0, (x), g@@:émmwg)

i=1

"

(] ﬁn(t,x) = Z:,la‘.(f)qt_. (x),

Vamos requerer que Zn:a;(t)w,.(xj) = cia,(!)g),’(xj)+ wio:,(t)qo,.” (xj), (3.2.3)
i=1 i=1 1=1

comj =1, 2, ..., n. Se nos infroduzirmos as matrizes quadradas de ordem “n”:
AL)=(2: (%)), B(Li)=(9/ (x)) e Dj)=(4(" (%), (3.2.3)

bem como os n vetores a,(t),a,(t),...,a,(t) representados na matriz

a(t) = (a,(t) a,(t),....a,(1)),

entdo a equagdo (3.2.3) pode ser reescrita como

15



Ac'(t)=cBot)+wDot) (3.2.4)

onde
&(t) = (4(t), (1), .. a4 (t))

Agora evidenciando a(t), no 2° membro de (3.2.4), e fazendo E = ¢cB+wD,

obtemos

Ac'(t)= Eoft) (3.2.5)
Se assumirmos que a matriz A ¢ ndo-singular:
o'(t)= AEdt) (3.2.6)

A equagdo (3.2.6) gera um sistema de “n’equagdes diferenciais ordindrias
relativamente aos coeficientes ¢;. Para resolver tal sistema, necessitamos uma condigédo

inicial, que serd dada pelo fato que a solugdo aproximada # deve satisfazer a condigio

inicial u(0,x) = f{x) nos pontos X : x,,...,x,; assim:

Za‘(o)@(xj)zf(xj), oI =12; .. ;8"
i=1
ou
Aa (0)=f, onde f= (f{xy), ..., f(xn)) (32N
Assumindo que amatriz A € ndo-singular, temos
A0)=A"f=T (3.2.8)

Em conseqiiéncia a questdo a resolver ¢ solucionar o sistema de equagdes
diferenciais ordinarias (3.2.6) com a condi¢io inicial (3.2.8). Este método ¢ chamado semi-
discreto porque noés efetuamos uma discretizag@o somente no espago, utilizando as fungdes
base e pontos de rede X, enquanto consideramos o tempo como uma variavel continua. Na
pratica, entretanto, o sistema de equagdes diferenciais (3.2.6) sera resolvido numericamente.
Assim a discretizagdo do tempo € introduzida no processo, o que faz com que o termo semi-
discreto seja irrelevante.

Para resolver a questdo, consideraremos a aplicagdo da regra trapezoidal a equagdo

(3.2.5), e usando At =h:
o = o +hf2(A7 B + 47 EoX)

ou se multiplicarmos esta equagio pelamatriz A:

16



Ad = Ad +hEd™ [2+hEd /2
e dai segue-se que (A —hE[2)or* =(A+hE[2)c . Fazendo M=A-hE[2, ¢ N=A+hE/[2
e, se considerarmos que a matriz M ¢ nfo-singular, obtemos o*' = M~'NoF. Agora,
definindo Y=M"'N chegamos & &*' =Y &, comk=0, 1, ..., m

Finalmente, a solugdo da equagdo (3.2.1), mediante o uso do esquema proposto em

(3.2.2) sera obtida, resolvendo-se o sistema:

a(0)=T

o (K)=Ya (k-1)
Dita solugfo fornecera os valores dos coeficientes o , 0os quais multiplicados pela matriz
A(i,j) nos dard a solug8o aproximada 2 = A(, /)¢,

Uma solugdo que pode ser obtida para a equagdo geral, convecg¢do-difusdo,
utilizando-se o método semi-discreto, ¢ usar senos como fungdo base, a qual atende as

condigdes de contorno u(t,0)=u(t,1)=0. Assim, , as matrizes em (3.2.3") serio:
A= dl-(xj.) = sen(i mcj.)
B= a;(xj.) = i;rcos{i :rn'J-)
D=g"(x,) = ~(in) sen(im,)

Na pégina seguinte, ¢ mostrado um resultado de distribuigdo da temperatura, usando-

se o fungfo seno como base.

17



0.2 1 1 1 L | . 1 .

Figura 1. Resultado para a distribuigiio da temperatura u, usando-se o método semi-discreto e tendo
a fungdo seno como base. Valores usados: X0 = 0, ¢ = w = 1, passo h = 0,00001, n=9, m= 6 e [(x) =
sen(nx),

Outra solugfio para a mesma equagfo geral, convecgfio-difusiio, usendo-se o método
semi-discreto, ¢ obtida utilizando-se como fungfio base o polindmio ¢ (x)=x*(1-x), a qual

também atende as condigdes de contorno u(t,0)=u((,1)=0. Deste modo, as malrizes em
(3.2.3") seriio:

A=g¢(x)=(1-x,)
B=allx,)=[i-G+1)x ][]
D=gfx)=ifi-1-(+1)x, J?]
A sepuir ¢ mostrado um resultado para distribuigfo da temperatura, usando-sc

polindmios como fimgfo basc.

18



Figura 2. Resultado para a distribuigiio da temperatura u, usando-se o método semi-discreto e tendo
polinémios conio fungiio base. Valores usados: x0=0,c=w=1, passo h = 0,00001,n= 9, m=6 e [(x) =

sen(mx).
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3 Equacgdo do calor sem convecgio
(Ou Difusdo do calor em um espago uni-dimensional)

Seja uma haste metalica, de comprimento razoavel L, com um diametro bem menor
(digamos 1/100), cuja superficie lateral consideraremos isolada, enquanto que as
extremidades ndo. Com estas consideragoes, o calor pode fluir dentro ¢ fora da haste,
através das extremidades, mas ndo através da superficie lateral.

A seguir, coloca-se esta haste (ou tubo) em um meio ambiente cuja temperatura ¢
conhecida: v, (°C) por um tempo suficientemente longo, tal que a temperatura em todo o tubo
torne-se idéntica a do meio ambiente, ou seja, a haste passe a assumir a temperatura uniforme
e igual & do ambiente: u,,

Num momento posterior, retira-se o tubo do ambiente em um tempo que chamaremos
t = 0 e fixamos dois elementos de temperatura para as extremidades do tubo. A fungéo destes
clementos ¢ manter as extremidades do tubo nas temperaturas especificadas (por exemplo u,
e u;, a esquerda e & direita da haste, respectivamente). Em outras palavras, dois termostatos
constantemente monitoram a temperatura nas extremidades do tubo, e se a temperatura diferir
das fixadas anteriormente (u, ¢ u,) fortes elementos de aquecimento (ou de resfriamento)
entram em ag¢ao para ajustar as temperaturas combinadas.

Apo6s, monitora-se o perfil de temperatura ao longo do tubo, em alguns pontos destes.

Assumindo, pois, que a haste esta perfeitamente isolada, exceto nas duas
extremidades e que o fluxo de calor se verifica somente na diregdo horizontal (segundo o
eixo x), faremos u = u(t,x) a temperatura, no tempo t ¢ num ponto x de haste, enquanto que A
representara a area da secgdo transversal da haste. Mediante teorias fisicas, a variagdo de
calor em fungfo do tempo, transversalmente a uma superficie perpendicular a dire¢io da
haste ¢ dada por -kAu, , onde k >0 € a condutividade térmica.

Assim, se o gradiente da temperatura v, tranversalmente a superficie ¢ negativo,
entio a temperatura ¢ mais alta a esquerda do que a direita, dai que o calor flui

transversalmente a superficie para a direita, de acordo com a nossa intuigdo. Deste modo, se
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u, = Ku, (3.4.1)
com0<x<1et=>0, com as condigdes inicial e de contorno
u(0,x)=g(x),0=sx<1
u(r,()):uo u(;t,l):u1 t20
Nos consideraremos um conjunto formado pelo plano x,t com uma rede de pontos

espagados entre si de Ax ¢ At como ilustrado abaixo:

by *F* B f
A
t T . : = % E
) e } ! D x
0 X Xq X3 X0 1
—

A base deste simples método de diferengas finitas, para a equagdo da difusdo, esta
em substituir o cdlculo das derivadas de segunda ordem em relagdo ao espago por um
quociente de diferengas em X, e substituir u, por uma diferenga “pra frente” com relagdo ao

tempo. Entdo, um avango na solugdo aproximada do tempo “pra frente”, leva de um tempo
para outro. Mais precisamente, se nds considerarmos que u; denota uma solugdo
aproximada em x, = jAx e f,=mAt, entdo o método das diferengas finitas aplicado a

equagao (3.4.1) conduz a:

7, ~<# & - ”
A (= 2 4, (3.4.2)

Ar (ax)*

ou

23



m+]

u; =u;?‘+;z(uj’."u -2u] +u;"_,) (3.4.3)
com j = 1,2,.... onde
KAt
=— : (3.4.4)
H (Ax)i i

As condigdes de contorno sdo dadas por:

ug =ty Un, =%, ,comm=0,1,2,.. eacondi¢gdo inicial

uf=g(x) ,comj=1,2,..,n

Assim, a equagfo (3.4.3) corresponde a descri¢do da marcha para aproximar a
solugdo “prd frente”um passo de tempo apds outro: os valores u_:., comj =1, 2, ..., n sdo
obtidos inicialmente e, uma vez conhecidos, nés podemos obter uﬁ, oy =1, L «y B 6
assim por diante.

Uma questdo que surge, neste momento, € quéo apurada sera a solugdo aproximada
obtida através deste procedimento. Uma resposta rigorosa a este questionamento ¢ um
problema dificil, o que foge ao escopo deste trabalho, mas ha dois aspectos que podem ser
considerados para analisar o erro cometido.

Consideramos que u(t,x) seja a solugio exata do problema da difusdo, dado pela
equagdo w, = Ku,, em conjunto com as condi¢des iniciais e de contorno. Se nds colocarmos
esta solugdo exata na formula (3.4.2), a diferenga entre o valor exato e o valor aproximado ¢
denominada “erro local de discretizagdo™ ou “erro local de truncamento™; ou seja, no ponto
(t,x), o erro local de discretizagdo, “e” , € dado por:

- u(r +&r,x) - u(r,x) 2

At (Ax)

Isto ¢ inteiramente andlogo a defini¢éo prevista para o erro de discretizagio relativo

[, + Ax)—~ 202, x)+ u(t, x — A¥)] (3.4.5)

as equagdes diferenciais ordinarias e goza de propriedades similares. Por exemplo, suponha
que nos conhecemos a solugdo exata u ( t,x ) para algum tempo t ¢ para todo x tal que
0 < x < 1. Usemos a equagdo ( 3.4.5 ) para estimar uma solugfio i(f + Ar, x) em ¢ + Af. Entdo,

por definigdo:
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a(t+anx)-ult,x)  «

o ") [, + Ax) - 20t x) + 2t ,x - Ax)] = 0 (3.4.6)
e assim, se subtrairmos esta equagdo da ( 3.4.5 ), obeteremos:
2t + A, x)—ult +At,x) = Ate (34.7)

Isto é, o erro causado por um passo no tempo, usando o esquema proposto pela( 3.4.2 ) € As

vezes o erro de discretizagdo local.
E facil estimar a quantidade “e” de ( 3.4.2 ) em termos de Af ¢ Ax. Assim, se
considerarmos u como somente a expangfo em série de Taylor
u(t +At, x) = u(t,x) +1, (¢, x) At +o[(At)2 ]
concluimos que

u(t +At,x)— u(t,x) _
At

Procedendo de uma forma similar, podemos obter uma aproximagdo para a derivada de

u,(t,x)+o(At) (3.4.8)

segunda ordem, em relagdo ao espago:

2 3

ult,x+Ax) = u(t,x)+u (t,x)Ax + “’“(t”;)(m) e (r’:)(m) +o(Ax)* (3.4.9)
2 3

u(t,x—Ax)= u(:,x)-u,(!,x)&+fﬁg~'*§—(ﬁx—)- - -1‘!—m-(r’—Z)—(i‘—x—)+ca(Ax)‘1 (3.4.10)

Somando as expressdes (3.4.9) e (3.4.10), acima, se obtém:

ult,x +Ax)- zzﬁ')f)*“(”"““) = u (6,)+ | (Ax)'] (3.4.11)

Se nos substituirmos as expressdes (3.4.8) e (3.4.11) na equagdo ( 3.4.2 ) e usando u, = Ku

uma vez que “u” ¢ a solugdo exata da equagio diferencial, nds obteremos:
e :utf_t,x) +o(At)- K[uu(f,x)]+o[(m)2]
dai

€ =O(N)+O[(m)l} (3.4.12)
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O fato de que Az aparece com poténcia de 1° grau e que Ax surge com poténcia do 2°
grau, na expressdo para o erro de discretizagdo local, ¢ usualmente descrito como uma
constatagdo de que o método das diferengas finitas ¢ de uma precisdo de 1* ordem no tempo
e de 2* ordem no espago. =

E hora de examinar a conclusdo que se pode tirar das equagdes ( 3.4.7 ) e (3.4.12),

qual seja que o erro de discretizagiio em »[", como obtido em ( 3.4.3 ), converge para zero

quando Ax e Af tendem para zero. Infelizmente, esta conclusdo nfo ¢ garantida uma vez que
a equagdo ( 3.4.7 ) apresenta um erro na aproximagdo da solugdo somente por um passo
simples do tempo. E dificil mostrar que o erro de discretizagio tende a zero num intervalo
[0,7] e, em geral, isto requer condigBes adicionais sobre a maneira como Af ¢ Ax se
aproximam de zero. A relagdo dada por (3.4.8) ou, mais generalizadamente, o conhecimento
de que o erro de discretizagdo local tende a zero com At e Ax, € essencialmente uma
condigdo necessaria para que o erro de discretizagdo global, por sua vez, também tenda a
zero. Este fato ¢ chamado a consisténcia do esquema. A razfio pela qual a consisténcia do
método ndo implica, necessariamente, em convergéncia do erro de discretizagio ¢ limitado
pelo fenémeno conhecido como estabilidade do esquema, ¢ nds discutiremos certos aspectos
disto para o presente método.

Utilizando um caminho exatamente andlogo ao método de separagio de varidveis e
com uso da séries de Fourier, aplicado a equagfo diferencial u, = Ku,,, nés podemos obter a
solugdo exata da equagfio (3.4.3) em conjunto com as condi¢gdes de contorno e as condigdes
iniciais:

u

o =uny =0, comm=1,2,3,..
¢=g(x) dada, paraj=1,2,..,n (3.4.17°)

Assumindo que a solugdo «* pode ser escrita como
U=V, =1, .0 ¢ m=0,1,.. (3.4.12%)
Este é o procedimento adotado na separagdo de varidveis para equagdes em diferencgas.

Substituindo (3.2.12”) em (3.4.3) se obtém:

Yiin WJ = \-’mWJ

M
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Vi1 ~ Vin = “El""l B zwi ~ W}-_‘- =

==f
oy w

onde A é uma constante, j=1,..n ¢ m=0,1..

Assim
Voy =V = AV, m=0,1, (3.4.13)
Wiy —2W, +w = -4 w, j =1,2,.0 (3.4.14)
Usando as condig¢des de contorno

ug =v, W, =0
Upy = VoW =0,sc0btém w, =0¢ w,, =0
e multiplicando a equagéo (3.4.14) por (-1), resulta que, para cadaj=1,2,3...,n:
=Wy + 2w — W, = Aw;
Isto conduz ao sistema de equagdes:

—w, +2wW, —w, = Aw,

-w; +2w,—w, = Aw,
—Wyt+ 2w, —wy, = Aw,

...................................

com w, , +2w, = Aw, ¢ w, =0, e portanto:

2w, — w, = Aw,
—wW, +2w, — W, = Aw,
—Wy+ 2wy — w, = Aw,

— Wy +2W, — W = Aw,

-w,,+2w, = Aw,
Forma-se, entdo, o seguinte sistema matricial:
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considerarmos um pequeno elemento da haste de comprimento Ax, a razdo com que o calor

estd entrando no elemento considerado, no ponto x ¢

—(kAn )|, (5.3.1)

¢ arazdo com que o calor estd saindo em x+Ax é

(kA )| e (3.3.2)

assim, a variagdo de calor no elemento ¢ dada por

(~kAn )|, - (kdu,)|,.0 (3.3.3)

Por outro lado, novamente baseado nas teorias fisicas, o calor em um comprimento

clementar Ax € proporcional a massa deste elemento multiplicada pela temperatura:

cAAxpu . (3.34)
incluindo-se ainda duas grandezas fisicas: ¢ ¢ p (calor especifico e densidade do material
de que ¢ constituido a haste, respectivamente).

Mas a derivada, em relagdo ao tempo, do calor em uma unidade elementar de
comprimento ¢ igual a variagdo de calor dada pela equagdo (3.3.3):

CAAXW: = (kAh‘. x) x+Ax (kAH' x)L

kA - kA4
CApJ.t . ( ux) x+Ax ( ux)L

Ax
Tomando o limite quando Ax—0, em ambos os membros:
cApu, = (kAu ),
ity = i(kux); (3.3.5)
cp

Se k ¢ independente de x, entdo a equagdo (3.3.5) se reduz a
=kl cp(ux)x
e, fazendo X = k / cp (difusitividade térmica), resulta
u, = Ku, (3.3.6)
Esta equagfo mostra que a variagdo da temperatura em relagdo ao tempo, numa fina

haste, é proporcional a derivada espacial de segunda ordem da temperatura, ao longo da

haste.
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Relativamente as equagdes diferenciais ordinarias, sabemos que uma solugdo das
mesmas s6 € determinada, conhecendo-se condigdes iniciais e/on de contorno, e esperamos
que, da mesma forma, isto seja verdadeira para as equagdes diferenciais parciais. Entéo,
suponhamos que em algum tempo, que chamaremos t = 0, a haste tenha uma distribuigfo de
temperatura dada por uma fungdo g(x), onde assumiremos que a haste tenha comprimento
igual a unidade (=1), considerando-se que a esquerda seja x = 0. Vamos supor também que
as extremidades da haste estejam controladas e com temperaturas fixadas em u, € u,, isto €:

u(f,{l) =u, € u(t,l) =1, (3.8:7)
as quais denominaremos condig¢des de contorno, relativamente a varavel espacial x. A
dsitribui¢do de temperatura fornece a condigfo inicial:

2(0,x) = g(x), com 0<x<I (3.3.8)

Assim, temos o problema fisico: dada uma haste, cujas extremidades sdo controladas,
e com temperaturas fixadas, u, e u,, € com distribui¢o inicial de temperatura dada por g(x),
pergunta-se: qual a temperatura em qualquer ponto x da haste em qualquer tei‘npo t> 07
Vimos que o0 modelo matemdtico para tal problema, ¢ dado pela equagdo difertencial parcial

u,=Ku_,onde X = L.} , 0 £x <1, juntamente com as condigdes de contorno (3.3.7) e a
cp

condig¢do inicial (3.3.8).

A equagéo do calor, acima obtida, ¢ também um modelo matemdtico de vérios outros
fendmenos fisicos, sendo que de todos estes possiveis, trataremos especificamente do
problema da difusdo em um gas, sem considerar os efeitos da convecgdo no mesmo. A
resolugdo destes problemas ja foi estudada por diversos fisicos-matematicos, havendo
varios métodos exatos de solugdo. Neste trabalho, apresentaremos alguns procedimentos de

solugdo da equagdo da difusdo, em meios gasosos, sem a consideragdo do processo da

convecgdo, através de métodos numéricos.
4 Método Explicito (Para a Equagdo da Difusdo)

Este método ¢ fundamentado no processo das diferengas finitas.

Considerando, pois a equagdo da difusdo
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[2 -1 T w ] [ w, |
-1 2 -1 w, w,
-1 2 -1 Wy - W,

_1 wx.—l wn-l

| -1 2] w, | | W, |

A equagdo acima representa o problema de autovalores da matriz tridiagonal:

Z -1
~f 4 =l
P -1 2 ~1
-1
-1 2

e -

cujos autovalores sdo obtidos através da expressio
A, =2-2codkn/n+1), comk=12,..n
e cujos auto-vetores da forma
W, = [scn(kmx),sen(Zkrﬂx),...,scﬂ(nkm.r)],
(onde Ax=1/n+1).

A determinag@o destes autovalores e autovetores € mostrada no anexo 1

Para cada A = 4, , tem-se:
W, = sen( jkmAx), comj=0,1, ..., n+l
que da a solugdo da equagdo (3.4.14).
A seqiléncia obtida a partir de (3.4.13) resulta:
v, =V, (1 —Au)
Vo= [l —Au) = vo(l - 7.;1)2
V= vz(l —Au)= vo(1~ J{p):

1]

v, =(1-24)"v,, comm=0,1, ...

que ¢ a solugdo da equagdo (3.4.13), para qualquer autovalori.
Substituindo em (3.4.12), se obtém:

u;"z(l—*zky)’“sen(ﬁm), com m=0,1,. e j=0,1,.., 0+l
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que ¢ a solugio da equagdo (3.4.3), para cada k. Sendo que para uma equagdo diferencial,
qualquer combinagdo linear de suas solugdes € também uma solugéo, tem-se que:

ulf = z‘:a,‘ (1-2,4) sen(jkmAx), (3.4.19)
k=1

comm=0,1,..e j =012, .., n+t]l é também uma solugdo de (3.4.3) para quaisquer

constantes a,.

Se os coeficientes a, sdo dados por

a, = g(x)sen(k Ax), (3.4.20)

=1

ug = g(x),com j=12,..,n (3.4.21)
Agora, nés usaremos a equagdo (3.4.19) da seguinte forma: para nossa discusséo,
conforme citado anteriormente, a equagdo u, = Ku , juntamente com as condigdes de
contorno u (t,0) = u (t,1) = 0 ¢ um modelo de distribui¢do de temperatura numa fina haste
isolada, cujas extremidades sfo controladas em uma temperatura igual a zero. Assim, ndo ha
fonte de calor, e nés esperamos que a temperatura na haste va decrescer até zero, isto &,
u(t,x) deve tender a zero, quando t tender ao infinito. Como mencionamos anteriormente, esta
conclusdo também pode ser obtida matematicamente a partir das representagdes da solugdo
exata, desde que os termos exponenciais tendam todos a zero. Ademais, € razoavel aceitar
que, para quaisquer condigles iniciais, as aproximagdes por diferenga finita uf‘ também
tendam a zero quando m tende ao infinito. Conforme (3.4.19) este sera o caso se, e somemte
se,
[1-p2,|<1,comk=1.2,..no0u
1 1

,u<m{n—2—= = (3.4.23)

m m
& 1-cos—— 14+cos——
n+1 n+1

considerando que o maior autovalor 2, € A . Assim, com u= KA!/(Ax)z e combinando as
expressdes (3.4.4) e (3.4.23) se obtém:

(ax)’

A K(1+cof{ x/n +1))

(3.4.24)
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que fornece a restrigio com relagfio aos “tamanhos” de At e Ax a qual, se nffo satisfeita, em

geral, leva a que a solugfo aproximada de uJ"‘ do esquema em diferengas divergira quando m

tende ao infinito.

- 2
Em sintese, a condigfio de estabilidade do método requer que Af < (ix) 0 que

(4x)°

implica At <
! K(1+cosnfn+1)

A seguir sdo mostrados resultados para a distribuigo da temperatura vsando-se o
método explicito:

Figura 3. Resullado para a distribuigiio da temperatura (no processo sem conveegiio), usando o
método explicito com os seguintes dados: x0 =0, v0 =.2, p=.1 (portznlo, um passo igual 2 0,001), n =9, d
=14, g() =sen(nx), =y, =0c k=1
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Figura 4. xesultado para a distribuigo da temperatura, com os seguintes dados: x0=0, v0 = .2, p =

4 (portanto, um passo igual a 0,04, nZo atendendo @ condigfio de estabilidade, mas que nfio aparece devido ao
namero de passos = 6).

D ‘1 1 AL i L 1. L L
" 2 a 4

0
o
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=
.

Figura 5. Resultado para distribui¢do da temperatura, com os mesmos dados da ligura 4, porém com
14 passos de Leinpo. Observa-se que apareceu 2 1stabilidade.
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5. Método Implicito (para a equagéio da difusido)

O método descrito na secg¢do anterior ¢ denominado explicito porque os valores de

u_:?‘“ em cada plano de tempo seguinte sfo obtidos de uma forma explicita, ou seja, também

em fungdo de valores de planos de tempo imediatamente anteriores. Em contraste,

consideraremos agora a equagio da difusdo.
u, =Ku, 0<x<l, t20 (3.5.1)

e 0 esquema em diferengas analogo

m+l ”m
u.l' u_l.

K e m+ m+ ,
o (Ax)z (ujﬂl -2u, : +uj_1'), = (3.5.2)

Esta equagdo (3.5.2) ¢ similar a equagdo (3.4.2), mas apresenta uma importante
diferenga que consiste no fato de que os valores de u;, no 2° membro da equagfo, agora sdo
calculados no instante de tempo (m+1), em vez de ser calculados no instante de tempo(m).

Consequentemente, se nés conhecemos uj“” »J=12,...,n, ¢ queremos computar y; , com j =

1,2, ...,n, nds verificamos que as varidveis u; , no 2° membro da equagdo (3.5.2) sdo todas
desconhecidas. Assim, nés formaremos um sistema de equagdes, a partir da aplicagdo da
equagdo (3.5.2), o que implicitamente definira os valores uj'.’“’ , comj=12..n A diferenga
basica entre os métodos implicito e explicito € a seguinte: no método explicito temos uma
formula explicita para u_’,"“ , em termos de valores conhecidos de u; enquanto que no método

implicito, ndés devemos resolver um sistema de cquagdes para avangar no plano do instante

seguinte.
A partir de (3.5.2), se continuarmos fazendo u = K.Ar/(.r_‘kar)2 obteremos:

il mo_ KAz ( m+] m+l m-l-l)
W —ug =gy — 2uy u

o () (3.5.3)
upt -l = p(u;’:l - ?.uj”'“ + N;:])
w14 200) = i = o = T
onde j =1,2,..n.
Desenvolvendo tal equagfo, para valores de j de 1 até n, forma-se o sistema de

equagdes:
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~ g =¢.”‘*‘(1+2ﬁ)—m;’”’= '
m+1 uz (1_,{_2#) m - ;:
W (14 2p0) - o =

m+1

—p + "'“(1+2ﬂ) w =

Considerando as condigdes de contorno uy™ =u, ¢ ul =u,, obtem-se:

(1 27 = pai = " + pay
— g2+ (14 20 — pal! =uy

w;ﬂ-l (1 + zﬂ)u;ﬂl - m;:wl = u;u

..........................................................................................

- +(1+2,u = w4,
junto com o esquema matricial:
1+2u  —p T [ur+ s |
- 1+2u -u u,z""" wr
~u 1.1_2# —u u;l.-i-l ugm
-4 142u  -—pu (3.5.4)
-4 |luy Uy
L - 1+2y_4_u;’"1_ | 4y + 124, |

onde também assumimos que u( 0, x) = g(x), 0 <x < 1,. assim, como antes, u. = g(xj), com

J =12 B

O método implicito, esquematizado no sistema matricial (3.5.4) ¢ utilizado para

calcular 7" a partir de u7

. A matriz do 1° membro da equagdo (3.5.4) ¢ tridiagonal e

também diagonal dominante, desde que K seja positivo e, assim, pL também serd. Constata-se

que este método (implicito) € mais custoso, do ponto de vista computacional, mas apresenta

substancial vantagem na estabilidade.

Assumindo, como no método anterior que u, = %, = 0, entdo teremos, como antes
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m

W =Y a7y sen(k mix) (3.5.5)
k=l
satisfazendo o esquema (3.5.3) para quaisquer constantes a,, com autovalores

Ay =2+2c0 —kﬁ) (3.5.6)
n+l

- o
1+ ul,

Aqui, também x| satisfaz a condigfio inicial sempre que

Yk comk=1,2,..,n

a, = ig(x,)scn(K:;!Ax) (5.3.7)

1=t

Lembrando que o objetivo de uma solugo através de qualquer método numérico é
que a solugdo aproximada u tenda a zero, quando m tende ao infinito, observamos que isto
ocorrera se, € somente se, A

l7el<1, comk=1,2,...,n (3.5.8)
Mas, como > 0, segue de (3.5.8) que

0 <y<l1, comk=1,2,...,n (3.5.9)
portanto a condi¢fo (3.5.8) esta verificada. Mas, mais importante ainda é verificar que a
condigdo dada em (3.5.9) ¢ verdadeira para qualquer p > 0 . Assim, considerando que
fizemos =K At/ (Ax)?, segue-se que (3.5.9) ¢ verdadeiro para qualquer intervalo de Af e
Ax. Neste caso, dize-se que o método ¢ incondicionalmente estavel, ou seja, que cle ¢
estavel sem quaisquer retrigdes com relagéo aos “tamanhos”de A7 e Ax.

Mas, o fato de que o método implicito € incondicionalmente estavel, ndo nos leva a
garantir que tenhamos uma boa aproximagio da solugdo para quaisquer Af ¢ Ax. Como ¢
usual, eles devem ser escolhidos suficientemente pequenos a fim de controlar o erro de
discretizagdo. Como no método explicito, o erro € de primeira ordem de precisdo no tempo ¢
de segunda ordem de precisio no espago; entdo

e(Ar,Ax) = 0[(AL), (Ax)’]
Fazendo e(Af,Ax) = ¢ At + cZ(Ax)z, ¢ supondo que a contribui¢do dos erros de

discretizagdo no tempo e no espago sdo iguats, na formagao de erro global, € necessdrio que
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Al = 03(6.1*)2, o que ¢ semelhante & condig¢io de estabilidade do método explicito (3.4.24).
Assim, constata-se que a estabilidade requerida pelo método implicito nfo impde quaisquer
restrigdes relativamente aos “tamanhos”de Af ¢ de Ax. |

A seguir ¢ mostrado o resultado para distribuigiio da temperatura, usando-se o

método implicito.

-

: = '
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Figira 6, Resuilado para a distribuigio da temperatura (no pr oeesso sem convecgdo). Foi usado o

meétodo implicito, com os seguintes dados: x0=0,v0 =2, p= .1 (portanto um passo igual 2 0,001),n= 9, d
=06, g0 = sen(nx), la=uy; =0ek=1.

¢ Mé&todo de Crank-Nicelyon (Para a Equacfio da Difusfio)

Iste método nunérico ¢ potencialmente meli:or que os métodos implicito ¢ explicito,
por ser, essencialmente, a “média” dos dois. De fato, se nés considerarmos a média enire os

segundos membros das expressfes 3.4.2) e (3.5.2), obtercinos:
£ 1 . )
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4l " KAt (um-l-l

Uy —Up = ——F Uy

J 3 2( Ax)z

~ 2 e - 20 ) (3.6.1)

onde u= KAHZ(A:)Z. Desenvolvendo a equagdo acima, para valores de j desde 1 at€ n e,
considerando as anteriores condigdes de contorno ug' = u, € u).,, = u,, s¢ obtém o sistema de
equagdes:

(14 2)uy! — gy = o — (2= 1)l + 21,

me+l

i+ (14 205 = ™ = g — (2= Dt + poi

m+

-po (14 20008 = po = goalt = (2= D)+ g

...................................................................................................

o mH

(2™ = ™ - (2u- Du™ + 2
onde verifica-se que o 1° membro pode ser colocado na mesma forma matricial do método

implicito (3.5.4) e onde o 2° membro fica da forma:
,uu?—(ly—l)u{"+2mo paraj=1
T~ (2u- l)u;" +p, paraj=2,..n-1
2ot~ (2u-1ul+ ™, paraj=n (3.6.2)
Aqui, também o esquema proposto em (3.6.1) é desenvolvido, mediante um sistema
tridiagonal de equagoes, o qual € resolvido em cada passo de tempo. A vantagem do uso do
esquema proposto em (3.6.1) € que ele ndo somente ¢ incondicionalmente estavel, como no
método implicito, mas € de 2° ordem de precisdo no tempo e no espago. Estas propriedades
levam este método a ser um dos mais usados para solugio de equagdes na forma parabolica
Aqui, também u satisfaz a condigdo inicial se
a, = 2. g(x)sen(k AAx) (3.6.3)
=1
e cuja solugfio aproximada, apresentada pelo método, ¢ dada por
uy = Zaky’;' sen(k mAx)

k=1

k
onde 1,‘:2—2cos{ ﬂ)
n+1
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, 2 (1-pk)
g (1"‘#3-&)
e KD

2(Ax)
A seguir € mostrado um resultado de aplicagio do método de Crank-Nicolson.

Figura 7. Resultado para a distribuigio da temperatura (no processo sem conwecg#o), usando o
método de Crank-Nicolson, com os seguintes dados: X0 =0, v0 = .2, = 2 (portanto, um passo igual 2 0,04),
n=9,d=6, g(x)=sen(mx), K=y =0ek=1.

37



IV - APOLUICAO DO AR

Por todo o tempo, mas principalmente nos ltimos anos, a qualidade do ar tem se
constituido num importante tema de interesse social, ao longo de todo o globo terrestre. A
chuva acida, por exemplo, ¢ um problema regional, causada por indistrias de produtos que
geram gases toxicos, langados na atmosfera; eles poluem o ar e causam danos 4 flora e a
fauna. Em areas urbanas, a concentragio de ozonio ¢ considerada como o maior problema a
afetar a saude.

As modelagens relativas a qualidade do ar sfo descrigdes matematicas do transporte
atmosférico, da difusdo ¢ da reagdo quimica dos poluentes. As incognitas sdo as
concentragdes de espécies quimicas no ar. O proposito no desenvolvimento ¢ no estudo de
tais modelos € de encontrar uma maneira de prever como e quando ocorrerdo picos de
concentragdo responsaveis por mudangas na meteorologia e na fonte de polui¢do. O modelo
matematico da qualidade do ar ¢ de particular interesse da indistria automobilistica e tem
sido um dos mais discutidos em varias regides do Mundo.

Consideremos o problema em um contexto mais particular. Suponhamos que uma
fabrica estd emitindo gases toxicos. E suponhamos que uma vez em cada hora, como parte do
processo industrial, a fabrica emite uma grande ¢ concentrada gama destes fumos ofensivos,
por alguns minutos e depois para. Suponhamos, ainda, que a um quilémetro de distancia da
fabrica exista uma linda casa e que alguém esta interessado em compra-la. Se o vento esta
indo em dire¢do a tal casa, qual a contribuigdo do fato para a aquisi¢do ou ndo dessa “linda
residéncia”? Ou seja, qual ¢ o limite de concentragdo de tais gases que serd admissivel, se
eles chegarem a moradia?

Se assumirmos que ndo ha mudangas quimicas no transporte dos gases toxicos, entdo
existem, basicamente, dois processos a considerar: a convecgdo e a difuséo.

A convecgdo €, essencialmente, o efeito do vento “soprando”os gases numa
determinada diregdo, com insignificante efeito de dispersdo do mesmo. Um bom exemplo € o
de uma nuvem distante, movendo-se com uma velocidade fixa, numa determinada diregéo,

sem alterar, aparentemente, seu tamanho ¢ sua forma.



Por outro lado, a difusdo ¢ o processo responsdvel pelo fato de que a concentragédo
de gases toxicos niio se mantém constante, ao longo do “trajeto” desde a fabrica. E por causa
da difusdo que, mesmo sem a presenga do vento, os odores toxicos normalhwntc
desaparecem apds certo tempo. E o que ocorre, também, numa casa recentemente pintada,
onde os odores causados pelas tintas cessam em poucas horas.

Evidentemente que, na pratica, os dois fendmenos sdo simultaneos, com
preponderancia ora de um, ora de outro, mas seus efeitos se superpoem, podendo produzir

consequéncias mais danosas do que se considerados isoladamente.
1 O Modelo Matematico

Vamos chamar de C a concentragdo de uma espécie quimica no ar, a qual é uma
fungdo da posigdo (x, y, z) e do tempo t. A espécie ¢ tranportada pelo vento, cuja velocidade,
representada pelo vetor # = #(x, y,z,t) é assumida como conhecida. Particulas desta espécie
quimica também sdo difundidas, localmente; clas tém a tendéncia de se moverem de areas de

alta concentragfio para areas de baixa concentragio. Se a difusdo é ignorada, entfo a equagdo

do transporte é:

¢
——4+V1udC)=0 4.1.1
== (#C) (4.1.1)

Esta equagdo ¢ denominada “Equagéo da Continuidade”. Se nos a integrarmos sobre

um dominio D, contido em R®, obteremos:
if—jjj C(x,5,2,t)dxdydz = - [ | Cii-ids (4.1.2)
df D aD

onde 8D ¢ a fronteria de D e 7 € um vetor unitario normal a 8D e saindo desta. A equagdo
(4.1.2) diz que a taxa de acréscimo da espécie quimica no dominio D ¢ igual ao fluxo da
espécie através da fronteira. Reciprocamente, se a equagdo (4.1.2) ¢ valida para qualquer
dominio D, entdo tomando uma sequéncia de dominios Dj, convergentes ao ponto, nos
podemos aplicar a relagdo (4.1.1) a este ponto.

Se a difusdo ¢ considerada, entfio (4.1.1) toma a forma de uma equagdo diferencial

parcial:
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acC = F acC
S calat =Y e 25 4.1.3
e (@c) gﬂ:t&( 9 é’xj] (4.1.3)

onde K ¢ uma matriz positiva definida, denominada “matriz difusdo”.

Em qualquer dos casos, (4.1.1) ou (4.1.3), nés admitimos que a concentragéo inicial,
digamos parat = 0 seja:

c(%,y,2,0) = ¢co(X,y,2) (4.1.4)

¢ nos pretendemos computar a concentragdo C(x,y,zt) para tempos subsequentes. Em

particular, nés pretendemos determinar os valores maximos de concentragdo para tempos

determinados, seguindo regulamentagdes governamentais sobre a polui¢do que estabelecem o

maximo admissivel de concentragdo de poluigdo, como um fator critico.
2 A equagao da convecgao

Nesta sec¢do, nfo consideraremos a difusdo e assumiremos que a velocidade do
vento € somente na dire¢do horizontal. Para maior simplicidade, também assumiremos que a
velocidade do vento # € fixada, digamos, na dire¢do do eixo dos x, isto é: # = (U,0,0).
Assumindo que U= U (x) ¢ continnamente diferencidvel, a equagdo de transporte se reduz a:
ac, duc)_
at &

a qual é denominada “Equagdo da convecg¢do”. Também assumiremos que, inicialmente, C

0; (4.2.1)

depende somente de x, isto €,
C(x,0) = Co(x), —0< X <@ (4.2.2)
Para resolver (4.2.1) e (4.2.2), reescreveremos a equagio (4.2.1) na forma
g}c—+(—§—?)C+i§-§—:0 ou -gtg+u—j§= : 4.2.3)
onde [ =-u C e (u=du/dx)

Considere a cquagdo diferencial
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j{{_U 0
df_ (X), >

(4.2.4)
x(0) =x,

com solugdo x = (t; X,).
Geometricamente, x(t ; xo) determina uma tinica curva ¥y, passando pelo ponto (x0,0).
Podemos mostrar que x(t ; xo0) € derivavel e que sua derivada

Z(t)= ﬁgx;—@ satisfaz :% = (x(t; x0)z , com z(0) =1,

De fato:

sendo dw/dt= U(x), para t=0 e x(0)=xo, tem-se que x(t;x0) ¢ continuamente

diferenciavel no parametro xo, e z(t) =

Z (¢;x0) (4.2.5)

satisfaz iE: U, (x(r;xo))z,z(O) =1 (4.2.6)

Da equagio (4.2.5), se obtém:

%g[g(x(r,xo»]

o

- 2 {&et)

dt

- &i(U(x(r,xG)))

a

A
szl‘— ? (.x(! ,.ro))

Ay

= U‘(x(r,xo))z,
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onde = (xo)

Agora, vamos examinar a fungdo C(x(t;x0), t) como uma fungéo da variavel t. Nos

encontramos que
ffE=f£+f££=f£+{_}f£=f—{}xx(r;xo ))C
dt &t dxdt It g x

Dai [—gfu ln( C) =U ‘(x(t;xo)))

Segue-se que

C’(x(t :xo),t) = Co(x0) cxp{] U, (.x(.s', xo))ds} ) 4.2.7)

Observe que d/dt, usada acima ¢ simplesmente a diferenciagdo ao longo da curva y, ,
parametrizada com parametro t.

Reciprocamente, se as curvas (x(t;x0), t) cobrem o semi-plano superior de (x,t) isto é
t >0, entdo C=Cy(x0) cxp{~jUx (x(.s‘; xo))a‘s} ¢ a solugfo do sistema (4.2.1) e (4.2.2). De

fato:

se as curvas x(t;xo), t) cobrem o semiplano superior de (x,!), entdo

t
C=Co(x0)cxp{—JUl(x(s, xo))ds} ¢ uma solugéo do sistema formado por

ac, que)_, (4.2.8)
at &
com C(x,0) = Co(x) (4.2.9)

onde parat =0

dx /dt =U(x),
x(0) = xo0

42



Entdo usando (4.2.9) ¢
At]

M[f skis= f(A1)-B(e)- r{ed1))- /(1) - J)—f s)ds

onde oft)=0, (t)=0, p)=¢, F{t)=1
e f(s)=U,(x(s,%0)).

Obtém-se C(x(0,x0), 0) = Co(x0).
t
Agora, se C = C,(x) exp[—jU ,(x(s, xo))ds:l ¢ se aplicarmos logaritmos a ambos os
0
membros dessa equagdo, obteremos:
In(C) = IU (5,x0) d5+ln( (xo)).

Derivando, em relagdo a variavel t, ambos os membros:

hln(C)_—[ o («(s xo))a’:J-H]

c_j;ln( C)= "|:U; (x(t,xo)). 1- j—%{.x(x(f ,xo)ds)]

o

b —U(rxo)) jU x(s,%0)) zds

c a
e, portanto
t
g % = -U(x(t,x0))C + c_n[ U, (x(s,m))f;—’s‘ds (4.2.10)
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As curvas determinadas pela equagdo (4.2.3), independente da fungdo f, séo
denominadas “Curvas caracteristicas”. Os métodos numéricos usados, para computar a

solugdo para C sio denominados “Métodos das Caracteristicas”. Estes sdo descritos no

seguinte paragrafo.

3 Método numérico

Embora a equagéo (4.2.7) proporcione uma bela formula matematica para a solugéio
do problema proposto, ela nfo ¢ muito pratica do ponto de vista computacional.

Assim, em uma situagdo real, nos teremos um niimero finito de estagdes para testar a
qualidade do ar, digamos X, X, ..., X,. Nos estamos interessados em avaliar C em cada
estagfo X; em determinados tempos T), T3, .... Por exemplo para computar Cem ( X; | T, ), a
equagdo (4.2.7) requer conhecer o ponto X, tal que a caracteristica através de (x0,0) passe
através de (X, T)).

Se nés quisermos computar C em um tempo T, ndés precisamos conhecer o
correspondente novo ponto X, Para longos tempos Ty, a computagdo do correspondente
ponto X, pode acabar consumindo muito tempo.

Por conseguinte, necessitamos desenvolver um método computacional melhor.

Assim, para superar este problema, vamos dividir o espago uni-dimensional X em
intervalos de igual espagamento Ax ¢ o eixo de tempo positivo em intervalos de igual
comprimento At. Procuraremos aproximar os valores C( jAx, nAt ) por certas quantidade (03
satisfazendo certas equagdes aproximadas, comj=0,+1,%+2,...e n=0,1,2, 3...

Para maior simplicidade, vamos considerar o caso em que U independe de x. Assim

as equagdes (4.1.1) e (4.1.2) tomam a forma

%:— + U% =0, C(x,0) = Co(x) (4.3.1)

Para facilitar a determinagio da solugdo, do “problema de valor inicial”, acima, nés
usaremos diferengas finitas para aproximar as derivadas. Mas, antes de podermos fazer isto,
vamos introduzir os “pontos nodais” no plano x-t, dados por x = jAx,t=nAt ,comj =0, +1,

+2. wen=0.1,2, 3, .
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Aproximaremos a derivadas parcial % por

C(jAx, (n +1)At)— C(jAx,nAt) " '
= ou(C ) /A (43.2

e aderivada & por
&

C(jax,ntt) - (- 1)Ax,nAt) (
u
= 0
Entdo, a equagéo (4.3.1) pode ser escrita como

Cr=Cy) /A (4.3.3)

G -G ol GG,
At Ax
ou
R+ " Af L3 n
o U[E(C’ s CJ-_J] (4.3.4)

onde, C; a cada “tempo” n+1 € dada explicitamente por C; no “tempo”n. Por isso a equagdo
(4.3.4) se refere a uma esquema explicito de diferengas finitas, o qual é “para a frente” no
tempo e “para tras” no espago.

Da equagdo (4.3.4), esta claro que se os valores dos C’s sfio conhecidos na coluna
=0, entdo eles sdo explicitamente calculados na coluna n=1. Repetindo este processo, nos

podemos determinar todos os C a partir do valor inicial Cf

Duas questdes precisam ser examinadas, Em primeiro lugar, s Ax ¢ At sdo
suficientemente pequenos, podem os C7 aproximar valores de C( jAx, nAt ) para pontos da
malha, em qualquer sentido? Em segundo lugar, fixados Ax e At, os valores C7 distribuem-se
uniformemente no sentido dos “j’s”, ou em qualquer outro sentido, quando ntende a « ? Se a

resposta a primeira questdo € afirmativa, nds dizemos que o esquema de diferengas finitas ¢

“convergente”, enquanto que se aresposta a 2* questdo for positiva, diremos que o esquema

¢ “estavel™.

Aparentemente, a questdo da convergéncia seria a questdo mais relevante, uma vez

que a estabilidade ¢ ficil de checar. Por sorte, ha um teorema que, em palavras clementares,
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diz que “se o problema de valor inicial de uma equagéo diferencial ¢ bem formulado (por
exemplo, se ela caracteriza uma boa representagdo da situagdo fisica), ¢ se ela possui um
razoavel trabalho de substituigdo de derivadas por diferengas finitas, entdo a estabilidade

implica convergéncia”.
A constante o=U— (4.3.5)

determina uma regra fundamental no esquema (4.3.4). Assim, s¢ 0 < ¢ < 1, o esquema
numérico baseado na equagdo (4.3.4) converge. Por outro lado, se ¢ > 1, entdo o esquema
ndo converge, isto ¢, quando Ax e Af tornam-se muito pequenos, o esquema das diferengas
finitas apresenta solugdes que oscilam. Portanto, o esquema é estavel se, e somente se,
o<o <l

O esquema explicito de diferengas finitas pode ser estendido, a partir da equagdo
(4.1.1) para o caso geral em que U = U(x):
LA b W C (4.3.6)
isto €

gc Ugc Ca
+ =0

SR i e 4.3.7
at ax a x ¢ )
Aproximando as derivadas parciais como antes, obtém-se:
+] n L3
C: _CJ+U' CJ_C?‘I +C U’J-_UJ“l =1
Ar 4 Ax g Ax
n+l al.! N x Af -~
=1, E[q -cL)- E[UJ ~U,,le (4.3.8)

onde U, = U(jAx).

Nas paginas seguintes, sdo mostrados resultados computacionais.
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Figura 8. Resultado para o perfil da concetragiio inicial Co(x), obtido com os seguintes dados:

A SZxLT
5x =20, 4<x<5
C(x)=4-5x 440, 7T<x<8

0, oultros
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Figura 9. Gréfico que moslra o deslocamento da voncentragio inicial (considerado na figura 8) e a

sua dissipagdo. Foi usado uma malha com 30 passos igualmente espagados de 0,025 e a velocidade do vento
expressa por U(X)=x, no esquema (4.3.8).

=] T

1.5 i

00 2 12
Figura 10. Grafico obtido com wmna malha com 120 passos de tempo igualmente espagados de
0,025 e a velocidade do venlo expressa por URX) = x, mostrando o deslocamento da concenlragiio inicial
(considerada na figura 8), no esquema (4.3.8).
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Figura 11. Distribui¢do espacial da concentragiio, usando-se¢ uma matha com 120 passos de tempo
igualmente espagados de 0,025 e a velocidade do vento expressa por U(x) = x, no esquema (4.3.8).

4 A Equagfio Geral da Convecgilo

Até aqui, assumimos que a velocidade do vento se dava ao longo de uma diregiio
horizontal. Vamos considerar, agora, uma situagfio mais geral, onde o vetor velocidade do
veato tem dois componentes

it =(U,v,0)
A equagfo da convecgdo entio se torna
& 4ue) Ave) _
a & &
a 178 & 79 4

0 (4.4.1)

& (¢
+ U —4V —4+C—+-C—=10 (4.4.2)
o a & & 3
com as condi¢fes iniciais(independentes de z):
C (x,y,0)=Co (x,y) (4.4.3)
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Figura 12. Grafico que mostra o deslooamento da concentragio inicial (a mesma mostrada na

figura 8) e a sua dissipagiio. Foi usado uma malha com 120 passos de tempo igualmente cspaqados de 0,025
¢ a velocidade do vento expressa por U(X)=sen(nx).
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Figura 13. Distribuigo espacial da concenlragio correspondente aos dados da figura 12 (inalha
com 120 passos de tempo ignalmente espagados de 0,025).
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5 Equaciio Convecgo-Difusiio

Agora, vamos considerar o fendmeno da difusdo, conjuntamente com o da conveéq:ﬁo,
de modo que a equagdo (4.2.1) se transforma em:

#6400 k‘?(’: , onde k >0 (4.5.1)
at g x g x

Entdo, agora, tentaremos resolver a equagdo (4.5.1) com uma condigdo inicial
C(x,0) = Co (x), com -0 <X < (4.5.2)
Neste caso, o método das caracteristicas ndo ¢ muito adequado. Entretanto, o

esquema das diferengas finitas ainda ¢ aplicavel. Motivados pela formula de Taylor, nos

aproximamos a derivada de 2° ordem, da concentragdo em relagdo ao espago (%J em

(jAx, nAt) por:
(Axl—,)[c((H 1)Ax,nAt)- 2C( jAx,nAt) + C((j - 1)Ax,nAr) |

e &Xfd , Xf& como em (4.3.2) e (4.3.3). Assim, obtemos de (4.5.1) que

—g(q’.‘ . C;_Jﬁ{_i‘%(q;, <O+ c;_l)] (4.5.3)

(Ax)

cr = C;-U

J

6 Método numérico

Nas paginas seguintes sdo mostrados resultados computacionais a partir do esquema
(4.5.3), onde a velocidade U € constante.
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Figura 14. Gréflico que mosltra a dissi
passos de tempo igualmente espa
esquema (4.5.3).

pagdo da concentragio inicial. Foi usado uma- malha com 400

¢ados de 0,0025 e a velocidade do vento expressa por U(x) = 1 |, no

Figura 15. Distribuigio -
com 400 passos de lempo igualme, *

spacial da concentragio, corespondente 2os dados da

figura 14 (malln
¢ espagados de 0,0025), no esquenma (4 5 3),
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agiio

fluéncia do vento na dissipagio da concentr

aain

Nas figuras abaixo, ¢ mostrad

0,1 e At=0,0025:

1. Foram usados 60 passos dc tempo, com Ax

.

inicia

gura 17. U=5

1.5F

.
‘1

1

Figura 16. U

O e O

w
-

12

=20

al9% U-

Fig

=10

jpura 18, U

L=
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7 Critério de estabilidade de von Neumann

No paragrafo 3 deste Capitulo, ndés definimos os conceitos de convergéncia e de
estabilidade para os esquemas de diferengas finitas. E sabido que um esquema em diferengas
¢ convergente se ele ¢, simultaneamente, estavel ¢ consistente. Os esquemas em diferengas
finitas, motivados pela féormula de Taylor sfo, usvalmente, consistentes. A estabilidade,
contudo, nem sempre ¢ satisfeita ¢ ¢ um pouco dificil de checar diretamente. O critério de
von Neumann para estabilidade é relativamente facil de checar pois ele assume uma forma
especial da solugdo do esquema das diferengas finitas.

O critério estabelece que “o método em diferengas finitas para um problema de valor
inicial para uma equagdo diferencial com coeficientes constantes, com uma solugdo de
contorno ¢ estavel se qualquer solugdo da equagdo em diferengas finitas, assumindo a forma

G=ge
(onde A8 ¢ um nimero real, &= &f) ¢ um niimero complexo ¢ i = J-1) tem a prop‘ricdadc

|d <22

Entdo, vamos aplicar o critério de von Neumann a equagdo (4.5.3). Fazendo
R v A o 2
Cr=£¢%, R=At/(Ax)

nesta equagdo, obtemos:

o =gt _URA( e - g s pr( ) apen 4 g,
e entdo,
E=1-UR Ax(1-™*)+kR(e¥ - 2+ ™),
Lembrando que ¢'P = cos f—isen f
eque ¢®+eP=2cosp,
obtemos
E=1-URAx(1- cosfd) — iURAx sen B+ 2kR(cosf—1)

2
Como |f =a* +b*, para &=a+bi, segue que

|‘§]2 = 1- 2(2kR + URAx)(1- cosp) + (2kR + URAx) (1-cosp)’ + U R*(Ax)’ sen® B
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Dai:

|&f - 1= ~2R(2k + UAX)(1 - cos) + 4k* B (1- cosp)” +4kUR*Ax(1- cosp)’ +U? R*(Ax)'(1- 200s8+1)
@4.7.1)
Supondo B tal que (1 - cos B) > 0, entdo a condigdo ];‘[’ <1 ¢ equivalente a .
~(2k + UAx) + 2k* R(1- cosfd) + 2kUR Ax(1- cosf) + U R(Ax)* <0 ou que
R(U2(Ax)? + (2 +2kU6x)(1- cos)) < 2k + UAx

A condigdo com a qual isto ¢ controlado para cada B (com 1 - cos f§ > 0) ¢
equivalente a R(Uz(m)’ +AEUAx +4K) = R(UAx +2) <UAx+2k , o que leva
a R(2k+UAx)<1 (4.7.2)

Esta desigualdade mostra que se o critério de von Neumann ¢ verificado, isto é se
|| <1 para qualquer real B (com 1 - cosp > 0), entéio (4.7.2) ¢ verificada.

Reciprocamente, se (4.7.2) é vélida sob a condigdo de que 1 - cosf >0, entdo |¢jf <1.
Contudo, a inica maneira que 1- cosp = 0 pode acontecer em (4.7.1) é se [¢]=1, o que ainda
atenderia o critério de von Neumann. Aplicada a condi¢gdo acima ao problema apresentado,

consegue-se  C  considerando Ax=0,1, K=U=1 e Rz Al (zix)z, leva:

A2 K +UAx) < (Ax)?
2
Dai At g(—(-]i)—-
240,1
isto ¢ At 5_]_
210

que fornece a condigfio de estabilidade para nosso problema.
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8 Estabilidade, Consisténcia e Convergéncia

Um dos fatos mais usados no estudo dos métodos de diferengas finitas para
problemas de valor inicial (para equagdes diferenciais com coeficientes constantes) é que
ele pode ser estudado, considerando os valores iniciais na forma

Co(x)=e™ (4.8.1)

(somente para w real). Neste caso, a solugfio exata ¢ da forma C(x,t) = *e™* (4.8.2)
(para alguma constante complexa v) e a solugdo dada pelo esquema em diferengas ¢ da
forma

e B (4.8.3)
onde B = wAx. Se substituirmos a equagdo (4.8.2) na (4.5.1), nos observamos que
e“e™ v+iUwe"e™ = —kwe*e™; dai v=—-iUw-kw’ e, entio, a solugio do esquema
(4.5.3) satisfazendo a condigdo inicial (4.8.1) para quaisquer pontos x =j Ax damalha, nos

obteremos substituindo (4.8.3) em (4.5.1) ¢, fazendo R = At/ (Ax)z:
gHeh = Fre'h —URAx(rf‘e'ﬁ' - é"e"g""l)) + k(f‘ew“) — 28 4 (j"e‘ﬂ’_l}), com
e

Dai, como previsto, se encontra:
E=1-(2kR +URAx)(1- cosp) —iURAxsen S

Na solugfo geral, o erro cometido pelo uso de solugdes dadas pelo esquema de

diferengas em vez do uso de solugdes exatas em (x,t) = (jAx,nAr) €

J

e} = C(jAx,nAt)~ C = 7™ — & = {(ew I —(é")]e“" e, assim |e

() - &
Entdo (") - & =(e™ - cf)(e”“(""} +M ey 4y é‘"") encontrando-se

|(e»=~ e ;"ls M, M, ™ - dn,

onde M,, = suple[m},| g6 M= sup[fl

0<l<n-1 0<l<n-1
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Fazendo n =t / At, obtemos

i

Se a solugdo exata ¢ valida para qualquer t, entdo devemos ter M,, tdo pequeno

quanto uma constante fixada M, para qualquer nimero inteiro ¢ positivo n. Nos temos, entdo

vt
" e - é
< MMt —

(4.8.4)

Um esquema numérico satisfaz o critério de estabilidade se A, ¢ uniformemente
limitado com respeito a n, isto &, se |£‘ls M, para todo n inteiro ¢ positivo, ou seja se

|& <1, que é precisamente o critério de von Neumann.

m -—
Um esquema numérico ¢ dito “consistente” se e——A—r—-{‘—-) 0, quando Ax e Af, ambos,

tendem a zero.

Um esquema numérico € dito “convergente”se ]e}‘

tendem a zero. Sabemos que quando o esquema é convergente, as solugdes por diferengas
finitas aproximam-se da solu¢fo exata, quando Ax e Af tendem a zero.

A inequagdo (4.8.4) resume as nogdes de estabilidade, consisténcia e convergéncia:
“Um esquema numérico que ¢ consistente, é convergente se ele for estavel”.

Vejamos se o esquema (4.5.3) € consistente:

(st +-xw?) s

Temos e =e =1~ (1' Uw +kw’ )At +o((m)2), &

E= [21: (i’) +UAx](l—cos{wa))—fU%scn(wa)

[21: ™) +UAxJ ; (&x)z(l+o(w2(Ar)z))*iU%(WA’f)(1+O(W2(AX)Z))

= 1-(i1Uw+ kw?) At + Ar(o(Ax)),

obtemos

(e - & = o(Ar +Ax)

B[~
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¢ assim o esquema ¢ consistente e de precisdo de primeira ordem. Assim o esquema ¢
convergente se a condigdo de estabilidade do critério de Von Neumann ¢ satisfeita. Como
nos haviamos visto anteriormente, ele € valido se

R2K +UAx) <1 - (4.8.5)

Observe que:

O esquema de diferengas finitas é dito “incondicionalmente estavel” se alcangarmos

estabilidade quando Ax e At, ambos tendem a zero, sem requerer qualquer relagdo entre Ax e
At.

O esquema ¢ “condicionalmente estavel” se a estabilidade ¢ alcangada quando Ax ¢ At
tendem a zero de uma maneira especifica ( por exemplo, como na condig¢io (4.8.5)).

O esquema explicito das diferengas finitas, a partir da equagéo (4.3.4) se generaliza
para:

& o Afr At o m
o= —UE[CJ.J # ‘:'J._L,n]--rfz;[cJ A%, (4.8.6)

J

se # = (U, V, 0), com C (x,y, 0) = Cp (%, y,), enquanto que a equagdo (4.3.8) também pode
ser estendida, de forma similar, se U=U (x) e V=V (y).
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ANEXO 1

Determinagéo dos autovalores da matriz tridiagonal
2 -1 i
-1 2 -1
A= -1 2
-1
! -1 2

Usando as conhecidas formulas trigonométricas do seno da adigio ¢ da subtragdo de
dois arcos w ¢ B:

sen( o+ ) = sen acosf+ sen Beosa

sen(a— ) = sen acosff— sen fcos &

+1 —1

para sen[w} ¢ para sen[g’—r——)]—rf), comj,k=1,2,..,n obtém-se:

v on+l n+1

1)k ; :

( 1 ) sen .(_j_'t_].'..)__.?_r = sm[ﬁ) CO{E + scn(ﬂ) co __J_{f) e
n+1 n+1 n+ n+1 n+1
1) ; y :

sen (-————J 1)kx = ssn[h——"k”]c {ﬂ]— sen[——k’r )co{——j k”]

n+1 n+l n+1 n+l
1k ‘ _

() scn(@——ll—ﬂ] = sen( jkﬂ)cos{ e ]~ sen(—ki]co{ﬂ)
n+1 n+1 n+1 n+ n+1

Adicionando (I) e (II), membro a membro:

n+l n+1 n+1 n+1

Multiplicando ambos os membros e, usando a propriedade da multiplicagdo, no 2°

=}
=
+

membro;

i | |
AV L ZA NI VAR V.2 :_200{ kﬂjscn[w]
: n+1 n+1 n+1 n+1

k :
Adicionando 2scn(i'—'?l-] a ambos os membros da equagdo acima:
n+




2 sen(ﬁ] - sen[(
n+1

n+

J- l)k

|

equagdo que € validaparaj, k=1,2,..,n

(j+1)k7r

ez

n+l

Fixando % e, fazendo j=1, 2, ..., n; para

Jj=L Zsc:n(—*j”r ]—
n+l

0

l:2—2co{——
n+1

km

I

J

_ 2en kn 3kx [ kx \|__ (2k=x
Jj=2. 2sen|—— |-sen| — |-sen| — |=|2—2co§ —— ||sen| ——
n+1 n+1 n+l;) | n+1/ n+1
j=3 Zscn[ﬁ)—scn(z—kf)—scn[ﬁ)= 2—2003( k”] scn[ﬁ?ﬁ]
n+l1 n+l n+l) | n+l}) n+l1
-1k = ; ] =
J=n-1:2sen M__’f —se w —sen Lk =|2-2co .2 sen (n Dl
. n+l n+l n+1 n+1/] n+1
-1k
Jj=n Zsen(ﬁk—g)—se EE—Q-E —sen (nﬂ)k” = 2_200{2]153,{@]
n+1 n+1 n+l n+l)] n+1
que pode ser colocada na forma de uma equagfio matricial:
[2 -1 T (k;rj_ { [ImY
sen| —— sen| ——
- R n+1 n+l/
12 -1 sen[z””] sen(%“ff j
n+l/|_|,5_ o 1_ ) n4l
(31”:) B P ( 3k
sen <= sen| — i
H+1, L’I + 1 /
" sl 227) sl 2%
B =] 2__ n+1/] L :HIJJ

a qual mostra que os autovalores da matriz A sdo do tipo:

A, =2-2c0

{

kr
n+

]

e os correspondentes autovetores associados @ mesma matriz sfo:




com E=10

’ . . . ¢ n?f
Dai se conclui que o maior autovalor da matriz A é: A =2- ?.co{—-—l-J ¢ o menor
n+

Ay =2-2co0 —KJM}.
n+1



ANEXO 2

Nas 7 paginas seguintes, sdo apresentados os programas computacionais, usados
nesta Monografia, e desenvolvidos com o aplicativo MATLAB.



function semi

%programa do método semi-discreto,usando polindémios como fungdao base%
%para a equacdo ut =c(ux) + w(uxx), onde n= ne de pontos no eixo X%
%m= ne de pontos no eixo t, h=dt= passo, segundo a variavel t e f(x)%

%€ a funcao que rege a distribuigao da temperatura u, ao longo do %
%eixo X%

cle;

¢ = input('ec =');
w = input('w =');
n = input('n =');
m = input('m =');
h = input('h =');
f = input('E(x) =" ,'8"');
X0 =input('x0 =');
dx =1/(n+1);

1=0;

u=0;

for i=1:n;

for j=1:n;
x(Jj)=x0+j*dx
A(i,j)=x(3) i*(1-x(]j))
Bli, d)={t=td+1 )l ) ) *x(3) " (i=-1)
D{1,3)=1*(1=1 ~ {(isLl)®x{]))*x(]) " (1=2)
F=eval(f)
end

end

E=c*B + w*D

M=A - (h/2)*E

N=A +(h/2)*E

P=F'
Z=inv (M)
Y=Z*N
Q=1inv(A)
T=Q*P
for k=1:m
if k==1
1=T
V=zerosin,m)
Vi:;k)=1
else
1=y*]
Ville s R)=1
end
end
end
end
end
U=A*vV;
u
pause
u 1
pause
plot(u)
title({'GRAFICO DA FUNCAO u')
pause
mesh(u)

title('DISTRIBUICAO ESPACIAL DA TEMPERATURA u')



function semi

%sprograma do método semi-discreto, usando senos como fungao base para%

%a equagao ut = c(ux) + w(uxx),

%de pontos no eixo t, h=dt= passo,

%funcao que rege

cle;
ec= input (‘'e=");

= input ('w=');
n= input ('n=');

= input ('m=');

= input ('h=');

= jnput ('flx)=','s');
x0= input ('x0="');
dx= 1/(n+1);

1=0;
u=0;

for i=1:n;
for j=1:n;
X(3j)=x0 + j*dx;
A(i,j)=sin(i*pi*x(]j));

onde

B(i,3)=1i*pi*cos(i*pi*x(]));
D(i,j)==i"2*pi~2*sin(i*pi*x(j));

F=eval(f);
end
end
E=c*B +W*D;
M=A - (h/2)*E;
N=A + (h/2)*E;
P=F"';
Z=inv (M) ;
Y=Z*N;
Q=inv(A);
T=Q*P,;
for k=1:m
if k==1
1=T;
V=zeros(n,m);
Vil : JK)=);
else
1=y*1,;
e e
end
end
end
end
u=A*v;
ul
pause
plot(u)
title ('GRAFICO DA FUNCAO u')
pause
mesh(u)

title ('DISTRIBUICAO ESPACIAL DA

TEMPERATURA

n= n? de pontos no eixo X,
segundo a variavel t e f(x) é a%
a distribuicao da temperatura u,

u')

m=no%

ao longo do eixo X %



function tri

%“Programa em diferencas finitas, utilizando o método explicito para %

%resolver a equagao ut =
%pontos no eixo X, d= n@
%para a variavel t, g(x)
%ratura ao longo do eixo
el

n=input('n="');
vO=input('v0o="');
p=input('p="');
d=input('d="');
g=input('g(x(1))=','s"');
x0=input('x0=");
dx=1/(n+1);

L=0;

W=0;

v=0;

c(uxx), difusido sem conveccao, onde n= n2 de%
de pontos no eixo t, v0= auto-fungao inicial%
é a fungao gque rege a distribuigao da tempe-%
X, p=c.dt/(dx) 2 e X0 é a abscissa inicial %

A=2*diag(ones(1,n))+diag(-ones(1,n-1),1)+diag(-ones(1,n-1),-1);

for j=1:n;
for m=1:4;
t=0;
for k=1:n;
s=0;
for 1=1:n;

L{k)=2-2*%cos(k*pi*dx);
W(Jj,k)=sin(j*k*pi*dx);
v(k,m)=v0o*(1-p*L(k)) (m=-1);

x(1)=x0+1*dx;
Ev=eval(g);

b(k)=EV*sin(1l*k*pi*dx);

s=s+b(k);
a(k)=s;
end
r(j,m)=a(k)*v(k,m)*W(3j, k);
t=t+r(j,m);
end
u(j,m)=t;
end
end
end
u
pause
u 1
pause
plot(u)
title('GRAFICO DA FUNCAO u')
pause
mesh(u)

title('GRAFICO DA DISTRIBUICAQO ESPACILAL DA TEMPERATURA u'



function tri

%Programa em diferengas finitas, utilizando o método implicito, para %
%resolver a equacao ut = cl(uxx),da difusdo sem convecgdo, onde n=nQ de%
%pontos no eixo X, d= n?2 de pontos no eixo t, v0= auto-funcgao inicial %
%para a variavel t, g(x) é a fungao que rege a distribuicao da tempera%
%tura ao longo do eixo X, p= c.dt/(dx) 2 e x0 é a abscissa inicial %
cle)

n
vQ

input (
input (
input (
(
(
(

-

input
input

- Tt

o— 1 1ol
x| = =1
— e N e

n
0

input

ifin + 1

p
d
g
x0
dx
W
v

oo oo

forr L = i

W(j,k) = sin(j*k*pi*dx);
vik,m) = vO*(1/(1+2*p*(1l+cos(k*pi*dx)))) " (m-1);
x(1) = x0+1*dx;
b(k) = eval(g)*sin(l*k*pi*dx);
s = s+b(k);
alk) =s;
end

r(j,m) =a(k)*v(k,m)*w(j, K);
t = t+r(j,m);
end
u(j,m) =t;
end
end
end
u
pause
u1
pause
plot(u)
title('GRAFICO DA FUNCAO u')
pause
mesh(u)
title('GRA¥ICO DA DISTRIBUICAO ESPACIAL DA TEMPERATURA U')



function tri

%Programa em diferencas finitas, utilizando o método de Crank-Nicolson, %
%resolver a equacao da difusdo sem convecgao, ut = c(uxx), onde n= ne de%
%$pontos no eixo X, d= n? de pontos no eixo t, v0= auto-funcao inicial pa%
%ra a variavel t, g(x) e a funcao que rege a distribuigcao da temperatura%
%ao longo do eixo X, p= c.dt/2(dx) "2 e X0 é a abscissa inicial 2
el

input('n=");

input('vo=");

input('p="');

input{td=*);

input('g(x(l))=",'s"');

input('x0=");

1/(n+1);

o

<EHaXa Ao <so
nHunxo
ocoo It W

r
for j=1:n
for m=1:d
t=0;
for k=1:n
s=0;
for 1=1:n
L(k)=2-2*cos(k*pi*dx);
W(j,k)=sin(j*k*pi*dx);
v(k,m)=v0o*((1-p*L(k))/(1+p*L(k))) " (m-1);
X(1)=x0+1*dx;
b(k)=eval(g)*sin(l*k*pi*dx);
s=s+b(k);
a(k)=s;
end
r(j,m)=a(k)*v(k,m)*w(j, k);
t=t+r(j,m);
end
u(j,m)=t;
end
end
end
u
pause
u 1
pause
plot(u)
title('GRAFICO DA FUNCAO u')
pause
mesh(u)
title('GRAFICO DA DISTRIBUICAO ESPACIAL DA TEMPERATURA u')



function difefi
%Programa em diferencas finitas, utilizando o método explicito%
%para a equacao da convecgao (sem difusao): ct+uU(cx)+Cc(Ux), on%
%de U(x(J)) e U(x(j+1)) representam as velocidades do vento em%
%%x(j) e x(j+1), respectivamente, M= ne de pontos no eixo X, e=%
%n2 de pontos no eixo t, dt=passo, segundo a variavel t,[a,bl=%
%intervalo contido no eixo X, [c,d]=intervalo contido em [a,b]%
%Foil usada a mesma concentragdo inicial representada na fig. 1%
clci
U= input ('uU(x(j))=','s');
V= input ('U(x(j+1))=','s");
a= input ('a=');
b= input ('b=');
g= input {(‘e=*):
d= input ('d=');
M= input ('M=');
e= input ('e=');
dt= input ('dt=");
dx= (b - a)/M;
K =dt/dx;
for n=1l:e
if n==

for j=1:M+1

x(j)=a+(j-1)*dx

if x(j)>= c & x(j)< d+dx

C(J rn)= 5
else
C(j,n)=0

end

end

else
for j=1:M
F=eval(U)
G=eval(V)

&1, n)=Cc{1,1)
C(j+1,n)=C(j+1,n-1)-K*G*(Cc{j+1,n-1)-Cc(j,n-1))...

~K*(G-F)*C(j+1,n-1)
end
end
end
end
end
C
pause
plot(cC)
pause
mesh(C)
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