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Resumo 

Consideramos o problema de Cauchy associado à equação de Benjamin-Bona-Mahony 

em Rn, 1 ~ n ~ 3 com dissipação do tipo Burger, da forma 

{ 

ut- .6.11.t- a:.6.1J. + B.\111. + <p (1.t) .\111. = O 

u(x,O)=uo(x), t2:0, xERn 

onde a: > O é constante, B é um vetor constante de Rn, <p é uma função vetorial de variável 

real u, .6. é o operador Laplaciano n-dimensional e \1 é o operador Gradiente n-dimensional. 

Provamos resultados de existência, unicidade e dependência contínua da solução em relação 

ao dado inicial. Também, obtemos o decaimento da solução nas normas de L2 (Rn. ) e H 1 (Rn.) 

para 1 ~ n ~ 3. 

Abstract 

Let 's consider the Cauchy's problem associated to the Benjamin-Bona-Mahony equation 

in Rn, 1 $ n ~ 3 with a burger dissipation, in the way 

{ 

Ut- .Ó.11.t- a:.6.u. + B.\111. + <p (11.) .\111. =O 

u(x ,O)=uo (x), t2::0 , xERn 

where a > Ois a constant, BE Rn is a constant vector, <pisa vector valued function of the real 

variable u, .6. is the n-dimensional Laplace operator, \1 is the n-dimensional gradient operator. 

We prove the existence, uniquiness and continuous dependence o f the solution. We analyse the 

norm decay of the solutions in L2 (Rn) and H 1 (Rn) 1~ n ~ 3. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Neste trabalho fazemos uma análise do problema de Cauchy e do comportamento assintótico 

da solução da equação dispersiva e dissipativa do tipo Benjamin-Bona-Mahony-Burguer, da 

forma 

{ 

7Lt- /:::.?Lt- a/:::.11. + B.\hL + cp (n) .\lu= O 

u (X, 0) = UQ (X) , t 2:: 0, X E Rn. 

(1.1) 

Quando n = 1 e a= O a equação em (1.1) foi deduzida por Benjamin-Bona e Mahony [4] 

como um modelo que descreve de modo aproximado a propagação unidirecional de ondas de 

água em um canal cujo fundo é raso. 

Este problema, no caso 1 :::; n :::; 3, foi estudado por L. Zhang [15]. No capitulo 3 deste 

trabalho, provamos a existência e unicidade de solução global forte para o problema (1.1) 

e a dependência contínua da solução em relação ao dado inicial. Para isso, estabelecemos 

primeiramente a existência de solução local de (1.1) via a teoria de semigrupos e o princípio 

de contração de Banach. A seguir, através de estimativas a priori, provamos a existência de 

solução global. 
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No capítulo 4 estudamos o comportamento assintótico da solução do problema (1.1). Nesta 

parte, seguimos o método descrito em L. Zhang [15] que consiste, basicamente, em obter uma 

boa estimativa para !1/. (y, t)i , sendo ft a transformada de Fourier de ?t. O método consiste em 

obter a forma integral da solução de (1.1), via transformada de Fourier, e depois estimar esta 

integral em Rn, dividindo a mesma em intervalos convenientes. 

No caso n = 1, Amich, Bona e Schonbeck [4) estudaram o problema (1.1) e primeiramente 

consideraram o problema linear associado a (1.1) e obtiveram taxas de decaimento nas normas 

de L 00 (R) e L2 (R). Para isso, a transformação de Cole-Hopf foi empregada. No caso n > 1 

este método não funciona, pois é difícil estudar a transformação de Cole-Hopf em funções 

mais complexas. Nesse caso (n > 1) , estudamos o decaimento da solução seguindo a técnica 

de separação de Fourier para estimar a solução do problema não linear, nas normas de L2 (Rn) 

e H 1 (Rn), para 1 :::; n :::; 3. Estes resultados obtidos por L. Zhang [15] incluem aqueles obtidos 

em [4] para o caso n = 1. Assim o trabalho L. Zhang (15] generaliza o trabalho de (4] para o 

caso 1 :::; n ::; 3 e fornece outra demonstração para o caso n = 1. 

Este trabalho está organizado do seguinte modo: no capítulo 2 apresentamos as definições 

e os resultados básicos qué utilizamos nos capítulos subseqüentes; no capítulo 3 estudamos a 

existência e unicidade de solução e provamos que o problema é bem posto em relação ao dado 

inicial; no capítulo 4 obtemos taxas de decaimento da solução para o problema (1.1). 

3 



Capítulo 2 

Resultados Básicos 

_leste Capítulo apresentamos os resultados básicos que são utilizados nos capítulos sub-

seqüentes. Algumas demonstrações são omitidas por se tratarem de resultados bem conheci-

dos, mas em cada caso, mencionamos alguma referência. 

As proposições a seguir fornecem desigualdades que serão necessárias nos capítulos 3 e 4. 

Proposiçã o 2.1 (D esigualdade de Gronwall generalizada). Seja g(t) ?: O, h(t) ?: O tal 

que 

1 rt 
g(t) ~C + !v! (1 + t)2 + lo g(s)h(s)ds, o ::; t < oo, 

onde C ?: O e lvf ?: O são constantes e h(t) satisfaz 

fooo h(t)dt < 00. 

Então 

g(t) ~ [c+ Jvf (1 + t)~] exp [fooo h(t)dt], O~ t < oo. 

Demonstração: Ver referência (15}. 
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Proposição 2.2 (Desigualdade de Young). Sejam a, b números reais não negativos. 

Então: 

aP bq 
ab < - + -- p q 

sempre que com 1 S p < oo. 

Demonstração: Ver referência [1]. 

Definição 2.1 Sejam pER com 1::; p < oo e S1 um aberto do Rn, definimos: 

i) LP (S1) = {f : n ---7 R / f é mensurável e lf lp é integrável à Lebesgue } . 

Denota-se por : 
l 

llfllv = v I/ (x)lp dx r 
a norma de f em LP (S1) . 

Quando p = 2 usamos llfiiL2 = llfll. 

Observamos que LP (S1), na verdade, é formado por classes de equivalência, onde duas 

funções estão na mensma classe se forem iguais quase sempre. 

ii) L00 (D) = {f : n --t R ,f é mensurável e tal que existe C > O com I! (x )I ::; C quase 

sempre em n}. 

Denota-se por : 

ll flloo = sup ess IJI = inf {C/ I! (x)l $C q.s em D} 

a norma de f em L00 (D). 

Tem-se que L 00 (D) é um espaço de Banach. 
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Proposição 2.3 (Desigualdade de Hõlder). Seu E LP e v E L9, então uv E L 1 e tem-se 

para .!+!=1. 
'P q 

D emonstração: Ver referência [1]. 

Proposição 2.4 (D esiguald ade de Minkowski). Seu, v E LP então 

onde 1 ~ p < oo. 

D emonstr ação: Ver referência (1]. 

Proposição 2.5 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Para todop,q,r E [1 ,oo] e 

para todo número natural m e k, existem constantes a E (0, 1] e C > O tal que para toda 

u E C0 (Rn ) tem-se 

onde 

n (n ) n - - k = a - - m + (1- a)-, 
p r q 

1 a (1 - a) 
- ::; - + , 
p r q 

e 

li k IIP li f)Pl + ... +f3n U IIP Du = L {3 {3 . 
LP lh+ ... +f3n=k ÔXll··-OXnn LP 

D emonstração: Ver referência (9]. 

D efinição 2.2 O espaço de Schwartz ( ou das junções rapidamente decrescentes) denotado 

por S(Rn) é a coleção das funções f : Rn --t C, C o corpo dos complexos, tais que: 
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ii) llflla,.B = ;~f.,jxaâ.B f(x )j < oo, para todo (o:, /3) E N x N. 

Definição 2.3 Seja f E S(Rn). A transformada de Fourier de f é a função dada por: 

F (f) (ç) =f (Ç) = (27r)-~ f f(x)e-ix.çdx 

R!' 

n 
onde x = (xb ... , xn), Ç = ({!, ... , Çn) são vetores do R n e x.Ç = E XjÇj é o produto interno 

j=l 

usual em Rn. 

Proposição 2.6 A transformada de Fourier de f E L 1 (R n) é uma funç ão contínua e satisfaz: 

Demonstração: Note que I! co i ~ (27r)-~ j,.lf(x)l dx = (27r) -~ llfiiLl para todo 

ç E Rn. A continuidade é consequência do Teorema da convergência dominada de Lebesgue. (Ver 

Teorema 2.3 neste capítulo). 

Definição 2.4 Se f , 9 E L 1(Rn), a convolução de f e 9 é a função dada por 

(f* 9) (x) =f f (x - y) 9 (y) dy. 
Rn 

Proposição 2.7 Sejam f ,g E L 1(Rn). Então (f* 9)" (ç) = (21r) ~ j (Ç) 9 (ç) ,Ç E Rn. 

Demonstração: Ver referência [10]. 

Proposição 2.8 Suponha que f E S(Rn) então f E S(Rn) e (Da!)" (ç) = iaça j (Ç) , Ç E Rn. 

Demonstração: Ver referência (10]. 

Proposição 2.9 Seja f E S(R n). Então vale a fórmula de inversão : 

p - l [f] (x) = j (x) = (27r)-~ f f(ç)eif..xdÇ 

R!' 
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e as propriedades : 

v 1\ 

i) f (X) =f (-X) . 

v/\ /\V 

ii) f =f = f . 

Demonstração: Ver referência [10). 

Proposição 2.10 (Identidade de Parseval). Se f E S(Rn) então IIJIIL2 = IIJIIL
2

• 

Demonstração: Ver referência (10]. 

Definição 2.5 Sejas E R, s 2:: O. Denotamos por H 8 (R11
) o espaço de Sobolev de ordem s 

onde Js(x) = (1 + lxl 2)~, com a norma: 

Definição 2.6 Sejam V e H dois espaços de Hilbert, sendo V um subespaço de H. Diz-se que 

V está continuamente imerso em H quando: llfiiH ~ C llfllv para toda f E V, sendo C > O 

constante, independente de f E V. 

Notação: V<........? H. 

Teorema 2.1 (Teorema de imersões de Sobolev).Seja f2 aberto do Rn e 

wm,p (f2) ={f E LP (f2): D a f E LP (Q) para 0 ~ la:l ~ m} 

onde Da f é a derivada no sentido das distribuições de f. 

Com esta notação, temos as seguintes imersões: 

1} wm,p (Q) <........? Lq (n ) se m..p < n onde%= ~- r;:. 
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2) vvm,p (Q) ~ Lq (Q) se m.p = n e q E (2 , oo). 

Observe que wm,p (Q) com a norma 

IIJII~,p = L IIDaJII~P 
lal~m 

é um espaço de Banach. 

Demonstração: Ver referência [1]. 

Definição 2. 7 Seja X um espaço de Banach. Diz-se que uma aplicação 

S: R+ ~ L (X) é um semigrupo de operadores lineares limitados de X se: 

i) S (O) = I, onde I éoperador identidade de X. 

ii) S(t+s) = S(t)S(s), para todo t,s E R+. 

Diz-se que o semigrupo é de clase Co se 

iii) lim 11 (S (t)- I) x llx =O para todo x E X. 
t~O+ 

Proposição 2.11 Se S é semigrupo de classe Co então IIS (t)ll é uma junção limitada em 

todo intervalo limitado [0, T]. 

Demonstração: Ver referência (13]. 

Proposição 2.12 Todo semigrupo de classe Co é fortemente contínuo, isto é, se t E R+ então 

lim S ( s) x = S ( t) x para todo x E X. 
S->t 

Demonstração: Ver referência [13] 

Observe que, semigrupos de classe Co são também conhecidos por semigrupos fortemente 

contínuos. 
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Definição 2.8 O operador A : D (A) ......,. X, definido por 

D(A) = x E X/ lim x existe { 
S(h)- I } 

h-+0 h 

e 

A 1. S (h) - I ( ) x = 1m x para todo x E D A , 
h-o+ h 

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S . 

Proposiçã o 2.13 Seja S um semigrupo de classe Co e A o gerador infinitesimal de S. Se 

x E D (A) , então S ( t) x E D (A) , para todo t ~ O e 

d 
dt S (t) x =AS (t) x = S (t) Ax. 

Demonstração: Ver referência [13]. 

Teorema 2.2 (Teorema d e Hille-Yosida). Uma condição necessária e suficiente para que 

um operador linear A : D (A) C X......,. X, X espaço de Banach, seja o gerador infinitesimal de 

um semigrupo {T (t)L~o de classe Co é que: 

i) A seja fechado e D (A) = X; 

ii) Existem constantes reais Jvl e w tais que para À E R , À > w , se tenha À E p (A) e 

n lvf 
IIR (À, A) 11 ~ (À_ wt' ti n E N. 

Neste caso IIT (t) 11 ~ lv! ewt, ti t ~ O. 

Demonstração: Ver referência [13]. 

Teorema 2.3 (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja (un) uma 

seqüência de funções integráveis em n c Rn, n aberto, convergente quase sempre para uma 
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função u. Se existir uma função integrável uo tal que !uni :::; u0 quase sempre para todo n E N, 

então u é integrável e tem-se: 

f u = lim f 7J.n. n->oo 

D emon stração: Ver referência (8). 

Teorema 2.4 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja X um espaço métrico completo 

e S :X --t X uma aplicação tal que IIS (v1 ) - S (v2)llx :::; K llv1 - v2llx para todo VI. v2 E X 

com O < K < 1 então S tem um único ponto fixo, isto é existe u E X tal que Su = u. 

Demonstração: Ver referência (8). 

Proposição 2.14 Seja H E C1 (R) , H (t) 2:: O tal que 

fooo H ( t) dt < oo e roo I!!:_ H (t)l dt < 00. 
lo dt 

Então H (t) --tO quando t --t oo. 

Demonstração: Dado é> O então existem M1 = M1 (é) >O e Mz = lvfz (e) > O tal que 

roo é 
}M

1 
H(t)dt < 2 e 

Sejam te i 2:: M = max {M1, M2} com t 2:: i. Por integração por partes obtemos: 

lt d lt ( s - i) -H ds = ( t - i) H ( t) - _ H ( s) ds. 
t ds t 

Daí 

- r rt - d 
( t - t) H ( t) = };; H ( s) ds + h ( s - t) ds H ds. 

Portanto 

( t - i) H ( t) :::; J/ H ( s) ds + ( t - i) J/ I:~ H I ds. 
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Escolhendo i tal que t - i = ..;E. segue que 

H (t) ~ ~ JMoo H (s)ds + J: 1:8Hids ~ ~ J: H (s)ds + ~~ l:sHids. 

Assim obtemos H (t) ~ yÍC, como queríamos. 
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Capítulo 3 

O problema de Cauchy 

Introdução 

Neste capitulo estudamos o problema de Cauchy associado à classe de equações dis-

persivas e dissipativas do tipo Benjamin-Bona-Mahony-Burguer em Rn, com 1 ::; n ::; 3, isto 

é, 

{ 

11.t- ~Ut- a~11. + B.V'u + cp (1L) .V'u!:::::: O 

U (X, 0) = UQ (X) 

(3.1) 

onde t ~ O, x E Rn (1 ::; n ::; 3) . 

Assumimos que: 

A função cp E C 1 (R , Rn) e existe f~ 1, f E Z, e uma constante C >O tal que 

lf.Pj(s)l ::; C isl1 para 1 ::; j ::; n, B = (B1, ... , Bn) é um vetor constante do Rn, a > O e o dado 

inicial uo E H 2 ( Rn) 

Em (3.1) o operador ~ = f: ~ é o operador Laplaciano e V' = (a~1 , ... , a~J é o vetor 
J = l 1 

gradiente. 

O propósito deste capítulo é discutir a existência e unicidade de solução global para o 
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problema de valor inicial (3.1) e a dependência contínua da solução em relação ao dado inicial. 

A existência e unicidade de solução local para o problema de valor inicial é estudado via a 

teoria de semigrupos e do princípio de contração de Banach. Usando uma estimativa a priori, 

obtida pelo método da energia, mostramos que a solução não explode em tempo finito. A 

existência global segue então via argumentos conhecidos. 

Existência de solução local 

Consideremos o problema (3.1) e vamos escrevê-lo na seguinte forma 

{ 

7J,t - a (1 - 6.)- 1 
Ó.7J, =- (1 - 6.)- 1 [<p (u) .\lu + B.\11L] 

U (X, 0) = UQ (X) 

em vista que (I- 6.) : H 2 (Rn)- L 2 (Rn) é uma isometria. 

(3.2) 

Primeiramente vamos estudar certas propriededades do semigrupo associado ao problema 

linear: 

{ 

Ut- a (1- 6.)-1 ó.u =O, 

u(x, O) =uo(x). 

Seja Qo. = a (1- 6.)- 1 6. , onde Q o. é o operador 

cujo domínio é dado por : 

14 
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Para a > O, y E Rn e uo E H 2 (Rn), usando a transformada de Fourier em (3.3) vamos 

definir: 

(3.4) 

(3.5) 

Com esta notação temos o seguinte teorema: 

Teorema 3.1 Seja a E (0, oo). Então: 

(3.6) 

ii)A famÜia Ea (t) : H 2 (Rn) -t H 2 (Rn) é um semigrupo de contrações classe Co. 

Demonstração: Vamos provar (i). 

IIEa (t) uoll; = j ( 1 + IYI2
) 

2
IEaWuol

2 
dy = 

R" 

Vamos provar (ii) . Tem-se que: 

l)Ea(O)uo = (Fa(O,y)uo)v = uo 

Logo Eo: (O)= I. 
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Co. 

Assim: 

Portanto para t;::: O, y E Rn e a > O, temos II Ea (t)lb ~ 1. 

Assim temos que Ea (t) é semigrupo de contrações, agora vamos mostrar que é de classe 

Para isto note que a aplicação tE (0, oo) -+ Ea (t ) u 0 é contínua de R + -+ H 2 (Rn ). 

De fato, para obtermos a continuidade em t = t0 , vamos supor primeiramente t > to. 

Tem-se: 

IIEa(t)uo- Ea(to)uoll~ - f (l+IYI
2

)
2

1Fa(t,y)-Fa(to,Y)I
2

Iuo(Y)I
2

dy 
R!' 

- f ( 1 + IYI2
)

2
1Fa (to- t, y)- li

2 1Fa (t, y) l2 luo (y)l
2 

dy. 
R!' 

Note que quando t-+ tt , o termo IFa (to - t , y) - l i-+ O, para cada y E Rn. 

Logo 

(3.7) 
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quando t -+ tt. 

Do fato de IFa(t,y)l < 1 segue que: 

( 1 + IYI
2

) 
2

IFa (to- t, y)- 1I2 1Fa (t , Y)l 2 luo (y)l2 

~ C (1 + IYI
2

)
2

Iuo(Y)I
2

, c > O. (3.8) 

Assim temos de (3. 7) e (3.8) e usando o teorema da convergência dominada de Lebesgue 

(ver teorema 2.3 do capítulo 2) que: 

j (1 + IYI
2

)
2

1Fa(to- t,y) - l i
2

1Fa(t,y)l
2

luo(Y)I
2
dy-+ O 

R" 

e daí IIEa (t) uo- Ea (to) uoll2 -+ O quando t-+ tt. 
A continuidade à esquerda é feita de maneira análoga. 

Logo Ea (t) é contínua. Fazendo to= O obtemos que Ea (t) é de classe Co pois 

Como consequência tem-se: 

Corolário 3.1 Seja no E D (Qa) C H 2 (Rn) então: 

é a única solução do Problema de valor inicial (3.3). 

Agora vamos considerar o problema não linear (3.2) e vamos mostrar a existência e unici-

dade de solução local em H 2 (Rn) . 

Seu (x, t) é solução de (3.3) então podemos verificar facilmente u (x, t) satisfaz a equação 

integral associada, isto é: 

rt 1 
u (x, t) = Ea (t) uo - lo Ea (t- s) (1- .6.)- (<,0 (u) .'Vu + B.'Vu] ds. (3.9) 
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Vamos provar que a equação integral (3.9) possui uma única solução local em uma classe 

conveniente de funções. 

Teorema 3.2 Seja ?to E H 2 (Rn) , 1 :::; n :::; 3. Então existe To > O e uma única função 

u E C ([0, To] , H 2 (Rn)) solução da equação integral (3.9). 

D emonstração : Fixamos R > O e definimos o espaço vetorial normado 

onde a norma é dada por: 

llvllxR(T) = sup llv (t) lb. 
[O,T] 

Note que XR (T) com esta norma é um espaço métrico completo. 

Seja v E XR (T) e definimos a função P :X R (T) ---? C ([0, T], H 2 (Rn)) dada por: 

rt 1 
(Pv)(x,t)=Ea(t)uo(x)- l o Ea(t - s)(l -b.)- [<p(v). 'Vv+B.'Vv)ds, 

'Vt E [0, T ]. 

(3.10) 

Vamos mostrar que P está bem definida; P : XR (T) ---+ XR (T) e P é uma contração se 

T é escolhido suficientemente pequeno. A seguir usamos o teorema do ponto fixo de Banach 

(ver teorema 2.4 do capítulo 2) para obter a existência de solução para (3.9). 

Seja 

G (v (x, s)) = Ea (t- s) (1 - b.) - 1 [cp (v) .'Vv + B.'Vv}, 

Tem-se que: 
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De fato,(usando a proposição 2.10 do capítulo 2) sabe-se que: 

(3. 11) 

Logo de (3.6) e (3.11) obtemos: 

IIG (v (x, s))ll2 :Ç llc,o (v) .\lv + B.\lvll :Ç ll c,o (v) .\!vil+ IIB.\lvll. 

Mas 

llc,o (v) .\lvll2 = j lc,o (v) .\lvl2 dx :Ç llvll!>' II V'vll2. 
R" 

Do fato de H 2 (Rn) ~ L00 (Rn ) se n < 4) (ver teorema 2.1 do capítulo 2) tem-se que: 

(3.12) 

e 

(3.13) 

Portanto 

2º-) A função G (v (x, s)) é contínua em s com valores em H 2 (Rn) para 

O :Ç s :Ç t e t E (0, T) . 

Com efeito, seja é > O tal que s +é E (0, t]. Tem-se: 

IIG (v (s +e)) - G (v (s))ll2 :Ç IIEa (e) <p (v (s +e)) .\lv (s +é)- cp (v (s)) .\lv (s)ll 

+ IIEa (E) B.\i'v (s +e)- B.\lv (s)ll. (3.14) 
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Vamos mostrar que cada termo de (3.14) tende a zero quando ê--+ o+. 

De fato: 

Analisando o lQ termo do 2Q membro de (3.14) . 

IIEa (ê) <p (v (s + ê)) .\lv (s +e)- <p (v (s)) .\lv (s)ll ~ 

IIEa (ê) <p (v (s + ê)) .\lv (s + ê)- Ea (ê) <p (v (s + ê)) .\lv (s)ll + 

IIEa (e) <p (v (s +e)) .\lv (s) - <p (v (s)) .\lv (s)ll -

De (3.6) segue que: 

IIEa (e) <p (v (s +e)) .\lv (s +e)- <p (v (s)) .\lv (s)ll ~ 

lil.fJ (v (s + ê)) . (\lv (s + e)- \lv (s))ll + 

li[Ea (e) <p (v (s + ê)) - <p (v (s))] .\lv (s)ll. (3.15) 

Vamos analisar o 1Q termo do 2Q membro de (3.15).Tem-se: 

ll l.fJ (v (s +e)). (\l v (s + e ) - \lv (s))ll2 
- j il.fJ (v (s + e))l2 l\7 (v (s +e)- v (s))l2 

dx 
R" 

< llv (s + e)ll~ ll\7 (v (s +e)- v (s))ll2
. 

llcp (v (s + e)). (\lv (s +e)- \lv (s))ll ~C llv (s + c)lli llv (s +e) - v (s)ll2 , C> O. (3.16) 

Como v E Xn (T) tem-se que o 1Q termo do 2Q membro de (3.15) tende a zero quando 

e --+ o+. 
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Agora vamos analisar o 2Q termo do 2Q membro de (3.15). 

Usando (3.6) obtemos: 

11 E a (é) cp (V ( S + é)) . 'V V ( S) - cp (V ( S)) . 'V V ( S) 11 < li ( cp (V ( S + é)) - cp (V ( S))) . 'V V ( S) 11 + 

II(Ea (e)- 1) cp (v (s)) .'Vv (s)ll. 

Note que: 

ll(cp (v (s +e))- cp (v (s))) .'Vv (s) ll
2 = t f lfPi (v (s +c))- 'Pi (v (s) )l

2 1::.1
2 

dx. 
J=l Rn J 

Do teorema do valor médio para derivadas, segue que para cada j fixado e r, r 1 E R temos 

que existe rj tal que 

n n 2 

lcp (r) - cp (rl)l 2 =L I'Pi (r) - ipj (r1)l 2 =L jcpj (r*) (r- r1)j . 
j=l j=l 

Portanto 

2 n f 21 OV ( S) 12 

ll(cp (v(s+c))-cp(v (s))).'Vv(s) ll - ?::= l4?j(v(s+c))-cpj(v(s)) l ~ dx 
J=lRn J 

~ j I , ( ) 12 2 ov (s) 1
2 

- ~ cpj wj lv(s+c)-v(s)l ~ dx 
J =lRn J 

onde wj = Bjv (x, s +e)+ (1 - ()j) v (x, s) e Bj E (0, 1); j = 1, 2, 3. 

Para v E XR (T) temos: 
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Sendo cp E C 1 (R, Rn) tem-se: 

Logo 

11 ( ( 2 ~ - j 21 âv (s) 1
2 

<p v(s+é))-cp(v(s))).'Vv(s)ll < ~Cj lv(s+é)-v(s)l -
8
- . dx 

J=l R" XJ 

- 2 2 < C llv (s + .s)- v (s)lloo IIVv (s)ll , 

Tem-se então: 

IIEo (.s) cp (v (s + .s)) .'Vv (s)- cp (v (s)) .'Vv (s)ll ~ (3.17) 

Como v E X R (T ) e E 0 é semigrupo de contrações de classe Co tem-se que (3.17) tende a 

zero quando é - o+. 

Agora vamos analisar o 2Q termo do 2Q membro de (3.14) . Tem-se: 

IIEo (.s) B .'Vv (s +é)- B.'Vv (s)ll ~ IBI IIEo (.s) (V' v (s + é)- 'Vv (s))ll + 

II(Eo (.s) - 1) .V'v (s)ll-

Usando (3.6) obtemos: 

IIEo (.s) B.\lv (s +é)- B.'Vv (s)ll ~ IB IIIv (s + .s) - v (s)ll2 + !I(Eo (é) - 1) .\lv (s)ll· (3.18) 
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Como v E X R (T) e Ea é semigrupo de contrações, tem-se que (3.18) tende a zero quando 

c- o+. 

Logo tem-se que (3.14) tende a zero quando c --+ o+ e portanto G (v (x, s)) é contínua à 

direita em s com valores em H2 (Rn). 

A continuidade à esquerda segue de maneira análoga. 

3Q) (Pv)(x, t) E C ([0, T] , H 2 (Rn)), para todo v E XR (T ). Com efeito, 

(Pv) (x, t) = Ea (t) ?Lo- fot G (v (x, s)) ds 

é contínua pois é composta de funções contínuas. 

4Q) Vamos mostrar que existe To> O tal que P: XR (To) --+ XR (To) e que Pé contração 

se To é escolhido suficientemente pequeno. 

Tem-se para v E X R (T) : 

IIPv (t)- Ea (t) uoll2 $ ht ll<p (v) ."\lv + B."Vvll 2 ds. 

Usando (3.12) e (3.13) vem que: 

Mas 

Então 
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Portanto 

II P v (t) - Eo: (t) uo lb ~ KT (3.19) 

onde K = K (1, R , lluoll 2), K > O. Assim, seTo < (k) então Pv E X R (T ). 

Se v, w E XR (T) então para t E [0, T] tem-se: 

IIPv (t)- Pw (t)ll 2 ~ fot (ll rp (v) .\?v - <p (w) .'Vw ll + IIB.\lv- B.'Vwll) ds. 

Note que: 

llrp (v) .\?v- <p (w) .\lwll ~ llrp (v). (\?v- \lw)ll + ll(rp (v)- <p (w)) .'Vwll . 

Usando (3.12) e (3.17) segue que: 

llrp (v) .\?v - <p (w) .\lwll ~C (ilvll; llv- wll 2 + llv - wll 2 llwlb), C> O. 

Logo 

II Pv (t)- Pw (t) ilz ~ fot (C llvll; +C llwll 2 + IBI) llv- wll 2 ds. (3.20) 

II Pv (t)- Pw (t)11 2 ~ K11lv - wll x R(T) T , (3.21) 

K 1 = K 1 (!,R , lluoll 2) · 

Tomando To < min (k, iJ tem-se de (3.19) e (3.21) que P : XR (To) --? XR (To) e P é 

contração. Do princípio de contração de Banach existe uma função u. E X R (To) , ponto fixo 

de P, isto é, solução da equação integral (3.9). 

Vamos mostrar a unicidade da solução. 

Lema 3.1 Sejam u, v E C ([O, To], H 2 (Rn)) soluções da equação integral (3.9) tal que 

u. (x, O) = v (x, O) = 11.0 (x), com 71-o (x) E H 2 (Rn) .Então u. =v \:1 t E [O, T.o)-
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Demonstração: Para tE [O, To] tem-se de (3.21) que: 

K = K ('Y, R, JJuoll 2 , To,), K > O. 

Da desigualdade de Gronwall (ver proposição 2.1 do capítulo 2), segue que u = v. 

Vamos mostrar que a solução local da equação integral (3.9) é solução do problema de 

valor inicial (3.2) . 

Teorema 3.3 Seja uo E H 2 (Rn), 1 :::; n :::; 3. Então a função 11. obtida no teorema 3.2 é 

tal que existe &;: , a;; E C ([O, To), H 2 (Rn)) eu é a única solução do problema de valor inicial 

(3.2). 

Demonstração: Tem-se que Ea (t) é semigrupo de contrações de classe Co e Qa é o seu 

gerador, assim para 7J,O E D (Qa) C H 2 (Rn) segue que: 

t E [O, oo). 

Vamos definir para O :::; t :::; To 

r 1 v (t) = Jo Ea (t- s) (1- ~)- [V'u.<p (u) + B.V'u] ds. 

Para h > O tal que t + h E (0, To] tem-se: 

v (t +h) -v (t) 

h 

E (h) i t+h 1 
a Eo: (t- s) (1 - ~)- ('\111 .. <p (u.) + B.V'u.) ds + 
h t 

(3.22) 

( Ea (::-
1
) ht Ea (t - s) (1- ~)-1 (V'u.<p (u) + B.V'u) ds.(3.23) 
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Vamos analisar o 1º- elemento do 2º- membro de (3.23). Do teorema 3.2 temos que o 

integrando é função contínua em s com valores em H 2 (Rn), portanto do teorema do valor 

médio para integrais segue que: 

v (t +h) - v (t) 
h 

para algum t* E (t, t + h). 

Logo 

E0 (h) E0 (t- t *) (1- ~)-1 (V'u (t*) .<p (1L (t*)) + B .V'u (t*)) + 

(
Eo(h) - 1) ft - 1 

h lo Eo (t- s) (1 - 6.) (V'u.cp (u) + B.V'u.) ds , 

lim v (t + h)- v (t) = (1- 6.)-1 (V'u (t) .<p (u (t)) + B.V'u (t)) + Qcz r G (u (s)) ds. (3.24) 
~~ h h 

Desse modo v é derivável à direita. 

De modo análogo mostra-se que v é derivável à esquerda. 

Portanto para O :::; t :::; To tem-se: 

âv lat - = (1 - .6.)- 1 (V'u.<p (u) + B .V'u) + Q cz G (u (s)) ds. 
~ o 

Note que u (x, t) = Ecx (t) uo - v (t), então de (3.22) e (3.24) segue que: 

âu a a 
- = - (E 0 (t) 11.0)- -

8 
V (t) · 

at at t 

Assim: 

âu =a (1 - ~) -1 6. (Eo (t) uo - { t G (v. (s) ) ds) - (1- ~)-1 (V'u. <p (u) + B .V'u.). 
at lo 

Logo 
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{ 

v.t- f::lttt - o:f::lv. + 'l11,.cp (1t) + B.'l1t =O 

71. (X, 0) = 7J.O (X) . 

Portanto a função 11. definida no teorema 3.2 satisfaz o problema de valor inicial (3.2) e 

além disso <t;: é função contínua, disto segue que u E C1 ((0, To] , H2 (Rn)) . 

Unicidade: Se consideramos v outra solução do Problema de valor inicial2.2; v E C1 ([O, To]: H 2 (Rn 

com v (x, O) = 7/,o (x), tem-se que v satisfaz a equação integral (3.9) e do lema 3.1 segue que 

u =v. 

Existência de solução global e dependência contínua 

Nesta seção vamos estabelecer a existência e unicidade de solução global para o problema 

de Cauchy (3.2). Além disso estabeleceremos a dependência contínua da solução em relação 

ao dado inicial. 

Lema 3.2 Seja uo E H 2 (Rn) , 1 :::; n :::; 3. Então llu (t)ll 1 :::; lluoll 1 para todo t ~ O onde u 

exista. 

Demonstração: Multiplicando a equação em (3.1) por 271, e integrando em Rn obtemos: 

:t f (iui2 + I'Y'ul2) dx + 2a: f j'lui2 
dx = O. 

~ Rn 

(3.25) 

Integrando em t tem-se: 

t 

2 f ') 2 llu (t)lh + 2a: ll 'lu (s)ll- ds = lluolh. 
o 

Portanto ll1t (t)lli :::; ll11.olli · 
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Teorema 3.4 Seja uo E H2 (Rn), 1 ::::; n ::::; 3. Então para cada T > O existe uma única função 

u E C1 (0, T, H 2 (Rn)) e é solução global do problema de valor inicial (3.2). 

Demonstração: Multiplicando a equação em (3.1) por -2.6-v. e integrando em Rn obte-

mos: 

d ( 2 2) 2 f - II V'11 (t)ll + ll.6.11 (t)ll + 2a ll.6.11. (t)ll = 2 .6-w.p (u) .\i'u.dx. 
dt 

(3.26) 
R" 

Da desigualdade de Hõlder vem que: 

:t (IIV'n (t)ll
2 + ll.ó.7J. (t)ll

2
) +a 11.6-tt (t) ll

2
::::; a-1 f l<p (n) .\7nl2 

dx. (3.27) 
R" 

Vamos analisar o termo f l<p (u) .\7ul2 dx, quando n = 1, 2, 3. 
R" 

Se n = 1 tem-se que H 1 (R) ~ L00 (R) , logo 

f lc,o (u) . \7ul
2 

dx ::::; llull~ f !V'u!
2 

dx ::::; llulli-r II V'ull
2

. 

R R 

Do lema 3.2 tem-se que llu (t)ll 1 ::::; llnoll1 , assim: 

Logo 

:~ (11\i'u (t) 11 2 + 11 .6-u (t)ll2
) ::::; C !lu (t)ll~, C > O. (3.28) 

Adicionando (3.25) e (3.28) vem que: 

Do teorema de Parseval obtém-se que: 

11 11. (t)ll 2 + 2 11\i'v. (t)ll2 + ll.ó.n (t)ll
2 

- f ( 1 + 2 IÇI
2 + IÇI

4
) 111. (t) l

2 
dç (3.29) 

Rn 
2 - 1111·(t)lb· 
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logo 

:~ (llu (t)IID $ C llu (t)ll~ C> O. (3.30) 

Integrando de O a t obtemos: 

para O$ t $ T. 

Da desigualdade de Gronwall segue que: 

(3.31) 

para O $ t $ T, C > O e C= C (1, lluolh). 

Se n = 2, usando a desigualdade de Hõlder com ~ = ~ + ~ tem-se que: 

f lcp (u). 'Vul2 dx $ llcp ( u)IIL411'Vui!L4. 
R2 

Usando a desigualdade a.b ~ a; + b; para a, b E R e a, b positivos obtemos: 

f lcp (u) .'V1tl2 
dx $C llull~~ +C II 'V1tll~4 

R2 

Do teorema de imersão de Sobolev temos H 1 ( R2
) <---+ L s ( R 2

) se s E [2, oo), daí tomando 

s = 41 (1 $ 1 < oo) obtemos: 

f lcp (u) .'Vul2 dx $ C llulli'Y +C II 'Vulli 
R2 

Logo 

:~ (II'Vu (t)ll2 + ll.6.u (t) ll 2) +a ll.6.u (t) ll2 < C lluolli'Y + 

+C (II'Vu (t)ll2 + ll.6.u (t)ll 2
) . 
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(3.32) 

Adicionando (3.25) e (3.32) vem que: 

De (3.29) e da desigualdade de Gronwall obtemos: 

para O :5 t :5 T, K > O e K = K (linoll2 , /, T). 

Se n = 3: usando a desigualdade de Holder para ~ = ~ + 1 tem-se: 

j lcp (11.) .V'ttl2 dx :5 llcp (u)IIL:~II V'11. 11L6 :5 C (llcp (11.)11~:~ + IIV'ull~6). 
R3 

Logo 

Do teorema de imersão de Sobolev H 1 (R3) ~ Lq (R3) com q = 6 (I = 2). Usando o lema 

3.2 obtém-se: 

(3.34) 

Adicionando (3.34) e (3.25) vem que 

d ( 2 ? 2) 4 2 dt llu (t)ll + 2IIV'1J. (t)ll- + llb.n (t)ll ~C lluoll1 +C 1111. (t)ll2 · 

De (3.29) e da desigualdade de Gronwall segue que: 

(3.35) 

30 



para O ~ t ~ T , K > O e K = K (lluoll2 , /, T). 

Portanto para n = 1, 2, 3 tem-se que llu (t)11 2 é limitada sobre t-intervalos limitados. O pro-

longamento da solução segue via argumentos conhecidos e tem-se que 11. E C 1 (0, T , H 2 (Rn)). 

Unicidade: Suponha que v E C 1 (0, T, H 2 (Rn)), 1 ~ n ~ 3 é outra solução global de 

(3.2) tal que v (x ,O) = uo (x) . 

Seja w (x, t) = u (x, t)- v (x , t). Então w satisfaz o seguinte problema: 

{ 

Wt- b.wt- ab.w + B."Vw + cp (u) ."\111-- cp (v) ."Vv =O 

w (x,O) = O. 

Tem-se que w satisfaz a equação integral: 

{ t 1 
w (x, t) =lo Eo: (t - s) (1 - b.)- [cp (v) ."Vv + B."Vv - cp (n) ."\lv. - B."\111.] ds. 

Logo de (3.6) e (3.11) tem-se: 

llw (x, t)ll 2 ~ !ot (llcp (v) ."Vv- cp (u) ."Vull + IIB."Vv- B."Vuii) ds. 

De (3.12) e (3.17) segue que: 

Logo 

11 cp (v) . 'V v - cp ( 71.) . 'V 1L 11 < li cp (v) . 'V ( 7,(, - v) 11 + 11 ( cp (v) - cp ( 71.)) . 'V 11. 11 

< C llvll; llwlb +C llwllzllulb 

< (C llvll; +C llullz) llwllz · 

{ t 2 
llw (x, t)lb ~ C lo llw (s)ll 2 ds, 

onde C= C (-y, T , llv·oll 2). 
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Da desigualdade de Gronwall segue que w =O e portanto u = v. 

Vamos mostrar a dependência continua da solução em relação aos dados iniciais. 

C 1 (0, T, H 2 (Rn)) soluções de (??) e de 

{ 

1tf- ..6.uf - etÓ.1J.m + B. "\Jum + cp ( nm). "\Jv.m = O 

Um (X, 0) = Uo (X) , 

mE Z em;:::: O. 

Demonstração: Seja w (x, t) = 11.rn (x, t)- 11. (x, t). Então w satisfaz o seguinte problema 

de valor inicial: 

{ 

Wt - Ó.Wt- cxó.w + B."\111.m - B.\ht + cp (um) ."\Jum - cp (u) ."\111 = O 

W (X, 0) = Uo (X) - UQ (X) = WQ (X) · 

Tem-se que w satisfaz a equação integral: 

w(x, t) = Ea(t)wo(x)+ 

fot Ea (t- s) (1- ó.) - 1 [cp (u.) ."\111. + B."\17L- cp (um) ."\Jnm- B."'V1Lm] ds. 

Logo 

De (3.6) , (3.12) e (3.17) segue que: 
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Da desigualdade de Gronwall obtém-se: 

C= C(! , T, lluolb), ou seja 

Portanto 

Dessa forma, podemos dizer que o problema de valor inicial(3.1) é globalmente bem posto. 
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Capítulo 4 

Comportame nto assintótico 

Neste capítulo estudamos o comportamento assintótico da solução do problema de Cauchy 

{ 

Ut- .Ó.Ut- a.ó.u + B.\lu + cp (u) .\lu= O 

u (x, O) = uo (x). 

(4.1) 

Em (4.1) tem-se que x E Rn, n = 1, 2, 3, t;:::: O, a > O é uma constante, B = (B1, ... , Bn) éumvetor 

e a função cp é tal que satisfaz as seguintes condições: 

lcp (u) l < C lul2 , lfou cp (r) drl :5 C lul3
, se n= 1 e lu I pequeno. 

lcp(u)l < Clul, lfou cp (r) drl :5 C lul2 , se n = 2,3 e lu I pequeno. 

lcp(u)l < C lul'~', lfou <p (r) drl :5 C lul'~'+l, se n=2 e lu I grande; -y ;:::: 1, -y E z. 

. I <p ( 1L) I < C lul2 , I !ou cp ( T) dr I :5 C lul3 
, se n=3 e 17"1 grande. (4.2) 

O objetivo principal deste capítulo é obter taxas de decaimento da solução do problema 

( 4.1) quando 1 ::; n ::; 3, nas normas H1(Rn) e L2(Rn) . A idéia central consiste em obter 

a forma integral da solução de (4.1), via transformada de Fourier, e, a partir daí estimar a 
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integral obtida dividindo-a em convenientes subintervalos. 

Primeiramente obtemos est imat ivas de decaimento tomando o dado inicial u0 E H 2 (Rn) 

e a seguir tomando o dado inicial v.0 E L 1 (Rn) n H 2 (Rn), 1 ~ n ::; 3, obtemos estimativas 

melhores para a solução do problema ( 4.1). Os lemas a seguir são úteis para a obtenção dos 

resultados que nos propomos. 

Lema 4.1 Seja 11.0 (x) E H 2 (Rn), 1 ~ n::; 3, <p (u) E C (R) nas condições (4.2). Então valem 

as estimativas: 

i) sup llu (t)ll~::; C. 
o:::;t<oo 

ii) f~ [II 'Vu (t)il2 + ll.6.u (t)ll2
] dt ~C. 

Demonstração: Multiplicando a equação (4.1) por 2v. e integrando em Rn obtemos: 

:t f (iui2 + i'Vul2) dx + 2a f i'Vttl2 
dx = O. 

R" R" 

Integrando de O a t , tem-se: 

2 rt 2 2 llu (t)ll 1 + 2a lo 1l'V1t (t)il dt = lluoll1 . (4.3) 

Desta igualdade segue que 

sup llu (t)lli ::; lluolli 
09<oo 

roo 2 e 2a lo ll 'Vu (t)ll dt ::; lluolli (4.4) 

Se n = 1, do teorema da imersão de Sobolev tem-se H 1 (R)<---+ L00 (R), logo 

sup llu (t)ll~ ~ sup llu (t)lli::; lluolli · 
O::;t<oo O:s;t<oo 

Multiplicando a equação ( 4.1) por - 2.6. u e integrando em R n obtemos: 
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integral obtida dividindo-a em convenientes subintervalos. 

Primeiramente obtemos estimativas de decaimento tomando o dado inicial u0 E H 2 (Rn) 

e a seguir tomando o dado inicial?J.o E L1 (Rn) n H 2 (Rn), 1 :::; n :::; 3, obtemos estimativas 

melhores para a solução do problema ( 4.1). Os lemas a seguir são úteis para a obtenção dos 

resultados que nos propomos. 

Lema 4.1 Seja 7LO (x) E H 2 (Rn), 1 :::; n :::; 3, <p (11.) E C (R) nas condições (4.2). Então valem 

as estimativas: 

i) sup llv. (t)ii!,:::; C. 
09<oo 

ii) frf' [II'Vu (t)ll
2 + ll~u (t)ll 2

] dt:::; C. 

D emonstra ção: Multiplicando a equação (4.1) por 27t e integrando em Rn obtemos: 

:t f (lttl2 + IV'u l
2

) dx + 2a f IV'7J.I
2 

dx =O. 
~ Rn 

Integrando de O a t, tem-se: 

(4.3) 

Desta igualdade segue que 

sup llu (t)ll~:::; lluoll~ e 2a {
0

00 

IIV'u (t)ll 2 dt:::; l luoll~.(4.4) 
O:St<oo lo 

Se n = 1, do teorema da imersão de Sobolev tem-se H 1 (R)~ L 00 (R), logo 

sup llu (t)ll~:::; sup llu (t)lli:::; lluolli · 
0$t<oo 09<oo 

Multiplicando a equação (4.1) por -2~u e integrando em Rn obtemos: 
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Integrando de O a t, tem-se: 

2 2 rt 2 Jl''vn (t)ll + ll .6.u (t)ll + 2a lo ll.6.u (s)ll ds = 

II"Y'uoll2 + ll .6.uoll2 + 2 fot j .6.u (cp (u) ."Vu] dxds. 
Jtn 

Vamos analisar o termo 2 f .6.u [cp (u) ."Vu] dx, quando n = 1, 2, 3. 
Jtn 

Se n = 1, usando a desigualdade de Holder, tem-se: 

< aiiuxz(t)ll 2 +a-1 jlcp(u)uxi2 dx 
R 

< a !!uxx (t)ll2 + a-l ll<fJ (u (t))ll~ llux (t)il2 

< a llv·xx (t)ll2 + a-l llcp (7Lo)ll~ llux (t)ll2 
· 

Logo obtemos 

2 2 rt 2 
llux(t)ll + lluzx(t)ll + a lo lluxx(s)ll ds < 

a-1 ll<p (uo)ll~ koo II'~J.z (t)ll2 dt < C. 

Se n = 2 tem-se de (4.2) que lcp (u)i S C iul7
, 1 2: 1 e 1 E Z, logo 

lj a 2 2-y 2 
2 w2 .6.7L (cp (u) .\711.] dx ::; 2 ll.6.v. (t)ll +c 117L (t)iloo II"V1J. (t) il . 

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtemos: 

lln (t)ll~::; C !lu (t)llll \77/. (t)ll2
-r-

2 1! .6.n (t)il-

Logo 

(4.5) 

(4.6) 

2 !ot j .6.1L [<p (u) ."Vu] dxds 
R2 

< a rt 11 .6. u ( s) 11 2 ds + c rt 11 u ( s) 1111 "Vu ( s) f )' 11.6. u ( s) 11 ds 
2 lo lo 

r 2 rt 2 4 
< a lo ll.6.u(s)ll ds+C lo liu(s)ll ii"Vu(s)ll 7 ds. 
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Portanto 

2 2 !ot 2 11 V 7-t ( t) 11 + 11.6. 11. ( t) 11 + a 
0 

ll.6.11. ( s) 11 ds < II V7toll
2 + ll.6.1toll 2 + 

!ot 2 4 C 
0 

lln ( s) 11 11 V 11. ( s) 11 
7 ds . 

II Vu (t)ll 2 + 11.6.u (t)ll 2 +a fot ll .6.u (s )11 2 ds < 11Vuoll
2 + ll.6.uoll 2 + 

C fot !lu (s)lli llu (s)II 47
-

2 11 Vu (s)ll 2 ds. 

II'Vu (t) ll 2 + ll.6.u (t)ll 2 +a fot ll.6.u (s)ll 2 ds < JI'Vuoll
2 + ll.6.uoll

2 + 

4 !ot 2 C llu·o 11 1
7 

0 
11 V v. ( s) 11 ds. 

2 2 !ot 2 11 \711. ( t) 11 + ll.6.n ( t) 11 + a 
0 

ll.6.u ( s) 11 ds < c, 

onde usamos ( 4.4). 

Assim obtemos: 

2 100 2 sup ll .ó.n (t)ll +a ll.6.v. (t)ll dt :S C. 
0$f<oo O 

(4.7) 

Se n=3 tem-se de (4.2) que lso (u)l ~C lu l2, logo 

1/ Q; 2 4 2 2 W:~ .6.n [so (u.) .\771.] dx ~ 211.6.7L (t)ll +c lln (t)lloo llv7L (t)ll . 

Usando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg obtemos: 

llu (t)ll!o ~C llu (t)il~all.6.u (t)ll 2 ~C ii'Vu (t)JI 2 11.6.u (t)ll 2
. 

Logo 

2 Jot j .6.v. [so (u) .Vv.] dxds ~a Jot ll .6.v. (s)ll 2 ds +C fot IIVu. (s)ll 4 11.6.v. (s)ll 2 ds. 
R:~ 
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Portanto 

Usando a desigualdade de Gronwall generalizada segue que 

2 lot 2 sup llb.u. (t) 11 +a llb.u (t) 11 dt ::S C. 
09<oo O 

(4.8) 

sup 1!1.t (t)ll~ ::S sup llv. (t)ll; ~ C 
o::;t<oo 09<oo 

(4.9) 

De (4.4), (4.6), (4.7) e (4.8) segue que 

para n = 1, 2; 3. 

Lema 4.2 Seja 11. (x, t) solução da equação (4 .1} com uo (x) E H 2 (Rn), 

1 ::S n ::S 3. Então: 

i) lim [11 \771- (t)ll2 + llb.u (t)ll2
] =O. 

t-+00 

ii) lim !lu (t)lloo =O. 
t--oo 

Demonstração: Da identidade (4.5) tem-se que: 

d[ 2 2] 2 f dt li \lu (t) ll + llb.u (t)ll = -2a llb.u (t)ll + 2 b.u [<p (u) .\lu] dx. 
R!' 

Do lema (4.1) tem-se que: 

sup llu (t) lloo ::S C. 
o::;t<oo 
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e 

Logo 

d [ 2 2] 2 2 1 dt II 'V11. (t)ll + llb.u (t)ll S -a 1!.6.11 (t)ll +C II 'Vv. (t)ll E L (0, oo). 

Portanto 

d [ 2 2] dt li'Vu (t)ll + llb.1L (t)ll -

2 f .6.11. [<p (v.). 'V11.) dx E L1 (0, oo) . 
R" 

Seja h (t) = II'Vu (t)ll2 + llb.u (t)!l2
, tem-se que: 

fooo h (t) dt S C e roo l!!:_h (t)l dt ::; c, lo dt 

logo pela proposição 2.14 do capltulo2 segue que: 

lim [II'Vu (t)ll2 + llb.u (t)ll2
] =O. t-oo 

Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtém-se: 

para n = 1, 2, 3. 

Logo 

lim 1111. (t)ll
00 

=O. 
t- oo 
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Lema 4.3 Seja u (x, t) solução da equação (4. 1} com u0 (x) E H 2 (Rn), 

1 ~ n ~ 3. Suponha que jcp (u)l ~ lul1 -
1 para todo !ui ~ 1 onde 1 = 3 se n = 1 e 1 = 2 se 

n = 2, 3. Então tem-se: 

lim (t~ ll \771 (t)ll] =O. 
t->oo 

Demonstração: Multiplicando a equação em (4.1) por ?Lt + B.\7u + a-1 (B.\7nt] e inte-

grando em Rn obtemos a identidade 

d [a 2 1 2] 2 2 - - ll\77t (t)ll + -IIB.\771. (t)ll + ll \7u.t (t)ll + ll(11.t + B.\l11.) (t)ll = 
dt 2 2a 

-f [ut + B.\7n) [cp (11) .\7u) dx- a-1 f [B. \7ut) [cp (u.) .\7u) dx. (4.11) 
R" R" 

Multiplicando a equação (4.1) por 2/6tt21-I, onde 6 > O e integrando em Rn tem-se: 

d f 21 f 21-2 2 dt 6lui dx + 2"( (2'Y- 1) a6 lul j\7uj dx = 

R" R" 

- 2~1(2"(- 1) Ó f lul21
-

2 \771 .. \71LtdX. ( 4.12) 
R" 

Adicionando-se (4.11) e (4.12) temos 

d [a 2 1 2 f 21 ] f 21-2 2 - - ll\77t(t)ll +-IIB .\7u(t)ll +6 lul dx +21(21 -1)a8 l·ul j\7v.l dx+ 
dt 2 2a 

Rn Rn 
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-f [ut + B.\7u] [cp (tt) .\771.] dx 
R" 

a-1 f [B.\7ut ) [cp (u) .\7u) dx-
Rn 

21(21 -1) f lul21
-

2 \7u .. \7?1.tdx. (4.13) 
R" 



Note que 

v[ .. ,+ B.Vu] ['P (u) .Vu] dx <: li"t + B.Vull2 + II'P (u). Vull2
. (4.14) 

Logo de (4.14), (4.15) e (4.16) obtém-se que 

B 2 2 2 4 -4 2 

[ 
I 12] 1 + 
2
a 2 II~P (u) .V1LII + 2,--? (2'Y- 1) 8 ll11.j 1 j\7u.j dx. (4.17) 

Seja 

h (t) = ~ IIVu (t)ll2 + 2~ IIB.Vu (t)ll 2 + 8 j lul27 
dx. 

Rn 

Do lema (4.2) temos que: 

lim llu (t)lloo =O 
t-+oo 

e 

lim [II Vu (t)ll 2 + ll6n (t)ll 2
] =O 

t -+oo 

Logo 

lim h (t) =O. 
t-oo 
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Ainda da hipótese que IIP (u)l ::::; M luf'Y-1
, lu l ::::; 1, e escolhendo ó > O suficientemente 

grande e T > O tal que para t 2:: T tenhamos 

obtemos 1t_h (t) ~ O para todo t 2:: T . 

Por outro lado, temos que h (t) E L1 (O, oo). 

De fato, da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtém-se em cada caso: 

1) Se n = 1 então 'Y = 3 e 

f lul6 
dx::::; llu (t)ll!, llu (t)ll2 

$C llu (t)ll4 ll'Vu (t)ll2 
$C lluolli ll 'Vu (t)ll2

. (4.18) 
R" 

2) Se n = 2 então 'Y = 2 e 

f l11.l4 
dx ~ llu (t) 11~ llu (t) 11

2 ~ C 11 \?u (t) ll 2 lj?L ( t) 11
2 ~ C 117Lolli 11\111. (t) 11

2
. ( 4.19) 

R" 

3) Se n = 3 então 'Y = 2 e 

f lnl4 
dx < llu (t)ll~ ll11. (t)ll2 ~C ll11. (t)II L6 11~u (t)lllln (t)ll

2 

R" 

< c 11 V' 7J, ( t) 11 11 ~ 7J, ( t) 111171. ( t) 11
2 

< C 1!11. (t)ll2 [11 \?u (t) 11 2 + 11 ~71. (t)ll2
] 

< C lluolli [II Y'u (t)ll
2 + ll ~u (t)ll2

]. 

Portanto se n = 1, 2, 3 tem-se: 

fooo h (t) dt :s; C 

e daí h (t) E L1 (0, oo ). 
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Como 1t_h (t) S O temos que h (t) é decrescente e portanto 

(4.21) 

para t > s e s suficientemente grande. 

Logo 

roo h (r) dr 2: lim sup [h (t) t] 
Js t-+oo 

para s suficientemente grande. 

Como h (t) E L1 (0, oo), o lado esquerdo da desigualdade pode ser tão pequeno quanto se 

queira, escolhendo s suficientemente grande. Logo 

Portanto 

o que prova o resultado. 

Assumimos que: 

e 

lim [th (t)] = O. 
t-+oo 

1 

IIV'u (t)ll :5 CC2 

j uo ( x) dx =I= O 
R" 

Vamos empregar o método da separação de Fourier que consiste em separar conveniente-

mente, em determinados subintervalos a integral em Rn. O ponto chave deste método é obter 

algumas estimativas para 17/, (Ç, t)l . 
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Lema 4 .4 Seja uo (x) E L1 (Rn)nH2 (Rn) 1 ~ n ~ 3, eu solução de (4.1). Então as seguintes 

relações são válidas: 

(4.22) 

1 

111. c~. t) l < 117toll 0 +c 1~ 1 [fot !lu (s)ll5 
dsr ti (4.23) 

( 4.24) 

< llv·oll u +C IÇI t , se n = 2, 3 , (4.25) 

onde 

D emonstração: Aplicando a transformada de Fourier à equação (4.1) obtemos: 

(l+IÇI2) ut+ criÇI2 u + iÇ.Bu + iÇ.F (<p(u)) - o 

(1 + IÇI2)ut(Ç, t) + (aiÇI2 +iÇ.B) u (Ç,t) + iÇ.F [fou <p (T)dTJ (Ç,t) o 

u ( t)+ ( cr!ÇI
2
+iB.Ç) u( t )+ iÇ.F [f;cp(T) dT](Ç, t) _ O 

t ç' 1 + IÇI2 
.; ' 1 + 1{12 

1l.t ( ç ' t) + h ( ç) v. ( ç , t) + 9 ( ç ' t ) o 

Integrando de O a t obtemos: 

'11. (Ç, t) eh(Ç)t- u (ç, O)+ ht 9 (Ç, s) eh(€)sds =O. 
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Logo 

Ainda 

A (~ t)- -h(€)t [A (~)- · ~ lat F Uou cp (r) dr] (Ç , s) h({)sd l 
11. ., , , - e uo ., 1.-,. 2 e .s . 

o 1 + lc;l 

Portanto 

1/.(Ç,t) ~ 11Lo(~)l+l~l riF[fÕcp(r)~~](~,t)lds. 
lo 1 + IÇI ut 

Note que 

Se n = 1, usando ( 4.2) e o teorema da imersão de Sobolev tem-se: 

f lfou cp (r) dr l dx ~C f lui3 dx 
R" R" 

< !lu (s)lloo llu (s) ll 2 ~ llux (s)ll~ llu (s)ll~ llu (s) ll 2 

Se n = 2, 3, usando (4.2) obtém-se: 

IF [fou cp (r) dr] (Ç , s)l ~ f lfou cp (r) drl dx ~C f j1LI 2 
dx ~C llu (s)ll2

. 

Rn R"' 

Se n = 1 

lu (Ç, t) l < lluoll u +C IÇI ht llux (s)ll~ !lu (s) l l~ ds 
l 1 

< lluollu +CIÇI (fooollu.x(s) ll2 ds)
4 

(fotiln(s)ll5 ds)
2 
ti 

< lluollr,l +C IÇ I (fot ds) ~ t* 
3 

< lluollu + CIÇ jt4. 
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Se n = 2, 3 

lu (Ç, t)l < lluollu +C IÇI fot llu (s)ll 2 ds 

< lluollu +C IÇI t. 

Lema 4.5 Seja uo (x) E L1 (Rn) n H 2 (Rn), e 1 :5 n :53. As seguintes estimativas são válidas 

para o problema de valor inicial (4.1}, onde N = max {2, n} : 

Demonstração: Multiplicando a equação (4.1) por 2u e integrando em Rn obtemos: 

d ( 2 2) 2 dt II1L (t)ll + II 'Vu. (t)ll + 2a II 'V11. (t)ll = O. 

Aplicando a igualdade de Parseval a esta equação tem-se: 

:~ (nu (t)ll2 + jjv;{t)jj2
) + 2a jjv;{t)jl2 

- o. 

:t f ( 1 + IÇI2) lul2 
dç + 2a f IÇI2 lul2 

dÇ - o. 
Rn R" 

Multiplicando a equação ( 4.26) por (t + ~~1) N tem-se: 

Note que 

d [ ( N + 1) N f ( 2) 2 l ( N + 1) N d f ( 2) ~ 2 dt t + 2a R" 1 + lçl 1111 dç = t + 2a dt R" 1 + lçl lu. I dç+ 
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Seja 

B (t) 

Daí segue que 

Logo 

> 

(N + 1 + 2at) f I~I 2 I1'LI2 d~ + 
B(t) 

+ (N + 1 + 2at) f l~ l 2 l1i.l 2 d~ 
B (t)C 

f (N + 1 + 2at) l~l 2 lul2 d~ 
B (t}c 

> N f (1 + IÇI2
) 1'111

2 
dÇ 

B(t}c 

> N f ( 1 + 1 ~1 2) 171.1
2 d~ - N f ( 1 + IÇI2

) 111.1
2 d~. 

Rn B (t) 

( N + 1 ) f 2 A 2 f ( 2) A 2 f ( 2) A 2 2a t + 
2
a JÇI Ju.l d~ 2:: N 1 + 1~1 lu.l d~- N 1 + 1~1 j1J.j d~. 

R" Rn B(t) 

( )
N-1 

Multiplicando-se (4.29) por t + ~!1 obtemos: 

N 

( 
N + 1) f 2 A 2 2a t + 2a JÇ I lu I df.. 

R" 

Portanto em ( 4.27) tem-se: 

> N (t + N2: 1) N-1 f (1 + IÇ12) 1'11.,2 dÇ

R" 

N (t+N
2
:

1)N-
1 f (1 +IÇ I2)1ul2 d~ . 
B(t) 
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Integrando de O a t , tem-se: 

+N fot [( s + N
2
: 

1
) N - l f ( 1 + IÇI2

) lul2 dÇ] ds. 
B(s) 

Lem a 4 .6 Se.ia u.o (x) E L1 (Rn) n H 2 (Rn), e 1 :::; n :::; 3, então a seguinte estimativa de 

decaimento vale para a solução do problema (4.1) com n = 1: 

!lu (t)ll~ :::; c (In (e+ t)r~. 

D emonstração: Da identidade ( 4.26) tem-se: 

5 
Multiplicando esta equação por Dn (À+ t)J2 onde À > 1 é solução da equação 4aÀ ln À= 6 

tem-se: 

[In (À + t)]~ :~f ( 1 + IÇI 2
) lul2 

dÇ + 2a [In (À+ t)]~ f IÇI2 Iul2 
dÇ =O. (4.30) 

R R 

Note que 

Logo, em (4.30) tem-se: 
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(4.31) 

Seja 

Daí segue que 

2a: ln (>. + t) f 1~12 1ul 2 d~ 
Rn 

> 2 (>-
5
+ t) f ( 1 + 1~1 2) lul

2 d~ 
B{t)e 

> 2 c/+ t) f (1 + 1~1 2) I7Jf d~-
R 

2 c/+ t) f ( 1 + 1~ 12) 1'11-12 dç. 
B(t) 

Logo 

De ( 4.24) segue que 

3 5 
[ln (>. + t)j2jA ( 1 + 1~ 1 2) [lluoiiLl +C I~ I â] 2 

dê, ~ 
2 À+ t -A 

~[In~: tt)J~ [uuolli· f ( 1 + 1{12) d{ + Ct~ f ( 1 + 1{1 2
) 1{1 2 d~] :0: 

C 1111-oll~1 C C 
___;_:_~.,.___ + - < -

>.+t À+t- >. +t' 

onde A2 = 5 [4a: (>. + t) ln (>. + t) - 5r1 e C> o. 
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Integrando de O a t 

(ln(..\ + t)) ~ f (1 + IÇI2) l111 2 dÇ < 
R 

[ln (..\)]~ f (1 + IÇI2
) l11o (ç)l2 

dÇ + 
R 

Cln (..\ + t). 

Logo 

f (1 + IÇI2
) 11112 dç ~c [In(..\+ t)r~. 

R 

Portanto 

Lema 4.7 Seja uo (x) E L1 (Rn) n H 2 (Rn); 1 ~ n ~ 3. Se n = 1 eu (x, t) é solução de (4.1), 

então tem-se a estimativa de decaimento: 

Demonstração: Usando o lema (4.5), tem-se neste caso que N = 2 e daí 

(t + 2:)
2 f (1 + IÇ1 2

) l1112 dÇ ~ ( 2:)
2 f (1 + IÇI2

) I110 (Ç)I2 dÇ+ 
R R 

2 r [(s + ~) r 2 2 ( 1 + IÇI2
) 1?1.12 

dÇ] ds. lo 2a l1e1 :::; 1+20<$ 

Usando o lema ( 4.4) podemos escrever: 

(t + ~) r 
2 2 

( 1 + IÇI2) 11112 
dÇ ~ 

2a J1e1 :::; 1+2a e 

(t + ~) 12 -L. (1 + lf. l2) [lluoii Ll + C IÇI (lat l11t (s)ll
5 

ds) ~ t ~]
2 

dÇ ~ 
2a l-EI :5 1+2ot O 

(t + 2:) [uuoll~, ;_: (1 + ld) dÇ + ct! ;_: ( 1+ IÇI2) IÇI2 
(],' llu (s)ll5 

ds) dÇ] 
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( 
2 ) ~ onde A = 1+2at 

Logo 

Portanto 

< (
2
:) 

2 

+f ( 1 + IE.I2) luol2 
df. + 

R 
3 ;! t 

C (t + 
2
,J 2 

+ Ct lo llu (s)ll5 
ds. 

Ou ainda 

Logo 

(t + 1) f (1 + IE.I2) lú l2 dÇ ~C (t + 1)~ +C fot llu (s)ll 5 ds. 
R 

Do lema ( 4.6) segue que: 

(t + 1) j (1 + IE.I2 ) lul2 
dÇ < C (t + 1)~ +C fot llu(s)ll2 

[ln(e + s)rt ds 
R 

1 r 2 9 < C (t + 1)2 +C lo (1 + s) llu (s)ll (1 + s)-1 
[ln (e+ s)r4 ds. 

Fazendo 

g (t) = (1 + t) f ( 1 + IE.I 2
) lul2 

d{ = (1 + t) llu (t)lli 
R 
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e 

h (t) =c (1 + t)-1 [In (e+ t)r 2 

e usando a desigualdade de Gronwall tem-se 

ll·u. (t)lli < C (1 + t)- ~ exp [/ooo (1 + t)-1 [ln (e+ t)r2 dt] 

pois a integral Jõ (1 + t)-1 [In (e+ t)]-2 dt é convergente. 

Lema 4.8 Seja uo (x) E L 1 (Rn) n H 2 (Rn). Se n = 2 tem-se a estimativa de decaimento para 

a solução do problema (4 .1): 

llu (t)lli :::; c [In (e+ t)r 2
. 

Demonstração: Multiplicando a igualdade (4.26) por [ln (J.L + t)] 3
, onde J.L > 1 é solução 

da equação 2aJ.L ln J.L = 4, obtemos: 

[ln (J.L + t)] 3 :~ f ( 1 + IÇI2
) lul2 

dÇ + 2a [ln (J.L + t)]
3 f IÇI2 lul2 

dÇ = o. ( 4.32) 
R2 R2 

Tem-se que: 

[ln (J.L + t)] 3 :t f ( 1 + IÇI2
) lul2 

dÇ + 
R2 

3 [In;:~ t)]2 f ( 1 + lc;lz) lul2 dÇ. 

R2 

Logo em (4.32) temos: 

52 



+2a [ln (J.L + t)J3 f IÇI2 Iul2 dÇ = O. 
R2 

Seja 

Daí segue que 

2a: [ln (p. + t)) f IÇI2 1ul2 dÇ 
R2 

Logo obtemos: 

De (4.25) segue que 

onde 

A2 = 3 
2a (J.L + t) ln (J.L + t) - 3 

Logo 

d [ 3 f ( 2) A 2 l c c c - (In (J.L + t)) 1 + 1~1 lnl dÇ ~ 3 + ( ) ~ - -. 
dt R

2 
(J.L + t) J.L + t J.L + t 

Integrando de O a t tem-se: 

[In (p. + t)J3 f ( 1 + IÇI2
) 1711 2 dÇ ~ (In (J.L)f f ( 1 + IE.I 2) l71.ol 2 

dÇ +C ln (p. + t). 
R2 R2 
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Portanto 

llu (t)lli ~ c [ln (~t + t)r2 ~ c ~n (e+ t)r2
. 

Lema 4.9 Seja 11,0 (x ) E L1 (Rn) n H2 (Rn). Se n = 2 tem-se a estimativa de decaimento para 

a solução do problema (4. 1): 

llu (t)lli ~ C (1 + t)-1
. 

D emonstração: Usando o lema (4.5), onde, neste caso N = 2 tem-se 

Usando o lema ( 4.4) podemos escrever: 

( 2 ) 
1 

2 

( 
3 ) [2

1r r 1+2ot '1 ( ?) [ r 2 ] 
t + 2a lo lo r 1 +r- llnollv + Cr lo lln (s) ll ds drdfJ ~ 

rt 4 
C + C lo llu (s) ll ds. 

Logo 

ou 
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Logo 

(t + 1) f (1 + IÇI2) iui 2 dÇ:::; C+ C fot ii u (s )ll4 dso 
R2 

Do lema (408) segue que: 

Fazendo 

g (t) = (t + 1) J ( 1 + IÇI2
) lul2 dç 

R2 

e 

h (t) =c (1 + t) - 1 [ln (e + t)r2 

e usando a desiguladade de Gronwall obtém-se: 

(t + 1) f (1 + IÇI2) iui 2 dç :::; c exp [c fooo (1 + t) - 1 ~n (e+ t)r 2 
dt] o 

R2 

Logo 

iiu (t)lli :::; C (1 + t)-1 
o 

Lema 4.10 Seja no (x) E L 1 (Rn) n H 2 (Rn) o Se n = 3 tem-se a estimativa de decaimento 

para a solução do problema (401}: 

lln (t)lli:::; C (1 + t) -t o 
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Demonstração: Usando o lema (4.5), onde, neste caso N = 3 tem-se 

Do lema (4.4) vem que: 

Logo 

Portanto 

Assim temos: 
1 

111/. (t)lli s c (t + ~) - 2 s c (t + 1)-~ . 
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Lema 4.11 Seja uo (x) E L 1 (Rn) n H 2 (Rn). Se n = 3 tem-se a estimativa de decaimento 

para a solução do problema (4. 1): 

Jlu (t)Jii:::; C (1 + t)-~. 

D emonstração: Do lema (4.4) e (4.10) tem-se: 

rt 1 1 

lu (Ç, t) l ~ lluollu +C IÇI lo (1 + s)- 2 ds ~ lluoiiLl +C IÇI (1 + s)2 ~C. 

se JÇJ2 (1 + t) ~ Co para alguma constante Co> O. 

Do lema ( 4.5) tem-se que: 

Logo 

Jln (t)Jii < C (t + ~) -3 

+ C (t + ~) -~ 

( 2)-~ 3 < c t + Q :::; c (t + 1)-2. 
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llu (t)11 2 $; C (1 + t) -~ , onde 1 $; n $; 3 eu é solução do problema (4-1}: 

Demonstração: A demonstração segue dos lemas (4.7), (4.9) e (4.11). 

Corolário 2 A seguinte estimativa é válida: lu (Ç, t)l $; C , desde que jÇj2 (1 + t) $; Co para 

alguma constante Co> O. 

D emonstração: Do lema (4.4), se n = 1 tem-se: 

I 

111. (ç, t)l < 1111.ollu + c 1ç1 [fot 1111. (s)ll5 dsr t i 
1 

< lluollv +C IÇI [fot (1 + s)-~ ds] 
2 t~ 

1 

< lluollv + c IÇI [ (1 + t)-tr d s; c, 

desde que jÇj2 (1 + t) $Co para alguma constante Co > O. 

Do lema (4.4), ne n = 2, 3 tem-se: 

11/. (Ç, t) l < 11 '1/.o iiLl+C içlfot ii?J.(s)ll 2
ds 

< ll11.ollu +C IÇI fot (1 + s)- 1 ds 

< II7Lollv +C IÇI fot (1 + s )- ~ ds $ C, 

? 
desde que jç j- (1 + t) S Co para alguma constante Co > O. 

Lema 4.12 Seja 11.0 (x) E L 1 (Rn) n H 2 (Rn). Então vale a estimativa: 

II'Çu (t)ll2 + ll~u (t)ll 2 $C (1 + t)-1-~, 

para 1 $ n $ 3. 
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Demonstração: Multiplicando a equação em (4.1) por -2.6.u e integrando em Rn obte-

mos: 

:t f (IV'ul2 + J.6.ul2) dx + 2a f l.6.ul2 
dx = 2 f .6.u [IP (u) .V'u] dx. 

R" R" R" 

Da desigualdade de Hõlder vem que: 

2 f .6.u [<t? (u) .'Vu] dx S a f J.6.uj2 
dx + a-1 IIIP (u (t))ll!, f IV'ul2 

dx. 
R" R" R" 

Se n = 1 tem-se de (4.2) que IIP (v.)! ~C lv-12 , l1t l pequeno. 

Então 

IIIP (u (t))ll~ f JV'ul2 
dx ~C ll u (t)ll!o f JV'ul2 

dx. 
R" R" 

Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg tem-se: 

llu (t)ll!o ~ llu (t)II2 IIV'u (t)ll2
. 

Logo 

IIIP (n (t)) ii!, f IV'7J,I2 
dx < C llv. (t)II2 11V'v. (t)ll4 ~ C !111. (t)ll4 11.6.u (t)ll2 

R" 

< C (1 + t)- 1 ll.6.n (t)ll 2
. ( 4.33) 

Se n = 2 tem-se de (4.2) que Jcp (u)l ~C lul , lul pequeno. 

Então 

11 cp ( u. ( t) ) 11!, f I V' 11-l
2 

dx ~ C 11 11. ( t) 11 ~ f I V' u.l2 
dx. 

R" R" 

Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg tem-se: 

1111. ( t) 11 ~ ~ c 111/. ( t) li 11.6.1/ ( t) 11 
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Logo 

li cp ( 11. ( t)) 11 ~ f I V' v.l 2 
dx < C llu. ( t) 1111 V' 11. ( t) 11

2 
11.6. u. ( t) 11 

R"' 

< C iiu (t)ll2 11 .6.u (t)i12 

< C (1 + t) - 1 11.6.u (t)ll 2
. 

Se n = 3 tem-se de ( 4.2) que lcp ('u) I :::; C lu I , lu I pequeno. 

Então 

llcp (u (t))ll~ j IV'7tl 2 
dx:::; C lln (t)ll~ f IY'11.1

2 
dx. 

R"' R" 

Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg tem-se: 

Logo 

iiu (t)ll~:::; C IIY'u (t)llll .6.u (t)ll 

II<P ( u (t)) 11~ j l\7ul2 
dx < C li \lu (t)llll \7u {t)II 2 II D.u (t)ll 

R"' 

< c llu. (t)IIIIY'u (t)llll.6.u. (t)ll2 

< C (1 + t)-~ ll.6.u (t)ll2 

< C (1 + t) - 1 ll.6.u. (t)11 2
. 

Assim, de (4.33), (4.35) e (4.36) segue que 

Aplicando a igualdade de Parseval vem que: 
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Multiplicando (4.37) por (1 + t) 2n e usando o fato que: 

! [(I + t l'" 1 (I + I{ I') 1{1 2 1''1' d{] = (I +t l'" ! 1 (I + I{ I') I{ I' I li· I' d{ + 

2n (1 + t)zn-1 f ( 1 + IÇiz) lçlzlülz dç, 
R" 

podemos escrever: 

:t [(I + t)'n 1 (I+ I <I') 1<12 lül2 li{] +a {I+ t)2
n 1IÇI4 I1il2 

li{ , 

(2n + C')(1 + t)2
n-l f ( 1 + IÇI2

) IÇI2 Iítl 2 dÇ. (4.38) 
R" 

Fazendo o:to = 2n +C'. Para t ~ to seja 

{ 
n 2 2n +C' } 

B (t) - Ç E R I IÇ I :::; o:+ o:t _ 2n _C' 

{ 
n IÇI

2 
2n+C'} - ÇER I < . 1 + IÇiz - o:+ o:t 

Note que 

o: (1 + t) f IÇI41ulz dç 
Rn 

- (o:+ o:t) f IÇI4 Iul2 dç +(o:+ o:t) f IÇI4Iul2 dç 
B(t) B(tr 

> (2n +C') f ( 1 + IÇI2) IÇI2 Iv.l2 
dÇ 

s<tr 

> (2n +C') f ( 1 + IÇI2) IÇI2 Iul2 dç -
Rn 

(2n +C') f ( 1 + IÇI2
) IÇI2 17112 dÇ. 

B(t) 

ivluliplicando ( 4.39) por (1 + t)2
n - l tem-se 

0: (1 + t)2n f IÇI411/.I2 dÇ 

R" 

> (1 + t) 2
n - l (2n +C') f (1 + IÇI2) IÇI2I7!.I2 

dÇ

R" 

(l+t)2
n-

1 (2n+C') f (1+IÇI2) 1ÇI2 Iul2 dÇ. 
B(t) 
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Logo de ( 4.38) vem que: 

:t [(1 + t)2n f ( 1 + lf.12) lf. l21ul2 dÇ] :::; (1 + t)2n-I (2n +C') f ( 1 + lf.12) lf.l2 1ul2 dÇ. 
~ ~0 

Usando o corolário 2 obtemos: 

:t [(1 + t)2n 1 ( 1 + 1101 2
) lfl 2 1,]1 2 dÇ] :0: C {1 + t) 2

"-
2-'l, 

para todo t 2: to . 

Para O:::; t:::; to usando o lema (4.1) e (4.38) segue que 

Portanto para todo t 2: O tem-se: 

Integrando de O a t obtemos: 

(1 + t)2n f ( 1 + lf. l2) lf.l2lul2 
dÇ $ f (1 + lf.l2) líiol2 

dÇ +C (1 + t) :~n2-
2 

• 

~ Rn 

Logo 

IIV'11. (t)ll2 + !1,6.11. (t) 11 2 $C (1 + t) - 2
n +C (1 + t)-~-1 $C (1 + t)-~-1 . 
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Capítulo 5 

Conclusão 

Estudamos o problema de Cauchy e o comportamento assintótico da solução da equação 

generalizada de Benjamin-Bona-Mahony-Burger no espaço n-dimensional, 1 ~ n ~ 3. 

Quando n > 3 e a > O, não encontramos resultados provados na literatura consultada. O 

caso n 2: 1 e a = O é estudado pelo método da fase estacionária. Quando n = 1 o problema 

foi estudado por J. Albert (3] e quando n > 1 o resultado de decaimento foi obtido por P. 

Biler [6]. 

Se consideramos o problema ( 1.1), com uma dissipação localizada, isto é, 

{ 

71.t- .6..u.t- a (x) .6..11, + B.\lu. + <p (11.) .\1?1. =O 

U (X, O) = UO (X) , t 2: O, X E Rn 

onde a (x) EUX> (D), a (x) 2: ao> O, r2 aberto do Rn. 

Se n = 1, o problema foi estudado por G. Perla Menzala, Enrique Zuazua, C.F. Vascon-

cellos. Os autores obtiveram resultados de decaimento exponencial da solução periódica do 

problema para o caso da equação de KDV. 

Se n > 1, o problema está em aberto. 
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