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RESUMO

Muitas vezes, ¢ de interesse na andlise de séries temporais verificar se exis-
te periodicidade numa série dada. Para isso é empregada a analise espectral
classica, utilizando a fung¢io densidade espectral e a fungao periodograma.

O objetivo desse trabalho é fornecer uma andlise espectral alternativa
baseada em cruzamentos de ordem superior, ou HOC. Enunciamos um teo-
rema que mostra a relacao entre analise espectral cldssica e andlise espectral
utilizando cruzamento de ordem superior.

ABSTRACT

In the analysis of time series, it is often interesting to seek for periodic-
ities in a given series, where the classical spectral analysis is used through
the spectral density and periodogram functions .

The goal of this work is to supply an alternative spectral analysis tech-
nique based on Higher Order Crossings or HOC. A theorem showing the
relationship between classical spectral analysis and Higher Order Crossings
is given.
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1. INTRODUCAO

Uma série temporal é uma colegao de observacdes numéricas organizadas
em ordem natural. Cada observagdo é associada a um instante particular
de tempo ou intervalo de tempo: sdo estes instantes ou intervalos de tempo
que fornecem a ordenagao . As observagoes sio ordenadas por uma varidvel
simples, que nés vamos chamar convencionalmente de tempo.

A anadlise de séries temporais pode ser feita no dominio do tempo ou no
dominio da freqiiéncia . No dominio da freqiiéncia temos a andlise espec-
tral, que tem inumeras aplicacoes em engenharia, meteorologia, economia,
hidrologia, etc. Uma dessas aplicacoes , por exemplo, é no problema de assi-
naturas, que consiste em monitorar um equipamento mecanico para obter
informagoes sobre o funcionamento da mdquina. Esse monitoramento é feito
por um dispositivo eletronico que registra ao longo do tempo a vibracao da
maquina como um sinal oscilando, que pode ser classificado como: estar
funcionando corretamente ou nao estar funcionando corretamente.

O objetivo desse trabalho é descrever uma andlise espectral alternativa
usando o Cruzamentos de Ordem Superior, ou HOC Kedem (1986), e para
isso vamos comparar a Analise Espectral de Cruzamentos de Ordem Superior
com a Analise Espectral Cléssica.

No segundo capitulo apresentamos alguns conceitos bdsicos de séries tem-
porais e de processos estocasticos. No terceiro capitulo apresentamos defi-
ni¢oes de andlise espectral cldssica, que serao utilizadas para fazer a com-
paracdo com a andlise espectral de Cruzamentos de Ordem Superior. No
quarto capitulo definimos Cruzamentos de Ordem Superior (Dy) (ver Defi-
nicdo 4.2) e apresentamos lemas e teoremas que nos fornecem uma base
para realizar a andlise espectral através de Cruzamentos de Ordem Supe-
rior. Na segao 4.1. apresentamos um exemplo teérico onde é mostrado que
se temos igualdades entre sucessivos [E(D), entao o processo estocdstico
é uma senéide pura (ver Teorema 4.1). No quinto capitulo, utilizamos a
analise espectral através de Cruzamentos de Ordem Superior nas séries tem-
porais das Manchas Solares e na dos Niveis de Agua da Bacia do Rio Parana
e comparamos com os resultados obtidos fazendo uso da Andlise Espectral
Classica. Finalmente, no sexto capitulo apresentamos a conclusao final dos
resultados obtidos e sugestoes para futuros trabalhos.



2. CONCEITOS BASICOS

Apresentamos, neste capitulo, alguns conceitos fundamentais que sao
necessarios a compreensao de modelos em séries temporais discutidos neste
trabalho. Comegamos com uma introducao de processos estocdsticos apre-
sentando a sua média, variancia e as fun¢oes de autocovariancia e autocorre-
lacao . As fungoes de autocovariancia e autocorrelagao fornecem informacdoes
sobre a estrutura de dependéncia do processo estocastico.

DEFINICAO 2.1. Um processo estocdstico € uma familia de varidveis
aleatérias {Xy;t € T'} todas elas definidas em um mesmo espaco de probabi-
lidades (2, A, IP), onde S é o espago amostral, A € uma o-dlgebra, IP é uma
medida de probabilidade e T # 0 é um conjunto de indices.

Neste trabalho vamos considerar, na maioria das vezes, o conjunto de
indices T' como sendo o conjunto dos inteiros Z.

DEFINICAO 2.2. Para um processo estocdstico {X;;t € T} a média do

processo, se existir, € definida por

E(X)=wm. teT;

a variancia do processo, se existir, € dada por
2 - 2 A
Jt = E('\C_;ui) ] i € T:

a funcao de autocovariancia entre quaisquer duas varidveis aleatorias X
e X; € dada por

vx(5,t) = Cov(Xs, Xy) = E[(Xs — ps)(Xe — )], s, t €T,

e a fungdo de autocorrelagao entre quaisquer duas varidveis aleatorias X
e X, € dada por

[RW]



s.teT.

DEFINIGCAO 2.3. A fungéo de distribuicio n-dimensional das varid-
veis aleatorias (X, Xy, -+, Xy,)' € definida por

'F‘!l.-".tn (Il: St -.:rn) = P('\Fh S Lygn ooy ‘X-J’.n S 3"11)7

para todo n € IN — {0} e para todo t,,---,t, € T, onde (X, X¢,, -+, Xy,
indica o vetor 1 X n cujas componentes sao X;, 1 <i < n.

DEFINICAO 2.4. Um processo estocdstico { X;}er € dito ser fortemente

estaciondrio se as fungoes distribuigoes conjuntas de (X, Xy,, -, Xy, ) e
(Xt,2hs Xtgshs s Xty+n) SG0 as mesmas, qualquer que seja k um inteiro
positivo e quaisquer que sejam ty, typ,to, tosp. - tp,trsn. h €T.

Neste trabalho, analisamos processos estocdticos que satisfazem condicoes
de estacionariedade fraca definida a seguir.

DEFINIGAO 2.5. Um processo estocdstico { X }er € dito ser fracamente
estacionario se

i) IE(X;) = p, uma constante independente de t € T,
it) IE(|X;]?) < oc, para todo t € T,

ii1) yx(r,8) = yx(r +t,s + 1), independe de t para quaisquer r,s,t € T.

Vamos suprimir a palavra ‘fracamente’ e chamaremos somente processos
estocdsticos estaciondrios aos processos estocasticos { X, }ie7 que satisfazem
as trés condic¢oes na Defini¢ao 2.5.

Para processos estaciondrios, a média p;, = p é constante e, consequente-
mente, IE(|X;]) < oo. Igualmente, se JE(X?) < cc entdo of = o2, para todo
t € T, isto é, a variancia do processo é constante.

Podemos observar que para processos estacionarios fracos, temos que
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vx(r,s) = vx(r + h,s + h), para quaisquer r,s,h € T

px(r,s) = px(r + h,s+h), para quaisquer r,s,h.€T.

Considerando r =t — h e s = t temos,

Yx(r,8) = yx(t — h,t) = yx(t,t + h) = yx(h) (2.1)

px(r,s) = px(t — h.t) = px(t,t + h) = px(h). (2:2)

Entdo, para um processo estacionario com os dois primeiros momentos
finitos, as funcOes de autocovariancia e de autocorrelacao entre X, e X,.,
dependem somente da diferenca h € T.

E bom lembrar que para um processo estacionario {X;}.er a fun¢io de
autocovariancia vy (-) apresenta as seguintes propriedades:

i) vx(0) = Var(X,), para todo t.
it) |yx ()] < vx(0), para todo h € IV.
211) vx (h) é definida ndonegativa no sentido que

n n

> > ajayx(h; — hy) >0,

i=li=1

para qualquer conjunto de pontos {hy,---,h,} € T e qualquer conjunto de
escalares {a;, - -,a,} € RR.
) vx(h) = yx(—=h), para todo h € IN.

E a funcao de autocorrelagdo py (-) do processo estacionario { X, },cr apre-
senta as propriedades abaixo:

i) px(0) =1
1) px(h) = px(—h), para todo h € INV
i) |px(h)] <1, para todo h € IN.



Pelas propriedades iv) da funcdo de autocovariancia yx(-) e ii) da fungao
de autocorrelagao px(-), temos que vx(+) e px(-) sdo ambas fun¢des simétri-
cas com relacdo a origem h = 0.

DEFINICAO 2.6. Um processo de varidveis aleatdrias {e;;t € T} € dito
ser um processo estocastico ruido branco de média zero se

i) IE(e,) =0, para todot € T,

9
2% gs; se h=20
i) ye(h) ={ o b
0. caso contrario,
ou seja, sua esperanc¢a € zero, sua vaeriancia € constante e as varidveis alea-
torias deste processo sdo nao correlacionadas.

DEFINIGAO 2.7. O processo {X,}ier € um processo Gaussiano se e
somente se as funcées de distribuicao n-dimensional de (X, Xy,,--+. X4,)',

para todo n € IN — {0} e para todo t,,---.t, € T, sdo todas normais multi-
variadas.

Existe um importante caso no qual estacionariedade implica estaciona-
riedade forte. Se o processo {X;};er é um processo estacionario Gaussiano,
entdo pode-se mostrar que {X;},er é fortemente estaciondrio. Os processos
estocasticos tratados neste trabalho possuem a propriedade de ergodicidade,

isto é, as médias temporais convergem para as médias espaciais (ver Durrett
(1996) e Karlin e Taylor (1975)).

E necessario lembrar que um processo estacionario € caracterizado por sua
média u, variancia o”, funcdes de autocovariancia vx(-) e de autocorrelagao
px(+). A seguir definiremos os estimadores naturais, ou seja, os estimadores
obtidos pelo método dos momentos para os parametros

1) p=IE(Xy),
i) 02 = Var(X,)
iit) yx (h) = Cov(Xy, Xisn)
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(h
iv) px (h) = &,

através de N observacoes X, Xo,--+. Xy de um processo estocastico esta-
cionario { X, };er. Esta seqiiéncia {X,}/ ., é dita Série Temporal.

DEFINICAO 2.8. O estimador para a média pr. Obtido a partir do método
dos momentos € a média amostral

N =
_ AL

T =1 t 9

X e (2.3)

onde X é um estimador ndo viciado e consistente da média j, pois [E(X) =
e Var(X) — 0. quando N — oo.

DEFINICAO 2.9. O estimador para a fun¢io de autocovaridncia vx(-).
Obtido a partir do método dos momentos é a fungdo de autocovariancia
amostral dada por

N—h
g X 9.2
=5 Z X)(Xeen — X) (2.4)
ou
N—-h .
Fx (h) h > (X = X)(Xeen = X, (2.5)
' 1=]

onde X é a média amostral.

Em geral, o estimador 7 (h) tem menor vicio, apesar de ter maior varian-
cia quando comparado com o estimador 7y (k). Neste trabalho, utilizamos a
funcao de autocovariancia amostral 9y (k) dada pela expressao (2.4) acima.
O quociente N é preferivel ao quociente N — h porque desta forma x(h) é
fun¢ao definida nao negativa, e quando comparamos o erro quadratico médio
de ambos os estimadores 7y (h) e 7x (h) concluimos que, quando h é pequeno,
existe uma pequena diferenca entre os dois estimadores e, quando h é grande,
o vicio de 4x (h) é compensado por sua menor variancia (ver Priestley (1981)).



Como conseqiiéncia, da expressao (2.4) derivamos que um estimador para
a variancia o = Var(X,) do processo {X,},er, pelo método dos momentos,
¢ dado por

—

M/

.\£ 2 (2.6)

i

I

1

onde X é a média amostral.

DEFINICAO 2.10. O estimador para a fungao de autocorrelagdo px(-),

pelo método dos momentos, é a funcao de autocorrelacao amostral de
ordem h € dada por

Yx(h)
Fx(0)°

onde ¥x(h) € dado pela expressio (2.4) e 7x(0) pela expressao (2.6).

px(h) =

para todo |h| < n, (2.7)

-]



3. ANALISE ESPECTRAL CLASSICA

Estamos interessados em comparar a Analise Espectral através de Cruza-
mentos de Ordem Superior, assunto do Capitulo 4 deste trabalho, que se
baseia em contar o numero de vezes que as observacoes cruzam o eixo das
abcissas, com a Andlise Espectral Classica. Para apresentar esta comparagio
. precisamos definir a fungao densidade espectral de um processso estocastico,
apresentar suas propriedades e definir a funcao periodograma.

DEFINICAO 3.1. Seja { X} ter um processo estocdstico estaciondrio com
fungdo de autocovariincia de ordem h, dada por yx(h), absolutamente con-
vergente, isto €. Y per |vx(h)| < >¢. A funcado densidade espectral de
{X:}ier € dada por

fx(w) = > x(h) e

—oC

+oc
" h=

vx(0) + 2+Zoo'};\—(h)cos(wh) y (3.1)
¥ h=1

Ve =

para todo w € [—7, 7).
Considerando a Propriedade iv) da fun¢do de autocovariancia yx(-), dada
ap6s a Definicao 2.5, e propriedades das fungoes trigonométricas dadas por

cos(—wh) = cos(wh) e sen(—wh) = —sen(wh),

observamos que a fun¢ao densidade espectral fy(w), dada pela expressao
(3.1), tem as seguintes importantes propriedades (ver Wei (1990)):

a) fx(w) é uma funcéo real continua ndo negativa, isto é,
|Fx(w)| = fx(w), para todo w € [~7,7],

b) fx(w) = fx(—w), w € [-7,7],

¢) fx(w) é periddica de periodo 27.
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A definicao a seguir fornece um estimador para a funcdo densidade es-
pectral fx(-) do processo {X;}ser.

DEFINICAO 3.2. Para um conjunto de N observagoes X;, Xo.---. Xy de
um processo { X, }ier a funcgao periodograma ¢ definida por

N-1

I{w) =2 |3x(0) + 2 Z Yx (h) cos(wh)| . para todo w € [—=, 7],
h=1

onde Yx(h) € a fungdo de autocovariincia amostral do processo definida pela
ezxpressdo (2.4) e 4x(0) € a varidncia amostral do processo definida pela
expressao (2.6).

A funcgao periodograma /(-) dada na Defini¢do 3.2 é um estimador viciado
para a funcao densidade espectral fy(-). Considere

I(w Nl

1 1. %
I'(w) = S Yx(0) +2 Y Ax(h) cos(wh)|, para todo w € [—7,7].
iy Pyl h:l

L ——

Entao, dizemos que I*(w) é o estimador pelo método dos momentos da funcéo
densidade espectral fy(w). Utilizamos /*(w) por ser um estimador nao vi-
ciado da func¢ao densidade espectral. Consideramos, daqui por diante, I*(w)
como a funcao periodograma.

Veremos a seguir a defini¢do de um filtro linear e suas propriedades e logo
apos, alguns tipos de filtros usados neste trabalho. Para maiores detalhes
consultar Koopmans (1974).

DEFINICAO 3.3. Um filtro linear ¢ uma opera¢io que usa um conjunto
de coeficientes fizados e conhecidos ¥;, j € Z, para suavizar uma série esta-
ciondria de entradas {X,}er produzindo uma série de saida ou série filtrada,
{Yi}ier. dada pela expressio



+oo

Yi= ) %X (3.2)

j=—ce

onde o conjunto dos coeficientes v»; € chamado de fungao resposta de
impulso.

Um filtro linear possui duas propriedades basicas. Seja {X;}er um pro-
cesso estocastico estacionario de entrada e {Y;}.er um processo estocdstico
de saida. Denotamos por L o filtro linear dado por

LX) =Y 1ET.

Observe que o filtro £(-) preserva escalar e é linear, isto é,

L{aX;) =aLl(X,), para todo a €T e paratodot € T

L(X,+ W) = L(X,) + L(W,), paratodot € T.

As Proposicoes 3.1. e 3.2., dadas a seguir, fornecem a relagao entre as
fungoes de autocovariancias e as fungoes de densidade espectral dos processos
estocasticos {Y; }ier e { X }ier quando Y; = ¢¥(B)X;.

PROPOSIQAO 3.1. Se {X,}ier € um processo estocdstico estaciondrio
com fung¢do de autocovaridncia yx(-) e se Xjer |¥5| < o0, entdo para cada
t € T o processo Y(B)X, = ¥jer ¥ X converge absolutamente com proba-
bilidade um e em quadrado médio para o mesmo limite.

Se Y; = ¥(B)X,, entdo o processo {Yi}ier € estaciondrio com fungio de
autocovariancia dada por

wh) = > vjtiyx(h—j+1).

JAET

Prova: Ver a demonstragao desta proposi¢ido em Brockwell e Davis (1991),
pagina 84.
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PROPOSICAO 3.2. Se o processo estocdstico estaciondrio de entrada
{Xi}ier tem funcao densidade espectral fx(-) e

400 +oc
}; = Z ﬂ"j-\'i—j:' onde Z ‘wjj < oG, (33)
Jj=-00 J==—0

entdo o processo estocdstico de saida {Y }ier tem fungdo densidade espectral

fy(-) dada por

+00 12 ’ 5
)= 3 e fx () = [ule™™)] fx (), (3.4)
j=—o0
para todo A € [—7, 7], onde ¢(e™**) = TI2 e~

Prova: Ver a demonstracdo desta proposi¢ao em Brockwell e Davis (1991),
pagina 112.

DEFINICAO 3.4. A fungio U(e™) é chamada fungdo transferéncia
do filtro, denotada por |H(-)| e lﬂ‘(e"‘)!g ¢ chamada poder da fungao

transferéncia do filtro ou fung¢ao ganho quadrada do filtro, denotada
por |H(-)]”.

Algumas vezes ¢ importante usar um filtro linear que seja uma com-
binacdao de outros filtros lineares, para suavizar uma série temporal de en-
trada. Apresentamos, a seguir, dois métodos de combinacgao de filtros lineares
que produzem novos filtros lineares.

1) Combinacgao de Filtros Lineares: Se £; e £, sdo filtros lineares com
fungoes de transferéncia H,(-) e Hs(:), respectivamente, ambos combinados
com o processo estocastico de entrada { XX, }ier. entdo a transformacéo linear
Ly = al, + BL,, definida por

L3(X:) = a Li(Xy) + 8 La(X,), para quaisquer a, 3 €,

¢ um filtro linear. Além disso, a funcdo de transferéncia H;(-) do filtro linear
L3 é dada por

H3(\) = a Hi(A\) + 8 Ha()), para todo A € [—m, 7).

11
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2) Composigao de Filtros Lineares: Se £, e L, sao filtros lineares com
funcoes transferéncias H,(-) e Hs(-), respectivamente, tal que £; é combinado
com 0 processo estocdstico de entrada {X;}er € Lo é combinado com Y, =
L1(X,), entdo a transformacao linear L4 = £, o £;, definida por

L4(Xy) = Lo(Ly(X¢)), para todot €T,
¢ um filtro linear cuja fun¢ao de transferéncia Hy(-) é dada por

Hy(\) = Ho(A)H (M), para todo A € [-7, 7).

A seguir, definiremos trés tipos de filtros lineares que serao usados no
Capitulo 5 deste trabalho com o objetivo de suavizar os dados da série tem-
poral Manchas Solares (ver Secao 5.1.) e os dados da série temporal dos
Niveis de Agua da Bacia do Rio Parans (ver Se¢io 5.2.).

DEFINICAO 3.5. O operador defasagem ¢ um filtro linear, denotado
por B, dado por

B(;\.—g) = ‘\-t-—l! para todot € T.

A poténcia de ordem 2 do operador defasagem é dada por
B*(X,) = B(B(X,)) = B(X;.1) = X;_2, paratodot € T.
Desta forma. podemos generalizar para a poténcia de ordem k € IN — {0},
da seguinte forma
B*(X,) = B\ (B(Xy)) = B (Ximy) = -+ = B(Xiceo)) = Xooky  (35)

para todot € T'.

DEFINICAO 3.6. O operador diferenga é um filtro linear, denotado
por V, e € dado por

V(X)) =X, — X1 = (1 — B)X,, para todo t € T, (3.6)

12



onde B € o operador defasagem.

A poténcia de ordem k € IN — {0} do operador diferenca é dada por

VX)) = VFI(V(XY) =
VX, = K)o B
V(X - 2 Xy + X_p), para todo k € IN — {0},
onde V(X,) = X,.

Usando a expressao (3.6) e o binémio de Newton na expressao (3.8), temos
que

I

vE(X) = (1 - B)tX,

k 7 ,
£()corn-
1=0

k

( 2 ) (~1)(B)'X,, (3.8)

1

I
™

i=0

para todo t € T. Usando ainda a Defini¢ao 3.5, temos que

E £ 1 _
N =% ( j ) (=1)'X,_;, paratodot € T ek € IN - {0}. (3.9)
=0

]

DEFINICAO 3.7. Seja {X:}ier um processo estocdstico estaciondrio. O
filtro recursivo simples de primeira ordem € definido por

L(X)=(1-0a)d o’X,_j, paratodot € T e e € (0,1). (3.10)

=0

Podemos reescrever a expressdo (3.10) da seguinte forma
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LX) = (1-a)X
LX) = 1-a)Xo+a(l-a)X;=(1-a)Xs+aLl(X,)

L(X) = (1-a)X:+aLl(X.,), paratodot € T. (3.11)

A seguir, daremos algumas defini¢oes de processos estocdsticos usados
neste trabalho, a saber, os processos estocasticos diferenca e uma classe im-
portante de processos estocasticos definidos em termos de equagoes diferencas
lineares com coeficientes constantes, chamados Processos Autoregressivo Mé-
dia Movel de ordem p e ¢ ou ARMA(p, q).

Para maiores detalhes, consultar Brockwell e Davis (1991). Priestley
(1981), Box et al. (1995) e Kedem (1994).

DEFINICAO 3.8. O processo estocdstico {X;;t € T} é dito ser um
processo autoregressivo média mével de ordem p e q, denotado por
ARMA(p, q). se é um processo estaciondrio tal que

Np— Py Xy —vmw—s (f?p-\'z—p =€ +biegy+---+ gqet—q: (3-12)
para qualquert € T, onde {e;; t € T} € um processo estocdstico ruido branco

dado pela Definigao 2.5, ¢;, 1 <1 <peb;, 1 <j<q, sio constantes reais.
A equacdo (3.12) pode ser reescrita por

6(B)X,=0(B)e, t €T, (3.13)

onde ¢(B) e §(B) sdo polinémios em B (ver Definigao 3.5), de ordem p e q,
respectivamente, e dados por

p - .
6(z) =D (—1)'¢;2", para todo p € N,

i=0
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onde ¢og = 1. ¢
q - -
0(z) =Y (—1)6:z", para todo g € IV,

1=0

onde 8y = 1. Se 8(B) = 1, o processo ¢(B)X; = €, € dito ser um processo
autoregressivo de ordem p e ¢ denotado por AR(p). Da mesma forma,
se o(B) = 1, o processo X, = 0(B)e, é dito ser um processo média mével
de ordem q ¢ é denotado por MA(q).

A condigao de estacionariedade para processos autoregressivos de ordem
p, AR(p), é dada na seguinte proposicao .

PROPOSICAO 3.3. Um processo autoregressivo de ordem p, denotado por
AR(p), serd estaciondrio se a série ¢(B) convergir para |B| < 1, dentro de e
sobre o circulo unitario.

Prova: Ver a demonstracao desta proposi¢cao em Box et al. (1995).

Usando a Defini¢ao 3.6 do operador diferenca V, podemos definir o pro-
cesso estocastico diferenca como segue.

DEFINICAO 3.9. Seja {X;t € T} um processo estocdstico estaciondrio.
Definimos processo estocastico diferenca o processo dado por

“E X iy A — Ky Kgi—-Kyysas
Denotamos o processo estocdstico diferenca por {V X her, isto €,

VX=X, - X1, para todo t € T.

Podemos generalizar esta definicao para processo estocastico diferen-
ca de ordem k, denotado por {V*X,}ier e dado por

e NRX . EXG. NEK e,

onde V € o operador diferenga dado pela Defini¢cao 3.6.
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DEFINICAO 3.10. Seja {VEX,;t € T} um processo estocdstico diferenca
de ordem k. A média do processo € definida por

E(V’“X;), para todo t € T;

a variancia do processo é dada por
Var(V¥X,) = E[VEX, - E(V*X)P, teT;

a funcdo de autocovariancia enire quaisquer duas varidveis aleatdrias
VkX, e VXX, para quaisquer s,t € T, é dada por

voix (5.1) = Cov(VEX,, VEX,) = E{[V*X,—E(V*X)|[V*X,—E(V*X,)]},

e a funcao de autocorrelagao enire quaisquer duas varidveis aleatorias
VEX, e VXX, € dada por

kxS, T
,ka‘\'(S, t) = Yok X (3, )

= . 8 tEe T
V/ Var(VkX,) Var(VEX,)

Observe que, quando o processo estocdstico {X,;t € T} for estaciondrio o
processo estocastico diferenca de ordem k, {V¥*X,;t € T}, também sera um
processo estocastico estaciondrio, por ser uma diferenca finita de {X,}.c7 e,
quando isto ocorrer, denotaremos a funcao de autocovariancia do processo
estocastico estaciondrio {V*X,:t € T} por

"f\j‘k(\'(h) = CO'L’(vk.Xg, VkX;_;_h), para todo h € T, (314)
e a fungdo de autocorrelagdo do processo estocastico estacionario { V¥ X;
t €T} por

IvkX (h)

. paratodohe T, (3.15)
Yorx(0)

pvix(h) =

onde ygrx (0) = Var(V*X,).
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E bom lembrar que, quando o processo estocastico {V¥X;;t € T} é esta-
cionério, as fungoes de autocovaridncia yo:x(-) e de autocorrelagao pex x(+)
do processo estocdstico {V*X;:t € T'} possuem as mesmas propriedades das
funges de autocovariancia yy(-) e de autocorrelagido px(-) do processo es-
tocdstico estacionario {X;;¢ € T}, vistas anteriormente.

Os resultados, a seguir, serao usados no Teorema 4.2 do Capitulo 4. Para
maiores detalhes, consultar Brockwell e Davis (1991) e James (1996).

TEOREMA 3.1. (Teorema da Representacao Espectral). Uma
fung¢do de autocovariancia vx(-), de valor complexo definida em T, de um
processo estocdstico estaciondrio {X,}er, € fungdo definida nao negativa se
e somente se

vx (h) = f " e"dFy (), para todo h € T,
onde Fx(-) é uma fungdo continua a direita, ndo decrescente e limitada em
[-7. 7] e Fx(—7) = 0. A fun¢do Fx(-) é chamada fungao de distribuicao
espectral de yx(:) (ou de X).

Prova: Ver a demonstracido deste teorema em Brockwell e Davis (1991),
pagina 118.

DEFINICZ\O 3.11. Sejam X, X, X, - - - varidveis aleatorias com, respec-
tivamente, fungdes de distribuigdo F, Fy, F»,---. Dizemos que X,, converge
em distribuicdo para X, gquando n — oo, se F,(z) — F(z), para todo x
ponto de continuidade de F.

Notagao : X, 5 X ou X, & F. Também dizemos que X, converge em
lei para X e escrevemos IL(X,) — L(X).

Se X, converge em distribuicao para X, dizemos que Fx_ converge fraca-
mente para Fy.

TEOREMA 3.2. (Teorema de Helly-Bray). Sejam F, F\, F,, - - - fungées

i §

W =
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de distribuicdo . Se F, converge fracamente para F, entdo

/g(;r;)an(:r) — fg(r) dF(z), quando n — oo,

para toda funcgao g : IR — IR continua e limitada.

Prova: Ver a demonstracdo deste teorema em James (1996), pagina 235.
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4. CRUZAMENTOS DE ORDEM SUPERIOR

Neste capitulo, vamos considerar as varidveis aleatdrias X; = Z, do pro-
cesso estocastico {X;}er como sendo varidveis aleatérias normalmente dis-
tribuidas (ver Definicao 2.7) com média 0, variancia o% e funcio de auto-
correlagao de ordem h, pz(h) = p,. Consideramos também que o conjunto
de indices T, neste capitulo, sera o conjunto dos numeros inteiros, isto é,
T=Z.

Voltando ao exemplo mencionado na introdugao , desejamos encontrar um
método mais automatico e confidvel para encontrar componentes periddicas
nos dados analisados. Isto nos serd fornecido pelo método do cruzamentos
de ordem superior explicado a seguir.

Para analisar assinaturas através de computadores. os sinais de tempo
continuos sao digitalizados e registrados a momentos discretos. Um sinal
pode ser anotado a cada segundo ou a cada décimo de segundo ou até mesmo
em milésimos de segundo. Assumimos que os sinais sdo anotados em inter-
valos de tempo regulares At e, sem perda de generalidade, adotamos At = 1.

O sinal, antes de ser codificado ou analisado, é transformado ou resumido
de alguma forma conveniente para aumentar a sua caracteristica predomi-
nante. Tal reducgao é essencial para registros de dados muito longos. Uma
forma de reduzir os dados em anélises de assinaturas ¢é substituir a série tem-
poral pela contagem de cruzamentos no nivel zero ou em outros niveis de
cruzamentos. Kedem (1994) faz uma anadlise detalhada desse método.

Kedem e Slud (1982) discutem as possibilidades e conseqiiéncias de re-
duzir os dados originais de um sinal por numero de cruzamentos no nivel
zero deste sinal e de suas diferencas finitas. Esses nimeros, chamados de
cruzamentos de ordem superior, sao definidos a seguir.
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DEFINICAO 4.1. Considere o processo estocdstico {Z,;;t € Z}. O nimero
de cruzamentos no eizo do tempo sdo contados no grdfico da série temporal

Zy,ee 2y

quando os N pontos (j, Z;) sao conectados por segmentos de linha reta. Estes
cruzamentos no eiro do tempo sdo chamados de nimero de cruzamentos
de ordem superior de ordem 1 e denotados por D;.

Vamos chamar de N o tamanho de D,. Note que IE(D,) ndo depende do
tamanho N.

DEFINICAO 4.2. Considere os processos estocdsticos {Z;t € Z} e
{V*Z;;t € Z}, para k € IN—{0} dados pela Defini¢do 3.9. Entdo, o nimero
de cruzamentos no eizo do tempo contados no grdfico da série temporal

Vk_lZ]? RS vk_lz.-:\'

quando os N pontos (j, V*7'Z;) sao conectados por segmentos de linha reta.
sao chamados de nimero de cruzamentos de ordem superior de ordem
k e denotados por Dj.

Observe que Dy (Z,.1 — Z;) = D,(Z,) e assim por diante.

O vetor de cruzamento de ordem superior {D;, D,,---} é usado para
representar a informacao oscilatéria de um sinal. Kedem e Slud (1982) dis-
cutem essa ordem para realizar uma reducao eficaz dos dados pelos cruza-
mentos de ordem superior. Neste artigo. os autores mostram que ¢ suficiente
considerar alguns poucos D, 's. talvez apenas os dez primeiros. O nosso obje-
tivo principal é detectar a freqiiéncia mais importante em uma série temporal
que pode ser reformulado em termos de cruzamentos de ordem superior.

A contagem dos cruzamentos de ordem superior em tempo discreto é
definido como o nimero de vezes que cada V*Z, troca de sinal. Para fazer
esta contagem, podemos utilizar dois métodos.

METODO 4.1. Primeiro definimos uma série temporal binaria X{, X -- -,
Xk com k € Z, dada por



yk_ | L se VE'Z, 20
“*t 7] 0, caso contrdrio.

Entdo, o numero de cruzamentos de ordem superior de ordem k, Dy, é
definido em termos de { X[}, isto é.

N
D=3 [XE-XE P = -0+ 00 - X - X Te1)

=2

METODO 4.2. Seja d; a fungio indicadora do evento 4 = [X¥ # X} ||,
isto é,

go=1 1 e Xr# XL,
. 0, caso contrario,

X[ como no Método 4.1.
Entao, o nimero de cruzamentos de ordem superior de ordem k, D;., pode
ser definido como uma soma de indicadores

N

Di=)di=dy+d3+---+dy. (4.2)

=2

A seguir, apresentamos um exemplo utilizando o Método 4.1 para encon-
trar o numero de cruzamentos de ordem superior de ordens 1, 2 e 3 de uma
série temporal.

Exemplo 4.1. Considere a série temporal com N = 10 dada por
il 6 13 L & 9% & & 0 7

gerada a partir de um processo estocastico estaciondrio {Y;;¢ € T'}, quando
te {1,2,---,10}.

Subtraindo a média amostral, §j = 4,4 dos dados acima temos a nova série
temporal Z; = Y; — ¥, dada por

Zy:—3,4; 1.6; -3.4; 2.6; 3,6; 4.6; —2.4; —1,4; —4.4; 2,6.
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Para calcular D,. D> e D5 consideramos a série temporal Z, onde Z_, = —3,4
e Zy=1,6. A Figura 4.1 mostra a série temporal {Z,}}_,.

Usando as Definicoes 4.1 e 4.2 para encontrar Z;,VZ, e V?Z,, para t €
{1, 2,---,8}, temos

Zy: -—-3,4 26 3,6 46 -2,4 -1,4 —-44 2,6
vZ,: -50 60 1,0 1,0 -7.0 1,0 -3,0 7,0
v:Z,: -10,0 11,0 -5,0 0,0 -8,0 8,0 —4.0 10,0.

|

45

-2 4

Figura 4.1: Série temporal {Z,}%_, do Exemplo 4.1.

Os valores correspondentes a série temporal binaria Xf. X5,---, XF¥, para
k € {1,2,3}, sao dados por

X}:0111000 1
X2: 01110109 1
X2: 01010201

Entao, usando a expressao (4.1) temos que

D1=3, D2=5 € D3=7

Note que, pelos dois métodos, uma passagem de um valor negativo para zero
é contado como um cruzamento.

(]
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A seguir, apresentamos quatro exemplos de séries temporais para os quais
sao calculados os dez primeiros niimeros de cruzamentos de ordem superior.

Os gréficos mostrados nas Figuras 4.1 a 4.5 sdo construidos com valores
discretos, mas os pontos sao conectados através de segmentos de linha reta
para dar a impressao de curvas continuas.

Exemplo 4.2. Considere o processo estocastico {Z;}cz, onde Z; é dado

por
Z; = cos(0,3t), paratodote Z.

A Figura 4.2 apresenta uma série temporal com 220 observacoes obtida a
partir de processo estocastico {Z;},cz definido no Exemplo 4.2. Para esta
série temporal, com N = 200 observagoes, os dez primeiros numeros de
cruzamentos de ordem superior sdo todos dados por

] d U

Figura 4.2: Série temporal com N = 220 extraida do processo estocdstico
{Z:}1ez dado no Exemplo 4.2.

Exemplo 4.3. Considere o processo estocastico {Z;}iwcz, onde Z; é dado
por

Z; = cos(0,3t) +2cos(1,25t) + 0,2sen(1,5¢) + ¢,
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com € ~ U(-0,25:0,23).

A Figura 4.3 apresenta uma série temporal com 220 observacoes obtida
a partir de processo estocdstico {Z;},cz definido acima.

Os dez primeiros nimeros de cruzamentos de ordem superior para esta
série temporal, com N = 200 observagoes, fornecem os valores

{D;}}2, = {79, 79, 79, 81, 101, 127, 149, 165, 166, 169 }.

o
—_——
¥

—2

—_—T

Figura 4.3: Série temporal com N = 220 extraida do processo estocastico
do Exemplo 4.3.

Exemplo 4.4. Considere o processo estocastico {Z;}cz, onde Z; é dado
por

Zy =2,2cos(0,3t) + 2,8cos(1,25¢) — 1,5 sen(2,6t) + ¢, para todot € Z,

com ¢ ~ N(0,1).

A Figura 4.4 apresenta uma série temporal com 220 observagoes obtida
a partir de processo estocdstico {Z;}cz definido no Exemplo 4.4.

Os dez primeiros nimeros de cruzamentos de ordem superior para esta
série temporal, com N = 200 observacdes, fornecem os seguintes valores
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{D,}12, = {77, 100, 139, 161, 162, 165, 165, 165, 165, 165 }.

Na Figura 4.4 foi plotada a série temporal Y; = Z; — Z onde Z é a média
da série temporal original {Z,}?%.

Figura 4.4: Série temporal com N = 220 extraida do processo estocastico
do Exemplo 4.4.

Exemplo 4.5. Considere o processo estocastico {Z;};zz, onde Z, é dado
por

Z;=0,8Z;_1+ ¢, paratodot € Z,
com € ~ U(—0,5:0.53).
A Figura 4.5 apresenta uma série temporal com 220 observagdes obtida
a partir do processo estocastico {Z;}ez definido acima.
Os dez primeiros numeros de cruzamentos de ordem superior para esta
série temporal, com N = 200 observacoes, fornecem os seguintes valores

{D;};2, = {48, 101, 130, 142, 148, 156, 160, 166, 167, 171 }.

Note que, no exemplo 4.4 o processo estocatico ¢ Gaussiano enquanto que
nos Exemplos 4.3 e 4.5 os processos estocdsticos sio ndo Gaussianos.
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(:nJ 1 S0 1 100U Iil
—0.2 I

—0_a -

—0.6

—0.8 -

Figura 4.5: Série temporal com N = 220 extraida do processo estocastico
do Exemplo 4.5.

Observe que nos Exemplos 4.2 a 4.5. o computador gerou niimeros alea-
torios €. os quais foram adicionados nas componentes periddicas para todo
=11, 220,

Esta superposicao de nimeros aleatorios € importante para simular ruidos
gerados por uma maquina e por seu ambiente.

Esse ¢ um caminho razodvel para representar situagoes reais de assinatura,
se a mdaquina foi desligada no tempo ¢ e mais tarde foi reiniciada, entao
esta nova assinatura de duracao t provavelmente possuird caracteristicas da
primeira, mas nao sera idéntica a esta. Portanto, o fenomeno discutido acima,

nao é deterministico e é indispensavel para o seu entendimento o uso da teoria
de probabilidade.

Esses exemplos ilustram que os Dy tendem a crescer quando k cresce,
e mostraremos que uma igualdade entre D) sucessivos indica a existéncia
de componentes senoidais (isoladas) no sinal. O mesmo fenomeno, também
observado em varios outros casos, conduz a hipdtese de que igualdade entre
alguns cruzamentos de ordem superior indica a existéncia de componentes
senoidais significantes no sinal. Mais adiante (ver Teorema 4.1), mostraremos
que, sob certas condigoes, esse resultado é verdadeiro.

Nossa intenc¢ao ¢ investigar o que pode ser demonstrado sobre uma seqiién-
cia aleatoria, como os exemplos acima, quando alguns de seus cruzamentos
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de ordem superior (ou a média de alguns dos D, 's) coincidem.

O fator chave no nosso trabalho é a relagao entre a funcao de autocor-
relacdo de ordem 1, p,, e IE(D,), sob a hipétese de que o processo estocdstico
{Z,;t € Z} é Gaussiano. Observe que D, por ser uma funcaode Zy,---, Zy,
¢ uma variavel aleatéria que assume os valores de 0 até N — 1. Entao,

0 g E(Dl) S N —-1.

Quando [E(D;) estd proximo de 0 nds esperamos oscilagées suaves na
série temporal, enquanto que, quando E(D,) estd proximo de N — 1, a
série temporal possui oscilacoes mais freqiientes como podemos observar nas
Figuras 4.2 e 4.3, respectivamente. Isto nos faz pensar que deve existir uma
relagdo entre JE(D,;) e a fungdo de autocorrelagio de ordem 1, p;, que mede
a correlacao entre variaveis aleatorias Z; vizinhas. Esta relacao é observada
no lema a seguir (ver Kedem (1984)).

Lema 4.1. Seja {Z;;t € Z} um processo estocdstico estaciondrio Gaus-
siano com média zero, varidncia 0% = 1 e com fun¢do de autocorrelacao de
ordem h, py, e nimero de cruzamentos superior de ordem 1 dado por D, com
tamanho N. Entdo, existe uma relagao entre D, e p; dada por

= cOS ————-—FE(DI)
= N—1/

Prova: Seja d; a func¢ao indicadora do evento
:"1; = {Zt.bl < 0_. Zg 2 0} L {Zg__l 2 0, Zg < 0}

Entao, d;, = 1 se o evento A; ocorrer e d, = 0, caso contrario. Observe que,
pela expressao (4.‘2}., temos D), =dy + --- +dy.

Considere o par de varidveis aleatérias Z, e Z,,,. Sendo o processo
{Z:;t € Z} Gaussiano assumimos que este par tenha uma distribui¢io nor-
mal bivariada (ver Karlin e Taylor (1975), pagina 14). Portanto,

P(Z120,220)= [~ / ” h(z, y)dzdy, (4.3)
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onde

1 1
h(z,y) = ——=——==exp {———— 2 —2p 3y + y2]} :
2 /1 - p? 2(1 - P?)[ :

Mudando para coordenadas polares r e # temos que z = rcos(f) e
y = rsen(d) onde dxdy = |J(; ) 0| drdf = rdrdf, pois o determinante da
matriz Jacobiana Ji; ) (r9) € dado por

cos(# sen(f) | =
| Jz.).(r0)] = 1 -rse(n()ﬂ) rcos((fJ)) = rcos*(f) +rsen’() = r.

Entao,

P2 50,25 )= /j f:c g(r.8) r dr db, (4.4)

onde

1 - {_r2 cos?(8) — 2r? p, cos(#) sen(f) + r’sen?(f) }

g(r,0) = ——— :
211 — p? 2(1 - p})
(4.5)
Colocando r? em evidéncia e usando a propriedade trigonométrica
sen(2a) = 2sen(a) cos(a)
na expressao (4.5) acima, temos que
1 1 - pisen(26
g(r,0) = ——=—=cexp {—;r'z [ .),01 “g )] } (4.6)
271 — pi 2(1 - pi)

Resolvendo a segunda integral da igualdade (4.4), em relagdo a r, temos

201 =) ] do.

1 f% 1 [
QW\/I—_,O'{ o 2|1— p;sen(20)

Colocando em evidéncia (1 — p}), pois ndo depende de 6. e racionalizando
—n2
L&%, temos que

\ll—p;

P(Z;120,Z,20) =
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v1-pt 13 1
IP(ZI—-I >0.Z, > 0) = _/ de.
0 l—pj

27 sen(26)

Por Stieltjes (1889), temos que

3 1 7 sen~'(p;)
———df = - :
fu 1 — p; sen(26) 2 \ﬁ = \/1 — p?

Usando a expressao (4.8) na igualdade (4.7), temos

1 1
P(Zf‘-l 2 09 Zg 2 0) — z -+ ,r)_:sen-—l(p!)

=il

Em virtude da simetria da distribuicao normal temos que

(S

Da mesma forma, temos que

b -

Usando a expressao (4.9) nas igualdades (4.10) e (4.11) obtemos

] 1 1
P(.Zt_l >0, Zg < 0) = 'é‘ = Z + -‘)—;_-sen*l(pz)

IP(Z;_I 20,2 < 0) = P(Zt-l <0,Z; 2 0]

(4.7)

(4.8)

(4.9)

= IP(ZE_] 2 O] = P(Zg.,_] 2 0., Z; 2 0) + P(Zt—l Z 0, Z;_ < 0). (-110)

— P(Zf_ 2 DJ — P(Zf._l 2 O' Zg 2 0) + P(Zt_.l < 0, Zg 2 O) (411)

(4.12)

(4.13)

Como E(dy) = P(d, = 1) = P({Z-y < 0,2, > 0} U{Zi_y > 0,2, < 0}),

temos que

E(dy) = P(Z,_; < 0,2, > 0) + IP(Z_y > 0,2, <0), para todo ¢ € Z.

Usando as expressoes (4.12) e (4.13) temos que
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é sen"*(py). (4.14)

1 1 _ 1
E(d;) =2 [3 ~ 3 sen 1(91)] =g

Como D, =dy + - -+ + dy, usando a expressao (4.14), temos que
E(D,) = E(dy+---+dy)

= (N-1) [% - ‘3_:5911_1(91)] .

"

Portanto,
N1 3 ﬁ_sen (p1) =
= _n =D,
=sen” (p) = 7=
Ou seja,

=5 R
R e“(Q N-1

Como sen (% - .1:) = cos(z), temos que

. 'JT].E(D])
p1 = €OS (—\ — ) i

0 que prova o Lema 4.1. a

Para provar o Teorema 4.1, que serd dado neste capitulo. é necessario
expressar a funcdo de autocorrelacao de ordem 1 do processo estocastico
{V*Z,;t € Z}. dada por pgrz(1), utilizando a funcio de autocorrelacdo de
ordem h, p;, do processo estocastico {Z;;t € Z}. Esta relacdo é dada no
lema a seguir (ver Kedem (1994)).

Lema 4.2. Sejam {Z;;t € Z} um processo estocdstico estaciondrio Gaus-
stano com média zero, fun¢do de autocorrelagcdo de ordem h, p, e a fungdo

de autocorrelagdo de ordem 1 do processo estocdstico {V*Z,;;t € Z} dada por
pvkz(l). Eﬂtdﬂ,

(8o () ()i
perz(1) = 3 c :
( 3 ) o ( fe )”’” (kﬂi? ) SR
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onde p;, para todo j = 1,2,---.k + 1 indica a fungdo de autocorrelagao de
ordem j.

Prova: Observe que, pelas Defini¢des 3.5 e 3.6, temos que

an () emran () o

para todo t € Z e todo k € IN.

vE(Z) = (1-

1|

Entao,
k(K
Var[V¥Z] = Var |} ( i ) - '] -
1=0
k k k .
g
1=0 "‘_0 J
k& L ¥ g ;
=221, )( 1) ( P )(“1)"00%'(2=~i=zt-j)= (4.15)
i=0 j=0
e

i=0
ko k .
— ZE; ( ) ( 1 #+j ( i: ) COU(Z;-,‘, Zg-l-j)- (416)

Conforme Definigao 2.5, lembramos que 7, denota a fun¢ao de autocovariancia
de ordem h. Tomando h = i — j e desenvolvendo o somatoério das expressoes
(4.15) e (4.16), temos as expressdes para Var[V*Z,] e IE[V*Z,V*Z,_,] abaixo
que serao necessarias para obtermos a func¢ido de autocorrelacao de ordem 1
do processo {V*Z,},cz. Entéo ,

e = [(3)(3) o (1) ()]
N GIHEBIANE

E[V*ZV*Z,] = [g( )( 1)°Z,; i ( f ) (-1)121-1_3-] =



- (=1)% % + (=1)%y-& (4.17)
ewtavtzel = n|(§) (1) ¢+ (5 ()]
N HHENBIA
= a{(0) () =+ (50) (1)) +
T S i PR (4.18)

Lembramos que, para quaisquer inteiros positivos a, b e n. temos as seguintes
propriedades da andlise combinatéria

o £0)(2)-(2)

Var [Vth] = Yo




ewama = -al(3) () s (140) (8]
()= G-
e |(5) () e () (5)]+
4+ ot (=1 . (4.20)

Aplicando a propriedade (ii), da andlise combinatdéria, nas expressoes (4.19)
e (4.20) e usando a propriedade iv) da fungio de autocovariancia 7., dada
no Capitulo 2, temos que

2% 2%
Var[V*Z] = v ( E._k ) -2m (L.__k 1) + oo (1) 2 (4.21)

, 2k 2k 2k
sz - () [(2)+ (2]

2k ’
+ ey ( 1 ) + (=1)* %41 (4.22)

Usando as expressoes (3.15), (4.21) e (4.22) temos que

E[V*Z,V*Z,_)]
Var[VkZ)

Il

pyrz(1)

2k 2k
Yo ( k ) -271 (k .l 1) ol o (_l)kz'}'k



Dividindo e multiplicando a expressdo acima por o = Var(Z;) temos que

- (k:iil) + ;i [( ik ) e 2 (LQ_}‘Q)] roeo (=11 pry
( i_k ) —2p, (Lz_kl) +2p2 (,ffg) Y

o que prova o Lema 4.2. o

peiz(l) =

Com o auxilio dos Lemas 4.1 e 4.2, temos condicoes de mostrar a relagao
entre estruturas oscilatérias e a igualdade entre sucessivos IE(Dy), para k €
IN — {0}. Isto é provado no teorema a seguir.

Teorema 4.1. Seja {Z;;t € Z} um processo estocdstico estaciondrio Gaus-
siano com média zero e fungdo de autocorrelagdo de ordem h, pn. Assuma
que IE(D,) > 0. Entao, fizando o tamanho N de D,

(a) a seqiéncia {IE(Dy);k > 1} é mondtona ndo decrescente e limitada,
1s5to €,
0<EMD)<ED)<L---<N-1

(b) se IE(D,) = IE(D,), entdo o processo estocdstico {Z;;t € Z} € uma
sendide pura dado por

Z, = Acos(wt) + B sen (wt), teZ

com
#IE(D;)

N-1~

R —
' —

Prova: Para provar que a seqiiéncia {J£(Dy) }x>1 ¢ mondtona nao-decrescente
é suficiente considerar o caso k = 2, pois a relagdo que existe entre D, e D>,
¢ a mesma que existe entre D, e D3, D3 e Dy e assim por diante.

A relacdo mencionada entre D, e D3, é do fato que quando encontramos
D, e D3 usamos os processos estocasticos diferenca, {VZ,}icz e {V*Z }iez.

respectivamente, entdo substituindo VZ; = Y, teremos V?Z, = VY,. Os
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processos estocasticos {Y;;t € Z} e {VYiit € Z} possuem as mesmas ca-
racteristicas dos processos estocésticos {Z;;t € Z} e {VZ;;t € Z}, que sao
usados para encontrar D, e D,.

Seja poz(-) a fungao de autocorrelagdo do processo estocastico diferenga
{VZ;teZ}. Os D;'s sao variaveis aleatérias que assumem valores entre 0
e N — 1, e portanto

0<E(Dy) < N-1,

para todo k € IN — {0}.
Observe que, como a matriz de covariancia é definida nao-negativa, ela possui
a representagao

I ;o p
n 1l p | =44 (4.23)
p2 1

para alguma matriz A de ordem (3 x 3) onde A’ denota a matriz transposta
de A. Aplicando o determinante a igualdade em (4.23) temos que

1 ;o pa _
det| pp 1 p1 | =det(4'A) = (det 4)> > 0. (4.24)
p2 1

Usando a expressao (4.24) acima e considerando [ps| < 1, temos que

1 po p
0 < det| ;¢ 1 p | =

B p2 p1 1
14203 py— p3 — 2}
22 i =
_ (=20 +p)(1—p) _

1-po

= 1-202+ p. (4.25)

Usando o resultado do Lema 4.2 para o processo estocastico {VZ,;;t € T},
temos que
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2 2 X
(o) (B)r e iy,

pvz(l) = 5\ 6 gt = 50— (4.26)
( 1 ) + (—1)'2pm
Entdo, usando as expressoes (4.25) e (4.26) temos que
m—pvz(l) = ;- = esc el
2(1-p)
_ 20 =20i+1-2p+p2 _
- 2(1—pm) -
= m > 0. (4.27)
2l—p) —

sempre que [p;| < 1.
Pela expressdo (4.27) e pelo resultado do Lema 4.1, temos que

p1 2 pyz(1), ou seja ,cos (TL‘?‘_@%}) % S5 (WiE'(_Dlg)) _

Como 0 < IE(Dy) < (N — 1), para todo k € IN — {0}, e como cos(-) é uma
funcdo mondétona decrescente em [0, 7], segue que

E(D,) < E(D,).
Logo, pela observagao feita no inicio dessa demonstragao, temos que
E(D,) € IE(Dy4+,), paratodo ke IV — {0},
e o item (a) do Teorema 4.1 estd provado.

Para mostrar o item (b) do mesmo teorema, observe que

E(Zi—2p1Z1-1 + Z1-2)* _
Var(Z;)
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_ E(Z? —4 1 Zg Z;_l -+ 4,0% th—l + 2 Zt Z;_g _— -’-1,01 Zt_l Zt..g -+ ZE—Q)
\"&I’(Z{,) .
Como E(Z;) = 0 e usando a definicao de fungdo de autocovariangia v, (ver
Definigdo 2.2) na expressdo (4.28) temos que

E(Z —2p1Z1-1 + Z1-5)? _ Y- dpm+4pin+2vm—4pm + %
\':a.r(Z;) Yo

(4.29)
Usando a definicao de funcao de autocorrelagdo p, (ver Definicao 2.2) na
expressao (4.29) temos que

E(Z, = 2pZiy + Zy_5)?
Var(Z,)

1—dpl+4pl+2p—dpl+1=
= 2—4p2 + 2ps. (4.30)

Usando a expressao (4.26) que diz que

=142p—po
-z(1) = 4.31
pvz(1l) 2T —p) (4.31)
temos o valor de p, dado por
p2==1+2p —2pvz(1)(1 - p1). (4.32)

Substituindo p, pela expressao (4.32) na expressio (4.30) temos que

E(Z—2p 21+ Z-0)?
Var(Z;)

= 2—-4p7+2[-1+2p —2pvz(1)(1 - p)]

= 2—-4pi—2+4p —4pvz(1)(1 - p)
4p1(1=p1) —4dpoz(1)(1 - p1)
4(1 = p1)(p1 = poz(1)).

Se IE(D,) = IE(D,) temos que p, = pyz(1), entdo

E(Z,—2p1Z1 + Z4_3)® _
V(2D =4(1 = p1) (1 — pvz(1)) = 0.

Isto implica que, com probabilidade 1,

Zy=2pZy-1+ Z1—2 =0, (4.33)
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que é uma equacao diferenca de segunda ordem. Para encontrar a solucao da
equacao diferenca, (ver Elavdi (1996)), dada pela expressao (4.33), observe
que a sua equacao caracteristica é

P -2pz+1=0 (4.34)
onde p; = cos(w). Primeiro vamos encontrar as raizes da equagao carac-

teristica dada pela expressao (4.34). Elas sdao dadas por

2p £4/4p7 — 4

F = 5
2p£+/—-4(1 - p?
_ P1 ; ( pi) (4.35)
_ 2pE2y/-(1-p))
= 5 .

Usando o fato que p; = cos(w), na expressao (4.36) e pela propriedade
trigonométrica

sen” (z) = 1 — cos*(x)

temos que

z = cos(w)=£/—sen? (w)

= cos(w) £ isen (w).
Entao as raizes da equacao caracteristica dada pela expressao (4.34) sdo

x) = cos(w) + isen (w)

T2 = cos(w) — isen (w),

e a solugao geral é dada por

Z, = alcos(wt)+isen(wt)]+ blcos(wt) —isen(wt)]
= (a+b)cos(wt)+ (a—b)isen(wt). (4.36)
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Substituindo (a + b) por A e (a — b) 7 por B na expressao (4.36) temos que

Z; = Acos(wt) + Bsen(wt), para todo t € Z, (4.37)
com w = “—;‘f—,{-_glll e o item (b) do Teorema 4.1 esta provado. O que conclui a
prova do Teorema 4.1. O

Como aplicacao do Teorema 4.1, visto anteriormente, voltamos aos Exem-
plos 4.2 a 4.5. O objetivo é mostrar, através dos cruzamentos de ordem supe-
rior, como obter a freqiiéncia angular nos exemplos ja considerados. Depois
usaremos a analise espectral classica para comparar os resultados. Denota-
mos o periodo por P e a freqiiéncia angular da componente senoidal do sinal
por wy.

E bom lembrar que em uma aplica¢io com série temporal qualquer a es-
peranga do niimero de cruzamentos de ordem superior, JE(D;), é substituida
por Dj, obtido a partir das N observagoes desta série temporal.

Exemplo 4.2: A Figura 4.6 mostra o resultado da fun¢ao periodograma do
processo estocastico desse exemplo. Observe, na Figura 4.6, que o ponto com
abcissa z = 11 é um pico no gréfico. Entao ,

220

=== =20
T

Usando a igualdade

27
P=—,
Wo

para encontrar a freqiiéncia angular wy, temos que

27 27
wo =? :2—0'.*‘_’0,31.
Como
Di=Dy=---=Dy=19
temos, aplicando o Teorema 4.1, que
wp = —;—?—1—1- = % =0, 2999.
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Figura 4.6: Periodograma do processo estocastico {Z; };cz dado no Exemplo
4.2.

Observe que os valores 0,2999 e 0,31 sdo muito préximos de 0,3 que é a
freqiiéncia angular da componente senoidal do sinal.

Exemplo 4.3: Como
D1 = D’_) = D3 =79

temos, aplicando o Teorema 4.1, que

’.'TD; 79T
Wp = —— = —— = 1,247
NEF-1 19y
1 L\AW.AM,—JJ

Figura 4.7: Periodograma do processo estocastico {Z; };,cz dado no Exemplo
4.3.
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A Figura 4.7 mostra o resultado da fun¢do periodograma do processo es-
tocastico desse exemplo.

Usando a Figura 4.7, note que o ponto com abcissa z = 45 é um dos picos
no grafico. Entao .,

220 . .
= — = 9.
45
A freqiiéncia angular wy é dada por
27 27w & 1 956
Wy = —=—=129
£ 5

Observe que os valores 1,247 e 1,256 sao muito préximos de 1,25 que é a
frequéncia angular mais proxima de 27, do sinal deste exemplo. Esta é
uma propriedade dos Cruzamentos de Ordem Superior que serd provada no
Teorema 4.2 deste capitulo.

Exemplo 4.4: Como

D:'::DB: “=D10=155
temos que
wDs 1657
)= = 2.605
WEN—1~ g9 = 290
o'_ WMW

Figura 4.8: Periodograma do processo estocastico {Z, };ez dado no Exemplo
4.4.
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A Figura 4.8 mostra o resultado da funcao periodograma do processo
estocastico desse exemplo.
Usando a Figura 4.8, note que o ponto com abcissa z = 90 é um dos picos
no gréafico. Entao .

220
P=-—=224.
90 ‘
A freqiiéncia angular wy, é
2 2=
W= ——=—=2,61
=P T 24 8

Observe que os valores 2.4 e 2.61 sao muito préximos de 2,6 que é a
freqiiéncia mais proxima de 27, do sinal deste exemplo. Esta é uma pro-
priedade dos Cruzamentos de Ordem Superior que sera provada no Teorema
4.2 deste capitulo.

Exemplo 4.5: O D cresce, quando k cresce e nao existem dois Dy iguais.
Neste caso, nao tem nenhuma componente senoidal isolada.

N6s vimos que. quando [E(D,) é igual a IF(D,), entdao o processo es-
tocdstico {Z;}1cz € uma sendide pura. Similarmente, se IE(Dy) = IE(Dy.).
para k > 2, entdo {Z,;t € Z} deve conter uma componente senoidal super-
posta com frequéncia
_ wIE(Dy)

T O N=1"

No caso Gaussiano os D, tendem a aumentar na média, mas se eles coinci-
dem isto indica que existe uma componente senoidal no processo analizado.
Observe que a seqiiéncia {/EDy}x>1, pelo Teorema 4.1, é monétona e limi-
tada e desse modo converge quando k — oc. O teorema a seguir nos mostra
esse resultado (ver Kedem (1984)).

1

Teorema 4.2. Suponha que {Z;;t € Z} seja um processo estocdstico esta-
ciondrio Gaussiano com média zero e seja w™ a maior freqiéncia positiva
no suporte espectral. Entdo, independente do tipo de espectro, para D; de

tamanho N
~IE(Dy)

VI | — w” quando k — oc.



Prova: Do processo estocdstico diferenca de ordem k, {V*Z,;t € Z}, con-
forme Definicao 3.9, temos que

V¥Z) =1 - B)*Z.. (4.38)

Observe que a expressao (4.38) é a composigdo da fungio (1 — B)Z;, k vezes,
1sto é,

(1-B)YfZ,=(1-B)o---0o(1-DB) Z,.

i

k vezes

A funcao transferéncia do filtro linear VZ, = (1 — B)Z, ¢ dada por
H(w) = v(e™™) Ze‘”“’ =(L—e™),

enquanto que a funcgdo ganho quadrada é dada por

HwP=HwHW = = (1-e™)(1-¢e¥)=

[1 — cos(w) + isen(w)][1 — cos(w) — isen(w)] =
1 — 2 cos(w) + cos®(w) + sen*(w) =
1-2cos(w)+1=

= 2-—2cos(w) =

= 2[1 - cos(w)]. (4.39)

Il

Il

Usando a propriedade trigonométrica

i Y e BT
cos(a) = cos (2) sen (2)

na expressao (4.39). temos que

H(w)[? = ‘2{1—-[c052 (%)—senz(
&
>

)I}=
= 2 [1 — cos® (%) + sen? (
- 2o (5) ()]

SARS

] B
- {QSen (Zi)} (4.40)
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Como
V¥Z)=(1-BfZ,=(1-B)o---0(1 - B) Z,
) k vezes —
pelo Método 2 - Composicao de Filtros Lineares do Capitulo 3 - temos
que a fun¢do ganho quadrada da expressao (4.38) é dada por

|H(w, k)| = {2 sen (%)]M : (4.41)

Pela Proposicio 3.3 temos que o processo estocastico {V¥Z,;t € Z} é esta-
cionario e tem funcdo de autocovariancia, ygxz(h), dada pela seguinte ex-
pressao

f'\"“'Z h Z h/J (] ']/z(h, = j <t l] heZ. (—142)
IeZ

Sabemos que a funcao de autocovariancia 7, é fungao definida nao negativa
(ver propriedade 7i7) da funcao de autocovariancia no Capitulo 2), e usando
o Teorema 3.1 da Representaciao Espectral, temos que

ve(h =i+ )= [ I Ay (). (4.43)

Entéo , substituindo (4.43) na expressao (4.42) temos que

toealh) = Y 4% [ iR w) =

JEZIEZ

- / ('Z ¥; _”*) (Z hie' ) e“hdFy (w) =

leZ

- [ (goe) (Guet) erano-

JEZ leZ
2

[ er..:h Z @je-—;_}w

o j€Z

I

dFz(w). (4.44)
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sy 4
Como ]ZjEZ ¥, e‘*Jw' = |H(w, k)]z, conforme Definicao 3.4, podemos rees-
crever a expressao (4.44) da seguinte forma

yorgz(h) = ] , e | H (w, k)2 dFy(w). (4.43)

Pela expressao (4.41) e como o processo estocéstico {VXZ,:t € Z} s6 assume
valores reais temos que

cos(wh) [286!1 (g)]% dF;(w). (4.46)

Usando as expressoes (3.15) e (4.46) temos que

"r'vkz(h») :f-

-

N—:1 vorz(0)

J7, cos(w) [2sen($)]* dFy(w) _
JZo[2sen(3)]% dFz())

JZ, cos(w)[sen(%)]*dFyz(w)
E [sen(%)]”‘ dFz(A)

pyrz(1) = cos (M) _ ezl _

(4.47)

Definimos a medida v,(-), para cada k € IN, por

v (dw) = [sen(¥)]**dFz(w)
L J s [sen(‘%)]%dpz(,\)’

onde Fz é a funcao de distribuicao espectral do processo estocdstico {Z, }ez.
Entdo, a expressao (4.47) pode ser reescrita como

rIE (D ®
(ZN'(—‘;')) = [ cos(w)u(dw), para cada k€ N.  (448)

Vamos mostrar que

1 1
vy — 55_“' - 5(5,,,-, quando k — oo,

onde w* ¢ a maior freqiiéncia do suporte espectral, e é, ¢ a funcao delta de
Dirac no ponto de massa unitario u, isto é, 6,(A) = 1, se u € A e 0, caso
contrério, para qualquer subconjunto A em [—m, 7).
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Pela expressao (4.40),

3

H()? =

w
2 sen (3)

Entao, |H(w)|? é estritamente crescente em [0, 77]. Para qualquer € > 0, temos
que

J& €| H(w)|* dFz(w)
S HN PR, (N)

ve[0,w" — €] =

Como vi(dw) = 0 para valores fora do intervalo [—w*, w*] pois, por hipétese,
w* é a maior freqiiéncia positiva do suporte espectral, temos que

J " |H (w)[* dFy (w)

[0, w* — €] = == ; 4.49
w0 = = e T H O R () s
Note que o denominador pode ser escrito como
w™—¢f2
[ 1B ar ) = [T HO aE ) + [T HO) dE)

Sendo as duas integrais, na igualdade acima, positivas e usando apenas a
segunda integral nesta igualdade, temos que

Jo ¢ |H(w)|* dFz(w)
T L [HA)PEdFZ(N)

*

v[0,w* — €] < (4.50)
Como |H(w)|? é estritamente crescente em [0, 7], substituimos no numera-
dor da expressao (4.50) o maior valor que a fungdo |H(w)|? assume e no
denominador pelo seu menor valor.

Obtemos entao

o BTUHEP AR )
= e HOPF R0

[|H(w* - e)ig]*‘ J& 4 dFz(w)
\H(w* = OP] J&_.,dFz()

V[0, w™ — ¢

— 0,
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quando k — o0, pois

Weegw -2 = ]H(w”—e)IQS]H(w*—-%)
|H(w - 91"
— [!H(w*—an =t

ja que |H(w)|? é monétona crescente em [0, 7]. Portanto, por simetria, temos
que

vp|-w' +€,w" — €] = 0, quando k — <. (4.51)
Observe que v (dw) é uma probabilidade em [—7, 7], pois

v ([=m,7]) = ST H(w)|* dFz(w)
g\—T,T)) = f:,—]H(’\)lndFZ()\) =

Logo, v ([—w*,w*]) = 1, para todo k& € IN pois, por hipétese, w* é a maior
freqiiéncia positiva do suporte espectral, ou seja,

Ue ([~w™, w']) = n([~w", —w" + ) U [—w" +6,w” — €] U (w* — e,w*]) = 1.
Portanto, usando a expressao (4.51), temos que
ve([—w", —w™ +€) U (w* — ¢,w"]) = 1, quando k — oc.

Logo, a medida de probabilidade v converge para uma probabilidade simé-
trica com suporte somente nas direcoes de —w* ou de +w”.
Sendo v} simétrica em (—7,7), temos que

1 1
Vi — 55_h.- -+ 3(5.,_.-, quando k — oc. (4.52)

Isto implica, pela expressdo (4.48) e usando a expressio (4.52), que

cos (M) = /ﬁ cos(w)vg(dw) —

N -1 L
=¥ %/T [cos(w) d_.- + cos(w) 0.-] d(w) =

= %[cos(*w") + cos(w")] = cos(w"), quando k — oo.
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Portanto,
7IE(Dy)
N -1
o que prova o Teorema 4.2. O

— w”, quando k£ — oo,

A seguir, mostraremos uma analogia entre os casos aleatorio e deter-
ministico sugeridos pelos Teoremas 4.2 e 4.3, respectivamente.
Roe (1980) provou o seguinte resultado que caracteriza uma fungao seno.

Teorema 4.3. Seja {f™; n € Z} uma seqiiéncia de fungdes definida na
reta e com valores reais onde

_ d
FE() = af(“}(t), para todo t € IR.
Se existe um valor real M > 0 tal que
|f™(t)] < M, para todo n € Z e todo t € IR,

entdo f(t) = asen(t + ). para constantes a,é € R.

No caso deterministico, tanto f® = f como também suas derivadas e
integrais devem ser limitadas. Mas no caso aleatdrio, estamos assumindo
que o processo estocastico {Z; },cz é Gaussiano e, portanto, nao é limitado,
ja que a distribuicao normal é definida sobre toda a reta.

A prova dada em Roe (1980) se baseia na demonstracido de que a trans-
formada de Fourier da fungdo f se anula em todos os pontos exceto em
+1 e —1. Entretanto, na prova do Teorema 4.2 nao mencionamos nenhuma
analise do tipo Fourier. Contudo, ainda assim existe uma analogia em relacao
as func¢des de distribuicao Fz e F para os casos aleatdrio e deterministico,
respectivamente.

Sabemos, pela propriedade #i) da funcido de autocovaridncia 7, vista

no Capitulo 2, que 7, é uma funcao definida ndo-negativa. Isto implica,
usando o Teorema 3.1, que existe uma funcao de distribuicao de probabilidade
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simétrica F tal que a fung¢do de autocorrelacio p, admite a representacao de
Fourier dada por

Pr = /ﬂ cos(w h) dF (w),

onde a integral acima é uma integral de Stieltjes. O que podemos dizer de
F quando [E(D,) = IE(D,)? Observe que, pela hipétese de Gaussianidade,

cos (E%Y—(_ij—lll) = Py = /i cos(w) dF (w)

e pela expressao (4.47), temos que

TIE(D,)\ _ JZ, cos(w)[l — cos(w)] dF (w)
05( N-1)'“pv3“)‘ [Tl —cos(@)]dF (@)

Sendo F' uma fungéio de distribui¢ao de probabilidade, existe uma varidvel
aleatéria ¥ com funcdo de distribui¢do F. Entéo,

p1 = IElcos(Y)] (4.53)

E{(cos())(1 — cos(¥)]
1 — E[cos(Y)]

de tal modo que, quando FE(D,) = IF(D,), temos que p; = pvz(1) e usando

as expressoes (4.53) e (4.54) temos que

pua(l) = (4.54)

E((cos(Y))(1 — cos(Y))]
1 — Elcos(Y)]
| = Bl(cos(Y) = cos?(Y))]
Elcos(Y)] — E?[cos(Y)] = I[Elcos(Y)] = E[cos*(Y)]
E?[cos(Y)] = E[cos® (Y)]. (4.55)
Assim, pela expressdo (4.55), temos que
[E[cos (Y) — E (cos (Y))]* =
= B {cos2 (Y) =2 cos (Y) IE (cos (Y)) + IE* (cos (Y))l =
= E [cos2 (}")} — 2 E?[cos (Y)] + EE?[cos (V)] =
= E [0032 (}")] — E?[cos (Y)] = 0.

FElcos(Y)]

E[cos(Y)] — [E*[cos(Y)
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Ou seja, pela expressao (4.53) temos que

Elcos(Y) — p1]* = 0.

Entao.
p1 = cos (Y),
ou seja,
nlFE(D

oS ("i_(—_ll_}) = cos (Y).
Portanto,

7IE(D

e ———-—(-——]l + kx, para todo k € Z,
N-1

ou seja, Y é uma variavel aleatéria que admite somente dois valores em
[—m, 7], digamos +) e —Ag. Como F é uma funcéo de distribuicao de pro-

babilidade simétrica, ela precisa ter dois saltos, em +Ag e —\y, cada um de
tamanho 1/2. Em outras palavras,
L =
P(3+) — F{A-) = { 5 86l =kl

0, caso contrario.

Esta degenerecéncia de F' é andloga a singularidade na caracterizacdo de
sendide pura proposta por Roe (1980), no caso deterministico. O

Na segao a seguir daremos uma prova, para um resultado analogo a parte
(b) do Teorema 4.1., baseada em um processo estocastico conhecido na lite-
ratura da analise cldssica de séries temporais, que é o modelo autoregressivo
de segunda ordem (ver Definicdo 3.8), denotado por AR(2). Nesta prova
as hipoteses do Teorema 4.1. sdo menos restritas ja que nao assumimos
Gaussianidade para o processo AR(2).

E bom lembrar que em uma aplicagdo de dados reais a esperanca do
nimero de cruzamentos de ordem superior, [E(D;), é substituida por D;,
obtido a partir das NV observacoes desta série temporal.

Lembramos ainda que a hipétese de que o processo estocastico {Z;;t € Z}
é Gaussiano pode nem sempre valer na pratica.



4.1. Modelo Autoregressivo de Segunda Ordem.

Observe, pela Figura 4.9, que apresenta uma série temporal obtida de
um AR(2), os dados parecem ter periodicidade, mas no entanto, ndo contém
nenhuma componente periddica. No inicio desse século foi percebido que
ajustando os dados e superpondo senéides e ruidos, poderia se detectar certas
periodicidades. Mas esse método nao era pratico e nem muito 1til ja que este
freqiientemente conduzia a descobertas de falsos periodos.

i | I | i
ML R

-2

—_3 -

Figura 4.9: Z, = 0.5Z;_1 — 0.4Z;_5 + €, com ¢ ~ N(0;1).

No célebre artigo de Yule (1927) é apresentado um método diferente para
modelar os dados, tais como os da Figura 4.9. Ele considera uma curva seno
suavizada na qual o fator de suavizagdo foi controlado por uma corrente de
choques aleatoérios.

O resultado foi um modelo de distirbios harmoénicos dado pela forma

Zy =012y + 0 Zi_o + €, (4.56)

definido como um processo autoregressivo de segunda ordem, onde {¢;; ¢t € Z}
¢ um ruido branco com média zero (ver Defini¢iao 2.6) e ortogonal, isto é,

E(Zg €g-‘) = 0, set <t (457)

e r—
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Vamos dar agora uma prova para um resultado andlogo ao Teorema 4.1 (b)
em que as hipoteses sao menos restritas, ou seja, nao assumimos Gaussia-
nidade. Se as raizes de 1 — ¢;7 — @#»2> = 0 estdo fora do circulo unitario,
entdo {Z;:t € Z} é uma seqiiéncia aleatdria estacionaria com média zero
(ver Proposicdo 3.3). Neste caso, mostraremos que o modelo autoregressivo
de segunda ordem, quando FE(D,) = IE(D,), satisfaz a parte (b) do Teorema
4.1, isto é, ele é uma sendide pura.

Multiplicando a expressao (4.56) pela varidvel aleatoria Z,_,, temos que
Z1Zyh = 0 Zy1\Zp-h + 022422y + €24 (4.38)
Aplicando a esperanga na expressao (4.58), temos
E(Z,Z-1) = E(01Z1-1Z-1) + E($2Z4-22,-1) + E(€:Zo—1).

Como [E(Z;) = 0, usando a definicdo de func@o de autocovariancia (ver
Definicao 2.2) e a expressdo (4.57), temos que

Yh = 01%h-1 + G2Yn—2, para todo h € IN — {0}, (4.59)
onde T = E(Z;Zt_k).

Dividindo (4.59) por 7, temos, pela defini¢do de fungao de autocorrelagao
(ver Definigdo 2.2), que

Ph = @1Ph—1 + G2pn—2, para todo k € IN — {0} (4.60)

Substituindo h por 1 e 2 na expressao (4.60) temos

p1 = @1pp + Pap, (4.61)
p2 = O1p1 + Oapg.

Assumindo que pg = 1 temos

P = @1+ @2p1,
p2 = o1p1+ 02 (4.62)

ey
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Usando a expressao (4.26), que diz que

-1+2p, —p
-z(1) = (4.63)
pvz(1) 2(1—p1)
temos o valor de ps dado por
p2 = —1+2p; —2pyz(1)(1 - p1). (4.64)

Portanto, isolando ¢; e @, na expressido (4.62) e com o auxilio da expressao
(4.64) temos

2p(1 ':"Pvzfl))‘

-1+ p1 —2pvz(1)

R e (4.65)
Observe que, da expressao (4.56), obtém-se
E(e,Z;) = [E[616,Z11 + ¢r6:Z, 5+ €] =
= ¢1E(e:Z1-1) + 62 (e1Z1—2) + E(€}).
Pela expressdo (4.57) e Defini¢ao 2.6, temos que
E(eZ;) = o?. (4.66)

Multiplicando a expressao (4.56) pela varidvel aleatéria Z;, temos que
212y = 0\ Zy 1\ Zy + 022427 + € Z,. (4.67)
Aplicando a esperanga na expressao (4.67), temos
E(Z?) = $,JE(Z24_12,) + 0:IE(Z,_2Z,) + E(e,2,).

Pela definicao de funcao de autocorrelagao (ver Definicdo 2.2) e usando a
expressao (4.66), temos que

po=d1p + bapa+0;. (4.68)

Assumindo que py = 1 e isolando o2 na expressao (4.68) obtemos

3 =1-—p101 — p20s. (4.69)

53



Fazendo 0 < IE(D;y)—IE(D,) — 0 e usando as igualdades da expressao (4.65)
segue que

2p1(1 + prz(1)) - 2p1(1 + ;) s Jo

o1 = 4.70
- 1+p I+p W
wlckpm=8pesll] lapm =3 <k
P p1—2pvz(1) s el A+p) _ -1 (471)
1+p 1+ p 1+ p
e
p2=—14+2p1 —2pyz(1)(1—p1) 2 p2 = -1+2p-2p(1—p) =
= —1+2p}. (4.72)
Pelas expressoes (4.70), (4.71) e (4.72), temos que
02 =1—p1¢1 — pago — 1 —2p% + py = 0, (4.73)

quando E(D,) — I[E(D;) — 0. Entao ,
Zy =121+ 02Zva2+€ — 2p1Z1y — Zi_o,

quando E(D,) — IE(D;) — 0.

Em virtude da convergéncia acima, {Z;},cz tende a uma equacéio
diferenca de segunda ordem cuja solugdo é dada pela expressao (4.37), isto
é,

Zy = Acos(wt) + Bsen(wt), t € Z,
com w = ZEWD) O

N-1



5. APLICACOES

Como aplicages do Teorema 4.1 do Capitulo 4 deste trabalho, daremos,
neste capitulo, dois exemplos de séries temporais de dados medidos que sao
o das manchas solares e o dos niveis de dgua na bacia do rio Parana.

E bom lembrar que em uma aplicacao de dados reais a esperanga do
nimero de cruzamentos de ordem superior, IE(D;). é substituida por D;,
obtido a partir das N observacoes desta série temporal.

Lembramos ainda que a hipdtese de que o processo estocastico {Z;;t € Z}
é Gaussiano pode nem sempre valer na pratica.

5.1. Série Temporal das Manchas Solares

Manchas solares sao provocadas pelas intensas explosdes na superficie do
Sol que podem causar interferéncias na emissao de sinais por satélites. Estas
explosdes provocam as manchas solares e ainda o lancamento de energia que,
por sua vez, provoca intensa descarga elétrica gerando os ventos solares.
Estas ondas magnéticas viajam pelo espaco a uma velocidade incrivel de 1
milhao de quilometros por hora.

Existem hoje, em érbita ao redor da Terra, cerca de 2000 satélites que
podem sofrer graves danos em seus componentes elétricos quando em con-
tato com os ventos solares, ou entao, por causa das manchas solares ficarem
por algum intervalo de tempo sem receber ou sem enviar mensagem, ja que
as manchas solares podem bloquear os sinais. Os componentes eletronicos
queimados podem trazer inoperancia aos satélites e, com isso, causa a perda
de milhoes de dolares.

A idéia é prever a intensidade das manchas solares ou a chegada dos
ventos solares a Terra, o mais cedo possivel, para que os cientistas possam se
precaver e também para que possam prever épocas adequadas para viagens
interplanetarias no futuro.

A Figura 5.1 mostra o grafico da série temporal das manchas solares em
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dados anuais de 1749 a 1924 contendo 176 observacdes. E conhecido que estas
observacgoes contém varias componentes periddicas e mais um possivel ruido.
O periodo mais significante é o de um pouco mais de 11 anos. Para uma
andlise espectral completa para esta série temporal veja Anderson (1971),
Bloomfield (1976) e Shumway (1988).

140 -
120 4

100 1

60

40 -

20 -

o 20 40 60 80 100 120 140 160
Figura 5.1: Série temporal manchas solares (1749 a 1924).

A Figura 5.2 mostra o resultado do logaritmo natural do periodograma
da série manchas solares, na qual tem varios picos. Observe que o pico mais
alto é o ponto com abcissa x = 16. Entao , podemos fazer a seguinte relagio
para encontrar o periodo

P = L6 = 11,1 anos.
16

Desejamos analisar a série temporal de manchas solares e descobrir se
esta série temporal é oriunda de um processo estocastico que se enquadra
nas hipoteses do Teorema 4.1.

Para encontrar o periodo usando cruzamentos de ordem superior, HOC,
aplicamos a série temporal em questao um certo operador linear para suavizar
e reduzir o ruido presente nas observagoes. O operador usado é um filtro que é
uma combinacao de filtros lineares. Primeiro, usamos o operador defasagem,
B, conforme Defini¢ao 3.5 e depois o filtro recursivo simples de primeira
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o 20 40 80 80 100 120 140 160

Figura 5.2: Logaritmo Natural do Periodograma da série temporal manchas
solares com N = 176.

ordem, £, dado na Defini¢do 3.7, com n = 10 e a = 0,9. Seja {X,}Y, a série
temporal sem a média dos dados originais, isto é,

-i’t — ;Yg ey ):-g.,

sendo {X,}/L, a série temporal original, X, = 333,15 a média dos dados
observados e N = 176.

Usando a expressdo (3.9) obtemos entdo uma outra seqiiéncia {Y;} da
seguinte forma:

=01 +B)"X,; t=1,+,176,
onde B*X, = X,_; paratodo k = 1,---,10. Usando {Y};t € Z} encontramos

uma nova seqiiéncia {Z;;t € Z} ao se aplicar o o filtro recursivo simples de
primeira ordem (ver Defini¢ao 3.7) dado por

Zy=LY)=(01-a)Yi+al(Y,y), t=1,---,163.

O processo {Z;;t € Z} serd o processo utilizado para encontrar os valores
Dy, onde N = 148 reservando as 15 primeiras observagoes para as sucessivas
diferencas (ver Exemplo 4.1).

Os primeiros oito D;'s sao {9, 25, 26, 26, 28, 38, 46, 60} e observamos
que D3 = Dy = 26. Usando o Teorema 4.1 encontramos a freqiiéncia angular
correspondente a D3 = 26 que é

26w

by = s g
e
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cujo periodo é
Bos o0 o, 501 sins.
0,556

O periodo encontrado por Schuster (1906) foi de 11,125 anos. Observamos
que os periodos estao muito proximos. E esta é a periodicidade mais forte na
série temporal das manchas solares (ver Bloomfield (1976)). Desta maneira,
os cruzamentos de ordem superior detectam a periodicidade mais forte desta
série temporal.

Levando em consideragao a Andlise Espectral Classica e aquela através
dos Cruzamentos de Ordem Superior (descritas acima), concluimos que pode
se assumir que o modelo adequado para descrever as manchas solares é o
senoidal com componentes periédicas. O

5.2. Série Temporal dos Niveis de Agua na Bacia do Rio Parana

Os dados foram obtidos do posto de medicdo de nivel de dgua Ladario da
bacia do rio Parand, perto do Pantanal no Mato Grosso do Sul.

Foram feitas duas medicoes diarias do nivel de dgua (em cm) medidas as
7h e 17h. Os dados didrios sdo uma média destas duas medi¢des. Foram
coletados no periodo de janeiro de 1900 a dezembro de 1909, perfazem um
total de 3650 dados.

A Figura 5.3 mostra o grafico da série temporal dos niveis de 4gua na bacia
do rio Parand em dados diarios de 1900 a 1909, contendo 3650 observagdes.

500
400 -
soo-|

200 -

To=o0  B00 1000 1400 1800 2200 2600 2000 3400

Figura 5.3: Série temporal dos niveis de dgua na bacia do rio Parana.



A Figura 5.4 mostra o resultado do periodograma da série temporal dos
niveis de dgua na bacia do rio Parana , com freqiiéncia no intervalo de (0, 70).

30 +07
2.50+.07
204+07
1.Sc+07

1o+07

So+ 00

Figura 5.4: Periodograma da série temporal dos niveis de dgua na bacia do
rio Parana com N = 3650.

Observe que o pico mais alto é o ponto com abcissa = 11, excetuando-se
a freqiiéncia zero. Entao , podemos fazer a seguinte relacio para encontrar
o periodo

3650
P % ~ 331, 81 dias,

o que corresponde a 11 meses, aproximadamente.

Desejamos analisar a série temporal dos niveis de d4gua na bacia do rio
Parand e descobrir se esta série temporal € oriunda de um processo estocastico
que se enquadra nas hipéteses do Teorema 4.1.

Como a série temporal dos niveis de dgua na bacia do rio Parana nao é
estaciondria ndo poderemos aplicar o Teorema 4.1 em toda a série. O que
podemos fazer é trabalhar com a série temporal particionada e considerar a
sub-série estaciondria. Para isso dividimos a série temporal dos niveis de dgua
na bacia do rio Parana em trés partes onde ela é estacionaria. A primeira
sub-série vai da observacao 1 até 1081, a segunda sub-série do dia 1405 até
2496 e terceira do dia 2469 até 3560.



Para encontrar o periodo através dos cruzamentos de ordem superior,
aplicamos & primeira sub-série (1 até 1081) da série temporal em questao um
certo operador linear para suavizar e reduzir o ruido presente nas observacoes.
O operador usado é o filtro recursivo simples de primeira ordem, £, dado na
Defini¢ao 3.7, com a = 0,9. Seja {X,}X, a série temporal sem a média dos
dados no mtenalo (1. 1081), isto ¢é,

.x’g = ..\'[ = .\u—g,
sendo {X,}Y, a primeira parte da série temporal original, X, = 310,42 a
média dos dados observados e N = 1081.
Aplicando o filtro recursivo simples de primeira ordem (ver Defini¢do 3.7),
dado por
Zi=L(X)=(1~-a) X;+aLl(X,), t=1,---,1081,

utilizamos o processo {Z;;t € Z} para encontrar os valores Dy, onde N =
1072 reservando as 9 primeiras observacoes para as sucessivas diferengas (ver
Exemplo 4.1).

Os primeiros dez Dy 's sao {6, 6, 336, 510, 690, 827, 876, 900, 908, 922}
e observamos que D; = D, = 6. Usando o Teorema 4.1 encontramos a
freqiiéncia angular correspondente a Dy = 6 que é

6,—-

wp = —— = 0,01091
=g A
cujo periodo é
P=—2" _ _ 3574
0,01001 _ 2011

0 que corresponde a 11,9 meses.

Na segunda parte da série temporal em questao aplicamos um filtro que é
uma combinagao de filtros lineares. Primeiro, usamos o operador defasagem,
B. conforme Defini¢cdo 3.5 e depois o filtro recursivo simples de primeira
ordem, £, dado na Defini¢ao 3.7, com n = 10 e o = 0, 9. Seja {X,} ¥, a série
temporal sem a média dos dados originais, isto é,

.i'; = X; - Xg,
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sendo {X,}7495; a segunda parte da série temporal original, X, = 380,15 a
média dos dados observados e N = 1091.

Usando a expressao (3.9), obtemos entdo uma outra seqiiéncia {Y;} da
seguinte forma )
)’t == (] + B)IO-X-!! b= 1, 05wy 1091!

onde B*X, = X,_; paratodo k = 1,---,10. Usando {Y;;t € Z} encontramos
uma nova seqiiéncia {Z;;t € Z} ao se aplicar o filtro recursivo simples de
primeira ordem (ver Defini¢do 3.7), dado por

Z,=LY)=(1-a)Y,+aL(Yiy), t=1,---,108L.

O processo {Z;;t € Z} sera utilizado para encontrar os valores Dy, onde
N = 1072, reservando as 9 primeiras observagoes para as sucessivas diferencas
(ver Exemplo 4.1).

Os primeiros dez Dy 's sao {6, 6, 102, 208, 281, 353, 391, 437, 473, 515}
e observamos que Dy = Dy = 6. Usando o Teorema 4.1 encontramos a
freqiiéncia angular correspondente a D; = 6 que ¢

6

Wy = = 0.01091
wo 1071 0,0109
cujo periodo é ;
P= m =30 r‘dlas,

o que corresponde a 11,9 meses.

Na terceira parte da série temporal dos niveis de dgua na bacia do rio
Parand aplicamos o mesmo filtro linear descrito acima, com n = 10 e a =
0,99. Seja {X,}/¥, a série temporal sem a média dos dados originais, isto é,

.};rg — ‘Yt - 1\_’5,

sendo {X,}33%, a terceira parte da série temporal original, X, = 241,14 a
média dos dados observados e N = 1091.

Usando a expressdao (3.9), obtemos entdo uma outra seqiiéncia {Y;} da
seguinte forma )
Y, =(1+B)"X, t=1,---,1091,
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onde B*X, = X,_, paratodo k = 1,---,10. Usando {Y;;t € Z} encontramos
uma nova seqiiéncia {Z;;t € Z} ao se aplicar o filtro recursivo simples de
primeira ordem (ver Defini¢do 3.7), dado por

Z,=LY,)=(1-a)Yi+al(Y,y), t=1,---,1081.

O processo {Z;;t € Z} sera utilizado para encontrar os valores Dy, onde
N = 1072, reservando as 9 primeiras observagoes para as sucessivas diferencas
(ver Exemplo 4.1).

Os primeiros dez Dy 's sdo {6, 6, 61, 210, 290, 336, 410, 441, 481, 519}

e observamos que D; = D, = 6. Usando o Teorema 4.1 encontramos a
freqiiéncia angular correspondente a D; = 6 que é

wo= T —0.01001
T T
cujo periodo é
f).—
Pt s o G573
0.01091 357 dias,

o que corresponde a 11,9 meses.

Observamos que os periodos das trés sub-séries onde a série temporal
dos niveis de dgua na bacia do rio Parand é estaciondria sao iguais, P = 357
dias, obtido através dos Cruzamentos de Ordem Superior. Observamos ainda
que P = 357 dias estd muito proximo do periodo P =~ 331,81 dias obtido
utilizando a Analise Espectral Clédssica. O



6. CONCLUSAO E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Observamos, no Capitulo 4, que o Teorema 4.1. mostra a relacdo entre
estruturas oscilatérias e a igualdade entre sucessivos IE(Dy), para k € IN —
{0}, ou seja, para um processo estocdstico estaciondrio Gaussiano com média
zero, variancia 6% = 1 e fungdo de autocorrelagio de ordem h, a segiiéncia
{IE(Dy); k > 1} ¢ monétona nao decrescente e limitada e ainda se [F(D,) =
IE(D,). o processo estocastico ¢ uma sendide pura.

No Teorema 4.2. foi respondida uma pergunta natural baseada no resul-
tado mostrado na parte (a) do Teorema 4.1., isto é, para que valor converge a
seqiiéncia {IE(Dy); k > 1} quando k — oo, ja que ela é monétona e limitada?

Pelo Teorema 4.2. vimos que

IE(Dy
% — w", quando k — oo,

onde w* é a maior freqiiéncia positiva do suporte espectral.

Comparando os resultados obtidos nos Exemplos 4.2, 4.3 e 4.4, onde usa-
mos a Andlise Espectral Cldssica e aquela através de Cruzamentos de Ordem
Superior, observamos que eles sio muito proximos da freqiiéncia angular
mais proxima de 27, propriedade esta dos Cruzamentos de Ordem Superior
mostrada no Teorema 4.2.

O Teorema 4.3, mostra uma analogia entre os casos aleatdrio e deter-
ministico em relacao as fungées de distribuicdao Fz e F, respectivamente.
Observamos que a degenerecéncia da F' é andloga a singularidade na carac-
terizagao de uma sendide pura.

Mostramos na se¢ao 4.1. uma prova para um resultado andlogo a parte
(b) do Teorema 4.1. em que as hipéteses eram menos restritas ja que nao
assumimos Gaussianidade para o processo AR(2). Aproximamos duas es-
perancas sucessivas de cruzamentos de ordem superior, e com isso obtivemos
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um processo estocastico {Z;;t € Z} que é uma sendide pura dado por

Z, = Acos(wt) + Bsen (wt), t € Z

7IE(D)

com w =~

No Capitulo 5, onde aplicamos o Teorema 4.1 na série temporal das man-
chas solares, observamos que a freqiiéncia encontrada é a mais forte no su-
porte espectral.

Ainda no Capitulo 5, antes de aplicar o Teorema 4.1 a série temporal dos
niveis de dgua na bacia do rio Parana foi necessario dividir a série em trés
partes pois a série temporal original nao é estaciondria. Observamos que o
periodo encontrado, usando Anélise Espectral baseada nos Cruzamentos de
Ordem Superior, é préximo do periodo relacionado a freqiiéncia mais forte
no suporte espectral encontrado usando a Analise Espectral Classica.

Portanto, concluimos que a Analise Espectral baseada nos Cruzamentos
de Ordem Superior é uma forma alternativa da Anédlise Espectral Classica
para verificar se existe periodicidade numa série temporal dada. Com a
vantagem de que, conforme o Teorema 4.2., a Andlise Espectral através dos
Cruzamentos de Ordem Superior detecta também a maior freqiiéncia positiva
do suporte espectral.

Como sugestdes para futuros trabalhos pretendemos analisar, através de
simulagoes, se é possivel a ocorréncia de um falso alarme, isto é, analisando
um grande nimero (na ordem de 10.000) de séries temporais simuladas sera
que ocorrem dois Dy 's iguais em séries temporais sem periodicidade?

Gostariamos de provar um resultado anédlogo ao Teorema 4.1. para pro-
cessos estocasticos estacionarios nao Gaussianos, por exemplo, usando dis-
tribuigoes da familia de Pearson (ver os Exemplos 4.3. e 4.4. que funcionam
bem mesmo para processos nao Gaussianos). Outro resultado interessante
seria analisar o grau de convergéncia dos Dy 's.

Seria também interessante saber se existe um nimero 6timo para a quan-
tidade de Dy 's. No trabalho Kedem e Slud (1982) os autores sugerem o uso
dos dez primeiros D} 's. Serd que esta quantidade de D, 's estaria relacionada
com o tamanho amostral N7
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8. APENDICE

Neste apéndice estdo apresentadas as rotinas, construidas através da lin-
guagem Fortran, que calculam os cruzamentos de ordem superior e encontram
0 processo estocastico diferenca de ordem k para qualquer série temporal e
ainda as rotinas que calculam os filtros lineares usados nas séries temporais
Manchas Solares e Niveis de Agua na Bacia do Rio Parana.

A rotina abaixo conta os cruzamentos de ordem superior de uma série
temporal através de duas formas diferentes: uma utiliza o Método 4.1 e
outra o Método 4.2. ambos vistos no Capitulo 4. Observe que N indica o
numero de observacgoes da série temporal estudada.

Voo to ot o o to To o To lo oo o Zo oo o oo To o Fo oo oo o do o o o oo o o o o o Voo o o Fo foto o o Vo oo Vo o Voo o o o o fo o
Implicit none

integer j,i,l,t N

real z(4000),x(4000)
OPEN(UNIT=861,fILE=’C:\MSDEV\PROJECTS\Dilson\Lad\kfLad0a9.dat’)
write(*,*) ’N=’

read(*,*) N

do 5 t=1,N

read (861,*)z(t)

5 continue

CCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeCeeeee
Esta usa o Método 4.1 da Capitulo 4.
CCCCLCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeee

do 21 t=1, N
if(z(t) .GE.0) then
x(t)=1
else
x(t)=0
end if
21 continue

i=0.0



do 31 t=2, N

=i+ (x(t)—x(t-1))**2
31 continue

write (*,*)’Hoc=’, i

CCCCLCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeCeeeee
Esta usa o Método 4.2 da Capitulo 4.
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeeee

1=0.0

Do 20 j=2,N

if (((z(j).1t.0).AND.(2(j-1).ge.0))
+.0R. ((z(j) .ge.0) .AND. (z(j-1) .1t .0)))then

1=1+1
end if

20 continue
write (*,%)’total’,l

stop

end

Tl Je ool Te oo To T oo ToToTo o o o o o o o o o o o o o o T o o T o T 1o 1o 1o 1o o o o o a1 o o o T T T o o o o o o

A rotina abaixo foi usada para encontrar o processo estocastico diferenca
de ordem k. denotado por {V*X,},er (ver Defini¢do 3.9.) e dado por

iy Vil Vg W e
onde V é o operador diferenga dado pela Definicao 3.6.

T Tl T Tt To o To oo To o Vo oo oo fo Toto oo o To o o o fo o To o o o o ot o Yo Fo oo oo To o o to o Vo to o Yo o oo o o o
program tesDIFHOC
Implicit none
integer h,i,j,k,pf,qf,t,N
real soma,z(4000),fat(90),s(4000),w(4000)
OPEN (UNIT=860,fILE="C:\MSDEV\PROJECTS\dilson\Lad\kfLad0Oa9.dat’)
OPEN(UNIT=861,fILE="C:\MSDEV\PROJECTS\dilson\Lad\kfLadOal.dat’)
write (*,%) ’N=’
read(*,*) N
do 5 t=1, N
read (860,*) w(t)
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5 continue
write (*,*)’Valor da k’
read (*,*)k
if (k.EQ.1) then
do 200 t=1, N-9
s(t)=z(t)-z(t-1)
write (861,*)s(t)
200 continue

else
do 10 t=1, N-9
do 20 i=0, k
if ((i.eq.0).0R.(i.eq.k)) then
fat(i)=1
else
qf=1
pf=1
Do 30 j=i+1, k
pf=pf*j
30 continue
Do 40 h=1, k-i
qf=qf*h
40 continue
fat(i)=pf/qf
end if
20 continue
soma=0
do 50 i=0,k
soma= soma+((-1)**i)*fat(i)*(z(t-1))
50 continue
write(861,*)soma
10 continue
end if
stop
end

Voo o oo oo o o ToToTo o Toh 1o s o oo o oo o o o fo o o o T o o T T fo o o do o Jo o o o oo o o oo oo o o o oo o T T o
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A rotina abaixo foi usada para aplicar o filtro linear, da Definicao 3.5,
isto €, )
Y, =(14+BYX;, t=1,N,
onde B¥X, = X,_, para todo k=1,---,10.

To oot To o T o To o oo to T o To o e oo Fo o o ot o o o To Vo Fo o o o o Fo 7o oo To ot o o Fo o Fo Fo o o oo o o Fo o fo o
program filtrol0
Implicit none
integer h,i,j,pf,qf,t,N
real soma,z(4000),fat(90),s(4000)
OPEN(UNIT=860,fILE=’C:\MSDEV\PROJECTS\dilson\Lad\Lad-Med.dat’)
OPEN(UNIT=861,fILE="C:\MSDEV\PROJECTS\dilson\Lad\fLad0a9.dat’)
write(*,*) ’N=’
read(*,*) N
do 5 t=1, N
read (860,*) s(t)
z(t-15)=s(t)
5 continue
do 10 t=1, N-15
do 20 i=0, 15
if ((i.eq.0).0R.(i.eq.15)) then
fat(i)=1
else
qf=1
pf=1
Do 30 j=i+1,15
pf=pf*)
30 continue
Do 40 h=1,15-i
qf=qf*h
40 continue
fat (i)=pf/qf
end if
20 continue
soma=0
do 50 i=0,15
soma= soma+fat(i)*(z(t-1i))



50 continue
write(861,*)soma
write(*,*)soma

10 continue

stop

end

Tt oo e o Te T ToToTo oo o oo 1o o oo o o oo o o o o oo oo oo 1o 1o o oo oo o o Tl oo o o o o fo Lo o o o o o o o o

A rotina abaixo foi usada para aplicar o filtro linear recursivo simples de
primeira ordem, £. dado na Defini¢ao 3.7, com a = 0,9, isto é,

Zyo= LIV =0 — 8] B aliLy), =1,

Dot ots ot toto oo lo e oo ot ot Toto oo oo o to oo o e ot o to oo ToTo o ot oo Voo oo oo o o o o to Voo Vo to Vo o e
Implicit none

integer t ,N

real z(4000),s(4000)

OPEN(UNIT=861,fILE="C:\MSDEV\PROJECTS\dilson\Lad\fLad0a9.dat’)

OPEN(UNIT=865,fILE="C:\MSDEV\PROJECTS\dilson\Lad\kfLad0a9.dat’)

write (*,%) ’N=’

read(*,*) N

do 10 t=1, N
read(861,*)z(t)
10 continue

s(0)=1
do 20 t=1,N
s(t)=(0.1)*z(£)+(0.9)*s(t-1)
write(865,*)s(t)
20 continue
stop
end

Tooo o oo o lo T o ToToToToToToTo oo o Jo o o oo o o o o ToTa T T T T o 1o Jo o oo o o Jo o o T T T o oo 1o o o o o o o
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