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RESUMO

A estrutura de uma construcio de N-andares ¢
modelada come um sistema massa-mola amortecimento com
de N-graus de liberdade através da equagao diferencial
matricial M X + C x + K x = F,

Sao estabelecidas condigbes para a determinacgio de
forma Unica dos coeficientes de rigidez e amortecimento,
considerando que a distribuicdo de massa €& conhecida.

A né@o-unicidade da matriz de rigidez é considerada

num sistema ndo-amortecido.

ABSTRACT

The structure of an N-story building is modeled as a

lumped mass-spring system with N-degrees of freedon through
the matrix differential equation MX+Cx+Kx-=F.
Uniqueness conditions for the determination of the
stiffness and damping coeficients are estabished under the
assumption that the mass distribution is known.
Non-uniqueness of the stiffness matrix is considered

with an undamped system.



INTRODUGAO

Devido ao grande aumento de construgdes em regides
sismicamente ativas, mais e mais prognésticos exatos da
resposta dinémica de sistemas estruturais - tornam-se
necesséarios. Tais prognésticos requerem um conhecimento das
propriedades dinadmicas dos sistemas considerados. Mais
precisamente, as distribuigdes amortecimento e rigidez, as
quais sfo importantes na variagio linear da resposta deve
ser investigada. Poucos pesquisadores tem tentado investigar
os aspectos Unicos associados com o problema inverso. [20].

Uma estrutura de N-andares ou um sistema solo de
N-camadas é modelado quando acoplado a um sistema de N-graus
de liberdade, consistindo de massa, mola e amortecimento.

Com o objetivo de melhorar o modelo analitico que
podemos construir para descrever um sistema estrutural, tem
sido realizados testes na éarea de engenharia civil em
represas, pontes, construgdes de grandes elevagodes,

Este trabalho consiste em determinar as
distribuigdes dos coeficientes de amortecimento e rigidez
conhecida a forga externa aplicada em um nivel especifico e
a resposta do sistema correspondente a um dos andares,
considerando conhecida, também a distribuigio de massa.

Inicialmente, foram estabelecidas propriedades das
matrizes de Jacobi frequentemente utilizadas no decorrer do
trabalho. Construimos de forma Unica tais matrizes dado um
conjunto de autovalores e autovalores da matriz truncada ou
entdo de um conjunto de autovalores e a primeira linha ou

coluna da matriz de autovetores.



Para um sistema amortecido ¢ mostrado que a
unicidade de resultados do problema inverso pode ser
estabelecida a partir da localizagdo apropriada dos
sensores, isto €, podemos determinar de forma unica as
distribuigdes dos coeficientes de amortecimento e rigidez,
quando a matriz de inércia for conhecida, aplicarmos uma
forga externa num nivel adequado e obtemos a resposta do
sistema num nivel pré-estabelecido.

Ainda considerando sistemas n&o-amortecidos, porém
assumindo que a forga externa é aplicada na base, obtemos
estimativas sobre o grau da nZo-unicidade.

Embora, o trabalho apresentado aqui foi motivado por
problemas em identificagdo de construgdes, os resultados
alcangados s@o aplicaveis na identificagéo de todos os
sistemas que podem ser modelados pela equagao
MX+Cx+KX=F.



CAPITULO 1

MATRIZES DE JACOBI

1.1. Introdugio

0 desenvolvimento deste trabalho envolve
essencialmente matrizes de Jacobi. Neste primeiro - capitulo,
serdo estabelecidas algumas propriedades deste tipo de
matrizes, as quais serfio frequentemente wutilizadas. O
pelinémic caracteristico de uma matriz de Jacobi, sera
definido recursivamente em termos dos menores principais.
Isto origina uma sequéncia polinomial do tipo Sturm, e
permite estabelecer que seus zeros sdo reais e simples, ou

seja, uma matriz de Jacobi possui espectro real isolado. [5]

1.2. Definicgfes
1.2.1. Matriz Positiva Definida.

Uma. matriz quadrada de ordem N, A, é dita positiva
definida quando sua forma quadratica for positiva, isto é,
XLAX>0, para um vetor qualquer X#0, onde x* i ndica o
transposto de X.

O seguinte critério, para caracterizar matrizes
positivas definidas, serd frequentemente utilizado: Uma
matriz quadrada de ordem N é positiva definida se e somente

se os N menores principais,

all a12
D=a_ , D2= Det ~ a g ik 3
21 22
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a a SCE
11 12 1N
a a a
21 22 2N
D= Det| . ; .
N . .
a a e B
| N1 N2 NN |

sdo todos estritamente positivos.

Notemos ainda que os autovalores de toda Matriz

positiva definida sdo positivos.

1.2.2. Matriz de Jacobi.
Uma matriz real, A, de ordem N, serda dita de Jacobi

se A for simétrica e tridiagonal. Por exemplo:

[a  -b 0
1 1
-b a -b
1 2 2
A= : _ o : (1.2.1)
-b
N-1
0 0 -b a
i N-1 N ]

Para uma. matriz tridiagonal simétrica A, seu
polinémio caracteristico pode ser calculado recursivamente.
Mais precisamente, se Pi[h) denota o i-ésimo menor principal

superior de (A-AI), entdo,

P,(A)=(a-A)P,_ (A)-b° P __(A), 1=2, 3, ..., N.
P (A)=(a -A)

PO(A)=1 (1.2.2)

11



Cada Pl(R] é um polinémio de grau i, e possui como

coeficiente lider (o de poténcia G| [—1)’, uma vez que

= (=1} , (1.2 3)

Uma sequéncia finita de polinémios qoth], qi[h],
; qN[A), é dita de Sturm quando satisfaz as  seguintes

propriedades:

a)O sinal de qo(h) é constante.
b)qi(k) e qbd{h) ndo possuem Zero comum. (1.2.4)

c}qi(A]=0 implica q1+1(AJq1—1 (r)<0.

Esta ultima propriedade €& conhecida na literatura
como sendo a propriedade de sequéncias de Sturm e
relaciona-se A separagédo dos zeros dos polindémios ql(A).

Para uma matriz de Jacobi, os polindémios Po(h},
Pl(h), Cee PN(A] formam uma sequéncia de Sturm. A condigéo
a)é 6bvia, b)é imediata por indugio. PI(AJ=(a1—h) e
P2[1)=(a2—h)(a1 —h]—b? ndo podem possuir o zero comum h=a1 ;
caso contrario teria-se que b1=0, O gque ndo ocorre com
matrizes de Jacobi. Suponha que Pbd(h] e Pi(h) nido possuam
zero comum. Se Pi(A) e PLH(A) possuem um Zero 2c0mum,
entdo Pl(“)=P1+1[“)=O' mas P1+1(a)=(al+1—a)Pi(a]—biPi_l{a]
implica bfppq(“]=0' 0O que é uma contradigédo pela hipdtese
indutiva, pois teriamos qu(a]=0 uma vez que bf>0.
Conclui-se que Pi[h) e Pi+1(h) ndo possuem zero comum.

c)Finalmente da relagéo de recorréncia (1.2.2) segue que

— 2
P, (0)=-b% P _ (a).

A seguir serd introduzida a fungdo de Sturm. Para

uma sequéncia finita de polinémios

12



qa{?t). qlth]. riE % qN(A},

define-se a fungéo Sr(h}. como sendo 1igual ao numero
cumulativo de mudangas de sinal na sequéncia de polindmios
qi(ll. i=0, 1, ... , r. Esta fungdo possui a seguinte
propriedade:

Sr{h) varia somente quando A passa através de um
zero de qr(h).

De fato; ¢é facil verificar que S;(h] muda somente
quando A passa através de um zero de um dos qs(A), s=r.
Portanto basta vermos que nenhuma mudanga de Sr(h) ocorre
quando s<r.

Suponhamos que qs(A°)=0, 1=s<r, entdo por (1.2.4-b)
qwdtho)io e qgﬂ(kolio tém sinais opostos. Os sinais da
triade qs_1(1°), qs(AO) e qS+1(A°) sdo portanto + O - ou
- 0 +. Suponhamos o primeiro, e que qs(h) € crescente numa

vizinhanga de 2%,

(Para os outros casos é analogo).

Sendo assim, os sinais da triade para valores de A
préximos e menores de AO sio +--, enquanto que para valores
préximos porém maiores que 2% s#o ++-.

Logo para valores menores ou maiores que Ao, existe
uma Unica mudanga de sinal na triade de polindémios, de forma
que a triade ndo contribui em qualquer mudanga de Sr(h)
conforme A passa através de A

Mas nenhum outro membro da sequéncia contribuira
em qualquer mudanca de Sr(h) conforme A passa através de ho.
No caso de A° ser um zero de qt(h), |[t-s|=2, nf#o havera
novamente nenhuma mudanca em Sr(A). Desta forma SP(A) néo

mudara no todo.
1.3. PROPRIEDADES

A seguir estabeleceremos propriedades dos polindmios

Pi(A), definidos para uma matriz de Jacobi.

13



Propriedade 1.3.1.
Seja A uma matriz de Jacobi de ordem N. Ent&o:
a)Os zeros do menor principal Pr(&) de (A-AI) s@o reais e
simples. Além disso, para Pr(ho)¢0 e Sr(?to]=k, temos que
Pr(J\) tem k zeros menores que i

b)Se P (A) e Pr 2(7&) tem um zero comum, entfio ele é ?L=a.r.
i ._

Prova.

a)Como Ps(}\]=(—1)shs + ..., temos que todos os Ps(~7k) serao
positivos para A negativo suficientemente grande, isto é,
A=x, de modo que Sr(a)=0: « pode ser igual a zero se A for
pesitiva definida. Por outro lado, para A suficientemente
grande e positivo , isto &, AzB, o Ps(h} alternaréa de sinal,
de modo que Sr(B)=r. Agora desde que SI_(A) pode crescer
somente quando A passa através de um zero de Pr(?l), segue
que todos os zeros de Pr(h} devem ser distintos. Pois se
A’ fosse um zero de multiplicidade par, entdo Sr(h} néo
cresceria em absoluto conforme A passasse através de hd
Caso A’ fosse um zero de multiplicidade impar Sr(?«}
cresceria somente por uma unidade. Além disso se Pr(?to) # 0,
Sr[103=k e como Sr(?c) s6 pode crescer quando A passa
através de um zero de Pr(?t), e Jja que os zeros sdo todos
simples, significa entdo que Pr(?t) tem exatamente k =zeros
menores do que gl

b)E imediato a partir da relagdo de recorréncia dada por
(1.2.2) e por (1.2.4-b).

Propriedade 1.3.2.
Seja A uma matriz de Jacobi de ordem N. Entdo o
numero de =zeros do menor principal Pr(A] de (A-AI)

satisfazendo «<A<B é exatamente Sr(B)—Sr(a).

14



Propriedade 1.3.3.

Seja A uma matriz de Jacobi de ordem N. Se AO é um
zero do menor principal Pr{h) de (A-AI), ent@o conforme A
passa através de hf e hf, o sinal de Pr_l(A)Pr(h] muda de

+ para - e Sr(A) cresce por unidade.

Prova.

Seja Pr(ho)=0 e srtxf)=k, (k<r). Como S (A) muda
somente quande A passa através de um zero, segue que
Pr_l{hg} e PP(AT} t8m o mesmo sinal. Logo Pr_l(A?)Pr(Af}>o.
Por (1.2.4~-c) temos que Pr_l(hf} mantem o sinal, porém
PP(AO) mudou. Portanto Pr_lthf)Pr(hf)<0 ¢ Sr{kf)=k=1, Jja

que as raizes de PP(A) sdo simples.

Propriedade 1.3.4.
Seja A uma matriz de Jacobi de ordem N e Pr[h) o
menor principal de (A-AI). Ent&o:
a)Os autovalores de A séo todos distintos, isto é, A1$A2¢
:AN.

b)Os zeros de PP[AJ e Pr_l(h) entrelagam-se uns aos outros.

Prova.
a)E imediato, pois os autovalores de A sdo exatamente os
zeros de PN(A), que sfdo todos distintos pela Prop. 1.3.1-a).
b)Se jam Hoe K, dois zeros vizinhos de Pr(h). Consideremos
P (1 )>0 entdio P (u')<0, também P (p )<0 e P (u')>0. Usando
r 1 r 1 r 2 & r 2 _

a Prop. 1.3.3. segue que Pr_i(p11>0 e_ Pr-x{“2]<0'
Desta forma Pr_l(h} muda de sinal entre “1 e p2 e portanto
existe, no minimo um zero de Pr_I(A) em (p1'“2)‘

Por (1.2.4-c) Pr+1(”t} e Pr-1£“1]’ i= 1, 2, tém
sinais opostos, logo Pr+1(u1)<0 e Pr+1(p2)>0. de modo que
Pr+1(l} tem também, no minimo um zero em (ul.uzl

Mostremos agora que P 1(?t] e Pr+1(R) tém um unico
o

15



zero em [“1’”2)' Suponhamos por absurdo que Pr_l(hl (ou
PP+1(A)] tenha dois (ou mais) zeros em (ul,pz), entdo pelo
mesmo argumento feito acima, Pr(h] teria um zero em (“1’“2]'

contrariando assim o fato de que M€ M, sdo zeros vizinhos.

Veremos agora 2 (dois) exemplos que mostram a
importancia da funcgéo Sr(h) na separacio das raizes de
Piih).

Exemplo 1.

Considere os polinémios: PI(A)=(2—A),
P, (2 J=A2-4r+3,
P_(A )=-22+622-10A+4.

Para A=0, obtemos: P0(0)=1. P1[0)=2, P2(0)=3, P3(0)=4. Desta
forma temos a seguinte sequéncia {1, 2, 3, 4}, para os quais
nao existe mudanga de sinal, logo Sr(h)=0, para todo r.
Similarmente calculando a sequéncia de Sturm, para A=2 e A=5
obtemos {1, 0, -1, 0} e {1, -3, 8, -21} respectivamente.
Portanto, 51{2)=0, 52(2]=53[2]=1 e 81(5)=1, 52(5]=2,
83(5)=3.

Exemplo 2.
N=3. Sejam llshashs, “1£“2 e v, raizes de Pa(l),
PZ[R) e PI{R) respectivamente.
Notemos primeiro, diretamente de (1.2.2), que
Pi(l]>0 quando A -ew, i=1, 2, ... , N.
Desta forma Pz{A)>0 para |A| +», desde que P2 é quadratica.
Além disso, por (1.2.4-c) P2(v1)<0, portanto
B < <. Analogamente P3 é cubico com P3(33>0 quando A -,
e desde que P1(p1}>0 enquanto P1(p2)<0 obtemos por (1.2.4-c)
que PS(u1]<0 e Pa(p2)>0. Logo Pé(h} tem uma raiz em cada um

dos intervalos (—m,ul], (ul,uz) e (p2.+m) e

16



u1<v1<u2, Ai<p1<kz<u2<h3.

Os polindmios Pl[RJ, Pa{A) e PS(A) estio
representados na figura 1(a) abaixo. Observe que as raizes
de PN(A), as quais s&@o os autovalores de (A-AI), séo
distintas. Isto deriva do fato de que os elementos fora da

diagonal de A séo todos diferentes de zero.

fig 1(a)

17



CAPITULO 2

Existéncia e Unicidade na Reconstrucao no caso de Matrizes

de Jacobi

2.1. Introdugdo

O objetivo deste capitulo é a determinagéo de uma
matriz de Jacobi, A, de forma unica.

Primeiro veremos que é possivel construi-la através
dos autovalores, (AlJT, e dos autovalores, (ui)fnl. da
matriz truncada, obtida eliminando-se a WUltima 1linha e
coluna de A. [7], [9].

Outro problema inverso estudado, é a determinacgédo de
tal matriz, através dos seus autovalores (Ai)f e sendo
conhecidos os valores da primeira (ou ultima) 1linha da

matriz de autovetores. [5].

2.2. Construgdo da Matriz de Jacobi
Denotemos por J a Matriz de Jacobi de ordem N, cujos
os elementos na diagonal s&o ai, az, s e Bo e com

N
elementos fora da diagonal, =-b, -b, ..., —bN, sendo que

consideraremos no que segue oS éi's zstritamente positivos.
Seja K a matriz truncada obtida eliminando-se a
ultima linha e ultima coluna de J.
Assim sendo as matrizes J e K tomam a seguinte

forma:

18



a, —b1 0 ] a, -b1 0
-bl a2 -—b2 —b1 a2 —b2
J= 0 . K= 0
a -b & -b
N-1 N-1 N—2 N-2
0 0 -b a 0 I ¢ A -] a
I N-1 N | L N-2 N-1 |

(2.2.1)

No sucessivo, os autovalores de J serdo denotados

por Al, 12, S S0 AN e os de K por ul, s s 5 M

2 N-1"

Teorema 2.2.1.

Dados dois conjuntos de valores espectrais {Al, Az,

y «-+ » M.}, 0s quais satisfazem

hu’} - {“1’ H N-1

2

A B AR S L <A <p <AL (2.2.2)

Entdo podemos construir uma matriz de Jacobi, J, de ordem N,
tal que os hj sdo os autovalores de J e u sdo os

J
autovalores de K.

Prova.
Dados os dois conjuntos de autovalores {hi, Aa’
AN} e {pl, By woe s “wq}’ ficam determinados os polinémios
N N-1
PN(h)jnl(RI-A) e PN_l(A)TEL(uj—h].

Como PN(A) e Pwd(h) representam os polinémios
caracteristicos de uma matriz de Jacobi, eles satisfazem a

relacdo de recorréncia (1.2.2),

19



P (\)=(a-A)P_(A) - cP__(A),

{2.2.3)

onde a=a, c:=b§__1 e Fn{h) ¢ o menor pricipal superior de

ordem i de (J-AI), também cada Pl{AJ € um polindémio de grau

. — N i
i, com primeiro coeficiente (-1).

Se jam:

PO = (- +a (=) ke

P s e g AT ¥ w8, (22,8

P = (0B g ()P4 v

Entdo, igualando os coeficientes de igual poténcia
nas equagdes (2.2.3) e (2.2.4) obtemos

a=aN_1—BN_2 (2.2.5)

c=aBN_2+BN_3—an2 (2.2.8)

gj—aﬁjf"‘—m’ , j=N-3, N-4 , ... , 1 (2.2 73

30-382—% : (2.2.8)

Os coeficientes de P estdo bem definidos desde

N-2
que c#0. Da definigdo de PN e PN_1 segue que

20



j=1 j=1 k=1
N-1 - N-1 N-1

Bes™), & By o= ) M -Ne
=1 j=1 k=j+1

usando (2.2.5) e (2.2.86), tem-se

N-1 j

& = [ (A, - n) ): Gie~ 4.
J=1 k=1

Da condig¢édo de entrelagamento nota-se que c¢>0. Desta forma
(2.2.3) ¢é determinado de maneira unica e Pﬂ_z(l) é unm

polinémio real de grau N-2.

Para continuar o processo devemos mostrar que os
zeros de PN_1(2\) e PN_zt?t) satisfazem a condicio de
entrelagamento.

Desde que PN_I(A)=0 para todos os autovalores M
obtemos de (2.2.3) que

N
jEI(Aj—uk) =0~-c Fu—z(p‘

e 18 k=1, 2y ... , N-1.

Desta condigdo e de (2.2.2) segue que o sinal de PN_zfpk} e
(-1)k+1. Consequentemente, o polinémio Pn-zo‘) tem um =zero
vk em cada um dos intervalos (p,k. (7 S 1 Isto caracteriza

k+1

todas as raizes v, v, ... , VP de P_ (A)=0. Onde
1 2 N-2 N-2

conclui-se que

<p

WP < .. < <p ;
IN.'l vl ”2 vz pﬂ“z n-1

N-2

21



Logo podemos repetir o processo usando PN_1 e Pu-z

e determinar an1 e buz’ e assim sucessivamente. 0 ultimo

coeficiente a é determinado de PI(A)=(a1-A)

Exemplo.
Se jam Ai=1, h2=6, A3=9, p1=4, p2=?. dois conjuntos
de autovalores.

Assim,

P (=P (A)=1 (A -2)= -2%+162%-69+54.
= y N R
P, (A)=P_(A)=T] [pJ A)= AT-11A+28.

De (2.2.3) obtemos
3 2 3 2
=A"+1BA"-69A+54 = =A" + (a+11)A" + (c-11a2-28)A + 28a~ca1,
Ja que PH_2(1}=P1(A)=(a1—A).
Igualando os coeficientes das iguais poténcias temos
a=a =5, c=14, logo b =%v14 |, a =43/7.
3 2 1
Usando P e P , tem-se
N-1 N-
A°-11a+28 = A% + (-43/7-a’)A + 43/7a’-c’.

Novamente por igualdade de polinémios temos,

a’=a2=34/7, c’=b1=90/49. Logo,
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43/7 -80/48 0

J=|-90/49 34/7 V14
0 -v14 5

Veremos a seguir que podemos construir uma matriz de
Jacobi, J, conhecendo o conjunto de autovalores de J, que
sio todos distintos, Prop. 1.3.4-a), e a primeira ou ultima
linha da matriz de autovetores.[5]. A demonstragio da
existéncia wusa o algoritmo de Lanczos, [Lanczos(1950),
Golub(1973), Golub and Van Loan(1983)].

Teorema 2.2.2.

Dado {Al, 12, cee h“}. conjunto de autovalores
onde 11<A2< i % <AN, e seja U a matriz de autovetores
normalizados, sendo conhecidos valores da primeira ou ultima
linha de U, ent&do pode-se determinar a matriz de Jacobi J,

onde hl, 12, ik 43 AN sio os autovalores de J.

Prova.

Provaremos para o caso em que a primeira linha da

matriz de autovetores é conhecida, isto é, (u“))N

T
Seja u(i) autovetores de J, temos
JuPl=a Wt (2.2.9)
Tomando U = [u(I), u(z}, I u(N)], entdo a condigdo de

ortogonalidade
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1 i=j
a P 5 = (2.2.10)
T lo i=j

produz UtU=I, também UUt=I.

De forma que

N
) Pt 5 (2.2.11)
o - rs
i=1
1 N
Se escrevermos x{r)={ui }, uiz), eése o ui )}
temos x(r}tx(5)= 3 .
rs
Como J é uma matriz simétrica e real, pode ser

diagonalizada, 1isto €&, o sistema de equagbes dado por

(2.2.9) pode ser escrito na forma

JU=UA (2.2.12)
onde A é uma matriz diagonal. Considerando

X=[x(i), x(2)’ e, X(N]]=Ut,
temos

XJ=AX,

ou seja
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[ a -b 0 ]
3 g
-b a -b
2 2 3
[x(”x(z}...x(ml ) . 0 =A[x“)x(2’...x‘m]
a =b
N-1 N-1
= ©Baa Py | (2.2.13)

a x - Bt T (2.2.14)

Multiplicando ambos os lados de (2.2.14) por x“}t

(nt_(2
X

considerando que x =0, obtemos

1t 1
a___x() (1)

Ax ; (2.2.15)

(1) (1)

Tomando d(2’=a1x - Ax (2.2.18)

Se |l th)“z =1, onde |l é a norma quadrada do L2 de x,

II2

t 2 2 2,172
b 4 = K X X = o A e S NN B 4
[ uz co L = S X o)

L)

temos que b1 pode ser escolhido como

- (2)
b=I11a®1,

(2207

o (2)_ d
entdo x =
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Assim estdo determinados a1 e bl. Consideremos a

i-ésima coluna do sistema de equagdes dado por (2.2.13)

_bl_ix“-”"' alx(}.)_bix(i+1)= AX“). (2.2.18)

2 (1)
Numa etapa anterior encontramos x de modo que

x“)tx{i_1)=0, logo podemos escolher a, da seguinte forma

= LR L1 (2.2.19)
entéo
(1+1)
N (1+1) (1+1)_ d -
e bi_Hd ”2, X = T » 1—'2, 3, ... , N.
(2.2.21)

Existem outros métodos numéricos de construgido de
uma matriz de Jacobi. Boor e Golup (1978), por exemplo
constroem wuma matriz de Jacobi através de polindémios
ortogonais ménicos, usande produto interno discreto, sendo
este processo considerado numericamente estavel. Ja o
método de Hald (Teo 2.2.1) é considerado instavel, pois os

polinémios PN s P g e weg P1 sdo encontrados cancelando-se

2" " N-3
sucessivamente os termos principais no par anterior de

polinémios.
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2.3. Unicidade da Matriz de Jacobi

Teorema 2.3.1.(Hochstadt). Seja J uma matriz de Jacobi de
ordem N, e K a matriz truncada. Ent&o podemos determinar

unicamente J pelos autovalores hl, A, c.v 5 A e K, M,

2 N

i B de J e K, respectivamente.

N-1

Prova.
Seja u=u(A) autovetor de J. Entdo u(A) satisfaz a

equacgdo diferencga

(ai-h)ul—blu;o (2.3.1)
—b1u1+(a2—h)u2-b2u3=0 (2.3.2)
-—bi_lul_1+(ai—1)ui~biu“1=0 (2.3.4)
—bu_guu_2+(an_1~h}uN_l—bN_luN=0 (2.3.5)
-bN_luN_lﬂaN-MuN:O. (2.3.8)

Podemos escolher a primeira componente do vetor u igual a
um, isto é, u1=1.
Agora AJ é autovalor de J, se a solugéo u satisfaz
a condigdo de fronteira (2.3.6), com A=hj. Igualmente
temos que uj é autovalor de K, se a solugao u1 satisfaz
(2.3.5) com A=pj, desde que uN(uj) é zero, uma Vvez que
N-1 -
Suponhamos que exista uma outra matriz de Jacobi J,

com elementos na diagonal 5! e elementos fora da diagonal

—Ei, onde os bl’s s@o estritamente positivos, e tal que os
autovalores de J e K coincidem com os de J e Kk
respectivamente. Se jam u(hj) e v(hj) autovetores
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correspondentes aos autovalores hj de J e J respectivamente.

Desta forma
Ju(a )=A ul(a Jv(A )= .
u( j) ju( j) e Jv( j) hjv(lj)
Se multiplicarmos ambos os lados da primeira equagdo por
v(lj)t e da segunda equacdo por u(AJ)t obtemos
v(aj)tu - D@ =0 , 3=1, 2, ... , N. (2.3.7)

Da mesma forma sejam u(uj) e v(uj) autovetores de K e K

respectivamente. Usando o mesmo argumento anterior chegamos

a
v(uj)t(l( - Bue)=0, =1, 2, ... , N-1. (2.3.8)
Para cada um dos vetores u=(u1,u2, i % uN]t e
¥
Y=V sV w5 W) temos
s N
N N-1

t
= N
v Ju 1Z:laiuiv1 12; b1(u1v1+1 + u1+1vi)' (2.3.9)

Consideremos agora a seguinte fungdo auxiliar

N
F(A) =) (a3 )u v Q)+
e N-1
1;‘“"151”“1"”"“1‘“ +u (v @),

onde ul(A] é a solugdo da equagdo diferenga (2.3.1)-(2.3.6)
e vi{A) ¢ definida igualmente para a Matriz de Jacobi J.
Usando (2.3.7) e (2.3.9) segue que F(Aj)=0 para

todos autovalores Aj de J e J.
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Desde que unnﬁ)=vNUﬂ)=0 para todos os autovalores
,uj de K, temos que para A=u} o Ultimo termo em cada soma de
F(A) é zero. 0O que resta é o lado esquerdo de (2.3.8).

Portanfo F(p,)=0 para todos autovalores pj de K e K. Como os

J
autovalores de J e K se entrelagam (Prop. 1.3.4-b) a funcgao
F é zero em pelo menos (2N-1) pontos distintos.

Segue de (2.3.1)-(2.3.86) que u!(?l] é um polinémio em
A de grau i-1, com primeiro termo
-1,1-1

_iLgal=l
u (A)=(-1)""b, .. b L

igualmente obtemos

-1 ,— = y=1
== 25y + ..
v, )=(-"" (b _ ... B)T A
0O primeiro somatérioc na definigdo de F é uma
combinagdo linear de N polindémios de graus 0, 2, ... , 2N-Z2.
Desde que todos os bi's sdo estritamente positivos, ndo

existe cancelamento no primeiro coeficiente de
ul(h)vi+1(h]+ui+1(hlv1(hl,

o qual é portanto um polindémio de grau 2i-1. Assim o
segundo somatério € uma combinagdo de N-1 polindmios de
graus 1, 3, ... , 2N-3.

Garantimos assim que F é um polindémio de grau no
maximo 2N-2. Mas, tendo pelo menos (2N-1) raizes, segue
que F ¢é identicamente nula.

Desde que os polinémios

+ u v
i 1 i+1 i+#1 1

sdo linearmente independentes, obtemos

a -a =0=-b +b , portanto a =a e b =b, f8 1, B wen 5 BB
s { g 11 1
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CAPITULO 3

Unicidade num Sistema de N-Graus de Liberdade Nao-Amortecido

3.1. Introdugao

Neste capitulo obteremos a equagdo matricial que
descreve um sistema mecénico no caso geral,- isto é,
M X+ C x + K x = F, porém discutiremos o problema
inverso para um sistema ndo-amortecido. (0 caso geral sera
visto no CAP. 4). [8], [15].

Este problema consiste na reconstrugédo da matriz de
rigidez através dos pélos e =zeros da fungdo frequéncia
resposta, considerande que <cada componente do vetor
deslocamento é conhecida. [5].

Observamos que para obter K, faremos uso das

propriedades relativas as matrizes de Jacobi.

3.2. Modelagem Matemitica do Sistema Vibracional de um
Prédio

Num sistema mecénico vibratérico com N-graus de
liberdade, ou seja, N coordenadas independentes necessarias
para a descricdo do movimento, existem duas classes gerais
de vibragdes: a livre e a forgada. A vibragdo livre acontece
quando o sistema oscila sob a agdo de forgas que lhes séo
inerentes, e na auséncia de qualquer forga externa.
Trabalharemos aqui com a vibragéo forgada, que ocorre quando
forgas externas atuam sobre o sistema.

Consideraremos também os sistemas amortecidos, cujo

efeito é retirar energia do sistema., Num sistema vibratoério,
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podemos encontrar muitos tipos de forgas amortecedoras.
Geralmente a descrigdoc destas forgas ¢é complicada,
utilizando~se assim modelos simplificados.

Em particular, serd considerado o amortecimento
viscoso, definido como sendo proporcional a velocidade.

Uma vez definido o modelo matematico da estrutura,
constitui um problema da teoria das vibragdes determinar a
resposta da estrutura, ou seja, os deslocamentos que se
desenvolvem nos seus elementos. )

Aqui estaremos interessados no problema inverso, ou
seja, consideraremos conhecida a forga externa e a resposta
do sistema relativa a esta forga e passaremos a determinar
as matrizes de rigidez e amortecimento, supondc conhecida a

matriz de inércia.

As estruturas das figs. 3(a) e 3(b) correspondem
respectivamente, a um modelo matematico de relagdes
"acdbes—deslocamentos"”, num sistema massa-mola-amortecimento
e sua relacgdo com uma estrutura de N-andares ou um sistema

solo de N-camadas.

L

7
L
T
3

fig. 3(a)
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fig. 3(b)

Para o i-ésimo nivel, denotemos por ml, ci e k1 a
massa, o coeficiente de atrito e o coeficiente de rigidez
(lei de Hooke) respectivamente. Seja f1 a forga externa que

atua sobre a massa mf
A partir da 22 lei de Newton, temos

mas=yF=F__. (3.2.1)

As equacgdes do movimento, para as massas ml, mz, dew m M

tomam a seguinte forma:
m X =-c X +c X -k x +k x +f
15 1590 A TACE e

x=cx-(c+c )x + cx+ kx- (k+k )x + k x +f
mx =c x,~lc fc Ix, Kt KX~ (kAR )X+ kox +f)

X - +e )X+ -(k_ _+k )x +f_.
NXN cN—ixN-i (CN—I CN)XN kN-lxN-l ( N-1 N) N N
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Escrevendo sob forma de matriz, temos

m, 0 1 c, e, 0 "xl
m . -c. c +c_ -c : .
2 1 2 2 X
2 2
+
) 0 ¥
0 -C
N-1 i
0 0O m X 0 0 -C c +C X
| N [Tn] | N-1 N-1- N|| N
% -k 0 } [x 1 [£.]
1 1 1 1
-k k +k -k X 1
1 72 2 2 2
+ =
0
“N-1
- +
i 0 0 ku—1 kn-1 kn_ ‘xNJ _f'NJ

Equivalentemente, surge a equagdo diferencial matricial de

segunda ordem
Mx+Cx+Kx=F, (49.2.9)
onde

M: Matriz diagonal das massas ou matriz de inércia.

K: Matriz tridiagonal positiva definida, dos coeficientes de
rigidez. Tal matriz é denominada matriz de rigidez.

C: Matriz tridiagonal positiva definida, dos coeficientes de
amortecimento, denominada matriz de amortecimento.

F = F(t): Forga externa
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3.3. Funcao Frequéncia Resposta
Num sistema ndo-amortecido, isto &, ct=0, suponhamos

que seja aplicada uma forga externa no i-ésimo nivel do tipo
iwt

exponencial, F(t)=Fe "~ . Assim a equagdo (3.2.2) toma a
seguinte forma
M X(t) + K x(t) = Fe'™, (3.3.1)

com

o

F=1].|F
o

— i-ésima posicao

-

Notemos que a equagio diferencial em x(t) dada por
(3.3.1) é semelhante a equacgdo diferencial ordinaria em y(t)
dada por

d2 iwt
m ——% +ky=fe", (3.3.2)
dt

onde a solucio geral de (3.3.1) é dada pela funcado
complementar e pela integral particular. A fungdo

complementar é a solug@o geral da equagdo homogénea

M x(t) + K x(t) = 0, (3.3.3)

o que representa fisicamente a vibrag@o livre do sistema, e
por outro lado, uma integral particular ¢ uma solugdo
qualquer de (3.3.1), sendo que é nesta parte da solugdo que
o movimento forgado do sistema esta representado. Procura-se

ent&o uma solucgdo de (3.3.1) do tipo
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'-|'x1{.t)' '¢1'
o x2(t} - ¢2 Q¥ _ ¢eiwt' (3.3.4)
_xu(t)_ -¢N_

onde ¢ representa as amplitudes dos x's no movimento
harménico, cuja frequéncia w é a mesma da forga externa que
excita o sistema sob consideragéo.

De (3.3.4) temos

b o
xl(t)
X(t) = |%,(t)] = —wope' ™, (3.3.5)

xN(t)

substituindo (3.3.4) e (3.3.5) em (3.3.1) obtemos

(-w’M + K)¢ &' = Fe'*™*
ou equivalentemente

(K - wM)¢ = F. (3.3.8)

Suponde que w ndo é a frequéncia natural do sistema

(w#w ), a matriz (K - w’M) é ndo singular. Logo
o= (- vM . (3.3.7)

De (3.3.4) segue que x(t) é dado por

(K - wM) Fe’™t,

(K - wM)IF(L). (3.3.8)

x(t)
x(t)
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Seja H(w)=(K - w'M)™'. Na teoria das vibragdes cada
componente Hlj[w} da matriz de ordem N, H(w), ¢é chamada
Fung@o Frequéncia Resposta, onde cada Hlj corresponde a
relagdo existente entre a entrada na posigio Jj, (Fj), e a

saida na posigdo i, (xi).

Observemos que é conhecida cada componente do vetor
x(t), logo, também de ¢(t).

3.4. Obtencao da Matriz K, através dos Polos e Zeros da
Fung¢do Frequéncia Resposta

Obtemos a fungdo frequéncia resposta através do

calculo da matriz adjunta de (K - sz) e do seu

determinante, isto é,

i 2
Hiw) = (K - woM) 1= 24J(K ~ v M) (3.4.1)

det (K - w°M)

Consideremos M, a matriz de inércia conhecida, e
analizemos os pélos e zeros de H(w). Os pbdlos sdo obtidos
pela solugéo de det(XK - woM), cuja solucdo é exatamente o
conjunto de autovalores do  problema de autovalor

generalizado:

(K - sz)x = 0, com x#0. (3.4.2)

Os zeros séo obtidos pela resolugédo de det C1=0, onde Ci é a
matriz de ordem N-1 obtida a partir de (K - W°M) tirando-se
a i-ésima linha e a i-ésima coluna, tal solugdo €& a mesma do

problema de autovalor generalizado:
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(K - sz]x =0, com x1=0, (3.4.3)

pois os valores da i-ésima coluna de (K - w’M) nao importan,
podendo ser substituidos por (0, O, ... , 1, ... ,O)t. temos
L i-ésima posiGéo
entdo que o calculo do determinante de (K - WM) com a
i-ésima coluna substituida recai no calculo do det Cl.
A matriz K é, portanto, obtida a partir dos pélos e
zeros da fungdo frequéncia resposta, que s@o respectivamente

os autovalores dos problemas de autovalor generalizado

(K -wM)x = 0, x=0, e (K-w°M)x = O, x,=0.

Fazendo:
M = M1/2M1/2
AP
G M2 B (3.4.4)
A=W
A % M-i/QKM-l./Z’
obtemos o problema de autovalor
(A - AI)u = 0. (3.4.5)
Portanto, determinados os dois conjuntos de
autovalores , determinamos a matriz A usando Teo. 2.2.1.,

ficando assim determinada K, a matriz de rigidez, por
(3.4.4), uma vez que a matriz de inércia M é considerada

conhecida.
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Exemplo.
Se jam m1=1, m2=1, e m3=2. Os pdlos hi=1, h2=8, A3=9

e 0S zeros “124 e prT.

Os pblos sdo os autovalores de A, e os zeros sdo os
autovalores da matriz truncada. Assim pelo Teo. 2.2.1, segue

que A € dada por

43/7 -90/49 0
=[-80/49 34/7 -vi4d
0 -v1i4 =)

portanto, por (3.4.4) determinamos a matriz K:

43/7 -90/49 0
K=|-80/48 34,7 -v28
0 -v28 10
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CAPITULO 4
Unicidade num Sistema de N-Graus de Liberdade Amortecido

4.1. Introducao

Estudaremos como determinar unicamente as
distribuigdes dos coeficientes de rigidez e amortecimento
num sistema de N-graus de liberdade. Para isto assumiremos
que a matriz das massas, M, é conhecida a priori, que a
fungdo forca a qual excita o sistema é igual a zero quando
t=0. Consideraremos ainda, que a fungdo forga gerada pelos
excitadores é ndo nula sobre um intervalo finito durante
testes de vibracéo.

Veremos que um correto posicionamento dos sensores,
em algum nivel especifico, sendo conhecida uma componente do
vetor deslocamento, Jjunto a aplicagdo da forga externa
num nivel adequado, nos conduz a unicidade das matrizes K e
G Tavl; [18]

Além disso, consideraremos um sistema n&o-amortecido
e obteremos a matriz de rigidez. [20].

Usaremos para determinar tais matrizes, propriedades

relativas a transformada de Laplace.

4.2. Formulacio do Problema Amortecido

Consideremos a equagdo diferencial matricial dada
por (3.2.2)

M%+Cx+Kx=F(t) (i.2.4)

onde

F(t) = [0,0, ... ,0,1,0, ... ,O]tfi(t) = e £ (t).
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Tomemos as fungdes f‘1 absolutamente integréaveis e de
crescimento exponencial limitadas. Aplicando transformada de
Laplace na equagdo diferencial de 22 ordem, dada por
(4.2.1) a fim de reduzir tal sistema diferencial a um

sistema algébrico, temos

(Ms*+Cs+K)X(s) = e F, (s) ; (4.2.2)
onde s é a variavel transformada, X(s) e F1(S) sdo as
transformadas de x(t) e fxtt) respectivamente, com

x(0)=x(0)=0.

Podemos escrever (4.2.2) como:

AX(s) = eiFlis) (4.2.3)
onde
al(s) _b1{3) o 0
_b1(s) az(s) —be(SJ
A=
0
—bH_l(s)
i 0 0 —bN_ (s) aN[sJ -
e
bl[s)=cis+kl, i=1,2, ... , N,
a (s)=m s®+b _(s)+b (s), 1i=1,2, ... , N, (4.2.4)
k =c =0.
0 0

Notemos que A é uma matriz de Jacobi.
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0 problema consiste em determinar as distribuigdes

dos coeficientes de rigidez e amortecimento unicamente.

Denotemos:
—Ri(s) como sendo o i-ésimo menor principal inferior
de A. Rl(s) @ um polinémio em s de grau 2(N-i+l),

satisfazendo a seguinte férmula de recorréncia

R (s)=a (s)R  (s)-b(s)R (s),  i=1, 2, ... , N.
R,,,(s)=1
RN+2(S]=O (4.2.5)

-Pi[s) como sendo o i-ésimo menor principal superior
de A. Pi(s] é um polinémio em s de grau 2i, que satisfaz a

férmula de recorréncia

» _p2 -
P (s)=a (s)P  (s)-b _ (s)P __(s), 1i=1, 2, ..., N.
P =1.
0
P_ =0 (4.2.8)

—&1[8) como sendo o determinante da matriz obtida de

A, substituindo a j-ésima coluna pelo vetor e -

Assim  sendo, podemos  resolver (4.2.3) pela
transformada da fungio resposta no N-j+l-ésimo andar, XJ(S}.

da seguinte forma:

61(5)

XJ[S) = RITT Fi{S), (42.7)
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A (s)
onde ﬁLTET € a Fung@o Frequéncia Resposta, definida como
1

sendo a relagdo existente entre a entrada na posigdo i e a

saida na posicgdo Jj.

Ve jamos algumas propriedades dos polinémios Ri(s) e

Pi(s), como também de suas fungdes auxiliares ri(s] e pl(s).

Propriedade 4.2.1. )
Se jam Ri(S] e Pi(S) definidos anteriormente,

satisfazendo (4.2.5) e (4.2.8), respectivamente. Ent&o:

a)lim PI(S] =mm ... m, 1=, B sv5 4 Ns
S0 21
s
Biiim MIS g m . m. i=1, 2, N
530 2(N-1+1)
S
P (s)
c)lim i = mi' =1, 2, N
s-0 2
s“P (s)
1-1
g R (s)
d“i: — e i=1, 2, . N
s s R (s)
141
. b (s) _
wiles A - Ry i=1, 2, ... , N.
S50 S
Prova.

a)Por indugdo: i=1.

Usando (4.2.6) e (4.2.4), segue que

T hi. N Ll

s 2  sx 2 s -0 2 1’
s s
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Suponhamos que lim pl(s]

— = mm_ ... m.
530 21 12 i
s
P (s)
Provemos i
os que lim  i+1 S o T ot
5 -0 s2{1+1) 1 2 Ii+1

Mas por (4.2.4) e (4.2.8), tem-se

2
T Pi+1{5) _ lin ai+l(s)Pi(s] bi(S}Pl—l(S)
5 -0 s2li+1) S0 s2{1+2)

2 2
Lin [m1+15 +b1(5)+bi+1(s)JPi(s) bl{S)Pi—l{S)

2(1+1) 2(1+1)
s 00 5 s
=lim mi+1P1[S] + lim b1{S)P1(S} + lim b1+1{S)P1(S) +
s-30 21 S0 2(1+1) s-%0 2(1+1)
s s s
b2(s)P (s)
- 1lim i i-1
s-50 2(1+1)
s

usando a hipétese de indugdo na primeira parcela e o fato de

que os trés Gltimos termos - 0 quando s-w, temos

P (s)

lim " 1+1
mm ...mlm

S %0 S2(1+1) T T4 1+41°

b)Por indugdo: i=N.
Usando (4.2.5), tem-se

. o
RN(S)—aN(S)—mNS +bN_1[s)+bN(SJ,
por (4.2.4), segue que

-
Rn(s}—mns + [cN_1+cN)s + ku—1+kn'
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logo

1im R (8) _ .
S0 52 N
. R (s)
lim i
_ = % 5 =n+l, s 5 N
Supondo que - sz‘""+1) mlmi+1 mN i=n+1 ‘ N
1m  R(8)
Provemos que ——— =mmn ve. I,
S-)0 SE(N—n+1) n n+l N

Podemos reescrever Rn(sl, usando (4.2.5) como

- i
Rn(s) = ah(S)Rn+i(S] bn(s)Rn+2(s], logo

' 2
Rn(s) ) an(s) Rn+1(s) bn(s) Rn+2 1

2(N-n+1) 2 2(N-n) 2 2(N-n-1) 2 '
- ( " g ( n) 54 " ( n-1) of

por (4.2.4), tem-se

R (s) mso+b (s)+b (s) R (s) b2(s) R (s)
n n n-1 n n+1 n n+2 1.

2(N-n+1) 2 2(N-Nn) 2 2(N-n-1) 2
S s S S S S

Agora tomando limite quando s » em ambos os lados da

equagdo acima, e aplicando indugfo, obtemos

R (s)
n

lim
—_—=mn PRS- || R
sS—90 Sz(u—nn) n n+l N

uma vez que o segundo termo — 0 quando s-w.

c), d) e e) seguem imediato usando a), b) e a definigdo de

bx(S}’ respectivamente.
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Definiremos a seguir as fungbes auxiliares rl(s) e

pi(s), em fungdo dos polindmios Ri(S] e Pl(s).
respectivamente.
bi(s) P1-1{S)
pi(S]= = bi(S]Pi'[—S) o i=1, 2, s 5 M
b (s) R (s)
-1 N i+1 o
P1-1(5)_ = 1 bbd(S) _ﬁ:TET_ ; i=2, ... , N+1.

Propriedade 4.2.2.
As funcgdes Pz(S} e pi(s) definidas acima satisfazem

respectivamente, as seguintes relagdes de recorréncia:

b (s) ms + p1-1(5}

bi_l(s) ms + ri(S)
b}rhd{S)z - m15+b1-£T§)/s+Pi(§7 ’ =g He sen 0 B

quando m_  =w
N+1

Prova.

bi(s) P1-1(S)
a)Por definicéo, pi(s)= = 1 - bi(s)_ﬁ_TgT_ =
i
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_bi[ern(s}-bl(s)Pi_i(s)
s

PI(S) ], usando (4.2.6), temos que

pl(S) =

2
bi{S)[ai{S)Pl-1(5)_b1-1{S)P1—2(S)-b1(S)Pi—1(5)]
s ]

2
ai(s)Pi_1(5)—bi_1(s)Pi_2(s)

usando (4.2.2), tem-se

=1 1=2

pi(s)” :

b (5}[(m152+b1-1+b;]p1-1(5)_b
s

2
P (S)-bipi-i(s)]

2 2
(mls +b1-1+b1)P1—1(S)-b1-1pz-2(5)

dividindo numerador e denominador por sPll(s), temos

bi{S)[&15+(b1—1/5)(1-b1-1p1—2(5)/P1-1{s))]

e VT T I ) [ 6 = N A TR
i i i-1 i-1 1-2 i-1

e o resultado segue.

A outra parte segue de maneira andloga.

Propriedade 4.2.3.

As fungdes pl(s] e rl(s) definidas acima satisfazem:

a)lim pi(s)=c1 e lim PI{S]=Ci' i=1, 2, ... , N,
5300 5 =300
&2 ¢?
b)lim (p (s)-c )s=k - oL @ lim (r (s)-c )s=k -
sS-300 i S0 i+1
1i P (s) i
% i =Vm, =1, B s s W
520 S = 1

1=1
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Prova.

a)Pela definigdo de pl(s) e por (4.2.4), obtemos

(c s+ki) bits) Pi_lts)

_F Ty 2
p, (s)= s Sk P1(S)

s

s

Tomando limite quando s»w e usando a Prop. 4.2.1-c), tem-se

lim pi{s)=cr
sS=00

A prova para rlts) segue de maneira andloga.

b)Pela definicdo de pl{s) e (4.2.4), segue

2
-+
(CIS kl) Pi-l(S} 2

(PI(S]—ci}s = ki— = P1(S) a7 Tomando

S

quando s+, em ambos os lados da equagio acima e

Prop. 4.2.1-c), obtemos

2
c
lim (pi(s]-c‘ )s=ki— ml—

S=00

A outra parte segue de maneira andloga.

c)Segue por indugdo.

pl(s) m

= [018 + ki) :

i=1.

= :
m s +c s+k
1 1 1

Tomando limite quando s-0, temos lim pl(s) .

s=0 S 1
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Suponhamos que o resultado ¢ valido para n=1, 2,

Temos entéo,

pi[s] mi+pi_1(s]/s

) m s%/b (s)+1+(p _ (s)/s)(s?/b (s))

onde segue que

lim pl(S} lim “1-1

s=0 s i s3>0 S i 1

I
=2
+

I
=

+
=

i

LG

E]

4.3. Resultados sobre Unicidade

A unicidade das distribuigdes dos coeficientes de
rigidez e amortecimento ¢é possivel sob certas condigdes
que dependem da localizagfio apropriada dos sensores,
assim como da aplicagéo da forga externa num nivel adequado.

No que segue, consideraremos um sistema do tipo

MX+Cx+Kx=F

%x(0)=x(0)=0. (4.3.1)

4.3.1. Unicidade no Extremo Superior

Assumiremos que um vibrador esta localizado no andar
mais alto de uma estrutura, ou seja, a forga externa é
aplicada no topo. Consideraremos também que a resposta xl(t]
do sistema é dada neste andar, onde x1(t} significa que um

sensor esta localizado no topo.
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Consideraremos ainda que o sistema estd em repouso e
equilibrio para t=0, que a fungdo forga a qual excita o

sistema é continua, e &€ zero quando t=0.

Teorema 4.3.1.

Dada a matriz das massas, M, a forga externa
aplicada no topo, fllt), e a primeira componente do vetor
deslocamento, xl(t), de um sistema dado por (4.3.1), entdo
as matrizes de rigidez e amortecimento podem ser

determinadas de forma uUnica.

Prova.
Comegaremos determinando k1 ec., da seguinte forma:

Fazemos em (4.2.7), i=j e obtemos

P_ (SR (s)

R1(S)

Xi(s)— Fl(s), (4.3.2)

Como i=1, a equagdo (4.3.2) torna-se,

Rz(s}

Xl(S) = R'T(S—] FI(S}'

ou
2
F1(S)~Ri(s) _al(S)RZ(S)_bl(SJRS{S) - ]-b2( }RS(S)
X (s) R_(s) R,(S) e R (s)
(4.3.3)

onde ths], RQ(S) e Rats) sfio polinémios de graus 2N,
2(N-1), 2(N-2), respectivamente.

Usando (4.2.4), segue que
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Fl(S) Ra(s)

= 2 R
Xi{si - mls +b1(5) bx{S)Rzisj

F1(S) g 5 Rs(s)
}*{—1‘(?)- _mIS = CIS“‘ki-bi(S]W y [4. 3.4)

dividindo ambos os lados de (4.3.4) por s,

X (3) —_ - - (4.3.5)

2
1 Fx(SJ B k1 bits) Ra(s)
- —ms|=c +
s 1 s a Ri(s
s 2

Tomando limite quando s»o em (4.3.5) e usando a Prop.
4.2.1-d) temos:

2
_ lim (cis+k1)

s lpl(S)—l'n's c i Sl S (4.3.8)
P Xlis) 1 1 s 3 ﬁ; = gl e

Calculado c, por (4.3.8), voltamos em (4.3.4) e obtemos

F1(S) v (k1+°15)2 Rsts) 5
G RR TR R Tyt BT

Tomando limite quando s9w, e usando a Prop. 4.2.1-d), temos

p F (s) c?
lim 1 2 1
o [KITET =M = 018] + 5; = k1 (4.3.8)

Determinado c, e ki, usamos (4.3.4) para obter P1(s)’

conforme segue:
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2
F1[S) e 1 cls+k1 ) b1(S) Rs(s] _ bl[s) el (S)RS[S)
Xltsi 1~ |s s s ths] S 1 Raisi
(4.3.9)
logo
FltsJ a4
i‘;m -— lTl15 g = PI(S). (4.3 10]

Assim, determinamos rl(s), bl(s} e por conseguinte, al(s).
Podemos entfo expressar rz(s) usando Prop. 4.2.2-b). Agora,

conhecendo as fungdes Pl(s), podemos determinar k e G ;
n n

n=i, i+1, ... , N, unicamente, usando os trés passos abaixo.
PASSO 1- ¢, = '™ r (s), pela Prop. 4.2.3-a) (4.3.11)
i s> 1 * Lo ' -
2
. lim
PASSO 2- k = + (r (s)—< )s, m =w,
i T 550 i i N+1

pela Prop. 4.2.3-b), Jja que c, é conhecido do passo 1.
(4.3.12)

PASSO 3- Agora com kl ec, calculados, usamos a Prop.
4.2.2-b), e obtemos

mi+1bi{s)—[mi+ls+bl[s]/s]ri{s)
ri[s]—bl(s]/s

r1+1(s) & (4.4.13)

Com Pﬂdts] determinado, voltamos ao passo 1.

Como consequéncia imediata deste teorema, temos que,
considerados dois sistemas com N-graus de liberdade,

cada um sujeito a uma forga externa aplicada no topo, fi(t),

j=1, 2, ... , denotando os dois sistemas por {ki, c. mi} e
{Ei, E;, ml}, e considerando que a resposta no topo é a
mesma, isto é, xi(t]=§i(t}, j=1, 2, ..., entdo k1=Ei e
G e =1 @ wws n N

Sl



4.3.2. Unicidade no Extremo Inferior

Temos unicidade neste caso, quando é conhecida a
forga externa aplicada no térreo, fn(t], e a resposta xN(t),
na mesma posicdo. Utilizaremos o mesmo processo da segédo
anterior para determinar unicamente as distribuigdes de
rigidez e amortecimento, porém comegaremos determinando kN e
Cy

Observemos que as equagdes (4.2.2) e (4.2.7) tomam a

seguinte forma respectivamente:

(Ms®+Cs+K)X(s) = g(s)F (s),

A1(S)
Xi(S) = -P_ng FH(S), (4-3. 14]

onde X(s) é a transformada de x(t), Fn(s) é a transformada
de fu(tJ e Ai é o determinante obtido de A por substituigio

da i-ésima coluna pela vetor g(s)=(0, 0, ... , cus+kn]t.

4.3.3. Unicidade no Meio

A unicidade de ci, ki, i=1, 2, ... , N, quando a
forga externa for aplicada no meio, pode ser obtida a partir
da localizagdo apropriada dos sensores. Assim, podemos
obté-la  quando conhecemos a resposta em dois niveis
consecutivos, e a forga externa (vibradores) for aplicada em
duas localizagdes diferentes, porém, adequadas. Mostraremos
entdo a unicidade em duas partes, conforme os teoremas

abaixo:
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Teorema 4.3.2.

Dadas as respostas xn{t) e xn+1(t], as massas m,

l=n+1, n+2, ... , N, e kn ouc . de um sistema dado por
(4.3.1), sujeito a forga externa fi’ i=n, aplicada a massa
ml, entao kl, Cl' 1=n, n+l, ... , N, podem ser unicamente
determinadas.

Prova.

De (4.2.3), obtemos

Xnél(S) Rn+2(S}
X—n{;r = bn(S)W . (4.3.15)

Primeiro obteremos bn(s), conforme segue:

a)Suponhamos kh conhecido. Usando (4.2.4), temos

X_,.(s) R ()
‘R:TET— = {Cns+knjﬁ:::T§T = (4.3.186)

Multiplicando ambos os lados de (4.2.15) por s, tem-se

n+1(8] Rn+2[S) 2 kn Rn+2(s)

X %R ° Ys R G
n n+1l n+1l

s®. (4.3.17)

Tomando limite quando s-» e pela Prop. 4.2.1-d), segue que

(s) c

lim an+1 _ n (4.3.18)
s»0 X (s) T m . s

Assim (4.3.18) determina c, e portanto também bn(s).

53



b)Suponhamos C .. conhecido. Por (4.3.15) temos,

(s) (c s+k )
n+1l _ n n
X (s)-X___(s) ~ 2 B
B e mn+IS +cn+15+kn+l bn+1(S)Rn+3/Rn+2
(4.3.19)
Expandindo em s, para valores grandes, obtemos
£ (s) c s+k c k b2 R
n+1 - _n n 1- n+1l + n+1 _ n+1 n+3 ...
X;TéT:Xn+1(s) m sm szm 32m R
n+1 n+1 n+1l n+1 n+2
(4.3.20)
de modo que
s%X (s) c s k
lim n+1 _n _ n__ n n+1
saw (X (s)-X (s) m 2
n n+1 n+1 m +1 mn+'.l
! (4.3.21)

Como ¢ & obtido de (4.3.18), e € é dado, entdo
kn pede ser unicamente calculado por (4.3.21), ficando
assim bn(s] determinado por (4.2.4). Podemos entao
determinar a razéo Rn+2(s)/ﬂh+1(s} por (4.3.15),

identificando completamente rn(s).

Basta agora usarmos os trés passos dados por

(4.3.11)-(4.3.13) para obtermos kl, c 1=n, n+1, ... , N.
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Teorema 4,3.3.
Se ja fi+1(t) a forga externa aplicada a massa L
de um sistema dado por (4.3.1).

Se x (t) e x +1'(t], n=i, os deslocamentos ocorridos
n n

nos (N-n+1) e (N-n+2)-andares, respectivamente, e m, i=1,

2, ... , n, sdo conhecidos, entdo podemos determinar de

forma uUnica kl, cl, 1=21, 2, iws 5 D

Prova.

Usando (4.2.3), obtemos
X (s) P (s) b (s)
— B _ & p (a)-2? n '
oy PR ) ()P ()P ()
n n-1 n-2 n-1

(4.3.22)

de forma que

XD(S) bn(s)
Xand BR8] 0 2ip  (8)-b% (8)(P _(8)/P _(s))
n n-1 n-1 n=-2 n-1

(4.:3:23)

Por (4.2.4), tem-se

X (s) c s
n - n "
X (s)-X (s)
n+1 n m

2
.S +bn—3[S}(l_bn-l[S)Pn—Z{S)/Pn-I[SJ)

k

n

2
ms™+b  (s)(1-b _ (s)P _ (s)/P _ (s))

+

Multiplicando por s ambos os lados da equagdo acima,

obtemos
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sX (s) c k
n n n

= +
Xn+1(s}—xn(s) mn+pn_1(57/s m_+p

=Y (4.3.24)

Tomando agora o limite quando s9yw, e usando Prop. 4.2.3-a),

segue que

sX (s) c
n n

lim -
sv X (s)-X (s) m (4.3.25)
n+1 n

n

Multiplicando (4.3.23) por 52, tem-se

s%X (s) c s k
n n n

= - -
X (81X (s) m+p (s)/s m+p  (s)/s

Tomando limite na equagdo acima quando s»0, e wusando Prop.
4.2.3-c), obtemos

s°X (s) Kk k
n

in E ; (4.3.286)

i 5 n
s-50 Xn+1(s}—xn(s] n-1

A partir de (4.3.25) e (4.3.26) c_ e kn sfo determinados,

n_1(5)/1’“(5] e também pn(s).

Mostraremos que dado pi(s], 1=i=n, podemos encontrar

conhecemos entdo a razdo P

kl e cl, 1=1=i, unicamente, usando os trés passos abaixo.

PASSO 1- ¢ = 1" p (s). (4.3.27)

S
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2
i C

PASSO 2- k. = '™ (p (s)-c )s + —* . (4.3.28)
S50 i 1 m

i
i

mlb (s)—(mls+bifsl/s)pl[sl
> (4.3.29)

RASSG 3= p1-1(5} = —bits}/s+p1(si

Uma vez determinado pbdfs). voltamos ao passo : i

4.3.4. Unicidade num Sistema Nao-Amortecido
Para um sistema ndo-amortecido, isto é, c!=0, i=1,
2, ... , N, o sistema de equagdes dado por (4.2.1) toma a

seguinte forma,

Mx +Kx = F(t). (4.3.30)

A unicidade do problema inverso de um sistema
nao-amortecido, pode ser estabelecida como num sistema
amortecido, isto ¢é, pela localizagéo apropriada dos
sensores e aplicagd@o da forga externa num nivel adequado.

O algoritmo wusado para determinar a distribuigao
de rigidez, neste caso, ¢ o mesmo usado nas segdes 4.3.1.,
4.3.2., e 4.3.3., quando tratamos de sistemas amortecidos,.
Desta forma temos unicidade num sistema  n&o-amortecido
quando conhecemos a forga externa aplicada no topo, e a
resposta no mesmo nivel, ou a forga externa na base, com a
resposta também na base. Ainda obtemos a wunicidade num
sistema ndo-amortecido a partir da localizagéo dos sensores
em dois andares consecutivos, desde que a fungdo forga, a
qual excita o sistema, seja aplicada em duas localizagdes
diferentes, porém, convenientes. Devemos considerar nos trés

casos, a distribuigdo de massa conhecida a priori.
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CAPITULO 5

Nao-Unicidade num Sistema de N-graus de Liberdade
Nao-Amortecido

5.1. Introducao

Consideremos um sistema de N-graus de liberdade né&o-
amortecido, isto é, ci=0, i=1, 2, ... , N. Assumiremos que a
matriz de inércia, M, é conhecida, e que a forga externa é
aplicada na base. Passamos a ver circunsténcias sob as quais
a ndo-unicidade é encontrada, juntamente com estimativas do
grau de ndo-unicidade em cada caso. Veremos que o grau de
nao-unicidade ¢é encontrado monotonamente crescente de
acordo com o aumento na altura do sensor, num sistema de
construgao, no maximo um para um sensor localizado na base
e no maxime N! para um sensor localizado no N-ésimo andar de

uma estrutura de N-andares. [20]

5.2. Formulag3io do Problema Nio-Amortecido
Considerando um sistema n&o-amortecido, o conjunto

de equagdes dado por (4.2.1), toma a seguinte forma:

Mx+Kx=F, (5.2.1)

onde
F é& a forga externa, que consideraremos do tipo
F(£)=(0,0, +:: , 0, k2(t))%, (5.2.2)
xl[t) significa que um sensor foi colocado no
(N-i+1)-ésimo andar.

Desta forma o sistema pode ser escrito como
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§ + Ay = fz(t) (5.2.3)
onde
i legx,
T 5
£i= 00,0 wus ku/ /mN ), t indica o transposto,
e pr1/2KBr1/2,
Assim a matriz A é dada por
a, -bl 0
-bl a2 _bz
A= i
0
a -b
N-1 N-1
0 0 -b a
( N-1 N |
k1 ki-i kx
com b1=__ § WS ————; i=1, 2, «.: o N, [5.2.4)
m m i
I oi+1
k =

Novamente A é uma matriz de Jacobi.

Tomando a transformada de Laplace em ambos os lados
de (5.2.3), e substituindo a variavel transformada por ivA |,
obtemos

(A - AL)Y = £2(a), (5.2.5)
onde Y(A) e Z(A) representam as transformadas de y(t) e

z(t), respectivamente.

Denotemos:
—Pi(A) como 0 i-ésimo menor principal de (A-AI),
~P0(1]=1,

logo
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Pu[h]=det(A-AIJ.

Onde, Pi(A) satisfaz a relagdo de recorréncia (1.2.2).

-Al é o determinante da matriz obtida de (A-AI) por

substituigdo de sua i-ésima coluna pelo vetor f.

Resolvendo (5.2.5) para Yi(h], obtemos

A
o i
Yl(h) = ?;TXT Z(A), (5.2.8)

usando (5.2.2), temos

i ku Pl l(l)
X(A)=— — Db b ...b ~ Z2(A),
i Vm_l‘ ‘/m—N\ N-1 N-2 i PN t A )

onde XI(A) € a transformada de xl{t). Desta forma podemos

usar (5.2.4) para obter

X (A) k_ K k P _(A)
s T (5.2.7)
APN) meme, m Pn A) T

Propriedade 5.2.1.

Se jam Pi(h]. os polindémios definidos anteriormente,
ea e b, definidos em (5.2.4).

Definimos por Ai a submatriz superior esquerda de

ordem i de A, entdo:

a)As submatrizes Al sdo de Jacobi,

kl ki-—l k‘l
b)dEt[Al) o m— n v m— " 1=1, 2, ; N
i i-1 1
Pi_l(O} m
C)Wz E—- » 1=2, 35 v N.
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Prova.
a)Imediato da definicgéo de AV
b)Se ja Kl a submatriz superior esquerda de ordem 1 de K,

por (5.2.3) resulta que

det(A)=det(x ) L 1 ... 1
1 i"m m m
1 1-1 1
Resta observar que det{Ki)=klk1_1...k1. Vemos isto
por inducdo.
Para i=1. det(K1}=kf
Assumimos que K1=k1KL4’ para i=n. Entao,
K = (k+k J)K -kK _=(k+k )kK -KkX =
n+l n n+l n n n-1 n n+l n n-1 n n-1
= k K =k :
n+l n n-1 n+l n
Portanto, det(K )=k det(K )=k k ... kk.
n+1 n+1 n n+tl n 21

c)Usando b) e a relagdo Pi(0]=det(A1), o resultado segue.

Propriedade 5.2.2.

Dados dois conjuntos {k!} e {Ei}, b=l 2% sae 5 M
Ent3o
N N = =
k P (A) k P (A)
m 32 |1 ) D (e i (5.2.8)
1=t m PN A) 1=i m ﬁuth)

se e somente se

= — ‘ (5.2.9)
PN(AJ PN(A)
Prova.
(=)Multiplicando (5.2.8) em cruz, e equacionando os
” N+i-1
coef'icientes de A , temos:
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5'_??‘
EIP__?\‘!

, © que nos leva a (5.2.9).

= =
]
n= =

(«)Considerando agora (5.2.9) e usando (1.2.3), tem-se

P_,A)=P () e P (A)=P (2],

onde segue que

det(Al_lJ=det{Al_1) e det(AN)=det(ANL

Usando a Prop. 5.2.1-b) e dividindo as duas equagdes acima,

temos

w

EIHWI

ﬁl , do qual resulta (5.2.8).
£ 0

1= =
= =

i1

Propriedade 5.2.3.
Seja A uma matriz de Jacobi de ordem N, com os ai’s
e bi's definidos em (5.2.4). PN(A}=det(A-AI]. Entdo a

poténcia dos ki’s na expansdo de PN(A) é no maximo um.

Prova.

Por definigéo,

= . e _1 tp)
PN(h) = det(A-AI) = § (-1) u1i1"'unlu’ (5.2.10)

quando p=(11, % wEe 4 iN) é a permutacédo de (1, 2, ... ,N)

2
e t(p) é o grau da permutagdc p. Desde que uij's séao
elementos da matriz tridiagonal (A-AI), muitos termos do

somatério acima sdo iguais a zero. Também observa-se que a
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mais alta poténcia dos ki’s é dois.
Para a estrutura tridiagonal da matriz, se os termos

na soma acima contém um elemento fora da diagonal

U deve conter também U Para cada termoc contendo o
a a a
produto u u existe outro com sinal oposto no qual o
aa+l a+la
produto é repassado para u u . Usando
aa a+la+l
k 1+ka
e
u = - A,
aa m
a
k

2
concluimos que o termo contendo k= se cancela.
a

5.3. Resultados sobre N3o-Unicidade num Sistema de N-Graus
de Liberdade Nao-Amortecido

Iniciaremos com um exemplo numérico, onde temos um
sistema de 3-graus de liberdade, no qual m, kl, i=1, 2, 3,
sdo reais e positivos.

Denotemos este sistema por um conjunto de 2x3
elementos, {ki, mi}, excitamos o referido sistema com um
movimento na base, z(t), e determinamos a correspondente
resposta no topo, xl(t}. A seguir, considere um outro
sistema de 3-graus de liberdade, {Ei, mi}, o qual
é excitado com o mesmo movimento na base, z(t), e obtemos
a resposta no topo, correspondente ao segundo sistema, que é

dada por il(t].

Assim, tomando para o sistema {ki, ml}, i=1, 2, 3,

m =1, m=1, m=2; k=1, k=1, k =2.
1 2 3 1 2 3
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Entao por (5.2.7) obtemos a resposta no topo dada por

X (A) k k_k 1
1 o B2 1

m3 m2 m1 Paihi

z(x)

pela Prop. 5.2.1-b), temos

ka kz k1
b~ det(A) e P3(11=det(h—ll).
< - |
no qual,
a =b 0 1 -1 0
1 1
A= |-b a -b | = =l 2 -va2 /2| ,
1 2 2
0 =b, 8 0 22 372

b=-—._..—,a=—~’ i=1, 2, 3.

Logo det(A)=1 e det(A—AIJ=P3(AJ=—AS+9/212"SA+1, portanto

_ det(A)
PS(A)

Z(A)

Xi(h) 5 :
+9/2A 7 -5A+1

Z2(A) =

_AQ

Resolvendo da mesma forma para o sistema {Ei, mi},

com m1=1, m2=1, m3=2; k1=1/2, k2=1, k3=4, encontramos

xitt) = xltt).
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Concluimos, entdo, que para um sistema de 3-graus de
liberdade {k, m}, excitado por uma forga externa na base,
z(t), =a qual produz uma resposta no topo, xltt).
considerando as massas m, i=1, 2, 3, conhecidas, a

identificagdo dos ki's, i=1, 2, 3, ndo ¢ unica.

Porém, para um sistema de 3-graus de liberdade, nas
mesmas condigdes que o anterior, provaremos no final desta

segdo que:

a) Se k1=5} entdo k2=5? e k3=E?,
b) Se k3=E? entdo k1=51 e k2=E?. ——_
e c) Se k =k_ entdo k #k e k #k T

2 2 | 3 3

2
se e somente se m=m (m-m).
2 1 < 2

Passemos a considerar o caso geral, ou seja, um
sistema ndo-amortecido com N-graus de liberdade, com m . kﬂ
i=1, 2, ... , N, reais e positivos. Denotemos novamente
este sistema por {ki, mi}. Consideremos uma forga externa
agindo na base, z(t), e determinemos a correspondente
resposta no topo, xl(t). Repetindo este processo, obtemos um
conjunto de respostas no topo, x?(t]. n=1, 2, ... ,
correspondente a um conjunto de movimentos na base, =z (t),
n=1, 2, ... . Com esses pares sob controle, {z"(t), x?(t)}.
passaremos a responder a seguinte questdo: Em geral, existem
muitos outros sistemas, {El, ml}, os quais produzem o mesmo
par {z"(t), x?(t)}, comc esses dados pelo sistema {kl, ml}?
(Pelo exemplo numérico anterior podemos ver que existe pelo
menos um outro sistema {Ex’ mi}, que produz o mesmo par
{z(t), xltt)}, e tal que os ki's, i=1, 2, ... , N, s@o todos
reais e positivos, isto é, o sistema ¢é fisicamente

realizavel).
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Teorema 5.3.1.

Dado um sistema {kl. ml}, k1>0, ml>0. =1 2 oz
N, que produz os pares {z (t), x?(t}}, entdo existem, em
geral outros N!-1 sistemas, {E;,mi}, os qualis produzem os

mesmos pares entrada-saida.

Prova.
De (5.2.7) e Prop. 5.2.1-b), temos

k k k
N N-1 1 1
m

B 1
m ...Ew—dEt(A)P‘_ﬂ'm-

Pelo exemplo numérico, podemos supor que existe pelo menos
um outro sistema {Ei, mi}, tal que para ambos os sistemas,
{kl, mi} = {El, mi}, a razéo XI(A)/Z(AJ é a mesma, para
todos os valores de A.

Assim,

[5.3.2)

Sabemos que PN(A) é um polinémio de grau N, cujo
coeficiente do termo de maior grau é dado por (—1)", logo
conhecendo Xi{h) e Z(A) podemos determinar det(A) e PN(A]
separadamente. Como,

PN(AJ = det (A-AI), (5.3.3)

usando a Prop. 5.2.2., chegamos a seguinte condigdo:

ﬁ&(l} = PN(h] = det (A-AI). (5.3.4)
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Para. determinar os ki’s, igualamos os coeficientes das
varias poténcias de A em ambos os lados de (5.3.4). Isto nos
leva a um sistema de N-equagdes algébricas ndo-lineares nos
kl's, as quais tomam a seguinte forma de acordo com a Prop.

5.2.3:;

N N
Lea.k = Fea k =b (5.3.5)
i =1 1 1 1.=4 1 1 &
1 1
N o N
L 2“211 1k1 = L Eaaix lki =b2
i >1 i = 12 1 - | 1. =1 12 1
2 1 2 1
(5.3.6)
N —_ — e
i ?i i ?1 i gitxnlii2 ! k11k’2 kl )
n n-1 2 1 1 & B
N
= I ) Le, e k., =b,
i >4 i »1 i =1 1 2 n 1 2 n
n n-=1 s ! 1
(5.3.7)
FE v B mkE oo w5, (5.3.8)
12 N 12 N N

Neste conjunto os bi's sdo todos conhecidos da
esquerda de (5.3.3) e podem ser expressos em termos das

raizes, Ai, da equacgao PN(A]=0, como segue:
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1 N
b2 =5 ¥ Ath i
i=1
Jj=1
1) (5.3.9)
bu = A1A2 AN
Observemos que o0s bl's, i=1, 2, ... , N, sfo todos

positivos, Jj& que eles s@o expressos em termos do produto e
soma das raizes de PN(A), que s3o todas positivas. Também
todos os a's s8o conhecidos, pois envolvem as massas m ., que
sao dadas. Notemos que os «’'s sédo positivos. De fato: Basta
verificar que todos os termos que aparecem multiplicando
(-0)' na expresséo do det(A-Al) sdo positivos.

Em (5.2.10) existe um termo da forma
(al—?l}(a2—?\) — (aN—?L) (5.3.10)

e todos os outros contém elementos de fora da diagonal de
(A-AI) que aparecem em pares. Como foi visto na Prop.
5.2.3., estes termos cancelam-se na expressdao final do
det(A-AI), visto que eles contém kf, etc... . Portanto,
todos os outros termos vem do produto (5.3.10), no qual os
coeficientes de (-A)' sdo todos positivos.

Assim sendo, a equagdo (5.3.7) é de grau n.
Note também que o conjunto tem peleo menos um conjunto
solucéo, El=kt, Y=l By cue & B
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Utilizamos o Teorema de Bezout (13], sobre
intersegtes de  hipersuperficies com relagdo as suas
multiplicidades, para estabelecer que se o nimero de
solugdes ¢é finito, entfo existem N(N-1) ... 2 1 = N!
conjuntos solugdes contados com suas multiplicidade, onde um

conjunto é constituido por ki=El. =15 @, w5 N

Observemos que quando N=3:
1)As equagdes dadas por (5.3.5)-(5.3.8), assumem a seguinte

forma:
e 4 1 =11 1 Ea
K [ oy P ] + k [ b I 1 ] + — =b (5.3.11)
1|l m m 2l m m m 1
1 2 2 3 3

B o = i o
k1k2[m1 m2+m3) % kllk‘a(u.ll-”mb] ¥ k2k3m1 lfﬂll'l'lzl'l'l:3

(5.3.12)

FEE =—2_ (5.3.13)

2)Notemos por substituigfio algébrica que ka € uma raiz da
equagdo de sexto grau, enguanto k1 e k2 s@o determinados
unicamente por (5.3.11) e (5.3.12). As seis solugdes sdo

obtidas de acordo com o resultado do Teorema de Bezout.
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Teorema S5.3.2.

Se o conjunto de equacgdes dado por (5.3.5)-(5.3.8)
tem um numero finito de solugdes, e se existe um sistema
{kl, ml} com oOs kl’s todos reais e positivos os quais
satisfazem aquele conjunto de equagdes, entdo existe, em
geral pelo menos um outro sistema {Ei, m} tal que os Til's

sédo todos reais e positivos.

Prova. ~

De fato: As solugbes complexas ocorrem aos pares,
devido ac fato que os coeficientes do conjunto de equagdes
(5.3.5)-(5.3.8) s&o reais. Também o numero de possiveis
solugdes & dado por N! que é um nuimero par, Agora de (5.3.5)

temos que o conjunto {ki. ml} é tal que
I3N(Jt] = P (A) = det(A-AI) = det (A-a1),

portanto os autovalores das matrizes A e A s#o oS mesmos.
Mas os autovalores da matriz A s8o todos positivos, ja que A
€ uma matriz simétrica e positiva definida, portanto os
autovalores de A também s3o positivos e det(Ki}>0, i=1, 2,
.., N. Pela Prop. 5.2.1-b), temos

et
tadll

Bl.__'ﬁ'!
i
4
w

det[Xi) =

=]
o

logo, para i=1, tem-se

El
— >0 =
1

~1

det(Ai} >0 = >0.

Também
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>0 = Eé>0, usando que E1>0.

SlH |

det(Aé) >0 =

0

1

Procedendo desta maneira, notamos que E1>0, i=1, 2, ...,

Provemos (5.3.1).
Para um sistema de 3-graus de liberdade temos:

a) Se k1=E1, usando (5.3.11)-(5.3.13), obtemos

~

k
k _1_.+.]_‘_. +_3.=E }_..4-1_. +_3,
2]Tl2 ma ma 2m2 l'l'l.3 ma

kk (m+m +m ) +k k (m +m ) + k k m =
12 4 2 3 181 2 23 1

= klkz(m1+m2+m3) + klka(m1+m2) +k2k3m1 .

Logo

cuja Unica solugédo ¢é a trivial, isto é,

b) Se k3=E3, entdo de (5.3.11)-(5.3.13) tem-se:
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(m1+m2)[k1-k1) + m1(k2-k2] = .0,

M i = o -
= (ki-kl} + S n (kz"kz} = 0,

12 R
cuja unica solugdo ¢é a trivial, ou seja,

k=k e k=k
A 2 2

c) Se k2=Eé, temos por (5.3.11)-(5.3.13), que
11 " 1 & B
[ m oW ] (k) & 5= Lk} =0

3
3

(m1+m2+m3)[k1—k1} + m1(k3-k3] =0,

mas
1 8 kel m (m_-m )—m2
det mz mz 3 = 2 i
mzms
m_ +m_+m m
1 28 1

Logo k. #k. e k #k_ , se e somente se m_(m_- m_) =
i 4 3 3 §g g

5.4. Consideracodoes sobre o Grau de Nao-Unicidade

2

m.

2

Vimos no CAP. 4 que dada a matriz de inércia,

A, a

forga externa, z(t), aplicada na base, a resposta x“(t), no

primeiro andar, a identificagdo dos kl’s é Unica.

Consideraremos novamente a forga externa aplicada na

= o
base, porém suponhamos conhecida a resposta no 2- andar, e

a matriz M, concluiremos ent@do que existem no maximo quatro

conjuntos de valores, k1’ K i wwnw g kN, os quails produzem a

2
[}
mesma resposta para o 2- andar.
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De fato, usando (5.2.7) para o 2> andar, tem-se

Z(A) - M MN-1 PN(M
0 - kKk P (O (5:4.1]
N-1 N N-1  N-2
Usando (1.2.2) duas vezes obtemos,
Z(A) M MN-1 2 2
= A =-(a+a JA+ (aa -b )+
XH_I_(?L} kukn—z N N-1 N N-1 N-1
P () P _(A)
2 N-3 2 N-3
LT PN_ztli ~ aPy2 PN_zih) ‘ (5.4.2)

Entédo por (5.2.4) e por (1.2.3) obtemos as trés seguintes

-
equacdes para kN, KN_1 e Ku-z’

mNmN—l
kN—lkH By, & = , (5.4.3)
o
1
o
k l—*k [1—-+ 1 ]+ : = =—-—-2-, (5.4.4)
Nm N-1|m m N-2 m 2 -
N N N-1 N-1 @
- me {Ea—l)
(k +k. )k - = g = mm_
N N-1" N-2 N-2 m 3 N N-1

(5.4.5)

onde os Ei i=1, 2, 3 sdo os coeficientes do polinémio do

22 grau dado por (5.4.2).
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Estas equagdes tem no maximo quatro solugdes. De fato, pois

(5.4.5) é uma equagdo quadratica em k gerando duas

N-2’
solugdes. Substituinde em (5.4.3) e (5.4.4) obtemos as

outras duas solugdes. Uma vez conhecido um conjunto

de valores de kn’ kmq' kwe' encontramos a razao
Pn_a(A)/PN_z(A), por (5.4.2). Determinamos, entdo,
k , K , ..., K, usando o seguinte algoritmo.

N-3" N-4 1

Suponhamos conhecida a razéo,

)

n+1

» n=1, 2, .. » N-g.
Pnih)

Pela relagéo de recorréncia (1.2.2), obtemos

n+1[7u 2 Pn—I(A)

P " Ba™ T
Onde segue que

P (A) P (Q)

n+1l 2 n-1

B P_(%) il R PO

Tomando limite quando Ao em ambos os lados da equagéo acima

e usando (1.2.3), tem-se

14 P ()
% = 1m n+1l i R
n+l A=00 Pn[hi ?
assim, fica determinado kn usando (5.2.4)

a m |
n n+l n+l n+l
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Para continuar as iteragdes, determinamos

_ n+1

=bla  —2A-
B h)  Pul®et P

n-1

P (A) P (a)]"
n

uma vez que por (5.2.4)

Observagoes

1)Para N=3, conhecemos PI(A] e PG(A). De Pl(h] e dado
que o sistema é nfo-amortecido obtemos o valor de k1 por
(5.2.4). Podemos encontrar kz & k:3 unicamente usando
(5.4.3)-(5.4.5) donde resulta que o problema tem unica

solugdo.

2)Para N=4, podemos fazer as mesmas consideragdes anteriores

e obtermos que o sistema possui no maximo duas solugdes.

A seguir, veremos o que ocorre com © numero de

solugdes quando a resposta no n-ésimo andar é conhecida.
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Teorema 5.4.1.

Dado um sistema do tipo

Mx + Kx=fz(t)
x(0)=x(0)=0,

onde a matriz M & conhecida, a resposta no n-ésimo andar,
2<n<N, também é conhecida, entdo o numero de solugdes ¢é
finito e é no méaximo (N-n)!(n-1)!(n-1).

Prova.

Usando (5.2.7) para o n-ésimo andar temos

xH—n+1[AJ = Eﬁ KN-I kN—n+1 PN—n(A)
Z{A mN mN-l mN—n+1 PN(A)

podemos obter Pn(l) e PH_n(h). Isto preoduz dois conjuntos de
equagbes semelhantes para (5.3.5)-(5.3.8) tomando N e N-n
equagbes respectivamente. O dltimo conjunto envolve N-n

desconhecidos kl, k2, s 5 K e tem no maximo (N-n)!

N-n’
solugbes. Cada um destes conjuntos solugdes pode ser
substituido no conjunto anterior, tomando N equagdes, fora
das quais somente n s#o usadas. Age-se deste modo pois
] » k .
N-n+1 N

Na substituigio as 1Ultimas N-n+l1 equagdes no conjunto

restam somente n desconhecidas, isto &, k

(5.3.5)-(5.3.8) reduzem o grau, de modo que elas tornam-se
de grau n-1. 0O grau das n-1 primeiras equagdes fica
inalterado. Portanto, as n desconhecidas podem ser
determinadas usando-se essas n-1 equagdes Jjunto com uma
equagdo de grau n-1 para as N-n+l equagdes restantes. Assim,
temos no méximo (n-1)!(n-1) conjuntos solugdes de n
desconhecidas. Logo, para todas as N desconhecidas existem

no méximo (N-n)!(n-1)!(n-1) solugdes.
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0O resultado acim:, relativo aos Teoremas 5.3.1 e
5.4.1., fol resumido na tabela 1, para N=1, 2, ... ,10.
Também foram considerados os casos onde a unicidade é
encontrada. (CAP.4).

Tabela 1

Namero maximo de solugbe: quando a resposta ¢é dada no

n-ésimo andar de uma estrutura de N-andares.

§ 10: | @ 8 7 6 5 4 3 2 1
N

10 10! |8!8 |7!14|.i36(|5!56! |5!196|6!118|7!4 | 4 1
S g! (7t7 |0+112]|5130]4!96(|5!18|6!'4 | 4 1
8 8! |uiB |5110(4!24(4'18|5'4 | 4 1
7 7 S!5| 4!8|3!'18(4!'4 | 4 1
6 6! 96 | 36 | 24 | 4 1
5 5! 18 8 | 4 1
4 4! 4 | 2 1
3 3! 1 1L
2 2! 1
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