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RESUMO

Este trabalho se refere ao estudo de sistemas vibratérios lineares em geral,
classicos e nao-classicos, com o uso da resposta impulso como o gerador de uma base

dinamica.

Na literatura, livros e periddicos, o estudo apoia-se essencialmente no
método espectral. Este dltimo método consiste na procura de solugdes do tipo ex-
ponencial multiplicadas por uma constante, que pode ser um simples nimero, para o
caso de sistemas com 1 grau de liberdade, ou um vetor n-dimensional, para sistemas

com n graus de liberdade.

Para sistemas vibratorios lineares, submetidos a cargas arbitrarias, os
métodos operacionais tém sido empregados em varios trabalhos. Aqui, a resposta
impulso tem sido identificada como o elemento fundamental para um embasamento
matematico que, de algum modo, carrega as propriedades fisicas do problema. Esta
formulagao é valida tanto para um sistema vibratério linear com 1 grau de liberdade,
como para um sistema com multiplos graus de liberdade. A resposta impulso matricial
depende de trés equacdes caracteristicas: uma algébrica, uma diferencial e uma em

diferencas.

A resposta livre de um sistema vibratério linear é uma convolucao da
resposta impulso com a for¢a externa. E descrita como uma integral de Duhamel,
tendo a resposta impulso como seu nucleo. Em geral, esta integral pode conter uma
resposta transiente escondida, introduzida pelo sistema e ligada a parte permanente da
resposta que, usualmente, segue a entrada. Nenhuma caracterizagido associada a estes

dois tipos de resposta tem sido estabelecida explicitamente. Utilizando a resposta



impulso, como um elemento gerador de uma base dinamica, é formulada uma relacao
entre as partes transiente e permanente. O célculo da resposta livre de sistemas nao-
amortecidos e amortecidos, sujeitos a forcas temporais elementares de duracgao finita
e algumas de infinita duragdo no tempo, tem sido realizado com o uso de software

simbdlico.

A andlise modal é uma das principais técnicas utilizadas nas aplicagoes
praticas, tanto para medicOes, quanto para proporcionar um modelo adequado para
encaixar dados disponiveis. Esta andlise funciona com sistemas nao-amortecidos. A
limitacdo desta técnica, para sistemas amortecidos, se fundamenta no fato que o co-
eficiente de dissipacao matricial, ou uma aproximacao dele, esteja de alguma maneira
relacionado com os coeficientes matriciais de massa e de rigidez. A teoria modal esta
bem desenvolvida para sistemas com amortecimento proporcional e, mais recentemen-
te, para sistemas com uma aproximagido de amortecimento fraco. Relagbes tém sido
estabelecidas para a analise modal com a resposta impulso e a funcao de transferéncia

para sistemas com tais classes de amortecimento.
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TITLE: “VIBRATING SYSTEMS: AN APPROACH THROUGH THE IMPULSE
RESPONSE AND THE TRANSFER MATRIX”

ABSTRACT

This work is concerned with the study of linear vibrating systems, clas-
sical and non-classical, by using the impulse response as the generator of a dynamical

basis.

In the literature, books and journals, this study relies on the spectral
method. This later method seeks a exponential type solution times a constant which
can be a single number, for the case of systems with one degree of freedom, or a

n-dimensional vector, for systems with n degrees of freedom.

For linear vibrating systems subject to arbitrary loads, operational met-
hods have been employed in several works. Here, the impulse response has been iden-
tified as the basic element for a mathematical basis that somehow carries the physics
of the problem. This formulation is valid for a one degree of freedom linear vibrating
system as well as for systems with several degrees of freedom. The matrix impulse
response depends on three characteristical equations: one algebraic, one differential

and one differences.

The free response of a linear vibrating system is a convolution of the
impulse response with the load. It is described by a Duhamel type integral, having the
impulse response as its kernel. In general, this integral could carry a hidden transient
response, introduced by the system, that is attached to its permanent response part
which usually follows the input. No characterization among both type of responses has
been ever exhibited explicitly. By using the impulse response, as a generating element

of a dynamical basis, it is formulated a relationship among the transient and permanent

x11



parts. The computation of the free response of undamped and damped systems subject
to elementary, finite duration and some infinite duration time forces, has been done

with the use of symbolic software.

Modal analysis is one of the main techniques employed in practical appli-
cations, either for measurements as well as for proposing adequate model to raw data.
It works mainly for undamped systems. The limitation of this technique for damped
systems is on the ground that the dissipation matrix coeficient or an approximation of
it, be somehow related to the mass and stiffness matrix coeficients. The modal theory
is well developed for systems with the proportional damping and more recently, for
systems with an approximate weak damping. Relationships have been established for
modal analysis with the impulse response and transfer function for systems with such

kind of damping.

xiii
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Capitulo 1:

m massa, kg

c coeficiente de amortecimento, Ns/m
k coeficiente de rigidez, N/m
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Zo deslocamento inicial, m
i numero complexo
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A amplitude do deslocamento, m
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£~!  operador transformada inversa de Laplace
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Capitulos 2,3, 4 e 5 :

M matriz de massa
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INTRODUCAO

O estudo de sistemas vibratérios trata do comportamento oscilatério dos
corpos. De um modo geral, trata de qualquer oscilacdo de uma grandeza em torno de
sua posigao de equilibrio. As vibragdes, na verdade, sdo de natureza nao-linear, porém,
em muitos casos podem ser aproximadas por descricoes lineares. Assim, os sistemas
vibratorios podem ser classificados em lineares e nao-lineares. Neste trabalho, serao

abordados os sistemas vibratdrios lineares.

Geralmente, os problemas de engenharia sdo muito complexos. Entéo, a
primeira dificuldade na analise do comportamento de um sistema vibratério consiste na
escolha do modelo matematico que o represente na forma mais adequada e simplificada.
Os elementos basicos que caracterizam um sistema sao a massa, o amortecimento e a
rigidez. As equac¢des do movimento sdo obtidas através da segunda lei de Newton.
Entretanto, para sistemas complexos, ou seja, que necessitam de varias coordenadas
para especificar o movimento, tais equagoes também podem ser obtidas por meio das
equacoes de Lagrange: este foi o caminho escolhido para o desenvolvimento deste

trabalho.

Os sistemas submetidos a acao de forcas externas, usualmente, tém sua
resposta determinada através do método operacional (uso da transformada de Laplace).
No entanto, aqui, este método também foi utilizado para estabelecer diretamente a
resposta do sistema, em termos da resposta impulso e da funcado de transferéncia, para

0s casos escalar e matricial. Estas sao as ferramentas basicas utilizadas neste texto.

A resposta impulso, ou seja, a resposta de um sistema a uma forca im-
pulsiva unitaria, permite gerar uma nova base matematica, sobre a qual é estabelecida
uma nova teoria para alcangar a solucao de problemas vibratorios. A resposta livre do
sistema pode ser descrita pela resposta impulso. Assim, é possivel destacar duas com-

ponentes da resposta livre: uma parte transiente, que estd relacionada com a resposta



do sistema livre; e uma parte estacionaria (permanente), vinculada a forca excitadora
do sistema. As formulacdes das respostas, para determinadas entradas, sao exibidas

em tabelas, bem como os graficos correspondentes.

Diante de sistemas complexos, tem-se os padroes preferenciais de vibragao,
os modos. O estudo destes sistemas € feito através da analise modal. Entretanto, com
este enfoque surge uma outra classificagao dos sistemas vibratdrios, que se refere ao
amortecimento e que limita esta andlise. Ou seja, para sistemas nao-amortecidos nao
hd restricoes, e a analise modal é perfeitamente aplicavel. Porém, na presenca de
amortecimento, sao feitas varias hipéteses para desacoplar o sistema. Tem-se, entao,
os sistemas desacoplaveis, denominados sistemas vibratérios classicos ou sistemas clas-
sicamente amortecidos e os sistemas vibratorios nao-classicos, onde a analise modal nao
é aplicavel. Aqui esta a maior dificuldade e, para contorna-la, sao impostas condicoes
especiais sobre o amortecimento: amortecimento de Rayleigh e amortecimento fraco
(aproximacao de Knowles), por exemplo. Com o objetivo de desacoplar o sistema,

também € considerada uma transformacao do espago fisico.

Assim, a teoria existente é fundamentada na expansao espectral e hipoteses
de desacoplamento, bem como na aquisicao de dados. Por outro lado, as dificuldades
operacionais sao a validade das hip6teses de desacoplamento, a obtengdao dos modos e

a proximidade das freqiiéncias.

Diante destas consideragées, este trabalho tem como principais objetivos
estabelecer formulas analiticas, que permitam obter a resposta livre e estender a apli-
cabilidade da analise modal com a utilizacao da resposta impulso matricial e da matriz
de transferéncia, ambas relacionadas com o tipo de amortecimento considerado. Ou-
tro objetivo é estabelecer uma propriedade bésica para a determinacao simbdlica dos

modos, que permita estender a Teoria de Krylov a sistemas de segunda ordem.

(W]



Para ilustrar a teoria aqui desenvolvida, sdo exibidos alguns exemplos.
Os calculos, bem como os graficos apresentados neste trabalho, foram realizados com

software simbdlico.



1 MODELOS E SISTEMAS VIBRATORIOS

1.1 Consideracoes Gerais sobre Vibragoes

O estudo tedrico das vibragdes é efetuado em base de modelos. O modelo
fisico, que é a representacao esquematica do sistema real, e o modelo matemadtico. isto
é, a representacao analitica, através de uma equagao - ou de um sistema de equacoes
- que descreve o comportamento dinamico do modelo fisico em questao. Os modelos
fisicos envolvem basicamente trés elementos: massa (inercial), mola (elastico) e amor-
tecimento (dissipativo). Tais modelos sao classificados como de pardmetros distribuidos

ou de parametros concentrados.

Nos modelos de parametros concentrados [TAM 98] (somente estes serdao
abordados neste trabalho), consideram-se: os corpos dotados de massa, que armaze-
nam energia cinética, como sendo rigidos; as caracteristicas elasticas do sistema, como
concentradas nas molas (de massa desprezivel) que, por sua vez, armazenam energia
potencial mediante deformacdes elasticas. Considera-se também a dissipacao da ener-
gia como um processo que acontece na presenca de amortecimento. Estes modelos
sao descritos por equagdes diferenciais ordinarias lineares ou nao-lineares. Quando n
coordenadas independentes sao requeridas para definir completamente a configuragao

de um sistema, este é denominado sistema com n graus de liberdade.

As vibragoes sao essencialmente de natureza nao-linear. Entretanto, quan-
do se desenvolvem na vizinhanca de uma posicao de equiltbrio estdvel - deslocamentos
insignificantes diante de pequenas perturbagoes - podem ser aproximadas por descrigoes

lineares.

Na prética, a analise das vibragoes é feita através de medicées experimen-

tais [EWI 95], [WHE 96] e simulacées computacionais dos referidos modelos . Estes



procedimentos requerem o uso de equipamentos e softwares especificos. A fundamen-
tacao matematica correspondente a estes métodos [PHI 95] é estabelecida em dreas

especificas, denominadas Andlise de Sinais e Andlise Modal.

1.2 Modelos com 1 Grau de Liberdade

A representagao analitica de um sistema linear com 1 grau de liberdade

(fig. 1.1) é estabelecida pela equacao

mE + ¢t + kz = f(t) (1.1)
onde:
m = massa (kg)
¢ = amortecimento (N.s/m)
k = rigidez da mola (N/m)
f = forca externa aplicada (N).
c k

']" Ta(t)
)

massa-mola-amortecedor
sistema forcado

mz + ¢t + kz = f(t)

Figura 1.1 Sistema com 1 grau de liberdade.

(3]



A solugao desta equagdo pode ser obtida pelo método espectral ou pelo
método operacional. O método espectral envolve duas etapas: 1) a decomposicao da
vibragdo em duas partes, uma livre e outra forgada; 2) a obtencao da resposta a vibragao

livre, considerando-a como uma func¢ao do tipo exponencial.

O método operacional consiste em converter a equacao diferencial, munida
das condigées iniciais (deslocamento e velocidade prescritos no tempo ¢t = 0), com o
uso da transformada de Laplace, numa equa¢do operacional de resolugao mais simples
e em outra variavel. Determina-se a solucdo desta equacio e, através da transformada
inversa, volta-se a variavel original. Neste método, as condiges iniciais apresentam-se

incorporadas a equacao resultante.

1.2.1 O Método Espectral

At é solugao da equagao homogénea

Tem-se que z(t) = e
mz + ¢t + kz =0, (1.2)

desde que A seja raiz do polinémio caracteristico
p(A) = mA% + e + k, (1.3)

isto €, solugao da equagdo caracteristica

p(A) =0. (1.4)



Se A1 e A; sdo as raizes, entdo, pela linearidade da equacio (propriedades

de aditividade e homogeneidade), decorre que
2(t) = c,eM* + cpe??, (1.5)

onde ¢; e c¢; sao constantes arbitrarias, que dependem das condices iniciais do movi-

mento.

A natureza das raizes,

c? k —c c? k
wow m Ve (48

determina o tipo de movimento do sistema.

A equagdo (1.2) é convenientemente parametrizada com a introdugao do

coeficiente de amortecimento critico:
¢, = 2Vkm Ns/m . (1.7)
e da razdo ou indice de amortecimento

£=—. (1.8)

A forma paramétrica da equagao (1.2) é dada por
&+ 26w +walz =0, (1.9)

cuja solugdo geral é

z(t) = e'ﬁ“"“’(cle“‘“\*'52‘1 O e Ak ? (1.10)

=-J



A forma compacta desta solugao é

z(t) = Ae™*“"'sen (wst + ¢). (1.11)

A analise das raizes da equagao caracteristica, em termos dos valores da
razao de amortecimento, conduz a classificacao do movimento amortecido em trés casos,

os quais estao resumidos na Tabela 1.1.

Deve-se ressaltar que, em todos os casos referidos na Tabela 1.1, a cur-
va deslocamento depende das condigoes iniciais. Com o propédsito de evidenciar esta
dependéncia, € conveniente introduzir uma solucao particular, que carrega toda a in-
formacao do sistema, chamada de solu¢do dindmica ou resposta a um impulso unitdrio.
Esta é caracterizada como a resposta de um sistema nao forgado, com deslocamento
inicial zero e momento inicial unitario, e surge naturalmente com o método operacional.

Neste trabalho, sera referida também como a resposta impulso e definida a seguir.

i VIBRACOES AMORTECIDAS
Caso Supercritico Caso Critico Caso Subcritico

&3 ] =1 € £l

A2 = —Ewntwn /€2 — 1 A =X =—w, A = —€wn +iwg =Xy

z(t) = e~&nt(crewnVE -1t | (1) = e“nt(c; + cat) | z(t) = e~%“nt A sen(wat + @)
+ cpe—unVE-1 )

_ Zo+(€4+4/E2=1)wnTo _ = 2 Tofwn+Lo 2

Gr= P o ¢ = A= \/;o - e
o _i'o+(—f+\;' gz—l)wnzo PR | — Tow,

co = e Cy = o+ Zp Wy ¢ = arc tg (I.——J—o_i_gwnzo

Tabela 1.1 Resposta de um sistema livre dissipativo.



1.2.2 A Solugao Dinamica

A solugédo h(t) do problema de valor inicial [INM 94]
mh + ch + kh =0, mh(0)=1, h(0)=0, (1.12)

¢ denominada a solu¢do dinamica ou resposta a um impulso unitdrio.

Como a derivada, em relagao ao tempo, de uma solu¢ao de um sistema
diferencial linear com coeficientes constantes também é solugao deste sistema, decorre

pela linearidade que
ho(t) = h(t)m + h(t)c (1.13)

é solucao do sistema descrito por m& + ¢ + kz = 0. Além disso, satisfaz as condigdes

iniciais
ho(0) = 1, mho(0) = 0.
Afirma-se que a solugao do problema inicial,
mi+ct+kz=0, z(0) =2, z(0)=z,, (1.14)
é dada por
z(t) = ho(t)z, + h(t)mz,. (1.15)

Da linearidade, decorre que z(t) é solucdo. Para constatar a validade das

condicdes iniciais, observe-se que

z(0) = ho(0)z, + R(0)mz, = z,.



Por outro lado,

e, assim, verifica-se a segunda condigao
£(0) = ho(0)z, + h(0)mi, = &,.

Em termos das raizes da equagéo caracteristica (1.4), a solugao dinamica € escrita como

e/\gt b eAzt
A(t) = —— 1.16
e
. At — Jgettt
ho(t) = h(t)m + h(t)c = s 17
(6) = hitym + h(t)e = =35 (117)
No caso em que A = Ay = —fw,, utiliza-se a regra de L'Hospital, mais
precisamente,
eA;t - eAgt tea\:! te—Ewnt
h(t) All—.[})lq m(/\l — )12] m m ( )
E, para raizes complexas,
Al = _gwn + it&-?d, )“2 = _'gwn =5 iwda
com o auxilio das férmulas de Euler, obtém-se
—Ewnt ¢
e (1.19)
m Wy
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| Problema de Valor Iniciall
mEFepthke=0, 20)=2, =(0)==,

Resposta
z(t) = ho(t)z, + h(t)maz,
Raizes da Equacao Caracteristica h(t) = :1(1):1;5::}- ho(t) = é-‘—”—;—:%ﬁ%

—&wn n 2_ w -
S BT, fel>y | EOIBIGYEAY | [coshwn\/gijf+isenh Ay “]

L wny/€2-1 £2-1

t -—(fte'nt
A1 = A2 = —€wy, [f]=1 "B—m— e~ 8wnt(1 + Ewnt)
, < —fwnt SN wyt P
A = —Ewp +iwg = A, [E] < 1 ET—“?%L e 5“’"*((:05 wytl + 6_________;;%35? = lt)
Wg = wny/1—E2
Al = iw, =X, £=0 S0 uigd COs Wyt

m Wwp

Tabela 1.2 Resposta de um sistema livre, em termos da resposta a um impulso unitario
e de sua derivada.

Note-se que no caso nao-amortecido, ¢ = 0, wy = w,, entao

h(t) = sen wnt’ (1.20)

m Wy

de modo que h,(t) é, simplesmente, cos w,f. Em resumo, tem-se a Tabela 1.2. Observe-
se que esta tabela incluio caso € < 0, isto é, amortecimento negativo, no qual as solugdes

se afastam do equilibrio quando ¢ aumenta indefinidamente.

Deve-se ressaltar que, no caso subcritico, a soluggo (1.11) pode ser escrita

[CLA 95] numa forma compacta, a qual envolve a solug¢io dindmica,

z(t) = Eh(t + 61), (1.21)

11




. . Fo) ‘."’“d’ : ?(1 — £2)
onde h(t) é dada por (1.19). Aqui, ¢; = = e E = Amwgze ¥4 = Amwye ‘

Wa

Com relagao as unidades, ¢; é uma "fase” no tempo.

1.2.8 O Método Operacional

Esta secdo visa a resolucao de sistemas livres ou forcados através da trans-
formada de Laplace. Conhecida por sua particular propriedade operacional, ou seja,
de facilitar o cdlculo da saida de tais sistemas, pretende-se, aqui, explorar o seu as-
pecto tedrico que, dentre outras vantagens, tais como em medigoes de vibragoes via
fungGes de transferéncia (veja-se Tab. 1.3), permite estabelecer diretamente [CLA 90a]

a solugao dinamica.

Com o propésito de determinar a saida, considere-se inicialmente um sis-

tema vibratério for¢cado amortecido
mi + c& + kz = f(t); z(0) = z,, 2(0) = &, (1.22)

sendo f(t) uma entrada casual arbitrdria. Com a transformada de Laplace aplicada a

esta equacao diferencial, tem-se
m (s*X(s) — sz(0) — £(0)) + c(sX(s) — 2(0)) + kX (s) = F(s).
Agrupando os termos semelhantes, decorre a equacdo operacional
(ms® + ¢cs + k)X (s) = (ms + ¢)z(0) + mz(0) + F(s), (1.23)
ou, de modo equivalente,
X6 = (rrasE) =+ (mrrers) ™+ mrs oTF

12



Por outro lado, com o uso da transformada de Laplace, em ambos os lados da equacao

que define a solugdo dinamica (1.12)
mh+ch+kh=0; h(0)=0, mh(0)=1,
segue que
m (SZH(S) — sh(0) — fz(U)) + c(sH(s) — h(0)) + kH(s) = 0.
Inserindo as condigdes iniciais de h(%), obtém-se
(ms® +cs+k)H(s) = 1.

Deste modo,

1 1

His)= ms?tcs+k p(s)’

(1.24)

onde H(s) é a transformada da solugdo dinamica h(t). Agora, substituindo H(s) na

equagao operacional, segue que
X(s) = [sH(s)m + H(s)cz, + H(s)m&, + H(s)F(s). (1.25)

Em particular, para um sistema em repouso, tem-se que a saida transformada é o pro-
duto da entrada transformada pela funcao H(s), denominada a fungdo de transferéncia

ou a edmitdncia do sistema. Ou seja,
X(s) = H(s)F(s). (1.26)
Através da transformada inversa, aplicada a equagao (1.25), decorre
z(t) = (A(t)m + h(t)c) zo + h(t)ma, + £ [H(s)F(s)],

13



onde foi utilizado o fato que £[A(t)] = sH(s). Finalmente, da propriedade da convo-

lugao, resulta

z(t) = (h(t)m + h(t)c) 2(0) + h(t)ma(0) + f Wl e (1.27)

Deve-se salientar que a resposta z(t), no caso de vibragoes livres (f(¢) = 0),
coincide com a férmula (1.15), secdo 1.2.2, estabelecida através do método espectral
com o uso da solu¢do dinamica. Observe-se também que z(t), acima, foi calculada
como a resposta de um sistema com condigoes iniciais em ¢ = 0. Entretanto, para

t, > 0, basta fazer uma translagao no tempo. Assim, se
u(t +t,) = (1), z(0) = u(t,) = us, &(0)= u(t.)= o,

obtém-se

u(t) = (h(t —t,)m+ h(t — to)c) u, + h(t — t,)mu, + /: h(t —7)f(r)dr.  (1.28)

1.2.4 A Resposta a um Impulso Unitdrio

Sob o ponto de vista fisico, a solugao dinamica pode ser interpretada
como a resposta de um sistema em repouso, ocasionada por uma carga impulsiva
unitaria. Um impulso, também conhecido como carga de impacto, é um exemplo de
ezcitacdo transiente: forca de curta duracdo, que se reduz a zero apés um tempo finito,

usualmente, muito pequeno.

14



Considere-se, portanto, uma entrada da forma d.(t) = 0, para t < 0

et g e all) = %, para 0 < t < ¢, a qual possul as seguintes propriedades:

Ft)

[0, 0e(t)dt=1;

= 8.0)f(t)de = L LB,

€

£[6.(t)] = £==1, ° i ;

SE

Integrando, no intervalo [—e, €|, a equagdo
m& + ¢t + kz = 6.(1),
decorre

mi(e) — mz(—e) + c[z(e) — z(—€)] + k/j z(t)dt = e dul1)dt =:1.

=L

Agora, suponha-se que a massa esteja em repouso no instante exatamente anterior a
aplicagdo do impulso. Este instante é denotado por 0™, de modo que z(0~) = z(0%) =
0, z(0~) = 0. Assim, no limite € — 0, 2 mudanga no momento, causada pelo impacto,
é

m#(0%) — ma(07) = 1,

enquanto o deslocamento inicial permanece em zero. Portanto, um impulso unitdrio

concentrado,
6(t) = lim.(1), (1.29)

o qual corresponde a idealizagao ¢ = 0, produz a mesma resposta, para ¢ > 0, que o

sistema sujeito as condicoes iniciais z(0) = 0 e mz(0) = 1. Mais precisamente, para



t > 0, tem-se que os problemas de valores iniciais

mi(t) + c&(t) + kz(t) = 0, mz(0) =1, z(0) =0 (1.30)

mi(t) + ci(t) + kz(t) = 8(t), ma(0) =0, z(0) =0 (1.31)

possuem a mesma solugao.

A solucgdo dinamica h(t), introduzida na secdo 1.2.2 para vibragdes livres,
coincide, para ¢ > 0, com a resposta ocasionada por um impulso unitario concentrado,
num sistema em repouso. Esta equivaléncia tornar-se-a ainda mais transparente com
o uso do método operacional, exposto a seguir. No calculo da saida de um sistema
vibratorio forgado, sujeito a uma entrada arbitraria, poder-se-a verificar que a solugao
dinamica é da maior relevancia. De fato, neste caso, esta é uma ferramenta 1til, tanto

para o calculo da resposta do sistema, como para testes de medicoes.

A funcao Delta, definida acima em termos de limites, possui as seguintes

propriedades:

o [T 4(t)dt=1;
o f_mm 6(t —a)f(t)dt = f(a), f continua em a;
o £[6(t)]=1.
Diante disso, considere-se um sistema vibratorio dissipativo, com condigoes

iniciais nulas, submetido a acao de uma forca impulsiva unitaria, isto €, modelado pelo

problema (1.31). Com a transformada de Laplace, aplicada em ambos os lados da

16



equacdo diferencial, segue da equacao operacional, para condicdes iniciais nulas, e da

transformada da funcdo Delta, que

(ms® +es+k)X(s) = 1.

Por conseguinte, X(s) coincide com (1.24), a funcdo de transferéncia H(s). Pela uni-
cidade da transformada de Laplace, conclui-se que a solugdo dinamica h(t),t> 0, € a

resposta ocasionada por um impulso unitdrio.

A seguir, a resposta a impulso unitario sera obtida em todos os casos
referidos na Tabela 1.2. Deste modo, o problema agora se restringe a obtencao da

transformada inversa de H(s), relacionada as raizes do polinémio caracteristico.

Considere-se A\; # A;, o caso de amortecimento supercritico, entao

H(s) = 1 1/m _ 1/m [ 1 1

mtes+k  (S—M)(S—H2) M—Azls—N _3_,\2]- (1.32)

Como a transformada inversa £7![--] = e*, decorre que

Mot C’Al t

Portanto, a resposta a um impulso unitario, na forma exponencial, é dada por

h(t) = fons (V=1 e gmemv/E1e)

1
m an\/{z—_l

ou, equivalentemente,
e~$“nt senhw, /€2 — 1t

wn/€%2 — 1

isto €, como na equacgdo (1.16) e primeira linha da Tabela 1.2.

h(t) =

$5\F



Para o caso criticamente amortecido, A = —w,. A equagéo (1.32) torna-se

1 _ 1/m
ms2+cs+k  (s—A)?

H(s)=

e, com o uso da tabela de transformadas inversas, segue que

1 te—wﬂt
—telt=
m m

h(t) = £7[H(s)] =

7

como obtido anteriormente em (1.18) ou na segunda linha da Tabela 1.2.

Quando o movimento for oscilatério subamortecido, A2 = —&w, + iwy,

tem-se, da equagao (1.32),

H(s) = 1 _1/m [ 1 1
T ms?+ces+k 2w | (s+bwn) Fiws (s + wn) — iwy

_ 1/m [ Wy ]
wg [(s4&wn)? +wq?]’

A transformada inversa correspondente é

Wd

E. com o uso das tabelas de transformadas, obtém-se a resposta impulso

h(t) = e~twnt gen wdt’

m Wy

que coincide com a quarta linha da Tabela 1.2 ou equagado (1.19), secao 1.2.2 anterior.

18



1 1
ms*+cs+k  p(s)

A FUNCAO DE TRANSFERENCIA H(s) =

Caso Supercritico Caso Critico |  Caso Suberitico
£l E=1 Dgécl
A2 = 'Euniwn V 62 = | Al = A = —w, A = —§wp 4wy = /\_2

H(s) =

Sy ok w4
H(s) = muwg {{S+Ewn]2+w‘12]

uny/E 1 ] H(s) = ——L—=

1
S [ts+ewn)=-w2(e=—n

Tabela 1.3 A funcgao de transferéncia ou £[h(t)].

O caso nao amortecido decorre deste ultimo com ¢ = 0, wg = w,,, portanto,

a equagao (1.20)
sen wyt

h(t) =

mw,

ou seja, a ultima linha da referida tabela.

Os diversos valores da transformada de Laplace de k() sdo ilustrados na

Tabela 1.3.

1.2.5 Vibragoes Forgadas

A primeira consideragdo a ser feita, sobre a resposta de sistemas lineares
forcados, é que, pelo principio da superposicao linear, esta saida é a superposicao da
resposta correspondente ao caso homogéneo e uma solucao particular. Este fato sera

denotado por

2(t) = 2a(t) + (1), (1.33)
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onde z,(t) é a resposta do caso homogéneo (funcao complementar) e z,(t) € a integral

particular.

H4 diversos caminhos para determinar z,(t), os quais estdo relacionados
ao tipo de fungdo atuante sobre o sistema. Para entradas casuais (nulas para tempo
negativo) do tipo geral, o método operacional fornece, em principio, ,(t) como a

convolugao com a resposta a um impulso unitario (denotada nas tabelas como z4)

t
t(t) = f h(t — 7)f(7)dr,
conhecida como a integral de Duhamel.

Contudo, para excitacdes harmoénicas, por sua simplicidade, o método dos
coeficientes a determinar, descrito a seguir, € o mais apropriado. O resultado deste

método envolve a funcao de transferéncia.

1.2.6 Excitagcdo Harmonica

Considere-se um sistema vibratério, sujeito a uma for¢a externa do tipo

harmoénico, isto é,
m# + ¢z + kz = F, ™. (1.34)
A resposta particular deste sistema, relativa a esta entrada, é supostamente harménica
z(t) = Ae",

Assim,

[m(iw)® + c(iw) + k] Ae“* = F, e



ou

pliw)A = F,.

Entao, seiw ndo for raiz do polinémio caracteristico, p(iw) # 0, onde w € a freqiiéncia

da entrada, decorre

Fo Fo ,
A= — : = — = H(iw) F,
m(w)? + c(iw) +k £k —mw?+ cw )
e, portanto, a saida sera dada por
z(t) = H(iw)F,e". (1.35)

Conclui-se, a propésito, que o sistema transfere o valor H(iw) para a saida. A funcao

1 1
m(iw)? + ciw+k  p(iw)

H(iw) = (1.36)

é denominada a fung¢do frequéncia do sistema.

Quando tw for raiz de p(iw), o método devera ser modificado. A saida
sera suposta como

z(t) = tAe™. (1.37)

Substituindo-a, juntamente com suas derivadas, na equagao (1.34) e identificando co-

eficientes, decorre (2iwm + ¢)A = F, ou, simplesmente,

e a equacao (1.37) torna-se



tF,
p'(iw)

Esta solugao exibe um fenémeno de ressonancia, isto €, a amplitude cresce indefinida-

1wt

#lil)y=

mente com o transcorrer do tempo.

A seguir, voltando ao caso em que tw nao é raiz do polinémio caracteristico

p(iw), considere-se a funcdo freqliéncia na forma polar,

1

H(iw) = |H(iw)| € = ',

Vew? + (k — mw?)?

onde
cw
t —
8(¢) k — mw?

Entéo, em (1.35), a saida € escrita como

Foei{u!+¢)

Bg)= \/czr.‘.r2 + (k — mw?)?

e, com o fator de relacao de frequéncias

=, (1.38)
decorre a resposta na forma paramétrica
= %\/(1 = rz)lz i (zrﬁeituw)’ g(¢) = 12—T_£fr2 A2
Aqui, o termo %— é chamado de amplitude a freqiéncia zero e o quociente
M, = : (1.40)

V=17 + (2rey



é denominado fator de amplificacdo ou fator resposta de deslocamento (veja-se figura
1.2). Este fator corresponde a amplitude do deslocamento de um movimento forgado,
a qual esta relacionada com a amplitude do sistema, em resposta a aplicacao estatica

da maxima forca.

Fase 1 62

02040608 112141618 2 2224

0" 02040608 112141618 2 2224
r = wiwfn] r=whwin]

Figura 1.2 Graficos do fator de amplificagao x r = L‘% e fase X r = w%; para £ =
0.1, 0.5, 0.70%, 1, 2.

Cabe salientar que o resultado obtido em (1.35) engloba os casos de en-

tradas cos(wt) e sen(wt). Mais precisamente, se

mi. + ¢, + kz. = F, cos(wt)

mis + ¢ty + kzs, = Fosen(wt),

entao, pela linearidade, z = z, + iz, satisfaz
mz + ¢t + ka = F, [cos(wt) + isen(wt)] = F,e™.
Agora, como . é a parte real de z(t), infere-se que

ze(t) = F, |H(iw)| cos(wt + ¢).
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z.(t) F cos(wt + @) = fo : (wt + @)
c = = cos (w :
Ve2w? + (k — mw?)? k /(1 —72)2+ (2r)? %
(1.41)
Analogamente, sendo z; a parte imaginaria de z(t), obtém-se
zs(t) = F, |H(iw)| sen(wt + ¢).
Portanto,
F, F, 1
zs(t —sen(wt + ¢) = — . ¢ .
)= e+ 9 = et + 9
(1.42)
Da derivada de z,(t), dada por
Fw
s ¢ CI)
Al = k/(1 — r2)2 + (2r€)? T e LR
obtém-se, para %, o fator resposta de velocidade
w r
M,=—M;= — ——. 1.43
o =T e
De modo similar, tem-se, para a aceleracao
E(t) _
e — M,sen(wt + ¢),
o fator resposta de aceleragdo
M, = (—)2 My = i (1.44)
R (e g |
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Xi=0.707

Ma
1 R
0.8
0.6 \
] Mv
0.4+
0.2 -
Md
07" 02040608 1 12141618 2 2.2 2.4
r = wihwin]
Xi=1 Xi=2
1—\ 14+
OB \\ Ma 0.8
] N\
o] 5‘:‘ 0.6
] Ma
0.4+ 0.4+
Mv
0.2- 0.2 \ Mv
] Md ] ——
] Med
07 g 2040608 1 12141618 2 2224 07" 02040608 1 1.2141.61.8 2 2.2 2.4
r = whwn] r= wiwn]

Figura 1.3 Graficos dos fatores de amplificagao, velocidade e aceleracao para diversos
valores de €.

As simples relagoes

M,
=M,=rMy

T

tornam possivel apresentar os trés fatores num tunico grafico (veja-se figura 1.3).

Uma resposta ressonante é definida como a freqliéncia da entrada, na qual
ocorre a maior resposta de amplitude. Isto corresponde ao pico do fator resposta, ou
seja, a freqliéncia é um ponto de maximo do referido fator. Este ponto é um ponto

critico da derivada dos fatores resposta.
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Para ¢ < 71;, tem-se as freqiiéncias ressonantes (veja-se figura 1.2) e os

correspondentes valores maximos dos fatores:

1-¢£2’

R- R

Wy para a velocidade; M,

wry/1 — 26?2 para o deslocamento; My \/1—
1

. .
ara a aceleracao; M, = ;
/1-2¢2 P 5995 T 2e/1-¢2

Observe-se que, para £ > %, o maximo do fator resposta de deslocamento ocorre
para r = 0. E, para sistemas ndo-amortecidos, as trés freqiiéncias ressonantes sio
idénticas a frequéncia natural w,. Por outro lado, como a freqiéncia amortecida é
dada por wy = wy/1 — €%, conclui-se que, para uma razao de amortecimento pequena,

as freqiiéncias ressonante e amortecida estdo muito préximas da freqiiéncia natural.

Finalmente, com o propdsito de determinar as solucdes real e complexa

correspondentes ao caso em que iw € raiz simples de p(iw), considere-se -7(17) na

forma polar \/(62 j*:wzm2)_ Assim, para (1.37), por procedimento analogo ao anterior,
resulta
tF, tF, w,
z4t) = cos(wt + a) = cos(wt + a 1.45
(1) N CETTTD) ( ) W CREENEE ( ) (1.45)
e
tF, iF, w,
1) = sen(wt + a) = sen(wt + a), 1.46
5(l) = et o) = e en(ut b ), (146)

c

-1
= — = —{r .

onde tg(a) T £

Estas solugbes também exibem o fenémeno de ressonancia.

Os principais resultados desta se¢ao estao resumidos na Tabela 1.4



1.2.7 FEzxcitagcao Periddica

Até aqui, a palavra harmonica foi utilizada num sentido muito restrito, ou
seja, referente a uma forga excitadora senoidal, que vibra com uma tnica freqiiéncia.
Todavia, numa conotagao mais ampla, este termo abrange forcas excitadoras, que sdo a
soma de duas ou mais forgas senoidais de freqiiéncias diferentes, porém, comensurdveis:

o quociente das freqiiéncias é um numero racional.

A seguir, examinar-se-d a classe de forcas periodicas, veja-se figura 1.4, isto
é, forgas que se repetem num tempo fixo T, propriedade denotada por f(t) = f(t +T)
para todos os valores tempo ¢, mas que podem néo ser periddicas, se examinadas num

tempo menor que 7'.

3.2-
3- 3.2
3
261 2.8-
265 2.6+ -
2.4 = B4
22 2.2
2- B
: 1.8
Aok 016 -
1§1)1.6 14
1.4 3 i
1.27 i
1 0.8-
0.8 0.62
0.6- 0.4 -
0.4 0.2- .
0.2- o Vi maa
0.2 1 2 ERTR [} 6
o 1 2 ER 4 5 3

Figura 1.4 Graficos de uma entrada periédica e de sua série de Fourier truncada em
n = 20.

Para entradas periddicas f(t), utiliza-se a decomposicao espectral de Fou-

rier em termos de entradas harmoénicas:

fit) = 92—" o i (@ cos(nwt) + bysen(nwt)] = % “+ g Ansen(nwt + 9y,),  (1.47)

n=1
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onde w = -277-"_- Os coeficientes a,, a, e b, sao calculados através das formulas

T
Qo = %./0 f(t)dt:

9 T
Gy =2 —f f(t)cos(nwt)dt,n = 1,2, ...
T Jo

9 T
by, = E[ f(t)sen(nwt)dt,n = 1,2, ...
T Jo

Os valores

An= T+, tg(a) = 3 (1.48)

n

configuram o espectro de f(t), isto é, a amplitude e a fase correspondentes a freqiiéncia

nw da entrada f().

Para o célculo da saida, considere-se a equagao

mi +ct + kz = f(t), f@+T) = f(2).

Pela superposicao linear, tem-se

z(t) = zeo(t) + Z [Zen(t) + Z5n(t)]

n=]

onde z.,(t) e z5,(t) satisfazem, para n > 0,

mz + ¢t + kz = a, cos(nwt)
mz + ¢z + kx = bysen(nwt)
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m=1, w[n]=30 m=1, w[n]=30
1 1.8¢—05
] 1.6405
1.44—05 -
Q.003 - 1.2¢4-05 i

*[pH.002 | i, i

—1.64-05
—1.8¢—05

] _ze_of f e | P % &
1 — =06
$.001 789 gt

m=1, w[n]=30

Qq.004
q.003

#®[p]+x[hc]4.002

t.DCI“I—://
: L PN
i . L g

Figura 1.5 Graficos das saidas z,, Zpc € Zp -+ Zhe NO caso ndo-amortecido correspon-
dentes a entrada da fig. 1.4.

respectivamente. E, para n =0,

. . 0’0
m + cz + kz = i

Do caso harménico, equacoes (1.41 e 1.42), decorre para n > 0

. an
Ten(t) = an [H(inw)| cos(nwt + ¢,) = N p— cos(nwt + ¢,) (1.49)
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b sen(nwt + ¢,),

sn(t) = by, |H(inw)| sen(nwt + ¢, S
Zen(f) i) sea #n) = Ven2w? + (k — mn2w?)?

(1.50)
sendo ¢, a fase correspondente a forma polar de H(inw). Para n = 0,

Ao
co t) = —.

Zeo(t) = o

Assim, uma solugao particular para a entrada periédica f(t) é dada por

a, = 1
) =24
z5(?) 2k Z \/‘::21'1%.:2 + (K — mn2w?)?

[an cos(nwt + &,) + bpsen(nwt + 0, )].
(1.51)

Finalmente, com a informacao espectral (1.48) da entrada f(t), é obtida

a forma compacta da saida

An

(k —mn

zH(t sen(nwt + ¢, + ¥,), (1.52)

Zk ~ + Z \/c n2w? + 2w?)?

onde A, € a amplitude do espectro de f(t), ¢, a fase de H(inw) e ¥, a fase de f(t)

relativa a frequéncia nw.

A forma paramétrica desta solugdo (veja-se figuras 1.5 e 1.6), correspon-

dente a entrada periddica (figura 1.4)

ft)= -|- Z [an cos(nwt) + bysen(nwt)] =

=1

Z Apsen(nwt + ¥y,),
1

o0
O
2
n=
com

An= I TE, tg(tn) =

T
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m=1, w[n]=5, xi=0.2

=10.02

[0.04 3

—0.06 §

o.12~;
0.1
0.08
x[Plo.06 3
0.04
0.02 'E A
1 P \] \/“’\B:

]

AW
\/12

Q004 -

q.003 -]

Ahel

Q.002 -

Q.005

.001

m=1, w[n]=5, xi=0.2

AN

—.001

— o0z

5\/%/"& 8, a 10

12

m=1, w[n]=5, xi=0.2

N
T &

o
—0.02

-10.04

-10.06

o.12
0.1
o.08
xIph-x[helio.os
0.04
0.02 /\ [\
Fan
2 \} \/ 6y 8 \7 \

/12

Figura 1.6 Graficos das saidas z,, Tp. € T, + Th. DO caso amortecido correspondentes
a entrada da fig. 1.4.

é dada por
o o= AaMy(ry
z,(t) = ;"_k + ig("" )sen(nwt + b+ Pn) (1.53)
n=1
onde
Md(?‘n) = . n — %s tg(qbn) = J_lz—rn2’ tg(¢n) —— g—:

V@ P+ (A=)

r

T
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1.2.8 Fzcitagao Arbitraria

Nesta se¢ao, serao consideradas forcas excitadoras que aparecem freqiientemente
em vibracoes. As respostas correspondentes sdo dadas pela integral de Duhamel, isto
é, a convolugao da resposta a um impulso unitario com a entrada. Esta integral pode
ter como resultado a soma de duas vibracoes: uma livre, chamada vibragdo transiente,
e a outra for¢ada, dita vibra¢do permanente, também conhecida como ”estacionaria”.

Por exemplo, para uma excitacao harmonica f(¢) = F, senwt, tem-se que

¢
zalt) = / m];)d e~ 8n(t"senwy (t — 7) F senwrdr = z,(t) + zhc(t),

onde
é?
—ewnt | 26 cos(wny/1 — %) + (—ﬂ_—?)sen(wn 1 — &%)
xhe(t)=F°we t _ 22\/16 -
mwy A=l rFP+ )
e
_F, 2&" coswt + (1 — (2)*)senwt)
2= i | T - @rrt ey
w

Ou, com a razao de freqiiéncias r = 7=,

F, we=twnt | 26 cos(wat) + %E_)sen(wdt)

el =g (1= + (% 7
) () = Fo | =2€r cos(wt) + (1 — rz)sen(wt)}
TR (T=r?) + (2 ry?
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Observe-se que z.(t) é uma vibracao livre que desaparece conforme au-
menta o tempo (iransiente); z,(t) é uma vibracdo forcada que nao desaparece com o

tempo (permanente).

F[O]=5, m=1, a=2, w[n]=10 a

CI.O‘I—_' eyl
1 0.17
0.08
] 0.06
q.005 04 /\
] i ‘/ N o y
.02 = \//
o204 0. 0.8 -4 5 1.8 2 .04 =
y .06 =
.08 =
—odloos - —?21 F[0]=5, a=1.2, m=1
':g 3 xi=0.1, win}=3, wid]=2.984
A8

40.01

o

=]

Figura 1.7 Graficos de z;. correspondentes a uma entrada exponencial assintética.

Para forcas excitadoras elementares, com o uso da base dindmica h(t), h(t),
a solucao complementar z,.(t) pode ser determinada de maneira tnica, em termos dos

valores iniciais da solucao z,(t). Mais precisamente,
2he(t) = h(t)u + A(t)v, u=—i,(0)m —2,(0)e, v=—z,(0)m. (1.54)
De fato, de z(0) = 0, tem-se
0 = 2,(0) + h(0)u + A(0)v = z,(0) + %v.

Similarmente, de #(0) = 0, vem

v

= £,(0) + h(O)u+ h(O)v = £(0) + —u+ o

e, substituindo os valores de v e de A(0), obtém-se o valor de u, [CLA 99].

As Tabelas 1.5 e 1.7, a seguir, ilustram as respostas zq4, T, € T, de sistemas

nao-amortecidos para entradas descritas por algumas funges elementares. A Tabela
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1.6 exibe os graficos de x4 e z, para valores convenientes das constantes envolvidas.
Porém, nao foram tabelados os graficos da solugao zp.. Estes ultimos - veja-se figura
1.7, que mostra zj. correspondente a entradas exponenciais assintoticas - sao sempre
do tipo harménico (em sistemas ndo-amortecidos) ou do tipo senoidal amortecido (em

sistemas dissipativos), pois a resposta . estd vinculada a resposta do caso homogéneo.

A Tabela 1.8 apresenta as soluc¢oes transientes ;. de sistemas nao-
amortecidos, em termos da base dinamica h(t) e h(t), para entradas descritas por
func¢oes elementares e a Tabela 1.12 € a correspondente para sistemas amortecidos. As
Tabelas 1.9 e 1.11 exibem as formulas de z, e z;. referentes aos sistemas amortecidos. A
resposta livre, denotada por z4, tem suas férmulas tabeladas somente para o caso nao-
amortecido (Tabela 1.5). Nas tabelas graficas 1.6 e 1.10, entretanto, foram considerados

os sistemas forgados conservativos e dissipativos.

As figuras 1.5 e 1.6 exibem, a esquerda, a resposta a uma excitacao

L bicx
periédica f(t) = obtida através da férmula (1.51), a resposta zse,
0, —m<t<0

a direita, e z, + Th., na parte inferior, obtidas com as duas ultimas linhas das Tabelas
1.5 e 1.7 para o caso nao-amortecido e Tabelas 1.9 e 1.11 para o caso amortecido

respectivamente.

Para entradas poligonais lineares basicas: a Tabela 1.13 mostra a solucao
permanente =, em termos de H, a funcdo de Heaviside, para abreviar a formulacao, e

a 1.14, por sua vez, exibe as vibracdes livres associadas, Tx., em termos de ‘H e da base

dinamica h(t) e h(t).

A construcao das tabelas foi realizada com auxilio do "software MapleV

release 5”.
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A FUNCAO FREQUENCIA

o T 1 o
HiW) = e e = )
5 . 9 _ 1
Forma Polar:H (iw) = |H(iw)| e N/ mwz)z 9, tg(qﬁa) W
Resposta a uma excitagao harménica (f(t) = F,e™?) : a(t) = z.(t) + 1 z,4(t)
Caso p(iw) # 0 , z(t) = p(gw)Fge"(“") Caso p(iw) =0, z(t) = ( TamtF L eilet)
Forma Polar, tg(¢) = -k_—aﬁ_f Forma Polar, tg(a) = —Qﬁ
F, tF,
(t) = o / z,(t
z4(t) Y < cos(wt + @) rall) = T+ 4 cos(wt + )
F tF
sit) = = sen(wt + (1) = ° 4
z4(t) N/ P n(wt + ¢) zs(t) N +4w2m2)sen(w + @)
Forma Paramétrica, r = w%, Forma Paramétrica, r = i"’;
_F 1 _ tF, w
ol = Tenn e (wt+¢) ze(t) = kv/(2€)? +n@~)2 e
1 : tF, w
M sen(wt + Talt) = Bt sen(wit + «
)= B et | 0= gt
Fator Resposta
1
Deslocamento: M, =
V(1 =P + (2%r)?
Velocidade : M, = %Md =rM;
N
Aceleracao : M, = ( ﬁ) My = r2M,

Tabela 1.4 A fungao freqiiéncia, a resposta a uma excitacdo harmonica e os fatores
resposta.
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z4(t) = / h(t — 7) f(7)dT = z,(t) + zh(t)

[ENTRADA /()

SAIDA z4(t)

SAIDA FORCADA z,(t)

F _Fd—l-}-cos(w,—.t” Fc

¢ wn?m mwﬂz
F ¢ Fa!wnt—sen!w,-.t H_' FO t

‘ e mwy,?
F i Fo(e"'“'wn—cos(wnt)wﬂ-{-usenfwﬂt}) Fg 6(_a t)

g o mw“{02+wn2} m (a2 + wnz)

= F, (a2(oos(wnt)—l}-i-wna(e_'“—l)-l-wnasell(unt)) Fo ((—6{_at} =}~ 1)‘-“'112 = .‘.12)

Fc(l = ) mwn2(a2+wn?)

mwp?(a? + w,?)

Fo (e—bt - e—a!)

F, wn, cos(wnt)—asen(wnt)—wne™*
Tin a.2+w:f‘
+ sen(wnt)—wn cos{wnt)+wne™"
b +wf

FG e(_at) e(“bt}
m (F a® + w,? T b2 + wnz)

= F sen(wt
Fo Sen(w ) j:on (wscn Wnté] wé: sen(ut]) (E 2 ( 3)
F . } COos(w t
6 S( ‘t) F (cos!wt%!:o:(wnt)) 0 ( )

m (w,? — w?)

Tabela 1.5 Saidas z4(%) e z,(t) para o caso naoc-amortecido correspondentes a entradas
descritas por fungoes elementares.
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ENTRADA f(2)

SAIDA x4(t)

SAIDA FORCADA z,(2)

Fo=5 Fo=10, win]=10
- P
™
LLE [o.
F - -
g an o
= b=
Ir s ;
Fo=58 Fo=5, wlhj=10, m=1
va
-
F, t [
o S

B — e /_—7

Fy(emtt =) | \

Fysen(wt) [\ [\ - /

FIOI-5, m=1, winl=10, w2

A
s

safith, 1130
==K
<

noor) |\
15 L

1HIME

FIOJ=5, m=1, win]=10, w=2 |

Tabela 1.6 Graficos das saidas z4(%) e z,(t) para o caso nao-amortecido corresponden-

tes a entradas descritas por funcoes elementares.
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g4(t) = /t h(t — 7)f(7)dT = z,(t) + zhe(t)

ENTRADA f(t) SAIDA z.(2)
F, _Fo cos(w; t)
mwy
F i _Fo sen(w; t)
mwy
o Fo(asen(wn t) — wy cos(wn t))
F,e
mwy, (a2 + w,?)
F(1 — e=at) _Foa(acos(wnt) +wnsen(wnt))

mwy?( a? + wy,?)

F (=8t _ gm0t (b— a)Fo ((wa? — ab) sen(wy t) + wy (b+ a) cos(wn t) )
e = mwn (a2 + wn2) (B2 + wn?)

B Fowsen(wy, t)

F,sen(wt) Tt — %)

Fo cos(wy, )

Fo COS(&Jt) m

Tabela 1.7 Saida z.(t) para o caso nao-amortecido correspondente a entradas descri-
tas por fungoes elementares.
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Aty = sen(wnt)} h(t) _ cos(wnt)
MWy, m
ENTRADA f() [ u=—2,(0)m [ v=—¢,(0)m
F, 0 —g—;—
F,
{3 = 0
wﬂ
F,a F,
—at o o
el a? 4+ w? T2t w?
. F,a F, a?
Fo(1 — ™) T a? + wy? w2 (a? +w?)
b a 1 1
—-bt _ _—at —_
Fo(e € ) Fa(bz_*_“‘g a2+wg) Fo(a2+w3 62+wg)
F,
F,sen(wt) ru;? 0
F,cos(wt) 0 - 2F° i
it —

Tabela 1.8 Saida zj.(t) para o caso nao-amortecido obtida em termos da resposta a
um impulso unitario e de sua derivada.
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#yli)= f h(t — 1) f(7)dT = z,(t) + zp(t)

ENTRADA f(¢) SAIDA PERMANENTE z,(t)
F,
F, 2
mwy,>?
F, tw, —2¢
F ot —
m [ Wy )
—at
¥, &= ‘F_O[ . 2]

F,(1 — e™®) Ford

F ew—bt e—at
—-bt _ _—at fuaifs -
SR [t corsry e rorspen oy

F, (wn? — w?)sen(wt) — 2ww,cos(wt)
Fysen(wt) E[ (2 + w7)? — dulong? ]
; 22 ; )
B calist) E[(wn w?)cos(wt) + 2éww, sen(wt)

(wn? + w?)? — dwwy?

Tabela 1.9 Saida z,(t) para o caso amortecido correspondente a entradas descritas por
funcées elementares.
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ENTRADA f(1) [ SAIDA 24t [ SAIDA PERMANENTE z,(1)

Fo=5

F,

NITA RS

Fa e‘_at :\

FIOI=5, a=1.2 FIOTES| =T 2, w1, ®l=0.7, Winj=d, widl=2.g64 Flol=5, afT.2, m=1, %=0.1, W[

Fo(1— ™) ! “1/\/"‘“'7

FIOI=E, a=2 B=1 FIOI=%, g§f2f B=1, =1, ®=0.1, Wn]=3, widl}-2{pas FO]=5, amil o =
A fras

—
o
|
4y
e
o
|
~
i
t
|
FE pPizrizizit
éf——/,“—-—-—-

FIOI=8, waz FIORS{ nfT, x=0.005,Wn]=3, widl=2.000, k>  FlO=S, m{1, {=0.065, winj=3, wid]-2.088, w=2

Fsenliod) /\\/\v ;f LA W‘ | ﬂ

FERS. | 1, xI=0085,
e
"

nemoy | LA
WV

= M=z F[Ol=5, mfT, FI=0.065, WIRI=3, WAI=Z.081), w=2

Tabela 1.10 Gréficos das saidas z4(t) e ,(t) para o caso amortecido correspondentes
a entradas descritas por funcoes elementares.
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z4(t) = ft h(t — 7)f(7)dr = zp(t) + zho(t)

| ENTRADA f(t) || SAIDA TRANSIENTE (1)
P F,e~%nt —cos(wgyt) B .fsen(wdt)]
? m w? Wl
Pt F,e=%wnt 2fcos(wat) (262 — 1)sen(wyt)
’ m [ w3 ¥ wWaw? )
P oot F,e~®nt  —cos(wgt) (—€wn + a)sen(wdt)]
’ m (bwn—a)’ + W] wal(wn —a)" +w]]
Fy(1 — o) F,ae~%nt (28w, — a)cos(wyt) . (£%w? — faw, — wﬁ)sen(wdt)]
’ m wl[(fwn — a)? +wi] wyw?[(§wn — a)? + 7]

—-b —a Faoe=8wnt(q—_b) rwy(—a—b+2€wn Jco (wat)+ ab—w:‘,: Ewn(—a—b+28wn))sen(wat
F,(e bt — &%) = ( )[ da(=a Jd[(i'u:-)b)g+w§][(§wn-£nﬁ+w§] ))sen(wy )]
Fisanliod) F,e~tvwnly 26wy cos(wgyt) [w2(26% — 1) 4 w?]sen(wat)

o m (wn? + w?)? — 4w2wy? wa[(wn? + w?)? — 4wwq?]
7. coslirt) F,e~8nt —(w,? — w?)cos(wqt) Ewn(w? + w?)sen(wqt)
a%9 m (wp? 4+ w?)? —wwi?  wa(wn? + w?)? — dwiw,?]

Tabela 1.11 Saida zj.(t) para o caso amortecido correspondente a entradas descritas
por funcoes elementares.



Zhe(t) = h(t)u + A(t)v

ENTRADA f(t) u = —(2,(0)m + z,(0)c) v = —z,(0)m

F, —2%L L

B ~2-4g) oLet
F,(1— ™) —F, [l _ 95 ~Ffk~ mlurs]

Fa (e-—bt — e—at)

‘—Fo[

b—2Ewn s a—2Ewn ]
(Ew:z-b}z-i-wﬁ (ﬁwﬂ—a}2+w§

_Fo[

1

1
(éwn—b]2+w§ - (Eun—ﬂ)z—l-wﬁ

]

w2+w?)?—dwiw]

wh—w? +4€%07 2F - Wn
Fo Sen(wi ] _Fow[(w?,+w2 }-;_iwzwd] W%"q
F,cos(wt) ) Fogwn[(Lz‘h‘z:ﬂ,] __ Fo(w2—uw?)

(wi+w?)?=qwiwy

Tabela 1.12 Saida z.(t) para o caso amortecido obtida em termos da resposta a um

impulso unitario e de sua derivada.
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ealt) = [ b= r)S(r)ir = 2,(0) + 20t

ENTRADA /(1) SAIDA PERMANENTE g, (1)
F, H(t) H%f Ht)

Lot 1) - (6 — a) H(t — a)) J / m%; [( aﬁ) (#H(t) - H(t - a)) +a H(t ~a)}
Fo( H(t—a)— HE-B)| Lop (it - a)- e -v)

Lo (6 () — 20t — ) H(t = a) + (¢t - 20) H(t - 20)) E%’?E[(t ~ Z)(H(t) - 2 Ht - a) + H(t - 20))
j /\ +2a( Hlt — a) — H(t - 20))]

Fo[ (1) - i—“—g- e - a)+ =2 #(t - b)) ?rf%;”f{ H(t) - gL [(t—a—%%) H(t - a)

(t—b—%) 'H(t—b)]}

Tabela 1.13 Saida z,({) para o caso amortecido correspondente a entradas descritas
por fungbes seccionalmente continuas.
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zalt) = /f h(t — 7) f(r)dT = z,(t) + zhe(t)

ENTRADA /(7) SAIDA TRANSIENTE o5, (2)
F, H(t) . —gg(&(t) + 2€w,h(t)) H(t)

i

Lo (e () - (t — a) Ht - a) } /

b2

[ (h(t) #(2) - h(t - a) H(t - a))

S

+(4€2 — 1)wn (R(2) H(t) — h(t — a) H(t — a))]

Fo(H(t - )~ H(t b))

o

[A(t — a) H(t — a) — h(t = b) H(t —b)

+28wy, (h(t — ) H(t —a) — h(t — b) H(t - b))]

Lo (4 H(t) - 2t — 0) H(t — 0) + (¢ — 20) H(t — 2a)

Fo=T1, a=1

;Lg";{f;—{n [A(t) H(t) — 2h(t — a) H(t — a)

+h(t — 2a) H(t — 2a)] + (4€% — 1w, [A(2) H(2)
—2h(t — a) H(t — a) + h(t — 2a) H(t — 2a)] }

ﬁ%{a(z) H(t) + 2wnh(t) H(2)

— 5L [Z (e — @) H(t — a) — At — b) H(t ~ 1))
+(4€% — Vwn (h(t — a) H(t — a)
—h(t —b) H(t—1b))] }

Tabela 1.14 Saida ;.(t) para o caso amortecido correspondente a entradas descritas
por funcées seccionalmente continuas.
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2 SISTEMAS COM N GRAUS DE LIBERDADE

2.1 Introducao

Um grande nimero de sistemas, utilizados na engenharia, sao compostos
de varias partes, que se movem independentemente e estdo sujeitas a restricoes ci-
nematicas impostas pelas suas interconexdes. A fim de visualizar completamente o
estado do movimento, relativo a estes sistemas, é necessario conhecer os valores ins-
tantaneos das varias coordenadas z; e as correspondentes velocidades ;. Portanto,
neste capitulo, tem-se como objetivo desenvolver ferramentas analiticas, que permitam

predizer a resposta de um sistema com varios graus de liberdade.

Conforme estabelecido anteriormente, um sistema com um grau de liber-
dade descreve muitos, porém nao a totalidade dos fenomenos vibratérios fundamentais.
Um novo conceito refere-se a identificacdo de padrdes preferenciais de vibragdes, cha-
mados de modos de vibracdo. Este enfoque conduzira a analise modal, a qual permitira
a representacdo da resposta para um determinado tipo de sistema com n graus de li-
berdade, em termos de um conjunto de n sistemas de um grau de liberdade. Tal
processo, conhecido como desacoplamento, tem sua aplicabilidade limitada aos casos
de sistemas nao-amortecidos e sistemas com forte restricao quanto a natureza do atrito:

amortecimento de Rayleigh e aproximacao de Knowles, [GAL 87].

Diante da limitacao da andlise modal, é conveniente estender os conceitos
introduzidos no capitulo anterior, em particular, os de resposta impulso e de funcdo de

transferéncia para o caso de sistemas com multiplos graus de liberdade.

As equacgoes do movimento, para os sistemas com n graus de liberdade.

podem ser obtidas da segunda lei de Newton do movimento ou com o uso das equagoes
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de Lagrange. No caso linear, as equagdes do movimento sao dadas, na forma matricial,

por
M3+ Ci+ Kz = f(t), (2.1)

onde: M, C e K sdo matrizes n X n, que representam a matriz de massa, a matriz de
amortecimento e a matriz de rigidez do sistema respectivamente; ¢ é um vetor, com
componentes incégnitas, que dependem de ¢, de ordem n x 1; & e & denotam a primeira
e a segunda derivada de z; e f(t) é um vetor dado, formado por funcoes na variavel ,

de ordem n x 1.

O meétodo operacional serd utilizado para estabelecer propriedades gerais
de um sistema com n graus de liberdade, em termos da resposta impulso matricial e da
matriz de transferéncia. Para estas, serda dada uma formulac¢ao ndo-modal. O método
modal ou espectral, que requer o calculo dos modos, serd utilizado em sistemas com

caracteristicas particulares.

2.2 A Equacgao do Sistema Vibratdrio com n
Graus de Liberdade

Quando sao requeridas n coordenadas independentes para especificar as
posicdes das particulas de um sistema, o sistema é dito com n graus de liberdade.
O movimento de um sistema vibratdrio, com n graus de liberdade, é descrito por n
equagoes diferenciais, as quais decorrem de critérios e de leis fisicas. Neste trabalho,

sera utilizado o método das equacoes de Lagrange.

5 r .
r=u * «3 BT s ITreas
4!‘ MLOVECA ¥ Al



Para analisar um sistema com n graus de liberdade, ou seja, de um sistema
MDF'S, sao consideradas simplificacGes, em termos de massa, mola e amortecedor que,
por sua vez, representam o corpo, a elasticidade e o amortecimento do sistema. Em
geral, os deslocamentos, z;, ¢ = 1 : k, das particulas do sistema, podem ser descritos
como fung¢oes de um numero de parametros, ¢;, j = 1 : n, chamados coordenadas
generalizadas. Uma coordenada generalizada € alguma grandeza fisica, tal como um
comprimento ou um angulo. O nimero de coordenadas generalizadas de um sistema é

sempre igual ao nimero de graus de liberdade do mesmo.

Considere-se um sistema vibratério de &k particulas com os deslocamentos

o =il B P Bl 5214k (2.2)

onde os z;, j = 1 : n, sao as coordenadas generalizadas. As equacoes de Lagrange sao

dadas por

d (0L oL 0D
— — | — — = a=ln, 2.3
dt (31:3‘) oz; i 0z ; 2 4 ' (2:3)
onde L = T — U é a funcédo lagrangiana do sistema, T € a energia cinética, U € a energia
potencial, D é a energia dissipativa, e F;, 7 = 1 : n, representam as forgas externas

generalizadas. Sob hipéteses de linearidade, tem-se

T= % Zn: i mijdit; = %:&TMx'

=t =1

1 n n 1 i
U= 3 Z Z Keszams = 5:rTI\:c (2.4)

=1 3=1

D= % Zn: Zn: C,’jﬁ?,‘ij = -;—:I'ITC:E:,

=1 j=1
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onde
M = [m;], K =[k;j], C=[c]. (2.5)

Substituindo, as equacGes (2.4) em (2.3) decorre

ngj'ig -+ Zkgj.’r; =+ ZjSg =F, j=ln
i=1

=1 i=1

ou, na forma matricial,

Mi +Ci+ Kz = f(t). (2.6)

Note-se que, neste trabalho, a matriz M serd considerada ndo singular.

2.3 O Método Matricial Operacional

Considere-se a equacao diferencial
Mz + Ct + Kz = f(t), (2.7)

onde M, C. K sao matrizes arbitrarias n x n. Aplicando a transformada de Laplace a

esta equacao, obtém-se
Ms*X(s) — Mz(0) — Msz(0) + C [sX(s) — z(0)] + KX (s) = F(s).
Através de simplificagdes, decorre a equacdo operacional

A(s)X(s) = M#(0) + (sM + C)z(0) + F(s), (2.8)
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onde

A(s) = s*M + sC + K,

e X(s), F(s) sao as transformadas de Laplace de z(t) e de f(¢) respectivamente.

A resposta impulso matricial, ou a solugéo dindmica, D(¢) é introduzida

como a solucdo do problema

MD+CD+ KD =0,

: (2.9)
D(0) =0, MD(0)=1I
ou, equivalentemente,
MD+ CD+ KD = §(t)l,
_ (2.10)
D0)=0, MD(0)=0.
Da equagdo operacional para D(t), decorre
A(s)H(s) = I, (2.11)

ou seja, H(s) é a transformada de Laplace de D(t) e serd denominada a matriz de

transferéncia do sistema (2.7).

Observe-se que uma matriz nao-singular comuta com sua inversa. Entao,
a rigor, tem-se que a matriz de transferéncia comuta com o polinémio matricial A(s),
isto €,

A(s)H(s) = H(s)A(s) = 1.



Assim, pré-multiplicando (2.8) por
A™(s) = H(s),
decorre
X(s) = H(s)M#(0)+ (sH(s)M + H(s)C) z(0) + H(s)F(s).

Agora, com a transformada inversa de Laplace, obtém-se uma férmula para as solucoes

de (2.7), em termos da resposta impulso,

2(t) = D()M3(0) + (’D(t)M & D(t)C) 2(0) + /0 D(t — 1) f(7)dr. (2.12)

Esta equacgdo (2.12) mostra que, para conhecer a solug¢do do sistema (2.7), é suficiente

determinar a resposta impulso associada ao mesmo.

A resposta impulso pode, em principio, ser descrita por uma série de Taylor

e aproximada de maneira polinomial. Isto é, escrevendo

o0

D(t) = Zp,--ti (2.13)

'3
=0 J:

onde D; = DY(0), e substituindo em (2.9), obtém-se a equagao recursiva

IWDJ,‘.].Q + CDj+1 -k KD, = U,
MD, = 1, D=0

(2.14)

Porém. sob o ponto de vista numérico, o truncamento da série pode acarretar erros

numeéricos, como foi discutido por Moler e Van Loan [MOL 78], para o caso da res-



posta impulso associada a um sistema de primeira ordem (exponencial de uma matriz).

Por outro lado, o método espectral, isto é, a determinacao de solucoes do

tipo exponencial z(t) = e*v para o sistema néo forgado
Mz+Cz+ Kz =0,
conduz a resolug¢ao do problema de autovalor
(M +AXC+K)v=0, v#0. (2.15)

Este procedimento equivale a determinar as raizes (autovalores de (2.15) ) do polinémio

caracteristico
2n ‘
p(A) =det (*M +AC + K) = 3 A" (2.16)
e

e, posteriormente, achar os autovetores ou modos v.

Como
adj A(s)

H(s) = A‘l(s) = ols)

b

os polos de H(s) sdo os autovalores de (2.15), portanto, em numero finito. Segue-se
que a integral de Bromwich [GAL 87], para a transformada inversa de Laplace, pode

ser reduzida a uma integral de contorno limitado

D(t) = 2% fr H(s)e®ds, (2.17)

onde I' é uma circunferéncia que encerra os autovalores de (2.15).

Entretanto, as férmulas (2.17) e (2.14) ndo sdao muito adequadas para a

obtencgao das propriedades analiticas da resposta impulso; tampouco sao apropriadas
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numericamente. Pois, o caso da aplicacao de (2.17) requer o conhecimento da matriz de
transferéncia H(s), e, para o caso de (2.14), a dificuldade consiste em gerar as matrizes

D; para j muito grande.

Na préxima secao, sera considerado um método para o calculo analitico da
resposta impulso e da matriz de transferéncia [CLA 95], que fornece férmulas explicitas
para as mesmas. Estas férmulas serdao utilizadas na obten¢do de propriedades analiticas.

A implementacao pratica destes resultados é adequada aos sistemas de pequeno porte.

2.4 Formulas Fechadas para a Matriz de
Transferéncia e a Resposta Impulso

Cabe lembrar que Dy = D¥)(0) satisfaz o problema matricial em dife-

rencas

MD;2 + CDjy1 + KD; =0,
1+2 j+1 4 (218)
MD]_ = I, D{) =0,
Deve-se observar, também, que B(s) = adj (A(s)) é um polinémio matricial em A de

ordem menor que 2n — 1. Entdo, para By = B*)(0), tem-se

B2n—1 = Bgn = 0 (219)
Considere-se
2n
p(s) = det (A(s)) = Y bps™*, (2:20)
k=0

o polinémio caracteristico do problema (2.15).



Tem-se

B(s)A(s) = A(s)B(s) = det (A(s)) I = p(s)I. (2.21)

Como B(s) e A(s) comutam, bem como suas derivadas, é possivel escrever

di T LN i w ;
B@BEI= > (7)a9%9)86-(s) = s (222)
Substituindo
X, 9=10
_ & =1
AD(0) = ¢ (2.23)
oM, i=2,
0, $ 3> 2,
[ >
: Pbopi; §=10:2n,
0 =37 (2.24)

0, §z=2n.

em (2.22), para s = 0, e utilizando as condi¢oes (2.19), obtém-se

KBJ' JerBj_l -f-“?(j — I)MBj_g = j!bgn_jf, 3 =22, (9 25)
B?n—l =~ BZﬂ = 0
Fazendo uma substituicao de variavel,
Ban-j .
7T n— )V e



tem-se que B; = j! Ay,_j. Substituindo este resultado em (2.25), decorre o problema

matricial em diferencas

MAjp2+CAjp1 + KA; =b;1, §=0:2n-2, (2.27)
27
A{} = Al - 0.
A seguir, definindo
j—-1
Ap=Y bDjsi-1, (2.28)

1=0

onde D; = D%)(0), de (2.27), obtém-se
KA; + CAJ;.H -+ MA_,‘+2 = bJI

Portanto, A; definido em (2.28) é solucio de (2.27).

Agora, como B¥)(0) = 0, para k > 2n, a série de Taylor de B(s) é dada

por
2n B 2n
2n—k 2n—k 2n—Fk
- . . =N d
B(s) :L: B — k)!s Z kS

= k=1
2n k-1 2n j—-1 .

= ¥ ¥ W50y = ¥ ¥ b . (2.29)
k=1 i=0 =1 =0

Deste modo, a matriz de transferéncia € caracterizada como

H(s) = Bl zzn fbfﬂpzn_- (2.30)
ple) L™ ple) T

A resposta impulso D(t) é obtida, a seguir, com a utilizacdo da integral

de Bromwich para determinar a transformada inversa de Laplace de H(s). Mais pre-
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cisamente,

D(t) = % B (3) etds _iib (2?_3 f S ds) Dipeis (2.31)

j=1 i=0 p(s)

A expressao

1 . es:
g7

2mi I P(-‘J‘)

corresponde a j-ésima derivada da funcao

1 est

que é a solugao do problema de valor inicial

ds

Boh @™ () + byAC™(2) + - - + byn_1h(t) + banh(t) = 0, (232)

h(0) =0, A(0) =0,--- ,A®2(0) = 0, b,A*1(0) = 1.

Assim,
2n j3—1
=33 BAEEUD,, (2.33)
i=1 =0

onde:

b; sao os coeficientes do polinémio caracteristico (2.16);
h(t) é a funcdo que satisfaz o problema de valor inicial (2.32);

D satisfaz o problema matricial em diferencas (2.18).

Conclui-se que, para o cdlculo da resposta impulso matricial, € necessdrio considerar
trés equagdes caracteristicas: uma algébrica (polinémio caracteristico), uma analitica
(equagdo diferencial para h(t)) e uma discreta (equagio em diferencas para Dy, que

corresponde a k-ésima derivada de D(t) na origem).
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Sob o ponto de vista fisico, a resposta a um impulso unitdrio pode ser

interpretada da seguinte maneira. Suponha-se um sistema com n graus de liberdade
Mi+ Ci+ Kz =0, (2.34)
onde C e K sao matrizes arbitrarias. Seja z(f) a resposta diante das condigoes iniciais
Mz(0) =e;, z(0)=0,

onde

[ & ]

é o j-ésimo vetor canénico. De acordo com (2.12), a solucao de (2.34) é dada por
z(t) = D(t)e; (2.33)
e, assim, a k-ésima componente de z(t) é
z1(t) = el z(t) = €} D(t)e; = Dy;(t)- (2.36)

De (2.36), pode-se afirmar que o elemento Dy;(t) da resposta impulso D(t) € a respos-
ta da k-ésima componente do sistema, relativa @ uma for¢a unitdria concenirada na
j-€stma componente, e com for¢as nulas nas outras componentes do sistema. Por con-
sequinte, Hy;(iw) € a resposta freqiéncia para a k-ésima componente, que corresponde

a uma for¢a concentrada no j-é€simo elemento do sistema.
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2.5 O Caso de Raizes Simples

Quando todas as raizes s, de p(s) forem distintas, a férmula para D(?)

pode ser simplificada. Aqui, D(t) é obtida de

e, com a introdu¢do dos polindomios

= Zbisi_l—i’ J == 1127' o ,2?1:

i=0

decorre
2n 3-—1 J'_

D(t) = ZZbZ D

7=1 =0 k=0

Deste modo,

n

D(t) =Y Ewe™, H(s)=) Er

k=o k=o

onde

1 2n
E = ' D n—j -
k 7(s8) ;q (5£)D;

?
S — S

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Para o caso de raizes simples, a derivada de D(¢) em ¢t = 0 conduz a resposta impulso

discreta

2n
D= Z Eksi.

k=o



2.6 Exemplos Numéricos

As formulas, acima, para D(t) e H(s) sao obtidas facilmente, na im-

plementacao de sistemas de pequeno porte, com o uso de ”softwares” simbdlicos ou

numeéricos, tais como o MapleV ou o Matlab.

Exemplo 1

Determinar a solucdo do problema de valor inicial

1 -1 | | @) 3 —4 || @)
-+ -+
1 2| | &) —4 8 || @)
0
q(0) = , 4(0)=
0
Solugao

Tem-se o polinémio caracteristico

p(s) = det(s®M + sC + K) = s + 6% + 195% + 375 + 26.

A solucao da equagao diferencial caracteristica

RO(t) + 6R3) (1) + 19h(t) + 3Th(t) + 26A(t) = 0,

com os valores inicials

h(0) = h(0) = h(0) =0,

RO(0) = 1,

4cos2t



é dada, de modo aproximado, por

h(t) = —0.072239 (272554 1 0.10396 e(~1-266%t) _ (.031716 e{~19%%%) ¢05(2.5543 ¢)
— 0.038004 e ~1:9940%) sen(2,5543 1).

Para a equacao caracteristica em diferencas
MDk+2 +0Dk+1 o KDk = 0, D, = 0, MD, = I, k=0: ].,

tem-se

A | -4 =2 -7 —4
Dl: 1 D2: 1 DS

1. 1} -2 =3 -4 4

Substituindo os valores obtidos acima em

4

-1
D(t) =) JZ b:hU=1=0 (1) Dy

7j=1 i=o

e com o calculo da integral

a(t) = f Dt — 7)f(r)dr,
obtém-se

q:(t) = 0.982cos2t + 1.13sen2t + 0.345¢ — 0.0307 + 0.0182 273 — 0.0979 ¢~ 127

—0.872e % cos2.55t — 1.39 e sen2.55

go(t) = 0.528 cos2t + 0.536 sen2¢ + 0.577¢ — 0.475 — 0.156 e~ >™3* 4 0.590 e~ 1-27*
—0.486 e c0s2.55t — 0.712e *sen2.55 ¢
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3 (1 3 o 2
Observe-se que a solugao q(t)= 1) é a superposicdo da solu¢do permanente z,(t),

g2(1)
a qual corresponde ao termo forgante dado, e a solugdo do sistema homogéneo, a so-

lugdo transiente zpc(t).

-3

=

s Q=2

3

2

‘l—; a1

o ‘\z_z/ a » S a 10

Figura 2.1 Respostas ¢i(t) e ga(t)
Exemplo 2

Determinar a solucao do sistema homogéneo

i9 Al & 110/ | & 101/ a 0
10 1 ds 00 1] ¢ -1 01| | 0

sujeito as condigbes iniciais

1 3
q0)= 1|2, ¢0)=1]2
3 1

Solugao
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Tem-se o polinémio caracteristico
p(s) = det[szﬂ/f +sC+ K] = 2% 45" L4t 4P+ 4 L4542,

A solugao de
2h©)(t) + 4hB) (1) + 4hD(¢) + 44C)(2) + 4h(t) + 4h(t) + 2h(t) = 0,

com os valores iniciais

h(0) = A(0) = h(0) = A®)(0) = h(¥)(0) =0, 2rB)(0) =1,
é dada por
oy A V3 V3 _: V3 1 ¢ V3 V3 . V3
h(t) = 5¢ —7¢ cos(—Q-t) kT sen( 5 t) — ¢ cos(Tt) ~35° sen(Tt)

Os valores de D;, para 7 = 2 : 5, s@o obtidos por recursao, através da equagao matricial

em diferencas

MDk+2+CDk+1+ka:0, Do=0, 1WDI=I.

Assim, com D, = 0, a matriz nula é obtida, e as demais sao dadas por

0 = =i ¥ 1 p
} 03 2 73 ' B
Dl—_" 0 10 'JD?‘: —% =] —% 7D3_ % % 1 1
1 1
| =2 0 7] | & 3 ¥ | |0 ~1 D |
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&
sl
)
b =t
-
b=

D: -1 -1
. 7 03 1 0 0
=1 g =t
3 3 O | 7 |

.

Agora, serdo calculadas D(t) e sua derivada, D(t), através da férmula fechada. Subs-

tituindo os valores em

q(t) = [D(t)M + D(t)C]q(0) + D(t) M4(0),

obtém-se
V3

156 =9 _; 42 V3 2
= RTINS, U —— .___t-
@ (t) T + 2¢'“[cos 5 t 3\/§sen 5 15
St—14 4 495 V3 7 VB, 19 V3 9 B
g2(1) =" e [12cos2t 12\/§sen21]+e [4c062i+4\/§sen2 1;

_ 10 _, t/2 2 \/3 \/§ —-t/2 \/§ _ 4 \/§
gs(t) = 3¢ +e [3cos 5 t + sen 5 t] — e~*/*[cos : t \/gsen 5 t].

30

=20 —
10

a1

o] 3 g a P s
T 1

§ =

—10 — b

- as

Figura 2.2 Respostas ¢1(t), ¢2(t) e gs(t)
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3 AI}IALISE MODAL DE SISTEMAS
NAO-AMORTECIDOS

3.1 Introducao

A equagao do movimento na forma matricial (2.6), obtida no capitulo
anterior, representa um sistema de equacoes independentes somente se as matrizes
de massa, de amortecimento e de rigidez forem diagonais. Caso contrario, o sistema
possuira termos que tornam as equagdes dependentes entre si, [MEI 75] e [CHO 95].
Portanto, o mesmo acontecera com as massas em relagao ao movimento. Os termos que
causam esta dependéncia entre as equagdes, denominados acoplados, sao os termos
velocidade e deslocamento, cujas matrizes coeficientes sao a matriz de amortecimento

e a matriz de rigidez do sistema respectivamente.

Por outro lado, na auséncia de amortecimentio e de for¢as ezternas, o
sisterna € dito conservativo: nao hd mecanismo para a dissipa¢ao, nem para a adigao

de energia.

Na analise de um sistema conservativo acoplado, é de interesse um tipo
especial de solugao, em que as cordenadas generalizadas executem o mesmo tipo de
movimento no tempo, isto €, um movimento sincronizado. Ou seja, um movimento em
que a razao entre dois deslocamentos seja constante durante o movimento, mas que a

amplitude mude em relagao a frequéncia.

Diante disso, neste capitulo, serao analisados os modos de vibragao de
sistemas conservativos, com solugdes representadas no tempo (em analogia ao caso
escalar) por uma funcao harmonica e multiplicadas por uma constante, um vetor v, que

representa as amplitudes associadas as diferentes freqiéncias, os modos de vibragdo.

64



Note-se que a procura de solugdes oscilatérias no tempo [MEI 75] conduz
a fungao exponencial e, onde A poderia ser qualquer constante. Entretanto, como o
sistema é conéervativo, se Re(A) > 0, a energia mecanica total T+ U crescera, enquanto
que Re(A) < 0 produzira uma resposta decrescente no tempo. Ambos os casos contra-

dizem o principio de conservacao de energia. Assim, considere-se "a priori” A = w.

3.2 Frequéncias Naturais e Modos de Vibracgao

Se uma das matrizes M, C ou K for nao-diagonal, entdo havera acopla-
mento das coordenadas generalizadas. No caso de sistemas nao-amortecidos, a equagao

do movimento a ser resolvida é

M3 + Kz = 0. (3.1)

Como introduzido acima. o primeiro passo, na analise modal, consiste em
| p ? ?

procurar solugdes oscilatérias no tempo, isto €, do tipo z(¢) = e*“*v, onde v € um vetor

nao nulo. Substituindo a suposta solucao, na equacgao diferencial anterior, decorre o

problema de autovalor generalizado
[A*M + KJv =0, (3.2)

onde

A =1w.

Tem-se duas alternativas a considerar: suponha-se que o valor de w seja arbitrario.

Entdo, o sistema algébrico

(K — Mo =0 (3.3)



devera ser inversivel. Segue-se que v=0, o que levara a solucao trivial; portanto, deve-se
procurar os valores de w, tais que este sistema algébrico homogéneo seja singular. Em
outras palavras, este sistema possuira solucoes nao nulas somente se o seu determinante

for nulo. Assim, A devera ser raiz da equagao caracteristica

det(N’M + K) =) be(3?)"* =0, (3.4)
k=0
ou
det(—*M + K) = Y ar(w?)"™* =0, ax = be(~1)""F, (3.5)
k=0

a qual tem n raizes para w?. Para cada um destes valores, haverd um correspondente
vetor ndo nulo, que devera satisfazer a equacao (3.3). Os valores A = iw sdo chamados
de autovalores do sistema e, os vetores v, de autovetores. Quando w tem um valor real,
é referido como frequéncia do sistema e o correspondente autovetor v, como modo
associado a freqiiéncia w ou, simplesmente, modo do sistema. Em geral, os valores w?
podem ser reais ou complexos conjugados. Entretanto, condi¢bes nao muito restritivas
sobre as matrizes M e K - por exemplo, M positiva definida e K nao-negativa

definida - garantem que as raizes w?

sao nao-negativas. E, se for considerado o sinal
positivo para a raiz quadrada, as raizes poderao ser ordenadas como 0 < w; < wy <

i B s

3.3 Ortogonalidade e Normalizacao

O fato de um sistema possuir freqliéncias naturais e modos vibratdrios
é de suma relevancia para a determinacdo das vibracdes livres de um sistema nao-
amortecido. Pois, através da propriedade de ortogonalidade dos modos, focalizada a
seguir, é possivel desacoplar o sistema em n sistemas de um grau de liberdade. Esta

propriedade também é importante para o estudo das vibragoes forcadas.
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Suponha-se que v; e v; sejam os modos associados as frequéncias w; e w;

respectivamente. Isto é,
S0y = riy® . L= 2 >
Kv; = w; Mv;;, Kvj = wjMuv;.

Pré-multiplicando por v} a primeira relacao, a segunda, por v} e utilizando a simetria

das matrizes envolvidas, decorre
0 = v} Kv; —v]Kv; = (w? —w?)v!Mu;.
Se as freqiiéncias forem diferentes, entao
viMuv; = 0.

Também,

UEK‘U;J.’ =),

Com estas consideracdes. conclui-se que modos correspondentes a frequéncias

diferentes, relativos a matriz de massa M e a matriz de rigidez K, sdo ortogonais.

Para um mesmo modo, tem-se que
tMuv: = ue K v = yiw?
VY = iy, VAU = iy

O parametro y; é denominado massa modal.

Resumindo: para M simétrica positiva definida e K simétrica, tem-se

VMV = D, V'KV = DQ?, (3.6)
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onde V' é a matriz modal
V=[vv - v, (3.7)
0? é a matriz espectral diagonal
0? = diag[w? W} --- W], (3.8)

k3

e D é a matriz diagonal de massa modal

D = diaglus p2 -+ pal. (3.9)

Os modos podem ser normalizados de forma que a matriz de massa modal seja a matriz

identidade. Isto €, definindo

Uy
U = —————
\/vEMv;
ou, equivalentemente,
v
U=—, 3.10
/D @10
decorrem as relagbes dos modos normais
UMU =1, U'KU =9, KU = MUQ?, (3.11)

Portanto, as matrizes M ¢ K podem ser simultaneamente diagonalizadas por uma mes-

ma matriz modal U.

Supondo que M e K sejam matrizes simétricas e positivas definidas, tem-se

as solugoes complexas

e“Rur, ey, k=1:n,
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as quais podem ser substituidas pelas solucoes reais
sen(wt)ug, cc}s(wkt)uk.

Assim, a solucdo da equacdo 3.1 pode ser escrita

#(t) = Z[ka + bycos(wgt)]u.

k=1 Wk
Ou, na forma compacta,
_senf)t
z(t) = U Se‘s’_‘z a + U(cosQt)b, (3.12)
onde U € a matriz modal, §%1-19—t, cos§)t sdo, respectivamente, as matrizes diagonais
1 sen!w;t! 0 0 0 1
wy
sen(wat)
sen{)t 0 = § 0
= 3.1
Q - - - ; (3.13)
0 0 0 sen!wnt}

cos{it = (3.14)

€ a=[a1 as ... an]t,b:[b}_ bg bﬁ_]t.

As constantes aj. e by podem ser obtidas das condigoes iniciais

z(0) =z, z(0) =4,
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Mais precisamente,

Z D, =%,

k=1
e
n
Zakukzioa
k=1
ou ) B
by
by a3 )
[uy wg -+ wn) | = [&s &)
bn an

Como a matriz a esquerda € a matriz modal U (equacao 3.10), que é ndo-singular, o

sistema pode ser resolvido para a; e by, isto é,

Ub=uz, b=U'Mz,

Ua =z, a=U'Mz,.
o

Portanto, em (3.12) tem-se a solugao

0
s(t) = 2

UM3(0) + U(cosQt)U* Mz(0).

Decorre que, para um sistema livre ndo-amortecido, a solugéo é dada por

z(t) = D(t)M(0) + D(t)Mz(0) (3.15)
onde
D(t) =p’se?}m Ut, D(t) = U(cosQt)U (3.16)
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| KU = MUQ?]|

como em (3.11), U a matriz modal (3.7) e Q% a matriz espectral (3.8).

Se K for somente simétrica, observe-se que podera haver frequéncias nulas.

Neste caso, o valor de senwt

o devera ser substituido pela unidade, na expansao modal

para a solugdo z(t). O procedimento para a determinacao das constantes ap e by

permanecera como acima.

3.4 Modos Normais e a Resposta Impulso

Nesta secao, sera estabelecida uma formula matricial para a resposta im-
pulso de um sistema nao-amortecido, bem como sua relacao com a férmula anterior,
obtida através da analise modal. Também serd determinada a saida de um sistema

forcado, de acordo com a seguinte afirmacao:

O sistema
Mz + Kz = f(t) (3.17)
possui a resposta geral
. i
z(t) = D(t)Mz(0) + D(t)Mz(0) + / D(t — 1) f(7)dT, (3.18)
onde a resposta impulso matricial, D(t), satisfaz

MD+ KD =0, MD(@0)=1, D(0)=0. (3.19)



Utilizando o método de Cauchy das séries de poténcias, isto €, substituindo

o

Dt)=)Y_ D,
k=c
decorre que os coeficientes, Dy = D“‘)(O), satisfazem a equacao em diferencas

MDiys + KDy =0, MD, =1, D,=0.

Por recursao, segue que

ng = 0 € DQA:.H = (—1)k(M-IK)kM_l.

Assim,
e g2k+1 senvV/M-1Kt
D(t)= Y (-1)"(MK)M! = M,
) = 2 VMM Gy = iR
Deste modo, obtém-se a vibracao livre
4 ﬁ/JM—-l
z(t) = D(t)M=z(0) + D(t)Mz(0) = cosVM—1K t z(0) + ua’:(ﬂ),

MK
em analogia matricial ao caso de um grau de liberdade.

Se as condigdes dos modos normais (3.11) forem satisfeitas por M e K, ou
seja,

UMl =1, KU =0°

decorre desta primeira relagao e, apés, multiplicando por K, que

M2 =00, MR =01



= ; = -1 gt = - gk t t
D(t) = ;(—1)*(3/1 K)*M TESy ;(_1)km(w K)*UU'.

A seguir, por indugao e com o uso da segunda relacao, acima, obtém-se

(UU'K)* = UQ* UK

(UUK)FUU* = UQ*2UKUU* = UQ*U.

Portanto,

S0 t2k+1 o0 t2k+1 sz+1 sen{t
- _ 1}k 2kyrt _1)\k t t
'D(t)—kz:o:( 1) (%H)!UQ U _k§=o:( 1) (2k+1)!U g U =U——U".

Desta maneira, a resposta matricial a um impulso unitdrio é dada (como na equagdo

(3.16)), por

VMKt Ot
D(t) = ?EWM-‘ = U%U*, KU = MUQ? (3.20)

ou, expandida em modos,

n

_senflt sen(wgt)
D(t):U—ﬁ—L-‘:Z 5 upul (3.21)

k=o

Para a resposta livre

zi(t) = [:’D(t — 7)) f(7)dT,



tem-se, na forma modal,

z4(t) = / t U*%U F(r)dr (3.22)

ou

L === )
j‘t senwzi:—-r!f2(‘r)d7_

2] s

#ald) = Ut

f! senwn (t—7) fﬂ(T)dT

onde fi(?) é a k-ésima componente do vetor U f(t).

3.5 Modos Normais e a Matriz de Transferéncia

A matriz de transferéncia do sistema nao-amortecido
Mz + Kz = f(t)
é dada por (Cap. 2 equagdo (2.11))
H(s) = [*M + K]™".

Se as relagoes de modos normais (equagao (3.11)) forem satisfeitas pelas matrizes M e
K, isto é,

U'MU =1, U'KU = Q?
e, como H(s) é a transformada de Laplace da resposta impulso (2), tem-se

H(s) = L(D(t)) = ﬁ(crse‘(]ziyf) = U[s*I + Q"'



Também, sendo Q2 uma matriz diagonal (3.8), segue que

miz 0 0
2 2y=1 __ 0 sz-ll-wg 0
(s“IT+ Q%) =

I 0 0 0

H(s) = [uy uz uz «++ uy] ¢

ou, em forma equivalente,

Tz

H(‘S) = [32M + K]_l —— U[SZI + Q2]—1U't =

o t
Z: e
2 2
s w
k=1 * k

Em particular, tem-se a fungéo freqiiéncia matricial

H(iw) = [(iw)*M + K] = U[(iw)*] + Q370" =

Ll t
Yo
A W

k=1

(3.23)

(3.24)



4 ANALISE MODAL DE SISTEMAS
AMORTECIDOS

4.1 Introducgao

A andlise modal tem sido desenvolvida para sistemas nao-amortecidos.
Porém, quando restrita a este tipo de sistema, sua utilizagdo é muito limitada. Com o
objetivo de ampliar a sua aplicabilidade, neste capitulo, sera estendida a casos especiais

de sistemas amortecidos.

Como referido no capitulo 3, procurar-se-a determinar solugoes oscilatérias
no tempo. Entretanto, para sistemas dissipativos, ndo se conhece uma matriz modal
U que desacople simultaneamente as matrizes coeficientes. Em conseqiiéncia, serao
impostas condicoes especificas para o amortecimento e realizada uma transformacao
do espago fisico, a fim de desacoplar o sistema. A resposta impulso matricial e a matriz

de transferéncia estarao relacionadas ao tipo de amortecimento considerado.

4.2 Autovetores e Modos Amortecidos

Para a analise modal de sistemas dissipativos, serao determinados, inicial-
mente, os autovalores e os autovetores associados, bem como a forma em que ocorrem.
Em seguida, serao estudadas as propriedades de ortogonalidade. Com este objetivo,

considere-se o sistema
Mi+Ci + Kz = f(t), (4.1)

onde M, C e K sao matrizes simétricas.
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Vibragoes livres do tipo exponencial, z(¢) = e*u, existem, quando o sis-

tema algébrico homogéneo
MM+ M+ Klu=0 (4.2)

possui solu¢ao u nao nula, para algum escalar .

Os valores A sao chamados de autovalores e os vetores correspondentes u,
de autovetores ou modos amortecidos. Os modos estdo definidos para escalares que

verificam

p(A) = det[\’M + A\C + K] = 0. (4.3)

Os autovetores possuem propriedades de ortogonalidade, porém estas sao
um tanto diferentes das relacionadas a sistemas nao-amortecidos. Para a e 3 autova-

lores, e u e v os correpondentes autovetores, tem-se as relagoes:

(a+B8)v'Mu+v'Cu=0, a#pf (4.4)

afv'Mu —viKu=0 (4.5)

Estas relagoes de ortogonalidade s3o, certamente, bem menos simples que as descritas

para sistemas nao-amortecidos.

Quando o coeficiente matricial do amortecimento C é tal que U*CU é uma
matriz diagonal, o sistema é desacoplavel, e denominado classicamente amortecido ou,
simplesmente, sistema cldssico. O termo ndo-cldssico se refere ao caso em que a analise

modal néo € aplicavel (veja-se [UDW 93], [UDW 94a] e [UDW 94b]).

l‘. t’ \’f".’".!v".
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Para contornar o problema acima mencionado, na pratica, tém sido consi-
deradas (conforme [CAU 65], [CHE 71] e [LIA 91]) uma transformacéo do espago fisico

e variadas aproximacoes para o amortecimento.

4.3 Amortecimento Proporcional de Rayleigh

A denominacao de amortecimento proporcional refere-se as situagoes, nas
quais a matriz de amortecimento C é exatamente proporcional a inércia ou a rigidez,
ou € a combinagdo linear destas matrizes. Considerando-se os coeficientes de propor-

cionalidade a e (3, tais que
C =aM + BK, (4.6)

o amortecimento C' é denominando amortecimento de Rayleigh, [RAY 45].

Embora alguma interpretagao fisica possa ser atribuida ao amortecimento
proporcional, esta hipdtese é uma conveniente simplificacao matemadtica. Exemplifi-
cando, se C for proporcional & matriz K, entdo cada uma das molas deverd ser acom-
panhada de um amortecedor em paralelo. Além disso, o quociente, entre a constante de
amortecimento do amortecedor e a rigidez da correspondente mola em paralelo, deve
ser o mesmo para todos os pares amortecedor-mola. Entretanto, quando C for propor-
cional a matriz de massa M, os amortecedores deverao ser conectados entre cada um

dos elementos de massa e terra, [EWI 95], [GIN 99].

Considere-se o sistema amortecido

Mi+Ci+ Kz = f(t)
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e, suponha-se, que as matrizes M e K satisfacam as relacdes de modos normais

MU =1, U'KU = .

Pré-multiplicando a equagdo acima por U* e fazendo z(t) = U¢(t), onde

© é, usualmente, referida como a coordenada modal, decorre da equacdo (4.6)

o+ (al + BN%)o + Q%6 = U' f(2). (4.7)

Como as matrizes coeficientes neste ultimo sistema sdo diagonais, o sistema estd desaco-
plado para a coordenada modal ¢, isto €, equivale a n sistemas de 1 grau de liberdade

- um para cada componente ¢ da coordenada modal.

Agora, introduzindo o amortecimento matricial critico £, através da re-

lacao

260 = al + B2, (4.8)
tem-se as razoes modais de amortecimento

£ = 5 T 5%, (4.9)

os elementos da matriz diagonal .

Matricialmente, tem-se o sistema desacoplado

6+ 2606 + Q%6 = U f(1). (4.10)



Uma vez calculadas as razoes modais de amortecimento, a resposta do sistema desaco-
plado ¢ pode ser obtida através dos métodos usuais e a solugao do sistema original z(t)

é imediata.

Nao é provavel que, para um sistema real, a matriz de amortecimento C
seja do tipo proporcional. Também, como ha uma grande variedade de fenémenos que
dissipam energia (veja-se [DUN 79], [HAL 89], [SES 93], [MAU 88] e [TIM 74]), torna-

se dificil idealizar uma representacao precisa do amortecimento.

Conseqiientemente, o amortecimento proporcional é considerado como uma
aproximacao da realidade, com os coeficientes ¢, [ determinados de forma empirica.
Isto conduz a um dilema: dependendo dos valores relativos de o e 3, os quocien-
tes modais de amortecimento (equcdo (4.9)) aumentam ou diminuem com o aumento
da freqiiéncia modal? Medi¢bes experimentais com numerosas maquinas e estruturas
levam, em geral, a conclusao que os quocientes modais de amortecimento sao essen-

cialmente constantes entre os modos (veja-se [CHO 93], [EWI 95] e [GIN 99]).

4.3.1 A Resposta Impulso em Sistemas com Amortecimento
Proporcional

A resposta impulso matricial do sistema com amortecimento proporcional,
Mz + (aM + BK)z + Kz = f(t),

pode ser obtida com a resolugao de

D+ (al + BM'K)D+ M KD =0, D(0) =0, MD(0) = 1.
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Como os coeficientes matriciais comutam, em analogia ao caso de 1 grau

de liberdade, decorre

sen\/M‘l K—Lal+ [J’M“K)%M_l

D(t) = e~ (al+BM 'Kt
\/M-lK — Lol + BM-1K)?

Com a mudanca de variavel
D(t) = Ug(t),
decorre o sistema desacoplado para ¢
b+ 2606 + 0% = 0, (4.11)

com as condicdes iniciais ¢(0) = 0, ¢(0) = UM~ = U,
Assim,

D(t) = Ug(t) = UDe(t)U"*

com D¢ (t) a resposta impulso matricial do sistema desacoplado, andloga ao caso escalar,

isto é,

y _eqe senfdqt
D&(t) € Q, ’

onde
Qg =Qy/1-¢2

é a matriz diagonal das freqiéncias amortecidas

gt 1 —E2, §=1220
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Sendo, D(t) = UD¢(t)U?, obtém-se a relagao matricial

-1 1 ey aV
D(t) = e—%[alq-ﬁM-lK):sen\/M K _L_(af-l-ﬁM K) tM'l _ [Jet0t senthU:
/MK — Yal + BM-1K)? §a
onde
260 = al 4 B0?
Q= Q1§
para

U'MU = I,LU'KU = Q?

4.8.2 Modos Normais e a Matriz de Transferéncia

A matriz de transferéncia do sistema amortecido com amortecimento de
Rayleigh,
Mz + (aM + BK)z + Kz = f(t),

¢é dada por
H(s) = [Ms®>+ (aM + BK)s + K]™.

Se M, K satisfizerem as relagdes dos modos normais U*MU = I, U'KU = Q% como

H(s) é a transformada de Laplace da resposta impulso, decorre

H(s) =L(D(t)) = L[Ue 0

U'] = U[s*T + 250 + Q?71U°.



Sendo £ e 2? matrizes diagonais, tem-se

1
5% 4+2s€ 1wy +wi 0 g s 0
2 2y-1 0 St 0 0
(s°I+260s + Q%) = 2wztwy
L 0 ¢ § e ?+2s£:wn+w$, |
Assim,
[ e 0 0 1
Py . i
0 mmerg 0 0 ’
H(s) = [uiugus + -+ uy) TR ub
L 0 0 IR 32+25..1w,.+u?, i o
Deste modo,
e 1
H(s) = [s*M + (aM + BK)s + K] = U[Is® + 2s£Q + Q*"'U* = bl
(s)=1 ( )s + K] [ ¢ ] ;Sumwkwﬁ

para a hipdtese inicial de desacoplamento

20 = al + B2, U'MU = I,U'KU = Q?

Em particular, obtém-se para a fungao freqiiéncia matricial de sistemas com amorteci-

mento proporcional

H(iw) = [(iw)’M + w(aM + BK) + K] = U[I(iw)? + 2iwéQ + Q27U | (4.12)
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ou, na forma modal,

H(iw) =

n

UpUp
: : 2 2 g
wi —w* + Zwérw
k=1 k 2 §k k

4.3.83 Modos Normais e a Resposta Livre

A resposta livre

é escrita, sob a forma modal,

t
z4(t) = [ Ue—fﬂ<=—f)——_se“”§§f m

ou

.‘Ed(i) =

za(t) = / :h(t~—r) f(r)dr

Le

| e

d

[ f e—brun (= r)senwi(f-ﬂf (T)

Wdy

—Eawo(t—s) Senwan (t— -r)f( )

wWd2

— o
Enwn(t— T)ﬂ%ﬂfn(r)

onde f;(t) = u}f(t) é a j-ésima componente do vetor U*f(t).

Assim, a resposta livre é dada por

)Utf(‘r)dr

[ 3
3"‘d(f)=f h(t — 1) f(r)dr = Z[ & (t= T)Seﬂwii
" 7

uj-f(t)d'r)

onde

|2§jwj =a+ ﬁwf
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wdj=quzl—§f

U'MIF =1, KU =0?

para

4.3.4 A Curva da Razao de Amortecimento

Na figura 4.1, sao apresentadas as curvas padroes, sobre as quais variam
as razbes de amortecimento

«
€ = T T3

nos casos em que a razdo de amortecimento € proporcional & massa ou proporcional &

rigidez do sistema.

Para o caso de uma combinagao linear de ambos, os coeficientes a e 3 do
amortecimento de Rayleigh podem ser calculados a partir de uma especificagao das
razbes de amortecimento §; e £, para os j-ésimo e r-ésimo modos respectivamente. Por

exemplo, o sistema

1
Lo wi||la|l_|6&
5 = ’
= :_r Wr 8 &
com §; = €, = &, possul a solugao
G 2w;wy _ 2
w; +wp wi +w,

Para utilizar este procedimento num problema pratico, os modos u; e u,, com razoes
de amortecimento especificas, deveriam ser escolhidos de maneira tal que assegurasse

valores razoaveis para as razoes de amortecimento correspondentes aos modos que con-
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Figura 4.1 Variagao da razao de amortecimento modal com a frequéncia natural: (a)
amortecimento proporcional a massa ou proporcional a rigidez; (b) amor-
tecimento de Rayleigh com a, = a e a; = (.

tribuem significativamente na resposta. Exemplificando, considere-se que cinco modos
devam ser incluidos na analise da resposta e que, grosseiramente, a mesma razao de
amortecimento ¢ fosse desejavel para todos os modos (o que estaria de acordo com
dados experimentais). Se esta razao fosse especificada para o primeiro e quarto modo,
entdo a figura b) sugere que as razdes de amortecimento para o segundo e terceiro modo
sejam menores que £ e para o quinto modo seja um pouco maior que {. As razoes de
amortecimento para modos maiores que o quinto aumentariam monotonicamente com
a frequéncia e as correspondentes respostas modais seriam essencialmente eliminadas,

devido a seu alto amortecimento.
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4.3.5 Ezemplo Numérico

Como ilustragao desse procedimento, considere-se um sistema com matriz

de massa e de rigidez

400 0 0 2 =1 @

1
e K = 61 e =
M T 0 400 o0 |, 610 1 2 1
0 =i =i

0 0 200

As freqiiéncias naturais sdo w, = 12.57, 34.33 e 46.89 rad/s.

Para determinar os coeficientes do amortecimento de Rayleigh, suponha-
se que as razdes de amortecimento sdo de 5% para o primeiro e o segundo modo. A

razao de amortecimento para o terceiro modo é dada por

1

——

= — 46.
&= 316,80 \45.89),

8| @

onde os coeficientes o e 3 sao obtidos com a resolu¢do do sistema

1| o5 1257 || e| |[005
2 - >
“| s 3433 | | B 0.05

Decorre que os valores dos coeficientes de amortecimento sao

o =0.9198, 3= 0.0021

Assim, obtém-se para a razao de amortecimento do terceiro modo

£, = 0.0593.
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4.4 Amortecimento Fracamente Aproximado

Os valores das razoes modais do amortecimento, em geral, sdo seleciona-
dos através de medigoes experimentais ou, simplesmente, por inferéncia. Entretanto,
€ possivel obter estimativas de valores apropriados diretamente da equacao do movi-
mento. A unica restricao, neste processo, € que o nivel total de amortecimento seja
fraco. Isto significa, que os valores estimados para as razoes de amortecimento devem

ser pequenos. Quao pequenos nao pode ser especificado de maneira definitiva (veja-se

[CHO 95] e [GIN 99)).

Uma boa aproximagao pode ser esperada, se todos os valores ¢; forem me-
nores que 0.1; contudo, em algumas situagoes, a aproximagao pode dar bons resultados,

ainda que os valores §; sejam substancialmente maiores do que 0.1

Para visualizar este problema, considere-se o sistema amortecido
Mz + Ct+ Kz = f(t)

e, suponha-se, que M e K satisfacam as propriedades dos modos normais.

Para um novo espaco de estado, introduz-se a substituicdo ¢ = Ug, de
maneira semelhante a equagao (4.7), obtendo-se com a pré-multiplicao pela transposta

da matriz modal U

b+ UCUS+ Q% = U'f(2).

Aqui, C é arbitrario. Portanto, nao é de se esperar que U*CU seja uma matriz diago-
nal, como no caso do amortecimento de Rayleigh; deduz-se que ha acoplamento, devido

ao termo de amortecimento.
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Uma ferramenta para atacar este problema é a aproximacao introduzida
por Knowles, que consiste em descartar os elementos da matriz U‘CU situados fora
da diagonal. Em outras palavras, somente os termos de amortecimento (U*CU);; sao

retidos. Deste modo, tem-se

26Q = [UCU)ss. (4.14)

Assim, a aproximagao resume-se aos sistemas de 1 grau de liberdade
&; + 265w;d; + wio = ul f(t),
onde
1
;= —[U'CUy
g = U]

é a aproximacao fraca do amortecimento.

Foi mencionado, acima, que esta € uma boa aproximacao para valores de §;
substancialmente menores que um. Porém, ainda nao foi estabelecido que esta aproxi-
macao € sempre razoavel. De fato, alguns autores- dentre eles, [MEI 75] - argumentam
a nao validade. De qualquer modo, esta aproximagao tem sido amplamente utilizada

€ COIT sucesso.

4.4.1 Ezemplo Numérico

A fim de ilustrar o procedimento acima, considere-se um sistema amorte-
cido com dois graus de liberdade, segundo a figura 4.2.
Os parametros deste sistema sdao m; = 1 kg, my = 2 kg, k; = 100 N/m.

k; = 50 N/m, k3 = 250 N/m, ¢; = 0.8 N.s/m, ¢; = 0.4 N.s/m, ¢ = 0.6 N.s/m,
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Figura 4.2 Sistema massa-mola-amortecedor com dois graus de liberdade.

e condigdes iniciais: deslocamentos z;(0) = 10 mm, z3(0) = 0 mm e velocidades

z1(0) = z2(0) = 0 m/s.

A equagao modal Ku = w?*Mu, é dada por

150 —350 Usj |10 Uy
= :
—-50 300 Ugj 0 2 U2;
As frequéncias naturais e modos sdo

wy; = 10.707 rad/s, w, = 13.615 rad/s

1 1
u; = y Ug = .
0.7071 —0.7071

Com os modos normalizados em relacao a matriz M, decorre a matriz modal

0.7071 0.7071
0.5 -0.5

O valor obtido para a matriz modal, acima, € exato até quatro casas
significativas. A rigor, U*MU deve ser uma matriz muito préxima da matriz identidade

e U'KU deve estar perto da matriz Q2.
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Agora, utiliza-se a matriz modal U para calcular

iy | 09671 0.34908849
0.3499849 1.1328285 |

De acordo com a aproximacao fraca do amortecimento, os elementos da
diagonal sao desprezados. E as razoes modais de amortecimento sao determinadas
através das relacoes

261(.4)1 - 0.567}., 2&21‘.{)2 = 1.132R85.

Assim,

&1 = 0.02648, & = 0.04161.

Ambas as razbes de amortecimento sao pequenas, quando comparadas com a unidade.
Portanto, € de se esperar que a resposta prevista pela aproximagao fraca esteja perto

da resposta real.

Tem-se, entao, a aproximacao do amortecimento fraco

0.02648 0 10.707 0 05671 0
20 = 2 = .
0 0.04161 0 13.615 0 1.1330

Para resolver a equagao modal aproximada
o+ 206 + Q%6 = 0,
sao consideradas como condigoes iniciails

$(0) = U™'2(0), $(0) = U™'&(0).
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Deste modo,

0.007071 ._ 0
#(0) = , 9(0) =
0.007071 0

e decorre que, em termos da resposta impulso matricial,

6(t) = [D(t) + D(t)26016(0),

onde

_ _Emsenﬂdt
D) =& —,

com ()4 a matriz diagonal de frequéncias amortecidas

10.703 0
0 13.603

Qu=0yTI—¢&=

Assim, a resposta do sistema com amortecimento fraco é

0.7071 0.7071 s
z(t) = Ug(t) = e~ [cos(Q4t) + 26Qsen(Q4t)]4(0)
0.5 -0.5
A figura 4.3 apresenta os resultados obtidos através da integracdo numeérica da equagao
original, [GIN 99], com a utilizacdo da aproximacio fraca para o amortecimento. O
2
w,

passo de tempo € de At = g = 0.046 s, que corresponde a amostragem relativa a

maior freqiiéncia amortecida (w;).

Observe-se que os dois tipos de solucao apresentam extraordinaria con-
cordancia. Em geral, a aproximacdo fraca é boa para quocientes £; menores que 0.2.
Para este exemplo, no entanto, a aproximacao fraca funciona para valores maiores das
constantes do amortecimento por um fator de 10 ou superior. De modo que a maxima
razao modal é, aproximadamente, 42 % do critico. As discrepancias, entre a solucao
aproximada e a numérica, sao bastante aceitaveis para variadas aplicacoes. Uma razao

para isto € que, ainda que exista um erro no inicio, este é de natureza transiente. Pois,
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Figura 4.3 Grafico apresentado em [GIN99], p. 316.

quanto maior o amortecimento, mais rapido é o decaimento, sem ocasionar acumulacao

de erro.

Entretanto, aqui, a determinacdo da resposta do sistema foi realizada
através da férmula analitica da solugdo em termos da resposta impulso matricial. Como

valor da solugao obteve-se

zi(t) = €779 [0049 cos(13.5909¢) + .0010sen (13.5909¢)]
+€(728339) [ 0051 cos(10.7128 1) — .0009 sen(10.7128¢)],

zo(t) = —e=5%7) [0036 cos(13.5909¢) + .0001 sen(13.5909¢)]
+¢(=28330) [ 0036 cos(10.7128 ¢) — .00002 sen(10.7128 1)]

Note-se que este resultado apresenta perfeita concordancia com os obtidos

em [GIN 99]. Os gréaficos desta solugio sao exibidos na figura (4.4).
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Figura 4.4 Grafico da solugdo obtida através da resposta impulso matricial.

4.5 A Forma do Amortecimento Fraco

Suponha-se ¢ uma matriz diagonal, construida a partir de U*C'U descartando-

se os elementos situados fora de sua diagonal principal. Entao, da relaco

26Q = U'CrU

observa-se que a matriz Cr pode ser considerada uma aproximacio do amortecimento

original C.

Mais precisamente, se o sistema

Mi + Ci+ Kz = f(1)

94




for substituido por

Mi + Cré + Kz = f(2),

onde

Cr = (UY)~12¢QU !

denota a forma matricial da aproximacao do amortecimento fraco.

Deste modo,a substituicio do amortecimento C, pelo amortecimento fraco Cr, permite

o desacoplamento do sistema pelos modos normais de M, K.

4.5.1 A Resposta Impulso com Amortectmento Fraco

A resposta impulso de um sistema com amortecimento fraco
Mz + Crz + Kz = f(t)

pode ser obtida com o desacoplamento deste sistema através de modos normais. Ou

seja, com o calculo da resposta impulso D¢(t) do sistema desacoplado
¢+ 26Qd + Q% = Utf(2). (4.15)

Mais precisamente, com a resolugdo do sistema nao-forgado correspondente, sujeito as
condigdes iniciais Dg(0) = 0, D¢(0) = U~'D(0) = U~*M~! = U*. Diante disso, decorre

que a resposta impulso matricial é dada por seu andlogo escalar, isto é€,

sen{4t

— &
D(t) = e~ L,

onde

Qo =012
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é a matriz diagonal das freqiiéncias amortecidas

wy =wjy/1=E&, j=1:2n.

Sendo, D(t) = UD;(t)U*, obtém-se a relacdo matricial

_o.5en{,t
eéa

D(t)=U =

U‘t

ou, na forma expandida em modos normais,

n

e~ %t senwg;t
D(t) = Z L W

Wej 77

onde

(= 8 /T~ 8

para

260 = diag[(U'CU);;]

U'MU = I,LU'KU = O

Cabe salientar que os coeficientes M~'Cpg, M~' K comutam, pois
M-'Cp=UUCr=U2QU!, MK =UU'K = UU'KUU™! = UQ*U.

Entao,

M7CeM™'K = M'KM™'Cr = U26QPU .

Portanto, D(t) também pode ser escrita como wma fungdo matricial andloga ao caso

do amortecimento de Rayleigh.
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4.5.2 Modos Normazis e a Matriz de Transferéncia

A matriz de transferéncia do sistema amortecido com amortecimento fraco
Mz + Crz + Kz = f(1)
¢é dada por
H(s)=[Ms*+Crs+ K|™".

Quando M e K satisfazem as relagdes dos modos normais U'MU = I, U'KU = 02,

sendo H(s) a transformada de Laplace da resposta impulso, decorre

s"’+25£:w;+w1§ 0 0 e 0
2 2\~1 0 :»_,_2—1.’;' B e 0
(s* 1 +2s6Q + Q%) = 2+ 26w+
1
| ! 0 0« o
Assim,
T 1 1 |«
Tl 0 U 0 8
0 N SN | R 0
H(S) = [u1 Uy Uz * -+ un] s +2s€awa+tws ‘ué
1
L 0 0 U - .. 52+23€nwn+w% | uf
Deste modo,
il t
) = [s2 K b (e 2 9 sz =177t URU
Hr(s) = [s°M + sCr + K] Ulls® +2£0s + Q°]7°U ; s+ 2sépwp + Wi

Porém, aqui,

26wy = (UtCU]kk
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para

UMU =1, U'KU = Q2

Em particular, obtém-se que a funcdo freqiéncia relacionada a sistemas com amorte-

cimento fraco

Hr(iw) = [(iw)’M + iwCr + K]™! = U[I(iw)? + 2iweQ + QU (4.16)

é dada, na forma modal, por

n

Hiw) = - Uty . (4.17)

= 2 — w? + 2iwépwy

4.5.8 Modos Normais e a Resposta Livre

Como resposta livre

t
zq4(t) = [ D(t—7)f(7)dr
correspondente a forma modal, tem-se

t —
zat) = f Ue-fﬂft-*)—senﬂ‘;gt Dyt f(r)dr
o d

ou

f: 6_§1w1 (t—-r) senwd; {?—‘T! fl (T )dT

wWay

t o fawalt— W, -7
[} ettt T)ﬂ-ﬁ{;—lfg(‘r)dr

.’Bd(i)

I
L5

L . wrli—7 Wdn \I—T = Yo S
| [} ertrnte-nzmemlion) g (1) g,

YWdn B
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onde f;(t) = u;f(t) é a j-ésima componente do vetor U*f(t). Assim,

#F4(t) = ft D(t—7)f(7)dr = i ft e'a’“’J{t"")&ﬂguiu;ﬂt)dﬂ
o j=1ve 7

onde
2w; = (U'CU);;
Wy = wjiy/1l — {_12
para

U'MU =1, U'KU =*

4.6 Limitacao da Expansao Modal de
Deslocamentos

Qualquer conjunto de n vetores linearmente independentes pode ser utili-
zado como base para descrever um vetor arbitrario z de ordem n. Quando as matrizes
M e K satisfazem as relacoes dos modos normais, as colunas v de uma matriz modal

V podem ser utilizadas como base. Assim,

n
T = Vﬁf’ = E ¢kvk:
k=1
onde os escalares ¢, sdao denominados coordenadas modais ou coordenadas normais.

Estas coordenadas modais, podem ser escritas como

viMz

k — .
vi My
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No caso de sistemas nado-forcados e classicamente amortecidos, as coordenadas modais

sao obtidas através da resolucao do sistema com 1 grau de liberdade
b + 2rwrdr + widr = 0.

Suponha-se que o sistema seja deslocado do equilibrio para a posigao modal vi. Entao
as coordenadas modais e velocidades iniciais para os outros modos v;, 7 # k, sao
identicamente nulas. Entretanto, para o modo vi, tem-se que ¢(0) = 1 e qf;k(ﬂ) =0

Assim, a resposta do sistema é dada por

o~ Erent sen(wy+/1 — ﬁzﬁ)u}c
wry/1 — &

:L'(t) = qf);c(t)vk =
Devem ser observados os seguintes aspectos:

e nao ha resposta do sistema correspondente aos outros modos;
e a forma do deslocamento inicial é mantida durante o movimento;

e o movimento de cada massa € similar ao de um sistema nao amortecido,

exceto pela amplitude, que diminui para cada ciclo de vibragao;
e 0 movimento de cada massa é harmoénico amortecido com uma unica

freqiiéncia wg = wi/1 — &2.

Quando se trata de de um sistema nao-forcado e nao-classico, estas obser-

vacoes nao sao validas.

4.6.1 Ezemplo Numérico

Como exemplo, considere-se o sistema livre amortecido representado pela

figura 4.5 e modelado através da equagao
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Figura 4.5 Estrutura de dois andares.

Mi+Cz+Kz=0

2 0 3 =i 5 =4
M=m . K=k , C=e ,
01 -1 1 4 4

onde m, c, k sao constantes.

com

Os modos ortogonais, nao normalizados, sao

[ [

VIMVe+ViICVd+VIKVé =0

L 1

Assim,

¢ dada numericamente por
1.5 0 b 1.25 3.50 b1
m « |TFe .
0 3.0 o 3.50 17.00 &2

075 0 || ¢
+k
[ 0 6.00 ] [ é2
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Com as condigdes iniciais modais ¢(0) = V='z(0) = V~'v;, ¢(0) = 0, tem-se a solucio
é(t) = [D(t) My + D(t)C1]¢(0) = [D(t) My + D(t)C1]V  vy.

Aqui as matrizes M; = VIMV, K; = V!KV sdo diagonais. Entretanto, C; = VICV

é uma matriz simétrica "cheia”:
1.25 3.50
Ci= a
3.50 17.00
Com o valor de ¢ = 1/%, m =1, k = 100, decorre

é1(t) = —0.0240 " 20%0%%c05(13.9348 ¢) — 0.0849 922! {5en(7.0970 )
+1.0240 €7%%%%1 ¢0s(7.0970 ¢) + 0.0613 e~>%%sen(13.9348 1);

do(t) = 0.0064 e 2%%0%c05(13.9348¢) + 0.0385 e~0292! Lsen(7.0970 )
—0.0064 %% cos(7.0970 1) — 0.0188 e~ #9%*sen(13.9348 ¢).

Observe-se que ¢,(t) € nao nulo, isto é, o segundo modo v; esta ativo nesta resposta.
No espago fisico, tem-se
z,(t) = —0.0184e %%%%%c05(13.9348 1) — 0.0810 e~****'*sen(7.0970¢)
+0.5184 €702 ¢05(7.0970 ¢) + 0.0495 e~ 29%*sen(13.9348 1);

zo(t) = —0.0176 e %% cos(13.9348¢) — 0.0464 ¢~72%%! tsen(7.0970 ¢)
+1.0176 %% *cos(7.0970 ) + 0.0424 e~ 2%%%*sen(13.9348 ¢).

As componentes da resposta obtida pelo método analitico, utilizando a resposta impulso

matricial, sdo exibidas na figura 4.7
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Figura 4.6 Gréaficos das coordenadas modais do sistema excitado com o primeiro modo,
para m = 1, k = 100.

A resposta @;(t) mantém aproximadamente a forma da coordenada ¢;(t), mas o movi-
mento nao possui uma unica freqiéncia de oscilagdo amortecida, pois o segundo modo

vy esta ativo.

De maneira similar, para o segundo modo, com a condigdo inicial modal ¢(0) =

V=1z(0) = V"1u,, ¢(0) = 0, tem-se a solugéo

$1(t) = —0.0511e79292tc05(7.09701) + 0.0511 e 2970 c05(13.9348 1)
—0.1508 e=*%%%%sen(13.9348 1) — 0.3084 e~**9* *sen(7.0970 ¢);

¢a(t) = —0.0740 €% tco5(7.0970¢) + 1.0740 e +9%*cos(13.9348 ¢)
—0.0365 e~200%se(13.9348 ¢) + 0.3723 2% *5en(7.0970 ¢).

A figura 4.8 mostra as respostas (coordenadas modais) relacionadas ao segundo modo

Va.
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Figura 4.7 Gréficos dos deslocamentos do sistema excitado com o primeiro modo, para
=1, k=100

Observe-se que ¢;(t) é ndo nulo, isto é, o primeiro modo v; estd ativo na

resposta.
No espago fisico, tem-se
zy(t) = 0.0484 ¢ 0% *c05(7.09701) — 1.0484 ¢~ 29%0%c05(13.9348 1)
—0.0388 ¢=20%0%5e0(13.9348 1) — 0.2181 e %?9?1 ¥5en(7.0970 1);
zo(t) = —0.1251 €722 c05(7.0970¢) + 1.1251 e~ *9%%%c05(13.9348 ¢)
—0.1873 e=%0%0%5en(13.9348 t) + 0.6806 e~*2** *sen(7.0970 ).
Os graficos das componentes da solugdo no espaco fisico sdo ilustrados na figura 4.9.

A resposta nao mantém a forma do modo v, e 0 movimento nido possui

uma unica frequéncia de oscilagdo amortecida.
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Figura 4.8 Gréficos das coordenadas modais do sistema excitado com o segundo modo,
para m = 1, k = 100.
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Figura 4.9 Graficos dos deslocamentos do sistema excitado com o segundo modo, para
m =1, k = 100.
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5 CARACTERIZACAO SIMBOLICA DOS
MODOS GERAIS EM TERMOS DA MATRIZ
DE TRANSFERENCIA

5.1 Introducgao

Neste capitulo, sera considerado o problema de autovalor
MM +XC+Klv=0 (5.1)

como nao-defeituoso: condicionado a ter exatamente 2n aulovalores diferentes. Nao

ha outras restricoes impostas as matrizes M, C e K, portanto, podem ser arbitrarias.

Os conceitos de autovalor e autovetor serao relacionados com a resposta
impulso e a matriz de transferéncia. Também serdao consideradas excitacées harmonicas,

cujo vetor amplitude propiciara a obtengao dos modos de vibracao do sistema.

Inicialmente, sera enunciada e, apds, demonstrada uma propriedade basica
para a determinacgao simbolica dos modos. Tal propriedade permitira estender de ma-
neira direta a teoria de Krylov, para o problema de autovalor de primeira ordem (veja-se

[FAD 63], [GOL 96]) aos de segunda ordem provenientes de sistemas vibratérios.
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5.2 Uma Forma Simbdlica para os Modos do
Sistema

Os autovalores do sistema algébrico matricial
MM +AC+KJv=0

verificam a relagdo

[Drs1 M + DiClo 4+ AD Mo = Mev, k=0, 1, ... (5.2)

que sera obtida a seguir.

Conforme estabelecido no capitulo 3, o problema de autovalor decorre da

procura de solugdes do tipo exponencial z(t) = e*v. Neste caso, z(0) = v e 2(0) = Av.

A solugao do sistema vibratdrio, escrita em termos da resposta impulso

matricial, € dada por

eMv = [D(t)M + D(t)C)Mv + D(t) M Mv.

Derivando k vezes esta expressao e avaliando o resultado em ¢ = 0, segue que
ey = [DED(0)M + DF(0)CIMv + ADP(0) M.

Como D = D¥)(0), (Cap. 2), resulta a propriedade.

A seguir, suponha-se que vy, v, ..., v, sao os autovetores correspondentes

aos 2n autovalores Ay, Az, ..., As, do sistema algébrico nao-defeituoso. Tem-se como ob-



jetivo relacionar estes autovetores a resposta impulso e a matriz de transferéncia.

Dados os vetores y, e y;, existem constantes ¢, tais que

2n 2n
Yy == E CkVk, Y1 = E CE ARV,
k=1 =1
pois, os 2n vetores

Uk

7
Akvk

2nxl

para autovalores todos distintos, sao linearmente independentes.

Da equagao

My+Cy+ Ky =0,

quando derivada k vezes e avaliada em ¢ = 0, obtém-se a equagao em diferencas

Myri2 + +Cyrs1 + Kyx = 0,

onde y; = y¥(0).
Se considerados y, e y; como valores iniciais, esta ultima equagao possuira
a solucao [CLA 90b]
Yr = [Dk.}.p’W + DkC].Myo + DkzMyl.
Com a substitui¢ao dos valores y, € y;, expandidos em relagao aos autovetores vg, e da
propriedade (equacéao (5.2)), segue que
2n

Ye = Y ¢[Don_is1 M + Dok Clv; + A DeMv;.

i=1
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Assim,
2n
ye =Y ci\v;. (5.3)
k=1

Tendo em vista a obtencao dos autovetores vi, em termos dos vetores yy

gerados recursivamente, sao definidos os polinémios:

2n
$iA) =) g, i=1:9n, (5.4)

=1

cujos coeficientes g;_, ; serao determinados de maneira adequada.

Deve-se notar que, para cada i = 1 : 2n, com o uso das equagdes (5.4) e

(5.3), obtém-se

G0.iY2n—1 + G1,i¥2n—-2 + *** + Gan-1,Y0 = 1Pi(A1)v1 + €20i(A2)ve + - - + c2n0i( A2n ) Von.

(5.5

A escolha adequada de ¢;(A) como

6i(A) = ; (5.6)

permite estabelecer:

L] th()iJ) = 0,

o oi(X) =p' (M) #0.
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Da utilizacao destas propriedades em (5.5), segue que
2n
cidi(Ai)vi = Z ¢j-1,Y2n-j, t=1:2n. (5.7)
=1
Se ¢; # 0, pode-se escolher como autovetor vy
2n

Uk = Z‘}‘j—i,e'yzn—j, $ =71 :2n. (5.8)

=1

Agora, os coeficientes g;; podem ser calculados pela recursao

g0 = 1,
; (5.9)
@i = N1+ 3=1:2n—1,
cuja solucao é
j .
gii= ) X" (5.10)
k=0
Através da definicao (capitulo 2, equagao (2.37)) dos polinémios
-1
gi(A) =) N7, (5.11)
i=1
decorre
qi = Qj+l()‘i)-
E com a substitui¢do em (5.8), conclui-se que os autovetores v sdo dados por
2n
o= ¢i(M)yzn-j k=1:2n (5.12)
J=1
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onde o0s yi , k = 2 : 2n, sao obtidos com a formula de recursao

Wykw + Cyr1 + Ky = 0]

com Y,,y; arbitrarios (ndo simultaneamente nulos) e

i—1
= 3 bt

=0

Em particular, para y, = 0, tem-se que yr = Dr.My;. Assim, os modos sao dados por

2n j-—1

ve =3 Y b\ Dy i My, (5.13)

7=1 =0

Para determinar os autovetores de maneira simbolica, sera utilizada a

formula da matriz de transferéncia:

2n j-1
pPNHOX) =D > 6N 7'Dy, ;.
i=1 =0
Entao,
2n j-1
ve = lim z; Zﬂ LN TID,, My,
1=1 1=l

Portanto, os autovetores sao escritos simbolicamente como

v = lim p(A)H(A) My,

A=+ A g

ou, de maneira equivalente, em termos da matriz adjugada (citada, muitas vezes, na

literatura como matriz “adjunta”) da matriz de transferéncia, por

vr = adj([(Ae)*M + M\C + K]) My, (5.14)
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onde y; € um vetor arbitrario nao nulo.

Estas relacoes, que verificam por substituicao direta o problema de auto-
valor original, podem ser calculadas através da férmula (5.13), como alternativa ao uso

da matriz adjunta.

5.2.1 FEzxzemplo Numérico

Considere-se, a seguir, as matrizes

10 = i
M= , C= e K =
01 -1 0 =] =

Estas matrizes dao origem ao problema de autovalores

(M +XC+K)v=0, v#0. (5.15)

O polinémio caracteristico p(A) é
p(A) =det(NPM +AC + K) = A = 2% =3X% — ),
cujas raizes sao
==l =0, d=1+v2 e A=1-3,

que constituem os autovalores do problema (5.15).

De acordo com a teoria exposta anteriormente, para determinar os auto-
vetores ¢ suficiente o célculo da adj(A\?*M + AC + K). Como y; é um vetor arbitrario,

na equagao (5.14) pode ser considerado como sendo um dos vetores canoénicos. Is-



to torna possivel escolher uma das colunas nao nulas da adjugada como o autovetor

correspondente. Neste caso,

A —1 A+41
adj(\*M + AC + K) = LaaT
A+1 AM2=A-1

Assim, para A; = —1, tem-se que

00
adj(AIM + \C + K) = [0 } ;
1

e escolhe-se como autovetor a segunda coluna da matriz anterior,

Similarmente, para A; = 0, tem-se que
. . B _1 l

e escolhe-se

para A3 =1+ \/5, tem-se que

2V2+2 242
adj(A§M+/\30+f\")={:\/-+ +f],

D42 142

e escolhe-se

{2+\/§
vz =

1
el g

4
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e, para Ay = 1 — /2, tem-se que

adj(M3M + M\C + K) =
(4 4 ) [ 2_\/§ 1—\/5

—2v/3 42 2-\/51

e escolhe-se

2—2 1
Vg = =2'— 2
1 R

Deve-se observar que os mesmos resultados foram obtidos com a reducao

de Hamilton a primeira ordem no problema de autovalores definido pela equagdo (5.15).
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi desenvolvido um estudo de sistemas vibratorios classicos
e nao-classicos do ponto de vista da resposta a um impulso unitdrio, também denomi-

nada solucao dinamica ou, simplesmente, a resposta impulso.

Para sistemas vibratorios com um grau de liberdade, foram obtidas tabelas
das respostas livres de fung¢des elementares de interesse, fungoes de duragao finita com
sua decomposi¢ao harmonica e algumas fung¢bes de duragdo infinita. Isto foi possivel
devido a caracterizagdo da solugdo transiente com a solucdo permanente em termos
da resposta impulso, e da disponibilidade do "software” simbdlico "MapleV”. Estas

tabelas foram obtidas tanto para o caso nao-amortecido, quanto para o amortecido.

Os sistemas vibratoérios com multiplos graus de liberdade foram considera-
dos em termos da resposta impulso matricial e da matriz de transferéncia. Para tanto,
foi utilizado o método operacional. A resposta impulso foi caracterizada em termos
dos coeficientes do polinémio caracteristico, de uma solugao escalar de uma equagéo
diferencial caracteristica e de uma equagao recursiva de segunda ordem. A analise

modal também foi considerada com a resposta impulso.

No futuro, novos estudos poderao ser realizados, com o objetivo de rela-
cionar a resposta impulso com o Método de Matrizes de Transferéncia, o MMT. Este
iltimo tem sido utilizado em trabalhos de pesquisa [SIL 97] de andlise dinamica, pelo
grupo de mecanica aplicada (GPMA) da Escola de Engenharia-PROMEC- Universi-
dade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS).
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