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RESUMO

O objetivo deste trabalho é mostrar a existéncia de uma fun¢ao continua
que é nao-diferenciavel em todo ponto.

Seguiremos aqui a exposi¢ao de H. Katsuura (Amer. Math. Monthly
(1991)) e que utiliza conceitos como sistemas de fungoes iteradas (iterated
function systems) e o espago de Hausdorff de subconjuntos compactos de
um espaco métrico completo. Para ter uma descrigao completa do assunto,
vamos apresentar uma exposicao sistematica de tais conceitos.

Na Secao 1 apresentamos o Espago de Hausdorff dos conjuntos compactos.
Na Secao 2 mostramos que um certo sistema iterado de funcgoes determina
uma contra¢ao no espago de Hausdorff. Finalmente na Se¢ao 3 mostramos o
exemplo de uma func¢io continua que nao é diferenciavel em nenhum ponto.
No apéndice apresentamos uma breve introducao aos conceitos utilizados de
espagos métricos e a prova do teorema da contragao.

ABSTRACT

In this thesis we show the existence of a continuous function which is
nowhere differentiable.

We follow the H. Katsuura’s work in Amer. Math. Month. (1991) which
utilizes concepts as iterated function systems and Hausdorff space of compact
subsets of a complete metric space. For having a full description of the
subject, we give a systematic description of such concepts.

In Section 1 we introduce the Hausdorff space of compact subsets. In
Section 2 we show that some iterated function systems determines a contrac-
tion in the Hausdorff space. Finally, in Section 3, we construct an example
of a continuous function nowhere differentiable. In the Appendix we give a
breve exposition of some concepts in Metric Spaces and we prove Contraction
Theorem.
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I. O ESPACO METRICO DE HAUSDORFF

Definigdo 1: Seja (X,d) um espago métrico completo. Entao H(X)
representa o espago cujos pontos sao os subconjuntos compactos nao vazios
de X.

Definigao 2: Seja (X,d) um espago métrico completo. Sejam z € X e
B € H(X). A distancia d do ponto x ao conjunto B é definida por

d(z, B) = min{d(z,y) : y € B}.

Figura 1

A existéncia do valor minimo do conjunto {d(z,y) : y € B} esta garantida
pelo fato de B ser um conjunto compacto e nao vazio e também de ser d uma
métrica em X (ver fig. 1). De fato, consideremos = € X e a fungdo continua

f:B— R, f(y)=d(z,y).
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Seja P = inf{f(y) : y € B}.

Como f(y) > 0 para todo y € B, concluimos que P é finito.

Para mostrar que existe minimo, basta provar a existéncia de um ponto
y € B tal que d(z,y) = P. Para isso, consideremos a seqiéncia {y, : n =
1,2,8,...} C B tal que

1
|f(yn)_P1<;;

Como B é compacto, essa seqiiéncia {y,} admite uma subseqiéncia {y,, }
com limite y € B. Entao, usando a continuidade da f, temos que

d(z,9) = @) = £ (Jim yas ) = Jim (f(vn,)) = P

Definigdo 3: Seja (X,d) um espaco métrico completo. Sejam A, B €
H(X). A distanciad(A, B) do conjunto A ao conjunto B é definida por

d(A, B) = max{d(z, B) : = € A}.

Figura 2
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A existéncia do valor maximo do conjunto {d(z,B) : x € A} esta garan-
tida pelo fato de ser A compacto diferente do vazio e de d ser continua (ver
fig. 2).

Afirmacao 1: Em geral,
d(A, B) #d(B, A),

ou seja, a métrica d em X, usada como acima, nao implica que(f seja uma
métrica em H(X). De fato, se considerarmos A, B € H(X), com A C B,
teremos, para todo z € A:

d(z, B) = min{d(z,y) : y € B} =0
(pois z € B).

Figura 3

Logo X
d(A, B) = max{d(z, B) : z € A} = 0.
Mas, tomando y € B e y & A (ver fig. 3), temos: d(y, A) # 0, logo

max{d(y, A) : y € B} =d(B, A) £ 0.
Afirmacao 2: A desigualdade triangular é valida para a func;éoé, ou
seja, VA, B, C € H(X), (X, d) espago métrico, tem-se:
d(A, B) <d(A,C) +d(C, B).
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De fato, se considerarmos a € A qualquer, teremos:
d(a, B) = min{d(a,b) : b € B} < min{d(a,c) + d(c,b) : b€ B}, Vce€C.

Entio d(a, B) < d(a,c) + min{d(c,b) : b€ B}, Ve € C.
Ou seja: d(a, B) < d(a,c)+ d(c,B),Vee C.
Se vale para todo ¢ € C, entdao podemos escrever:

d(a, B) < min{d(a,c) : ¢ € C'} + max{d(c, B) : ¢ € C}.

Ou seja: d(a, B) < d(a,C) + d(C, B).
Mas a desigualdade acima vale para todo a € A, logo podemos afirmar
que )
max{d(a, B) : a € A} < max{d(a,C):a € A} +d(C,B).
Ou

-~ -~

d(A, B) < d(A,C) + d(C, B)

Como se viu na Afirmacéo 1,d nao define uma métrica em H(X), no
ponto de vista da Definicao 6 do Apéndice.
Vamos agora munir o conjunto H(X) de uma métrica.

Definicao 4: Seja (X,d) um espago métrico completo. Sejam A, B €
H(X). A distancia de Hausdorfl - h - entre os conjuntos A e B é definida
por

h(A, B) = d(A, B) V d(B, A)

onde a notacao z V y significa o maximo dos dois numeros reais z e y.
Teorema 1: h ¢ uma métrica em H(X).
Prova: Seja (X, d) espago métrico completo e sejam A, B, C € H(X).

Usaremos a seguir as justificativas:

(1) Definicao de h

(2) Afirmacao 2

(3) Defini¢ao do V

(4) Se a, b, ¢, d € IR, entao (a+b)V (c+d) < (aVe)+ (bVd)

9



a =g Ne c<aVe

b<bvd + d<bvd +
a+b<(aVe)+(bVd) c+d<(aVe)+(bVd)
Y
(a+b)V(c+d) <(aVe)+(bVd)

(i) A e B sao compactos e nao vazios, logo existem a € A e b € B tais
que h(A, B) = d(a,b) e, como d é métrica em X, tem-se

0 < h(A,B) < 400.
Além disso,
h(A, A) L d(A, A)V d(A, A) = d(A, A) = max{d(z, A) : z € A} = 0.
Se A # B, podemos supor que exista a € A e a € B. Neste caso, temos:

h(A,B) £ d(A, B)v d(B, A) > d(A, B) > d(a, B) >

(ii) h(A, B) £ d(A, B) v d(B, A) £ d(B, A) v d(A, B) £ h(B, A)

(i) A(4, B) £ d(A,B) v é’(B 4) < [a’(A C) +d(C,B)| v [d(B,C) +

d(C, A)] < [d(A,C) v d(C, A)] + [d(C, B) v d(B,C)) £ h(A,C) + h(C, B).
Portanto, h(A, B) < h(A,C) + h(C, B)

Entao, se estao verificados os axiomas
(i) h(A,B) 20eh(A,B)=0& A= B,VA, Be H(X)
(ii) h(A,B) = h(B,A), VA, B€ H(X)

(iii) h(A,B) < h(A,C)+h(C.B), VA, B,C € H(X)
conclui-se que h é uma métrica em H(X).

Acabamos de verificar que (H(X), h) é um espago métrico. Vamos intro-
duzir outras defini¢bes e propriedades para poder concluir que (H(X),h) é
um espago métrico completo.
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Definigao 5: Seja (X,d) um espago métrico. Consideremos S C X e
e > 0. Entao

S+e={y€ X :d(z,y) < € para algum z € S}

S + € é, as vezes, chamado dilatagao de S pela bola de raio ¢ (ver Figura
4).

S+g.

Figura 4

Afirmacgao 3: Se S é compacto, entao S + € € fechado.

Prova: Consideremos, em S + ¢, a seqiiéncia convergente {y;}2, e seja
y o seu limite.

Como y; € S+e¢, conclui-se que para todo ¢ existe z; € S tal que d(z;,y:) <
e. Mas S é compacto, logo a seqiiéncia {z;} C S tem uma subseqiéncia
convergente {z;, }; digamos que

lim z;, =2z € 5.
k—i-m

Entdo, como Vk, d(z;,¥:;.) < ¢, temos, pela continuidade da fungao
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distancia:
e lim d(z:,, ;) = d( lim z;,, lim y,‘k) = d{z,y).

Como z € S e d(z,y) < e conclui-se que y € S + ¢, ou seja, a sequéncia
{y:} converge para y € S + €. Portanto S + € é fechado.

Lema 1: Sejam A, B € H(X), onde (X,d) é um espaco métrico com-
pleto. Seja € > 0. Entao

h(A,B)<e& ACB+eeBCA+e

Prova: Provemos primeiro que d(A,B)<e& ACB+e
= Supor que d (A, B) < e
Temos entao

d(A,B)<e =s max{d(a,B):ac A} <e
— J(a,B)Sc, Vae A
= a€B+¢ Ya€e A

= ACB+e¢

<= Supor AC B+c¢

Temos, neste caso ¢ € A => a € B+ ¢ = 3b € B tal que d(a,b) < e =
min{d(a,b) : b € B} < ¢ = d(a,B) < ¢ = max{d(e,B) : a € A} < e =
d(A,B) < e

Do mesmo modo, vale a equivaléncia 3(3, A)fee BCA+e
Vejamos agora a equivaléncia do Lema:

~

Sabemos que (A, B) = d(A, B) v d(B, A)

Entdo h(A,B) < e & d(A,B) < ced(B,A) < ¢ AC B+ece B C A+c.

Lema 2: (Lema da Extensao) - Seja (X, d) um espago métrico completo.
Seja {A,}°2, uma seqliéncia de Cauchy de pontos em (H(X),h). Seja {n;}
uma seqiiéncia de inteiros 0 < ny < ny < n3 < .... Suponhamos que em
(X, d) se tenha uma seqiiéncia de Cauchy {x,,}2, com z,; € A,;. Entao
existe uma seqiiéncia de Cauchy {Z,}:2,, com &, € A,, tal que ,; = x,;
para todo j = 1,2,3....
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Prova: Vamos construir a seqiéncia {#, € A, : n = 1,2,3,...} da
seguinte maneira: para cada n € {1,2,3,...,n1}, escolher &, € {z € A, :
d(z,2n) = d(zn,, An)}, ou seja, Z, é um ponto de Ay, 0 mais préximo a z, .
A existéncia de tal ponto esta garantida pelo fato de A, ser um conjunto
compacto.

De modo anélogo, para cada j € {2,3,4,...} ecadan € {n;_1+1,n,1 +
2,...,n;}, escolher Z, € {z € A, : d(z,%s,;) = d(zn,,An)}-

Mostremos agora que {Z,} tem as propriedades desejadas, ou seja, que
{z.} é, de fato, uma extensao de {z,,} a {A.}.

Temos, por construgao, que &, € A, e que &, = x,,. Resta provar que
{Z,} é uma seqiiéncia de Cauchy.

Consideremos entao € > 0. Por hipétese {z,,} é de Cauchy, logo 3NV, tal
que, ng, n; > N, tem-se

€
d(Znys2n;) S 7

{A,} é também de Cauchy, logo IN; tal que, m, n > N,, tem-se

€

h(A, A,) < =
(A A) < &
Seja N = max{N;, N;}. Entao, para m, n > N, tem-se:

Al E g Tn) Sd(im,an)-l—d(:Bn_,,l‘m)+d($nk,5?n) (*)

onde
m € {n;_1 + 1,nj-1 +2,n;-1 +3,...,n;}

ne {nk—l + lsnk—l 5 23 Ng—1 + 31 "'!nk}'

Como h(Am, Anj) < €/3, existe, pelo Lema 1, y € A, N ({2, } + €/3). logo
d(Zm,2n,) < €/3. Da mesma forma, d(z,,,#,) < €¢/3. Entao, da desigual-
dade (*), tem-se que d(&,,&,) < € para todo m, n > N, o que prova ser de
Cauchy a seqiéncia {Z,}52,, &, € A,.

Teorema 2: (H(X), k) é um espaco métrico completo.

Prova: O que precisamos provar ¢ que, se {A,}52, é uma seqiiéncia de
Cauchy em (H(X),h), entao

lim A, = A € H(X).

TL=—+00
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O conjunto A pode ser caracterizado assim: A = {& € X : existe uma
seqiiéncia {z,}, , € An, de Cauchy que converge a z}.

Consideremos entdo {A,} seqiéncia de Cauchy em H(X) eseja A= {z €
X : z é limite de alguma sequéncia {z,}, . € A, }.

Vamos separar a demonstracao nos itens a seguir:

(a) A#0

(b) A é fechado

(c) Para € > 0, existe N > 0 tal que, paran > N, A C A, + ¢

(d) A é totalmente limitado

(e) A= ngg_nm A,

(a) Provaremos esta parte, mostrando a existéncia de uma seqiéncia de
Cauchy {a; € A;} em X. Para isso, consideremos a seqiiéncia de nimeros
inteiros positivos N; < N, < N3 < ... < N, < ... tais que

para m, n > N;.
Escolhamos zy, € Ay,. Entao, como

1
h‘(ANl?ANQ) S 51

podemos encontrar zy, € Ay, tal que

1
d(ﬂ?N“.’L‘Nﬁ) S 5

Suponhamos que se tenha selecionado uma seqiiéncia finita xy, € Ap,,
1=1,2,3,...,k para a qual se tenha
1
d(x'N!—l"le) S 2,'__1'
Entao, como
1
B( Ay Av) < 57
e zy, € An,, podemos determinar zy,,, € Ay,,, tal que

1
d(meme-u) < 2_"

14



(Por exemplo, o ponto zy,,, pode ser o ponto de Ay, ., que é o mais préximo
de zn;, ).

Por indugao, podemos determinar uma seqiiéncia (infinita) {zn, € An,}
tal que

1
d(anmN.'u) < 5

Para verificar que ela é de Cauchy, consideremos € > 0 e escolhamos N,

de modo que

Entao, para m, n > N,, temos:

d(zNnZN,) S ATNp TNy ) + A(ENpyy s TNpga) + -t

400

1
'"+d(mNn—l1xNu) < -ZN é-l' < €.
Aplicando o Lema 2 e o fato de X ser completo, conclui-se que existe
uma seqiiéncia convergente {a; € A;} tal que ay, = zy,. Logo existe lima;
e, pela definicao de A, esse limite pertence a A. Portanto A # 0.

(b) Para mostrar que A é fechado, vamos considerar uma seqiiéncia con-
vergente {a;}, com a; € A, cujo limite chamaremos “a”, e provar que a € A.

Se “a” é o limite da sequéncia {a;}, entdao existe uma seqiiéncia crescente
de nimeros inteiros positivos, {N;}22, tal que

dlaa) < 5 (1

Mas, cada elemento da seqiiéncia {a;} é um elemento de A, ou seja, é
o limite de alguma seqiiéncia convergente cujos elementos z, pertencem a
A,. Entao, para o elemento ay. € A, existe uma subseqiiéncia de nimeros

inteiros {m;} tal que

1
- 1
; (11)

d (:I:N.-,m.' ] aN.J S

De (I) e (II), temos:

d(mNum:'aa) < d(mthi? GN.) + d[aNn a) < i
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Se tomarmos Ym; = TN;m;, VETEMOS QUE Y, € Am; €

lim y,, = a.

t—+oo
Aplicando o Lema da Extensao, {ym,} pode ser extendida & seqiiéncia

{zi}, z: € A; e, portanto, a € A, o que mostra ser A fechado:

{ym, } convergente = {y,, } de Cauchy Lenges {z;} de Cauchy
{z:i} convergente = a € A.

x completo
=

(c) Seja € > 0 e {A,} uma seqiéncia de Cauchy em H(X). Entao existe
N > 0 tal que para m, n > N. tem-se h (A, As) < e

Consideremos n > N. Entao, para m > n tem-se A,, C A, + ¢ (Lema 1).

Precisamos provar que A C A, + ¢. Para isso, consideremos a € A. Pela
definicao do conjunto A, existe uma seqiiéncia {a; € A;} que converge para
a, ou seja, podemos assumir que N seja suficientemente grande para que se
possa escrever para m > N, d(an,a) < €.

Mas @, € Ap + € (Am C A, +€) e A, + € é fechado, (A, é compacto),
logo a € A, + e

Mas o elemento a € A considerado foi qualquer, portanto, para N sufi-
cientemente grande, tem-se que A C A, + ¢, o que prova o item.

(d) A é totalmente limitado.

Vamos supor que A nao seja totalmente limitado. Entao existe ¢ > 0 para
o qual nao existe um e-net para A. Isso significa que pode ser determinada
uma seqiiéncia {z;}%2,, z; € A, tal que d(z;,z;) > € para ¢ # j. Sabemos,
pelo item (¢) que, dado € > 0 qualquer, existe n suficientemente grande, de
modo que

€
ACA,+-.
CA,+ 3

Entao, para cada z; € A, existe um correspondente y; € A, tal que
€
d(zi,y:) < 3

Como A, é compacto. a seqiiéncia {y;} admite uma subseqiéncia {y,,} con-
vergente, isto é, em {y,,} podem ser encontrados dois pontos tao préximos
quanto se queira. Assim, podem ser determinados dois pontos y,, e y,, tais
que

€
d(ynn yn,) = 5
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Pode-se entao escrever, para n suficientemente grande:
€
3

o que contradiz a hipotese. Logo A é totalmente limitado.

d(@nis Tn,) < d(TnisYn) + Ao Un,) + (W, 20,) < 5+ 5+ 5 =6,

3

Observagao: Vimos no item (b) que A é fechado e no item (d) que
é totalmente limitado. Concluimos entdo que A é compacto (Lema 7 do
Apéndice). Mas A # 0, pelo item (a), logo A € H(X).

(e) imA, = A
Na parte (c), provou-se que para ¢ > 0 existe N > 0 tal que paran > N,
A C A,+e¢. Se provarmos que, nas mesmas condigoes, A, C A+e¢, poderemos
usar o Lema 1 para afirmar que h(A,, A) <€, ou seja, que
lim A, = A.
N—00
Provemos entao que, dado € > 0, existe IV > 0 tal que, se n > N, tem-se
A, CA+e
Seja € > 0. Entao, como {A,} é de Cauchy, existe N > 0 tal que, para
m,n 2> N,
€
h(Ama An) S §
Logo, para m, n > N, tem-se

€

Seja y € A,. Existe uma seqliéncia crescente {N;}, de nimeros inteiros
positivos tais que n < Ny < N < N3 < ... < Ny < ... e, para m, k > Nj,

An C Ak + Yy
Note que
€
An C ANI + 5
Como y € A,, existe xn, € Ay, tal que
[&
d(ya xN],) S 5

17



Da mesma forma, como zy, € Ap,, existe zn, € Ay, tal que

€
d(le ' ‘TNz) = ‘_?72"

Assim por diante, pode-se determinar a seqiiéncia zn,,ZN,,ZN;,... de

modo que zy, € An; €
¢
d(:DNJ': “’CNJ+1] < 91

Entao, para todo j, tem-se

d(y,zn,) < d(y,zn, ) + d(TNny, TN,) + d(TNg, 2N,) + oo+ d(2N,_y, 2N,) <
KL € € g i 1 1 1
_§+2—2+2—3+..+§;‘— ‘2_+'2—2+2_3+---+§)€<6.
A seqiiéncia {zy,} é também de Cauchy e, como (X,d) é completo, con-
verge a um ponto z € A. Portanto d(y,zn,) < € implica d(y,z) < ¢ e,

portanto A, C A + ¢, para todo n > N.
Isso completa a prova do item (e) pois:

ACAi+ee AyCA+es h(A,A) < es lim A, = A,

18



II. UMA APLICACAO DO TEOREMA DAS CONTRACOES

Apresentamos nesta secao quatro lemas que serao necessarios mais adi-
ante.

Lema 3: Se f : X — X € uma funcao continua no espago métrico (X, d),
entao f é funcao de H(X) em si mesmo.

Prova: Seja S um subconjunto compacto e nao vazio de X, ou seja,
S € H(X). Temos entéo

£(S) = {f(z):x € S} # 0 pois S 0.

Para provar que f(S) é compacto, consideremos em f(S) a seqiiéncia
{yn}22,, com y, = f(z,). Entdo {z,} é uma seqiiéncia em S e, como S é
compacto, existe uma subseqiiéncia {zy,} que converge a & € S.

Temos entao, como f é uma funcgdo continua (por hipdtese):

lim yy, = Jim f(zn,) = 1 Jim an, ) = f(2) =9 € £(S).

Mas, se a seqiéncia {y,} C f(S), qualquer, admite uma subseqiiéncia
{yn,} convergente em f(S), concluimos que f(S) é compacto.

Sendo f(S) compacto e nao vazio, pode-se afirmar que f(.5) € H(X), ou
seja, f é uma funcdo de H(X) em H(X).

Lema 4: Se w : X — X é uma contragao no espago métrico (X, d), com
fator de contratividae s, entdo w : H(X) — H(X), definida por w(B) =
{w(z) : € B} para todo B € H(X) é uma contragio em (H(X),k) com
fator s de contratividade.

Prova: Do Lema 8 do Apéndice, temos que w : X — X é continua.
Entao, pelo Lema 3 acima temos que w ¢ funcéo w : H(X) — H(X).
Consideremos B, C € H(X). Temos:

d(w(B),w(C)) = max{min{d(w(z)),w(y):y € C}:z € B} <
< max{min{sd(z,y):y€C}:2 € B} = )
smax{min{d(z,y):y € C}: z € B} = sd(B,C)
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Do mesmo modo, demonstra-se que
d(w(C),w(B)) < sd(C, B).
Logo

h(w(B),w(C))

d(w(B),w(C)) V d(w(C),w(B)) <
< sd(B,C)V sd(C, B) =

s[d(B,C) v d(C, B)] =
sh(B,C).

I

Portanto w é uma contragao em (H(X), k) cujo fator de contratividade é

Lema 5: Se A, B, C, D € H(X), onde (X,d) é um espago métrico
completo, entao h(AU B,C U D) < h(A,C)V h(B, D), onde h é a métrica
de Hausdorff.

h(AUB,CUD)=d(AUB,CUD)Vd(CUD,AUB)L

d(A,CUD)Vd(B,CUD)Vd(C,AUB)Vd(D,AU B) <

zﬁAa )V 3£B,D) ch(g‘, A)Vd(D,B) =
d

[d(A,C)vd(C,A) Vv [d(B,D)vd(D,B) =
h(A,C)V k(B, D).

I 1A= =

Justificativas: Supor A, B, C € H(X), (X, d) espago métrico completo.

1) d(AU B,C) = d(A,C) Vd(B,C)
De fato: d(AU B, C) = max{d(z,C) : ¢ € AUB} = max{d(z,C):z € A

ouz € B} = max{d(z,C) : = € A} V max{d(z,C): z € B} = d(A,C) V
d(B,C)

2) BC C = d(A,C) <d(A,B), VA€ H(X) _
De fato: Se B C C entao, Vz € X, d(z,C) < d(z, B) pois: (ver Fig. 5)
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J(x,E)'J(A.C): o g?(;e,C)-o dizc)<d(xS5)
d(x,8)>0
Figura 5

z € B=d(z,B)=d(z,C)=0 _
te€CANz¢gB=d(z,C)=0ed(z,B)>0

z ¢ C = min{d(z,y) : y € C} < min{d(z,y) : y € B}
= d(z,C) < d(z, B)

Logo

BcC = d(z,0)<d(z,B), VeeX
= max{d(z,C):x € A} < max{d(z, B) : z € A}
= d(A,C) <d(A, B)

Lema 6: Seja (X,d) um espago métrico completo. Sejam w;, ws, ws,
...;wy contracoes em (H(X),h). Seja s; o fator de contratividade de cada
wy.

Definamos w : H(X) — H(X) por

N
w(B) = wi(B) Uwy(B) U...Uwn(B) = | wi(B),

1=1

para cada B € H(X).

Entao w é uma contracao cujo fator de contratividade é s = max{s; : 7 =
1.2:8:0:5 N}
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Prova: Faremos a prova para N = 2. O lema sera facilmente provado
usando indugao.

Sejam B, C € H(X). Temos:

hw(B),w(C) =  h(wi(B)Uwn(B),wi(C)Uwn(C)) <
L h(@i(B),wi(C)) V h(wa(B),wn(C)) <
MY sih(B,C)V sah(B,C) <
<  sh(B,C), onde s = max{s;, $2}.

Logo
h(w(B),w(C)) < sh(B,C), VB, C € H(X)

ou seja, w € uma contracdo com fator de contratividade s = max{s;, s2}.
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IIL. A CONSTRUGAO DE UMA FUNGAO CONTINUA E
NAO DIFERENCIAVEL EM QUALQUER PONTO

Seja X = [0;1] x [0;1] o quadrado unitario fechado no plano, com a
métrica euclidiana. Sejam as fungoes w; : X — X, 7 = 1,2,3, contragoes
definidas por

wi(z,y) = (I 2y)

7'F

2—z 14y
wg(:c,y) = ( 3 1T)

24z 142y
WS(xay) = ( 3 :T)

A simples observacao de sua lei, permite concluir que, em cada w; a
coordenada y é contraida ao menos 2/3 de seu valor e a coordenada x é
contraida a 1/3 do seu valor. Isto é, se denotarmos 7 e 73, respectivamente,
a projecao na primeira e na segunda coordenada, entao para dois pontos
quaisquer (z1,¥1) e (z2,¥2) de X, tem-se, para i = 1,2,3:

dmafen(s, ), mafii(2,92))) S Fd(ma(os, 1), e, 12)

d(my(z1,y1), m1(T2, ¥2))-

L=

d(my(wi(z1,71)), T (wi(z2,¥2))) <

Mostremos que w;, 2 = 1,2, 3, é contragao.
Sejam (z1,¥1) e (z2,¥2) € X. Temos

(@m).c)
303 )'\3°73
71 _ z2)? (@_2@_)2
\/(3 3)+ 3 3

N \/%[(31 — 22)* + (251 — 22)?]

Il

d[wl (:ﬂh (751 )1 Wi (3"2‘1 yz)]
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Logo

= \/%[(Tl —= 372)2 + 4(y1 = y2)2]

< \/%[(M —22)? + (31 — ¥2)%]

2

= gd[(m;,m], (x21 y2)]

d[w1(x1,y1),w1(.r2, y?)] S %d[(‘rh yl)a(xh y?)]

e w; é contracao com fator de contratividade 2/3.

Da mesma forma:

d[wg(:’:l: /5! )1 w2($21 y2)]

d[(z—l’l 1+y1) (2"332 1+y2)]

3 * 3 ’ g ? 3
\/(2—'-'1?1 _.2—332)2+(1+y1 B 1+y2)2
3 3 3 3

1
\/g[(&fl —23)% + (y1 — ¥2)?]

%d[(ml, Y1), (22,72)] < %’d[(xla 1), (22, 92)]

Logo w, é contragao com fator de contratividade 1/3.

Também para w;, temos:

dlws(z1,y1),wa(22,Y2))

Portanto

d[ws(:l,'] y Y1 )1 L"’3(-"':2': 3}2)] <

3 * 3 i 5 * @

\/(24-1'1 B 2+-’L‘2)2+ (1+2y1 B 1-}-2y2)2
3 54 3 3

1 .

g\/(ml -z +4(n —42)? <

%\/(-’51 —22)% + (11 — ¥2)?

%d[(:n, 51 )1 (@2, yz)]

d((z1,91), (22,92))

[FCN N
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e cada uma das fungdes w; : X — X, 7 =1,2,3 é uma contracao do quadrado
X (ver Fig. 6).

W (x)

wy (%)

u, (x)

Figura 6

De acordo com a figura 6, w; contrai X a w;(X'), com o ponto fixo (0,0).
w, reflete X em torno do eixo

1
I= —
2
e o contrai a wy(X), com o ponto fixo

&3)
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w3 reduz X a w3(X) e o ponto fixo é (1,1).
Se considerarmos o conjunto H(X) de todos os subconjuntos fechados e
nao vazios de X, podemos, pelos Lemas 3 e 6, definir a fungao

w: H(X)— H(X)

tal que w(A) = w;(A) Uwy(A) Uws(A) para todo A € H(X). Considerando
entdo o espaco métrico (H(X), h), conclui-se que a fun¢io w é uma contracao
em H(X), com a métrica h de Hausdorff, cujo fator de contratividade é 2/3
(Lemas 4 e 6).

Seja Dy € H(X), Do = {(z,z) € X} a diagonal do quadrado X. Con-
sideremos, para n = 1,2,3,... o conjunto D, = w(D,-,) € H(X). Entao,
para cada n = 1,2,3, ..., D, € o grafico de uma fungao continua de [0;1] em
si mesmo, a qual chamaremos f, ( ver Fig. 7, 8, ¢ 9).

Observemos que, se m > n, entao D,, C w"(X) e que w"(X) é a uniao
de 3" retangulos cujas dimensoes sao menores ou iguais a

5)"

sup{d(fm(t), fa(t)) : ¢ € [051]} = d(fim, ) < (%)

Isso significa que a seqliéncia { f,} de fung¢des continuas é uniformemente
convergente, ou seja, existe uma fungao continua f, de [0;1] em [0;1] tal que
{fa} converge uniformemente a f, no intervalo [0;1]. O que vamos provar
é que essa funcao f nao é diferencidvel em qualquer ponto de (0;1) que se
considere.

Assim,
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i) & By W) « 5

) B

Figuras 7, 8, 9

Como w é uma contragao em H(X), existe um inico ponto fixo D, em
H(X) (Teorema do Ponto Fixo: Teorema 4 do Apéndice).

Entéao, se A € H(X), a seqliéncia {w"(A)}22, converge a D, na métrica
h de Hausdorff. Assim, considerando a seqiiéncia {D,} C H(X),onde Dy =
{(z,z): 2 €[0;1]} e D, = w(Dy-1), para todo n = 1,2,3, ..., temos que D,
converge a D e D é o grafico da funcgao f.

PROVA DA NAO DIFERENCIABILIDADE DA f.

Seja T' o conjunto de todos os numeros racionais, cujo denominador é
poténcia de 3, no intervalo [0;1] e, para cadan = 1,2, 3, ..., seja T}, o conjunto

Tn={z€[0;1]:z= 3%, k inteiro, 0 < k < 3"}.
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Proposigao 1: Sejam {z,} e {y.} seqiiéncias em 7 tais que
(1) z,. € yp estaoem 75, Vn =1,2,3,...

(2) #n =0 = 13", V.= 1,2,3,....

(3) ou T, = Tpy1 OU Yn = Ynt1, VR, n > N, N inteiro positivo.

Fotao }f yn) = f(zn)

n

n—"’)O
Prova: Afirmacao:

'f(y%x%) 22! (n=1,2,3,..).

n

Observemos, em primeiro lugar que se = € T, entao f(z) = fu(z), n =
1,2,3, ...

Supor n = 1.

Neste caso, pelas condigoes (1) e (2) da hipotese, podemos ter: z; =0 e
y1=1/30uz =1/3 ey =2/3 ouz, =2/3 ey, = 1. Portanto, de acordo
com a figura T:

.3'1{1{3!—!1!0! f — 2

1/3-0 = 1[3
ou
) = f(=1) _ ) nem-nagm) _ ys-as _ I
— = 2/3-1/3 1/3
ou
H()=-hH(2/3) _ 1-1/3 _ 2/3 _ 9
1-2/3 /3 1/3

Em qualquer dos casos possiveis, tem-se

f(y) — f(=1)

-

2 1 =21—1

e a afirmagao é verdadeira para n = 1.
Vamos supor agora que a afirmagao seja valida para algum inteiron > 1,
ou seja, que, para n > 1 se tenha

|f(yn) = f(za)| 2 zn—lly" = -Tnl-
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Neste caso, teremos, tomando a condigao (3) com z,4; = z,, € nao esque-
cendo que, ¢ € T,, = f(z) = f.(z), de acordo com a figura 10:

J(Ynt1) = f(Tny1) _ §|f(yn) — f(za)] >

Ynt+1 — T+l %lyn — Zn|

22n_1|yn — Ty _ olnt1)-1

[~ 25

Portanto, se a afirmacdo é valida para n > 1, sera valida também para
n + 1. Conclui-se dai que a afirmacdo é valida para qualquer n.
Se a afirmagao ¢ verdadeira, entao a proposicao também.

£(4)

/[ (5{7}4-!)

@) |- /o)

/@,w) =f(‘rﬁ1)

Tn Yyt 342
X! (
(V)41 = %)
Figura 10
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Proposigéo 2: Sejam {z,} e {yn} seqiiéncias em T tais que, para infini-
tog ni=1.2.3,...,

(1) Tny Yn € Tn

(2) yo—2s= 1/37

(3) Tn 76 Tnt1 € Yn 7£ Yn41

Entao
TL=—+00 yn — xn

nao existe.

Prova: Vamos demonstrar, em primeiro lugar, que vale a afirmacao

Fwn) = 1(@a)]| o

Yn — ITn

1

para todon =1,2,3,...

De fato, a afirmagao é verdadeira para n = 1, como ja foi demonstrado
na Proposicao 1.

Suponhamos que, para algum n > 1 se tenha como verdadeiro que

Yn — Tn
Entdo, para Tn41 = @n (OU Yny1 = Yn), J4 se provou, na proposicao

anterior, que a afirmagao é verdadeira para n + 1.
Se Tpi1 # Ty € Yny1 F Yn, €ntao, de acordo com a Figura 11, tem-se:

fynir) = f(@nsr) | _ 31 (yn) = Flan)l _ ’f(yn) — f(zn)
Y

Yn41 — xn+l %Iyn = wnl

= 1.,

n— Tn

Portanto a afirmagao é verdadeira para todo n = 1,2,3, ...
Mas, por outro lado, se n é um numero inteiro tal que z, # z,4 €
Yn F Yn+1. €ntao, de acordo com a Figura 11, temos:
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7 Gy

£ Xp,?

{44 )0F @,,) —F (xm))

Ao /

7 lxy)

& Xq oy Fare Zn

Figura 11

fyni1) = f(@ns1) _ =5(f(wn) = f(2a)) _ _ flyn) — f(2n)

1
Ynt+1 — Tn4i E(yn = xn) Yn — Tn

ou seja, a razao

f(yn) = f(xn)
Yn — Tn
troca de sinal cada vez que n aumenta uma unidade; portanto, se existir o
limite da expressao acima para n — oo, esse limite tera de ser zero. Mas a
afirmacgao que acabamos de demonstrar diz que o limite dessa expressao deve
ter modulo maior ou igual a 1, portanto o limite nao existe, o que demonstra
a proposigao.
A proposicao seguinte € por demais conhecida, dispensa comentérios.

Proposigao 3: Seja g uma funcao real em [0;1], diferencidvel em ¢, com
0<t<l. Se paratodon=1,23,..,.0<z,<t<y,<lesex,—>te
yn — t, entao

1- g(yﬂ)_g(‘rﬂ)
iny /.
RS Y — Ty

=4'(t) € R.
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Teorema 3: A fungdo f :[0;1] — [0;1] considerada acima

(7 = Jim 1)

é nao diferenciavel em todo z € (0;1).

Prova: Seja z € (0;1).
Supor z € T, para algum n = 1,2,3,.... Entao seja y; de modo que

para todo £ =1,2,3,.... Temos entao

, . 1
ST Yk = ;31.“;‘0(“’ * 3n+k) -
Temos entdo satisfeitas as hipdteses da Proposi¢ao 1, portanto

) —Ste)|_
u

E— Tk

lim

3
k—oo

ou seja, (*) f nao é diferenciavel em qualquer z € (0;1) tal que z € T, para
algumn =1,2,3,...
Supor z & T,,, Vn € {1,2,3,...}.

Temos entéao, para a € (0;1):

1 2
nzl#m%gex%géxe(ml;yl): onde

(o)

(z1;51) = 4 (%;%)

n=2= 2z € (23;y2), onde
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(3313 T+ 515‘)
ou
(3:1 +3%;s:1+3%)

ou
2. 3
L (931 + 371 L1 =+ 32)

n=3= x € (x3;y3) onde

4
) 1
($2,$2 3 7 53)

ou
(z3593) = < ($2 + 31?;562 & 3%)
ou
| (-’1?2-1- %;%-ﬁ-%)
e assim por diante, indefinidamente, tem-se: & € ...(T;Yn) C (Tno1;¥Yn-1) C
e C (21591)-
Como z ¢ T, em qualquer etapa n = 1,2, 3, ... que se considere, sempre

estara compreendido entre dois pontos z, e y, € T, cada vez mais proximos
de x e tals que

(w25 y2)

I

1
Yn — Tnp = 3_n
Portanto, se z € T, sempre poderdo ser consideradas duas seqtiéncias {z,}
e {yn} cujo limite é z e tais que, para todo n = 1,2,3, ..., se tenha

(1) z, ey €T,

(2) yn — 2 = 1/3"

(3) zn < T < Yn

Se acontecer que T, = Tp41 OU Yn = Yn+1, para todo n > N, N inteiro
positivo, entao, pela Proposicao 1, teremos que

i [L@m) = @) _
T Yn — Tn

Se ocorrer, para infinitos valores de n, que =, # Tn41 € Yn F Yn+1, €ntao,
pela Proposicao 2, teremos que nao existe o

L L) = f(@)

neol  f —
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Mas, pela Proposicao 3, esse ultimo limite, quando existe e é finito, é a
derivada da fungao f em x.

(**) Portanto, se z € T', a funcao f nao é derivavel em x € (0;1) — T,.

Das conclusoes (*) e (**), segue que f é nao derivavel em todo = € (0;1).
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APENDICE

Definigao 6: Um espago métrico (X, d) é um conjunto X e uma funcao
d: X x X — IR, chamada métrica, que a cada par (z,y) de pontos de X
associa um numero real d(z,y), chamado distancia entre z e y, que satisfaz
os seguintes axiomas:

(1) d(z,y) 20ed(z,y) =0 2=y,Vz,ye X
(i) d(z,y) = d(y,z), Vz,y € X
(iii) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y), Vz,y,z€ X

Observagoes:

a) Se X = IR a distancia entre dois pontos z, y € IR é dada por d(z,y) =
|z — y|, chamada métrica usual da reta. Sempre que considerarmos o espago
métrico IR, estaremos usando tal métrica.

b) Se X = IR", a métrica euclidiana ¢ definida por

d(z,y) = \/(1'1 —th)? + (22— y2)? + .. + (Zn — ¥n)?,

onde ¢ = (1,%2,...,T5) € ¥ = (Y1,Y25 -y Yn)-

c) Se X é o conjunto das fungoes limitadas f : A — IR onde A é um
conjunto qualquer), entdo a métrica que usaremos ¢ a métrica do Sup, dada
por

d(f,g9) = B |f(z) — g(z)|.

(Uma funcao real f: A — IR é dita limitada se existe uma constante & > 0
tal que |f(z)| < k, para todo z € A).

E facil ver que tal d define uma métrica no espago das fungoes limitadas.

Definigao 7: Diz-se que uma seqiiéncia {z,}52,, de pontos de um espago
métrico (X, d), converge a um ponto € X se, qualquer que seja o nimero
€ > 0 dado, existe um numero inteiro N > 0 tal que d(z,,z) < € para todo
n>N.

O ponto x € X é chamado limite da seqiiéncia e anota-se

lim z, =z
=+ 00

35



(ou simplesmente limz, = z).

Diz-se que uma seqiéncia {f,} de funcées f, : A — M, onde M é um
espago métrico, converge uniformemente em A para a fungao f : A — M
se, qualquer que seja o numero real € > 0, é possivel determinar um nimero
inteiro N > 0 tal que, para todo n > NNV, tem-se

d(fur f) = sup{d(f(2), f())} < e

Definigao 8: Sejam (X,d;) e (X3,d;) espagos métricos. Dizemos que
f:X; — X, é continua se z, € X; € tal que z, — z entdo f(z,) — f(z).

Observagao: O limite uniforme de uma seqiiéncia de fun¢oes continuas
fni A— M é uma fungao continua f : A — M.

Definigao 9: Seja S C X um subconjunto do espago métrico (X,d). S é
dito fechado se S contém o limite de toda seqiéncia convergente {z,} C S.

Definigdo 10: Umaseqiiéncia {z,}52, (ou simplesmente {z,}) de pontos
de um espago métrico (X, d) é dita sequéncia de Cauchy se, para todo nimero
€ > 0 dado, existe um nimero inteiro N > 0 tal que d(z,,z,) < € para todo
v, > N.

Observacao: Toda sequéncia convergente € de Cauchy mas nem toda
seqiéncia de Cauchy é convergente.

Definigao 11: Um espago métrico (X, d) é dito completo se toda seqiién-
cia de Cauchy {z,}22; em X converge a um ponto de X.

Definigao 12: Seja S C X um subconjunto do espago métrico (X,d). S
é dito um conjunto compacto se toda seqiiéncia {z,}52, em S contém uma
subseqiiéncia {x,, }7=, convergente em S.

Definigao 13: Seja S C X um subconjunto do espaco métrico (X, d). S

é dito limitado se existem um ponto ¢ € X e um numero real R > 0 tais que
d(a,z) < R,Vz € S.
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Definigdo 14: Seja S C X um subconjunto do espago métrico (X,d). S
é totalmente limitado se, para cada € > 0, existe um conjunto finito de pontos
{y1,92,¥3,---»¥yn} C S tal que, dado um ponto qualquer z € S, existe algum

Yi € {yla Y2, U3y 00vy yﬂ-} tal que d(.’l?, yt) S & Esse conjunto {yl': Y2, Y3y -eny y'ﬂ} =
S é chamado ¢-net para S.

Em outras palavras, S C X é totalmente limitado se S estd contido na
uniao de um nimero finito de bolas de mesmo raio e centro em S.

Lema 7: Seja (X, d) um espago métrico completo. Seja S C X. Entao
S é compacto se e somente se é fechado e totalmente limitado.

Prova:
<« Supor S fechado e totalmente limitado.

Seja {z,} uma sequiéncia de pontos de S.

Como S é totalmente limitado, pode ser determinada uma colegao finita
de bolas fechadas de raio 1 cuja uniao contém S. Mas, se a colegao de bolas é
finita e S esta contido na unido dessas bolas, pelo menos uma delas, digamos
B;, contém infinitos pontos z,, € S. Vamos escolher o nimero inteiro N; de
modo que zy, € B;NS. E facil concluir que B, NS é um conjunto totalmente
limitado. Portanto podemos cobrir B; NS com um conjunto finito de bolas
de raio 1/2. Pelo mesmo raciocinio anterior, uma dessas bolas, digamos
B;, contém infinitos pontos z,. Vamos escolher N, > N;, de modo que
N, € BoNS. Assim por diante, podemos obter uma seqiéncia de bolas
Bi DB, DB3D>ByD...D B, D...deraio

1

B 2!1—1

e uma seqiiéncia de numeros inteiros { N, }22, tais que zn, € B,NS. Entéo,
pelo modo como foi construida, {zy,} é uma subseqiiéncia de {z,} C S e,
além disso é de Cauchy em S C X. Como (X,d) é completo e S é fechado,
conclui-se que {xy,} é convergente em S. Mas se a seqiiéncia {z,} (que é
qualquer) tem uma subseqiiéncia convergente, conclui-se que S é compacto.

= Vamos supor agora que S é compacto.

Que S é fechado, decorre da propria defini¢ao de compacto. Vamos supor
que S nao seja totalmente limitado. Entao existe ¢ > 0 para o qual nao é
possivel determinar o e-net para S. Ou seja, existe uma seqiiéncia de pontos
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de S, {z.}5, tal que d(zi,z;) > €(*), para todo ¢ # j. mas, como §
¢ compacto, essa seqiiéncia {z,} admite subseqiiéncia convergente em S e,
portanto de Cauchy. Portanto é possivel determinar dois nimeros inteiros
diferentes - N; e Nj - para os quais d(zn,,zn,) < € 0 que contraria a
desigualdade (*). Conclui-se dai que S é totalmente limitado.

Definigao 15: Seja (X, d) um espago métrico. Uma fungdo w : X — X
é dita uma contragao se e somente se existe um nimero A, 0 < A < 1 tal que
Vz,y € X, dw(z),w(y)) < Ad(z,y).

O numero A é chamado fator de contratividade.

Lema 8: Sew : X — X é uma contragao no espago métrico (X, d), entao
w € continua.

Prova: Se A = 0, entao w é uma fungao constante e, portanto, continua.
Seja A, 0 < A < 1, o fator de contratividade de w. Entao d(w(z),w(y)) <
Ad(z,y), Vo, y € X. Considerado € > 0 arbitrario, pode-se determinar 6 tal

que
0<656

>

e, neste caso, tem-se, para todo z, y € X:

d(z,y) <& = dw(z),w(y)) < rd(z,y) =
= d(w(@),w(y) <26 = dw(),w(y) < Ax =
= d(w(z),w(y)) < € = w é continua

Vamos agora apresentar o Teorema da Contragao.

Teorema 4: Teorema do Ponto Fixo para Contracoes (Método das
Aproximagoes Sucessivas) Seja (M,d) um espago métrico completo. Con-
sideremos F' C M um subconjunto fechado e w : F — F uma contracao.

Dado um ponto qualquer zo € F', a seqiiéncia

I = w($0)= T3 = w(xl),-’fa = ’-'-’(-'52)-. ey Tyl = ‘-'-‘(Ik),

converge para um ponto a € F', que ¢ o unico ponto fixo de F'.
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Demonstragao: Se w é uma contracdo, entdo I\, 0 < A < 1, tal que Vz,
y € F, d(w(z),w(y)) < Ad(z,y).
Temos também, para a seqiéncia (1, Z2, ..., Tk, Tht1,...) €m F:

d(z2,21) = d(w(z1),w(z0)) < Ad(z1,20)
d(zs,32) = dw(za),0(z2)) < Md(za, o)
d(zg,z3) = d(w(zs),w(zs)) < Ad(z3,22)

d(zg,tk=1) = d(w(zp-1),w(Tr-2)) < Ad(z-1,Tk-2)
d(zps1,zk) = d(w(zp),w(zp-1)) < Ad(zk, Th_1)-

Nas k desigualdades acima, apés k substituicoes, teremos:

d(zks1, Tk) < Nod(z1, 7o) (1)

Temos também, para p € IN, p > 1, pela desigualdade triangular:
d(xk-{»pa k) < B Tips Thip-1) <+ d($k+p—la$k+p—2) +id(@hdp—ts Bifp—a) F
e d($k+1g$k)-

Ou seja,
r—1
d($k+p,$k) < Z A(Trpit1s Thti)-
i=0
Entao, pela desigualdade (I), vem:
p—1 )
A(Tpyp, Tk) < Z[)\H;d(ifl:ﬁe)]-
1=0
Ou
p—1 )
d(Thyp, Tk) < Z }«k“} d(zq, o).
i=0
Mas
S = k= e S < ! 4
ART — t = Vil = .
LA =2, LY SN =13
Logo
k
d($k+m$k) £ 1 )\d(-'»!?l,xo)-
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Como 0 £ A < 1, temos que, dado ¢ > 0 tdo pequeno quanto se queira,

sempre existird um numero inteiro N > 0 tal que, para todo & > N se tenha
b\ = ¢

1= 7 d(z1,%0)’

(21 # o)

logo, para qualquer p fixado, tem-se, para todo k£ > N,
d(Zp4p, Tk) < €

Entao a seqliéncia (z) é de Cauchy em M e, como M é completo (toda
seqiiéncia de Cauchy em M converge), existe
i = I1
R R n
e a € F pois, por hipétese, F' é fechado.
Além disso, como w € continua, (Lema 8), tem-se ainda que:

(o) = o Jip ) = i (o) = fim o =

Se w(a) = a, entao a é ponto fixo de w.
K. n

Temos também que “a” € unico:
Vamos supor que

wa)=a e w(b)=b, a,beF.

Entao
d(a,b) = d(w(a),w(b)) < Ad(a,b)
ou seja:
d(a,b) < Ad(a,b)
d(a,b)(1—-X) <€ 0
d(a,b) < Opoisl—A>0,jaqueA <]
d(a,b) = 0
a = b
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