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RESUMO

O propésito do trabalho é estudar um modelo matematico sobre a po-
pulagdo de peixes, na situagao de represamento de rio. As equagbes governantes sao

de tipo parabdlico com condicoes de contorno de Neumann.

O problema é abordado de maneira exata utilizando a fungio de Green,
mas a impraticidade da implementagéo da solucdo exata, conduz a procura de uma

abordagem alternativa.

Escolheu-se a abordagem em diferencas mas pode ser utilizado o método

de elementos finitos ou de volumes finitos.

E feita uma descricao de diversos métodos em diferenca em uma e
duas dimensoes e é considerado o método implicito de direcoes alternadas pela sua

estabilidade incondicional.

Sao feitas simulacoes numeéricas em Matlab, para tentar explicar o com-
portamento populacional considerando efeitos da migragéo, bem como a influéncia
de fatores tais como: reproducao, alimentagdo ou fatores climaticos (temperatura
e nivel da dgua). Sao simuladas numericamente quatro situacdes diferentes con-
siderando efeitos de migracdo transversal e longitudinal, e sao enunciados os co-

mentdrios e conclusdes pertinentes.



ABSTRACT

TITLE: “SURVEY ON A FISH-POPULATION MODEL CONSIDERING EF-
FECTS OF MIGRATION”

The purpose of this work is to study a mathematical model of a fish
population confined in a dam. The governing equations are of parabolic type with

Neumann boundary conditions.

The problem is analytically solved using the Green function, but the
infeasibility of implementation of this exact solution, leads us to seek an alternative

approach.

Finite difference approach was chosen, but finite elements or volumes

methods may be used instead.

A description is made of the various difference methods in one and two
dimensions and the Alternated Direction Implicit Method is considered because of

its unconditional stability.

Numerical simulations were made in Matlab, trying to explain the po-
pulation behaviour considering migration effects, and the influence of factor such as
reproduction, diet and climatic factors (temperature and water level) as well. Four
different situations are numerically simulated, considering transverse and longitudi-

nal migration, and pertinent comments and conclusions are stated.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é, no primeiro instante, apresentar uma abor-
dagem tedrico-pratica sobre um modelo migratério de peixes em uma barragem

hidroelétrica.

Faz-se um estudo para conhecer, num sentido qualitativo, o porqué das
migragoes de diferentes espécies, bem como os fatores que desencadeiam tal processo

migratorio.

Neste estudo, serao considerados quatro tipos de comportamentos:

[y

. A populagdo estudada permanece no mesmo local, podendo praticar

migracao em dire¢do do leito do rio (eixo y).

o

. Aquelas populagées que iniciam um movimento lateral progressivo em

que o leito do rio se transformou.[Bonetto 1963 in Diniz G.L]

]

. Aquelas populagdes que a partir do fechamento (represamento do rio),
e formacao do novo lago, iniciam um movimento ciclico de subida e

descida no rio, chamado movimento longitudinal.[Bonetto 1963 in Diniz

G.L]

=S

. Aquelas populagoes territoriais mas que possam praticar a migracao

longitudinal isto é, em direcdo do eixo z. [Bonetto 1963 in Diniz G.L].

Sera apresentado também um modelo matematico dando algumas idéias
gerais sobre a migragao de acordo com os fenémenos apresentados,[Paiva 1982].
Para abordar o problema matematico, descrevem-se duas metodologias:

1. A utilizagdo da fungdo de Green que fornece uma solugao analitica do

problema.
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2. O método de diferencas finitas com o meta de implementar um esquema

numérico confiavel.

Para efeitos de simulagdo numérica, foi feita, a implementagdo com-
putacional do método de diferencas finitas, usando o soffware numérico MATLAB
versao 5.3. As simulagbes graficas do modelo matemadtico apresentado em (4.7)

ilustram diversos casos das varidveis comportamentais.



2 APRESENTACAO DO MODELO

Os estudiosos das migragoes animais empregam técnicas muito aper-
feicoadas, como o rastreamento dos bandos com radar, para desvendar os fatores
que desencadeiam o impulso migrador e os mecanismos de orientacdo de que os

animais se valem para realizar suas viagens.

Migragoes animais sdo os deslocamentos realizados, periodicamente ou
nao, em limites de espaco e tempo significativos em relagao ao tamanho e a duragao

da vida da espécie.

Excluem-se, portanto, os movimentos como o do plancton animal, para
cima e para baixo, que representam simples taxias (tropismo; movimentos au-
tomaticos e invariaveis) sob influéncia da luz solar(fototaxia negativa), assim como
os que se fazem na busca cotidiana de abrigo. Alguns autores s6 reconhecem a mi-
gracao quando existe periodicidade regular, [Azevedo 1938], [Bonetto 1963], [Catella
1992].

As migracoes ligadas a reprodugao nao se confundem com os desloca-
mentos sazonais (Média entre temperatura, precipitacdo e profundidade) .Peixes
marinhos por exemplo, procuram aguas menos profundas, nas proximidades da

costa, para a postura, permanecendo al durante o periodo da reprodugao.

Nas migragoes entre mar e rios, distinguem-se as espécies anadrémicas,

que sobem a correnteza, das espécies catadromicas, as que descem.

Consideram-se migragdes, embora ndo tipicas, os deslocamentos dos
limites de distribuicao de uma populacao. Esses deslocamentos se processam de
forma mais lenta que as migracées propriamente ditas e em geral se relacionam a

alteragoes recentes do clima.
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Nas duas ultimas décadas assistiu-se um programa de construgao de
represas e usinas hidrelétricas que “levou a transformacdo de muitos rios brasileiros
numa sucessao de lagos artificiais” [Bazzoli 1991 in Diniz G.L., 1994], buscando um
aproveitamento energético razoavel e num ritmo mais acelerado do que o aceitavel
para o conhecimento da biologia de sua fauna aquatica. Com isso, informacoes
sobre a reproducao e comportamento de peixes brasileiros, bem como estudos sobre
alteracées ambientais sdo bastante precarias [Bazzoli 1991 in Diniz G.L.], [Porto

1997].

Os peixes migradores enquadram-se em duas categorias, [Bonetto 1963

in Diniz G.L.].

1. os que se deslocam sem mudar de ambiente ( mais tipico);

2. os que alternadamente se deslocam da agua doce para a salgada e vice-

versa, como as enguias e robalos.

Um exemplo, o dourado, € um peixe de agua doce que, no tempo da
desova, sobe as cabeceiras dos afluentes e se detém junto aos grandes saltos para,
antes de vencer o obstaculo, irromper(brotar) violentamente das dguas e atingir

varios metros de altura num sé pulo, [Bonetto 63 in Diniz G.L.].

Os salmoes do Atlantico abandonam as dguas do mar e procuram os
rios para desovar. Sobem até as cachoeiras, onde se dd a postura, a fecundagao e
o nascimento dos filhotes (alevinos). Estes, ao atingirem certo grau de desenvolvi-
mento, descem o rio em direcao ao mar, enquanto os pais permanecem nas cabeceiras

[Brisa 1999].

Antes pensava-se que a chuva era considerada o fator principal que
desencadeava o processo migratério, para fins de reproducao [Azevedo 1938], [Petrere

1985 in Diniz G.L.].
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Alguns especialistas acreditam que o elemento deflagrador da migracio,
seja ela longa ou curta, é sempre direta ou indiretamente alimentar. Se o animal
vive em regiao bem provida, torna-se sedentario, mas se falta alimento, empreende

a migragao.

Os estudos referentes a alimentacdo e habitos alimentares das principais
espécies de peixes de rios, indicam uma ampla dieta alimentar, destacando-se os
seguintes itens consumidores: insetos, peixes, restos de vegetais, detritos, frutos,

algas, larvas, microcustaceos, macréfitas aqudticas, escamas e espiculas de esponjas.

Outros argumentam, porém, que ndo se pode atribuir a migracao a
um unico fator, seja ele a alimentagio, a reducao do nimero das horas luz no dia
etc. Mais provavel € a existéncia de uma combinacdo de fatores externos como (
alimentacgdo e temperatura) e internos como ( os ritmos de metabolismo) que em

conjunto determinariam a inquietacao migradora.

Mudangas hormonais sdo observéaveis nesses periodos e a inquietacao se

da mesmo em animais em cativeiro, bem protegidos e alimentados, [Brisa 1999].

,

E frequente que os animais utilizam mais de um mecanismo de ori-

entagao.

O Salmao pode valer-se da bussola solar, além dos estimulos quimiotacticos

da corrente, [Brisa 1999].

As larvas de enguias chegam aos estuarios dos rios com a maré mon-
tante,( juncdo das dguas de rios) e, quando a maré baixa, vao para o fundo, evitando

serem varridas de novo para o mar, [Brisa 1999].

Como sao capazes de reagir ao cheiro de certas substancias especificas
das dguas do rio, aguardam no fundo até que o olfato lhes indique o momento de

emergir e retornar, [Brisa 1999].
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Atualmente, considera-se como principais fatores o nivel da dgua, jun-
tamente com a temperatura [Schubart 1959 in Diniz G.L. ], [Petrere 1985 in Diniz
G.L.].

Além disso, hd referéncias que indicam onde é dada uma certa im-
portancia a fase lunar na migragdo, sendo que nenhuma prova foi estabelecida
[Schubart 1943 in Diniz G.L.], [Bayley 1973 in Diniz G.L.], [Petrere 1985 in Di-
niz G.L.].

De acordo com observacoes realizadas em outras usinas hidrelétricas,
como por exemplo Itaipy, classifica a migracdo de peixes, em termos gerais, da
seguinte forma:

(i) reprodutiva;
(i1) térmica;
(ii1) trofica ou nutricional;
(iv) migragdes de crescimento e

(v) migragoes devidas a fenémenos especiais, tais como os originados pelas
variagdes no nivel da dgua e correnteza. [Bonetto 1963 in Diniz G.L.],

[Petrere 1985 in Diniz G.L.]

Sao reconhecidos varios padroes de movimentos migratérios, no en-

tanto, distingue trés principais:
1. Espécies de migracdo moderada pelo rio, cujos maiores movimentos de
migracao sao para dispersdao nos habitat da seca.

2. Black fish, geralmente migracao lateral, ou seja, buscando as bordas do

canal principal dos rios;
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3. White fish, migracdo longitudinal, caracteristica dos peixes de “piracema”.
Tais migragdes estao vinculadas, em geral, a reproducéo e a fuga de
condigbes adversas nas partes baixas dos rios e lagos. [Welcomme 1985]

[Catella 1992].

k]

Com todas essas dificuldades que puderam ser verificadas, observadas
e analisadas, fica evidente que a migragao de peixes em rios ocorre quando da

reproducgao ou por deficiéncia na alimentagao.

Para assegurar a migracao e consequentemente a perpetuagao, o Min-
istério do Meio Ambiente conforme Portaria N. 73 DE 30/10/ 2000 em conformidade
com a constituicao Federal que preceitua que todos tem direito ao ambiente ecologi-
camente equilibrado, bem de uso comum e essencial a sadia qualidade de vida. é
dever do poder piblico e da coletividade defendé-lo e preservé-lo as presentes e

futuras geragGes; com isso considera que [Ministério 2000]:

o Alei 7 679 de 23/11/1988; proibe a pesca em épocas de reproducao,
fixando periodos de defeso da piracema para a protecao da fauna aquatica,

conforme a regiao;

e Lagoas marginais sao caracterizadas como area de protecdo perma-
nente dando condigGes as espécies ictiicas tenham garantia de sobre-

vivéncia na fase inicial de seu desenvolvimento;

e A fauna e a flora aquatica sao recursos ambientais indispensaveis ao

equilibrio dos ecossistemas aquaticos;

¢ O intenso refor¢o de pesca exercido sobre os cardumes, nos periodos em
que ocorrem os fenémenos migratérios para a reproducao (piracema),
pode interferir no equilibrio biolégico das espécies e, consequéntemente,

na formacao de seus estoques.
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2.1 Requisitos Hidricos para a Conservacgao do Ecossistema Fluvial

Ha varios critérios de qualidade da dgua, como a seguir:

Os critérios da qualidade da dgua estabelecidos pela resolugao IN. 20
do CONAMA (Conselho Nacional do Meio Ambiente), para a preservagdo das
comunidades aquaticas e seu equilibrio natural, e para a preservagao da vida aquatica

de agua doce.

Com referéncia ao requisito de qualidade da dgua para conservacao
do ecossistema aquatico, o DNAEE(Departamento Nacional de Energia Elétrica),
estipulou na sua regra 02 para aprovagao dos Estudos de Geragao de Energia
Hidrelétrica para o Servigo publico, 3.7 que:

“Durante os estudos e a concep¢ao do projéto bdsico, deve ser levado em consid-
eracdo que a vazdo remanescente no curso de dgua na jusante da represa ndo deve
ser inferior a 80% da vazdo minima média mensal, caracterizada com base nos da-
dos historicos das vazées naturais dos ultimos 10 anos. Os casos para os quais 0s

critérios supra mencionados ndo se aplicam e os reservatorios em cascata serdo

examinados pelo DNAEE 7.

Com base nos padrdes migratérios citados anteriormente, trés tipos de

comportamentos serao considerados :

1. A populagio estudada permanece no mesmo local, como se nao tivesse

havido modificado;

2. Aquelas que iniciam um movimento lateral progressivo, em diregao as

margens do lago em que o rio se transformou;

3. E a terceira sao aquelas que a partir do fechamento da barragem e
surgimento do lago, iniciam um processo ciclico, subindo e/ou descendo

o rio, dentro da nova situagao de “rio que flui dentro de um lago”.
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[Welcomme 1985 in Diniz G.L.], [Catella 1992]

Estes comportamentos estao fortemente ligados, é claro, a outras ca-
racteristicas das espécies observadas. Nao obstante, os processos migratérios nao
se ddo em alta velocidade, mas gradativamente ( as velocidades oscilam entre 0,03
Km/dia para Leoporinus sp. e 13,9 Km/dia para Duopalatinus emarginatus no Rio
Sao Francisco, ao mesmo tempo em que se alteram outros habitos e comportamentos,

devidos sobretudo a repentina e formidavel mudanca do seu espago vital, [Paiva

1982], [Petrere 1985 in Diniz G.L.].



3 UM MODELO MATEMATICO PARA A POPULACAO DE
PEIXES

3.1 Introducao

Neste capitulo, formula-se 0 modelo matematico que tenta explicar uma

populagao de peixes confinados em uma barragem hidrelétrica bem como os efeitos

da .

A variavel de interesse neste estudo é a popula¢do de uma determinada
espécie de peixes confinada em uma barragem hidrelétrica. As varidveis indepen-
dentes sao o espago e o tempo. De maneira mais especifica, é considerado o espago
plano (de duas dimensdes) para fornecer uma visao de superficie do fenémeno. Na
necessidade de um estudo tri-dimensional, a variavel adicional de profundidade

teria de ser considerada.

Para fins simplificativos, supor-se-a que o local de interesse é uma area

retangular.

Uma vez formulado o modelo, proceder-se-a a sua classificacao. Isto é
feito para poder formular a sua abordagem em termos analiticos e, em um capitulo

posterior, a sua aproximacao mediante a técnica de diferengas finitas.

Na secao seguinte, o fenémeno em estudo é formulado a través de um
problema de valor inicial e de contorno em um dominio retangular. Cabe salientar

que é considerado o efeitos de migracao.

3.2 Equagao Diferencial Parcial para a Populagao

Os fenémenos populacionals sdo muito complexos e dependem de diver-
sos fatores. Mas um bom ponto de partida para o entendimento destes fenomenos é

considerar modelos matematicos mais ou menos simples que permitam o re-exame

10
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de algumas idéias generalizadas sobre migracao, [Paiva 1982],[Petrere 1985 in Diniz

G.L.].

Neste estudo, sera considerado um represamento bilateral de um rio

como se mostra na figura 3.1. [Petrere 1985 in Diniz G.L.]

Yy
ro margem esquerda

m Q
o /_\/—\ J
n u
t s
aT3 M T a
n calha do rio n
t t
e M e

To margem direita T

Figura 3.1 Represamento bilateral de um rio

Para simplificar nosso estudo, supor-se-a que a regiao de interesse tem
uma forma retangular, e que o represamento € bilateral de maneira que nao é per-

mitido o fluxo populacional para regides externas.

E de interesse o estudo da populagio de peixes dentro dessa regido
retangular. Para isto, é fixado um sistema cartesiano de coordenadas, e um dominio

retangular Q2 de R%. A varidvel de estudo (populagéo de peixes) vai ser denominada
b(t,z,y) (3.1)

onde ¢ representa o instante de tempo, z e y a posi¢ao em que a populagao é medida.
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De acordo com [Paiva 1982] e [Petrere 1985 in Diniz G.L.], um modelo

adequado para o estudo da migracao seria

ab

5 = (dispersao populacional)- (decaimento populacional)
—(efeito da migragao) + (crescimento populacional). (3.2)
[Paiva 1982] e [Petrere 1985 in Diniz G.L.]
Estes quatro fatores vao ser discutidos brevemente, a seguir
e Decaimento populacional: Os fatores que o influenciam diretamente

sao a mortalidade e o efeito da predacdo entre outros menos impor-

tantes. Matematicamente pode ser expresso mediante
Decaimento populacional = ob(¢,z,y) (3.3)

onde ¢ € uma constante denominada constante de decaimento popula-

cional.[Paiva 1982] e [Petrere 1985 in Diniz G.L.]

e Crescimento populacional: Os fatores que o influenciam direta-
mente sao a natalidade e a alimentacdo entre outros. Nao é facil con-
seguir uma expressao matematica simples para este fator, e portanto

para explica-lo sera suposta uma certa funcao f
Crescimento populacional = f(b(t,z,y)) (3.4)

[Paiva 1982] e [Petrere 1985 in Diniz G.L.]

e Efeito da migragao: Este fator nao deve ser confundido com os deslo-
camentos populacionais sazonais (por temporada). Os fatores que o

influenciam diretamente sdao a reprodugao e a procura por melhores
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condigGes vitais. Pode ser expresso matematicamente como
Efeito de migragio = V- (Vb(t,z,y)) (3.5)

onde V é um vetor que orienta a migracao. [Paiva 1982] e [Petrere 1985

in Diniz G.L.]

e Dispersao populacional: Os fatores que o influenciam diretamente
sao a procura do espago vital e as condigbes de sobrevivéncia. Uma

expressao matematica para este fator esta dada por
Dispersao populacional = V- (aVb(t,z,y)) (3.6)

onde a é uma constante denominada constante de dispersdo popula-

cional.

Os quatro fendmenos mencionados acima levam a estabelecer a seguinte

equacao diferencial parcial:

% =V (aVb) —ab— V- (Vb) + f(b). (3.7)

que é valida para todo ponto (z,y) € 2 C R? que modela o habitat, e ¢ varia em
um intervalo de tempo [0, 7] representa o periodo de estudo do processo migratorio

da populagao.[Paiva 1982] e [Petrere 1985 in Diniz G.L.]

3.3 Condigoes de Contorno

Nesta secao vao ser estabelecidas as condigbes de contorno para o pro-

blema em estudo.[Paiva 1982] e [Petrere 1985 in Diniz G.L.]

Lembre-se que o dominio de estudo é um retangulo Q C R? de lados ro,

r1, T2 € r3 como € mostrado na figura 3.1.
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De maneira geral, o fluxo populacional em qualquer posicio (z,y) estd

explicado pela condi¢do

ob

a5 = B(b— B), ¥t € [0,T] (3.8)

onde 7 é o vetor do fluxo, 3, um coeficiente de permeabilidade, que indica a facilidade
dessa migragao, tanto num sentido quanto noutro, e B, é a biomassa populacional
a montante e a jusante com a qual aquela em estudo ird competir se ocorrer a

migracao.

Nas margens do rio ndo tem fluxo populacional. Esta condi¢io pode

ser expressa mediante

b
% =0, em rp ey, Vt € [0,T] (3.9)

sendo n o vetor posicao normal.

A partir da condigdo (3.9) é deduzida uma condi¢do de contorno mais

especifica:

adb
—=0emrper; (3.10)

dy

Similarmente, o fluxo da populagdo na direcao perpendicular a r; e 73,

ver figura 3.1, toma a forma

db
— =0emr; ers (3.11)

0z

pois a populagdo encontra-se confinada no dominio retangular e ndo tem uma outra

espécie competindo, e necessariamente tem-se 5, =0 e B, = 0.
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3.4 Condigao Inicial

A condicao inicial estd dada por uma funcio arbitréria que representa

a populacao no instante em que o estudo ¢é iniciado:

b(0,z,y) = bo(z,y),¥(z,y) € R (3.12)

3.5 Problema de Valor Inicial e de Contorno

As equagbes (3.7), (3.10), (3.11) e (3.12) formam um problema de valor

inicial e de contorno

% =V - (aVb)—ob—V - (Vb) + f(b), Vte (0,T], ¥(z,y)€ Q,

Q

b _ 0 V(z,y) € 89, Vt € [0,T], (3.13)

Sl

b(0,z,y) = bo(z,y),¥(z,y) € Q.

A primeira equagdo diferencial parcial de (3.13) é do tipo parabdlico.

Cabe salientar que este tipo de equacdes explica os processos de trans-

feréncia de calor ou de massa ndo estacionarios, bidimensionais.

3.6 Crescimento Populacional proporcional a Populagao

A equagao (3.7)

ob

5= V- (aVb) —ob—V-(VB) + f(b) (3.14)
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pode ser expressa em coordenadas cartesianas (z,y) como

ab d*b 9% ab b o

levando em conta que os coeficientes de dispersio o e os componentes do vetor

Vi .
V= sao constantes.
Vs

Como uma primeira tentativa para resolver o problema (3.13), pode-se

assumir que o crescimento populacional f(b) é proporcional a populagao, isto é,
£(6) = ab, (3.16)

onde a é uma constante. Esta escolha se justifica por dois motivos:

e Primeiro, para auxiliar na compreensao do fenémeno. pois a forma fun-

cional (3.16) é simples e tém caracteristicas estudadas com exaustao.

e Segundo, € razoavel quando sao considerados intervalos muito pequenos

de tempo em relagao a vida dos espécimes.

Neste estudo, o crescimento populacional tem a forma da equacido
(3.16). Estudos mais aprofundados considerando funcdes de crescimento que incluem
fatores de reproducao sazonal e tornam a funcao descontinua podem ser consultados

em [Paiva e Bastos, 1982] e [Petrere, 1985].

Assumindo entdao que f(b) tem a forma (3.16), a equagao (3.7) fica na

forma

% = V(aVb) — V(Vb) + (a—o)b (3.17)

ou, em coordenadas cartesianas,

ab a%b 9% db ob
a—a(-(%—z-l-a—yg)—%-a—;-%%-l-(a—a)b. (318)
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1 . % o ’ %
O vetor V = explica as dire¢bes horizontal e vertical em que
Va
€ realizado o processo de migracao. No presente estudo, supor-se-4 que as compo-

nentes direcionais V; e V; sdo constantes, mas em estudos mais aprofundados tais

componentes podem depender do tempo e da localizagéo.

3.7 Abordagem Analitica do Modelo

Sob a suposi¢do que o modelo possui um crescimento populacional pro-
porcional a populacdo, (3.16), o problema de valor inicial e de contorno pode ser

escrito, em coordenadas cartesianas, como

2 2
%%:a(g—m%-l-g;%) —Vl-g%——vg%+(a—a)b, Vte (0,T), Y(z,y)€Q,

g-; =0emrgery, Vte|0,T],

58_2:—0 emr; ers, Vi €[0,7],

b(01 Z, y) = bo(xa y)av(xvy) € .

(3.19)

Em termos de processos de transferéncia este problema descreve um
campo de temperatura (concentracdo) néo estacionario em um meio mével com uma
velocidade constante, sendo que existe uma ganho na quantidade de calor (absor¢ao)

proporcional a temperatura (concentragao).

De acordo com [Polyanin,A.D., 2002], a substitui¢ao funcional

b(t,z,y) = exp(Aiz + A2y + Bt)U(t, z,y), (3.20)
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onde

V V2 V?.
AIZ—ZI', A2=__23 eB:a—O’—L'Z—, (3‘21J

transforma o problema de valor inicial e de contorno (3.19) em

o _, (%_a+%v_) , Ve (0,T], V(z,y)€Q,

%—g =0emrgery, Vte[0,T],
(3.22)
%% =0emr; ers, Vte[0,T],
U(0,z,y) = Uo(z,y),¥(z,y) € Q.
onde
Uo(z,y) = exp(—A1z — Azy)bo(z, y)a Y(z,y) € Q. (323)

Analiticamente, a solugdo do problema de valor inicial e de contorno
(3.22) esta dado, em forma fechada, por [Carslow, H.C., 1984] e [ Polyanin, A.D.,
2002],

Ult,2,y) = / [ Un(Em)G(t,.v. € m)dnde (3.24)

sendo G(t,z,y,£,7n) a fungdo de Green para o problema (3.22), que esta dada por

1 = m*n2ot nrx  nrf
ik 1+22exp( L2 )cos L. cos Lz]

o:t mmny mnn
2
[1+2Zexp( )cos I, cos Ly]’ (3.25)

G(f'} I'} yl 53 n) =

onde L, é comprimento e L, é a largura da regido retangular considerada.
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3.8 Comentarios Finais
A equacao
b(t,z,y) = exp(Ai1z + Ay + Bt)U(t,z,y) (3.26)

onde as constantes A;, A; e B estao dadas na equagao (3.21) e a fungao U(t,z,y)
é definida de acordo com (3.24). fornece a solugao analitica para o problema de
valor inicial e de contorno (3.19) no caso em que o crescimento populacional seja

proporcional a populacgao.

Para fins préticos, tal solucao é raramente utilizada pois a sua com-
plexidade computacional é um problema bastante sério, devido a auséncia de um
critério simbdlico de truncamento das séries envolvidas. No seu lugar sao utilizados
outras abordagens numéricas tais como as de diferencas finitas, que sera visto neste

trabalho, o método de elementos finitos ou de volumes finitos, [Patankar,S.V., 1980].



4 METODQS EM DIFERENCAS PARA EQUACOES
PARABOLICAS

Neste capitulo é feito um estudo sobre as diversas abordagens numéricas
em diferencas finitas para resolver o problema da valor inicial e de contorno do tipo

parabdlico.

Neste estudo, é considerado o problema seguinte: Seja {2 um dominio
em R™ com seu contorno I' = 9, e [0, 7] um intervalo de tempo, T' > 0. Determinar

uma funcgao b(t,Z) que satisfaz

% = V-(aVb) - V- (Vb) + (a—0o)b, V(t,7) € (0,T]xQ,  (41)
-g—ﬁ =g, Y(t,z) € (0,T] x 89, (4.2)
b(0,%) = bo(Z), VZeQ, (4.3)

onde os coeficientes @, o, a sdo constantes reais, V' é um vetor de componentes reais,
g € uma funcdo definida sobre (0,T] x 0%, e n denota o vetor normal externo do

dominio.

Assume-se que o problema matematico em discusao € bem posto, isto
é, se existe solucao entdo ela é tnica e depende de maneira continua dos dados

fornecidos.[Lions.J.M., 1961 in Diniz G.L.]

Os métodos em diferencas finitas consistem em substituir os termos
da equacao diferencial parcial (EDP) (4.1) por aproximacées em diferengas, trans-
formando a EDP em uma equagdo em diferengas. A solugao dessa equacdo em

diferencas fornece a solu¢do numérica do problema (4.1)-(4.3)

20
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Assume-se que o método em diferencas finitas satisfaz os requerimentos
basicos de consisténcia, estabilidade e convergéncia, que estdo relacionados pelo

teorema de equivaléncia de Lax

Teorema 4.1. Seja um problema de valor inicial e de contorno bem posto e um
método em diferengas finitas associado a tal problema. Sob a hipdtese de consisténcia
do método em diferencas, a estabilidade € a condi¢do necessdria e suficiente para a

convergéncia.

4.1 Solugao em Diferengas Finitas do Problema Unidimensional

Para uma melhor compreensao do estudo a seguir, considere a equacao
padronizada de dispersdo populacional unidimensional, [Skellan, 1951] e [Murray,

1989),
o _ o

ot 9z’ 54

onde b(t,z) é uma funcao definida V(¢,z) € [0,7] x [0, L]. Constréi-se uma malha
retilinea com os pontos da malha paralelos ao eixo de coordenadas. Os pontos da

malha estdao dados pelas igualdades
=382 $=0,1.2....;1, (4.5)

onde / é um inteiro positivo dado e Az = —%, sendo L o comprimento da barra

unidimensional considerada. Veja a figura 4.1.

I I ) I; = Az 1 Iy

Figura 4.1 Malha unidimensional para a equagdo (4.4)
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Similarmente, pode-se discretizar o intervalo de tempo [0, 7], mediante
a igualdade
by = 05 n=l T2 Y (4.6)

T

onde At = N

Como a equagao diferencial parcial (4.4) € valida em todo ponto (¢,z) €

[0,T] x [0, L], entao é valida nos pontos (%,,z;), isto é,

ab

ob 9%
ot

~ 9z?

(4.7)

(hn-"-'i) (tn!xf}

A construcao dos esquemas em diferencas para a EDP (4.7) estd baseada
em aproximagoes para as derivadas parciais. Estas aproximacdes simples da primeira

derivada no tempo estao dadas por

. (i) b(tn_'.l,.’l?g) - b(tn, -’B;‘) + O(At)

At
b 3 :
52 =y (ii) b(tn-, -73:) Zg(;tn—lazt) + C)(At) (4.8)

(tn,zi)

| (i b(tn+1,xs)2£ f(fn—h”"') +0((At)?)

a%b

A seguir, a aproximagcio da segunda derivada s pode ser escrita como

3% _ b(tn, i) — 2b(tn, 2:)) + b(tn, Tit1)
33:2 (£r,7:) N (Ax)z

+0((Az)?). (4.9)

Substituindo (4.8)iii e (4.9) em (4.7), obte ém-se

b(tn+1, IB,‘) — b(tﬂ, ..'r:,-) _ b(tn,:c;_l) — 2b(tn, 3.:;‘)) + b(tn, I“.l.l)
At = (Az)?

+ O(At + (Az)?),
(4.10)
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b(tn, z;) — b(ta=1,2:) _ b(tn, xi—1) — 2b(tn, x:)) + b(tn, Tiz1)
At B 1 (Az)? 2+ oAt + (Amz?;l)

b(tns1,%i) — b(tn-1,%:) _ B(tn, Ti-1) — 2b(tn, i) + b(tn, Tig1)
2At N (Az)?

+ O((At)* + (Az)?).
(4.12)

O valor aproximado da fungdo b(t,z) no ponto (t,,z;), b(ts,z:), é de-
notado por b?. Os termos O(At + (Az)?) e O((At)? + (Az)?) denotam a ordem
do erro de truncamento local e sdo também conhecidos como a ordem do método.
Desprezando os erros de truncamento em (4.10), (4.11) e (4.12) e simplificando,

obtém-se os métodos em diferencas

b7+ = (1 —22)b7 + A(B2, +b7y), (4.13)
—AbPy + (14 2A)0F — AbE, =77, (4.14)
e
bR = prt  oN(BR, — 2B + b7y,), (4.15)
onde
A= ﬁ)z (4.16)

é denominado o pardmetro da razio da malha.

4.1.1 M¢étodos em Diferengas de Dois Niveis

As igualdades (4.13) e (4.14) definem métodos em diferencas que uti-
lizam os valores da funcdo b(t,z) nos dois niveis n + 1 e n e cada um deles pode ser
chamado uma férmula de dois niveis. Isto pode ser representado esquematicamente

na figura 4.2.
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o © © —e—— —e—=o
+1 gn+l pn+l fied +1 pn+l

b b by b; b1l b

At
Az
- o —o —0— Bt —e—=o
T
bg o b b; I-1 0f

Figura 4.2 Representacdo esquemadtica para formulas de dos niveis

4.1.2 Método de Schmidt

O método (4.13) é denominado o método de Schmidt. O valor da solucéo
em qualquer ponto (z,n+ 1) no (n+ 1)-ésimo nivel é expresso em termos dos valores
da solucdo nos pontos (¢ — 1,n), (¢,n) e (¢ + 1,n). Tal método é denominado um

método explicito. A figura 4.3 mostra este fato de maneira esquematica.

(n 4 1)-ésimo nivel

® n-ésimo nivel
(:—1,n) (z,n) (i+1,n)

Figura 4.3 Representagdo esquemdtica do método de Schmidt (4.13)

O erro 7 no né (i,n + 1) estd dado por

7 = btn1, %) — b(tn, 2:) — A(B(tn, Tit1) — 2b(tn, ) + b(ts, Tio1)). (4.17)
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Substituindo a expansdo em série de Taylor de cada termo ao redor de

(2,n) no lado direito de (4.17) e simplificando, consegue-se

W .,0b (At)? 9% (At)® 8%
T = Atb?(tﬂ,z;)-}- 5 @(fml‘i)"*Tﬁ(tmmi)"“”
2 0%b (A:L') (A ) b
- ((A ) et z) + S5, 4(’" )+ 360 Ba8 T T

B ob 9%b (At) 9%b (A) %b
= At (3 (tn,z:) — Bx,_,(t,.,:cg)) + — 5 Btz( ns Ti) + 5 at:’(t s Ti) +

At(Az)® 9% At(Az)" 8%

T aet ) T Tagg ggelm ) T (4.18)
Utilizando a relacao (4.7), a equagéo (4.18) transforma-se em
At t(A:r)4 9%b
r = ERE in) 1 SEISS TR ’\ tn, Z; s
ey s )(’\ )a‘*( W+ g ( 60)66( )t
(4.19)

Tem-se que o método de truncamento local é

1, (Az)’? i 8%,. .. B 7, b,
At 2 (’\ a E) Bt ltm @) T g (’\ ) g8 (tns @)+ . (4.20)

O método (4.13) é, portanto, de ordem O(At + (Az)?). Quando A = %, o método
é de ordem O((At)? + (Az)*).

4.1.3 Método de Laasonen

O método (4.14) em termos dos valores da funcao nos niveis (n + 1) e

n pode ser escrito como

—ABZEL 4 (1 4 22)57F — bt = b7 (4.21)
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Este método é denominado o método de Laasonen. De maneira esquemitica, a

igualdade (4.21) é mostrada na figura 4.4

(e —1, n—!—l

(n + 1)-ésimo nivel

At

n-ésimo nivel

(zn—f-l‘ 4 (i+1,n+1)
(4,m) |

.
1

Figura 4.4 Representacdo esquemdtica do método de Laasonen (4.21)

O valor da solucao em qualquer ponto (7,7 + 1) no (n + 1)-ésimo nivel
depende dos valores da solucédo nos pontos vizinhos no mesmo nivel e de um ponto
no n-ésimo nivel. Devido ao fato de os valores da solucdo no (n + 1)-ésimo nivel
serem obtidos implicitamente, o método (4.21) é denominado um método implicito.
Assim como o método de Schmidt, este também é um método de dois niveis. O erro

7" no noé (z,n) esta dado por

T3 = —=Ab(tng1, Tic1) + (1 + 2X)0(tns1, Zi) — Ab(Bntr; Tig1) — b(tn, 2:).  (4.22)

Expandindo cada termo do lado direito de (4.22) ao redor de (m,n) e

simplificando, consegue-se

2 0%

o= At (_éa_b(tmzs) sz(tmx)) (At)gab z;) — (At) 32791 —5(tn, &)

ot 0z? 6t2

Az) At 9% 1 b
_%w(tn,m) - *2'-(.&3)3 26t2 (tn,I,) (4.23)



4.1 Solucdo em Diferencas Finitas do Problema Unidimensional

Se é utilizada a relagdo (4.7), entdo (4.23) transforma-se em

N

1 . At (8% 8% (Az)® 0%
(‘a?(tn'} xz) . 262’:28?: (tﬂ.a 1)) e

Portanto, o método (4.21) é de ordem O(At + (Az)?).

4.1.4 Meétodo de Crank-Nicholson

Fazendo a média dos erros (4.17) e (4.22), consegue-se

A
1";'1 = b(tn+1, :r{) A b(tn, 1’,‘) - f)"(b(t'm $5+1) - Qb(tn, $,‘) -+ b(tn, .'12,'_1)

“

+b(tnt1, Tie1) — b(tns1, Ti) + B(tnt1, Tig1))

B @b, . . N\ 1, .20 (0 9%
= At (-é}-(tn,:c,) - @(tmxt)) - E(At) %= (
_ At(Az)” 9% (At)® a%

1 o ) T g agap ) T

Utilizando (4.7), encontra-se que
7= O((At)® + At(Az)?)

ou, em termos do erro de truncamento local,

1 2 2
Ll = O((At) + (AzY).

Portanto, um método de ordem O((At)? + (Az)?) estd dado por

A T T A T A Ti T ). T
_"2-bt-:_l-11 + (l + A)bm-'.l omn Ebi:].l = §b"_,1 + (1 — /\)b: + §b£+l

R e

27

(4.24)

E(tm :12,') - @(tm I:’))

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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e pode ser escrito em termos de operadores em diferenca, como

(1 - %AI) b = (1 + %Al) b? (4.29)

onde a agao do operador A; sobre a malha unidimensional do n-ésimo nivel

bn = [bg' b?? ¢y b?—ltl b:l: b?ﬂ-l? =g b?—h b?] (4'30)

estda dada por

Asb™ = [B, {b7, — 267 + b7, Yo, B, (4.31)

e I é o operador em diferencas identidade. Os valores de b} e b} sio calculados de
acordo com as condigdes de contorno do problema. Neste caso, b} = b7 — 2b7 + b2
e b} = bj_, — 2b%_, + b%. O método (4.29) ou (4.31) é denominado o método de

Crank-Nicholson. A representagdo esquematica € mostrada na figura 4.5

(t—1,n+1) * (i,n+l)+ (+1,n+1) (n + 1)-ésimo nivel
At |
‘ Az l Az : n-ésimo nivel
(z-—l,n)TI ( (i,n) [ (i4+1,n)

Figura 4.5 Representa¢do esquemdtica do mélodo de Crank-Nicholson (4.29) ou
(4-30)
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4.1.5 Meétodo Geral de Dois Niveis

Alternativamente, pode-se definir um método em diferencas de dois

niveis geral na forma
@b + a b7 + b — bob? | — bybTH — bob?,, =0 (4.32)

onde os coeficientes a; e b; sao arbitrarios. O erro de truncamento no né (i,n)

quando a equagao diferencial (4.4) é aproximada por (4.32) pode ser escrita como

|
Z;Ts" - E[aQb(tﬂ+laIi-—l)+alb(tn+1:$i)+a2b(tn+1133:‘+1)

—b2b(tn, Tim1) — b1b(tn, Ti) — bob(tn, Tiz1)]
1
= —[(a2+a1+ao)—(ba+b1+ bo)] b(t.,z:)

Al
+(az +a; + 00)%(%3’:‘) + % [(—az +ao) + (b2 — bo)]'g'?(in,.’ff)
(igz(ag —ag—by — bo)g—ig(fmzi) + Az(ao — az)g%(fmxi)
+%(d2 +ay + ao)g—if(tm z;) + ( 5 : (a0 + az)gg‘%(tm z:)
(3';33 [(—az2 + ao) + (b2 — bo)] g—::%(tm:c;—)
+ (2’22): (a6 —by— bo)g(tn,xe) Fonema (4.33)

As condicOes necessarias para determinar os parametros, de maneira

que a equagdo em diferencas seja consistente com a equacao diferencial, estao dadas
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por

az + ay + ao = by + by + bo

az+a;+ag=1

as —ag =by — by

—(az + ao) + (bs + bo) = 2\

az; — ap = 0. (4.34)

A solucédo geral de (4.34) pode ser expressa na forma

a2=a0=)\9

a; = 1 - 2/\9
by = b= AL <)
by =1—2X(1 —4) (4.35)

onde # é uma constante arbitraria.

Substituindo (4.35) em (4.33), obtem-se
b™! — b = XA, [6b™*! 4 (1 - §)b"]. (4.36)

Os valores § = 0 e § = 1 produzem os métodos de Schmidt e Laasonen, respecti-

vamente. O valor 0§ = % produz o método de Crank-Nicholson. Utilizando (4.7) e

igualando a zero o coeficiente de %(tm z;), obtem-se
1 1
0=5—2=. (4.37)

Substituindo (4.37) em (4.36), obtem-se 0 método de Crandall que pode ser escrito

como

1 A
(1 + 1—2A,) Vib™! = ZA; (b™! +b7). (4.38)
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A ordem do método é O((At)? + (Az)t).

4.1.6 Meétodos em Diferencas de Trés Niveis

O método em diferencas (4.15) é denominado o método de Richardson.

O método de Richardson é um método de trés niveis e um método explicito.

Se é substituido b? pela média dos valores 87! e b77!, isto é,

i

S -2-(‘5;.”1 + 6771 (4.39)
em (4.15), obtem-se
bt = b 2X(bF, — P — b b7, (4.40)
que, apods simplificacao algébrica, pode ser escrita como
s ;—;i T+ 1?2)« (b + b1)- (4.41)

Este esquema em diferencas é denominado o método de DuFort e Frankel. E um

método explicito e de trés niveis. O modelo computacional esta dado na figura 4.6

O erro do método (4.41) esta dado por

78 = (1 4 22)b(tnt1,Zi) — (1 = 2X)b(tn-1,%:) — 2A(B(tn, Tiz1) + b(tn, Tig1))- (4.42)
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., + 1 ” -
0—(1 ) (n + 1)-ésimo nivel
(1—1,n) (i4+1,n) . )
—‘—‘ f n-ésimo nivel
At \ [

| l

| Ax | . i 5

| T =1 \ (n — 1)-ésimo nivel

Figura 4.6 Representagdo esquemdtica do método de DuFort e Frankel ({.41)

Expandindo em série de Taylor os termos em (4.42) ao redor do ponto (,, z;), tem-se

no_ b (at)’ %
= = (142}) (b(tn, z;) + Atﬁ(tmm;) AL a3 g (tny Zi) + -+ )

adb (At) 9%b
—(1-2X) (b(tma:t-) = At—a—t(im z:) + 5 W(tm T;)— - )

—2A (flb(tmzs)+(A )22 273 (tn, 22) + ( 12) gf(tm z:) + )
2 a?b 4
= 2At‘§i’( n,m,)-}-?/\(At)zgz(tn, ) — 27 (Az)? Soa(tn, 7i) = _g..é_)_gz(tmz)+
(4.43)

O erro de truncamento local esta dado por

b b Az 8%b
é”ﬂ ( (n, 2:) = 6‘92(1t“’:""))+2 (A:c) gtz(t i) ( 6) dr 4(”“ 2+ (3) PG
(4.44)

E assim, tém-se os seguintes casos:
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(1) ﬁr}‘ — 0 se % — 0 quando Az — O e

b 9%*b ..
a(tn, LI:,‘) = W(tn’ Ei). (440)

Dessa maneira, o esquema em diferencas (4.41) é compativel ou consis-
tente com a equacao diferencial (4.7) s6 quando % — 0se Az — 0.
Neste caso, o ordem do método é O((At)? + (Az)? + (At/Az)?).

(i) A7 — 0se &L — C quando Az — 0 e
ab 9%b ,0%b
a(in?.’cg) = @(tm 1’,‘) + C '5;'2—(@;,3:;) = 0 (446)

Dessa maneira, o esquema em diferengas (4.41) aproxima a equagao
hiperbélica
db o 9%

_+Cz

ot =~ o9 0q? )

quando 7_\A_:: — 0 se Az — 0.

4.2 Anidlise de Convergéncia e Estabilidade

A solugdo analitica b(t,, z;) da equacao diferencial, a solucao em diferencas

b* da equacio em diferencas e a solucao numérica b7 estio relacionadas por
|b(tn, @:) = BF| < |b(tn, 2:) — BF| + |BF — BF|. (4.48)

Na prética, é desejavel que a diferenga entre a solu¢do numérica e a solugao analitica
seja pequena; uma condigdo suficiente para isto acontecer é que, quando At e Az
tendem a zero, tal diferenca também tende a zero. A partir de (4.48), encontra-se que
esta diferenca depende dos valores |b(tn, %:) —b?| e Ib?— E?I- O valor |b(tﬂ, z;)— bﬂ é
o erro de truncamento local que aparece quando a equagio diferencial é substituida

pela equagao em diferencas. No caso de um esquema em diferencas convergente, o
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erro de truncamento local converge a zero quando At e Az ambos tendem a zero.
O erro numeérico |b§‘ — 5}‘| aparece porque no computo real nao é possivel construir
a solucao em diferencas de maneira precisa devido aos erros de arredondamento.
Entende-se por estabilidade o fato dos erros cometidos em uma etapa dos célculos
nao causarem erros cada vez maiores conforme os calculos sdo realizados. Se um es-
quema em diferencas é estavel, entdo o segundo termo em (4.48) é praticamente zero.
Portanto, os resultados dos métodos convergentes e estaveis estao muito préoximos
dos valores analiticos. Agora discute-se a analise de convergéncia e a estabilidade

de alguns dos esquemas em diferencas desenvolvidos na secao 4.1.

4.2.1 Andlise de Convergéncia

Definicao 4.1. Um esquema em diferengas € dito convergente se

lim b(tn,z) = b(t,z), nAt<T, (4.49)

At—0
para todo = et na regiGo de interesse.
Supoe-se que b? estd livre de erros de arrendodamento, de modo que a

tnica diferenca entre b(t,, z;) e b7 é o erro cometido ao substituir (4.4) pela equacao

em diferenca, isto é, o erro de truncamento local.

Subtraindo (4.10) de (4.13), consegue-se
€+ = (1 =20 + A€y, + €2,) + O((A)? + At(Az)?) (4.50)

onde € = b — b(tn,z;). A equagdo (4.50) é denominada equacdo do erro.

Como os valores iniciais e de contorno sao conhecidos exatamente, os

valores iniciais e de contorno para os erros sao zero.



4.2 Anélise de Convergéncia e Estabilidade 35

O erro maximo no n-ésimo nivel é denotado por E™, isto é,
B max |€?]- (4.51)
De (4.50), tem-se
max [t < max |Aefpr + (1 =20)ef + Ael, | + M™((At)* + At(Az)?)  (4.52)

onde M* é uma constante dependente de At e Az. Se todos os coeficientes no

primeiro termo do lado direito sdo nao-negativos, isto é, A < :1;, entao tem-se

E™ < (A41=2X+X)E" + M~ ((At)* + At(Az)?) (4.53)
Utilizando esta relagao recursiva, obtem-se

E‘rH- 1

IA

E™ + M*((At)? + At(Az)?)

IA

E™ '+ 2M™((At)? + At(Az)?) < ...
E° + M™(n + 1)At((At) + (Az)?)

IA

M tas1 ((At) + (Az)?) (4.54)

porque nao ha erro inicial, E® = 0 e t,4; = (r+1)At. Quando Az — 0 e At — 0,
entao E™*! — 0. Portanto, tem-se provado que o método (4.13) é convergente para

1
A< 3

A seguir, discute-se a convergéncia das solucdes em diferenca dadas por

(4.28). Substituindo € = b7 — b(tn,z;) em (4.28) obtem-se a equagao do erro

A
(I a %C) e (I " EC) £ T, n=0,1,2,... (4'55)

onde

=[G - e}‘__JT, (4.56)
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T T ™ n T
= [Ti Ty TI-1] .
’ :
= £y
1 -2 1
C=
1 -2 1
£
L O > 2

7 = O((At)® + At(Az)?).

A condicéo inicial da

Pode-se escrever (4.55) como

et =G +0" n=0,12,...

onde

b e A
G= (I—gc) (I+§C),

n A = n

Aplicando (4.61) de maneira recursiva, encontra-se que

" = G + i Grvgr-!

r=1

36

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)
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ou

el < NGl + Y I [llle* |
=1

1- |G|
n 0 v
< Gl + T gy o, el (4.65)

A matriz C é simétrica, e desta maneira G também é simétrica. Uti-

lizando a norma espectral, tem-se
Gl = mas || (466)
onde pj;, 1 <3< I -1, s30 os autovalores de G e estes, por sua vez, tém o valor

;= (1 p %A,-)_l (1 + %Aj) (4.67)

onde A;, 1 < 5 < I —1, sao os autovalores de C. Os autovalores A; estao dados por

, f 7 _
); = —4sen’ (;—I ; 1P El-1, (4.68)
De (4.66) e (4.67), encontra-se que
IGI = max Iuil<1, A>o0. (4.69)

A equagdo (4.64) transforma-se em

n < 0 v
0 < 1l + T o e, 1T (4.70)
onde
max ||T| = M’((At)2 -+ (A:c)z) (4.71)

0<v<n~1
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e M* é uma constante. Portanto, obtem-se

1"l < lle°ll + M~ ((At)* + (Az)?). (4.72)

A partir desse resultado, deduz-se que existe convergéncia incondicional

quando At — 0 e Az — 0.

4.2.2 Andlise de Estabilidade de Von Neumann

A solucao numeérica contém erros, especialmente erros de arredonda-
mento. Seja b a solugdo numérica da equacao em diferengas (4.13). Entao pode-se
escrever

Br = b7 + & (4.73)

onde € é o erro devido ao arredondamento, ou a um erro computacional. Usando o

fato de que b7 também deve satisfazer (4.13), encontra-se que " satisfaz a equacdo

et = (1-20)e + A&y + &) (4.74)

Portanto, conclui-se que a equacdo em diferencas governa por si a
propagagao dos erros. E suposto que um grupo de erros € introduzido no nivel
inicial ¢ = 0 e que se propaga para a frente de acordo com (4.74). Para equagées em
diferencas com coeficientes constantes, o erro pode ser expandido em uma série de

Fourier finita. O erro pode ser escrito como
&= > Ajoexp(ifmAz) (4.75)
3

onde ; = jm/L e o numero de termos € igual ao nimero de pontos nodais sobre a

reta t = 0. Agora, procura-se uma solugao de (4.74) tal que se reduza a (4.75) no
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tempo t = 0. Supde-se que
= Z A;£" exp(18;mAx) (4.76)
7

onde ¢ ¢ um numero real ou complexo arbitririo. Devido a superposicao linear,

basta considerar o termo

e = AE" exp(iB;mAx) (4.77)

onde 8 é um numero real e A é uma constante arbitrdria. Para que o erro original

€2 nao cresca quando n cresce, € necessario e suficiente que,

€] < 1. (4.78)

Se esta condigdo é satisfeita entdo o esquema em diferencas é dito
estdvel. Este método de andlise de estabilidade é conhecido como o método de
Von Neumann. O nimero £ é chamado de fator de amplificacdo do esquema. Sub-

stituindo (4.77) em (4.74) e simplificando obtem-se

& = 14 A(esmz _ 2+e—iﬁ&a:)
14 2X(cos(BAz) —1) =1 — 4Xsen® (ﬁm:) ' (4.79)

2

A condigao (4.78) da
—1 < 1 —4Xsen? (5%) 24, (4.80)

A desigualdade do lado direito é satisfeita trivialmente e a desigualdade do lado

esquerdo sera satisfeita quando

Y . — (4.81)
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Como 0 < sen? (ﬁ%_x_) < 1, tem-se a condi¢ao de estabilidade 0 < A < %— Dessa
maneira, A = % separa a regiao de estabilidade, onde os erros decrescem, da regido
de instabilidade, onde os erros crescem. Utilizando a mesma analise encontra-se que

o fator de amplifica¢do do esquema (4.14) é

1
‘= 1 + 4)sen? (ﬁ%_m) -

(4.82)

Como A > 0, encontra-se que [£| < 1 em qualquer caso. Portanto, o esquema de
Laasonen (4.14) é estavel para todos os valores do parametro de razdo de malha A.
Tal esquema é chamado de esquema incondicionalmente estdvel. E facil mostrar que

o esquema de Crank-Nicholson é também um esquema incondicionalmente estavel.

O fator de amplificacdo do esquema de Richardson esta dado por

£ = €71 — 8)sen’ (5 ?‘”) (4.83)

ou

¢* 4 8Asen’ (5?3:) £E—-1=0. (4.84)

As raizes dessa equagao sao

£1,2 = —4Xsen? (632:) + \/1 + 16A2%sen? (’6§$> (4.85)

Encontra-se que a raiz |£;| > 1 para todo A. Portanto, o método de Richardson

¢é sempre instdvel. Enfim, discute-se a estabilidade do método de DuFort-Frankel

(4.41). O fator de amplificacéo £ estd governado pela equagéo

(1+2)0)€% — 4 cos(BAzZ)E — (1 —2)) =0. (4.86)
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As raizes dessa equagao sao

2X cos(BAz) £+ /1 — 4X2 4+ 42 cos?(BAx)
142A
2X cos(BAz) + /1 — 4A%sen?(BAz)

- 1+2X ' (4.87)

€12 =

Encontra-se que [£|] < 1 e & < 1. Portanto, o método de DuFort-

Frankel é incondicionalmente estivel.

4.3 Resolugao Numeérica do Problema Bidimensional

Os esquemas apresentados na se¢ao 4.1 podem ser estendidos facilmente

a dimensoes espaciais superiores especialmente quando a regido é retangular.

A equacao parabdlica padronizada bidimensional

ab  9*% 9%
£ = 322 + Tyz (4.88)
em uma regiao retangular limitada
R =1[0,T] x [0, Ls] x [0, L] (4.89)
sujeita a condigao inicial
b(t,z,y) = f(z,y) (4.90)
e as condigbes de contorno
b(t,0,y) = g1(t,y), b(t, Lz,y) = g2(t,y), (4.91)

b(thro) = hl(t':z): b(tmxa Ly) = hg(t,x) (492)
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pode ser discretizada mediante uma malha de espacamento Az = Ay na regido
[0, Lz] x [0, L] com [Az = L,. Seja At o tamanho do passo na direcio temporal tal
que t = nAt, n =0,1,2,..., N onde NA¢t = T. Os pontos nodais estdo definidos

por

r; = EA.’B Z.=U.,1,2,...:I
i = i, 7= Bl vl
by = BAE 8 =0,1;%::N (4.93)

O valor da solugdo b(t,z,y) no ponto nodal (¢, j,n) é denotado por b7 ;(tn, z:,y;). A
generalizacdo do esquema em diferengas (4.36) do qual (4.13), (4.21) e (4.28) sdo

casos especiais, pode ser escrito como
b** = b" + /\(Al + Ag)[ﬁb“"’l + (1 —0)b"] (4.94)

onde

b =[], (4.95)

IYJ

A; é o operador em diferencas

n n 7 n I-
Ab" = [bzq,j ~ 205 + bi+1,jL=lla (4.96)
A, é o operador em diferencas
i 7L n n J-1
Agb . [bi,j—l R sz‘,j *+ 6€,j+1]3‘=1 3 (497)

e b?; é o valor aproximado de b(t, z;,y;). Deve-se mencionar que as equagoes (4.96)
e (4.97) tem que ser completadas nos seus contornos de acordo com as condigoes

de contorno do problema. Diversos valores de § fornecem esquemas explicitos e
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implicitos; por exemplo, o valor de § = 0 da o esquema em diferencas
b™*1 = b" + A(A; + Ap)b" (4.98)

que tem uma ordem de precisao O(At + (A:r)z).

Utilizando o método de estabilidade de Von Neumann, substitui-se
n o n i iAz _ba5A
by, = AV g (4.99)

na equagao em diferencas (4.98). O fator de propagagao esta dado por

0, Az

E=1—4A (sen2 2 Sen2922Az) ; (4.100)
Para que o método seja estavel, requer-se que || < 1 e portanto
0, A 0, A
1 N~ (senz-‘-z-f + sen”T“’) 21, (4.101)

Como 0 < sen2EL2A—I,sen2£2-.§ﬁ < 1, a condicao de estabilidade é 0 <

1
AL 7
De novo, para 6 = %—, o esquema em diferencas (4.94) pode ser escrito
coImo
A
b**! =b™ + §(A1 + A,)[b™! + b"] (4.102)
ou

b >

[1 ~2in4 Ag)] b = [1 4 B Az)] b (4.103)

que ¢ de ordem O((At)? + (Az)?).
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Utilizando o método de Von Neumann, encontra-se que

1-2)\ (sean‘Q-AE + senz%—m)

£ = ;
142X (sen"’&%—x + senQQQQA—x‘)

(4.104)

25'12A$15

Como, 0 < sen enngQ&x <lelX>0,acondigio || < 1¢

sempre satisfeita. Portanto, o método (4.103) é incondicionalmente estavel.

Em cada nivel de tempo, um sistema de equagbes lineares tem que
ser resolvido. A matriz de coeficientes desse sistema é uma matriz banda, cujo

comprimento total de banda é 2] — 1 como é mostrado na figura 4.7.
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L
i
C
®
D A |B
7 e o —®
®
E
o o—0 o —o - o——
1 2 e | 1 tH 1

Figura 4.7 Aplicacdo do método implicito no nivel n + 1
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onde os pontos A: (j—1)(/—-1)+¢, B: (j—1)(I—-1)+i+1,C:35(I—1)+1,
D=G-1){I-1)+i—1eE:(-2)(I—-1)+.

As incégnitas estdo arranjadas no interior do nivel e numeradas de
esquerda a direita na direcao z e de baixo para cima na direcdo y. Quando é
aplicado (4.104) em A, os cinco pontos A, B, C, D e E ( e portanto as incégnitas
nesses nos) entram no esquema. Os pontos F e C estdao I — 1 unidades longe de A
enquanto que B e D estao uma unidade longe de A. Portanto, o comprimento total
de banda desse sistema de equagdes é 2] — 1. Se [ é grande, entdao o comprimento
de banda é muito grande e a solucdo desse sistema de equagdes requer muito tempo
computacional. Para evitar esta dificuldade sao utilizados, na pratica, os métodos

implicitos de Diregoes Alternadas.

4.4 Meétodos Implicitos de Diregoes Alternadas (ADI)

Estes métodos sao métodos de dois passos envolvendo a solucao de
sistemas tridiagonais de equagdes ao longo de retas paralelas aos eixos z e y no

primeiro e segundo passo, respectivamente.

No método ADI de Peaceman-Rachford, no primeiro passo avanga-se de

2
tn até t,41/2 e utiliza-se diferencas implicitas para %g e diferencas explicitas para
2 . TR
38_:-;2' No segundo passo, avanga-se de t,41/2 até tny; e utiliza-se diferencas explicitas
d? liis

para 73 € diferencas implicitas para W O método ADI pode ser escrito como

bn+i/2 — pr 1 e L
= i Asb" 4.105
T 7. L v (4.105)
© /
bn+1 _ bn+1 2 1 - n1/2
ALJ2 = (Am)ZAIb -+ (Ax)zAgb A (4.106)

Estas equacdes também podem ser escritas como

(I - %Al) b2 = (1 + %Az) b” (4.107)
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(I = %Az) b = (I + %Al) BEEE, (4.108)

- - = 1/2 ~ - - o~
Os valores intermediarios bfj' /% 530 obtidos resolvendo o sistema de equagoes pro-

duzido por (4.107). Somando (4.107) e (4.108), obtem-se
i 1 A =k A o
brt/2 — 5 <I+ EAQ) b™ + 5 (I — §Ag) ! (4.109)
As condi¢bes de contorno para obter a solucdo de (4.109) sdo
1 A ! A
n+1/2 _ A n, {12 ntl g — 1 "
b —2(I+2A2)b +2(I zAg)b , iag 00 (4.110)

As solucbes no nivel n + 1 sdo obtidos agora resolvendo o sistema de equagbes
produzido por (4.108). As condi¢bes de contorno para a solucdo deste sistema
estio dadas pelas condicées de contorno prescritas. Eliminando b™*'/2 de (4.107) e

(4.108), obtem-se

A A A A 3
o) (3o () o) o

que € uma extensao do esquema de Crank-Nicholson a duas dimensées. Utilizando

o método de Von Neumann em (4.111), encontra-se que

[1 — 2Xsen?(8;Az/2)] [1 — 2Asen?(0,Az/2)]
[1+ 2Xsen?(6:Az/2)] [1 + 2Xsen?(62A2/2)]

= (4.112)

Como 0 < sen?(8;Az/2),sen?(6,Az/2) < 1e A > 0, a condigdo [{] < 1 é sem-
pre satisfeita. Portanto, o esquema (4.111) ou o método ADI (4.107), (4.108) é

incondicionalmente estavel.



5 ABORDAGEM DO PROBLEMA PELO METODO ADI
CLASSICO

A equacao a ser resolvida é

O V- (aVb) +0b+ V- (VB) = J(3)

ou em coordenadas (t,z,y), quando « é constante em z e y

ab 8%°b 9% ab
& (32+6 )+ob+v16 + Vi 0

(5.1)

(5.2)

Mais ainda, utilizando a suposiciao que f(b) = ab, tem-se junto com as

condic¢des de contorno, a formulagdo completa do modelo fica na forma seguinte:

oz*

a

o

=0emrgery, Vie[0,T],

N

g_i =0emr ers, Vte[0,7],

b(U,w, y) E bﬂ(xa y),V(z,y) € Q.

2 2 )
% _ a(ab+gb)_vl%—%-g%+(a—a)b, Vi€ (0,T), V(z,y) € Q,

Definem-se os operadores diferenciais

3% ob 1
le—aaz Vla_x-}.i(a_o-)b
e
9%b b 1
ng=aa—y2—V28—I+§(a“0)b
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de maneira que a equacdo do problema (5.3) pode ser escrita como

ab

= = (D; + Dy)b. (5.6)

O método de Peaceman-Rachford propoe a utilizagao de dois passos:

X A
(I - —‘)—Al) br+1/2 = (1 + 3A2> b (5.7)

A
(I - %Ag) b = (I + §A1) bR, (5.8)

onde o operadores em diferencas A; e A, estdo definidos como

A 2 I-1
A, = l:(a — ViAz/2)bY,, ; — (20: + (—;)——(a - 0‘)) by + (e + WA&:/Q)\B}’;M]

=1

(5.9)
e
(Ay)? y)"’ o
A2 — |:(Cl’ - VQAy/Q) 1,7+1 (QQ + ({I )) (Cl‘ + %AU/Q) t,j— 1]

=1

(5.10)
onde foram utilizadas as seguintes aproximacoes em diferencas centrais
db bit1; — bi-1 "

SR ] J ! R i

(3 z)i,j 20z (5:11)
ab b; j4+1bi -1

— R 5.12
(3 y)i,j 240y ( )
(82 b) s biv1; — 25(3,_’,‘) + Bjs1z (5 13)

dz%), . (Az)?
(62 b) ~ 1.’r'+12b( J)+b3.? 1 (5 14)
0y*);; (Ay)
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Enfim, para completar cada iteracdo, os valores b'J* no contorno, isto

é, quando z = 0,1 e § =0, J, é utilizada a condi¢do de contorno de Neumann.

O esquema numérico a ser implementado € mostrado nas equagdes (5.7)

e (5.8).



6 RESULTADOS NUMERICOS

O problema

2 2
B=a (-@—%+§—‘s)—v1§g—%g—g+(a—o)b, Ve (0,71, V(a,y) €D,

QD
o

=0emrgery, Vte[0,T],

<]

g—b-—ﬂemrlerg Yt € [0,7],

b(Oa'T'a y) = bo(l‘, y),V(m, y) € Q.

6.1)

é resolvido pelo método ADI cldssico de Peaceman-Rachford.

Os parametros iniciais dos modelos utilizados estdo descritos nos quadros
que acompanham os respectivos graficos, para os quais simulamos os quatro padroes
de comportamento,numa malha de 32 x 32,conforme fig. 6.1, sendo somente estu-
dados neste momento a populagao ai existente, dependendo somente do crescimento
da populacédo, da dispersdo e do decaimento populacional sem serem efetuadas en-
tradas e nem saidas de populagdes além dos nascimentos, [Godoy 1959 in Diniz

G.L.], [Petrere 1985 in Diniz G.L.].

A condicgao inicial considerada €
bo,zy) = —0,011log((6,01 —y)/Ly,), (6.2)
quando a migracgao for em diregdo ao eixo y e
bozy) = —0,011og((6,01 — z)/L,), (6.3)

quando for em diregdo ao eixo z.
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A seguir, mostram-se os resultados mediante o método ADI classico im-
plementado no MATLAB, surgindo simulagoes graficas, partindo de comportamen-
tos das populagbes pré fixadas, de onde podemos concluir que a populagao de peixes
cresce progressivamente de acordo com a diferenca entre o crescimento, dispersao e

mortalidade, chegando em alguns casos a ter um aumento bastante significativo.

6.1 Malha do Dominio Retangular

Para os parametros iniciais do método numérico representado grafi-
camente, foram usados arbitrariamente 30 pontos interiores da malha em z e y,

conforme mostra a figura 6.1:

Figura 6.1 Malha
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A malha usada na simulagao grafica indicada nos parametros iniciais
sao de 30 pontos internos numa malha em z e y de 6 por 6. Foram programadas
4 simulacoes em cada comportamento com tempos variados de 10, 50, 100 e 200
dias, considerando sempre a populagio ai existente, sem influéncia externa, somente

considerando o crescimento natural da populagdo e o efeito da migragao.

O incremento At aqui considerado foi 0.5.



6.2 Primeiro Grupo de Dados

6.2 Primeiro Grupo de Dados

At| a o a |[V1|(V2|85|Bj|Bm|Bm
0.5 0.010.01{003|00|0.0/]0.0/0.0] 0.0 0.0

1=10dias
111 T )
B 00 g
=% : >
Som. ¢ 3 l:wz*fé;zf:
. 6
2
00

t=100 dias =200 dias

el
% T A
ﬁ‘:! %‘}é;s"‘sﬁaﬁ ‘.mﬁ‘*"
‘l@

ton/krm2
ton/km2

Figura 6.2 Grdfico do comportamento 1

6.2.1 Comentdrio

Aqui sao mostradas algumas simulagoes mediante o método ADI classico

implementado no MATLAB, de onde podemos concluir que a populagao de peixes
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cresce progressivamente de acordo com a diferenca entre o crescimento, dispersao e

mortalidade, chegando em alguns casos a ter um aumento bastante significativo.

Neste Primeiro Grupo de Dados, apresentamos um exemplo para aque-

las populagées mais territoriais, isto €, onde nao acontece a migracao (V; = V5=0).

O comportamento desta populagdo é uniforme ao longo de todo o ter-
ritorio, isto é, nao existe uma tendéncia da populagao se acumular em alguma parcela
do dominio retangular. E evidente que a populacio tem um comportamento expo-
nencial positivo visto que a taxa de crescimento é maior que a taxa de decaimento.
A dispersao tende a “uniformizar” a populacdo ao longo do dominio. Nota-se que
com o passar dos dias houve um consideravel aumento populacional conforme in-
dicam as simulagdes, que chegou até 1,8 Ton/Km? observada apés nos 200 dias de

iniciado a observacao da populacao.

6.3 Segundo Grupo de Dados

At| « o a |[VI|[V2|B8j|Bj|Bm|Bm
0.5 |0.01 |0.05|0.1(0.0({02|001/0.0] 0.0 | 0.0
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Figura 6.3 Grdfico do comportamento 2
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6.4 Terceiro Grupo de Dados

(1]

6.3.1 Comentdrio

Neste Segundo Grupo de Dados, damos um exemplo para populagdes
da categoria denominada "blackfish” aquelas com migracdo lateral ( bordas do canal
principal), ou seja, aquelas populagbes com migracdo sé na direcdo do eixo Y, (V; =

0.0 e V3 = 0.2).

Aqui observa-se que foram feitas simula¢des com uma categoria de
peixes denominada blackfish, com migracao lateral. Nota-se uma maior diferenca
entre o crescimento, dispersdo e mortalidade, chegando a 0,04 , além de um aumento
de 0.2 na migracao da populacio no sentido do eixo y(largura do rio), chegando a

ultrapassar no final deste periodo as 600 T'on/Km?

6.4 Terceiro Grupo de Dados

At| @ | ¢ | a|Vi|V2|B8j|Bj|Bm|Bm
0.5 |0.010.05|01[02]00]00/[00]| 00| 0.0
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= =
20y 2024
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Figura 6.4 Grdfico do comportamento 3
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6.4.1 Comentdrio

No Terceiro Grupo de Dados, apresentado refere-se as populacées da
categoria "whitefish” aquelas com migracao longitudinal (peixes de piracema), isto

€, quando as populagbes migram s6 em dire¢do ao eixo z, (V3 = 0.2 e V5 = 0.0)

Nota-se um superdvit do crescimento populacional em relagao a dis-
persao e a mortalidade, na ordem dos 0,04, somados ao incremento da migracao de
0,2 no sentido do eixo z (calha do rio - piracema), observa-se que praticamente nao
hd aumento da populagao dessa espécie nesse sentido em relagdo ao segundo grupo
de dados. Explica-se pelo fato de ser espécies de peixes com habitos diferentes, sua
populacdo chega a passar das 600 T'on/Km?, no final desse periodo, idéntica ao

comportamento 2.

6.5 Quarto Grupo de Dados

At| « o a |[V1|V2|85|Bj|fm|Bm
0.5 {0.01 001|003 (00|00|00|00]| 0.0 | 0.0
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6.5.1 Comentdrio

No Quarto Grupo de Dados apresentamos um exemplo para aquelas

po-pulagbes mais territoriais do eixo z, isto €, sem migrac¢do, (V4 = V5 = 0.0).

Foram simulados os mesmos parametros do primeiro grupo de dados
ou seja, aquelas populagoes mais territoriais, apenas mudando em direcdo ao eixo x
(calha do rio), pelo fato de existir um maior espaco para a expansao, observa-se que
nao houve aumento da populagido de peixes em relacdo ao primeiro grupo, ou seja

chegando também no final do periodo aos 1,8 Ton/Km?.



7 CONCLUSOES

Neste trabalho, pretendeu-se estudar um modelo populacional de peixes
confinados em uma barragem bilateral. As equagbes governantes resultaram ser
equacdes diferenciais parciais do tipo parabdlico junto com condi¢oes de contorno e

uma condicao inicial escolhida adequadamente.

Na tentativa de abordar tal problema de valor inicial e de contorno,
encontrou-se na literatura a solugao exata do problema mediante a utilizagao da
funcao de Green. Mas, tal abordagem nao € pratica porque envolve o calculo de

series de fungoes.

Por sua vez, tentou-se fazer um estudo detalhado das diversas técnicas
em diferencas existentes, e considerando a sua estabilidade incondicional, optou-se
pela utilizacdo do método implicito de direcées alternadas criada por Peaceman e

Rachford, na sua versdo classica.

Tal método numérico for implementado no Matlab, e foram feitas sim-
ulagbes utilizando uma condigao inicial especifica adequada para comparacao com

resultados na literatura.

As simulagbes produziram resultados satisfatérios e para cada grupo de

dados foi feito um comentério apropriado.

Sobre as dificuldades computacionais, podem ser mencionados os seguintes

aspectos:

e A implementacao da solugao exata (utilizando a funcdo de Green) com
um nuimero elevado de termos foi tentada no Maple, sem sucesso, pois
carecia-se de critérios adequados de truncamento da série. Além do

mais, esta tentativa teve um alto custo computacional.

62
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e A implementagao do método em diferencas ADI foi relativamente fécil,
ja que estdo disponiveis programas eficientes para a resolugdo de sis-
temas tridiagonais. Cada rodada de 400 iterag6es requiriu um tempo

de aproximadamente 200 segundos em um PC Pentium 2 de 500 MHz.

Foi conseguido uma adequada interpretagao dos resultados numeéricos,

que ficaram de acordo com os resultados esperados. Isto mostra o sucesso do método

numeérico.
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