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RESUMO 

O propósito do trabalho é estudar um modelo matemático sobre a p<r 

pulação de peixes, na situação de represamento de rio. As equações governantes são 

de tipo parabólico com condições de contorno de Neumann. 

O problema é abordado de maneira exata utilizando a função de Green, 

mas a impraticidade da implementação da solução exata, conduz à procura de uma 

abordagem alternativa. 

Escolheu-se a abordagem em diferenças mas pode ser utilizado o método 

de elementos finitos ou de volumes finitos. 

É feita uma descrição de diversos métodos em diferença em uma e 

duas dimensões e é considerado o método implícito de direções alternadas pela sua 

estabilidade incondicional. 

São feitas simulações numéricas em Matlab, para tentar explicar o com­

portamento populacional considerando efeitos da migração, bem como a influência 

de fatores tais como: reprodução, alimentação ou fatores climáticos (temperatura 

e nível da água). São simuladas numericamente quatro situações diferentes con­

siderando efeitos de migração transversal e longitudinal, e são enunciados os c<r 

mentários e conclusões pertinentes. 



ABSTRACT 

TITLE: "SURVEY ON A FISH-POPULATION MODEL CONSIDERING EF­

FECTS OF MIGRATION" 

The purpose of this work is to study a mathematical model of a fish 

population confined in a dam. The governing equations are of parabolic type with 

Neumann boundary conditions. 

The problem is analytically solved using the Green function, but the 

infeasibility of implementation of this exact solution, leads us to seek an alternative 

approach. 

Finite difference approach was chosen, but finite elements or volumes 

methods may be used instead. 

A description is made of the various difference methods in one and two 

dimensions and the Alternated Direction Implicit Method is considered because of 

its uncondit ional stability. 

Numerical simulations were made in Matlab, trying to explain the po­

pulation behaviour considering migration effects, and the infiuence of factor such as 

reproduction, diet and climatic factors (temperature and water levei) as well. Four 

different situations are numerically simulated, considering transverse and longitudi­

nal migration, and pertinent comments and conclusions are stated. 
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1 INTRODUÇÃO 

O objetivo deste trabalho é, no primeiro instante, apresentar uma abor­

dagem teórico-prática sobre um modelo migratório de peixes em uma barragem 

hidroelétrica. 

Faz-se um estudo para conhecer, num sentido qualitativo, o porquê das 

migrações de diferentes espécies, bem como os fatores que desencadeiam tal processo 

migratório. 

Neste estudo, serão considerados quatro tipos de comportamentos: 

1. A população estudada permanece no mesmo local, podendo praticar 

migração em direção do leito do rio (eixo y). 

2. Aquelas populações que iniciam um movimento lateral progressivo em 

que o leito do rio se transformou.[Bonetto 1963 in Diniz G.L] 

3. Aquelas populações que a partir do fechamento (represamento do rio), 

e formação do novo lago, iniciam um movimento cíclico de subida e 

descida no rio, chamado movimento longitudinal. [Bonetto 1963 in Diniz 

G.L] 

4. Aquelas populações territoriais mas que possam praticar a migração 

longitudinal isto é, em direção do eixo x. (Bonetto 1963 in Diniz G.L). 

Será apresentado também um modelo matemático dando algumas idéias 

gerais sobre a migração de acordo com os fenômenos apresentados,[Paiva 1982]. 

Para abordar o problema matemático, descrevem-se duas metodologias: 

1. A utilização da função de Green que fornece uma solução analítica do 

problema. 

1 



1 INTRODUÇ-Ã.O 2 

2. O método de diferenças finitas com o meta de implementar um esquema 

numérico confiável. 

Para efeitos de simulação numérica, foi feita, a implementação com­

putacional do método de diferenças finitas , usando o software numérico MATLAB 

versão 5.3. As simulações gráficas do modelo matemático apresentado em ( 4. 7) 

ilustram diversos casos das variáveis comportamentais. 



2 APRESENTAÇÃO DO MODELO 

Os estudiosos das migrações animais empregam técnicas muito aper­

feiçoadas, como o rastreamento dos bandos com radar, para desvendar os fatores 

que desencadeiam o impulso migrador e os mecanismos de orientação de que os 

animais se valem para realizar suas viagens. 

Migrações animais são os deslocamentos realizados, periodicamente ou 

não, em limites de espaço e tempo significativos em relação ao tamanho e à duração 

da vida da espécie. 

Excluem-se, portanto, os movimentos como o do plâncton animal, para 

c1ma e para baixo, que representam simples taxias (tropismo; movimentos au­

tomáticos e invariáveis) sob influência da luz solar(fototaxia negativa), assim como 

os que se fazem na busca cotidiana de abrigo. Alguns autores só reconhecem a mi­

gração quando existe periodicidade regular, [Azevedo 1938), [Bonetto 1963], [Catella 

1992]. 

As migrações ligadas à reprodução não se confundem com os desloca­

mentos sazonais (Média entre temperatura, precipitação e profundidade) .Peixes 

marinhos por exemplo, procuram águas menos profundas, nas proximidades da 

costa, para a postura, permanecendo aí durante o período da reprodução. 

Nas migrações entre mar e rios , distinguem-se as espécies anadrômicas, 

que sobem a correnteza, das espécies catadrômicas, as que descem . 

Consideram-se migrações, embora não típicas, os deslocamentos dos 

limites de distribuição de uma população. Esses deslocamentos se processam de 

forma mais lenta que as migrações propriamente ditas e em geral se relacionam a 

alterações recentes do clima. 

3 



2 APRESENTAÇÃO DO MODELO 4 

. Tas duas últimas décadas assistiu-se um programa de construção de 

represas e usinas hidrelétricas que "levou a transformação de muitos rios brasileiros 

numa sucessão de lagos artificiais" [Bazzoli 1991 in Diniz G.L., 1994], buscando um 

aproveitamento energético razoável e num ritmo mais acelerado do que o aceitável 

para o conhecimento da biologia de sua fauna aquática. Com isso, informações 

sobre a reprodução e comportamento de peixes brasileiros, bem como estudos sobre 

alterações ambientais são bastante precárias [Bazzoli 1991 in Diniz G.L.] , [Porto 

1997}. 

Os peixes migradores enquadram-se em duas categorias, [Bonetto 1963 

in Diniz G.L.]. 

1. os que se deslocam sem mudar de ambiente (mais típico); 

2. os que alternadamente se deslocam da água doce para a salgada e vice­

versa, como as enguias e robalos. 

Um exemplo, o dourado, é um peixe de água doce que~ no tempo da 

desova, sobe às cabeceiras dos afluentes e se detém junto aos grandes saltos para, 

antes de vencer o obstáculo, irromper( brotar) violentamente das águas e atingir 

vários metros de alt ura num só pulo, [Bonetto 63 in Diniz G.L.]. 

Os salmões do Atlântico abandonam as águas do mar e procuram os 

rios para desovar. Sobem até as cachoeiras, onde se dá a postura, a fecundação e 

o nascimento dos filhotes (alevinos). Estes, ao atingirem certo grau de desenvolvi­

mento, descem o rio em direção ao mar , enquanto os pais permanecem nas cabeceiras 

[Brisa 1999]. 

Antes pensava-se que a chuva era considerada o fator principal que 

desencadeava o processo migratório, para fins de reprodução [Azevedo 1938], [Petrere 

1985 in Diniz G.L.]. 
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Alguns especialistas acreditam que o elemento deflagrador da migração, 

seja ela longa ou curta, é sempre direta ou indiretamente alimentar. Se o animal 

vive em região bem provida, torna-se sedentário, mas se falta alimento, empreende 

a m1graçao. 

Os estudos referentes a alimentação e hábitos alimentares das principais 

espécies de peixes de rios, indicam uma ampla dieta alimentar, destacando-se os 

seguintes itens consumidores: insetos, peixes, restos de vegetais, detritos , frutos, 

algas, larvas, microcustáceos, macrófitas aquáticas, escamas e espículas de esponjas. 

Outros argumentam, porém, que não se pode atribuir a migração a 

um único fator, seja ele a alimentação, a redução do número das horas luz no dia 

etc. Mais provável é a existência de uma combinação de fatores externos como ( 

alimentação e temperatura) e internos como ( os ritmos de metabolismo) que em 

conjunto determinariam a inquietação migradora. 

Mudanças hormonais são observáveis nesses períodos e a inquietação se 

dá mesmo em animais em cativeiro, bem protegidos e alimentados, [Brisa 1999). 

É freqüente que os animais utilizam mais de um mecanismo de ori-

entação. 

O Salmão pode valer-se da bússola solar, além dos estímulos quimiotácticos 

da corrente, [Brisa 1999]. 

As larvas de enguias chegam aos estuários dos rios com a maré mon­

tante,( junção das águas de rios) e, quando a maré baixa, vão para o fundo, evitando 

serem varridas de novo para o mar, [Brisa 1999]. 

Como são capazes de reagir ao cheiro de certas substâncias específicas 

das águas do rio, aguardam no fundo até que o olfato lhes indique o momento de 

emergir e retornar, [Brisa 1999]. 
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Atualmente, considera-se como principais fatores o nível da água, jun­

tamente com a temperatura [Schubart 1959 in Diniz G.L. ], [Petrere 1985 in Diniz 

G.L.). 

Além disso, há referências que indicam onde é dada uma certa im­

portância à fase lunar na migração, sendo que nenhuma prova foi estabelecida 

[Schubart 1943 in Diniz G.L.], [Bayley 1973 in Diniz G.L.), [Petrere 1985 in Di­

niz G.L.). 

De acordo com observações realizadas em outras usinas hidrelétricas, 

como por exemplo Itaipú, classifica a migração de peixes, em termos gerais, da 

seguinte forma: 

(i) reprodutiva; 

(ii) térmica; 

(iii) trófica ou nutricional; 

(i v) migrações de crescimento e 

(v) migrações devidas a fenômenos especiais, tais como os originados pelas 

variações no nível da água e correnteza. [Bonetto 1963 in Diniz G.L.], 

[Petrere 1985 in Diniz G.L.) 

São reconhecidos vários padrões de movimentos migratórios, no en­

tanto, distingue três principais: 

1. Espécies de migração moderada pelo rio, cujos maiores movimentos de 

migração são para dispersão nos habitat da seca. 

2. Black fish, geralmente migração lateral, ou seja , buscando as bordas do 

canal principal dos rios; 
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3. White fish, migração longitudinal, característica dos peixes de "piracema". 

Tais migrações estão vinculadas, em geral, à reprodução e à fuga de 

condições adversas nas partes baixas dos rios e lagos. (Welcomme 1985], 

[Catella 1992]. 

Com todas essas dificuldades que puderam ser verificadas, observadas 

e analisadas, fica evidente que a migração de peixes em rios ocorre quando da 

reprod ução ou por deficiên cia na a limentação. 

Para assegurar a migração e conseqüentemente a perpetuação, o Min­

istério do Meio Ambiente conforme Portaria N. 73 DE 30/1 0/ 2000 em conformidade 

com a constituição Federal que preceitua qu~ todos tem direito ao ambiente ecologi­

camente equilibrado, bem de uso comum e essencial à sadia qualidade de vida, é 

dever do poder público e da coletividade defendê-lo e preservá-lo as presentes e 

futuras gerações; com isso considera que (Ministério 2000]: 

• A lei 7 679 de 23/11/1 988; proíbe a pesca em épocas de reprodução, 

fixando períodos de defeso da piracema para a proteção da fauna aquática, 

conforme a região; 

• Lagoas marginais são caracterizadas como área de proteção perma­

nente dando condições as espécies ictiícas tenham garantia de sobre­

vivência na fase inicial de seu desenvolvimento; 

• A fauna e a flora aquática são recursos ambientais indispensáveis ao 

equilíbrio dos ecossistemas aquáticos; 

• O intenso reforço de pesca exercido sobre os cardumes, nos períodos em 

que ocorrem os fenômenos migratórios para a reprodução (piracema), 

pode interferir no equih'brio biológico das espécies e, consequentemente, 

na formação de seus estoques. 
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2.1 Requisitos Hídricos para a Conservação do Ecossistema Fluvial 

Há vários critérios de qualidade da água, como a seguir: 

Os critérios da qualidade da água estabelecidos pela resolução N. 20 

do CONAMA (Conselho Nacional do Meio Ambiente), para a preservação das 

comunidades aquáticas e seu equilíbrio natural, e para a preservação da vida aquática 

de água doce. 

Com referência ao requisito de qualidade da água para conservaçao 

do ecossistema aquático, o DNAEE(Departamento Nacional de Energia Elétrica), 

estipulou na sua r egra 02 para aprovação dos Estudos de Geração de Energia 

Hidrelétrica para o Serviço público! 3. 7 que: 

"Durante os estudos e a concepção do projéto básico, deve ser levado em consid­

eração que a vazão remanescente no curso de água na jusante da represa não deve 

ser inferior a 80% da vazão mínima média mensal, caracterizada com base nos da­

dos históricos das vazões naturais dos últimos 1 O anos. Os casos para os quais os 

critérios supra mencionados não se aplicam e os reservatórios em cascata serão 

examinados pelo DNAEE ". 

Com base nos padrões migratórios citados anteriormente, três tipos de 

comportamentos serão considerados : 

1. A população estudada permanece no mesmo local, como se não t ivesse 

havido modificado; 

2. Aquelas que iniciam um movimento lateral progressivo, em direção às 

margens do lago em que o rio se transformou; 

3. E a terceira são aquelas que a partir do fechamento da barragem e 

surgimento do lago, iniciam um processo cíclico, subindo e/ou descendo 

o rio, dentro da nova situação de "rio que flui d entro de um lago". 
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[Welcomme 1985 in Diniz G.L.], [Catella 1992] 

Estes comportamentos estão fortemente ligados, é claro, a outras ca­

racterísticas das espécies observadas. Não obstante, os processos migratórios não 

se dão em alta velocidade, mas gradativamente ( as velocidades oscilam entre 0,03 

Km/dia para Leoporinus sp. e 13,9 Km/dia para Duopalatinus emarginatus no Rio 

São Francisco, ao mesmo tempo em que se alteram outros hábitos e comportamentos, 

devidos sobretudo à repentina e formidável mudança do seu espaço vital, [Paiva 

1982], [Petrere 1985 in Diniz G.L.]. 



3 UM M ODELO M ATEM ÁT ICO PARA A P OPULAÇÃO D E 
PEIXES 

3.1 Introdução 

Neste capítulo, formula-se o modelo matemático que tenta explicar uma 

populaçao de peixes confinados em uma barragem hidrelétrica bem como os efeitos 

da. 

A variável de interesse neste estudo é a população de uma determinada 

espécie de peixes confinada em uma barragem hidrelétrica. As variáveis indepen­

dentes são o espaço e o tempo. De maneira mais específica, é considerado o espaço 

plano (de duas dimensões) para fornecer uma visão de superfície do fenômeno. Na 

necessidade de um estudo tri-dimensional, a variável adicional de profundid a d e 

teria de ser considerada. 

Para fins simplificativos, supor-se-á que o local de interesse é uma área 

retangular. 

Uma vez formulado o modelo, proceder-se-á à sua classificação. Isto é 

feito para poder formular a sua abordagem em termos analíticos e, em um capítulo 

posterior, a sua aproximação mediante a técnica de diferenças finitas. 

Na seção seguinte, o fenômeno em estudo é formulado a través de um 

problema de valor inicial e de contorno em um domínio retangular. Cabe salientar 

que é considerado o efeitos de migração. 

3 .2 E q u ação D iferencial P arcial para a P opulação 

Os fenômenos populacionais são muito complexos e dependem de diver­

sos fatores. Mas um bom ponto de partida para o entendimento destes fenômenos é 

considerar modelos matemáticos mais ou menos simples que permitam o re-exame 

10 



3.2 Equação Diferencial Parcial para a População 11 

de algumas idéias generalizadas sobre migração, [Paiva 1982],[Petrere 1985 in Diniz 

G.L. ]. 

Neste estudo, será considerado um represamento bilateral de um rio 

corno se mostra na figura 3.1. [Petrere 1985 in Diniz G.L.] 

y 4 

r2 margem esquerda 

rn 
o J 
n u 
t s 
a r3 r1 a 
n calha do rio n 
t t 
e e 

r 0 margem direita X 

Figura 3.1 Represamento bilateral de um rio 

Para simplificar nosso estudo, supor-se-á que a região de interesse tem 

uma forma retangular, e que o represamento é bilateral de maneira que. não é per­

mitido o fluxo populacional para regiões externas. 

É de interesse o estudo da população de peixes dentro dessa região 

retangular. Para isto, é fixado um sistema cartesiano de coordenadas, e um domínio 

retangular n de 1R2 . A variável de est udo (população de peixes) vai ser denominada 

b(t, x, y) (3.1) 

onde t representa o instante de tempo, x e y a posição em que a população é medida. 
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De acordo com [Paiva 1982] e [Petrere 1985 in Diniz G.L.] , um modelo 

adequado para o estudo da migração seria 

âb 
ât - (dispersão populacional)- (decaimento populacional) 

-(efeito d a migração) + (crescimento populacional). (3.2) 

[Paiva 1982] e [Petrere 1985 in Diniz G.L.] 

Estes quatro fatores vão ser discutidos brevemente, a seguir 

• D ecaimento p opulacional: Os fatores que o influenciam diretamente 

são a mortalidade e o efeito da predação entre outros menos impor­

tantes. Matematicamente pode ser expresso mediante 

Decaimento populacional - CTb(t, x, y) (3.3) 

onde CT é uma constante denominada constante de decaimento popula­

cional.[Paiva 1982] e [Petrere 1985 in Diniz G.L.] 

• C rescimento populaciona l: Os fatores que o influenciam direta­

mente são a natalidade e a alimentação entre outros. Não é fácil con­

seguir uma expressão matemática simples para este fator, e portanto 

para explicá-lo será suposta uma certa função f 

Crescimento populacional - f(b(t,x,y)) (3.4) 

[Paiva 1982] e [Petrere 1985 in Diniz G.L.] 

• Efe ito da migração: Este fator não deve ser confundido com os deslo­

camentos populacionais sazonais (por temporada). Os fatores que o 

influenciam diretamente são a reprodução e a procura por melhores 
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condições vitais. Pode ser expresso matematicamente corno 

Efeito de migração - V· (Vb(t,x,y)) (3.5) 

onde V é um vetor que orienta a migração. (Paiva 1982] e (Petrere 1985 

in Diniz G.L.] 

• Dispersão populacional: Os fatores que o influenciam diretamente 

são a procura do espaço vital e as condições de sobrevivência. Urna 

expressão matemática para este fator está dada por 

Dispersão populacional v. (avb(t, x, y)) (3.6) 

onde a é uma constante denominada constante de dispersão popula­

cional. 

Os quatro fenômenos mencionados acima levam a estabelecer a seguinte 

equação diferenGial parcial: 

I ~= \1 · (a\lb)- o-b - 'V· (Vb) + f(b). l (3.7) 

que é válida para todo ponto ( x , y) E f2 C 1R.2 que modela o habitat, e t varia em 

um intervalo de tempo (0, T) representa o período de estudo do processo migratório 

da população.[Paiva 1982] e (Petrere 1985 in Diniz G.L.] 

3.3 Condições de Contorno 

Nesta seção vão ser estabelecidas as condições de contorno para o pro­

blema em estudo.(Paiva 1982) e (Petrere 1985 in Diniz G.L.] 

Lembre-se que o domínio de estudo é um retângulo n c 1R.2 de lados r0 , 

r1, r 2 e r 3 como é mostrado na figura 3.1. 
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De maneira geral, o fluxo populacional em qualquer posição ( x, y) está 

explicado pela condição 

ôb 
afJry = j311 (b- B.), Vt E [0, T] (3.8) 

onde fJ é o vetor do fluxo, (311 um coeficiente de permeabilidade, que indica a facilidade 

dessa migração, tanto num sentido quanto noutro, e B. é a biomassa populacional 

a montante e a jusante com a qual aquela em estudo irá competir se ocorrer a 

m1graçao. 

Nas margens do rio não tem fluxo populacional. Esta condição pode 

ser expressa mediante 

ôb 
Ô'T] =O, em r0 e r 2 , Vt E [O,T) (3.9) 

sendo fJ o vetor posição normal. 

A partir da condição (3.9) é deduzida uma condição de contorno mais 

específica: 

(3.10) 

Similarmente, o fluxo da população na direção perpendicular a r 1 e r3 , 

ver figura 3.1 , toma a forma 

(3.11) 

pois a população encontra-se confinada no domínio retangular e não tem uma outra 

espécie competindo, e necessariamente tem-se /311 = O e B. = O. 
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3.4 Condição Inicial 

A condição inicial está dada por uma função arbitrária que representa 

a população no instante em que o estudo é iniciado: 

jb(O,x , y) = b0(x , y) ,V(x , y) E nl (3.12) 

3.5 Problema de Valor Inicial e de Contorno 

As equações (3.7) , (3.10) , (3.11) e (3.12) formam um problema de valor 

inicial e de contorno 

9ft= V'· (aY'b)- ub- V'· (Vb) + f(b), Vt E (O,T], V(x,y) E n, 

~=O V(x ,y) E 8fl, Vt E [0, T] , (3.13) 

b(O, x ,y) = b0 (x ,y),V(x , y) E n. 

A primeira equação diferencial parcial de (3.13) é do tipo parabólico. 

Cabe salientar que este tipo de equações explica os processos de trans­

ferência de calor ou de massa não estacionários, bidimensionais. 

3.6 Crescimento Populacional proporcional à População 

A equação (3.7) 

8b 
-=V'· (aY'b)- ub- V'· (Vb) + f(b) 
8t 

(3.14) 
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pode ser expressa em coordenadas cartesianas ( x, y) como 

ôb (ô
2
b ô

2
b) ôb ôb -=a -+- -ab-Vi--11:!-+f(b) 

ôt ôx2 ôy2 ôx Ôy ' 
(3.15) 

levando em conta que os coeficientes de dispersão a e os componentes do vetor 

V= ( ~ ) são constantes. 

Como uma primeira tentativa para resolver o problema (3.13), pode-se 

assumir que o crescimento populacional f(b) é proporcional à população, isto é, 

f(b) = ab, (3.16) 

onde a é uma constante. Esta escolha se justifica por dois motivos: 

• Primeiro, para auxiliar na compreensão do fenômeno, pois a forma fun­

cional (3.16) é simples e tém características estudadas com exaustão. 

• Segundo, é razoável quando são considerados intervalos muito pequenos 

de tempo em relação à vida dos espécimes. 

Neste estudo, o crescimento populacional tem a forma da equaçao 

(3.16). Estudos mais aprofundados considerando funções de crescimento que incluem 

fatores de reprodução sazonal e tornam a função descontínua podem ser consultados 

em (Paiva e Bastos, 1982] e (Petrere, 1985). 

Assumindo então que f(b) tem a forma (3.16), a equação (3.7) fica na 

forma 
ôb 
ôt = \1(a\1b) - '\l(Vb) + (a - <r)b (3.17) 

ou, em coordenadas cartesianas, 

(3.18) 
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O vetor V = ( ~ ) explica as direções horizontal e vertical em que 

é realizado o processo de migração. No presente estudo, supor-s~á que as compo­

nentes direcionais Ví e V2 são constantes, mas em estudos mais aprofundados tais 

componentes podem depender do tempo e da localização. 

3. 7 Abordagem Analítica do Modelo 

Sob a suposição que o modelo possui um crescimento populacional pro­

porcional à população, (3.16), o problema de valor inicial e de contorno pode ser 

escrito, em coordenadas cartesianas, como 

§ t = O em ro e rz, Vt E (0, T], 

â b - [ ] Ox - O em r1 e r3, Vt E O, T , 

b(O,x, y) = bo(x,y) ,V(x , y) E n. 
(3.19) 

Em termos de processos de transferência este problema descreve um 

campo de temperatura (concentração) não estacionário em um meio móvel com uma 

velocidade constante, sendo que existe uma ganho na quantidade de calor (absorção) 

proporcional à temperatura (concentração). 

De acordo com [Polyanin,A.D., 2002], a substituição funcional 

b(t, x,y) = exp(A1x + A2y + Bt)U(t,x,y), (3.20) 
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onde 

A2 = - V2 , e B = a - a - ~
2 

+ ~
2 

, 
2a 4a 

(3.21) 

transforma o problema de valor inicial e de contorno (3.19) em 

~~=O em ro e r2 , Vt E [O, T], 
(3.22) 

~~ = O em r 1 e r 3 , Vt E [O,T], 

U(O,x,y) = U0 (x,y),V(x,y) E n. 

onde 

Uo(x: y) = exp( -A1x- A2y)bo(x, y), V(x , y) E n. (3.23) 

Analiticamente, a solução do problema de valor inicial e de contorno 

(3.22) está dado, em forma fechada, por (Carslow, H.C. , 1984] e [ Polyanin, A.D., 

2002], 

U(t, x, y) = fln U0 (Ç, ry)G(t, x, y, Ç, ry)drydÇ (3.24) 

sendo G(t, x, y, Ç, ry) a função de Green para o problema (3.22), que está dada por 

G(t ,x,y,Ç,,ry) 

(3.25) 

onde Lx é comprimento e Ly é a largura da região retangular considerada. 
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3 .8 Comentários Finais 

A equação 

b(t,x,y) = exp(A1x + A2y + Bt)U(t ,x,y) (3.26) 

onde as constantes A1 , A2 e B estão dadas na equação (3.21) e a função U(t,x,y) 

é definida de acordo com (3.24), fornece a solução analítica para o problema de 

valor inicial e de contorno (3.19) no caso em que o crescimento populacional seja 

proporcional à população. 

Para fins práticos, tal solução é raramente utilizada pois a sua com­

plexidade computacional é um problema bastante sério, devido à ausência de um 

critério simbólico de truncamento das séries envolvidas. No seu lugar são utilizados 

outras abordagens numéricas tais como as de diferenças finitas, que será visto neste 

trabalho, o método de elementos finitos ou de volumes finitos, [Patankar,S.V., 1980]. 



4 MÉTODOS EM DIFERENÇAS PARA EQUAÇÕES 
PARABÓLICAS 

Neste capítulo é feito um estudo sobre as diversas abordagens numéricas 

em diferenças finitas para resolver o problema da valor inicial e de contorno do tipo 

parabólico. 

Neste estudo, é considerado o problema seguinte: Seja n um domínio 

em Rn com seu contorno r = ôn, e [0, T] um intervalo de tempo, T > O. Determinar 

uma função b(t,x) que satisfaz 

ôb -
ôt = V· (a\lb)- \J. (Vb) +(a- a")b, 'v'(t, x) E (0, T] x n, (4.1) 

ôb 
ÔTJ = g, 'v'(t,x) E (O,T) x ôD, (4.2) 

b(O, x) = bo(x), Vx E n, (4.3) 

onde os coeficientes a, f7, a são constantes reais, V é um vetor de componentes reais, 

g é uma função definida sobre (0, T] x &n, e TJ denota o vetor normal externo do 

domínio. 

Assume-se que o problema matemático em discusão é bem posto, isto 

é, se existe solução então ela é única e depende de maneira contínua dos dados 

fornecidos.[Lions.J.M., 1961 in Diniz G.L.] 

Os métodos em diferenças finitas consistem em substituir os termos 

da equação diferencial parcial (EDP) (4.1) por aproximações em diferenças, trans­

formando a EDP em uma equação em diferenças. A solução dessa equação em 

diferenças fornece a solução numérica do problema ( 4.1 )-( 4.3) 

20 
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Assume-se que o método em diferenças finitas satisfaz os requerimentos 

básicos de consistência, estabilidade e convergência, que estão relacionados pelo 

teorema de equivalência de Lax 

Teorema 4.1. Seja um problema de valor inicial e de contorno bem posto e um 

método em diferenças finitas associado a tal problema. Sob a hipótese de consistência 

do método em diferenças, a estabilidade é a condição necessária e suficiente para a 

convergência. 

4.1 Solução em Diferenças Finitas do Problema Unidimensional 

Para uma. melhor compreensão do estudo a seguir, considere a equação 

padronizada de dispersão populacional unidimensional, [Skellan, 1951] e [Murray, 

1989], 
ôb 82b 
8t = 8x2 (4.4) 

onde b(t, x) é uma função definida V(t,x) E [O,T] x [O, L]. Constrói-se uma malha 

ret ilínea com os pontos da malha paralelos a.o eixo de coordenadas. Os pontos da 

malha estão dados pelas igualdades 

Xi=ió.x , i =0, 1, 2, ... , / , (4.5) 

onde I é um inteiro positivo dado e ó.x = f, sendo L o comprimento da barra 

unidimensional considerada. Veja a figura 4.1. 

• ó.x • • • 
Xi = i~x 

Figura 4.1 Malha unidimensional para a equação (4-4) 

• • 
XJ-1 XI 
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Similarmente, pode-se discretizar o intervalo de tempo [0, T], mediante 

a igualdade 

tn - ntlt, n = O, 1, 2, ... , N, (4.6) 

onde tlt = f:. 

Corno a equação diferencial parcial ( 4.4) é válida em todo ponto ( t, x) E 

[0, T] x [0, L], então é -válida nos pontos (tn, Xi), isto é, 

(4.7) 

A construção dos esquemas em diferenças para a EDP ( 4. 7) está baseada 

em aproximações para as derivadas parciais. Estas aproximações simples da primeira 

derivada no tempo estão dadas por 

8bl 
8t (tn,Xi) 

(4.8) 

A seguir, a aproximação da segunda derivada g:~ pode ser escrita como 

(4.9) 

Substituindo (4.8)iii e (4.9) em (4.7), obte êm-se 
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e 

O valor aproximado da função b(t, x) no ponto (tn, Xi), b(tn, x;), é de­

notado por bf. Os termos O(~t + (~x)2) e O((~t? + (~x)2) denotam a ordem 

do erro de truncamento local e são também conhecidos como a ordem do método. 

Desprezando os erros de truncamento em (4.10), (4.11) e (4.12) e simplificando, 

obtêm-se os métodos em diferenças 

(4.13) 

( 4.14) 

e 

(4.15) 

onde 

(4.16) 

é denominado o parâmetro da razão da malha. 

4.1.1 Métodos em Diferenças de Dois Níveis 

As igualdades (4.13) e (4.14) definem métodos em diferenças que uti­

lizam os valores da função b(t, x) nos dois níveis n + 1 e n e cada um deles pode ser 

chamado uma fórmula de dois níveis. Isto pode ser representado esquemáticamente 

na figura 4.2. 
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~t l • • • • • • bn+I bn+I bn+I b~+I bn+I b[+l o 1 2 t / -1 

.ó.x • • • • • • bn o bn 
1 

bn 
2 

bt:L 
t b]_I b] 

Figura 4.2 Representação esquemática para fórmulas de dois níveis 

4.1.2 .Método de Schmídt 

O método (4.13) é denominado o método de Schmidt. O valor da solução 

em qualquer ponto (i, n + 1) no ( n + 1 )-ésimo nível é expresso em termos dos valores 

da solução nos pontos (i -1,n), (í,n) e (i+ 1,n). Tal método é denominado um 

método explícito. A figura 4.3 mostra este fato de maneira esquemática. 

(i,n+1) 
( n + 1 )-ésimo nível 

.ó.t 

.ó.x .ó.x 
n-ésimo nível 

(i- 1,n) (i, n) (i+1,n) 

Figura 4.3 Representação esquemática do método de Schmidt (4.13) 

o erro rr no nó (i, n + 1) está dado por 

(4.17) 
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Substituindo a expansão em série de Taylor de cada termo ao redor de 

(i, n) no lado direito de ( 4.17) e simplificando, consegue-se 

( 4.18) 

Utilizando a relação (4.7), a equação (4.18) transforma-se em 

Tem-se que o método de truncamento local é 

O método (4.13) é, portanto, de ordem 0(.6.t + (.6.x) 2
). Quando À= f>, o método 

é de ordem 0((.6.t)2 + (.6.x)4
). 

4 .1. 3 Método de Laasonen 

O método (4.14) em termos dos valores da função nos níveis (n + 1) e 

n pode ser escrito como 

( 4.21) 
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Este método é denominado o método de Laasonen. De maneira esquemática, a 

igualdade ( 4.21) é mostrada na figura 4.4 

(i-1,n+1) (i,n+l) l (i+ 1,n+1) 
--~.-~--~~--------~--------~ ( n + 1 )-ésimo nível 

b..t 

b..x b..x 
n-ésimo nível 

(i, n) 

Figura 4.4 Representação esquemática do método de Laasonen (4.21} 

O valor da solução em qualquer ponto (i, n + 1) no ( n + 1 )-ésimo nível 

depende dos valores da solução nos pontos vizinhos no mesmo nível e de um ponto 

no n-ésimo nível. Devido ao fato de os valores da solução no ( n + 1 )-ésimo nível 

serem obtidos implicitamente, o método ( 4.21) é denominado um método implícito. 

Assim como o método de Schmidt, este também é um método de dois níveis. O erro 

rt no nó (i, n) está dado por 

( 4.22) 

Expandindo cada termo do lado direito de ( 4.22) ao redor de ( m , n) e 

simplificando, consegue-se 

( 4.23) 
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Se é utilizada a relação (4.7), então (4.23) transforma-se em 

( 4.24) 

Portanto, o método (4.21) é de ordem O(b.t + (b.x)2). 

4.1.4 A1étodo de Crank-Nicholson 

Fazendo a média dos erros (4.17) e (4.22) , consegue-se 

T!l-
t 

À 
b(tn+l, Xi) - b(tn, Xi)- 2(b(tn, Xi+d- 2b(tn, Xi) + b(tn, Xi-d 

+b(tn+h Xi-1)- b(tn+l, Xi) + b(tn+l, Xi+I)) 

( 4.25) 

Utilizando ( 4. 7), encontra-se que 

( 4.26) 

ou, em termos do erro de truncamento local, 

( 4.27) 

Portanto, um método de ordem O((b.t)2 + (b.x)2) está dado por 

-~b~+1 + (1 + >.)bn+I - ~b':l+l = ~b':l + (1 - .\)b':l + ~b':l (4.28) 2 t-1 m 2 •+1 2 •-1 t 2 •+1 
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e pode ser escrito em termos de operadores em diferença, como 

( 4.29) 

onde a ação do operador A 1 sobre a malha unidimensional do n-ésimo nível 

( 4.30) 

está dada por 

(4.31) 

e I é o operador em diferenças identidade. Os valores de b~ e b7 são calculados de 

acordo com as condições de contorno do problema. Neste caso, b~ = b0 - 2b~ + b2 

e b7 = b7_2 - 2b[_1 + b]. O método (4.29) ou (4.31) é denominado o método de 

Crank-Nicholson. A representação esquemática é mostrada na figura 4.5 

(i-l,n+l) I (i,n+l) (i+l,n+l) 
( n + 1 )-ésimo nível 

b.t 

(i-l,n) 
..6.x ..6.x 

(i, n) r (i+l, n) 
n-ésimo nível 

Figura 4.5 Representação esquemática do método de Crank-Nicholson (4.29} ou 
(4.30} 
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4 .1. 5 Método Geral de Dois Níveis 

Alternativamente, pode-se definir um método em diferenças de dois 

níveis geral na forma 

bn+l + bn+l + bn+l b bn b bn+l b bn 0 a2 i-1 a1 i a2 i+I - 2 i - 1 - 1 1-1 - o i+I = ( 4.32) 

onde os coeficientes ai e bi são arbitrários. O erro de truncamento no nó (i, n) 

quando a equação diferencial ( 4.4) é aproximada por ( 4.32) pode ser escrita como 

1 n 
-T· t6.t t 

1 
- t6.t [a2b(tn+h Xi-1) + a1 b(tn+h x;) + a2b( tn+l, Xi+t) 

-b2b(tn, Xi- 1)- blb(tn, Xi)- bob(tn, Xi+I)] 
1 

!:::.t [(a2 + a1 +ao)- (b2 + b1 + bo)]b(tn,Xi) 

m !:::.x m 
+(a2 + a1 +ao) ât (tn,Xi) + !:::.t [( -a2 +ao)+ (b2 - bo)] ât (tn, Xi) 

( !:::.x? 82b 82b 
+ 

2
t6.t ( az- ao- bz - bo) ôx2 (tn, x;) + t6.x( ao - a2) âtôx (tn, x;) 

!:::.t â2b (t::.x )
2 

ô3b 
+2(a2 + a1 +ao) ôt2 (tn, x;) + 2 (ao+ a2) ôtôx2 (tn, Xi) 

(t::.x)
3 

â3b 
+ 

6
t6.t [(-a2 +ao)+ (b2- bo)] ôx3 (tn,Xi) 

(t::.x t â4b + 
24

!:::.t (az+ao-b2 -bo)ôx4 (tn,Xi)+ ···. (4.33) 

As condições necessárias para determinar os parâmetros, de maneira 

que a equação em diferenças seja consistente com a equação diferencial, estão dadas 
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por 

-(a2 +ao)+ (bz + bo) = 2.X 

az- ao = O . . 

A solução geral de ( 4.34) pode ser expressa na forma 

bz = bo = .X (1 - B) 

b1 = 1 - 2.X(1 - B) 

onde B é uma constante arbitrária. 

Substituindo ( 4.35) em ( 4.33), obtem-se 

30 

( 4.34) 

( 4.35) 

( 4.36) 

Os valores B = O e B = 1 produzem os métodos de Schmidt e Laasonen, respecti­

vamente. O valor B = ~produz o método de Crank-Nicholson. Utilizando (4.7) ~ 

igualando a zero O coeficiente de rx~ (tn, Xi), obtem-se 

(4.37) 

Substituindo (4.37) em (4.36), obtem-se o método de Crandall que pode ser escrito 

como 

( 1 +~A) V bn+l =~A (b n+l + bn) 12 1 t 2 1 . (4.38) 
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A ordem do método é 0((.6.t)2 + (.6.x)4). 

4 .1. 6 Métodos em Diferenças de Três Níveis 

O método em diferenças ( 4.15) é denominado o método de Richardson. 

O método de Richardson é um método de três níveis e um método explícito. 

Se é substituído bi pela média dos valores b?+l e bi-1
, isto é, 

( 4.39) 

em (4.15), obtem-se 

( 4.40) 

que, após simplificação algébrica, pode ser escrita como 

bn+l - 1 - 2). bn-1 2). (bn bn ) 
i - 1 + 2>. i + 1 + 2>. i-1 + i+l . ( 4.41) 

Este esquema em diferenças é denominado o método de DuFort e Frankel. É um 

método explicito e de três níveis. O modelo computacional está dado na figura 4.6 

O erro do método ( 4.41) está dado por 
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I I (i , n+1) 
( n + 1 )-ésimo nível 

(i- 1 'n) (i+1,n) 
n-ésimo nível 

D.t 

D.x 
I (i,n-1) 

(n- 1)-ésimo nível 

Figura 4.6 Representação esquemática do método de DuFort e Frankel (4-41) 

Expandindo em série de Taylor os termos em ( 4.42) ao redor do ponto (tn, Xi), tem-se 

O erro de truncamento local está dado por 

E assim, têm-se os seguintes casos: 
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(4.45) 

Dessa maneira, o esquema em diferenças ( 4.41) é compatível ou consis­

tente com a equação diferencial (4.7) só quando R"! ----tO se .6.x ----tO. 

Neste caso, o ordem do método é 0((.6.t) 2 + (L\x)2 + (.6.tj.6.x)2). 

(ii) brt ----t O se R"! ----t C quando .6.x ----t O e 

( 4.46) 

Dessa maneira, o esquema em diferenças ( 4.41) aproxima a equação 

hiperbólica 
8b 82b 82b 
8t + c

2 

8t2 - 8x2 

quando R"! ----t O se .6.x ----t O. 

4.2 Análise de Convergência e Estabilidade 

(4.47) 

A solução analítica b(tn, xi) da equação diferencial, a solução em diferenças 

W da egua_ção em diferen_ças e a solus;ão numérica ~~ estão relacionadas por 

( 4.48) 

Na prática, é desejável que a diferença entre a solução numérica e a solução analítica 

seja pequena; uma condição suficiente para isto acontecer é que, quando L\t e .6.x 

tendem a zero, tal diferença também tende a zero. A partir de ( 4.48), encontra-se que 

esta diferença depende dos valores lb(tn, Xi) -bil e lbi-bil · O valor lb(tn, xi) -bil é 

o erro de truncamento local que aparece quando a equação diferencial é substituída 

pela equação em diferenças. No caso de um esquema em diferenças convergente, o 
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erro de truncamento local converge a zero quando f::l.t e !:l.x ambos tendem a zero. 

O erro numérico lbf - bfl aparece porque no cômputo real não é possível construir 

a solução em diferenças de maneira precisa devido aos erros de arredondamento. 

Entende-se por estabilidade o fato dos erros cometidos em uma etapa dos cálculos 

não causarem erros cada vez maiores conforme os cálculos são realizados. Se um es­

quema em diferenças é estável, então o segundo termo em ( 4.48) é praticamente zero. 

Portanto, os resultados dos métodos convergentes e estáveis estão muito próximos 

dos valores analíticos. Agora discute-se a análise de convergência e a estabilidade 

de alguns dos esquemas em diferenças desenvolvidos na secão 4.1. 

4.2.1 Análise de Convergência 

Definição 4.1. Um esquema em diferenças é dito convergente se 

lim b(tn,x) = b(t,x), n!:l.t < T, 
ll.t--+0 

para todo x e t na região de interesse. 

(4.49) 

Supõe-se que b'f está livre de erros de arrendodamento, de modo que a 

única diferença entre b(tn, xi) e bi é o erro cometido ao substituir ( 4.4) pela equação 

em diferença, isto é, o erro de truncamento local. 

Subtraindo (4.10) de (4.13), consegue-se 

( 4.50) 

onde (f= bi- b(tn,xi)· A equação (4.50) é denominada equação do erro. 

Como os valores iniciais e de contorno são conhecidos exatamente, os 

valores iniciais e de contorno para os erros são zero. 
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O erro máximo no n-ésimo nível é denotado por En, isto é, 

( 4.51) 

De ( 4.50), tem-se 

max l t:~+1 1 :S max 1Àt:?.r1 + (1- 2À)t:~ + Àt:~_ 1 l + M*((.ó.t) 2 + .6.t(.ó.x)2
) (4.52) 

m m 

onde M* é uma constante dependente de .ó.t e .ó.x. Se todos os coeficientes no 

primeiro termo do lado direito são não-negativos, isto é, À ::; ~'então tem-se 

Utilizando esta relação recursiva, obtem-se 

En+l < En + M*((~t? + ~t(~x)2) 

< En-1 + 2M*((~t)2 + ~t(~x)2) :S ... 

< E0 + J\1"' (n + 1)~t((~t) + (~x?) 

M*tn+t((~t) + (~x?) 

( 4.53) 

( 4.54) 

porque não há erro inicial, E 0 = O e tn+l = ( n + 1 )~t. Quando ~x ---+ O e ~t ---+ O, 

então En+l ---+O. Portanto, tem-se provado que o método (4.13) é convergente para 

À ::; ~-

A seguir, discute-se a convergência das soluções em diferença dadas por 

(4.28). Substituindo t:f = bf- b(tn, Xi) em (4.28) obtem-se a equação do erro 

(4.55) 

onde 

n [ n n n ]T é = €1 €2 ... é[-1 ' (4.56) 
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n ]T 
ri-1 ' ( 4.57) 

-2 1 o 
1 -2 1 

c= (4.58) 

o 
e 

A condição inicial dá 

Pode-se escrever ( 4.55) como 

onde 

e 

1 -2 1 

1 -2 

(.0 =o. 

Aplicando ( 4.61) de maneira recursiva, encontra-se que 

n 

én = Gn éO +L Gn-vcrv-1 

v=1 

( 4.59) 

( 4.60) 

(4.61) 

( 4.62) 

(4.63) 

( 4.64) 
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ou 

n 

llt:"]] < IIG"IIIIt:0 11 +,L ]]G"-"II]]o-"- 1
]] 

v=l 

(4.65) 

A matriz C é simétrica, e desta maneira G também é simétrica. Uti­

lizando a norma espectral, tem-se 

( 4.66) 

onde J.l.- j, 1 :S j :S I- 1 , são os autovalores de G e estes, por sua vez, têm o valor 

(4.67) 

onde Àj, 1 < j < I- 1, são os autovalores de C. Os autovalores Àj estão dados por 

2 Jll (
.;_\ 

Àj = -4sen 
21

) , l ~ j~/ - 1. ( 4.68) 

De ( 4.66) e ( 4.67), encontra-se que 

]]G]] = ~ax ]J.l.-j] < 1, >. > O. 
1$;$1-1 

(4.69) 

A equação ( 4.64) transforma-se em 

( 4. 70) 

onde 

( 4.71) 
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e M* é uma constante. Portanto, obtem-se 

( 4.72) 

A partir desse resultado, deduz-se que existe convergência incondicional 

quando D:.t --+ O e D:.x --+ O. 

4.2.2 Análise de Estabilidade de Von Neumann 

A soluçãD numérica contém erros, especialmente erros de arredonda­

mento. Seja bi a solução numérica da equação em diferenças ( 4.13). Então pode-se 

escrever 

b"!- = b"!- +r: I I I (4.73) 

onde €f é o erro devido ao arredondamento, ou a um erro computacional. Usando o 

fato de que bf também deve satisfazer (4.13), encontra-se que €f satisfaz a equação 

( 4.74) 

Port anto, conclui-se que a equação em diferenças governa por si a 

propagação dos erros. É suposto que um grupo de erros é introduzido no nível 

inicial t = O e que se propaga para a frente de acordo com (4.74). Para equações em 

diferenças com coeficientes constantes, o erro pode ser expandido em uma série de 

Fourier finita. O erro pode ser escrito como 

~ = L Ajo exp( i(3imt::..x) 
j 

( 4.75) 

onde /3i = j1r /L e o número de termos é igual ao número de pontos nodais sobre a 

reta t = O. Agora, procura-se uma solução de (4.74) tal que se reduza a (4.75) no 
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tempo t = O. Supõe-se que 

€~ = L Ai C exp( ij3im!::ix) 
j 

39 

( 4.76) 

onde f, é um número real ou complexo arbitrário. Devido à superposição linear, 

basta considerar o termo 

( 4. 77) 

onde j3 é um número real e A é uma constante arbitrária. Para que o erro original 

Ç não cresça quando n cresce, é necessário e suficiente que, 

lf.l < 1. ( 4.78) 

Se esta condição é satisfeita então o esquema em diferenças é dito 

estável. Este método de análise de estabilidade é conhecido como o método de 

Von Neumann. O número f, é chamado de fator de amplificação do esquema. Sub­

stituindo ( 4. 77) em ( 4. 7 4) e simplificando obtem-se 

f, - 1 + ..\( éB.ó.x- 2 + e-i{3.ó.x) 

1 + 2..\(cos(/3/::ix) - 1) = 1- 4..\sen2 (j3~x). ( 4.79) 

A condição (4.78) dá 

(
j3!::ix) -1 < 1- 4..\sen2 
-

2
- < 1. ( 4.80) 

A desigualdade do lado direito é satisfeita trivialmente e a desigualdade do lado 

esquerdo será satisfeita quando 

À < (f3/::i ) . - 2sen2 T 
1 

( 4.81) 
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Como O :::; sen2 ( ~) :::; 1, tem-se a condição de estabilidade O :::; À :::; ~- Dessa 

maneira, À = ~ separa a região de estabilidade, onde os erros decrescem, da região 

de instabilidade, onde os erros crescem. Utilizando a mesma análise encontra-se que 

o fator de amplificação do esquema (4.14) é 

1 

Ç = 1 +4Àsen2 (~). ( 4.82) 

Como À > O, encontra-se que IÇI < 1 em qualquer caso. Portanto, o esquema de 

Laasonen ( 4.14) é estável para todos os valores do parâmetro de razão de malha À. 

Tal esquema é chamado de esquema incondicionalmente estável. É fácil mostrar que 

o esquema de Crank-Nicholson é também um esquema incondicionalmente estável. 

O fator de amplificação do esquema de Richardson está dado por 

( 4.83) 

ou 

(
f3.6.x) e+ 8Àsen2 -2- ç- 1 = o. ( 4.84) 

As raízes dessa equação são 

2 ((3.6.x) Çr,2 = - 4Àsen -
2

- ± ( 4.85) 

Encontra-se que a raiz 161 > 1 para todo À. Portanto, o método de Richardson 

é sempre instável. Enfim, discute-se a estabilidade do método de DuFort-Frankel 

(4.41). O fator de amplificação Ç está governado pela equação 

(1 + 2À)e- 4À cos(f3ó.x)Ç- (1- 2À) =O. ( 4.86) 
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As raízes dessa equação são 

6,2 -
2Àcos(.B~x) ± y'l- 4À2 + 4À2 cos2(.B~x) 

1 + 2À 
2Àcos(.B~x) ± y'l- 4À2sen2(,B~x) 

1 + 2À 

41 

( 4.87) 

Encontra-se que IÇI ::; 1 e 6 < 1. Portanto, o método de DuFort­

Frankel é incondicionalmente estável. 

4.3 Resolução N umérica do Problema Bidimensional 

Os esquemas apresentados na seção 4.1 podem ser estendidos facilmente 

a dimensões espaciais superiores especialmente quando a região é retangular. 

A equaçãD parabólica padronizada bidimensional 

(4.88) 

em uma região retangular limitada 

n = {0, T] X {0, Lx] X {0, Ly] (4.89) 

sujeita à condição inicial 

b( t, X, y) = f (X, y) ( 4.90) 

e às condições de contorno 

b(t, O, y) = 91(t , y), b(t, Lx , y) = 92(t, y) , (4.91) 

b(t,x,O) = h1(t,x), b(t,x,Ly) = h2 (t,x) ( 4.92) 
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pode ser discretizada mediante uma malha de espaçamento .6.x = .6.y na região 

[0, Lx] x (0, Ly] com I .6.x = Lx. Seja .6.t o tamanho do passo na direção temporal tal 

que t = n.6.t, n = O, 1, 2, ... , N onde N .6.t = T. Os pontos nodais estão definidos 

por 

X i i.6.x, i= 0, 1, 2, ... ,I 

Yi j.6.x, j=0,1, 2, ... ,J 

in n.6.t, n =O, 1, 2, ... . N ( 4.93) 

O valor da solução b( t, x, y) no ponto nodal (i, j, n) é denotado por bi,j ( tn , X i, y i). A 

generalização do esquema em diferenças (4.36) do qual (4.13) , (4.21) e (4.28) sao 

casos especiais, pode ser escrito como 

( 4.94) 

onde 

bn = [br: ·] 
t ,J ' 

( 4.95) 

A 1 é o operador em diferenças 

(4.96) 

A 2 é o operador em diferenças 

( 4.97) 

e b":. é o valor aproximado de b(tn, Xi, Yi ). Deve-se mencionar que as equações ( 4.96) 
t,J 

e ( 4.97) tem que ser completadas nos seus contornos de acordo com as condições 

de contorno do problema. Diversos valores de O fornecem esquemas explícitos e 
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implícitos; por exemplo, o valor de O = O dá o esquema em diferenças 

( 4.98) 

que tem uma ordem de precisão O(!:::.t + (!:::.x) 2). 

Utilizando o método de estabilidade de Von Neumann, substitui-se 

( 4.99) 

na equação em diferenças (4.98). O fator de propagação está dado por 

(4.100) 

Para que o método seja estável, requer-se que IÇI ::; 1 e portanto 

-1 < 1 - 4À sen - - + sen -- < 1. ( 
201!:::.x 282/::::..x) 

- 2 2 - (4.101) 

Como O ::; sen 2 01 ~x, sen 2 02~x < 1, a condição de estabilidade é O < 

De novo, para O= ~'o esquema em diferenças (4.94) pode ser escrito 

como 

( 4.102) 

ou 

[I- ~(At + A2)] bn+1 = [I+ ~(At + A2)] bn ( 4.103) 

que é de ordem O((!:::.t? + (!:::.x?) . 
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Utilizando o método de Von Neumann, encontra-se que 

( 4.104) 

Como, O ::; sen2 01 ~x , sen2 82~x ::; 1 e À > O, a condição IÇI < 1 é 

sempre satisfeita. Portanto, o método ( 4.103) é incondicionalmente estável. 

Em cada nível de tempo, um sistema de equações lineares tem que 

ser resolvido. A matriz de coeficientes desse sistema é uma matriz banda, cujo 

comprimento total de banda é 2! - 1 como é mostrado na figura 4. 7. 
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y 

c 

J 
I nl A B 

E 

I 

1 2 i-1 'l i f+ 1 

X 

Figura 4.7 Aplicação do método implícito no nível n + 1 
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onde os pontos A : (j - 1)(!- 1) +i, B: (j - 1)(!- 1) +i+ 1, C : j(I - 1) +i, 

D = (j- 1)(!- 1) +i - 1 e E: (j - 2)(!- 1) +i. 

As incógnitas estão arranjadas no interior do nível e numeradas de 

esquerda a direita na direção x e de baixo para cima na direção y. Quando é 

aplicado (4.104) em A, os cinco pontos A, B, C, D e E ( e portanto as incógnitas 

nesses nós) entram no esquema. Os pontos E e C estão I - 1 unidades longe de A 

enquanto que B e D estão uma unidade longe de A. Portanto: o comprimento total 

de banda desse sistema de equações é 2I - 1. Se I é grande, então o comprimento 

de banda é muito grande e a solução desse sistema de equações requer muito tempo 

computacional. Para evitar esta dificuldade são utilizados, na prática, os métodos 

implícitos de Direções Alternadas. 

4.4 Métodos Implícit os de Direções Alternad as (ADI) 

Estes métodos são métodos de dois passos envolvendo a solução de 

sistemas tridiagonais de equações ao longo de retas paralelas aos eixos x e y no 

primeiro e segundo passo, respectivamente. 

No método ADI de Peaceman-Rachford, no primeiro passo avança-se de 

tn até tn+l / 2 e utiliza-se diferenças implícitas para ::2 e diferenças explícitas para 

::2 . No segundo passo, avança-se de tn+l/2 até tn+l e utiliza-se diferenças explicitas 

para ::2 e diferenças implícitas para ;:2 • O método ADI pode ser escrito como 

b n+l/2 _ b n 
1 b n+l/2 1 A b n ( 4.105) 

L\.tj2 - (L\.x )2 Al + (L\.x? 2 

e 
bn+l _ b n+l/2 

L\.t/2 
1 A b n+l 1 A b n+l/2 

( L\.x? 1 + ( L\.x? 2 . 
( 4.106) 

Estas equações também podem ser escritas como 

( 4.107) 
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e 

( 4.108) 

Os valores intermediários b~j112 são obtidos resolvendo o sistema de equações pr<r 

duzido por ( 4.107). Somando ( 4.107) e ( 4.108), obtem-se 

( 4.109) 

As condições de contorno para obter a solução de (4.109) são 

( 4.110) 

As soluções no nível n + 1 são obtidos agora resolvendo o sistema de equações 

produzido por ( 4.108). As condições de contorno para a solução deste sistema 

estão dadas pelas condições de contorno prescritas. Eliminando bn+l/Z de (4.107) e 

( 4.108), obtem-se 

(4.111) 

que é uma extensão do esquema de Crank-Nicholson a duas dimensões. Utilizando 

o método de Von Neumann em (4.111), encontra-se que 

[1- 2.\sen2 (01.6.x/2)] [1- 2Àsen2 (02.6.x/2)] 

Ç = [1 + 2Àsen2 (01.6.x/2)] [1 + 2.\sen2 (02.6.x/2)] · 
( 4.112) 

Como O < sen2 (01.6.x/2),sen2 (02 .6.x/2) :S 1 e À > O, a condição IÇI :S 1 é sem­

pre satisfeita. Portanto, o esquema (4.111) ou o método ADI (4.107), (4.108) é 

incondicionalmente estável. 



5 ABORDAGEM D O P ROBLEMA PELO MÉTODO ADI 
CLÁSSICO 

A equação a ser resolvida é 

ôb 
ôt- v· (avb) +O"b+ v· (Vb) = f(b) 

ou em coordenadas ( t , x, y), quando a é constante em x e y 

(5.1) 

(5.2) 

Mais ainda, utilizando a suposição que f(b) = ab, tem-se junto com as 

condições de contorno, a formulação completa do modelo fica na forma seguinte: 

ôb ( ô2b ô2b) ôb ôb ( ) ( l (Jl = a ôx2 + ôy2 - V1 Ox - V2ay + a- O" b, Vt E O, T , V(x, y) E n, 

§ t =O em ro e r2, \:ft E [O,T], 

b(O,x,y) = b0 (x , y) ,V(x ,y) E !1. 

(5.3) 

Definem-se os operadores diferenciais 

(5.4) 

e 

(5.5) 

48 
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de maneira que a equação do problema (5.3) pode ser escrita como 

(5.6) 

O método de Peaceman-Rachford propõe a utilização de dois passos: 

(5.7) 

e 

(5.8) 

onde o operadores em diferenças A 1 e A 2 estão definidos como 

e 

[ ( 
(.6. )2 ) ll-1 

A 1 = (o:- V1.6.xj2)bi+1,j- 2a + ; (a- o-) bf,j +(a+ ~.6.xj2)bi-l ,j i=
1 

(5.9) 

A, = [ (a - V,b.y /2)bfJ+I - ( 2a + ( b.; )' (a - <r)) bê; + (a+ V,b.y /2)bfJ-.t~: 
(5.10) 

onde foram utilizadas as seguintes aproximações em diferenças centrais 

( 
â b) ~ bi+1,j - bi-1,j 
â x . . 26x 

t,J 

(5.11) 

(
â b) ~ bi,j+lbi,j-1 
â y . . 26y 

1,J 

(5.12) 

(
â2 b) ~ bi+l,j - 2b(i,j) + 
â x2 . . (6x) 2 

1,J 

(5.13) 

(
â2 ~) ~ bi,j+l2b(i,j): bi,j-1. 
â y i,j (6y) 

(5.14) 
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Enfim, para completar cada iteração, os valores bi,jl no contorno, ist o 

é, quando i= O, I e j = O, J , é utilizada a condição de contorno de Neumann. 

O esquema numérico a ser implementado é mostrado nas equações (5.7) 

e (5.8). 



6 RESULTADOS NUMÉRICOS 

O problema 

8b (82b 82b) 8b 8b (J[ = a 8x2 + 8y2 - vl Ox- V20y +(a- a)b, Vt E (0, TL V(x, y) E n, 

§ t = O em ro e r 2, Vt E [O, T] , 

8 b - [ ] (fX - O em r 1 e r3, Vt E O, T, 

b(O,x, y) = b0(x, y) ,V(x , y) E n. 
(6.1 ) 

é resolvido pelo método ADI clássico de Peaceman-Rachford. 

Os parâmetros iniciais dos modelos utilizados estão descritos nos quadros 

que acompanham os respectivos gráficos, para os quais simulamos os quatro padrões 

de comportamento,numa malha de 32 x 32,conforme fig. 6.1 , sendo somente estu­

dados neste momento a população aí existente, dependendo somente do crescimento 

da população, da dispersão e do decaimento populacional sem serem efetuadas en­

tradas e nem saídas de populações além dos nascimentos, [Godoy 1959 in Diniz 

G.L.], [Petrere 1985 in Diniz G.L.]. 

A condição inicial considerada é 

b(o,x,y) = -O,Ollog((6,01- y)jLy), (6.2) 

quando a migração for em direção ao eixo y e 

b(o,x,y) = -O,Ollog((6,01- x)/Lx), (6.3) 

quando for em direção ao eixo x. 

51 



6.1 Malba do Domínio Retangular 52 

A seguir , mostram-se os resultados mediante o método ADI clássico im­

plementado no MATLAB, surgindo simulações gráficas, partindo de comportamen­

tos das populações pré fixadas, de onde podemos concluir que a população de peixes 

cresce progressivamente de acordo com a diferença entre o crescimento, dispersão e 

mortalidade, chegando em alguns casos a ter um aumento bastante significativo. 

6.1 Malha do Domínio Retangular 

Para os parâmetros iniciais do método numérico representado grafi­

camente, foram usados arbitrariamente 30 pontos interiores da malha em x e y, 

conforme mostra a figura 6.1: 

... 

0.5 

o 

-D.5 

-1 ... 
6 

Malha 32x32 

... 

. .. 

o o 

.· . 

.. • ... 

Figura 6.1 Malha 

·, 

6 
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A malha usada na simulação gráfica indicada nos parâmetros iniciais 

são de 30 pontos internos numa malha em x e y de 6 por 6. Foram programadas 

4 simulações em cada comportamento com tempos variados de 10, 50, 100 e 200 

dias, considerando sempre a população aí existente, sem influência externa, somente 

considerando o crescimento natural da população e o efeito da migração. 

O incremento 6.t aqui considerado foi 0.5. 
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6.2 Primeiro Grupo de Dados 
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Figura 6.2 Gráfico do comportamento 1 

6.!J.1 Comentário 

Aqui são mostradas algumas simulações mediante o método ADI clássico 

implementado no MATLAB, de onde podemos concluir que a população de peixes 
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cresce progressivamente de acordo com a diferença entre o crescimento, dispersão e 

mortalidade, chegando em alguns casos a t er um aumento bastante significativo. 

Neste Primeiro Grupo de Dados, apresentamos um exemplo para aque­

las populações mais territoriais, isto é, onde não acontece a migração (Ví = \12=0). 

O compor tamento desta população é uniforme ao longo de todo o ter­

ritório, isto é, não existe uma tendência da população se acumular em alguma parcela 

do domínio retangular. É evidente que a população tem um comportamento expo­

nencial positivo visto que a taxa de crescimento é maior que a taxa de decaimento. 

A dispersão tende a "uniformizar" a população ao longo do domínio. Nota-se que 

com o passar dos dias houve um considerável aumento populacional conforme in­

dicam as simulações, que chegou até 1,8 Ton/ Km2 observada após nos 200 dias de 

iniciado a observação da população. 

6.3 Segundo Grupo de Dados 

~t a (}' a V1 V2 (3j Bj (3m Bm 

0.5 0.01 0.05 0.1 0.0 0.2 0.0 0.0 0.0 0.0 
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6.3.1 Comentário 

Neste Segundo Grupo de Dados, damos um exemplo para populações 

da categoria denominada "black:fish" aquelas com migração lateral (bordas do canal 

principal), ou seja, aquelas populações com migração só na direção do eixo Y, (V,. = 

0.0 e V2 = 0.2) . 

Aqui observa-se que foram feitas simulações com uma categoria de 

peixes denominada blackfish, com migração lateral. Nota-se uma maior diferença 

entre o crescimento, dispersão e mortalidade, chegando a 0,04 , além de um aumento 

de 0,2 na migração da população no sentido do eixo y(largura do rio), chegando a 

ultrapassar no final deste período as 600 Tonf K m 2 

6.4 Terceiro Grupo d e Dados 

.6.t a (j a V1 V2 {3j Bj {3m Bm 

0.5 0.01 0.05 0.1 0.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
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Figura 6.4 Gráfico do comportamento 3 
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6.4.1 Comentário 

No Terceiro Grupo de Dados, apresentado refere-se às populações da 

categoria ''whitefish" aquelas com migração longit udinal (peixes de piracema), isto 

é, quando as populações migram só em direção ao eixo x, (V1 = 0.2 e V2 = 0.0) 

Kota-se um superávit do crescimento populacional em relação a dis­

persão e a mortalidade, na ordem dos 0,04, somados ao incremento da migração de 

0,2 no sentido do eixo x (calha do rio- piracema), observa-se que praticamente não 

há aumento da população dessa espécie nesse sentido em relação ao segundo grupo 

de dados. Explica-se pelo fato de ser espécies de peixes com hábitos diferentes, sua 

população chega a passar das 600 Ton/Km2, no final desse período, idêntica ao 

comportamento 2. 

6.5 Quarto Grupo de Dados 

.6.t Q (T a Vl V2 f3j Bj [3 m Bm 

0.5 0.01 0.01 0.03 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
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Figura 6.5 Gráfico do comportamento 4 
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6.5.1 Comentárío 

No Quarto Grupo de Dados apresentamos um exemplo para aquelas 

po-pulações mais territoriais do eixo x , isto é, sem migração, (Ví = V2 = 0.0). 

Foram simulados os mesmos parâmetros do primeiro grupo de dados 

ou seja, aquelas populações mais territoriais, apenas mudando em direção ao eixo x 

(calha do rio), pelo fato de existir um maior espaço para a expansão, observa-se que 

não houve aumento da população de peixes em relação ao primeiro grupo, ou seja 

chegando também no final do período aos 1,8 TonjKm2 • 



7 CONCLUSOES 

Neste trabalho, pretendeu-se estudar um modelo populacional de peixes 

confinados em uma barragem bilateral. As equações governantes resultaram ser 

equações diferenciais parciais do tipo parabólico junto com condições de contorno e 

uma condição inicial escolhida adequadamente. 

Na tentativa de abordar tal problema de valor inicial e de contorno, 

encontrou-se na literatura a solução exata do problema mediante a utilização da 

função de Green. Mas, tal abordagem não é prática porque envolve o cálculo de 

series de funções. 

Por sua vez, tentou-se fazer um estudo detalhado das diversas técnicas 

em diferenças existentes, e considerando a sua estabilidade incondicional, optou-se 

pela utilização do método implícito de direções alternadas criada por Peaceman e 

Rachford, na sua versão clássica. 

Tal método numérico foi implementado no Matlab, e foram feitas sim­

ulações utilizando uma condição inicial específica adequada para comparação com 

resultados na literatura. 

As simulações produziram resultados satisfatórios e para cada grupo de 

dados foi feito um comentário apropriado. 

aspectos: 

Sobre as dificuldades computacionais, podem ser mencionados os seguintes 

• A implementação da solução exata (utilizando a função de Green) com 

um número elevado de termos foi tentada no Maple, sem sucesso, pois 

carecia-se de critérios adequados de truncamento da série. Além do 

mais, esta tentativa teve um alto custo computacional. 

62 
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• A implementação do método em diferenças ADI foi relativamente fácil, 

já que estão disponíveis programas eficientes para a resolução de sis­

temas t ridiagonais. Cada rodada de 400 iterações requiriu um tempo 

de aproximadamente 200 segundos em um PC Pentium 2 de 500 MHz. 

Foi conseguido uma adequada interpretação dos resultados numéricos, 

que ficaram de acordo com os resultados esperados. Isto mostra o sucesso do método 

numérico. 
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