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Resumo

Aqui exploramos a ideia de acao parcial de um grupo sobre um anel. Desenvol-
vemos a Teoria de Galois Parcial e mostramos como representar uma agao parcial

utilizando semirreticulados.



Abstract

Here we will explore the idea of group partial action in a ring. We develop the
Partial Galois Theory and we show how to represent a partial action using semi

lattice.
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Introducao

A busca por solugbes para uma equacao algébrica por meio de radicais é um
problema muito antigo. Sabe-se que em 2.000 a.C. os babilonicos sabiam resolver
equacoes de segundo grau, mesmo que ainda sem a preocupagao com a demonstragao
de seus métodos. Essa preocupacao comecou com os gregos. A resolucao de uma
equacao de terceiro grau foi obtida apenas no século XVI por del Ferro, Tartaglia e
Cardano. Neste mesmo século foi obtido por Ferrari, um método para a resolucao de
equagoes de quarto grau. Passaram-se quase trezentos anos até que Abel, no inicio
do século XIX, influenciado pelos trabalhos de Lagrange e Ruffini, encontrasse uma

solugao para as equacoes de grau cinco.

Surge entao a pergunta natural: quando uma equacao algébrica qualquer pode
ser resoluvel por radicais? A resposta definitiva para esta questao é dada pelo
matemético francés Evariste Galois (1811 - 1832), cujos trabalhos foram publicados
apenas no ano de 1846. O Teorema Fundamental da Teoria de Galois estabelece
uma bijecao entre os corpos intermedidrios de uma extensao de corpos L de K e os
subgrupos do grupo dos K-automorfismos de L. A grande contribuicao da teoria
desenvolvida por Galois é a ligacao entre os conceitos de polinomio, grupo e corpo.
Alids, os conceitos de grupo e corpo surgiram com Galois. Em fungao disto muitos

autores afirmam que a Algebra moderna nasce com Galois.



A Teoria que Galois desenvolveu deu origem a vérios estudos dentro da Ma-
tematica. Aqui destacamos a contribuicao de Chase, Harrison e Rosenberg em
1965 (ver [2]), onde é desenvolvida uma Teoria de Galois para anéis comutativos,
com algumas hipdteses necessarias sobre as extensoes e o grupo de Galois conside-
rados. Neste contexto ja nao faz mais sentido falar em resolucao de uma equacao
algébrica e o conceito extensao de Galois possui uma definicao diferente da sua ideia
original. Um conceito que permeia esta teoria é o de acao global de um grupo sobre

um anel.

Em [6] R. Exel, no ano de 1994, define a nogao de agao parcial de um grupo no
contexto de C*-algebras. Acoes parciais de grupos sobre dlgebras foram considera-
das pela primeira vez por M. Dokuchaev e R. Exel em [4], somente em 2005. Essa
nocao € o centro deste trabalho e a secao 1.2 é destinada a definir acao parcial, e
dar alguns exemplos e propriedades. A secao 1.1 tem por objetivo expor algumas

resultados sobre médulos, necessarios ao desenvolvimento do capitulo seguinte.

Em 2007 M. Dokuchaev, M. Ferrero e A. Paques [5] publicaram um artigo onde
foi introduzida a nogao de extensao de Galois parcial e é desenvolvida uma teoria
de Galois parcial para anéis comutativos. O objetivo do Capitulo 2 é demonstrar
o Teorema 4.1 de [5] de forma detalhada e criar meios de provar o Teorema 5.1
de [5] sem exigir que os ideais envolvidos na acao parcial considerada sejam todos
nao nulos. Para os nossos propdsitos sera necessario introduzir a nogao parcial de

homomorfismos de anéis fortemente distintos.

O 1ltimo capitulo é baseado no artigo [9] de K. Jung-Miao e G. Szeto e traz uma
interessante maneira de representarmos acoes parciais de grupos em anéis utilizando

as nogoes de semigrupo booleano e semirreticulado.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo expomos defini¢oes e observagoes que sao pré-requisitos para a teoria
desenvolvida nos proximos capitulos. O que apresentamos aqui sera usado durante

todo texto.

1.1 Mobdulos

Esta secao tem o objetivo tornar a leitura dos proximos capitulos acessivel aos
leitores que ainda nao tenham tido contado com as defini¢oes e teoremas usados
durante o texto. Para facilitar a leitura, nao vamos apresentar as demonstracoes dos
resultados aqui enunciados. O contetdo exposto pode ser encontrado nas referéncias

[1], 3], [10] e [12].
Comegamos definindo modulo, dlgebra e seus homomorfismos.

Definicao 1.1.1. Seja A um anel com elemento unidade 14. Dizemos que um

grupo abeliano (M, +) € um A-mddulo a esquerda se existe uma aplica¢ao

AxM — M

(a,m) +—— a-m:=am,



satisfazendo os sequintes axiomas

(1) almy +my) = amy + ams;
(7i) (a+b)ym =am+ bm;
(17i) 1am =m;

(iv) (ab)m = a(bm);

para quaisquer a,b € A, m,my, my € M.

Observamos que A é um A-moédulo a esquerda. A nocao de A-modulo a direita
é definida de forma andloga. Em particular, se A é um anel comutativo, entao
todo A-médulo a esquerda é também um A-mdédulo a direita e, neste caso, dizemos

simplesmente que A é um A-modulo.

Dados M e N A-modulos a esquerda, uma aplicacao f : M — N é um homo-

morfismo de A-mddulos a esquerda (ou A-linear a esquerda), se

f(my +my) = f(my) + f(my)

flam) = af(m)

para quaisquer a € A, my,ms,m € M. O kernel do homomorfismo f é o conjunto
dado por
ker(f) ={m e M| f(m)=On}.

A imagem de f é o conjunto dado por
Im(f) = f(M) ={f(m)|[me M}.

Temos que f é injetiva se, e somente se, ker(f) = 0p;. Dizemos que f é um

isomorfismo se é injetiva e sobrejetiva.



Definigao 1.1.2. Seja A um anel comutativo com 14. Dizemos que um conjunto

S € uma A-dlgebra, se:
e S € um anel com unidade 1g;
e S ¢ um A-modulo;
o (ax)y = z(ay) = a(zy), para todo a € A,x,y € S.

Um homomorfismo de A-algebras f : .S — S’ é um homomorfismo de anéis e

de A-moddulos.

Dados A-médulos & esquerda M e N, denotamos por Homa(M,N) o grupo
dos homomorfismos de M em N com a operagao f + g definida por (f + g)(m) =
f(m) 4+ g(m), para todo m € M. Se A é comutativo podemos definir a - f por
(a- f)(m) = af(m),para quaisquer a € Aem € M. Se M = N entdo f: M — M
¢ um endomorfismo de M e escrevemos Enda(M) ao invés de Homa (M, M). Com
a composi¢gao de homomorfismo Ends(M) é um anel e, se A é comutativo, temos

que End,(M) é uma A-algebra.

Defini¢ao 1.1.3. Uma sequéncia de A-mddulos (a esquerda) e A-homomorfismos
(a esquerda)

—>Mz—1i>MzE>Mz+l—>

¢ dita exata em M; se Im(f;) = ker(fi11). A sequéncia € dita exata se for erata

em cada M;.

Uma sequéncia exata curta possui a forma
O—>M1L>MQL)M3—>O

Segue da definicao de sequéncia exata, que f é um A-homomorfismo injetor e que
g um A-homomorfismo sobrejetor. Uma sequéncia exata M 2+ N — 0 (res-

pectivamente, 0 — N LM ) cinde se existe um homomorfismo de A-médulos



0 : N — M (respectivamente, § : M — N) com g o6 = Idy (respectivamente,
Oof=Idy). Se M 5 N — 0 cinde entdo N ~ Im(6), Im(0) N ker(g) = 0
e M = Im(0) @ ker(g). (Analogamente se 0 — N L5 M cinde, temos que
M =Im(f) @ ker(9)).

Sejam A anel comutativo com unidade e M, N, P A-moédulos. A aplicagao
f: M x N — P édita A-bilinear se, para cada m € M, a aplicacdo n +— f(m,n)
de N em P é A-linear, e para cada n € N a aplicagdo m — f(m,n) de M em P é

A-linear.

Sejam A anel comutativo com unidade e M, N A-médulos. Entao existe um par
(P, f), onde P é um A-médulo e f: M x N — P é uma aplicacao A-bilinear, que

satisfaz a seguinte propriedade universal:

Dado qualquer A-médulo T e qualquer aplicacao A-bilinear g : M x N — T,

existe um tnico homomorfismo de A-médulos h: P — T tal que ho f = g.

Além disso, (P, f) é unico a menos de isomorfismo. O A-médulo P é o produto
tensorial de M e N sobre A e é denotado por M ®4 N, ou somente M ® N se nao
houver ambiguidade sobre o anel A. Para qualquer m € M e n € N, o elemento
f((m,n)) é denotado por m ® n. Um elemento qualquer de M ®4 N é uma soma
finita do tipo fz: m; @ n,.

Sejam A anel comutativo com unidade e M, N, P A-médulos. A seguir, listamos

algumas propriedades do produto tensorial:

e M ®y N~N®sM;
® M@AAEM,
e M@y N)®@aP>~M®y(N s P);

e M4 (N®P)~(M®sN)®d(MxyP).



Dizemos que um A-médulo & esquerda L é livre, com base {x; | i € I}, se todo

elemento © € L escreve-se de forma unica como z = > a;z;, onde a; € A sdo
el
todos nulos exceto um numero finito de indices. Se I é finito, dizemos que L é um

A-médulo a esquerda livre finitamente gerado.

Dizemos que um A-moédulo a esquerda P é projetivo se P é somando direto de
um A-médulo a esquerda livre L. Se, em particular, L for finitamente gerado, entao

dizemos que P é um A-moddulo a esquerda projetivo finitamente gerado.
As seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
e P ¢ projetivo;
e Toda sequéncia exata de A-mddulos a esquerda M REANY SN cinde;

e Existem conjuntos {p; | i € [} em P e {f; | i € I} em Homu(P,A) tais que
para todop € P, p=>_ fi(p)pi, onde f;(p) = 0 exceto para um nimero finito

de indices.

O conjunto I do ultimo item ¢ finito se e somente se P ¢ finitamente gerado. E

chamamos a colegao {p;, f;} de base dual de P.

Corolario 1.1.4. Seja P um A-mddulo projetivo a esquerda. Seja
0— M L5 M -2 M — 0

uma sequéncia exata de A-mddulos a esquerda. Entdo a sequéncia

0— M@ P2 Mo, PY M 9P —0

¢ exata.

Dizemos que um A-médulo a esquerda M é fiel se o conjunto

anna(M)={a € A|a-m =0, para todo m € M}



¢ nulo, ou seja, anns(M) = 04. O conjunto anns(M) é chamado de anulador de

M em A.

Corolario 1.1.5. Seja A um anel comutativo com unidade 14. Se P € um A-mddulo

projetivo finitamente gerado e fiel, entdo o ideal de A gerado por

{f(p) | pe€ PefeHomu(P A}

¢ igual a A.

Sejam A um anel comutativo com unidade 14, S uma A-dlgebra com unidade
lg e S° a A-dlgebra oposta de S (isto é, S° é um anel com o mesmo grupo aditivo
de S e o produto ab em S° é o produto ba em S). Definimos a dlgebra envolvente
de S como S¢ = 5 ®4 S° Observamos que se S é comutativa, entao S =5 ®y4 S.
Notemos que S é um S®-mddulo esquerdo via a acao (r ®s) -t = rts, para quaisquer
r,s,t € S. Seja u: S¢ — S a aplicacao A-linear induzida pela multiplicagao de
S, isto é, M(Z ri®S;) = Znsi. E facil ver que i ¢ um homomorfismo de S°-
modulos sobréjetivo. Se, alézm disso, S é comutativa entao p ¢ um homomorfismo

de S¢-algebras. Observemos que J = ker(u) é um ideal de S¢ gerado por

{S®15—15®8|S€S}.

Dizemos que S é separdvel sobre A (ou uma A-algebra separavel, ou ainda A-

separavel) se acontece uma (e portanto todas) das seguintes condigbes equivalentes:

e Existe e € 5¢ tal que u(e) = 1g e Je = 0. O elemento e é chamado de

idempotente de separabilidade;
e S é um S°mdbdulo projetivo;
e A seguinte sequéncia exata de A°-moddulos a esquerda

0—J—8t 9 30

cinde.



1.2 Acao Parcial

Comecamos definindo acao global de um grupo sobre um anel unitério.

Definigao 1.2.1. Sejam G um grupo e A um anel unitario. Uma ac¢dao global de G

sobre A € um homomorfismo de grupos

B: G —s Aut(A)

g — By
Denotamos f,(x) = g(x), para todo g € G e x € A.

Exemplo 1.2.2. Sejam R um anel com unidade, A= RXRxR eG = (g | g*>=1),

o grupo ciclico de ordem 3. Considere a sequinte a¢do (global) de G sobre A:

g: G — Aut(A)
1 — pBi:(a,b,c)— (a,b,c)
g +— By:(a,bc)— (c,a,b)
g> — Bg:(a,bc)— (bca).

Agora, definimos agao parcial de um grupo sobre um anel unitario. Esta é a

definicao central deste trabalho.

Definicao 1.2.3. Sejam G um grupo e A um anel unitdrio. Dizemos que o =
({Dy}, {ay})gec € uma agio parcial de G sobre A se, para cada g € G, D, é um
ideal de A e oy : Dyg—1 — Dy € um isomorfismo de anéis tal que, para quaisquer

g,h € G, as sequintes afirmagoes sao satisfeitas:
(i) D1 = A e ay = Ids (0 automorfismo identidade de A);
(i) og(Dy-1 N Dy) = Dy N Dgy;

(iii) ag o ap(x) = ag(x), para todo v € Dp-1 N Dgpy-1.



Note que oy (Dy-1NDgpy-1) = DpyNDy-1. Entao se x € Dy-1ND(gp)-1 temos que

ap(x) € Dy—1. Portanto, podemos compor a0 ay(r), para todo € Dp-1 N Dgp)-1.
Se D, = A, para todo g € GG, a ac@o « ¢ dita global.

Dada uma acao global $ de um grupo G sobre um anel A, é sempre possivel
construir uma acao parcial «, que é chamada de restricao da acao . A seguir
apresentamos um exemplo de agao parcial obtida restringindo a acao global do

exemplo 1.2.2.

Exemplo 1.2.4. Sejam R um anel com unidade, A= Rx Rx R, [ ={0} x Rx R
e G = {g| ¢g>=1). Restringimos a agio (global) 8 de G sobre A definida no

exemplo 1.2.2 a uma ac¢dao parcial o de G sobre I da sequinte maneira: Dy = I,

D, =INg(I) = {0} x {0} x R, Dy = I N g*(I) = {0} x R x {0}, ay = Idal;, e:

ag=g|p,: D — Dy . a2 =¢%p,: Dy — Dy
(0,6,0) — (0,0,0) (0,0,¢) — (0,¢,0).
Exemplo 1.2.5. Considere G um grupo finito e A um anel unitario. Sejam Dy =
A, aqn = Ida, Dy =04, para todo g # 1, e g : Dy-1 — Dy 0 isomorfismos nulo,

para todo g # 1. E fdcil verificar que o = ({Dy}, {ay})gec € uma acao parcial.

Exemplo 1.2.6. Sejam R um anel com unidade, A= RXxRxR e G = {1, g, h, gh},
o grupo de Klein. Considere a sequinte acdo parcial de G sobre A:
Dy =A, Dy, =Rx{0} xR, D, = RxRx{0} e Dy, = {0} x Rx R; e isomorfismos

ap = Idy, e:

ag:Dg — Dg s OzhiDh — Dh , OéthDgh — Dgh

(a,0,¢) +— (c¢,0,a) (a,b,0) — (b,a,0) (0,b,¢) +— (0,¢,b).

Exemplo 1.2.7. Sejam R um anel com unidade, A= RXRXReG = (g|g*=1),
o grupo ciclico de ordem 4. Considere a sequinte a¢ao parcial de G sobre A:

Dy =A D, ={0} xRxR, Dp = {0} x Rx {0} e Djs = Rx R x {0}, e

10



1somorfismo oy = Idy, e:

angg3 — Dg s ag2:Dgz — Dg2 s agsiDg — Dgs

(a,b,0) — (0,b,a) (0,b,0) — (0,6,0)  (0,b,¢) — (c,b,0).

Neste trabalho consideramos que cada ideal D, ¢ unitario, com elemento identi-
dade 1,4, podendo ser eventualmente nulo. E imediato ver que cada 1, ¢ um idempo-
tente central de A e D, = Al, = 1,A, para todo g € G. Além disso, ay(1,-1) = 1,
pois ay é um isomorfismo de anéis. Como cada D, = 1,A ¢é unitario, temos que
D,N Dy, = D,Dy,. De fato, se x € D, N Dy, entdo x = 1o = 1,(1,2) = 1,152, ou

seja, € DyDy,. Claramente, D,D;, C Dy N Dy, pois D, e Dy, sao ideais de A.

Definicao 1.2.8. Dizemos que uma acao parcial o de G sobre A € globalizdvel se
existe um anel B, uma agao global B de G em B por automorfismos de B, um
homomorfismo injetor de anéis ¢ de A em B tal que (A) é um ideal de B e, para
todo g € G, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) B= 3 g(p(A));

geG

(1) o(Dg) = ¢(A) N g(p(A));

(111) @ o ag(x) = gop(x), para cada x € Dy-1.

Denotaremos por (B, ) a globalizacdo da acao parcial o de G em A, também
chamada de agao envolvente de «. Neste caso, dizemos que B é o anel envolvente
de A. Sempre que temos uma acao global podemos restringi-la a uma agao parcial,
seguindo os passos feitos no exemplo 1.2.4. A pergunta natural que surge é a
seguinte: se temos uma acao parcial, quando encontramos uma acao global cuja

restricao coincida com a agao parcial? O Teorema a seguir responde esta pergunta:

Teorema 1.2.9 ([4], Teorema 4.5). Seja A uma dlgebra unitdria. Entdo a agao

parcial « do grupo G sobre A admite uma ag¢ao envolvente 5 se e somente se cada

11



ideal Dy(g € G) € uma dlgebra unitdria. Além disso, 3, se existe, € unica a menos

de equivaléncia.

Como mencionado acima, estamos considerando ac¢oes parciais em anéis unitarios
tais que seus respectivos ideais sao unitarios, portanto as agoes parciais considera-
das neste trabalho sempre possuem globalizacao. Apesar disso, no préximo capitulo
construiremos a Teoria de Galois parcial sem utilizar a globalizacao, seguindo assim

um caminho diferente do apresentado em [5].

Lema 1.2.10. Seja oo = ({Dy}, {ay})sec uma acdo parcial globalizdvel do grupo G
sobre o anel A, com globalizag¢ao (B, 3). Entao, para quaisquer g,h € G e x € A,

temos que:

(1) 15 =1ag(1a);
(id) og(algn) = g(x)la;
(iid) ag(1ply1) = 1,1gn;
(iv) agan(@ly—)1g1) = agy(x1(gy-1)1,.

Demonstragdo. (i) Bl, = Blusl, = Al, = ANg(A) = Bly N Byg(la) =

B14g(14), portanto 1, = 149(14).
(77) Pelo item (7) e pela Defini¢ao 1.2.8 (iii), temos que:

ag(zly1) = g(xlag™(1a)) = g(zg~'(1a)) = g(z)1la, onde g(x) € B, por-
tanto oy(xly-1) = g(z)1a.

(17i) Pelos itens (i) e (ii), decorre que:

Oég<1hlg—1) = g(lh)lA = g(lAh(lA))lA = g(lA)gh(lA)lA == 1Ag(1A)1Agh(1A)

= 1414p, portanto ay(1p1,-1) = 1,1.

12



(iv) Pelo item (iii), temos que:

aglap(xly-1)1g-1) = aglan(@ly-1)1p1g-1) = ag(an(@lp-1)an(lp-11gr-1))
= ag(ah(:clh_l 1(gh)—1)) = ozgh(:clh—1 1(gh)—1) = Oégh(ilil(gh)—l)agh(lh—l 1(gh)_1>
= agn(@L(gny-1)1gnly = agn(x1(gn)-1)1,, portanto ag(ap(xly-1)1,-1) =

agh(xl(gh)fl)lg.

O

Definicao 1.2.11. Seja o uma a¢ao parcial de um grupo G sobre um anel A.

Definimos o conjunto
A ={z € A| ay(xl,-1) = 21y, para todo g € G}.

Observe que A“ € um subanel de A, o qual é chamado de subanel dos invariantes

de A pela ag¢ao .

Exemplo 1.2.12. Vamos calcular A% do exemplo 1.2.6, onde A = RxXx Rx R e

G ={1,g,h,gh} € o grupo de Klein. Seja v = (a,b,c) € A. Se x € A%, entao:
1) (¢,0,a) = ay(zly) =21y = (a,0,¢c) = a=c¢;
2) (b,a,0) = ap(zly) =21, = (a,0,0) = a = b;
3) (0,¢,b) = agp(xly,) = 21y, = (0,b,¢c) = b=c.
Portanto, A* = {(r,r,r) | r € R}.

Exemplo 1.2.13. Vamos determinar A% do exemplo 1.2.7, onde A= R X R X R

eG={(g]|g*=1). Sex=(a,b,c) € A%, entio:

1) (0,b,a) = ay(xlys) =21, = (0,b,¢c) = a=c;

2) (0,b,0) = ape(xle) = 21, = (0,b,0). Isto ndo nos acrescenta nenhuma

restricao;
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3) (¢,b,0) = agp(xly) = zlp = (a,b,0) = a=c.

Assim, temos que A = {(r,s,r) | r,s € R}.

Para o que segue, vamos considerar G um grupo finito.

Definigao 1.2.14. O skew anel de grupo parcial, denotado por Ax, G, € o conjunto

das somas formais finitas Y x,u,, em que x, € D, e u, sao simbolos. A adigao é
geG

a usual e a multiplicacao € determinada por

(zgug) (Ynun) = ag(ag-1(z4)yn)ugn,

para quaisquer T, € Dy e yp, € Dy,.

Observe que a multiplicac@o estd bem definida, dado x4 € Dy, ay-1(xy) € Dy-1 e
yr, € Dy,. Como todos ideais de o sdo unitérios, entao ay(Dy-1Dp) = ay(Dy-1 N Dy)

= Dy N Dy, C Dy, ou seja, ag(ay-1(xg)yn) € Dgp.
Note que og(og-1(xg)yn)ugh = og(g-1(xg)1g-1yn)tgh = Tgatg(1g-1yn)ugn, entao
a multiplicagdo em A x, G também pode ser definida da seguinte maneira:

(xgug) (ynun) = Igag(yhlg*1 )uyh-

Existe um homomorfismo de anéis injetor
A — Ax, G
T — Tu.

Assim, A ¢ isomorfo a Au;. Como cada D, é um anel com identidade, entao, pelo
Corolério 3.2 de [4], A x, G ¢é associativo. Assim temos que A x, G com a soma

usual e a multiplicacao definida acima é um anel com elemento identidade 1.

Observamos que em geral A x, G nao é comutativo. De fato, usando a agao

parcial definida no Exemplo 1.2.6 do grupo de Klein, {1, g, h,gh}, sobre o anel
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A =R x R x R, temos, para quaisquer a, b, z,y € R, que:
((a,0,b)uy)((z,y,0)up) = (0,0, bx)ug,, enquanto

((ZE, y7 O)uh)((a7 07 b)ug) = (07 yav O)Ugh-
E (0,0, bx)ug, # (0,ya, 0)uy, sempre que bz # 0 ou ya # 0.

Definimos a aplicacao traco parcial tr, : A — A por tro(x) = > ag(zls-1),
geG
para todo = € A.

Observagao 1.2.15. Note que tro,(A) C A*. De fato, seja x € A, pelo Lema

1.2.10, item (iv), temos que:

ap(tro(x)ly-1) = ah(%:Gag(xlg_l)lh_1): %:Gah(cxg(:clg_l)lh_l)

= Y apg(@lng 1)1y = Y ap(xly-1)1, = tro(z)1y.
geG keG

Além disso, a aplicacdo trago é A%-linear. De fato, sejam a € A% e x € A, entao:

tro(az) = > aglarly—)
geG

= > O‘g(alg‘l )O‘g(xlg‘l)

geG
= 2 alyag(rly)

geG

= a) ag(rl;)

geG

= atry(z).
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Capitulo 2

Teoria de Galois Parcial

Neste capitulo serd demonstrado o Teorema das equivaléncias para a definicao de
extensao de Galois a-parcial e o Teorema Fundamental da Teoria de Galois Parcial.
Para isto usamos como base o artigo de M. Dokuchaev, M. Ferrero e A. Paques [5]
e apresentamos aqui as demonstragoes detalhadas dos teoremas citados, porém sob
outro ponto de vista. Ao longo de todo o capitulo A denotard um anel unitario e
a uma agao parcial globalizavel de um grupo finito G sobre o anel A. Além disso,

vamos supor que A% esta contido no centro de A. Usaremos ® para abreviar ® ga.

2.1 Extensoes de Galois Parciais

Iniciamos fazendo algumas observagoes sobre as estruturas usadas no Teorema das

equivaléncias para a definicao de extensao de Galois a-parcial.

Note que, A x, G é um A-médulo via a acdo z - (z,uy) = (zur)(z,uy), para
quaisquer x € A e x, € D,. Em particular é um A“-mddulo, e é uma A“-dlgebra.
Também temos que Enda(A) é um A-médulo a esquerda, com elemento identidade

Ida, via a agao (z- f)(2) = xf(2’) para quaisquer x, 2’ € Ae f € Enda.(A). Além
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disso, Endsa(A) é uma A“-élgebra, com as operagoes usuais.

Seja ¢ : Axq G = Endae(A) definida por () xyuy)(2) = Y xg04(214-1),
geG geG
para todo z € A. E facil ver que ¢ é um homomorfismo de A-moédulos a esquerda

e de A“-algebras.

O anel A é um Ax,G-mddulo a esquerda via ¢, ou seja, (r,uy) -z = @(x4u,)(2) =
Ty04(21,-1), para quaisquer z € A, z, € Dy e g € G. De fato, sejam z € A, z, € D,

e yn € Dy, entao

(zgug) - [(ynun) - 2] = (zgug) - [ynan(z1p-1)]
= 2y (ynan(z1p-1)14-1)
= zgay(yply-1)og(og(21p-1)1,-1)
= Tyag(ynlg-1)agn(zlgn-1)l
= zg0y(ynlg-1)agn(z1lgn-1)
= [zgay(ynly—1)ug - 2

= [(zgug)(ynun)] - 2
e (lauy) -z = laaq(2ls) = 1yz = 2.

Seja M um A %, G-médulo a esquerda. Como podemos identificar os elementos
r € A com os elementos zu; € A x, G, entao M é um A-moédulo a esquerda.

Denotamos por
MY ={m e M| (1,uy) -m = 1,m, para todo g € G}

o conjunto dos elementos invariantes de M sobre G.

Se M = A na defini¢ao dos invariantes acima temos que
AY ={x € A| (l,u,) -z = 1,2, para todo g € G}.
Como (14ug) - x = 1goy(x1,-1) = ag(xl,-1), entdo

A ={x € A|ay(rl, ;) = 1,7, para todo g € G},
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ou seja, coincide com a definicao de A do capitulo anterior.

Definicao 2.1.1. Seja o uma ac¢ao parcial de um grupo finito G sobre um anel
A. Dizemos que A € uma extensdo de Galois a-parcial de A se existem elementos

i,y € A1 < i <mn, tais que, para cada g € G, temos
n

Z Tiog(Yilg—1) = 1,414,
i=1

onde 1 denota o elemento identidade do grupo G. O conjunto {z;,y; 1<i<n € cha-

mado de sistema de coordenadas de Galois a-parciais de A sobre A®.

Teorema 2.1.2. Seja o uma agao parcial de um grupo finito G sobre um anel A.

Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) A é uma extensao de Galois a-parcial de A®.

(i) A € um A*-mddulo projetivo finitamente gerado e ¢ : Axo, G — Endj«(A) €

um isomorfismo de A-mddulos a esquerda e de A“-dlgebras.

(iii) Para todo Ax, G-médulo a esquerda M, a aplicagio pn: A® MY — M, dada

por p(z @ m) = x - m, € um isomorfismo de A-mddulos a esquerda.

(iv) A aplicagio p : A® A— [] Dy, dada por Y(x ®@y) = (xay(yly-1))gec, € um
geG
isomorfismo de A-mddulos a esquerda.

Demonstracao.

(i) = (ii) Sejam z;,y; € A, 1 < i < n, tais que ) z;04(y;1,-1) = 61,414, para todo
i=1
g € G. Definimos f; € Homaa(A, A%) por fi(z) = tro(yiz) = > ay(yixl,—1), para
geG
todo = € A. Entao, para todo x € A, temos:

> o = Yafir) = X T woylyly)
i= 1= 1=1 g€
= > (X miag(yily—1))ay(wly—1) = 37 61 gag(zly-1) = 2.
geG =1 geG
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Entao o conjunto { f;, z; }1<i<n, forma uma base dual para A sobre A*. Portanto

A é um A®-mébdulo projetivo finitamente gerado.

Para mostrar que ¢ : A x, G — Endsa(A) é sobrejetor, dado f € Endaa(A),

consideramos w = Y > f(z;)ay(yily-1)uy € Axq G. Entdo, para qualquer x € A
geGi=1
temos:

pW)(@) = X5 f@ag(yidy)ag(zl, )

geGi=1

= §f<xi> S oy (yirl, 1)

=T %
= % fa)ira(y)
= 3 f=)fi)

= 3 flafi@)

= (L nfi@) = (2).

i=1
Portanto, p(w) = f e ¢ é sobrejetora.

Para mostrar que ¢ é injetora, consideramos v = ZGa:gug € Ker(p), entao
g€

temos que ¢(v)(x) = 0, para todo z € A. Em particular, p(v)(z;) =0, 1 <i < n,

logo:
0 = > o) (i) on(yilp-1)un

heG i1=1

= > Tgorg (w1 )ah(yzlh 1) up,
heG geGi=1

= Yo xgag(zily-1)og (yilp-1)1gup
heG geiGi=1

= > g (ilg-1)ay (g1 (an(yilp-1)1g) ) un
he@G geGi=1

= > Tgorg (i1, )O‘g(agflh(yil(g—lh)*l)19*1)7%
heG geGi=1

= :Ugag(z Tiog-1p(Yilp-14)15-1)up
heG geG i=1

= 2. 2 Tey(dgnlyg—1)up
heG geG

= > Igo‘g(lgfl)ug =D Tyl
geG geG

= 9.
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(ii) = (iii) Primeiro observemos que A ® MY é um A-médulo & esquerda via a agao
7 (r ®m) = 2’z ® m, para quaisquer 2, € A e m € M® Note que, i é
homomorfismo de A-mddulos & esquerda, pois para quaisquer ', o € Aem € M

temos

ple' - (x@m)) =p@'z@m)=2'v-m=2"-(x-m)=2" ulzr @m).

Para mostrar que p é isomorfismo, vamos construir a sua inversa, que sera

denotada por v. Mas antes disso, observemos alguns fatos.

Como A é um A%mébdulo projetivo finitamente gerado, entao existem z; € A

e fi € Homga(A, AY) C Endaa(A), 1 <i <mn, tais que z = > f;(x)x;, para todo
i=1
x € A. Como ¢ é sobrejetora, seja v; € Ax, G tal que p(v;) = fi, 1 <i<n.

Observe que para todo z € A temos
SD(Z zi - vi)(2) = Z%@(%)(@ = Zmifi(z) =2z
i=1 i=1 i=1
ou seja, p(Y x;-v;) = Ida = lgna,a(a). Como ¢ é isomorfismo de anéis, temos que
i=1

n
> ri v = lay,
i=1

Agora observemos que, como Ax,G é um A-mdédulo a esquerda e ¢ é isomorfismo
de A-modulos a esquerda e de anéis, entao, para todo x € A,g € Gel <i<n,

temos que

e((Lguglvi)(x) = (p(Laug)p(vi))(@) = @(Laug)(p(vi)(x)) = ©(lguy)(fi(2))
= Lay(fi(z)1g-1) = 1y fi(z) = 1gp(vi)(z) = p(14v:)(x).
Portanto, ¢((1,u,)v;) = ¢(1,0;). Como ¢ 6 isomorfismo, entio para todo g € G
el<i<n,

(Lyug)v; = 14u;.
Disto segue que v; - m € MY, para todo m € M. De fato,

Lyug - (vi-m) = ((Lgug)vi) - m = (1gv;) - m = 14(v; - m).
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Agora definimos:
v: M — A® M€

n
mo o > x; Qv - m.
i=1

Para demonstrar que v é a inversa de p necessitamos da seguinte igualdade:

v« (z-m)=)(x) m, para todox € A, m € MY e v =1x,u, € A%, G. De fato,

vo(z-m) = v-(zu-m)=(v-aw)-m
= ((zgug)(zwr)) - m = (zga4(xly-1)uy) - m
= (pzgug)(z)lgug) - m = (v)(z)((Lyug) - m)
= p(v)(z)(1gm) = (zg0y(x14-1)1g) - m

= zga4(xly1)-m=pv)(x)- m.

Agora estamos aptos a mostrar que a aplicagao v é a inversa da u. De fato, se

r®@m € A® MY entdo:

voulr@m) = V(:r~m):ixi®vi-(a:-m)

A pentltima igualdade segue do fato que f;(x) € A®. Por outro lado, se m € M,
entao:

pov(m) = p(X @ v;-m)

i=1
n
= Y ;- (vi-m)=la,g-m=m.
i=1
(iii) = (iv) Por um argumento andlogo ao feito no item anterior e observando que
[1 Dy é um A-médulo a esquerda via multiplicacao de A, verifica-se que ¢ é ho-

geG
momorfismo de A-médulos a esquerda.

Considere o conjunto F = {f : G — A | f(g9) € D,, paratodo g € G}.

Definindo as operagoes (f1 + f2)(g9) = fi(g) + f2(9) e (z - f)(g) = xf(g), para

quaisquer fi,fo € F, g € G e x € A, temos que F é um A-mddulo a esquerda.
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Observe que F é isomorfo a [[ D, como A-médulo a esquerda, via a aplicagao
geG

que associa a cada f € F o elemento (f(g))gec € [[ Dy- Além disso, F é um
geG
A x, G-médulo a esquerda via (zyuy - f)(h) = z40,(f (g7 h)1,-1), para quaisquer

feF,gheGeuxy e Dy, pois para todo k € G, temos que:

((gug) - ((ynun) - )K) = zgaq((ynun) - f(g7 k) 1g-1)

= zgag(ynon(f(h g7 k) Lp-1)1g-1)
= 2yay(ynle)ag(an(f(h™1g7 k) 1p-1)14-1)
= zgaq(ynly—1)agn(f(h™ 1971’?) n-1)1g
= zg09(ynlg-1)ogn(f(h g™
= (zgoq(ynlg—)ugn - f)(k)
= (((zgug)(ynun)) - f)(k)

e (Laur) - f(h) = Lacu(f(h)) = 1af(h) = f(h), para todo h € G.

Por hipétese, a aplicacdo p: A ® F¢ — F é um isomorfismo de A-médulos &
esquerda. Como, além disso, F e [[ D, s@o isomorfos como A-mddulos a esquerda
entdao i’ : A® F¢ — [[ D,, dadagi)cj)r W(x® f)=(xf(g))gec é um isomorfismo de
A-moédulos a esquerdegm.eG

Para completar a demonstracao, mostremos que a aplicacdo 0 : A — F¢ definida
por 0(z)(h) = ap(zly-1), paratodox € Aeh € G, é um isomorfismo de A*-mddulos
a esquerda. Primeiramente observe que # esta bem definida pois, para todo h € G,

temos:
((Lgug) - 0(2))(h) = Lgay(0(z)(g~ h)1s-)
= 1yay(ay-n(@lpty)1,)
— Loy (g (@)1, )
= Lyoy(ag-1(an(zlh-1)ly))
= ap(alp)l,
— 1,0(2) ().

Agora, vejamos que 6 é homomorfismo de A%-mddulos a esquerda. De fato, para
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todoa € A% x € Ae h € G, temos

O(ax)(h) = ap(axly-1) = ap(aly-1)ag(xly-1) = aap(xly-1) = ab(h).

Seja © € Ker(#). Entao, 0 = 6(z). Consequentemente, ay(zl,-1) = 0(x)(h) =
0, para todo h € G. Em particular, para h = 1 temos 0 = a;(z1;) = z. Logo, 0 é

injetora.

Mais ainda, 6 é sobrejetora, pois dado f € F¢, escolhemos z = f(1). Entao

0(x)(h) = an(f(1)1y-1) = an(f(h7 ) 1p-1) = (Laun - f)(h) = 1uf(h) = f(h),
para todo h € G. Disto segue que, 0(x) = f.
Logo, 6 é isomorfismo de A*-mddulos a esquerda.

Portanto, pro (Ida ®60) : A® A — [[ D, dada por po (Ids ® 0)(z ® y) =
geG
(28(y)(9))gec ¢ um isomorfismo de A-mddulos a esquerda claramente igual a .

(iv) = (i) Considere (14,0,---,0) € [[ D,, onde a primeira entrada corresponde a
\G| =
vezes

g = 1. Como ® é isomorfismo, entao existe »  z;Qy; € AR A tal que (> z;®y;) =
i=1 i=1

(14,0,---,0). Assim temos que ) z;0q(y;l,-1) = 1 414. ]
i=1

Observagao 2.1.3. Se A for comutativo entao o isomorfismo v da afirmagao (iv)

¢ também de A%-dlgebras.

Corolario 2.1.4. Seja A uma extensao de Galois a-parcial de A“. FEntao,

(i) Eziste um elemento ¢ € A tal que tro(c) = > agy(cly-1) = 14.
geG

(ii) A% € isomorfo a um somando direto de A como A*-mddulo.

(i1i) Sejam S uma A%-dlgebra comutativa com unidade 1g e

v=({S® Dy}, {7, = 1s ® ag})ec
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a acdo parcial de G sobre S ® A induzida por o via
Vo8 @ xly-1) = s ® ag(xly-1),

para todo v € A,s € S,g € G. Entio S ® A € uma extensio de Galois

~v-parcial de S.

Demonstracao.

(i) Pela Observacao 1.2.15 temos que tro(A) C A% e tr, é A%-linear. Consideremos
o isomorfismo de A-médulos a esquerda ¢ : A x, G — Endsa(A) da afirmagao (i7)

de Teorema 2.1.2 definido por ¢( ) zguy)(z) = > x4a4(zl,-1), para todo x € A.
geG geG
Observemos que, para todo = € A,

‘P(Z ug)(z) = ZO‘g@lg‘l) = tra(),

geG geG

e consequentemente tr, = (> u,). Sejat = Y u, € A%, G, assim tr, = @(1).
geG geG

Afirmacgao: Homa(A, A%) = p(tA), ou seja, tr, gera Homa(A, A%) como
A-moédulo a direita. De fato, para quaisquer x,y € A, temos

E ug (xuq)) E ag a:l 1 ug

geG geG

e, portanto,

p(tr)(y) = w2 ag(rly-1)uy)(y)

geG
= Z@g<xlg‘1)ag(ylg‘l>
geG
= > ag(ryly)
geG

= tro(zy) € A*.
Isto prova que @(tA) C Homaa (A, A%). Sejam f € Homaa(A, A%) C Homaa(A, A)
e seja w = Yy xyu, € A, G tal que p(w) = f. Entao, para todo z € A,
G

g€
o(w)(xz) = f(z) € A%, ou seja, Y xgoy(xl,-1) € A%, Logo, para todo k € G,
geG

R(ngag(ﬁl Vj-1) Z:Bgozg (x1g-1)1k,

geG geG
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implicando que

> wgag(alg- )l = ar( X wga(xlg-1)13-1)
9eG geqG

= > ap(rglp-1)ag(ag(zly—1)1x-1)
geG

= Z Olk(.%glk—l)@kg(ﬂﬁl(kg)—l)1k
geG

= > agp(zp-1plp—1)ap(xly-1),
heG

para qualquer = € A. Entao, para todo z € A,
QO(Z Tglpug)(z) = SO(Z ag(Th-191-1)ug) (2).
geG geq
Como ¢ ¢é isomorfismo, entao
Z rglpu, = Z ap(Tp-1415-1)u,.
geG geG
Isto implica que x41; = ag(2g-1415-1), para todo k, g € G. Em particular, para

g =k, temos x4 = 141y = ay(x11,-1), para todo g € G.

Em consequéncia,
w = ngug = Z&g(:cllg_1)ug = (Z ug) (1) = (Z Ug)x1 = tT].
geG geG geG geG
Portanto, f = ¢p(w) = ¢(tz,) € p(tA). Portanto Homae(A, A%) = p(tA). Isto

conclui a prova da afirmacao.

Portanto para todo f € Homa«(A, A%), existe y € A tal que f = p(ty) =

(Y ugy) = (> ug(yul)) = (> O‘g(ylg”)ug) e, consequentemente, f(z) =
geG geG geG

(D2 ag(ylg—)ug)(@) = 3 agylg-1)ag(zly-1) = 3 ag(yzly-1) = tra(yz), qual-
geG geG geG
quer que seja x € A. Isto mostra que para toda f € Homaa (A, A%), f = tro(y—),

para algum y € A.

Por outro lado, A é um A“mddulo projetivo finitamente gerado (por (ii) do
Teorema 2.1.2), fiel (pois A* C A) e A* é comutativo (pois estd contido no cen-

tro de A). Portanto, pelo Coroldrio 1.1.5, existem fi,---, f, € Homaa(A, A%) e
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n
Ty, &, € A tais que Y. fi(x;) = 14. Sabemos que existem yq,--- ,y, € A tais
i=1

que f; = tro(y;—), logo

L= fila:) = ) tralyw:) = tra(Y_(yi:) = tra(c)
i=1 i=1 i=1
para ¢ = Y (y;z;) € A.
i=1
(ii) Por (i) existe ¢ € A tal que tro(c) = 14. Portanto, tr, : A — A* é um

homomorfismo de A*-mddulos sobrejetor e, consequentemente, a sequéncia
tra a
A— A" —0

é exata. Definimos 0 : A* — A por 0(z) = xc, para todo = € S* Note que 6 é
um homomorfismo de A*-moédulos. Temos que tr, o 0(z) = tr,(zc) = xtr,(c) = z,
consequentemente tr, o 0 = Id .. Logo a sequéncia exata A oy Ao 4 0 cinde e

A~ A* @ ker(try).
(iii) Como, por (ii), A~ A* @ N, para algum A%*-médulo N, entao
SRA=(S® AY)® (S®N)

e podemos identificar S com (S®A%) em S® A. Sejam {z;, y; }1<i<n as coordenadas

de Galois a-parciais de A sobre A%, ou seja, Y x;aq(y;l,-1) = 01,414, para todo
i=1

g < G. EIlt?iO, {13 Rz, leg ® yi}lgign CS®Ae 2(15 & Ii)’)/g(ls &® yilg—l) =

i=1

(1s @ ;) (1s ® ay(yily—1)) = 1g ® ; Tiog(Yily—1) = 1g ® 01 414 = 61 415.

=1 3

Agora resta mostrar que (S ® A)Y =S ® A* = S.

M=

Sejam Y s; @ x; € (S® A)Y e c € A, tal que tr,(c) = 14. Entao

=1
Yosi®r = (D5 ®0x)(ls® 1)
i=1 i=1

= (3 s @) (15 ® tra(c))

i=1

= > 5 ®aitry(c)

=1
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n

= > 50z, agcl,1)

=1 geG

= > > si®@ziay(clyr)
geGi=1

= > >2(85® xilg)(lS ® O‘g(dg*l))
geGi=1

= > 2 (si®ay(rly-1))(ls ® ag(cly-1))
geGi=1

= > 5Q ), O‘g(%lg‘l)ag(dg‘l)
=1 geG

= > 5 ® > ag(wiclyr)
=1 geG

8; @ tro(ric) € S® A* ~ S.
-1

7

n
Reciprocamente, para todo > s; ® x; € S ® A* = S5, temos que
i=1

n n n n

yg(z 8 @xily1) = Z S @ ag(xily—1) = Z s @xl, = (Z s @) (lg ® 1),

i=1 i=1 i=1 i=1
qualquer que seja g € G. Portanto S ~ S ® A* C (S® A)".

Isto completa a demonstragao do corolario. O

Definigao 2.1.5. Denotamos por Gy o conjunto {g € G | D, # 0}.

Observemos que nos Exemplos 1.2.4, 1.2.6 e 1.2.7 todos ideais considerados
considerados nas agoes parciais sao nao nulos, assim, GGy coincide com o grupo
considerado em cada caso, sendo trivialmente um subgrupo. Ja no Exemplo 1.2.5,
Go = {1}, que é um subgrupo do grupo GG. Porém, nem sempre G é um subgrupo

do grupo considerado na ac¢ao parcial, como podemos ver no préximo exemplo.

Exemplo 2.1.6. Sejam R um anel com unidade, A= RxR e G = {1,9,¢* ¢°, g},
o grupo ciclico de ordem 5. Considere a sequinte a¢ao parcial de G sobre A:
Dy =A, Dy =Dy = {0} x {0}, D2 = {0} x R e Dis = R x {0}; e isomorfismos
ay = Ida, ag = age isomorfismos nulos, e:

oz D

g2 g3 7 DQQ , agleg2 — Dgs

(a,0) — (0,a) (0,b) +— (b,0).
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Neste exzemplo, Gy = {1, 4% ¢*} que ndo é um subgrupo de G.

Definicao 2.1.7. Dois elementos g,h € Gy sao ditos a-fortemente distintos, se
para qualquer idempotente ndao nulo e € DyU Dy, existe x € A tal que ag(x1,-1)e #

ap(xly-1)e.

Proposicao 2.1.8. Seja A um anel comutativo. Entdo, A € uma extensao de Galois
a-parcial de A% se, e somente se, A € separdvel sobre A* e os elementos de Gy sao

dois a dois a-fortemente distintos.

Demonstracao. (=) Como A é uma extensao de Galois a-parcial de A%, existem

z;,y; € A1 < i < n, tais que ) z;a4(y;l4-1) = 01,414, para todo g € G. Em
i=1

particular para g = 1 temos > x;y; = 14. Escolhemos e = ) z;®y; € A°= AR A.
i=1 i=1
Mostraremos que e é um idempotente de separabilidade de A sobre A®. De fato,

seja i : A° — A o homomorfismo de A°-mddulos induzido pela multiplicacao de A,
entdo p(e) = > x;y; = 14. Além disso, para todo z € A temos que:
i=1

n

(z®@1a)e = Y rz;Qy;

=1
= Z( Z O‘g(xxilgfl)él,g) QD Yi
=1 geG
= >.(X ag(‘rxilg*l) > xjo‘g(yjlg*)) ® Yi
i=1 geG Jj=1
= >, (Y Oég(xxiyjlg‘l)) X Yi
i=1j=1 = geqG
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Portanto, A é separavel sobre A®.

Agora vamos provar que os elementos de Gy sao dois a dois a-fortemente distin-
tos. Consideremos g, h € Gy e e € D,U Dj, um idempotente nao nulo. Suponhamos
que ag(zly-1)e = op(xlp-1)e, para todo x € A. Se e € Dy, aplicando o -1 em
ambos os lados da igualdade, obtemos za,-1(e) = ay-1p(x1-14)0y-1(€) para todo

x € A. Usando esta tltima igualdade para x = y; temos
ag-1(e) = laay-1(e) = inyiozgq(e) = inagflh(yilhflg)agfl(@) = 01 g-1p0-1(€).
i=1 i=1

Como e é nao nulo, entdo a,-1(e) # 0, logo g~'h = 1, ou seja, g = h. Se
e € Dy, aplicamos «y,-1 em ambos os lados da igualdade e, por argumento anélogo,

também concluimos que g = h. Portanto, se g # h, entao existe x € A tal que
ag(zly-1)e # ap(xly-1)e.

(<) Suponhamos que A é uma &lgebra separavel sobre A® e os elementos de
Gy sao dois a dois a-fortemente distintos. Para g € Gy, considere o homomorfismo
de A-dlgebras , : A® A - A® D,, definido por §y(z ® y) = x ® ay(yl,-1), para
quaisquer z,y € A. Seja e = i r; ®y; € A® A o idempotente de separabilidade
de A sobre Ae p: A® A — Z:llo homomorfismo de A ® A-mdédulos induzido pela
multiplicacao de A. Assim, temos que u(e) = i ryi=lpe(z®@14—14®@x)e =0,
para todo x € A. Observamos que p é unTlhomomorﬁsmo de anéis, pois A é
comutativo. Para todo g € Gy, seja e, = p(,(e)) = f:lxiag(yilg—l) € D,. Logo,
para qualquer g € Go, temos €2 = p(fy(e))u(fy(e)) = ;L(Hg(e)@g(e)) = u(B,(e?)) =
p(by(e)) = ey, ou seja, e, é um idempotente em D,. Além disso, para todo x € A,

também temos que

weg = xp(fy(e)) = x1gu(by(e))
= @ 1g)u(dy(e)) = u((x @ 14)0y(e))
= llg(x ® 14)bg(e)) = p(0y((z @ 1a)e))
= 0y ((1a @ w)e)) = pu(f,(1a ® 2)b,(e))
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= 1((1a ® ag(21g-1))04(e)) = p(la © ag(aly-1))u(by(€))
= p(la®ag(zly-r))eg = ag(rly-1)e,.
Como os elementos de G sao dois a dois a-fortemente distintos, entao e, = 0 ou

g = 1 e portanto, para todo g € Gy, 01,4 = €, = Y x;04(y;14-1). Se g ¢ Gy, entao
i=1

Iy =11 =0e > zjay(yily—1) = 0. Uma vez que 1 € Gy, pois D = A, entao
i=1

> wiog(yily—1) = 01,4, para todo g € G. O
i=1

Definigao 2.1.9. Sejam ¢,v : S — A homomorfismos de anéis tais que existem
g,h € Gy satisfazendo ¢(S) C D, e ¢(S) C Dy,. Dizemos que ¢ e 1 sao homo-
morfismos a-fortemente distintos se, para todo idempotente nao nulo e € Dy U Dy,

existe um elemento s € S tal que ¢(s)e # Y (s)e.

Exemplo 2.1.10. Os homomorfismos ay(--1,-1) € ap(--1,-1) da ac¢do parcial dada
no exemplo 1.2.6 sao a-fortemente distintos. De fato, ag(Aly-1) C Dy, ap(Alp-1) C
Dy, e temos os seguintes idempotente nao nulos em Dy U Dy: e; = (1,0,0),e0 =
(0,1,0),e3 = (0,0,1),e4 = (1,1,0),e5 = (0,1,1),e6 = (1,0,1) e ez = (1,1,1). To-
mando x = (a,b,c) € A com a,b,c todos nao nulos e dois a dois distintos temos
que oy(xl,-1) = (c,0,a) e ap(xly-1) = (b,a,0). Assim, temos que agy(xl,—1)e; #
ap(zlp-1)e;, para todo i = 1,--- 7. De maneira andloga podemos mostrar que
ag(--Lg-1), agn(--Ligp)-1) € an(--1p-1), sao homomorfismos dois a dois a-fortemente

distintos.

Exemplo 2.1.11. No exemplo 1.2.7 temos um caso de uma ac¢ao parcial com ho-
momorfismos que ndo sao a-fortemente distintos. De fato, tomando e = (0,1,0),

nao existe x € S que satisfaca a Defini¢ao 2.1.9, para todo par de elementos de G.

Lema 2.1.12. Sejam A uma anel comutativo com unidade, S uma A-dlgebra co-
mutativa separdvel com elemento identidade 15 e f : S — A um homomorfismo
de A-dlgebras. Entao, existe um inico idempotente w € S tal que f(w) = 14 e

sw = f(s)w, para todo s € S.
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Demonstracao. Como S é um A-algebra separavel existem elementos rq,--- , 7,
n

n
S, ,8, € Stalsque Y rjs; =1lge
] ;

n
Sr;®as; =y, 1;®48;, paratodo s € S.
j j=1

1

Seja f : S — A um homomorfismo de A-algebras e w = > f(r;)s; € S, entao
j=1

n

flw) = FQ_Fr)si) = 3 i) f(s5) = FQ_risi) = f(ls) = L.

j=1

Agora, para todo r € S, temos:

J

= ﬁ:lf(wj)@ASj - ﬁ:lf(Tj)@)ASﬂ’

(F@alds) (X rry ©as) = (f ©alds)(L 1 ©a57)

= i 14 ®4y f(’l“?“j)Sj = i 14 ®4 f(’l“j)SjT

Jj=1 j=1
=144 f(rw = 14®4rw.
Aplicando a esta igualdade o S ®4 S-homomorfismo g : S ®4 S — S induzido
pela multiplicacao de S obtemos f(r)w = rw. Se fizermos r = 1lg, teremos w =

lsw = f(lg)w = Lyw = f(w)w = w?

Se w’ é outro idempotente de S que satisfaz f(w') = 14 e f(r)w’ = ruw’, para

todo r € S, entdo w' = 1w’ = f(w)w =ww' = w'w = f(w)w = 1w = w. O

Lema 2.1.13. Seja A uma anel comutativo com unidade, S uma A-dlgebra comu-
tativa separavel com elemento identidade 1g. Se f1,---, f sdo homomorfismos de
A-dlgebras de S em A dois a dois a-fortemente distintos, tais que f;(S) C D,,, com
gi € Gy, entdo os correspondentes idempotentes wy,--- ,w, satisfazendo o Lema

anterior, sao dois a dois ortogonais e fi(w;) = d;;.

Demonstracdo. Sejam fi,---, f, : S — A homomorfismos de A-algebras dois a dois
a-fortemente distintos e tais que f;(S) € D,,, com g; € Gy. Sejam wy,--- ,w, € S

os correspondentes idempotentes que verificam f;(w;) = 14 e fi(s)w; = sw;, para
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todo s € S. Observemos que w;; = fi(w;) € D, é idempotente em D, pois
wy; = (fiw;))? = fi(w?) = fi(w;) = wy;, para i,j = 1,---,n. Também temos
que, fi(s)wi; = fi(s)filw;) = filsw;) = fi(fi(s)w;) = [i(s)fi(w;) = fj(s)wi;, para
todo s € S. Como f; e f; sao a-fortemente distintos se @ # j, concluimos que

w;j = fi(w;) = 0 sempre que ¢ # j. Logo fi(w;) = 6;;, para i,j = 1,--- ,n.

Finalmente, w;w; = f;(w;)w; = d;;w; =0, se i # j. 0

2.2 A correspondéncia de Galois

Nesta secao vamos provar o Teorema Fundamental da Teoria de Galois Parcial.

Para tanto vamos assumir que toda extensao de Galois a-parcial é comutativa.

Seja F = {f : G = A | f(g9) € D, para todo g € G}. Note que F é uma

A-algebra com adigao e multiplicagdo pontuais (em particular é uma A%-dlgebra).

Lema 2.2.1. Seja A uma extensao de Galois a-parcial de A%. Entdo, eriste uma

a¢ao parcial o de G sobre a dlgebra F tal que F € uma extensdao de Galois o' -parcial

de A.

Demonstracao. Pelo Corolario 2.1.4, item 3, A ® A é uma extensao de Galois
~v-parcial de A, onde v é uma acao parcial de G sobre A ® A induzida pela acao
parcial o via v,(r ® yl,;-1) = 2 @ oy(yly-1),z,y € A. Além disso, temos que

F ~ [[ D, como A%-dlgebras, via:
geG

¢o: F — I D,

geG
fo= (f(9))gec

com inversa dada por:

ot: JID, — F

geG

(Xg)gec — f:G—= A f(g) =24Yg9€G.
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Pela observagao 2.1.3, a aplicagao

p: A®A — ][] D,

geG
rRy = (ray(yly-1))gec
¢ um isomorfismo de A%&lgebras. Logo, a aplicacao n = ¢! o4 dada por
n: ARA — F
r®y — nry):G— A,

onde 7n(z ®y)(g) = zoy(yly-1), para todo g € G, é um isomorfismo de A%-dlgebras.

Este isomorfismo induz uma agao parcial o’ = ({F,},{a}})sec de G sobre F =
n(A ® A) onde os ideais sao dados por F; = n(A® Dy) = n((A® A) (14 ® 1,)) =
N(A®A)n(1,®1,). Os isomorfismos sao definidos de forma que o seguinte diagrama

seja comutativo

Fy : Fy

w,T T:n

A@DgflT‘A(@Dg

ou seja, ay =107, 0 nt.
Desta forma, F é uma extensao de Galois o/’-parcial de A. O
Seja A uma extensao de Galois a-parcial de A®. Para cada subgrupo H de G a
restricao

ag = ({Dn}, {an})nen

de o a H é claramente uma acao parcial de H sobre A. Denotemos
A%t ={x € A | ap(xlp-1) = x1y, para todo h € H}
e observamos que A* é sempre uma A%-subdlgebra de A.

Lema 2.2.2. Seja A uma extensao de Galois a-parcial de A% e H um subgrupo
de G. Entio, f € Fu se, e somente se, f(gh)ly = f(9)lyn, para quaisquer
he Hged.
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Demonstracdo. Considere f € F®u, pela demonstracdo do Lema 2.2.1, a aplicacao
n: A®A — F dada por n(z®y)(g) = xay(yl,-1), para quaisquer z,y € A, e g € G,
é um isomorfismo de A*-algebras. Logo, existe z @y € A® A tal que f = n(z®vy).

Assim,
n(r ®y) € Fou &

& ap(n(x®@yly-1)) =n(r ®@yly), para todo h € H
< Nz @ yly-1)) = n(x @ yl,), para todo h € H
& nr @ ap(ylp-1)) = n(r ®@yly), para todo h € H
& n(r @ ap(yly-1))(g) = n(z ®yly)(g), paratodo h € H ge G
& zag(ap(ylp-1)l,-1) = zoy(ylyl,—1), paratodo he H,g € G
& zag(yYlgn 1)1y = zog(yly-1)ay(131,-1), paratodo h € H,g € G
S xagn(yYlgn-1)1lgnly = vag(yly-1)1lyly,, paratodo h € H,g € G
& nxey)(gh)lul, =n(r@y)(9)l41,, paratodo he€ H.g € G
& flgh)lgnly = f(g)141gn, paratodo h e H,g € G
< f(gh)l, = f(g)1s, paratodo h € H,g € G.

Para cada A®-subalgebra T' de A definimos
Hr ={g € G| oy(tly—1) =tly, para todo t € T'}.

Definigcao 2.2.3. Uma A%-subdlgebra T de A é dita a-forte, se para cada par de
elementos g, h € Gy, com g~*h ¢ Hr, os homomorfismos ayz(—1,-1) € ap(—1j-1)

de T'" em A sao a-fortemente distintos.

O conjunto Hr nem sempre é um subgrupo de GG, nem mesmo se exigirmos que

T seja A%-separavel e a-forte, como podemos ver no exemplo abaixo.

Exemplo 2.2.4. ([5], Ezemplo 6.3) Seja A uma extensao de Galois (global) ciclica

de um anel comutativo R com grupo de Galois G gerado por g de ordem 6. Considere
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o conjunto S = >, ®Ae;, onde {e; | 1 < i <5} éum conjunto de idempotentes
1<i<5

ortogonais nao nulos cuja soma € um. Defina a ag¢ao parcial o de G sobre S tomando

Ay = Aeg_; e agi(ae;) = g'(a)es—;, 1 < i < 5. Portanto temos uma agao parcial de

G sobre S e S* = {ae, + bey + ces + g*(b)es + gla)es | a,b € A c € AT},

Sejam a;,b; € A, 1 <1 < m, um sistema de coordenadas de Galois de A sobre R
e considere os elementos x; = y; = e;, j = 1,2,4,5 juntamente com os elementos
Ti3 = a;es, Yiz = b;es. E fdcil ver que isto fornece um sistema de coordenadas de
Galois de S sobre S®. Consequentemente S € uma extensao de Galois a-parcial de
Se.

Temos duas subdlgebras separdveis e a-forte T' de S nao triviais com Hp um
subgrupo de G: Ty = {xi1e; + xoes + w363 + g*(T2)es + x565 | 7 € A} e Ty =
{z1€1 + 2269 + w363 + T4€4 + T565 | T3 € A9z € A para i # 3}. Além disso a
subdlgebra T = {x1e1 + xoes + 363 + g*(12)es + g(x1)es | w3 € A} € S*-separdvel e

a-forte, porém Hy = {1, g, 4% g*,¢°} nio é um subgrupo de G.

O teorema fundamental da Teoria de Galois Parcial estabelece uma corres-
pondéncia bijetora entre os subgrupos H de G e as A%-subdlgebras separaveis T' de
A que sao a-fortes, tais que Hp é subgrupo de G, dado por:

H — A%

Hr < T.
Teorema 2.2.5. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois Parcial)
Seja A uma extensdo de Galois a-parcial de A%, tal que o € uma acdo parcial de

um grupo finito G sobre um anel unitdrio A.

(i) Seja H um subgrupo de G e T = A*". Entio A € uma extensiao de Galois

ag-parcial de T. Além disso, T é A%-separdvel, a-forte e Hr = H.

(ii) Seja T uma A*-subdlgebra separdvel e a-forte de A tal que Hy € um subgrupo

de G. Entao, A" =T para H = Hr.
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Demonstracao.

(i) Sejam x;,y;,1 < i < n, as coordenadas de Galois a-parciais de A sobre A%, ou
seja, y. xiog(yily—1) = 01414, para cada g € G. Entdo a igualdade anterior vale
i=1

para cada g € H e, consequentemente, A é uma extensao de Galois ay-parcial de

T = A1,

Como A é uma extensao de Galois ay-parcial de T', entao, pelo Teorema 2.1.2,
item (ii), A é um T-médulo projetivo finitamente gerado. Assim, existe r € Z* e L
um 7T-médulo projetivo tal que T" = A@ L. Mais ainda, A® A é um T ® T-mddulo
projetivo, pois (T @ T)” =T T = (A@ L)@ (A® L) = (A® A) & M, onde
M=(AQL) @ (LA & (LxL).

Por outro lado, pela Proposicao 2.1.8, A é separavel sobre A% e, por defini¢ao, A
é um A® A-mdédulo projetivo. Assim existe s € Z1 e N um A® A-mddulo projetivo
tal que (A ® A)* = A® N. Portanto (T ®7T)"* ~ (A® A ® M* = A® N @ M*.
Logo, podemos concluir que A é um T ® T-médulo projetivo. Como A é uma
extensao de Galois ag-parcial de T, entao T' é isomorfo a um somando direto de
A como T-moédulo pelo Coroléario 2.1.4, item 2, e consequentemente um A%maodulo
somando direto de A. Entdo, (T®T)"* = A® N @ M* =T @ ker(try, ) ® N ® M*
e como consequencia T um T ® T-médulo projetivo, o que é equivalente a T ser

A%-separavel.

Agora vamos mostrar que T é a-forte. Como A é uma extensao de Galois
ag-parcial de T, segue do coroldrio 2.1.4, item 1, que existe ¢ € A tal que tr,,, (c) =

> ap(clp-1) = 14, Consideremos novamente {x;,¥;}ti1<i<n as coordenadas de
}éelm{lois a-parciais de A sobre A®. Sejam 1z, = tro,(r.c) = Y. ap(zicly-1) e
Yo = tro, (vi) = > anp(yilp-1), para i = 1,--- ,n. Pela observa:l(jéi) 1.2.15 temos
que z},y; € T, pa};ZHtodo t=1,---,n. Assim, dado g € G, temos que:

n

riag(Yilg) = (2 an(@icly—))ag( Y ar(yile—1)lg-1)
=1 i=1 heH keH

()
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N hkzezH (Clh )z::
>a

= > anp(clp)

n(@ilp—1)ag(aun(yilp-1)1g-1)

(leh )agk (yzl(gk) )1

h,keH i=1

= thH n(clp- )Z n(ian-1(og(Yiligr-1)1n))1
,KE =1

= hkzzH (Clh )231ah(xi@h—lgk(yil(h—lgk)—l)1h—1)1g
,KE =

= thHah(Clhfl)ah(Qxiahflgk(yil(hflgk)*l)1h*1)1g
,KE 1=

= Z Oéh(Clhfl)Oéh((gl’hflgklAlh—l>1g
h,keH

B ly,se g€ H

0,se g ¢ H.

n
Se escolhermos g = 1, na igualdade acima, teremos ) x}y; = 14.
i=1

Sejam g,h € Gy, tais que g~ 'h ¢ Hp. Temos que H C Hp, pela defini¢ao de
Hr. Logo, g 'h ¢ H. Considere e € D, U Dy, um idempotente nao nulo tal que
ay(tly-1)e = oy(tl,-1)e, para todo t € T. Se e € D,, aplicando a,-1 em ambos
os lados da igualdade, obtemos ta,-1(e) = ay-1(t1y-14)y-1(€), para todo t € T.

Sejam ' = a,-1(e) et =y, € T, entdo
Zx i )e = Z(’E;Oég—lh(y;lh—lg) o R G g,
=1

Como 0 = €' = ay-1(e), segue que e = 0, 0 que é uma contradicdo. Se e € Dy,
aplicamos aj,-1 em ambos os lados da igualdade, e também teremos um absurdo.
Portanto, T' é a-forte.

Observe que A“¥r = A*# =T, De fato, como H C Hp temos A%Hr C A*H =T

Mais ainda, se t € T', entéo ay(tl,~1) = tl,, para todo g € Hr, logo T' C A%z,
Pelo Teorema 2.1.2, item (iv), as aplicagdes

Vv ARrA — HDh

heH

r®y = (vap(ylp-1))hen
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QZI A@TA — HDh

heHr
r@y = (won(ylp—))hemy

sao isomorfismos de A-médulos a esquerda. Portanto [[ Dy ~ [[ Dj. Como G
heH heHr

é finito e Hr O H, entao H = Hr.

(ii) Claramente " C A%#. Agora vamos mostrar a inclusao contraria.

Pelo corolario 2.1.4, item 3, A ® A é uma extensao de Galois y-parcial de A,
onde v = ({A® D,}, {7,})sec é uma agdo parcial de G sobre A ® A induzida por
a via vz @ yly-1) = = ® ay(yl,-1), para quaisquer z,y € A, e g € G. Sendo
F={v:G— A|v(g) € Dy, paratodo g € G} en: A® A — F o isomorfismo
de A*-algebras, dado por n(z ® y)(g) = xay(yl,—1), temos, pelo lema 2.2.1, que
F é uma extensao de Galois o/-parcial de A, onde o/ = ({F, = n(A ® D,)},
{a, =mnonyo n™'})gec é uma agao parcial de G sobre F. Como Qv 0m =101,
para todo g € G, e 1 é isomorfismo de A*dlgebras, entdo para todo v € FH existe

r®y e A® A tal que v =n(zr ® y). Portanto,

nr®y) e Fou < o mz@yly1)) =n(r®yly,), para todoh € H
< ny(z @ yly-1)) = n(xz @ yly), para todoh € H
& nlzey) en((A® A)m).

Entdo, temos que, F*n = n((A ® A)") e, consequentemente, n~'(FH) =
(A®A)'YH

Mais ainda, como T' C A%# C A entao as sequéncias
0 =T A" e 00— A" — A

sao exatas. Pelo Teorema 2.1.2 item (i7), A é um A®-moddulo projetivo a esquerda,

entao, pelo Corolério 1.1.4, as sequéncias

02 AQT - AQAYM ¢ 0 52 AQ A 5 AQ A
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também sao exatas. Logo, podemos identificar A® T com sua imagem em A ® A%

e A® A% com sua imagem em A ® A. Assim, temos que
ART CA® A C (AR A)™H,

de onde seque que

NA®T) Co((Ae A)™) = Fou.
Observemos que se Fon = n(A® T) entdo n ' (Fou) = AR T e
AR A C(A® A = Y (Fou) =A@ T.

Aplicando tr, ® 14 a esta inclusdo obtemos tr,(A) @ A*" C tro(A) ® T. Pelo
Corolario 2.1.4, item 1, decorre que tr, é sobrejetor em A% e, portanto, A*H ~

A* @ A% CA* QT ~T.
Portanto, para concluir a demonstracao de 2 resta mostrar que F®u C n(A®T).

Sejam ¢q,--- ,g, € G representantes das classes laterais distintas de H em G.
Seja {g1,- - ,gr} o subconjunto de {g1,---,g,}, tal que g; € Gy, para todo i =
l,---,kegy = 1. Paracadal < i <k, seja f; : F — A o homomorfismo de
A-dlgebras definido por f;(v) = v(g;), para todo v € F. Note que v(g;) € Dy,

para todo i = 1,--- k. Consideremos a restricao de f; a n(A ® T'), para todo

i=1,--- k.
Vamos mostrar que fi, -+, fx : n(A®T) — A sdo homomorfismos de A-algebras
dois a dois a-fortemente distintos. Observemos que se 7,5 € {1,--- ,k} sdo tais que

1 # 7, entao, como H = Hrp, temos que gi_lgj ¢ Hrp, pois se gi_lgj € Hr entao
terfamos g;1 gi € H e desta maneira g;H = g;H, o que é uma contradigao pois g;, g;
sao representantes de classes laterais distintas de H em G. Portanto, como T é
a-forte, entao para cada par de elementos g;, g; € Gy com g; 1gj ¢ Hrp e para todo

idempotente nao nulo e € Dy, U Dy, existe t € T' tal que a, (t1,-1)e # ay, (t1,-1)e.
7 J
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Logo,

fitn@@t))e = (N1 @1)(g:))e = ag,(tly1)e # ag,(t1,1)e = fi(n(l @1))e,
mostrando que fi,---, fi sao dois a dois a-fortemente distintos.

Como T' é uma A%-algebra separdvel entao n(A ® T') é A-separavel. De fato, se

er =Y. t; ®u; € T ®T é o idempotente de separabilidade de T' sobre A%, entao

=1
n

Y on(la®t)@an(la®u;) € N(ART)@4n(ART) é o idempotente de separabilidade
i=1

de n(A® T) sobre A.

Aplicando os Lemas 2.1.12 e 2.1.13, obtemos idempotentes dois a dois ortogonais
wy, - -+, wg € N(ART) tais que f;(2)w; = zw;, paratodo z € n(ART), e fi(w;) = d;j,

para i,j = 1,--- k. Notemos que wq, - ,wx € N(A®T) C Fou. Logo, para

mostrar que Fon C n(A ® T) resta mostrar que {wy,--- ,wy} geram Fu como
A-médulo.
Tomemos v € Fu. Entdo existe > 7; ®y; € A® A tal que v =1(> z; ®y;).
j=1 Jj=1
Assim, para todo i € {1,--- ,k}, temos

n

v(gi)lgn = n(; 1xj®yj)(gi)1gm
]:

- Z Ljlg, (yjlgfl ) ]'gih

7j=1
n

= LjCg; (yjlgi_l)lgilgih
j=1

l
NE

Ljlg, (yjlngl )fi(wi)lgi Lo:n
k
zjag, (Yjlg-1) fi(w)lg 1g.n

.
Il
A

I
NE

[y
~

Il
M-I

<.

s |l

g, (Y 1gf1 ) wi(gi) g Lgin-

(<

Il
—_
o~

Il
—_

-~

€A

Como G' = U]_,¢g;H e esta uniao ¢ disjunta, entao todo elemento de G se escreve

de maneira tinica como g;h, para algum h € H. Pelo Lema 2.2.2, temos que v € Fn
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se e somente se v(g;)1,,, = v(g:h)1,,, para quaisquer h € H e g; € G. Assim,

0,se g; ¢ Gy
U(gih>1gi = v(gi)lgih = k
> awi(gi) g, 1gm, s€ gi € G,
=1
coma; = Y, xjog (y; 19;1). Desta forma, é suficiente aplicar v nos g;’s € {g1, -+ , gx }-
j=1
Portanto concluimos que {wy,--- ,w;} geram Fu sobre A. ]
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Capitulo 3

Teoria de Galois e

semirreticulados

Este capitulo é baseado em [9]. Aqui serao discutidos alguns aspectos da estrutura
de uma extensao de Galois parcial. Para isso, vamos supor que A é um anel unitario,
a = ({D,},{ay})gec é uma acao parcial de um grupo finito G sobre A e cada D,

¢ um ideal unitério gerado por um idempotente central 1,.

3.1 Acoes parciais e semirreticulados

Comecamos por considerar o seguinte conjunto:
[G:{lg’geG}

Um semigrupo booleano B ¢ um semigrupo no qual b¥*> = b, para todo b € B.
Desta forma, consideremos o semigrupo Booleano gerado pelo produto dos elemen-
tos de I, com a multiplicacao de A, denotado por B(Ig). Em B(lg) existe uma

relagao de ordem natural dada por e < f se, e somente se, ef = e, para todo
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e,f € B(lg). Um elemento 0 # e € B(Ig) é dito minimal se satisfaz ef = e ou
ef =0, para todo f € B(Ig). A cada elemento minimal e € B(Ig) associamos um

subconjunto de G, definido por

Gle)={geG|ely #0} ={g€ G |ely =e}.

Observemos que 1 € G(e), para todo e € B(Ig).

Os seguintes exemplos ilustram como podemos construir semirreticulados a par-

tir de acoes parciais.

Exemplo 3.1.1. Considere a acao parcial do Grupo de Klein sobre o anel A =

Rx Rx R, onde R € um anel com unidade, definida no Exemplo 1.2.6. Neste caso,
Io ={1, =14,1,, 15,1} = {(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)},
B(IG> = {117 197 1h7 1gh7 1g1h7 1glgh> 1hlgh7 (07 07 O)}

O semirreticulado associado a esta acdo parcial € o sequinte:

19X19hX1\h
L1, 1,1y,

1n1gn

L

Neste ezemplo os elementos minimais e os subconjuntos de G associados a eles sao

dados por:

]-) €1 = 1g]-gh ~ G(el) = {Lgvgh};
2) eo =141 ~» G(e2) ={1,9,h} e

3) es = 1,1y, ~ G(es) = {1, h,gh}.

Observe que nenhum G(e;),i € {1,2,3}, é subgrupo do Grupo de Klein.
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Exemplo 3.1.2. Considere a a¢ao parcial de Cy, o grupo ciclico de ordem 4, sobre
oanel A= R X Rx R, onde R ¢ um anel com unidade, definida no Exemplo 1.2.7.

Neste caso,
I ={1, =14,1,,1p,1,5} ={(1,1,1),(0,1,1),(0,1,0),(1,1,0)},

B(Ig) = {11,1,, 1,2, 1,4 }.

gy ~g° —g
Observe que 12 = 14l = 1213 = 11,215, Denotaremos 1,2 por e.

O semirreticulado associado a esta acdo parcial € o sequinte:

L
1, 1,0
e
Neste exemplo temos apenas o elemento minimal em e € B(lg) e G(e) =

{1,9,9°% ¢*} = Cy (que trivialmente é um subgrupo de Cy).

Exemplo 3.1.3. Agora vamos considerar o exemplo 6.3 de [5], que foi transcrito
no exemplo 2.2.4 do capitulo anterior. O grupo considerado € ciclico de ordem 6
gerado por g, denotado por Cg, € o anel € S = Z ®Ae;, onde {e; | 1 <i <5}
¢ um conjunto de idempotentes ortogonais ndofzflis cuja soma € 1 e A € uma

extensao de Galois (global) ciclica de um anel comutativo R com grupo de Galois

Cs. Os ideats desta acao parcial sio definidos como Ay = Aeg—;. Dessa maneira,
I = {11 = 15,14, 152,153,144, 155}, tal que 15 = 1aes, 1,2 = 1aes, 13 = lyes,
Lge = 1geg, 1 = 14eq, 11 = 1g = 1461 ® Laex B 1463 D Laes @ 1yes, ¢

B(Ig) = {14, Ly, 142,143, 14 195,05}.

g7y =g

\

A agao parcial definida por esta construgao relacionamos o semirreticulado
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abaizo:

Os elementos minimais de B(lg) e os subconjuntos de Cq relacionados a eles
5a0:

1) 15~ G(1y) = {1,9},

2) 1p ~ G(1g) = {1,4%},

3) 1gs ~ G(1p) = {1, ¢°},

4) 1~ G(1g0) = {1, ¢},

5) 195 ~ G(lgs) = {1,g5}.
Observe que G(1,3) € subgrupo de Cs.

Como visto nos exemplos acima, dado um elemento minimal e € B(lg), o
subconjunto de G associado a e, denotado por G(e), pode nao ser um subgrupo de
G. Suponhamos que H é um subconjunto de G tal que 1 € H. Definimos:

e =[] 10 e In = {14 | h € H},
heH
e B(Iy) o semigrupo booleano gerado pelos elementos de Iy com a multiplicacao
de A. Observemos que ey pode ser zero. Na préxima se¢ao vamos mostrar alguns

resultados que valem quando H é subgrupo de G.
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3.2 Teoria de Galois e uma aplicacao para os se-

mirreticulados

Aqui apresentaremos resultados envolvendo os conceitos da se¢ao anterior para o
caso em que H é um subgrupo de GG. Ao final desta secao relacionaremos os semir-

reticulados com os resultados desenvolvidos.

Lema 3.2.1. Seja H um subgrupo de G. Entdo, para cada h € H, temos:

(1) aplegly—1) =epy;

(ZZ) Ozh(B(IH)lhfl) C B(IH)
Demonstracao.

(i) Seja h € H, entao

Oéh(eth—l) = Ozh(( H 1h’)1h*1) = H Oéh(lhxlhfl) = H 1h1hh/ = 1heH = €ey.
h'eH h'eH h'eH

(i1) Sejam hy,--- h, € Hex = 1y ---1, € B(Ig). Temos que ap(zlp-1) =

Oéh(lhllh—l) R Ozh(lhnlh—l) = 1h1hh1 o 1h1hhn = 1hh1 R 1hhn1h € B(IH) pOiS

hh; € H, para todo+=1,--- ,n. O

Lema 3.2.2. Seja H um subgrupo de G, tal que ey # 0. Entdao « induz uma ag¢do
global de H em Aey. Além disso, se A € uma extensao de Galois a-parcial de A%,

entao Aey é uma extensdao de Galois de (Aeg)™ com grupo de Galois H.

Demonstragao. Para cada h € H, temos que aj(Aegly-1) = ap(Aly-1)ap(egly-1)
= Alpeyg = Aeyly,. Entao a induz uma acao parcial de H em Aey que denotaremos
por o = ({Aeyly}, {a), = Oéh’Aeth,l})heH- Observemos que Aeyl, = Aey, para
todo h € H, consequentemente o/ é uma acao global de H em Aey. Suponhamos

que A é uma extensao de Galois a-parcial de A*. Seja {z;,¥; }1<i<n um sistema de
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n

coordenadas de Galois a-parciais de A sobre A%*. Entao, > ;o (yil,-1) = 01,414,
i=1

para cada g € GG. Em particular esta igualdade vale para cada h € H. Para cada

i=1,---,n,sejam x; = veg ey, = y;ey. Entdo, para cada h € H, temos

n

n n
Yo xhap(yilp-1) = Y wegap(yienlp-1) =Y ziegon(yilp-1)an(enly—1)
i=1 i=1 i=1

n
= Y wienan(yilp—1) = en 3 mian(yilp—1) = egdipnla = dypen.
i=1 i=1
Como o' é uma agao global de H em Aey entdo {z},y,}1<i<, ¢ um sistema de

coordenadas de Galois (globais) para Aey e portanto Aey é uma extensao de Galois

(global) de (Aeg)™ com grupo de Galois H. O

Relembramos, como exposto na segao 2.2, que se H é um subgrupo de G, entao
« induz uma agao parcial de H, denotada por ay, em A. Pelo Teorema 2.2.5 temos
que A é uma extensao de Galois ag-parcial de A*#. Com as mesmas hipéteses do
Lema anterior decorre que oy quando restrito a Aey estd bem definida (coincide
com ') e torna Aey uma extensao de Galois de A*¥ ey com grupo de Galois H.

Para vermos isto basta observar que (Aey)? = A% ep:

rey € (Aey)? h(zey) = xey, para todo h € H
h(xegly-1) = zeyly, para todo h € H
ap(xegly-1) = xegly, para todo h € H

ap(zlp-1)ap(egly-1) = xeyly, para todo h € H

ap(xlp-1)ey = xeyly, para todo h € H

S

reyg € A%ey.

Seja A uma extensao de Galois a-parcial de A%. Sejam S o conjunto dos ideais
unitdrios D de A contendo (Aey)? tal que D é extensao de Galois de D com

grupo de Galois H induzida por @ e E = {eg # 0 | H subgrupo de G}.

Lema 3.2.3. Seja A uma extensao de Galois a-parcial de A%. Seja H um subgrupo

de G e D um ideal de A, com identidade, contendo (Aeg)™. Suponhamos que D
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¢ uma extensio de Galois de D" com grupo de Galois H, induzida por a. Entao

eg #0 e D = Aey.

Demonstracao. Denotemos por 1p a identidade de D e a* a agao parcial de H em D

induzida por «, ou seja, o = ({ D1}, {a, = an|p1,_, })nen. Por hipdtese temos que

a* é uma agao global de H em D. Consequentemente, D1, = D, para todo h € H.

Entao, 1pl, = 1p, para todo h € H. Em particular, e}, = hHH 1ply =1p # 0. Por
€

outro lado, e}, = [] 1pl, = 1pey. Portanto, ey # 0.
heH

Como ey # 0, pelo Lema 3.2.2, Aey é uma extensao de Galois de (Aey)? com
grupo de Galois H induzido por a. Por outro lado, D = D1p = De}; = Dey C
Aey e, consequentemente, D C (Aey). Como D contém (Aey)¥, segue que
DH = (Aey)™. Entao D também é uma extensao de Galois de (Aey)” com grupo
de Galois H induzida por a. Uma vez que D estd contido em Aey, decorre que

D :AGH. UJ

Proposicao 3.2.4. Se A uma extensao de Galois a-parcial de A®, entao existe

uma correspondéncia biunivoca entre E e S.

Demonstracao. Considere a aplicacao
0 : B — S
ey — Aegy

Pelo Lema 3.2.2 temos que ¢ estd bem definida e é injetora. Além disso, utilizando

o Lema 3.2.3 temos que ¢ é sobrejetora. O]

Para calcularmos a quantidade de extensoes de Galois dadas na Proposicao 3.2.4,
podemos encontrar os subgrupos H de G e determinar quantos ey sao diferentes
de zero. Alternativamente, podemos utilizar o semirreticulado associado a «, onde

ficam explicitados os elementos do B(Ig) que sao diferentes de zero. Uma vez
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feito isso, contamos quantos subconjuntos G(e) sao subgrupos de G, onde e é um

elemento do semirreticulado.

3.3 Quando G(e) é um subgrupo de G

Com a mesma notacao das secoes anteriores, vamos apresentar alguns resultados
para determinar quando o subconjunto G(e) de G é um subgrupo de G, tal que

e € B(Ig) é um elemento minimal. Observemos que ege) = [[ 1, =e.
g€G(e)

Proposicao 3.3.1. Seja e um elemento minimal no B(Ig). Entdo as sequintes

afirmacgoes sao equivalentes:

(1) G(e) € um subgrupo de G;

(77) e € A%
(i11) og(B(Ia(ey)lg-1) C B(Ig(e)), para cada g € G(e).
Demonstracao.

(i) = (i1) Pelo Lema 3.2.1, se g € G(e), entao e € A*. Suponhamos que g ¢ G(e),
entao g~' ¢ G(e), logo el, = el,1 = 0 e, consequentemente, ay(el,-1) = a,(0) =

0=cel,.

(i1) = (7) Note que 1 € G(e), pois el; = ely = e. Sejam g,h € G(e) entdo ely, =
elyly, = eay(l,-11,) = eljoy(l,-11,) = aglely-1)oy(l,-11) = aglely-11,) =

ay(ely-1) = el, = e. Portanto gh € G(e).
(1) = (7i7) Segue diretamente do Lema 3.2.1 (i) para H = G(e).
(i17) = (i) Resta mostrar que se g,h € G(e), entao gh € G(e). Note que 1,1y, =

ag(1plg-1) € ay(B(lge))lg—1) C B(lge)). Portanto, 1,1y, € B(Ige)). Entao,
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ely, = elyly, = e e, consequentemente, gh € G(e). L

Proposicao 3.3.2. Seja A uma extensao de Galois a-parcial de A* e e € B(lg)
um elemento minimal. Suponhamos que e € A*. Entdo Ae é uma extensao (global)

de A% com grupo de Galois G(e) induzida por «.

Demonstracao. Se e € A entao, pela Proposicao 3.3.2, G(e) é subgrupo de G.
Lembremos que eg) = e. Pelo Lema 3.2.2, temos que Ae é uma extensao de
Galois de (Ae)%®), com grupo de Galois G(e), induzida por o. Resta mostrar que
(Ae)© = A%. Como e € A®, entdo A% C (Ae)%). Reciprocamente, tome
ze € (Ae)C). Entdo, ay(rel,—1) = wel,, para todo g € G(e). Se g ¢ G(e), entdo
ely =0 =1,-1, logo ay(zel,~1) = ay(0) = 0 = wel,. Portanto ay(zel 1) = xely,
para todo g € G. Entao, a,(zl,-1)e = x1,e, para todo g € G. Consequentemente,

re € A%. O]

Teorema 3.3.3. Considere A uma extensao de Galois a-parcial de A*. Sejam
k € Z e que {ey,eq, - e}, um conjunto de elementos minimais em B(lg), tal
que cada e; € A%, para todo i = 1,--- k. Entio A = (®F_ Ae;) ® A€/, onde
e =14— Zk: e;, tal que Ae; € uma extensao de Galois de A%; com grupo de Galois
G(e;) md;;da por «, para todo i = 1,--- k. Além disso, se € # 0, entao Ae' é

uma extensao de Galois o -parcial de A€’ pela ac¢ao parcial o/ de G induzida por

Q.

Demonstracao. Paratodoi =1,---  k, e; é¢idempotente em A. Além disso, se i # j,
e;e; = 0, pois sdo elementos minimais em B(Ig). Portanto A = (®F_; Ae;) @ Ae'.
Pela Proposicao 3.3.2, para todo ¢ = 1,--- , k, cada Ae; é uma extensao de Galois

de A%;, com grupo de Galois G(e;), induzida por a.
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Observemos que ¢’ € A%, pois

ag(e'ly1) = ag(lAlg*)_ZO‘g(eilg*)

= (14— ;ei)lg =€'l,,

para todo g € G. Agora suponhamos que €’ # 0. Para cada g € G, temos que

ag(Dy-1€') = ay(Dy-1)ay(e'l,-1) = Dye'.

Entao a induz uma agio parcial o/ de G em Ae’ dada por o/ = ({Dye'}, {a] =

O‘Q|Dgfl 6’}>QGG‘

Seja {z;,y;}1<1<n um sistema de coordenadas de Galois a-parciais de A sobre
A% Entao {z;€, yie'}1<i<, é um sistema de coordenadas de Galois o/-parciais de
i€y Y <i<n

Aée’ sobre (Ae)*". De fato,

Yowieay(ye'l,—1) = zi€ag(yl,-1)e'ly,
=1

=1 7

= ziog(yil,-1)e
=1

(2

/
= (51791,46, = 51796,.
Portanto, Ae’ é uma extensdao de Galois o/-parcial de (Ae’)*. Resta notar que
(Ae) = Ace. O
A seguir daremos um exemplo que ilustra os tltimos resultados apresentados.

Exemplo 3.3.4 ([9],exemplo 12, adaptado). Sejam R e T anéis, R uma extensao
de Galois de R com grupo de Galois H e T uma extensao de Galois de T™ com
grupo de Galois K. Definiremos uma ag¢ao parcial o de G = Hx K em A= R®T,

tal que A é uma extensdo de Galois a-parcial de R @ TX.
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Fizemos g = (h, k), considere

Seja

Observando que D -

hk),h#1,k#1,
ho1),h#1,

),
1,k), k #1,
).

—_
—_

000,se g=(hk),h#1,k#1,
R®0,se g=(h,1),h #1,
0®T,seg=(1,k),k#1,

ay D, — Dy
(0,0) — (0,0),
(r,0) — (h(r),0),
(0,8) = (0, k(t)),
(r,t) — (r1),

Temos que o = ({D,}, {ay})gec é uma agao parcial de G em A. A condigao (i)

da definicao de acao parcial é verificada: Dy =

Idy.

verificar que ay(Dy N Dy) = ay(Dy-1 N Dy) = Dy N Dyy.
condigao vale se g = (1,1) ou g = (h,k) com h # 1l e k # 1. Se g = (h,1),h # 0,

Vamos mostrar que a segunda condicao vale, analisando casos.

R®T,se g=(1,1).

1 = Dy, definimos os isomorfismos da sequinte maneira

se g=(hk),h#1k+#1,
se g=(h1),h+#1,
se g=(1,k),k#1,

(1,1)

se g=(1,1).

entdo D, = R & 0 e temos que analisar as possibilidades de ¢

=W, E),comhWN #1ek'#1=Dy=000= a,(D;,NDy) =050

(1,K),se "' =N =D,y =08T = D,NDyy =060

(R k'), se K"t £ W = Dyy =080=D,NDyy =080
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o ¢ =(I,1),comh#0=Dy=R®0=o,(D,NDy)=R&O0
(1,1),se h ' =W = D,y = R®T = D,N D,y = R&0
(!, 1),s¢ k™' # W = Dy = R®0 = DyN Dyy = RGO

/

99 =

o ¢/ =(LK),comk'#0=Dy=08T = a,(D,NDy) =060

99 = (hk')= Dy =060=D;,NDyy =060

e ¢=(1,1)=Dy=R&T = a,D,NDy)=R&0

gg/:(h71>:>Dgg’:R@ingﬂpgg/:R@O

O caso em que g = (1, k) é anédlogo ao descrito acima. A terceira condi¢ao de agao
parcial também ¢é satisfeita e pode ser verificada analisando os casos possiveis, como

feito acima.

Sendo assim, temos que R = {r € R | h(r) = r, paratodo h € H} e TK =
{t e T | k(t) =t, paratodo k € K}. Entao A% = {(r,t) e R®&T | ag((r,t)1y-1) =
(r,t)1,, paratodo g € H x K} = RT @ TK.

Agora, considere {r;,r; € R},i = 1,--- ,m e {t;,t; € T},j = 1,--- n sis-

temas de coordenadas de Galois para R e T. Sejam z; = (r1,0), -+, 2, =
(Tmao)amerl = (07t1>7"' y Tmdn = (O7tn) €Yy = (7"/1,0),"‘ y Ym = (r;n70)7ym+l =

(0,t)), s Ymsn = (0,2,). E assim, temos:

e g=(1,1):
m—+n m-+n

ZZ riag(yly—1) = > iy = (Zl it thjt;-) =(1,1)

=1

e g=(h,k), com h, k # 1:

m+n m+n

> mag(ylg-1) = > 310,4(0,0) = (0,0)
=1 =1
e g=(h,1), com h # 1:

m-+n

5 oy uly) = & rih(r!),0) = (0,0
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e g=(1,k), com k # 1:

m+n

> a0 (uly1) = (0. 3 t5k(t5) = (0.0).

=1

Portanto {z;,y; € A}, talquel = 1,--- ,;m + n, é um sistema de coordenadas de
Galois a-parcial para A. Assim, A é uma extensao de Galois a-parcial de R ¢ TX.
Neste caso, e; = (1,0) e e = (0,1) sado os unicos elementos minimais no B(Ig)
ee +e = (1,1) = 14. Além disso, ej,e2 € A% De fato, G(e;) = H x 1 e
G(ez2) = 1 x K sao subgrupos de G. Portanto, pelo Teorema 3.3.3, A = Ae; @ Aes,
onde Ae;,i = 1,2, é uma extensdo de Galois de (Ae;)%) = A%; com grupo de
Galois G(e;). Esta conclusao é natural uma vez que Ae; ~ R, G(e;) ~ H e R é
uma extensao de Galois de R¥. Analogamente Aey ~ T, G(es) ~ K e T é uma

extensao de Galois de T% com grupo de Galois K.

O semirreticulado associado a este exemplo é:
1a

N

€1 €2

o4
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