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RESUMO 

Apresentamos uma prova e l ementar dos teo r emas 

de De Rham e de Hodge . Como aplicação , provamos que a dimen

são do espaço das formas di fere nciai s de 1! esp6cjc, numa s u

perfí cie de Riemann compacta, ~ o genus da superfície . 

ABSCTRACT 

An elementary proof of thc theorems of De Rham 

and Hodge is presented . As an application, we also prove that 

the dimension of the space of the first kind diffcrcntial fonns, 

on a co~pact Riemann surfacc, is the gc nu s of the surface . 



INTRODUÇAO 

O objet i vo deste trabal ho é a determinação da 

dime ns ão do espaço das dife renciais de 1! espécie numa s uper 

f íc ie de Ri emann compa cta, s em us a r triangulaç6cs . 

No prime i r o capitulo, part e mais impo rt an te do 

trabal ho , temo s uma demonstração do t eo rema de De Rh a m para 

s upe r fícies compactas (não necessariamente de Ri e mann) e f or -

mas de grau 1 us ando sistematicamente c omo 1 9 grupo de cohomo -

logia , o grupo do s ho momor fismos do gru po fundame nta l no gru-

po do s números reais . 

No segundo capítulo , vemos que se R é uma su 

pe r f í cie de Riemann comp acta, toqa forma fechada em R pode ser 

decompó~ta de manei r a Ún i ca co mo soma de uma forma harm6n i ca 

e uma f or ma exata em R ( t eorema de Hod ge) . 

No t e rceiro capit u lo defi ni mos diferenc i al de 

1 ~ espécie e mo s tramos que a di me nsão complexa do es paço d as 

a - . ... d i fe renc i ai ,s de 1- espec 1. e numa s uper f .1 c i p d c Ri eman n compac-

t a é o ge nus da s uper f íci e . 
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CAP!TULO I 

ISO!vlORFISMO DE DE RI-IM! 

SejaM uma variedade conexa compacta de classe 

Coo c dimensão dois . Sejam H1. (M ,J() o espaço dos homomorfismos 

do grupo fundamental de M no grupo dos nGmcro s reais c H~R(M) 

o espaço quociente do espaço das formas fechadas em M m6dulo 

o su bespaço das fo rmas exatas . 

Neste capitulo mostraremos que a função 

I : II~R (i-.l) ~ li~ (~! , !R) dada por 

I (w) (y) (onde w é uma forma fec hada e y 

é uma curva fe chada) é um i s o-

morfismo . 

Os tr~s primei ros parãgrafos serao des tinados 

a apresentaç.ão de de fi nições e algumas propriedades de super-

:fícies, cu rv o.s na superfí cie e in te gração de formas numa su-

pc r fície , que se rão necessãri as i demons tração de que I 

isomorfismo, o que será feito no quarto parágrafo: 

-e um 
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No primeiro parágrafo apresentamos urna parti

cular cobertura de uma superfície compacta ~I por d] sco s para

métricos (Proposições l c 2) . 

No seg undo par~grafo de f in imos cu rva pol i gonal 

em uma superfíc i e e mostramos que toda cu rva fechada na s uper

fície compacta M é homot6pica a uma poligonal em M (Proposi

ção 3) . 

No terce iro pará grafo, definimos a integração 

de for mas exatas e fe chadas ao longo de uma cu rva em uma su

perfície qualquer N e mostramos algumas propriedades (Propo

sições 5 e 6) . 

O leitor , es tando familiari:ado com estes re

sultados, poderá l er diretamente o quar t o parfigra[o . 
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I. 1 - COBRilv!ENTO DE SllPERf.IC I E 

Definiremos superfície co mo sendo uma varieda

de diferenciável de dimensão dois c classe C00

, que se ja cone-

xa e com base enumerável. 

Se a é um ponto do espaço métrico ~! ,D~,1 (a, r) (res

pectivamente, UM(a,r)) denot ará a bola aberta (re spec tivamen-

te fechada) de cent ro a e raio r . Se ~I é o espaço u~ 2 , escre-

veremos simplesmente D(a,r) . 

OBSERVAÇÃO 1: Lembramos que a supcrficie acima 

definida admite uma métrica riemanniana . 

LEtviA 1: 

2 Sejam, A, J3 abertos do R e r um num e r o rC'al po-

sitlvo, tais que: 

tal que : 

o E A c B c E c D(o,r) . 

En tão, exis te um difeomorfismo tjJ : D(o,r) ___. D(o,3) 

(i) l)J( o) ==o 

(ii) o" ll l)l(z)ll < 2, se z E. B 

(iii) 1 -~ li 1jJ (z) li < 2, se z ~ B-A 

(iv) 1 ~ 11 tP(z) 11 < 3, se z E. D(o,r) - 1\ . 

Prova: Sejam o < a < b < r tais que 

D(o,a) c A c B c R c D(o,b) 

Seja 6 > o satis faz endo 6 < a c õ < 1. 

Existe uma função f : R~ R estritamente crescente c de elas-
co 

se C tal que: 

f(x ) x, se x ~ [o, ô] 

f(a) = 1 , f(b) = 2 e f(r) = 3 
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9 

/ 
b f\ 

Definimos a funça-o ,,, : DCo,r) -~ OCo 3) por 
'I' , ' 

tiJCz) = fC!Izll) Â Cl) 

Temos que tjJ é de classe C
00 

fora da ori gem , pois f o e . Alé m 

disso, se ll z ll < ó, temos que :ECjjzjj) = jjz jj , c daí 

tjJ(z) = z , se llz l! < õ . 

Portanto, ~ é de classe C
00

• 

Como a função f é e st ritamente crescente, f e in versível c 

f - l é de cl asse C00

• 

Con s i de r amos a função ~JJ 1 :D(o, 3) -- D(o ,r), dada por 

u 

11 u li 
C2) 

Por argumento an ilo go ao usado para mostrar que tjJ é de classe 

C
00

, t emos q ue ~l é de classe C
00

• Mais ainda, tjJl é a inversa 

da f un ção ~ . Com efeito , ele (l) , (2) e do fato de que ( - l (p) -;; o, 

se p ~ o, t emos que: 

- 1 
tjJ ( tjJ 1 ( u ). ) = f c f -~ Cll u li ) ) 

u 
f - l C llul l) ljUli_ 

f-
1 CJJull) 

= li u li u = u . 
11 u li 

Ana 1 o g a me n te , l); 1 ( 1)J ( z) ) = z . 

Resta mostrar qu e tjJ satisfaz as condições (l) , (ii), ( Ui ) c 

(i v) . 
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(i) I)J(o) =o, pois vimos que I)J(z) = z, se 11 zll < ó . 

(i i) Se z E B, o~ llz 11 < b, e portanto, 

o ~ li 1jJ ( z) li < 2 , pois o ~ f C 11 z li ) < 2 . 

( ii i) Se z E. 8-A, a< !l z 11 < b, e portanto, 

l ~ li IJ! C z) li < 2 , pois 1 ~ f C li z li ) < 2 . 

(iv) Se z E. D(o,r)-A , a < 11 zll < 3, e portanto, 

1 ~ 11 1p( z)l l < 3. 

PROPOSIÇÃO 1: 

Seja M uma superfície compacta . Existe uma co -

bertura abert a u1 , .. . , U de M e um sistema de paramctrizações 
m 

locais 

<!>i : DCo,3) __.. u.' 
1 

1 = 1,2, .. . ,m, tal que : 

m 
(j) l\1 = U c!> . (D(o , l)) 

. 1 1 1= 

(ii) Se c!> i (D(o , l)) f\ <~>j(D(o ,l)) r <t> . então <1> j (D(o,l)) c <t> .i (D(o , 2)) 

i,j = l, Z, ... ,m 

Prova : 

Escolhemos em t-1 uma métrica de Ricmann e notamos d~1 a d istân

cia em M. 

Seja {h. , V . }
1 

. k sistema de parametrizaçõe s locais de }\1 , onde 
1 J. . ~ .L~ 

V . c M é aberto c 
1 

' ' ' 

~v., i= l,2, ... ,k . 
1 

V. em ~1· ·t ais que v . c V. c V. , i = 1, . . . ,k e 
l 1 l l 

I ' 

Existem abertos 

M = 
k 
u 

i=l 
v. ' l 

onde V. e o fecho d o a berto V .• 
1 1 

Seja K. 
l 

t a l que 

-1 _ , 
h. (V.) . Como K . c D(o,3) e compacto, cxi.ste p . > o 

1 1· ]. l 

d(K i, a(D(o , 3))) > p i' onde d é a métrica eu

clidiana em R2 e a(D(o,3)) denota a fronteira do di s co D(o,3) . 



11 

-1 I 

A re s t r ição de h . n v. c uni formcmcntc contí -
1 1 

n u a . Daí, existe ô . > o tal que 
1 

-1 - 1 d(h . (x), h. (y)) 
l 1 

ó . , 
l 

Se ja, agora, " {V . } . k cobertura aberta de 
1 1 = 1 . . . . • 

M t a l qu e 

e s eja o < 

V'.' c V'.' c V'. , 
1 1 1 

À. < min 
1 

Dado x ~ M, existe i tal que x ~ V'.'. 
1 

De (3) e ( tJ), t emos que: 

-1 
hi (DM(x , f. i)) c D(hi

1
Cx), p i) c D(o , 3) . 

c 4) . 
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-1 
Defi n imo s Ux = hi (D( h i (x), pi)) . lJx e 11m a vlzinhançn aberta 

de x e m M ta l que 

de x ) 

Temos q ue: 

Seja À = m1n 
1~i~k 

À . (observemos 
1 

D~,1 (x, {-) c 1\,1(x , Ã) c Ux c Vi 

que /.. independe 

-1 À - 1 -l 
Portanto, hi CDtv1Cx, 4 )) c hi (D)\1(x , À)) c 1\ CU) = 

-1 
D(h . Cx),D . ) 

J. l 

Pelo lema l , exis t e um difeomorfismo C
00 

-1 - 1 
1/J : h. CU) = D( h. Cx) , p .) - • D(o, 3) t<ll que: 

X 1 X 1 1 

-1 
( i) I/Jx( h

1 
(x)) = o 

(i i) O ~ li t/1 X ( Z) li < 2 , Se Z ~ h~ l ( D M (X , À) ) 

(ii i ) 1 ~ lll/lx( z) 11 < 2, se z c<: hi 1 CDrv1 (x,>, ))-hj' 1 CD~1 (x . +)) (5) 

(iv) 1:;: III/Jx(z)ll < 3, se z G hi 1 Cllx)-hi 1 CD~1 (x, +n 
Cons ideremos a aplicaç ão ~x : D(o , 3)~ Ux dada por 

<!> =h. o 1!1 - 1 
X 1 X 

Po r (5) e pelo f ato de h. ser pararnetr] z.ação Joca1 de ~~ segue 
1 

que : 

a) ~x é .yarametrização local 

-1 
b ) <llx(o) = hi o t/Jx (o) = x 

c) Se <t> x(D(o,l)) n <t> y(D(o,l) ) I ~. 
- À >. À e n t a o d ~I ( x , y) ~ 4 + 4 = 2 

~ y (D c o , 1 )) c. 0~1 c X . À) 

- 1 
hi (hi (D)\1(x , À))) c 

c 4>x(D( o, 2)) , pois 

-1 h . ( t/1 (D(o,2))) . 
1 X 
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d) M = U 
XE: M 

<l>x(D(o,l)), e , pela compac i dade ele M, exi s tem 

... ) 

OBSERVAÇÃO 2 : 

X .;;:: M 
m tais q ue 

m 
M = U <1> 

i=l x i 

not . 
(D (o,l) ) 

m 
U <P i(D(o, l )).G 

i = 1 

Se j am N superfí cie qualquer c{ <!! ., U.} . ~ ~ 
l 1 lC.: IV 

sis t ema de parametrizações locais de N, onde 

<I> . : D (o, 3) -~ u. , i E N. 
l l 

As imagens em N de discos do H2 , pelas parametrizaçõcs locais , 

serao denotados por 

B. ( <!> .( a), r) ==<f . (D(a,r )) e, por abuso ele lin-
l 1 1 

gu agem , serao chamados disco centra do em <!> . (a) c de raio r . 
l 

O p onto <l> i (a) , se r á chamado cent r o do di sco Bi ( <l> i (a), r), i c:;.: N. 

Se o ponto a for a origem , notaremos simplesmente B. (r)= <!J . (D(o,r)) . 
1 1 

LEMA 2 : 

Sejam X espaço métri co compacto; A,B c X abertos 

e K,L c X fec hados tais que K c A e L c B, e U c X aber t o tal 

que K n L cU . Entio , existem abertos A' , B' c X t a is que : 

K c A' c A, L c B' c B e K f\ L c A '(\ B ' cU. 

Prova : Sejam 

A {xc: X; dx(x,k) < 1 l 

n n) 
l 

( 6 ) 
B {x.;;;. X; d (x,L) < nJ ll X 

A n' Bn c X sao abertos, para todo n E: N, c ' cx j ste n É. 
o - IN tal 

que , para todo n ~ n o' 

K·c A n c A e L c B n c J3 • 

Suponhamos ,que para todo n ~ no, exis ta x 11 , ta l q uc 

X ré n A 
n nB n e X <Í n 

u. (7) 
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Como X ~ comiJacto, existe uma subseqU~ncia {x } de {x l tal 
nk n " 

que x converge para um ponto a . 
nk 

Por (6) , temos que para todo kr.:. N, 

dx (xn ' K) 1 
< - ' k nk 

dx (xn ' L) 1 
< 

k nk 

Daí, dx (a , K) = dx(a,L) = o, e portanto, a E. K n L cU 

Como U ~ aberto, xn estiem U, para todo k suficientemente 
k 

grande, o que contradiz (7) . 

Logo, exis te s ~ ~ tal que 

K c A s c A L c B s c B e A s 
(\ B s c u 

Fixado tal s ' definimos A' = As e B ' = B s Cll 

PROPOSIÇÃO 2 : 

Seja M superfície compacta . llsando a notação 

da observação 2 , suponhamo s que pa ra todo par ordenado de nG-

meros naturais n,m =l,2, ... ,k, tais que B
11

(1) n B (1) f- 9 , se m 

tenha um nGmero ç(n,m) de manei ra que: 

ç(m,n) + r;(n,r) + ç(r,m) =o, (8) 

sempre que Bm(l) (\ Br(l) :f <J> , Bn(l) r--.. Br(l) f <P e n;/1) í'\~n(l) f- <P 

Então, exi stem funções f : B (3) -R ele classe Cw , tais que 
n n 

fm(x) - f
11 

(x) = r; (n ,m), p<.na todo ponto x (
9

) 

em uma vizinhança aberta ele IT (1) n B (1), se l3 (1) n IT (l) f- <l> · n m n m 

Prova: 

Existe f 1 : B
1 
(~) ~R de classe Coo tal que 

f
1 

(x) = 1, se x~B1 (1) 

f
1 

(x) = o, se x ~ B
1 

(3) - n
1 

(2) 

f 1 (B
1

(3)) c [o,l] . 
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l 6;t.c~s 
~\~\.~ 

' ~ -
~J~ó ~ ~oj 

Suponhamo s que se tenh a def i nido ~0ca Ss\o'\~~ 

f . : 13 . ( 3) - H, 1 = 1 , 2 , . . . , n , Je c 1 asse c'-", 
l 1 

sati sfazendo (9) . 

Se j am Ui, j as viz i nhanças abertas de IT i (l) n Bj (1) , 

i,j = 1 , 2, ... , n~ que podemos tomar tais que 

U .. c B
1
. (2) (\ BJ. (2) 

1, ) 

Seja {V. }._1 2 familia de abertos em M, tais que: 
1 1- , , • . ?m 

IT . (l) c V . c V . c B.(Z) e V . n V . cU . . , i,j 
1 1 l 1 1 J l,J 

1, 2, . . . , m 

(a existência de ta l família de abertos decorre do lema 2 c da 

fi n itude ) . 

Se j a 
n 
u 

i =l 
{V.; 

1 
TI. (1) n B 

1
(1) f <P} . 

1 n+ 

Definimos a aplicação g : unn Bn+l (3) ~R, por 

g( y) = fi( y) + ç (i, n+l), se y E V. () B 
1

(3) (\ U . 
- 1 n + n 

g está bem de fin ida , l)ois s e )'E- V n V f\ U "'B (3) i j 11 ·' n + 1 ' 

então U . . f cp . Logo iJ . (l) ('I 13 . (1) f cf> e, por (8) e (9), tc -
1 , J l J 

mos que : 

f i(y ) - fj (y) = ç(j,i) = 

= r;(n+l , .i.)+ t;( j, n+l), c, consc-

qUentemente, 

fi(y) + ç (i , n+l) = fj(y) + ç( j, n+l). 

A funç ãri g e de class e C~ , porque 6 localmente de c1assc.Cw . 

Conside r emos o conjunto 
n 

K
11 

= U 
l =l 

Existe um a função 

{lL(l); 
l 

Bi(l) (\ Bi,n+J(l) f <P} . 

~fechado em B +l(3). n 

fn +l : Bn+l (3) __., R de classe Cco tal que 
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f n+l g em uma vizinhança aberta W 

deK (IB 
1

(1), cmJ3 
1

(3), talqucWcU (\B 
1

(3) . n n+ n+ n n+ 

Como B. (1) n lJ 1(1) c vl. (\ Kn (\ BI1+l(l) c vl. 1"\ w. 1 n+ , l 

V.()Wé 
1 

uma vizinhança abert a de 13. (1) (\TI 1 (1) tal que 
1 n+ 

f
11

+ 1 (x) - fi(x) = g(x) - fi(x) = r;;(i , n+l) pa-

ra todo ponto x em v. n W. \:i) 
1 

! . 2 - CURVAS, POLIGONAIS E HO~IOTOPIJ\ ENTRE CUR

VAS 

Seja N urna superfície qualquer. 

DEFii\IÇÃO 1: 

(i) Uma aplicação contínua y : [ a ,b] + t\ é chamada uma curva 

em N. 

(ii) A curva y : [a , b]-+ N tal que y (a) y(b) c chamada uma 

curva fechada em N. 

(iii) A curva y : [a, b] -+ N e dit a diferenciável (seccio nalmen

te diferenciável) se a fu nç5o y 6 difc rcncifivcl (rcspcc-

tivamente seccional rnentc diferenciável ) (por d ifcrenciâ

,;-e:l se entende de classe C00
) . 

DEFINIÇÃO 2 : Sejam y , ó : [a,b] + N curvas tais que y( b) = ó(a) . 

(i) o produto ou a composição das curvas y e ó, 6 a curva 

y. ó : [a , b J + N dada por : 

y . ó (t) y (2 t- a) , se a ~ t ~ a+b -,.---

y . cS (t) o (2 t- b) ' se a+b 
-y-

~ t < ' b . 
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(ii) a inversa da curva y e 

y - 1 (t) = y (b+a-t) 

a curva -1 
y [a , b] + N d a da por : 

DEFINIÇÃO 3 : Dadas duas c u rvas y , t- : [a,b] -+ N, tais que 

y(a) Ã(a) 

y(b ) À(b), 

dizemos que y e À são homotópicas em N, 

se existe urna função contí nua F: [ a ,b} x [o,lj + N tal que : 

(i) F(a,s) = y(a) À(a), o~ s ~ 1 

(ii) F(b,s) = y(b) = À(b), o ~ s ~ 1 

(iii) F(t,o) 

(iv) F(t,l) 

LEMA 3: Sejam 
-

y (t) 

À (t) 

v c R2 

y,ó : 

a ~ t ..::; b 

simplesmente conexo 

[a, b) + v 

e 

a,S [o , 1] +v, CU TV aS tais 

a (o) ó (a) e a (1) = y C a) 

s (o) o ( b) e 8 (1) = y c b) . 

que : 

Exi ste uma f unção contínua G: [a, b] x [o,l] +V, tal que: 

G(t,o) = o (t) a ~ t $. b 

G(t,l) = y (t) a $. t :(: b . (lO) 

G(a,s) = a(t) o $. s ~ l 

G(b,s) S(s) o ~ s ..::; 1 

Prova: 

Seja A c R2 o bordo do retângulo 

[a, b J X [o ',1 J e seja 



G:A -4> V .função dada por 

G(t, o) == ô(t) 

G(t,l) = y(t) 

G(a , s) = a(s) 

G(b, s) = B(s) 

A função G 
, 
e 

G(a,o) = 

G(b,o) = 

G(a,l) = 

G(b,l) 

a < 
' 

t .:s b 

;) ~ t < 
' 

b 

o ~ s 
"" 

1 

o ~ s ~ 1 

contínua, pois 

o (a) = a( o) 

<S ( b) = s(o) 

y(a) = a(l) 

Y (b) = e (l) 

18 

a, B, y e õ sao contínuas c 

Corno V~ simplesmente conexo, G pode se r cxtendido continua-

mente ao i nterio r do retângulo, satisfazendo (10) . 11 

Seja N superfíc ie qualquer com sistema de parametrizaç6cs lo-

c a i s { $ . , 13 . ( 3) } . ~~~ 
1 1 1 E. I~ 

<J>. : D(o,3) -- B-( 3), tal que 
1 1 

N= U B.(l ) . 
i~ N 1 

SejaS o conj un to elos centros dos discos B. (1) , i ~ N; isto c, 
l 

S = {p . ; p. = <J>
1
. (o), 1ç: N } 

1 1 

DEfiNIÇÃO 4 : Dois pontos p . , p. ~ S são di tos vi zinhos se 
1 J 

13 . (1) f\ B".(l) t q, . 
1 J 

Para cada dois pontos vizinho s pi. pj, fixemos uma curva 

y . . : fo., 1 J - N 
1, J 

seccional mente di f e rene i ii v c 1 t :11 que : 

(i) 

(i i ) 

(ii.i.) 

y. . 
1, J 

y . . 
1 'J 

y. . 
1, J 

(o) = p. e y . . (1) = p., 
1 1, J . J 

C[o,l]) c B. (l) U B . (l) 
1 J 

-1 
= y .. 

J ' 1 

(ll) 
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DEFINIÇÃO 5 : Cada cu rva y . . definida em (11), se rã chamada 
1, J 

segmento orientado em N com origem no pon to p. c extremid a -
1 

de no ponto pj' e tamb~m seri denotado (pi,pj] 

DEf-INIÇÃO 6 : Sejam ... , nk ~ !N tais que pn. e p 
n . 1 J J+ 

são vizinhos, j = l , 2, . .. , k-1 . 1\ c urv a 

y : [o,l] -- N dada por y = 

seri chamad a poligon a l em N com v6rtices p
11 

, p
11 

, • • • , p
11 

• 

1 2 k 

Se jaM uma superfície compacta . f-ixem os um sjstenw de parame-

trizações locais de M { <P . B. (3)}. 
1 

c1ue satisfaz a r)ro-
1, 1 1= , ••• , 111 

posição 1 . 

OBSE RVAÇ ÃO 3 : Daqui em diante sempre que esti.vermos tratando 

de superfíci e compac ta, u saremo s um sistema de pnramet ri zações 

locai s do tipo do sistema da proposiçio 1 . 

PROPOSI ÇÃO 3 : Seja ~ I superfície compacta . Toda cu rva fechada 

ê : [ o,l] -M com origem em p1 , 6 homotópica em ~1 a Ll1Tk1. poli 

gonal fechada com origem em p
1

. 

Prova : 

Como 
m 
u 

i=l 
B . (l) 

1 
(pela proposição 1 e observação 3) . 
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existe uma f amil i a de abertos {Vi }i=l , Z, .. . ,m tal que 
m 

v. c v. c ]3. (1) 
1 1 1 

u v .. 
i=l 1 

Se j a o < e: < dM (V i , a B i ( 1 ) ) , i = 1 , 2 , . . . , m ( 1 2) 

Da continuidade uniforme de 6, segue que existe A > o tal que 

dt-.,1(ô(s), ô (t)) < s, se j t-sJ <A , pa ra todo 

s,t E [o , l] (1 3 ) 

Tomemos uma partiçio do intervalo [o, ll , 

o= t 1 < t 2 < ... < tk = 1, sa tisfazendo ti+l - ti< À ( 1 4) 

i=l,Z, ... ,k-1 

De (12) e (13), segue que : 

ô ( [ t . , t. 
1

] ) c B . ( 1 ) , par a a l gum j E:. { 1 , 2 , . . . , m} 
1 1+ J 

Por simplicidade de notaçio, façamos 

ô ( [t . , t . 
1
1) c B. (1) 

1 1+ l 
l 1 ' 2 ' . . . ' k - 1 

Se jam 6 (t.) = q. 6 13. (l), i = 1, 2, ... , k; onde 
1 1 1 

Consideremos a poli gonal fe chada y: [o, l ] -M, com vértices 

p 1 , p 2 , · · · , pk = p1 (esta poligonal existe, pois como 

q i ,;: B i _1 ( 1) n l3 i (l) t <1> , i = 2 , . .. , k ; p i e p i + 1 s ao v i z i-

nhos, i = 1, 2 , ... , k- 1 ) . 

Reparametrizamos a po li gonal y de maneira que 

y ét.) = p . ' 
·1 1 

partição dada em 

Temos que : 

i = 1, 2, ... , k; onde os t . 's sao os da 
1 

(14) . 

o c r t . • · t . 
1
J ) 

. l 1 + 

Sejam B· caminhos em B. (2), unindo o pontb q . ao ponto p., 
1 1 1 1 
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Como 13. (2) é homeomorfa a D(o ,2), para todo i -:::. {l,2, . . . ,k } ; 
1 

pelo lema 3, existem f un ções continuas 

F. : [ t. , t . 1] x [o, ll - B. ( l ) , 1 
]. ]. ].+ - 1 

1,2, . .. ,k-l, 

tais que: 

(i) Fi(t,o) = ôl(t) 

[ t i) ti+d 

(ii) Fi(t,l) = y,(t) 

[ti ) ti+l] 

(15) 

(iii) F. (t . ,s) = B. (s) , 
1 1 1 

o ~ s ~ 1 

Consideremos a função F : [o , 1] x [o, l] --i> ~I dada por: 

F(t , s) = F.(t,s), se t. ::. t ~ t. 
1

, j =1,2, .. . ,k-1 
1 1 ].+ . 

F est á o~em def i nida e é contínua, pois cada Fi e contínua e, 

por (15), 

F. 
1
(t. 

1
, s), 

].+ ].+ 
o~s ~ l. i=l,2, ... , k-1. 

Alim dis so , temos que : 

(i) F(o,s) F1 (o,s) s1 (s) = p
1

, o :S s ~ l 

(ii) F(l,s) = fk_ 1 (l,s) = Bk( s) = p
1

, o :S s ~ 1 
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(i ii ) F(t,o) = ô(t) o ~ t ~ 1 

(iv) F(t,l) y ( t) o ~ t ~ 1 

Logo, 6 e homot &pica a poligonal y em M. n 

I . 3- INTEGRAÇÃO DE fOR~~S DI FERENCIÁVEIS 

Nes t e parigrafo, vamos s upo r que o lei t or e s 

teja fami li arizado com os conce i to s de f ormas dife renc iáve is 

(classe Cro), f o rmas di feren ciãveis exat as e fec hadas em u mn 

superfi cie; com a integraç~o de forma s di ferenc i ãve i s ao lon 

go de uma curva secciona lmente di fe renci ável , e com o lema de 

Poincaré, que di z que t oda f orma fec hada em uma superfíd e é 

loca l mente exat a . 

Vamos de f inir a i nt eg r al'de uma forma fechada 

ao longo de uma curva qualquer . 

Se jam N super f í c i e , w uma forma diferenciável 

exata definida num aberto cone xo U c N e f: U __,R função ele 
co 

c lasse C t a l que 

w = clf 

DE FI NIÇÃO 7: Dada a curva y : [a, b] __., U, definimos a .integral 

da forma dife renciável exat a w ao lo ngo da curva y, por 

Í w= f df = f (y(b )) - f(y(a)) . 
y y 

Se w definida em U, e uma f onna di fe renc iáve l fec hnd n, pe l o 

lema de Po incar é ; existe uma cobertur a de U po r abe r tos si m-

plesmente cpnexo s , t a l que lfll c exata . 
u. 

1 

Se jam f.: u. -~R funçõ es de cl ass e Coo ta is que : 
1 1 



= df. 
1 
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Dada a cu rva y: [a , b} ---oU, existe k <$:.. N tal que 

k 
y([a,b]) c U 

i=l 
u. 

1 
e uma par t ição 

a = t
1 

< t 2 < •• • < tk+l = b, do int ervalo [a ,b ] , s atisfazen 

do, 

y([t. ,t.+ ]]) cu.' 
1 1 . 1 

1 = 1, 2, ... , k 

Sejam 

Com as notaç6es acima, definimos: 

DEFINIÇÃO 8: A integral da forma fechada w ao longo da curva 

y, é definida por: 

k 
E 

i= l 
w 

k 
E 

i=] 
rf.(t. l)- f.(t . )]. 
- 1 1+ . 1 1 

OBSERVAÇÃO 4: 

(.i.) Para cada i= 1,2, . .. ,k, f . esti det erminada a menos de 
1 

uma const ante, porém, a di ferença f_ (t . 
1

) - f _ ( t.) está 
1 1+ 1 1 

bem determinada. 

(ii) Se adicionarmos i partição um ponto t\ teremos t . < t ' < 
J 

~tj+l ' para um ce rto j E {1 ,2, .. . ,k}, c o arco yj, substi-

tuído pe los arcos 

y I = '( • 

Jl[tj,t ' l 

e y" = 

Pela de fi nição 8, teremos: 

f j -1 f f. r. k 1 w = E df. + df. + df. + E df. 
'( i =l Y· 1 y J y J i=j+l 1 

1 '( . 
l 

(16) 

Ora, 
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f. 
y 

df. 
J 
. f.. 

y 
df. 

J 
f.(t') 

J 
f . ( t . ) + f . (t . l ) -

J J J J + 
r. c t · ) 

J 

= f . (t. 1) - f. (t . ) 
J J + J J 

substituindo em (16), 

\ k 
) w = E 
y i= l L 1 

df. 
1 

f df . 
y . J 

J 

Como os re fin amen to s das partiç6es s ao feitos por adjunção de 

um nGmero fin ito de pontos e duas quaisquer partiç6es possuem 

um re finamen to comum, t emo s que a integral independe ela par -

tição . 

Pe l a o bservação 4, a i ntegral da forma fechada 

w ao longo da cu rva y estã bem definida . 

As seguintes propriedades da integração de uma 

forma cl iferenci ãve l w ao longo de uma curva y 

ver if icação : 

w 6 exat a e y e fec hada, 

{ w = o )y ' 

Pz: Se • y 2 ' 

Se ..w. é fe ch ada, 

p
4

: Se 

~ - - 1 (l) 
y 

- ~ w y 

w1 e w2 sao fechadas e a , b ~ R, 

\Y a w1 + b w2 = a )Y w1 + b (Y w2 

-
S<lO 

PROPOSIÇÃO 4 : Se y
0

, y
1

: (a ,bJ - N 

uma fo rma fech ada em N, então 

sao homotópicas 

), w = J w • 
fo Yl 

ele fac.i.l 

em N e w e 



Prova: 

Tornemo s u rna cobertura N 

que w 1 é exata 
u. 

l 
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u.' 1 
U. aberto conexo em N, 

1 
tal 

Seja F : [a , b] x [o,l] - N a fun ção cont ínu a que deforma y em 
o 

yl. 

Defini mos a f unção <I> : [o,l] ~R, por 

<P (s) , onde Ys [a,b] - N é a curva 

dada p or y
5

( t) = F( t,s). 

Devemos mos t rar que a função <P é constante . 

Seja s
0 
~ [o ,l]. Tomemos uma p artição do intervalo [a,b], a 

= t 1 < t 2 < ••• < tk+ l = b , tal que , para cada i = 1,2, . . . , k, se 

tenha 

y C[t ., t .+
1
]) c LI., par a algum j E N . 

so 1 1 J 

Por simplicidade de notação, façamos 

y ( [ t. , t. ll ) c u. , s 1 1+ - l o 
i l,2, .. . ,k. 

Es colhemos uma métrica riemanniana em N, e denot.amos por dN(p,q) 

a dis tincia , e m N, ent re os nontos p c q , nesta m6trica csco -

lhida . 

Sejam (1 7) 

Pela con~inuid ade da fun ção F, exi s te em 8 > o tal q ue : 

i=l,2, ... ,k 

Denotando 

1 
y . = 

s FI 
1 (t . }x[s,s 'j 

l o 

i 1, 2, . .. ,k' 
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definimos as curvas ( ,Q,i+J.)-1 c i)-1 
s . y s . 

Pa r a cada i = 1,2, .. . ,k e o ~ s :S 1, a curva c~ e fe c hada 

e m N. Além di sso , s e i s- s 0 1 

da em u., 
1 

po r ( 18) e (1 7) . 

Pele1s propriedades pl e p3, 

o 

a soma de 1 a k , temos: 

k j k 

) i 
o = E w + E 

i =1 R-1 i =l 
s Ys 

Í
2
l w •f w 

s Ys 
- ítk +lw 

Daí, se 

o 

is-so i < õ, 

<H s ) = ~ 
Ys 

s 

w 

< o , 

k 
- E 

i=l 

- J 
w. 

Ys 

ci está i nteiramente canti 
s 

) w -
i+ l 

R. s 

po i s 

k+J. 

k 
i.: 

i =l 

) i w ; tomando 
Ys 

Lw ::: 

Ys 

R.l = 
s FI. = yo(a) =yl(a) e R. s 

{a}x[s,s
0

] 

FI = y (b) = y (b) . o . 1 
{b } x [s, s 0 l 

Como s E [o,l ] é arbitrár io, ~>é localmen te constan te ; e por -o . -

tan t o constante, já que [o,l} e conexo . • 

PROPOSIÇÃO .5: Seja w uma fo r ma fechada definida num ahc rt o co ne -

xo U c N. Se, para toda curva f echada y em U, s e tem 

) w:::: o, en tão w é exata . y 
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Prova: 

Seja p
0 

E U um ponto fixo arbit riri o . 

Consideremos a fun ç ão F : U -o IR, dada por 

F(p ) onde A e um caminho em U unindo o 
p 

ponto p
0 

ao ponto p . 

F está bem definida, pois se o é outro caminho unindo o ponp . 

to p
0 

ao ponto p, temos 

pois a curva A 6 - l e 
p p 

fechada . 

Mostraremo s que F e diferenciável e, para todo ponto p em U, 

dF(p) = w(p) . 

Sejam p e U, UP aberto param6trico que contem o ponto p e t al 

que é exata, e 

<t> D(o, l ) --l> U parametri zação lo cal tal que 
p 

<!>(o) = P · 

Consideremos em D(o,l) as curvas 

e em as curvas c!>o x(t ) =~(t,o) 

<t>o y(t ) =<t>(o ,t ) 

1 
::: t $ -z· 

F(<t>(t,o)) F(p) 

X 

y 

x(t) 

y(t) 

f~ 

= (t,o) 

(o , t) 

w 

p 

(19 ) 

Seja ôt um caminho unindo os pontos p e c!> (t,o), illt e .iramente 
- 1 

contido em Up. A curva At(t,o) " ôt Ap é fechada em U; por -

tanto, pela hip6tcse e por (19) , 
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/~u 
~ ~- F(<!>(t,o))- f(p) 

/

c:. ... " ) ' 
f w , o 1!- t [. i (20) 
ot _;. I - . 

I 
Seja f:U 

p 
de classe Cw tal que 

= df 

Como o caminh o <\ es tú in t eiramente 

conti do em Up, por (20) , t e mos que: 

F(<l>(t,o))- F(p) = { df = f(i-(t,o)) - f(p), o ~ t ~ ~ 
ót 

Daí , 

lim 
t -+ o 

existe 

F(<l>(t,o)) - F(p ) = 
t 

a F 
()X ( p) 

a f = (p) . ax 

lim 
t -+ o 

Analogamente, élF (p) 
él y 

élf 
(p ) . 

él)' 

f ( <P( t,o) ) - f(p) = 
t 

Portan to, F ~ di f erenciivel em p (cl ass e C~) c 

dF(p) = df (p) = w(p) . 

( p) , 

Como p EU 6 arbitririo, F~ difere nciãvel em U c dP = w . m 

Consideremos na superfíc ie N o sistema de par amet ri zaç6cs l o -

cais {<!> ., u. } . ,.N tal que 
l l l 'OCO 

<!> . : D( o,3 ) - u. 
l l 

e N = U 
i'Ó N 

<J> . (D(o,l)) = 
l 

u 
i<. IN 

B.(l). 
l 

Suponhamos que exis tam funçõ es de c lasse C
00

, fi Ui _..,.R, e 

constan-t·es c .. , definidas para todo par orden ado ( j , i ) tais 
)J. 

que B. ( 1 ) ~ B .(l) f $ , s atisfazen do 
l J 

i . e . , 

fi (x) f.(x) =c . . 
J J , l 

p a ra todo ponto x n uma c 21) 

vi z inhança aberta de 

IL (l ) n B . (l ) 
l J . 

, i ,j E: N. 

Definimos a forma fechada w , em~ . por 



= d f . 
l 

29 

, i «= N 

(w esti bem definida , por (21)) . 

(22) 

PROPOSIÇÃO 6 : Sejam y pol igonal fec hada em N , com vértice s 

Pn ' Pn ' . . . ' Pn ' 
1 2 k 

n = n · e w f orma fechada em N dada 
k 1' 

por (22) . Ent ão , 

Prova : 

k-1 
~ 

i=l 
c ' n . 

1 
n . 

1+ 1 

Usando a no tação da definição 6 (em I . 2) , 

y = c 2 3) 

Para cada i = 1,2 , . .. , k - 1, tomemos um ponto z . no segme nto 
l 

y , , t al que z . Eõ B (1) r1 B (1); c decompon hamos o n . n. 
1 

1 n . n . 
1 1 1+ l 1 + 

segmento y em dois arcos n. , n . 1 
1 2 

y e y , de n.,n . 
1 

n.,n. 
1 1 1 + 1 l+ l J+ 

p a z . c de z . a p , respectivamente. n . 1 1 n . 
1 1 ].+ 

Pela p ropri edade P2 ' por (2 2) e 

f w = L df + f 2 
df 

)1. n. 1 y y 1 y 1+ 
n. ,n. 

1 1 1+ n. , n . 1 
1 1+ 

n. ,n. 
1 l ].+ 

= f (p ) 
n . 1 11 • 1 1 + l + 

c 21) ' segue que : 

c 

= 

n. 
1 

n . 
].+ ' l 

f (z . ) = 
n 1 

i+ l 

c 2 4) 



Por ( 2 3) , C 2 4) c p 2 : 

k-1 
~ w = L 
y i=l t w 

n., n . 
1 ~ 1+ 
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k-1 
L 

i=l 
[ fn C Pn ) - f n . ( P n . ) 

") = 
+ c J 

Como nk = n 1 , 

( k ·· 1 
) w = E 

y i=l 

i+l i+l 1 1 

c n . 
1 

n. 
1 + , 1 

k - 1 

. c 

c 

11 i+l,n. 
1 

11 " +1 n 1 , . 
1 

I- 4 - ISOMORFISMO DE DE RIJA~! 

Sejam M superfície compacta, { q, . , 13. (3) }._
1 2 1 1 1- , , ... ,m 

sis tema de para~et ri zações locais de M, c omo na propo s i ção 1, 

que seri indexado de tal maneira que B1 Cl) n Bi+l(l) t ~ . i = l, 

2, ... ,m- 1; onde pode ocorre r B. (1) = 11 . 
1 

(1) . 
1 1+ 

Seja G(S) o grupo l i vr e abeliano que tem como 

base o conjunto dos segmentos ori entados [p,q] conforme de 

finição 5 e seja H o sub grupo dos elementos das formas [p, p] e 

[p , q ] + [q ,p] . 

Chamaremos de c1 CS) ao gr upo quocie nte G(S)/H 

e denotaremos a classe [p ,q-j +H por (p , q) . Seja C
0

(S) o gru 

po livre abe li ano que tem como base o con junto S . Co nsidere-

mos o homomorfismo 

a : c1 (S) - C
0 

(S) , i nduz i do por 

a C [ p , q] ) = q - p 

Cham aremos de z1 (S) ao nGcleo de a. 



31 

DEFINIÇÃO 9: 

( i ) Um elemento de G(S) 6 chamado uma CADEIA . 

(ii) Um elemento de z1 (S) ~ chamado um CICLO. 

PROPOSIÇÃO 7: 

(i) Cr(S) é grupo livre 

(i i) Fixando p
1 

como ponto base, to do cic lo é da forma 

qi e vizinho de qi+l , i= 1, 2, .. . , k . 

Prova: 

(i) Ordenamos o conjunto S e definimos o conj unto 

T = {(p,q); precede q, p! q e p e q são vizinhos} 

S ficil ver que Te uma base de c1 (S). 

I I I f 

(ii) Seja ~ = (ql ,q l) + (qz ,qz) + • • • + (qs - 1' qs-1) + (qs ,qs) 

um ciclo . 

' Queremos mostrar que qi =qi+l' 1 = l,2, . . . ,s, onJc 

Suponhamos que exista um inteiro !, o ~ 1 ~ s 

tal que q 2 ! q
1

+1 . Seja o s k ~ s o menor inteiro tal que 

' qk f qk+ l " Como~~ um ciclo, 

s ' o = a~ [ (q s ' - - qsJ 
i=l 

s ' 
= qk ql + [ (q - qs) (25) 

i=k+l s 

Decorre daí que existe j <:. {k + 1, .. . ' s + l } tal que 

qk = qj Se k = s, está pronto, poi s j = k + 1 = s + 1 e, 

por (2 5) , · 

o = 
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Se k f s, reordenamos a "soma" c os Í ndices, obtendo: 

' ' 
t; = (ql,q2) + (q2,q3) + ··· + (qk,qk+l) + (qk+l'qk+l ) + ·· · + (qs ,qs ) 

' 
Se existe um inteiro k + 1 ~ ~ ~ s tal que q ~ f q t +l, repeti -

mos o proce ss o . 

Procedendo de s ta manei r a sucessivamente , obte -

mos que o ' ciclo ~ ~da form a 

Se q1 = p1 , está pronto . 

Se q1 f p1 , existe i~ {2 , 3, . .. ,m } tal que q1 = p1 , c o ciclo ~ 

é igual ao c iclo 

+ (p . ,p. 1) + (p . 1 ·P· z) + • · • + CPz ·Pl ) ·o 1 1- 1- 1 -

PROPOSIÇÃO 8 : 

A seqUência , 

a ó o-+ Z1 (S)- c
1
(S)- C

0
(S) - z -- o, onde 

ô : C (S)--. Z é dada por ô(rn .s. ) = rn . , é exata . 
o 1 1 l 

Prova : 

\Pela de f in i ç ão de z
1 

(S), r esta mostrar que ô é so brejctora c 

a(C
1

(S) ) =ker ó . 

Que a é ~obrejetora e 6bvi o . Mo s tremos, ent ão, que a(C1 (S)) = 

= ker ó . 
n 

Seja r. ni .Cpi ,qi) €.. c1 (S) . 
i=l 
n n 

ô o a C 1: n .(p . ,q.)) = ó ( E 
i=l l 1 1 i =l 

n 
= ô ( I 

i=l 

11 • (q . - p . )) = 
l 1 1 

n 
n -C[· - r n . P . ) = 

1 1 i=l 1 1 
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Po r outro lado, 

Para cada 1 = 1 , 

As somas formais 

k 

n 
E 

i=l 

seja 

2, 

n· -
l 

k 
L 

i=l 

. .. , 
• • • + 

n 
L 

i=l 

a .s. 
1 1 
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n · = o 
1 

em C
0

(S) 
k 

ta l que L 
i=l 

k , tomemo s a cadeia 

Pn . ) ' ond e Pn . = 
1 1 

C! · 
1 

s .. 
1 

= o (26) 

. L ai ((p1 ,p 2) + Cr 2 ,p 3) + • • • + Crn . 
1

, si)) sao e lementos de 
1= 1 1-

= 

k 
r. 

i=l 

k 

c1 (S), t ais que : 

ai (a((pl,p2) + · · · + (Pn. ' 5 i))) 
1-1 

E a - (s. - p
1

) = 
. 1 1 1 1= 

k k 
L a . s . ( L a . ) pl 

i =l 1 1 l=l l 

k 
E a . s . , por ( 2 6) . 

i= l 1 1 

Logo, a seqU~ncia ~ exat a . m 

Para c ada ponto p1 pertencente a S, fixamos uma 

poligonal 11 em ?11 , LUlindo o ponto p
1 

ao ponto p., i = 1,2, ... ,m tal que: 
pi l 

(i) 11 c identicamente c onstant e . 
p l 

( ii) Se p. = p., 11 = 11 
1 J p i Pj 

Se jam n1 (M) o grupo f und amental de Me rr 1 (M) o grupo n1 (M) abe-

1 i ani z ad·o . 

Lembramos que G(S) ~ o grupo librc abeliano gerado pelos segmen

tos orient ados [p ,q] e definimos o homomorfi s mo: 

1 • 

h1 : G(S ) + n1 (M,p1 ), dado po r 

i' j 1, 2, ... , m, 
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onde y 
pi , pj 

denota o segmento orientado em M de orige m p . c ex -
1 

tremidade p . 
J 

(para dife r enciar do elemento [pí , p j ] ~ G(S)) e 

A . y • A-1 denota a classe de equiv a l ência homotópi-
Pi pi , pj Pj 

ca, em M, da poligona l A • y . A 
pi p i ,pj Pj 

O núcleo H da aplicação natural G(S) -. c1 (S) está contido no 

núcleo do ho momo rfismo hl . Com efeito : Dados p, q 6: s 
' t emos 

hl([p,pj) = A . 
Yp,p 

i\ -1 = o p p 

hl([p,q] + [q ,p j ) = A Yp,q 
. 

Yq,p . A- 1 = o p p 

ConseqUcntemente, podemos pas s ar ao quo c i e nte obtendo o homo-

mo rfismo i nduz i do: 

( 2 7) 

PROPOSIÇÃO 9: A restrição h do homomo r f i smo h2 ao con junto 

(h = 

Prova: 

h I 2 Z (S) 
1 

Scj a cS uma curva .fechada em ~I com orige m no ponto p
1

. Pela pro

posição 3 (em 1 . 2), existe um a poligonal f echada y em M, com 

vértices q
1

, ... , q
11

_, onde q
1 

= q
11 

= p
1

, tal que 8 = y . 

Seja ~ <::: - :Z 1 (S) o ciclo represen tado por 

~ = (ql ,qz) + (qz , q3) + • • • + (qn-1' qn) · 

Aplicando o homomorfismo h, temos: 

Como corolário desta proposiç ão, temos o seguinte teo r ema : 

/\ - 1 = . 
pl 
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TEOREMA 1: A dimensão sobre R do es paç o dos homomo r fisrnos de 

rr 1 (M,p 1) em R (H1 (M,R)) é finita . 

Prova: 

Sendo M uma supe rfície compacta, o grupo li vre G(S) é obvi a

mente finitamente gerado . Daí, c
1

( S ) tamb6m 6 f ini t amente ge

rado. Por um teorema de ã l gebra, como z1 (S) c c
1

( S ) como s ub

grupo e c
1

(S) é f in i tamen te gerado, z1 (S ) é fi ni t amente ge ra-
I 

do . Sendo h: z1 (S) -+ rr 1 (~t,p 1 ) um homomor f ismo sobrej e tor, de-
I 

corre daí que rr
1

(M ,p
1

) é finitamente gerado . ~inalment e , ob-

servemos que H1 (M,R) = Hom (n 1 (M, p1), R) ~ Hom (n~(M , p 1 ) , R) . 

PROPOSIÇÃO 10 : Seja a : n
1

(M p
1

) -+ R homomorfismo . Existe um 

sistema de nGmeros reais {r(n J.) } s a tis f az endo ( 8) ., ' l ~i,j ~ m 

(propo s ição 2), t al que, para toda poligonal f ec hada y de ver-

tices Pn ' Pn ' Pn onde Pn = Pn pl ' se tem . .. , 
o 1 k o k 

k- 1 
a = E ~ (nj+l' n j) , sendo Ct = a (y) . 

y j =o y 

Prova : 

Consideremos o homomorf is mo 
I 

<!l =a ' o h
2

: c
1

(S) -+ R; com h
2

: c
1

(S)-+ n 1 ( ~t , p 1 ) , 

definido em (27), onde a ' ~o homor f ismo m5du l o os comutado-

re s . 

Se Bi (l): n Bj (l) :f <P , defi nimos 

~( i,j ) = <ll( (pj ,pi)), i,j 6. {1, 2 , . . . ,m } 

Mostremos que o sistema {ç(i,j)}l ~ i,j ( m sati sfa z ( 8) : 
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ç(r,n) + ç(n ,s) + ç (s,r) <i>((pn ,pr)) + <t>((ps ,pn)) + 9 ((pr.!\) ) = 

= <i>((pn,pr) + (pr,ps ) + (ps,pn)) (Z9) , 

pois <f> homomorfismo e c1 (S) € grupo livre abeliano. 

Pela escolha do sistema de parametrizaçõe s lo -

cais, de (28) segue que 

i = r,n,s . 

Como Br(2) é simplesmente conexo, c a pol i gonal f echada À de 

vérti ces pn, pr, Ps esti inte iramente contida em Br( 2), temos 

À~ homot6pica a um ponto em Br(Z) . Daí c de (29 ), 

a(o) = o . 

Assim , o sistema { ç (i , j ) } 1 . .· satisfaz ( 8) . A 1 é m cl i s s o , 
~ l,J ~ m .. 

este sistema e t a l que, dada a poligona l fec hada y e m ~I <.lc 

v~rtices 

posição 9, temos que: 

Ct = <I> ( (pn , pn ) + (pn n ) + . . . + (pn Pn ) ) = 
y o 1 l · n z k- 1 k 

k-1 
= r. <i>(pn., Pn ) 

j=o. J j+l 

k-1 
= r. ç(nj+l' n.) . ~ 

j =o J 

Denotaremos o espaço dos homomorfismos do g rup o fundament a l 

de M(n 1 (M,p_1)) no grupo dos números re a i s po r H1 (M,KO e o es 

paço quociente do espaço das fo r mas fec hadas em M, m6du l o o 

subespaço das formas exatas por H1 (M) . 
DR 
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Com estas notações, definimos a aplicação 

I: 111 (M) --4H1 UI,R) por 
DR 

r cw- J C r) 

w ~ H1 (M) e w e um representante da classe w , 
DR 

(30) 

y E. rr
1

(M,p1 ) e y é um representant e da cl asse y . 

Pela proposição 4, para cada forma fechad a w em M, c para ca-

da y ~ rr
1

(M ,p
1
), a aplicação 

y - l w , onde y é um representante de y, está bem 
y 

definida- Para mostrar que I esti, portanto, bem definida , lcm-

brames que se w
1 

e w2 sao representantes da classe w, a di fe 

rença w
1 - u1

2 
e uma forma exata em 111. Daí, pela s propriedades 

p1 e p 4 , para toda curva fechada y em M, temos : 

o. 

TEOREMA DE DE RHAM: 

A aplicação I: H
1 

(M) -4 H
1

U1,R) dada em (30) e um isomorf is
DR 

mo. 

Prova : · · 

Pelas propriedades da integração de fo rmas fec hadas ao longo 

de uma curva em M, é fácil ver que I é um homomorfismo . 

Da proposição 5 ~egue que o homomorfismo I 6 injetor . 

Resta mostrar a sobrejetividade de I. 
1 . 

Se ex E: H (~1 .~), pela proposição 10, existe um sistema de n u-

meros reais {ç(i,j))L~i,j ~m· satisfaz cndo (8) (proposi ç ão 2), 
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tal que, para tod a poligonal fe chada y em M de vértices p1 = 

=pn, Pn, ·· · , p
11 

= p 1 , tem--se : 
o 1 k 

aCY) =a 
y 

= 
k-1 

í. z; (n -
1 

, n _ ) . 
j =o J+ J 

Dado tal sistema {ç (i,j)}
1

- - , pela proposição 
~ 1, Jc;, m 

2 existe uma família de funções f - B- (3)- R de classe c"" , i. 1 

satisfazendo: 

fi (x) - f j (x) = ç (j, i) , para todo ponto x nu
ma vizinhança abert a 
de JL (1) r. i3- (1). 

1 J 

Seja w form a fechada em M, dada por 

df- . 
1 

Pela proposição 6, dada a poligonal fechada y 

em M de virtices p 1 = . . . ' pn = p t, temos que 
k 

k- 1 
[ ç (n -

1
, n-) = a . 

j =o J + J Y 

A tese segue, portanto, da proposição 3, que 

diz que toda curva fechada em t-.1 com origem no ponto p 1 é ho

mot6pica a uma poligonal fechada em M com orl~em no ponto p1 . o 



CAP!TULO II 

DECOMPOS IÇAO DE 1- FORMAS DIFERENCJ ÂVEI S f.EC II ADAS H1 

UMA SUPERFÍCIE DE IUH ·lANN CO!v1PACTA 

SejaS uma super f ]ci e de Ri emann . Então, S pos -

s u i uma estrutura de superf ici e conex a , isto ~ . estru tura de 

variedade diferenci~vel de dimens ã o doi s e c l asse c"" . Se z e 

coordenada local de S, tomaremos x e y coo rde n a da s locais t ais 

que x é a parte real e y a parte imagin~ri a d a c oo r de n ada com-

plexa z . Temos, então, em S todos os conceitos de formas ( reais) 

diferenciais, f ormas difcrenciive ls, for mas de classe 

diferencial exterior, e tc ., que suporei conhecidos . Ch amo a ten

ção que, neste capítulo, forma não si gni f i ca f orma de clilsse Coo. 

Aqui, uma f orma diferencial não n ec essit a, seque r , ser dife 

renci i .ve·l. 

O objet i vo de s te cap í tulo c mostra r que toda 

l-forma dife.renc i âve l c"" f echad a w, n uma superfície de Riernann 

compacta R, pode ser decomposta de m::mei r a Cmica corno w = wh + df, 

onde wh é h~rm5n i ca e f E c "" (R). I ni c i aremo s tornando uma s u

perfície de Ri e mann não necessari ame nte co mpacta S e mostra -

remos a exist~ncia da decomposi ção ( n ã o necessa r iamente 
~ . 
un1 -
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ca) para l-formas di fe r e nciáveis fechada~ w pertencent es a o 

espaço de ll i lb e rt L 2 (S) e daí, dednz i remos o teo r cnw para 1-

formas diferenciáveis fechadas numa superficic d e lücmann com-

pacta, onde teremos a unicidade . 

II . l - FORMAS HAR~~NICAS 

Seja S superfície de Ricmann nao necessarj amen-

te compac t a . Dado um ponto p e S, consideremo s o plano T (S) , 
r 

tangente a S n o pont o p . Sejam z = x + iy coordenada local de 

S em p, O o disco I z I< 1 c <1> : D + S pararnetriz ação local de

finid a por z, tal que t(o) = p . 

Para todo vetor v E R2 , temos que 

not . 
dcJ>(o) (v) = dt (v), pertence a T (S ) . 

o p 
., 

Daí, con siderando a base canônica f(l,O),(o,l) } de H'-, temos 

a d<!>
0

(l , o) = ax 

a 
ay 

t(x,o) 1 

<!> (O,)' ) I 

X 

y 

= o 

= o 

not . 
= 

not. 
= () 

ay 

~.fácil ver que {~x' ~y} é uma base de Tp(S) r claUva a para

metrização local <!> . 

Para t odo ponto p c:ê.. S, considerando-se <l coor -

denada local z = x + iy em p e fazendo 

a 
i fi 

a 
ay e 

() 
iay a 

- ax ' T (S) t e m estrut ur a de 
p 

espaço vetorial tomplexo . Com e f eito, tomand o - se em p a coar -

denada l oc a l ç = ~ + in, a mudança de coordenadas z( c;:)= x (cn) + 

iy(~,n) função analítica, po rt a n to , satisfaz -+ e uma e, as c-

de Cauchy - Riemann: ax = ~ ax a v quaçoes e = - -.L. .. .. aç; an an d ~ 
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Daí, i a . ( a ax + a ay = ãY ~) a~ 1 ãX ã1" 

~~ + 
a ax a 

ay an ax an an 
c 

i a . c é) ax -~- ~) = = 1 -- + an ax an ay a n 

i_~ a ax a - - ax ã1 
::: -ay a~ a~ 

Seja w uma l-forma dife renci al em S . Dado um 

ponto p € s ' wp denotará a l-forma diferencial w apli cada ao 

ponto P · 

DEFIN IÇÃO 1 : Dada a l - forma difer encial w em S, definimos a es -

trela (de llodge) da forma w, como a l- form a diferencial -A·w dada 

por 

* w ( u) = - w (i u ) , \1 p E S , 'tJ u t. T ( S) . p p p 

O operador w >+ *w é chamado operador estrela de llod gc . 

As seguintes propri edades do oncrador estre l a de 

llodge sao de fácil verificação: 

El :O oper ador estrela é linear, isto e, 

*(aw) =a *w, para todo a ~ R . 

E2: **~ .. = *(*w) = - w . 

E3: Se, em coordenadas loc ais , w = p(x,y)dx + q(x,y)dy 

* w = -q (x, y) dx + p ( x , y) d y . 

DEFIN IÇÃO 2 : 

(i) Se f E.. c""(S) , a forma diferenciável ltl = *df é dita f orma 

coexata. 
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(ii) Se w ~uma forma di{erenci5vel (de cJ ns sc Coo) tal que 

d *w=o, w é dita forma co fcc hada. 

OBSERVAÇÃO 1 : Se w 6 uma fo rma diferenciável cofcchadn, *w 6 

fechada e portanto, localmente exata . Daí., localmente, *w = df , 

onde f ~ Cm(S) . Pelas propriedades E2 e El do ope rador estre -

la, temos 

w -**w = - *df *d(- f) , isto e, w e local mcn -

te coexata . 

m 
DEFINICÃO 3: Uma l- f orma diferenci5vel (de classe C ) w é di-

ta harmônica se e somente se w é f echad a c cofcchada, isto é, 

dw = o e d*w = o. 

OBSERVAÇÃO 2 : Se w e uma fo r ma dife r enciável h<1rmôrüc;1 dé!cln 

localmente por w = p dx + q dy, en tão, localme nte , temo s 

dw aq ~) dx dy o = = (é) X - e ay 

o = d*w = (~ + _?_g_) dx dy . 
d X êly 

Portanto, !9. = lJ2 e l.9. = - .9..1?. ou seja, a função q + lp c ax ay ay ax ' 

uma função holomorfa da variável z = x + iy. Reciprocamente, 

se em cada disco paramétrica temos w=p dx + q dy, onde p c q 

são funções harmônicas conjugadas, então w 6 uma fo r mn difc-

renci i~~l harmônica . 

II.2 - O ESPAÇO L2 (S) : 

Conforme havia dito na introdução deste capi t u-

lo, antes de provar o teorema da decomposição de formas dj (c -

renciãveis fe chadas numa superfíc ie de Riemann compacta, pro-

varei um teorema de decomposição de formas f echadas numa su-
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perfície de Riemann qualquer S . Porém, na supcr(Ícje S, nao 

basta que a l- forma diferenciivel seja fechada, 6 preciso que 

ela pertenç a ao espaço de llilbert L
2

(S) , cuja definição 6 o 

ob jetivo deste parágrafo . 

DEFINI ÇÃO 4 : Uma l - forma diferencial w em S será dita mcnsur5-

vel se, localmente, w = p dx + q d y , onde p e q são funções 

- . mensurave1s. 

Sejam {Un } cobertu ra param~trica de S lo-
Jl<;. N 

calmente f init a e {e
11

\
1 

E N partição da unidade de S de clas se 

c"" relativa à cobertura {Un} Consideremos X= x(n) e y = y(n) 
. n<:N coordenadas locais em U

11
• 

Seja w forma diferencial mensurável em S dada, 

em un' por 
2 2 

w = p d x + q d y . E n t ã o , c m U , w * 'u = ( p + q ) d x cl y . 
n n n n n 

Conside remos as seguintes condi ções : 

(i)'in E N, p e q pe r tencem ao espaço das funçõe s de quaclran n 

(i i) 

do integrâvel (à Lebe squc) em U
11

, L 2 (lJ
11

) . 

I: 
n=l f 2 2 

(p + q ) e dxdy 
U n n n 

n 

< + ro . 

Dada uma l- forma diferencial mensurável w em S, é jmecliato que 

a condição (i) c a soma em (ii) independem da cobertura {Un} 
ne N 

Portanto,com estas notaçõ es, podemos de finir: 

DEFINIÇÃO 5: w*w e integrável (à Lebesque) em S se 0 somente se 

as condições (i) e (ii) se verificam.e a in tegral de w*w em S ~ 

denotada e definida por 

f w *w = ; { 

S' n=l J. un 
E fácil ver que o conjunto das formas difcren-
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ciais w, em S, mensuráveis e t ais que w*w é in tegrávc l, c um 

espaço vetori al sobre o co rpo dos numeras reais, com as ope -

r aç oes us uais de adiç~o e multipl icação por uma constante . 

Neste espaço,consideremos a relação 'v definida por : wl '\, wz 

se e somente se wl = wz a menos de um conjun t o de medida nu -

la (um conjunto A c s t em medida nula se sua imagem, em a~ z, 

por cada parametrizaç~o local tem medida nul a); em outras 

palavras, w1 ~ w2 se e somente s e w1 = w2 em quas e to do pon

to. 

S claro que a relaç~o ~ e de equival~ncia. 

DEFINIÇÃO 6 ·. O es1)aço L2 (S) e- o · t d f espaço quoc1en e as armas 

diferenciais mensuráveis w em S tais que w*w é integrávc l , 

m6dulo a relação de equival~ncia ~ ; ou sej a, e o espaço ob-

tido daquele identificando-s e as formas q ue coincidem em qua-

se todo ponto. 

2 Denotaremos a class e da l - forma w em L (S) 

por [wJ. Consideremos a operaç~o ( , ) em L2 (S), defi n ida por : 

(1) 

Como as integrais sobre S de du as form as que coincidem em qua-

se todo ponto são i guais, a operação C , ) está bem definida . 

Além disso,pelas propri edades da integraç~o ~ Lebesque , e fá -
2 cil ver que ( , ) define um p roduto i n terno em L (S) . 

Por simpl ic idade de notaç~o, w representará da

qui em di ante a l-forma ou sua classe em L2 (S), ficand o claro 
7 

no con te x to se se trata da forma ou de s ua c l asse em L-(s). A-

lém disso, nas definições dadas ern termos de representan tes das 

classes, omitirei as verificações de que i ndependem do rep re-
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sentante escolhido, por serem imediatas. 

2 -TEOREMA 1: O espaço L (S) com as operaçoes usuais de adiç ão de 

l- f ormas diferenciais, multiplicação de uma l-forma por uma 

constante e o produto interno (1), é um es paço de llilbert. 

Prova: 

2 -Resta mostrar que L (S) c comp l eto com relaç ão 

a norma proveniente do produto interno . 

2 
seqU~ncia de Cauchy em L (S ) . 

Portanto, dado o < s < 1, existe n
0 

E: N tal q ue 

ll wm-wk ll <e:: , se rn,k~n0 • 

Dai, para toda região V com fecho V compacto 

em S, sem, k ~ n0 , temos: 

~ 11 tu m 
(2) 

11 11 denota a norma restrita a reg1ao V. 
v 

Seja {Ui } f amí lia localmente f inita de a-
i.;;: IN 

bertos pararn&tricos que cobre S, tal que o fecho de c ada 

U. é compacto.em S. 
1 

u.' 1 

Se wlll=p(i)clx+q(i )dyemu., por (2), temos m m 1 

que: 

11 w - wkiJ 
m u. 

1 

{r {j p~i) _ p~i) 12 • , q~i) - q~i) 1
2J dxdy /iz 

ui 

< e: , 

Em particular, 
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Como o espaço das fun ções de quadr::tdo i n tegrã

vel em U
1
.,L 2 (U

1
.), é completo, exis t e p(i) tal que p(i.) ->- p(i) 

m 
em L2(u.) . Analogamente, cxjst e q(i) tal que q(i) · ~ q( i ) em 

1 m 
2 

L (U . ) . 
1 

n 
Sejam V = U u . . A famí li a {V } e umR fa-

n i=l 1 n n~~ 

mflia cresce nt e de regiões com fec ho comp acto e m S, tal que 
00 

s = u 
n=l 

v . n 

Fixemos n ~ N . Definimos em V :1 l - forma difc n 

renci al n dada 
n p(i)dx + q(i)dy u .. n es tá bem de-w por w em (.I) 

1 

fi nida. Com e fei to, suponh amos u. u. -L q, n = p(j)cLx' qu e (\ ,. c 'JJ + 
l J 

+ q(j)dy' em U .. 
J 

Po r definição , p( j) = lim P (j) c q(j) = Jim (l(j), com 
m m m m 

w = p(j) dx' + q(j) dy' em lJ . • Como 11ara cnda m rJJ cs tã hem 
m m m ' J •m 

def inida, em U. (\ U., as funções p(j) e q (j)satjsfazcm as se-
l J m m 

guintes equações : 

p~j) (x ' ,y') = p(i) (x(x ' ,y ' ), y(x ' ,y ' )) ax + (i) (x(x' ,y ' ), y(x ' ,y' )) "*· m ax' qm 

~j) (x' ,y') = p(i) (x(x' ,y') , y(x' ,y ' )) ax + (i) (x(x ' ,y'), y(x' ,y' )) lY 
m -ay ' qm ay 

Tomando o s limites quando m t e nd e a i n fini to , t e mos 

p(j) = l i m 
- .. m 

(i) ax + q(i) ti 
P ax' ay ' 

q(j) lim q ( j) (i) ax (i) ~ , e porem lo, = = p - + q m ay ' a y' 
m 

n p (i) d x w + q (i) dy = p ( j ) d x ' + q ( j )dy ' em lJ. (\ 11 . • 
1 J 

Seja {c . } partição da unidade de \'
11

, 
1 . l J. = , •• • 'n 

00 

de classe C , r elat iva à co be rtura {U . } Temos que, 
l . 1 1 = , . . . , n 
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dxdy < 

(i) (i) 2 pois p , q tE- L (U.), pa ra cada 1 = 1,2 , . . . ,n. Po rtan to , 
1 

w -+ w m 
n em L2 (v) . 

n 

+co 
' 

~ ( { I r c i) _ r c i) I 2 + I q c i) _ q c i) I 2 1 e. cLxdy = 
i= l ) m m 1 u. 

1 

n 

lu 
{ I PC i) - p~i) 12 + Jq(i) - q(i) 12J c . dxdy = = E lim m m k 1 i=l k ->-00 

l 

11 
2 

= lim w wk li 
k->-oo m v 

11 

Por (2) , daí segue que li wm - w
11 I! 

Vn 
(Observe que a desi gualdade em (3) 

< e: , sem :::;.. n 0 . 

indcpendc de V ) . 
n 

( 3) . 

De fini mos w n em S por w = w em V • n w e stã be Jll 

definida pela unic idade do limite em L2 (v ) . Al6m 
n 

~ 

djsso, w e 

men s urável pois, para cada i, a res tr ição wj = w11 j 
li . lJ . 

1 1 

+ q(i)dy e p(i) e q(i) sao funç6 es mensuráve is em u . . 
1 

2 Resta mostrar que w 6 L (S) 

Pel a definição da família {V
11

} 

sup 
n IV 

n € N 

w *w s up l i u1 11 
n V 

n 

-~ w em 

n 

Ora, par a todo n ~ !N, por (3), 11 w - < E: , sem ?!- n
0

. 

Em parti cul ar , 

11 w11 11 
o v 

n 

< e: .,. 11 w
11 

11 < + "" • para todo n . 
o s 
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Portanto , J w··•w = s up llwllv <+ <X> , 

S n n 

Al ém disso, 11 w - w 11 
m S 

= sun 
n 

11 w - w
1

11 ~ E. , sem ~ n0 . 
1.1 v 

·n 

Logo, 2 wm -+ w em L (S) , isto é, L2 (S ) e complcto . o 

I I . 3 - DECOMPOSI ÇÃO DO ESPAÇO L2(S) 

Seja C~ = Coo (S) o espaço das f unções de classe 
-Cro n a var iedad e S . De no tando por Coo = Cro( S) o subespaço de o o 

Cro( S) das funções que t~m s uporte compacto em S, definimos os 

s egui nte s s ubespaços de L2 (S ) : 

( a) E = E(S) é o fec ho em L2(S) do espaço das formas diferen

ciáveis exatas df , com f t Coo(S) . 
o 

(b) E* = E* (S ) é o f e cho em L2 (s ) do espaço das [o rma ~ cooxa-

tas *df , com f E C (S) . 
o 

~ ~ l ~ 
(c) H = E é\ (E*) , onde E c (E* ) denotam os complementos 

ortogon ais de E e E*, respectivamente, em L2(S). 

LEMA 1 : Sejam f~ C
00

(S) e w l-forma diferen ci~vel de c lns se Coo 

e m S. Se f ou w tem s uporte compacto K em S , então, 

f d ( fw) = i f dw -1 w df = o . 
s s s 

Pr ova : 

Seja {D . } . =l 2 k cobertura de K por discos pa ra-
J. 1 , , .. . ' 

métr.ico s tal que a fr onte i r a de cada D. é uma curva analítica . 
1 

n 
Seja G = U 

i=l' 
frontei r a aG 

D . . G é uma região e m S co m fec ho co mpacto , cu ja 
1 

é constituída por um numero fjn i to de curvas a -

nalít .i cas por pa r tes . 

Pelo teorema de Stokes, 
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t d(fw) =L f w = o, pois f ou w se anula em aG, 

pois aG (I K :: <P 

Por outro lado, 

lG d ( fw) = t (df) w + t fdw = ~ fdw - i wdf . 
G 

Portanto, como f ou w se anula fora de G, temos: 

o = t d(fw) js Cdw - )s w df .• 

TEORElv1A 2 : O espaço L2(S) tem decomposição ortogonal L2(S) 

= E !B E* !B H. 

Prova : 

Pe la definiç ão de H, li é ortogonal a E e a E* . 

Mostremos que E~ ort ogonal a E*: 

Sejam w perten cente a E e a pertencente a E* . 

Existem seqU~ncias de funç6es {f } c {g } em C
00

(S) 
n nE.N n n e:N ° 

tais que df + w e *dg +a em L
2

(S) . Como L 2 (S) é espaço de n n 

llilbe rt, daí seg ue que 

(4) 

Fixando -se n ~ ~. pela proprie dade E2 do opera-

dor estrela, 

( d f n , * d g
11

) = I ( d f ) * ( * d g ) = - ( ( c1 f ) ( d g ) . 
n n J. n n 

s s 
As funç6 es f

11 
e gn tem suportes compac tos; po r tanto, pelo lema 

1 ' 

(df
11

, *dgn) -= - { 

)s 
(df

11
) (dgn) = - ) g

11 
d(df

11
) = o . 

s 
Como n foi tomado arbitrariamente , dai e de (4) , (w , a ) 

= lim (df11 , ~dgn) = o . 
n+oo 
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Portanto, E e E"' sao su be spaços fechados de 

L2 (S) tais que E 6 or to gonal a E* . Ent ão, como L2 (S ) ~ com -

pleto, a soma direta E ® E* tamb6m c um s ubespaço f echado de 

L2 (S); conseqUe ntemente temos que L2 (S) = (E®E*)®(E®E*) 1 . 

l 
Resta mos trar que H = (E@E* ) 

Se j am h E. H , y 
1 
~ E e y 

2 
E. E* . P e 1 a b i 1 in e a r i -

da de do produto interno e pela definição de I! , 

Ou seja, H está conti do em (EffiE*).J. . 

Por outro lado, s e w pertence a (E®E*f , quais-

q u c r que se j am y 
1 

<=-- E e y 2 E.. E* , ( r.ll , y 
1 

+ y 2 ) = o - Em p a r t i -

1 C ) C ) .,. ,l (f'* ).l.. cu ar , w, y1 =o e w , Yz =o . Da .1, úJ pertence a E 0 ·: =H, 

completando a demonstração . o 

Resulta do t eorema 2 que uma forma dife r encial 

2 qualquer w pertencente a L (S) pode ser deco mpos ta de maneira 

única como w = y1 + Yz + h, onde yl E.. E, Y z G E~. e h ~ l i. Es -
2 tamos querendo mostra r que H ~ o subespaço ele L (S) das for -

mas harmônicas em S . Isto se r á conscq Uênci a de al gun s l emac; que 

veremos a segui r. 

LEMA 2 :-- -Se ja w l-forma diferenc i ável de classe c (X) em S . 

(i) w e fechada se e somente se w E: ( E·*f . 

(i i) - co fechada w e s e e somente s e w E [.J. . 

Prova: 

Seja w uma. forma di f erenciável fechada em S, 

isto - dw Pe lo lema 1' tod a função f Cro(S), e, = o. para ~ o 

(w, *df ) = ~s (w)-k( *clf) = -f w clf = -r fdw = o (S ) 

s s 
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co 
Se y ~ E*,existe uma seqU~ncia de funções {f } em C (S), 

n n E: N o 
t a 1 que y = 1 i m * d f . Por ( 5 ) , n n-+oo 

(w J y) = lim (w, *df
11

) =o; 
n+oo 

l. ou seja , w E (E*) . 

Reciprocamente, dada w E (E*f , mostremos que 

dw = o . Suponh amos que dw = A (x, y) dxdy, localmente, e que e

xiste um ponto p
0 

em S tal que A(p
0

) I o . Sem perda de gene

ralidade, podemos supor que A(p
0

) > o . Como A é cont ínua, e 

xiste uma vizinhanç a U de p em S, tal que A > o em U. Seja 
o 

f : S + R função de classe c"" tal que 

f > o, f (p ) = l 
o 

e f = o f ora de U. 

Temos que f ~ C~(S) c portanto, pelo lema 1' 

o = (w , *df) = -f w df = -f fdw = -f f A dxdy < o; 

s s u 

o que e um absurdo . 

(ii) prova análoga . e 

LEMA 3: Seja w l-forma diferenciivel de classe C"" em S . Entio, 

w pe rtence a H se e somente se w ~ harm6nica . 

Prova : 

Pelo lema 2, w E. H = E.l. r\(E *)..L se e somente se 

dw =o- d*w,isto ~. se e somente se w é harm6nlca . 

Denotemos por c"" = Coo(S) o espaço das l-formas 

diferenciáveis em S de cl asse (
00

• Embora esta notação também 

es teja sendo usada para denotar o espaço das funções de clas 

se Cc:o em S '· ficará claro no contexto se s,e trata do espaço de 

funções ou de l-formas diferenciáveis . 
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Pelo lema 3 , o s ube snaço das formas hnrm6nicas 

de L2 (S) ~ o s ube spaço c""nH(S) . Portanto, para mostra r que o 

subespaço das formas harmônic as ~ exatamente H = HC S) , rest a 

most rar que H c CooCS) . Este resul tado será mostrado num lema 

de vido a H. Weyl. An tes de enunciá- lo, introduzj remo s o ope -

radar regularizante, cu jas propriedades serão utilizadas e m 

sua demonstração . 

I I . 4 - OPERADORES REGULAR I ZANTES E LE~ll\ DE 1\'EYL 

Vamos defi nir um operador que transforma for 

mas di ferenciai s de L2 CS) em f ormas dife renciáveis de classe 

Coo em S . Iniciaremos tomando o di sco D centrado em o e de ralo 

l, no plano e uclid iano, e def i nindo o operador rcgularlzuntc 

p ara f unções f pertencentes ao espaço L2 CD) das funções men 

suráveis de quadrado int egrável em O. 

Sej a s função pertencente a C~(R2 ) . Def inire

mos o operador re gular izante M que transforma fu nçõ es pers 

tencentes a L2 CD) e m funções de cl asse Coo em R2 , da seguin-

te maneira: 

2 Dada uma funç ão f pertencente a L (D), podemos 

es tender f a todo R2 , fazendo f = o em R2-o, c definir 

M. -·: f C X , y) = f. f C X + C Y + T)) S (C fi) d E; d 11 
s 2 

R 
? 7 

M f está bem definida, pois f e s pert encem a L~(R-) . s 

~·Iostremo s que ~lsf ~ de cl asse c"" . 

C6) 

Faz endo no segundo memhro de C6) a mudança de 

variáveis x + ~ = u e y + n = v , temos : 
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Ms f(x,y) = 5 f (u,v) s (u -x, v- y) du dv 
R2 

(7) 

De (7) ve-se c l aramente que M f ~ continua pe 
s 

la continuidade uniforme da função s e pelo fato da função f ser 

integrivel. Vejamos a exist~ncia e continuidade das derivadas 

parciais a M f 
ax s e a tvl f . 

ay s 

Por (7), para todo h > o, 

1 ( ( f [s(u-x-h,v-y)
11

- s(u-x, v-y)J dudv. (M f x+h,y) - t'1 f x,y)) = f (u, v) -
h s s 

R2 

Como s pertence a C~(R2 ), passando ao limite quando h tende a 

o, temos: 

a~ Ms f(x,y) =- f f(u,v) aax s(u-x, v-y) du dv, 
R2 

pelo teorema da converg~ncia dominad a de Lebesque. Usando as 

as notações s = x ax e s 
y 

as 
= - temos ay' 

e , p o r an a 1 o g i a , ~ Y M 
5 

f = - ~1 
5 

f , 
y 

e portanto , 

pelo mesmo raciocinio anterior (usando a continuidade un iforme 

de s e s ) , ~ M f e ~ 1\-1 f são continuas . 
X y oX S oy S 

Como a 

arbitrariamente, para 

função s pertencente a C
00

(R2) fo i tomada o 
- 00( 2) toda funçao s nertencente a C R , a . o 

função- ~5 f ~ continua e possui de rivadas primeiras contfnuas . 

Em particular, Ms f e Ms f são continuas e possuem deri vadas 
X y 

primeiras continuas . Dai, por recorr~ncia , M
5

f ~d e classe Coo 

pois s ê de classe (
00

• 

Sejam D cont ido em C o dis~o l zl < 1 e 
2 

w = p(x ,y) dx + q(x,y)dy forma diferencial pertencente a L (D). 

Dada a f unção s pertencente a C~(R2 ), defi nimos a l-forma ~\ w 



54 

por 

MS w = M p (X , y) dx + 1'-1 q (X, y) d y, no disco J) . s s 

S imediato que a l-forma Msw esti hem defi ni da e ~ de classe 

Cco no dis co D. 

Dado p real, o < p < l, defi nimos 

2 2 
sP(x,y) = P- 2 <P (x ;r ) 

p 
( 8) ' 

onde $E Cco(R) é tal que <P ~ o, $(x) = o se lxl > 1 e 

r- $(x) dx 1 Temo s Co (R2), o, - - que s E s ~ n p p 
o 

s (x , y) 2 2 2 I R2 
s (x , y) dxdy 1. = o se X +y > p e = p p 

Com e -

fe i to, usando as coordenadas polares x r coso, y = r seno, 

temo s 

í s (x , y) dxdy = )o +l2n s (r cos a , r sen e) r do dr 
2 p p 

R 

\ +oo r n <P ( 

o o 

= 
J 

+co 
211 

o 

2 r 
--z) 
p 

r 
o 

r 
"L 
p 

dr -
p 

Observe mos que s só depende de Íx2+y 2
• 

p 

cle d r 

= 1 . 

= 

DEfiNIÇÃO 7 : Para todo p real, o < p < 1, consi<.lcrando a função 

s dad.a- -em (8), defini mos: 
p 

(i) MPf = Ms f , para toda função f E L
2

(D); 
p 

(i i) toda l-forma 2 M w M w , para wE.L (D) . p s 
p 

4: Se 2 todo 1' LE ~·IA w E. L (D), para p ' o < p < temos : 

(i) (tvlpw ,d.f) 0 = (w, 1'-IP df)
0 

= (w, d i'-1Pf) 0 , para toda função 
co 

f E. C
0 

(D) . 
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(ii) Se w ~ harm6ni ca em D, M w = w em D. 
p 

(iii) lim 11M w-wll = o 
p-+o P D 

Prova: 
2 (i) Se f E C~(D) , podemos estender f a todo o plano R , fazen-

2 ""( 2) f -do f = o em R - D e obtemos f € C
0 

R . MP esta definida em 

R2 e pertence a c""(D), pois M f= o fora do disco l zi < 1- 6 , 
o p 

para 6 > o suficientemente pequeno. Analogament e , M df perten
P 

ce a c""(D). Portanto, d M f eM df pertencem a L
2

(D) e dai, 
o p p 

(w, d Mpf) 0 e (w,Mpdf) 0 estão definidos. 

Seja w = p dx + q dy no disco D. 

= l 
D 

M w *df = 
p 

í. (M C ) d I ( ) d ) ( - af C ) dx af C ) d ) = = p p X, y X + !v p q X, y y ay X , y ' + é) X X, Y Y 

D 

Í af af = (M p(x,y) (x,y) + M q(x,y) (x,y)) dx dy 
2 p ax p ay 

IR 
c 9) ' 

pois MP p, MP q e f pertencem a C~(R2 ) e f = o f ora do disco D. 

Pelo teorema de Fubini, 

a f MP p(x,y) ãX (x,y) dxdy = 

.~~ (x,y) r ( 
2 

P(<,n) sp ( ; -x.n-y) d< d n l d x dy = 
. )R 

p ( t,; , n) [ J ~ ( x , y) s ( x- ~ , y - n) dx d y] d ~ d n = 
2 ax p 

R 

Anal ogamente, 

M ·~ (~,n) d ~ dn 
p ()X 

, pois s ~ uma função par. 
p 



) 
2 

MP q(x,y) ;~ (x,y) dx dy 

R 
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( q( ) 1\.1'1 af c ~ ) d d ) t .n P ay ~ ·" ~ n · 
n< 2 

Substituindo em (9) , 

(MP w , df) D { (p(ç:,n) dç:+q(ç:,n) dn) (-MP ~~ (E; ,n) dç: + 
)R2 

M ~ (ç: ,n) dn) = 
p ax 

= ( w * M df = (w , M df) D 
) p p . 
D 

2 pois p,q = o em R -n. 

Para mostrar que (w, MP df)
0 

= (w, d MPf)
0

, hasta 

mostrar que M df = d M f. 
p p 

a M f(x,y) = a 

JR2 
f(x+~ , y+n) s ( F, ,n) d ~ dn = ax p ax p 

= 
\1\2 

a f 
(x+ ~ , y+ n) s (E:,n) dç: dn = 

ax p 

g~ncia dominada de 

= MP :~ (x , y), pelo teorema da conver 

Lebesque, pois f E C00
(R

2
) . Analogamente, 

o 
a M f = M af 
ay P P ay 

Portanto, d ~I f = M d f . 
p p 

(i i) Seja w l-forma harrn6nic a em D. Como dw = o em D, existe 

uma 

w = 

a 2 
f --z 

ay 

função f pertencente a C
00

(D) t a l que 

df =li dx + af dy. Pela observação 2, 
ax ay 

(~) cl!J 
2 

= a = a = a f ou seja, - --z· ay ay ax ax ax 
harm6nica em o. 

f e uma função 

Na demonstraç ão de (i), vimos que M df =· d ~1 f . 
p p 

Portanto, para mostrar queM w = w , basta mostrar que para t oda 
. p 

f unção f harm6nica em O, M f = f . 
p 

Usando em (6) as coordenadas polares ç: = r cos o , 

n r sen e , temos: 
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tv! f (x,y) 
p -r~ r f(x + r cos e, y + r scn 8) s (r cos 8 , r scn 8) r de dr 

p 

+ oo 2rr 

= ( r s P (r cos o , r sen e) ( f ( x + r cos e , y + r scn e) de dr (10) , 

o o 

; 

pois s so depende de r. 
p 

Sendo f uma 

crr f(x + r 

função 

cos e , 

Portanto, substituindo em ( 1 0), 

harmôni c a, 

y + r sen 

+ oo 

e) de 2rr f(x,y) . 

M f(x ,y) = 2n f(x , y) 
p L s C r co s e , r scn e) r dr = 

f) 

+«• 2 n 

= f(x,y) J j 
o o 

s (r cos e , r scn e) r de dr = p 

= f (x ,y) , pois ( sp (x ,y) dx dy = 1. 
) :R2 

( ii i) Seja w = p dx + q dy no disco D. Queremos mostrar que 

1 im li M w - w li = o. Como 
p -+o P D 

11 tv! p w - wll 2 
= ( 

D D 

2 ( I M p - p I + I i'-·1 
p p 

2 q-ql ) dxdy , basta 

2 mostrar que para toda função f pertencente a L (O), 

lim 11 M 
p-+0 p 

= o. Faremos a demons tração em duns etapas, 

primeiro considerando f restri ção de uma funç~o continua cnt 

IT c depois considerando f qualquer pertencente a L
2

(D) . 

1 ) S e j a f r e· s t r i ç ã o cl e urna f unção c o n t í nu a c rn i5 . P e 1 a c o n t i n ui -

dade uniforme de · f, dado e: > o, existe õ > o tal que 

lf(x ',y') - . f(x,y)l <e: , se ICx ' ,y ' )- (x.,y) l 'õ . Port::tnto , 

dado e: >o , existe õ >o tal que, se p < õ, 
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~~~ f(x,y) - f(x,y) I • J 
2 

jf(x•~. y•o) - f (x,y)j s0 (~.o) dE do c< , 

R 

pois s (E;,n) = o se I (E;,n) I > p . ConseqUent cmente , 
p 

11 M p =) IM0 f-fi 2 dxdy ~ n . 2 . 
D 

2 2) Seja f pert encente a L (D). Dado E> o mo s tremos que ex is te 

cS > o t al ' que 11 f\-1 f- f 11 
P D 

< E, se p < ô . 

Como o espaço das fun ções contínu as em TI ~ den

so em L
2

(D) (conforme KOLMOGOROV AND FOMIN, Functiona l Ana l y-

sis , vol . II, p . 85), dado E > o, existe uma fun ç ão g co nt i nu a 

em D tal que 11 f-gll < E . Fizemos uma tal f unç ão g. 

11 M p 

Daf , 

11 t-1 
p 

Além 

IM 
p 

~ )Rz 

= 
(Rz 

D 

2 Em L (D), temos que: 

f- f 11 ~ 11 M f - ~1 gll + 11 ivl g - g 11 + 11 f-gll p p p D o o 

pela escolha da função g e por l) ) ex i ste 0 

f- f 11 ~ 11 M f-M gll + (1 + íri )E , se p 

D p p D 

disso , pela desigualdade de HéH de r , 

f(x,y) - MP g(x,y) 1
2 = lf [f (u, v ) - g( u, vU 

R2 

jf(u,v) 2 s (u-x, v-y) du dv xJ s (u-x, - g(u,v) I 
p 

R2 
p 

jf(u,v) 2 s (u-x , v-y) du dv. - g(u,v) I 
p 

> 

< 

o 

o tal que , 

ó . 

2 

s
0

(u-x, v-y) du dvj ~ 

v-y) du clv = 

Portanto , pe·lo teorema de Fubini c pe la e s col ha da função g , 
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= { sp (a , !3) { g ( x + t; +a, y+n + 8) \.r ( ~ ,n) cl t_: dn da cl 13 = 
JIR2 )~<2 

Como M w 
p 

M (~I g(x , y) ) . 
p o 

indepe nde de p e pelo l ema 4(i i i), lim 11~1 w- wll 
p ->-O p 0 

o, 

temos que pa r a p < J , 1v! w = 
p 

2 00 

w em L (D) , Lo go , w pertence a C (D) , 

po i s M w pe rt ence a Coo (D ) . c 
p 

Que remos mostrar que toda l- fo r ma w pertencente 

a H(S) ~ de classe Cw em S . Para i s to , devemos mostrar que w 

pert enc e a Coo (U), para t odo abe rto paramét rica U de S . 

Se j a D di sco p ar am~t r i co de S , dado por lzl <l . 

Denotando por L2 (0 ) o esp aço de llilbcr t das l-formas cl iferen 

c i a i s me n s u r ã v e i s w em D t a i s 11 w 11 2 
= r w * w < •o , c o m pr odu -

n o 
t o interno (w 1 , w2)

0 
= ~ w1*w 2 , temos que toda l-forma w per-

2 D 2 
tencente a L (S), perte nce a L (O) . Além d.isso, se tu perten-

ce a H(S ) , para t oda f unção f per tencente a C~(D), 

( w , d f) D = ( w, df ) = o e ( w , * d f) D = ( w , ·i< d f) o . 

Portant o , pelo l ema de Wey l , se w pert ence a II(S ), w pertence 

a Cw(D), p ar a to do di s co pa ram~trico D. Dai c do lema 3, dccor -

re o s egui nt e t eorema . 

TEO REMA 4: w pertence a H(S) se e somente se ha rmôni ca em 

s . 

I I . ~. - DE CmiPOS I ÇÃO DE FOR~'IAS FECHADAS 

O ob j etivo deste capi tulo é mostrar que t oda 

fo rma dife r enc i áve l f echad a numa s upe r fície de Rjemann com -

pac ta pode ·se r de compos ta de maneira ún i ca como soma de uma 

forma dife r e nciável harmônica e uma forma diferenciável exa -
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ta, que seri feit o neste Glt i mo pa r~grafo . 

LEMA 6 : Seja w l-forma diferen ciável (C
00

) [echncln em S, tal 

que w pe rtence a E(S) . Então, existe urna funçio f pertencen-

te a Coo(S) tal que w = df . 

Prova : 

Pela proposição 5 , capitulo I, devemos mostrar 

que para toda curva fechad a c em S, r w = o . 
c 

Sejam c : [o,l} ->- S curva fechada e o1 , . . . , On 

discos p aramãtricos que cobrem c , tais que para todo i, D. tem 
J. 

inte rs ecção n ão vazia com a curva c c O. t D., se 1 # j . Seja 
l J 

o = t
0 

< t 1 < • •• < tn = l partição do in te rvalo [o,lJ tal que 

c restr i ta ao interva l o [t. 
1

, t.} está contjd:t num Único djs-
1 - 1 

co o . . Reindexernos os Índices ele tal maneira que c( [t . 
1

, t .]) c 1) • • 
J 1 - J l 

Para cada i e {1,2, . . . , n}, seja 11 segmento em 

0
1
. unindo os pontos c (t. 

1
) e c(t.) , tal Cllle a imagem de 1. em 

1- 1 1 

O c[ , pela pararnetrização local, ~um segmento de reta. A cur-

va 1 = 11 . 1 2 . ... ln ~ uma curva fechada homot6pica a curva c 

em S. Como w é fec hada , pela proposição 4, capítulo 1, ( w = j w. 

)c l 

Se ndo 1 uma curva fec hada em S , analítica por 

partes,pode ser decomposta num nG~ero finit o de curvas fecha-

das sirn~les . Pela aditividade da integral, bastn mostrar. que a 

integral de w ao longo de uma curva fechada simp l es analitica 

por partes é nula . Suponhamo s, portanto, que J 6 uma curva fe 

chada simpl es analítica po r partes . 

Se ja U reg1ao em S formada' por um numero finito 

de discos paramét r icas que cobrem l . Então, existe uma curva 
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fechada simples l' em U qu e nao intercepta 1 e uma rcg1ao com-

pac ta K cU limitada pelas curvas l e 1' . 

Existe urna f unção f per-

tencente a C~(S) tal que f = l ao 

longo de 1 , f = o ao longo de 1 ' c 

fo ra de u . Então , pelo teorema de 

Stokes, 

f w ={ f w =r f w 
-11' 

f w =) d(f w) 

1 1 1 K 

= ) 
~ 

df . w , pois w e fechada . 

K 

Corno w E E(S) , existe urna seqUBncia de for mas cxntns {a n } 

tal que a ->- w 
n 

2 em L (S ) . Para cada forma exata ~n ' 

n é: N 

pelo teorem<l 

de Stokes, 

l df . 

K 

pois f= 1 ao lon go de 1 e f= o ao longo de 1 '. 

Terno s que, quando 

df *df . r (w-an) * (w - a n) ~ 
)K 

df*df . f (w - a ) *(w -a) -+o , J. n n 
s 

portanto, 

( w = J df . w = lirn r df . an = o . "' 
~ K n+m }K 

LEMA 7: Se w i ufu a f orma difcrenciãve l (C m) fechada pe rtenccn 

t e a L 2 ( S ) , e n tão w = d f + h , o n d c f E C m. ( S ) e h é um a [o r ma 

diferenciivel harm6nica em S . 
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Prova : 
? 

Seja w pertencente a L-(s) tal que dw = o . Pe-

lo teorema 2, w =a+ y +h, onde a<::.E , y <é_ E"" e h e.. H. Do 

lema 2, segue que w E. ( E*/"" , pois w é de classe c"' . Daí, 

o= (w,y) = (y,y), pois E e H são ortogonais a E* . Portanto, 

w = a + h, pois y = o . 

Pelo teorema 4 , h~ harmõnica em S . Logo, 

a E Coo(S) e da = dw-dh = o . Daí , pelo lema 6, existe uma fun 

çao f de clas se C
00 

em s tal que a = uf .m 

Seja R uma superfície de Riemann compacta. Por 

forma diferenciável em R, entenderemos forma de classe Coo em 

R. Como R ~ compacto , o espaço das formas diferenciáveis em R 
2 

está contido no espaço L (R) . Portanto, do lema 7, decorre o 

seguinte teorema: 

TEOREMA 5 (TEOREMA DE HODGE) : Toda forma di ferenciável Coo fe-

chada w numa superfíc ie de Riemann compacta R, se escreve de 

maneira única como w = df + h, onde f E.. c""(R) e h ~ uma forma 

diferenciável harm6nica em R. 

Prova : 

Pelo lema 7, w = df + h, onde f~ C
00 (R) c h é 

uma forma harmõnica em R. Resta, portanto, most rar a unicida-

de. 

Suponhamos que w = dq + 1, onde g e C
00

( R) c 

1 ~ harm6nica em R. Entio, d(f - g) = h - 1, ou seja, a fo rma 

diferenciável h- 1 e harm6nica e exata em R. Al~m disso, como 

R~ compacto, h- 1 = d(f-g) E E(R), pois .f- g tem supo rte com

pacto . Portanto , como H(R) é, por dcfiniçio, ortogollal a E(R), 

o = h - 1 = d (f - g) . Lo go, h = 1 e df = dg. o 



CAPfTULO III - DIFERENC I AIS DE 1~ ESPtCIE NIJMA 

SUPERF!CIE DE RIH1ANN COi'1PACTA 

Sej am R superfície de Riernann co mpacta e li1(!<.,H) 

o espaço dos homomo r fismos do grupo fundame ntal de R no ~rupo 

dos números reais . tvlostraremo s que 11'1 (R, R) tem dimensão par, 

a saber, o dobro do genus g da superfície R, c prova remo s que 

1 J a -. r· -o espaço das diferenciais cc . - espec1e t em c1me nsao g . 

II I. l - 1 - FOP.~IAS DIFERE!\CI J\IS A VALORES Cm\PLE

XOS 

Se j a N superfície no sen tido do prime iro 
.. 

cap1-

tulo , ou seja, variedade di fere nciável con exa de d i me nsão 2 . 

Par a cada p E N, consideremos T (N) o plano tangente a N no 
p 

ponto ·p .. 

DEFINIÇÃO 1 : w ~ uma l - forma diferencial a va l ores c o mp l exos 

em N, se a ~ada ponto p e N, w associa a apll cnção R- linea r 

Analogamente ao caso de l - fo r mas reais , se w e 

uma l -forma diferencial a valores compl exos , localmente w e 
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dada por w = u dx + v dy, onde u, v sao funções ele N no co n-

junto do s nGmeros complexos . 

Defi nindo dz = dx + i dy e az = dx - i dy, lo-

calmente, a l-forma a valores complexos w em funçio de dz e 

dz é dada por 

w = f dz + g dz onde f e g sao funções de 

N a valores complexos. 

OBSERVAÇÃO 1: Seja, localmente , w = u dx + v dy . Da definição 
dz + az d z - dZ acima , segue que dx 2 c dy = 7 • . Portanto, lo 

-1 

calmente, 
dz + cr-z dz - (lz 

w = u + v 2 2i 

u - i v dz u + i v CG: f dz dz, + = + o 
2 2 h 

onde f LI - i v u + lv = 2 e g = 
2 

DEFINIÇÃO 2 : Urna l-forma dif erencial a valores complexos w c 

cont inua, difcrenciivel, de classe C
00

, etc . , se e some nte se , 

local mente, 

w = u dx + v dy (= f clz + g d z ), onde u c v 

(ou f e g) sao contínuas, di ferc nciiveis , de classe Coo , etc ., 

respectivament e . 

OBSERVAÇÃO 2 : Se w e uma l- forma diferencial em N n valores 

complexris, para cada p pertencente a N , temos: w : T (~) . -> ( c 
p p 

R- linear . 

Dai, para cada ponto p pert e nce nte a ~ . existem 

aplicações LH (p), 1
1 

(p): TP (N) ~ R taís q ue 

c LR(p), L
1

(p) sao 

- . un1cas. 
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Definindo wR e w1 em N, por wR = LR(p) 
p 

e w
1 

=Lr(p),pEN , 
p 

temos que wR e w1 são l-formas diferencJais em N c, para cada 

ponto p E. N, 

+ i LI(p) = WR + i WI ou seja, 
p p 

w = w + R (l) . 

Como, para cada p pertencente a N, LR(p) e L
1

(p) sao Gnicas, 

as l-formas dife renciais reai s wR e wi em (1) são Gnicas. 

DEFINIÇÃO 3: Se w ~ urna l-forma di ferencial a valores complc-

xos, em N,definimos a conjugada de w, ;, por ; (u) = w (u), 
p p 

para todo u ~ T (N). 
p 

Escrevendo w = 

w = úJ R - i w I. 

w + 
R 

i w
1 

como em (J), ternos, 

I II.2 - DifERENCIAIS DE 1~ ESP~riE : 

SejaS superfici e de Riernann . S tem es tru tura 

de variedade diferenciivel (real) conexa de dimensão 2 . Por-

tan to , o que foi feito no parigrafo III.l se aplica~ super 

f ície S. 

DEf iNIÇÃO 4 : Urna l-forma di ferencia l a valores complexos w, 

em S, ~. - chamada diferencial de l~ esp~cie se e somente se, 

para todo p ~ S, exis t e uma vizinhança aberta U de p e uma 
p 

função analítica f : Up -+ C tal que l•J = f clz em Up, onde z e 

coordenada local em U . 
p a 

LEMA 1: w ~uma çliferencia l ele 1- espécie em S se e soment e 

se existe uma fo rma ha rm5n ica em S, w
0

, tal que w 

~ ~ . 
Neste caso , w

0 
e un1ca . 
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Prova: 

Seja w diferencial de 1~ cs p~cic. Pe la ohserva-

çao 2 (em III . l) existem Gnicas l- formas diferenciais reais 

WR c WI' tais que w = WR + i wr . Localmente' w = f dz = ( f l + i fz) 

(~x +i dy) . Portanto, 

Como f = f + i 
1 f 2 e analítica, pelas equaç6es de Canchy-Riemann, 

t emos que: 

af1 af2 
dwR = (- ay- - êx ) dx dy = o e 

af
1 

+ ) dx dy = o, ax 
isto 6 , wR 6 harm6nica . 

Logo, existe uma formn harmônica wH. tal que 

w = wR + i*wR . Além disso, se existe um a fo r ma ha rmô nica :..~ 0 em 

S tal que w = w
0 

+ i*w
0

, entio w
0 

= wR, provando a unicidade . 

Reciprocamente, seja w
0 

uma forma hnrm6nic a em 

S. Consideremos a l-forma w = w + i *w . Se, l ocalmente , o o 

w
0 

= p dx + q dy, localmente , -w sera dada por : 

w ( p clx + q d y) + i (-q d x + p d y ) = 

= (p i q) dz . 

Como, pe la observação 2 em Il . l, r- i q c ana l íti ca , w e umé1 

difercri~ial de 1~ esp6cie . ~ 

Consideremos os seguintes ( - e sp~ços veto ri a is : 

n = espaço das dife renc iais de 1~ esp6c ie em S . 

TI espaço das f ormas conjugadas das diferenciais Je 1~ esn6cic 

em S . 

H = es paço das formas harmônicas em S (como no capítulo 11) . 
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LEMA 2: 

(i) 0. + Q = H + 1 l i 

c i i) Q () Q o 

(i i i) H {'l i H o. 

ConseqUentemente, n (f) n = H (+) i H. 

Prova: 

(i) Sejam· w E Q e a E n. Pelo lema 1 , ex i stem ~ H tai s wo' ao -
. * que: w = w

0 
+ 1 w

0 
e a = a + 

o 
. * 1 a o = a -o Ora , se 

y~H, então *y E.. H . Portanto, 

w + ~ = Cw + a ) + i C* w o o o 
·)c ) E Lf + . IJ a

0 
~- 1 1. 

Por outro lado, dados w
0

, a
0 

e H, temos que 

(a + i ·)c a ) + C a - i * a
0

) 
o o o = 

2 2 

= w + w + i a + a w + la + w + Jc~ onde 
2 

e 

2 

i*a . 
o 

2 2 

Po rtanto , pelo lema 1 , w + o 

pert ence a n + Q. 

(ii) Sejaw E 0. 1\0. . Existeapertencente a Q tal que a= ul · Se -

j arn w 
0

, a € H tais que w = w + i*w e a = a + o o o o Temos 

que 

Lo go , e i*w = O . 
o 

(iii) Óbvio.\U 

III . 3 - GENUS DE UMA SUPERFÍCIE DE RIEMA~N COM

PACTA 

Seja R superf í cie de Riemann compacta . No teore 

ma 1, capítulo I, vimos que o es paço dos homornorfismos do grupo 
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fund amental de R no grupo dos -numeres reais, li i ( R , I~) , t c m di -

mensão fi ni ta . Como dim lli(R,R) é um invariante topológico, 

podemos defi nir: 

DEF I NIÇÃO 5: O genus de uma superfíc ie de Riemann compacta e 

o número r eal g =-} dim H{(R,R) . 

TEOREMA : g = dimC n , onde n e o espaço das diferenciais de l ~ 

- . espec1e em R. 

Prova: Temos que dim n = dim n, pois n c TI sao R- isomorfos e 

a dimensão complexa e a metade da dimensão real . 

Pelo l ema 2 (i i), 

dimR (n + li) = dimiR n + dimiR n = 2 dim!R n . 

Ai nd a pelo l ema 2, ( i ) e (iii), t emos : 

2 dimR Q = dimR ( n + n) = climfl (11 + i H) = ') dj mRII, 

ou sej a , dimR Q = dimR 11. 

Pelo teorema 5, capítulo II, o espaço H das for-

mas harmôni cas em R e isomorfo ao espaço quociente das fo1ma.s fe

chadas em R, módulo o s ubesp aço das formas exatas , !1 1 (RJ. Por 
DR 

outro lado, pelo isomorfismo de de Rham (par5grafo 1 . 4), 

di mR H ~ (R) = di m~ I I i (R, n) . 
DR 

Po rtantó, dimR Q = di mRII = dimR H1 ( R) = dimR 11 1 (R,P.) = 2 g, pe
DR 

la de fi nição do ge nus g . Logo, 

dim( n = + dimR n = g . 

Daí segue, de imediato, o corol5rio : 

COROLÁRIO : g e in te iro (is t o 6, dim IJ 1 (R ,R) é par). 
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EXH1PLO: 

Seja A subgrupo djscreto de f. gerado pelos e

lementos e 1 e e 2 , cujo quocient e não é real. O conjunto quo

ciente S = C I A é uma superfí cie de Riemann . Com efeito, con-

sideremos em s a topolo gia quociente, isto c, u c s e aberto 

se e somente se p-l(U) e aberto em C , ond e p: c ->- s e a JHO j e -

- canônica. Observemos v conjunto aberto C, çao que se e um em 

para cada m e n inteiros, o translado V + m e 1 + n e 2 é aber

to em a:; portanto, se V é aberto em C, então p -l (p (V)) = 

= U (V + m e
1 m,n ~:: Z 

+ n e 2 ) é aberto em C, ou seja, o conjun-

to U = p(V) é aberto em S . Tomemos ahertos s u ficie ntemente pe-

quenos V e m C, tais que a restrição de p a V seja injetiva (is-

to é possível pois A é discreto) . Sejam ti = p(V) em S, 

- 1 
mostremos que os pares {U ,p } constituem um sistema de coorde-

nadas locais . 

Sejam V' e V" abertos sufici entemente pequenos 

de C (isto é, as restrições de p a V' e V", rcspcctjvamente, 

sao injetivas), tais que U' = p(V') e U" = p(V") tem intersec-

ção não vazia . Sejam p' a restrição de p a V' e W' = 

= (p ' )-l (U' (\ U") f 4J . Se z pertence a W' c V', p'(z) e p"((p") - 1 (p ' (z)) 

são iguai s e m S, portanto, (p")- 1 (p'( z)) - z e urna constante, pois 

.. -1 ~ 
pertence a A. Dal, (p") op' e h<?- U" 

lomorf.á· ~e tem derivada não nula nu-

ma vizinhança de cada ponto de W' . 

Conse qUent emente, as mudanç as de 

coordenadas são analíticas. Al6m 

disso, e fácil ver que S é conexa. Portanto , S 6 uma sunerfí

cie de Riemann . tvlais ainda, é uma superfíci e de Riemann 
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compacta, pois se P e o paralelogramo fechado em C detern1ina-

do por e1 e e 2 , sua imagem em S pela projeção p é todo S, e 

daí, Se compacto, pois Pé compacto . 

Vamos determinar o espaço n(S) das formas de 

1! espécie em S . Os pontos z da superfície S, sao represen

t ados , m6dulo A, por z =a e1 + B e 2 , onde a,B E [o,l) . Com 

est a notação, definimos a aplicação 

+ B C 2nia 2niB) z = a el ez ~ e , e 

E 6bvio que a aplicação acima 6 um homeomorfismo de S sobre o 

t oro Sl X S1 . DaÍ, 

n1 (S) = n1 (s 1xS 1) = n1 (S1 ) ffi rr 1 (S 1) = l ffi l , 

ond e n
1

(S) é o grupo fundamental de S . ConseqUentemente, 

HL(S,R) = R® R e dim Hl(S,R) = 2 . Pelo teorema anterior, 

dim n(S) = g(S) = 1 . 

Vejamos um gerador do es paço n (S). A diferen 

cial de 1! espécie w = dz, em C, é invariante por A (pois é 

invariante po r trans lação), portanto, podemos passar ao <tuo-

ciente definido ; = dz em S = C I A. Como ; 6 não nula, ; 

gera n(S) . 
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