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INTRODUGCAO

E sabido que o teorema de Cauchy-Kowalewsky assegura a existéncia de solugdes
analiticas para equagoes diferenciais parciais sob condigGes bastante gerais, mas
nao garante a existéncia de tais solugdes numa vizinhanga de nm ponto onde todos
os hiperplanos sao caracteristicos.

O objetivo deste trabalho é classificar as solugdes da equagao

fy“:: - f:l:uy =g (1)

onde:

-/ é uma fungao real analitica numa vizinhanga da origemem R?, f > 0, f > 0
fora da origem e (0,0) é um ponto critico isolado de [.

-¢g é uma funcao real analitica numa vizinhanga da origem em R?.

A seguir apresentamos algumas definigoes que estao no corpo do trabalho, mas
que acredito que sejam necessarias a compreensao desta introdugao.

Dizemos que a solugao u é:

-regular se u é analitica mima vizinhanga da origem.

-singular se u é analitica numa vizinhanca da origem exceto, talvez, na origem.

Definimos os espacos:

-3~ : espaco dos germes de fungoes ¢ analiticas numa vizinhanga da origem tais
que a equagao (1) tem sohigdo singular.

-I" : espago dos germes de fungoes ¢ analiticas numa vizinhanca da origem tais
que a equagao (1) tem solugao regular.

Vamos mostrar o seguinte resultado:

“ Se o ideal jacobiano de [ lem codimensdo finita sobre R{z,y}, entao o
quociente T'= Y /T é um R{t}—mddulo livre de posto <p (= niimero de Milnor

da fungao [) 7.

Como motivagao, no primeiro capitulo, examinamos o caso particular: f(z,y) =
22 12
A equagdo (1), neste caso é

Yiby — XUy = @ (2)



Temos os seguintes teoremas:
Teorema 1:
A equagao (2) tem solugao regular se e somente se

/ gdxdy = 0,Ve > 0 suficientemente pequeno. (3)

f<e

Teorema 2:

Se a eq. (2) tem uma solugao de classe C'em B, — {(0,0)}, para algum ¢ > 0,
entao tem uma solugao regular.

Observagao importante: A solugao regular nao é, necessariamente, uma ex-
tensao da solucao C'.

Motivados por este exemplo, tentamos relacionar a condigao (3) com a equagao
(1), no caso geral. Isto é feito no capitnlo I, onde temos o seguinte resultado:
Teorema:

A equagao (1) tem solugao singular se e somente se

/ gdxdy = 0, Ve > 0 suficientemente pequeno.
S<e

Ja nao podemos mais garantir a existéncia de uma solugao regular.

Sob a hipétese de que J; (o ideal jacobiano de f) tem codimensao finita em
R{zx,y}, no capitulo IV vemos que ¥ tem uma estrutura de R{¢}—médulo, I" C 3
como R{t}—submédulo e que o posto do médulo 7' =¥ /T < pu.

Para isto, observamos a relagao entre a equagao f,u, — [u, = g e a equacgao
gdxzAdy = —df Adu. A partir daf, relacionamos o posto de _ /I" com o posto de um
C{t}—mddulo quociente no espago dos germes de 2- formas diferenciais holomorfas
numa vizinhanga da origem em C?, supondo que [ e g sao restrigdes de fungoes
analiticas numa vizinhanga da origem em C? que também serao denotadas por [ e
g- Indicamos por (z,y) as coordenadas em R? e por (z,w) as coordenadas em C2.
(Os resultados sobre formas utilizados neste capitulo se encontram no capitulo

I11).
Foi provado por Brieskorn e Sebastiani que o espaco
02
G=——=
df A dQo

onde Q" é o espaco das p-formas diferenciais holomorfas numa vizinhanga da
origem em C? é um C{t}—madulo livre de posto 1, onde y2 = dimg R{z,y}/([s, f,)
é o niimero de Milnor da fungao f.
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A aplicacao

o : R{z,y} -G
o(9) = lg(z,w)dz A dw]

¢é linear e seu niicleo é o médulo I

Definimos S = R{x,y}/T" e S. = S ®g C. Como S é um R{{}—mddulo, S, é
um C{t}—mddulo.

Passamos o ao quociente e definimos o isomorfismo de C{{}—mddulos

T 0.9 — Gl
Como corolario, temos:

(1) S é um médulo livre de posto yu.
(2) 1" é um mddulo livre de posto<ji.

Mostramos ainda que

posto(T") = dimg 3= /(32 NJy).
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CAPITULO 1

0. INTRODUGAO

O objetivo deste capitulo é estudar a existéncia de solugoes analiticas numa vizi-
nhanga de um ponto singular, num caso particular.
A equagao que vamos considerar é

Ty — YUy = (g, ('l)

onde ¢ é uma fungao real analitica numa vizinhanca de (0,0) em R2.

1.PRELIMINARES

Usando as coordenadas polares & = pcos0, y = psin0 , a equagao (1) se trans-

forma em
uy = g,

que é bem mais facil de ser resolvida. Porém, surge o seguinte problema : como a
mudanca de coordenadas nao é analitica na origem, nao ha nada que nos garanta que
a solugao serd. Portanto, vamos considerar o problema em C?, onde a singnlaridade
é removivel, e depois resolvé-lo em R2,

Mostraremos os seguintes teoremas :

Teorema 1: A equagdo (1) lem solugdo analilica numa vizinhanga de (0,0) em R?
se, ¢ somenle se,
g(x,y)dzdy =0,

x? ) y2<e?

para lodo € > 0 suficienlemente pequeno.

Teorema 2: Se a equagdo (1) tem uma solucao C' em D, — {(0,0)} ( onde D, é o
disco de cenlro na origem e raio ¢ >0 ) para cerlo ¢ >0, enlao (1) lem wna solugao
analitica numa vizinhanga de (0,0).



2. A MUDANCA DE COORDENADAS (¢,1) — (£cosn,Esing) EM C?

Seja p : C* —C2? a mudanga de coordenadas ¢(£,1) = (£ cosn, Esing).
A mudanga de coordenadas @ tem as segnintes propriedades:

2.1. A imagem de ¢ esta no conjunto

(C* = {z* +y* = 0}) U {(0,0)}.

2.2. (&) = p(¢,1) se e somente se uma das seguintes condigoes se

verifica :
W & = B,
(i) &€ = Efen=n+2kn, keZ,
(itd) € = = ey =n+2k+Lmr, keZ.

2.3. A imagem de ¢ é o conjunto
(C? - {2* +4* = 0}) U {(0,0)}.

De fato,
Qualquer que seja 11 € C, (0,7) = (0,0). .
Se 2% 4+ y? # 0, existe um 5 € C , tal que ¢*" = £  Se definimos

&1y

£ ="z —iy) = ¢ "(x +1dy), temos

z+iy=E€c", ex—1ty=_~Ee".

Entao,

el + e~ -7}
2

el — ¢

=£ cosnpey =E£- 5 =¢ sinn e
i

:L‘:E

2.4. Em (C? — {2 + y* =0}) U {(0,0)}, ¢ tem a correspondéncia inversa

£2 = a249°
o dywliy iy @iy
1 = =3ng iy_2ln.'r:liy

e p(&,1) =(0,0) <= £=0.
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Segue de 2.3 o

2.5.Sejam A = C*—{£ =0} e Q = C*— {2*+y% = 0}. ¢ : A — Q é sobrejetiva
e é um isomorfismo analitico local.

Com efeito, de 2.3 segue que ¢ é sobrejetiva. Como seu jacobiano £ é diferente de
zero em A, ¢ é um isomorfismo analitico local em A

2.6. Seja B, = { |z|* + |y’ (r*}. Definindo A, = ¢ (B,), A, = {(&,n); |€]*[1 +
2sinh *(Imy)](r’} e A, é conexo.

Sejan =1+ ,m,n2 €R.
Como

lcosn|* + [sing|> = cosh %1, + sinh 21,
= 1+ 2sinh?p,,

Iz + |y)* = |€]* [1 + 2sinh 2(Lmn)].
Além disso, para 0 < t < 1, Imin = timn, e
[4€” (1 + 2sinh %) < |€%] (14 2sinh 2p) < 12,

Entdo, se (£,) € A, e 0 <t <1, (t,1n) € A,.
Entao, A, é conexo e

2.7.Seiu: A, — C é tal que u(£,1) = u(—&,n+ ), entao existe uma tinica
funcao u: B,NQ — C tal que % |4,na = 1o @|a.na. Além disso, se u é analitica, u
também é.

Por 2.2 podemos passar % ao quociente e definiv w. Por 2.5, se 1 é analitica, u

também é.
Como ¢ : A, N A — B, NQ é sobrejetiva (2.5 e 2.6), u é 1inica o

3. A EQUACAO DIFERENCIAL

TUy — Yy = g.



Antes de demonstrar o teorema 1, veremos alguns lemas que serao usados em sua
demonstracao.

Lema 1:
A mudanga de coordenadas x = £ cos), y = Esing em C?, lransforma a equagio
T, —Yu, = g em i, = g, onde §(&,n) = g(§ cosn, Esiny) ed(€,n) = u(€ cosn,Esing).

Lema 2:
Seja g analitica na bola B,, com centro (0,0) e raio r em C2. Seja A, = ¢~ '(B,).
A fungdo

1
a(€,n) = L ng(&, tn)dt

¢ analitica em A, e W, = g.

Prova:
Integracao por partes e 2.6.

Lema 3:
Seja W € C? um conjunto aberto conezo, tal que W NIR? # ). Sejam o, 3 : W —
C fungées analilicas lais que a |wog2 = B lwrge - Enldao, « = 3 em W.

Prova:

Se p € W NIR?, as séries de poténcias de « e J em p sao idénticas, por hipétese.
Entdo, & = f# numa vizinhanga de p em C%. Como W é conexo, daf segue que a = 3
°

Lema J4:
Se g =g(pcosl,psin0) e
]'“ g(peosO, psin 0)dl = 0,
0

|p] (e , para todo €)0, suficientemente pegueno, enldo a fungao u definida no lema 2,
verifica

a(€,n) = w(—&n+w).



Prouva:
Restringindo % a A, NR?, e denotando p = Ref e 0 = Ren, pelo lema 2, temos,

iw(p,0) = f405(p,t0)dt
Jo 0g(p cos 0, psin t0)dt
= Jo g(pcosv, psinv)dv.

Entao,

W(—p,0+7) = [3'"g(~pcost,—psinl)dl

= [* g(—pcos(v+ ), —psin(v + ))dv
= [° g(pcosv,psinv)dv + [ g(pcos v, psin v)dy
= 1i(p,0), por hipétese.

Portanto, em A, NRZ, @(p,0) = u(—p,0+ ), e @&, 1) = u(—E€,1n+7) em A,, pelo
lema 3 e

Segue do lema acima e de 2.7 que a fungdo u: B, NQ — C, dada por i |a,nn =
1o @ |a,na € analitica. Além disso, pelo lema 1, u é uma solugao da equagao zu, —
Yy = g.

Porém esta ainda nao é a solugac que buscamos, pois pode nao ser analitica
em nenhuma vizinhanga da origem. Vamos ver algumas condigoes que devem ser
satisfeitas pela fungao g, para garantir a existéncia de solugoes analiticas em alguma
vizinhanga da origem.

Lema 5:
Suponhamos que g seja limitada na bola B, em C2?,e que verifique as condigoes
do lema 4. Irziste k € R tal que, em B, NS,

|u(e,y)| <k (1::: +iy| * + |z — iyl a) .
para um certo §, 0 < § < 1. (Se necessdrio, podemos tomar r menor).
Prova:
Se g é limitada, segue do lema 2 que |i(&,7)| < M ||, para algum M € R. Seja

1= m+iny, n1,12 € R. Como @ é peridédica com periodo 2 em 7, podemos considerar
0 <, < 2m. Entao, |G(£,n)| < M (472 + ng)lf’! e



lu(z,y)| = |top '(z,y) ”
< M (4772 +In2,/lz—8l i"')

|z 1 iy

< 2aM+ M (['L‘ —iy| * + |z + iy '6) , paraumcertod, 0 <d<1le

Lema 0:

Sejam U C C" um dominio, X C U fechado lal que (0,0) € X ,ew:U—-X — C
wma func¢ao analitica. Se exislie uma fungao f # 0 analilica em U que salisfaz:

(i) o germe de [em (0,0) é irredulivel;

Gi) flx =0

(113) |w| |f|'s ¢ limitada, para um certo 6,0 < 6 < 1;

enldo exisle wma exlensao analilica de w a wna vizinhanga da origem.

Prova:
Denotando v = w/,

| = [w]||f] = |w||f]°|/]'°,v é analitica e limitada em [J — X, por (iii).

Como X é um subconjunto fechado fino de U, existe uma tinica fungao analitica ©
em U tal que at ¥ |y x = v ([1],Capitulo I,C.3). Além disso, como para todo 2, € X,
lim, ,,,v(z) =0, ¥|x =0.

Por (i), existe uma tinica fungao 1, analitica numa vizinhanga V de (0, 0) tal que
U= [. Como fii|y_x = fw, @ é a extensao analitica dew a V' o

Teorema 1:
A equagdo
Ty — Yty = g

tem wma solucao analilica numa vizinhanga de (0,0) em R?, se ¢ somenle se
g(x,y)dxzdy =0,
a? |‘y'1<_ 2

para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Prova:
Suponhamos que a equagao tenha uma solucao analitica numa vizinhanca da
origem em R2.



Neste caso, g(x,y) = div(—yu, zu) e, pelo teorema da divergéncia,

; 1
div(—yu, vu)drdy = / (—yu, 2u).—(x,y)ds = 0.
z? py2=? 2

o2 y?<e?
Suponhamos agora que

g(x,y)dzdy = 0, para todo é > 0 suficientemente pequeno.

T2 y2<e?

Podemos supor que g é a restrigao de uma fungao analitica g. : B, — C. Como g
é analitica numa vizinhanga V' de (0,0) em R?, g é limitada em qualquer bola fechada
contida em V. Portanto, pelos lemas 4, 5 e 6, se

/ﬁ ge(pcost, psin)do = 0 (2)
0

para |p| < €, a equagao wu, — yu, = g. tem uma solugao analitica u, em alguma
vizinhanga U da origem em C2.

Se (2) se verifica, para todo (z,y) € UNR? g(z,y) = g.(z,y) = :z:af—Luc(.'s,y) —
y2u(x,y).

Existem fungoes analiticas a,b: U — R tais que . = a(z,y) + ib(z,y).

Como g é real e g = ﬂ:;%uc — y;%uc , by, — yb, = 0 em U N R2,

Definindo u(z,y) = Reu.(z,y) = a(x,y),

g(z,y) = za, — ya, = Ty — YUy

Para completar a prova do teorema, basta agora mostrar (2).

Vamos mostrar separadamente os casos em que g, € par, g. € impar na primeira
variavel e par na segunda, g. é par na primeira variavel e impar na segunda e, final-
mente, o caso geral como consequéncia dos anteriores.

Cuaso 1: Se g. é uma funcao par,

ge(pcos0, psinl) = g.(—pcosO,—psinl), para todo p € R,

1 2
f'gc[pcos 0, psin0)d0 = -2*]0 ge(pcost, psinf)do = 0.
0

Caso 2: Se ¢. é impar na primeira variavel e par na segunda, usando a mudanga
de variavel v = 27 — 0, temos

— fow gc(pcos v, —psin v)dv

Jo ge(pcos O, psin0)d0
.ﬂ?“ ge(pcosv, psinv)d.

Il
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Da ignaldade acima resulta,

2 .ﬁ;r .q{:(p cos {)“U Sil"l 0)(10 — f“;‘l‘ gc(!)(-_os 0, {)Sin o)do + .l;::!ﬁ gc(pCOS 0} psin O)do
== fu%r ge(pcos0, psin 0)d0 = 0.

Caso 3: Se g. é qualquer fungao par na primeira variavel e impar na segunda,
20
] ge(pcosl, psind)do = 0. (3)
0

Fazendo a mudanca de varidveis T = y e ¥ = z, a equagao xu, — Yy, = (. se
transforma em Tuy — Juz = f(Z,y), onde f(z,y) = —g.(y,x) é impar na primeira
variavel e par na segunda. Pelo caso 2 e pela equagao (3), esta equagao tem uma
solugao % analitica numa vizinhanga da origem. A fungao u definida por u(=x,y) =
(%, %) é, entao, uma solugao da equagao (1), analitica numa vizinhanga da origem.

Resulta dos casos 2 e 3 que, se g. € uma fungao impar, a equagao Tu, — yu, = ¢.
tem uma solucao analitica numa vizinhanga da origem, pois g. pode ser escrita como
soma de duas funcoes satisfazendo os casos 2 e 3, respectivamente.

Caso 4: Se g. nao é uma fungdo par e nem impar, podemos escrever g. = g; + go
onde g, e g, sdo fungbes par e impar, respectivamente. Dai,

2 2w |
/ gi(pcosl, psin0)d0 = / ge(pcosO,psin0)dl = 0, if |p| <.
Jo Jo

Usando este resultado, a observagao acima e o caso 1, a equagao
U, — YUy = g;, 1=1,2,

tem uma solugao analitica numa vizinhanga da origem w;, i = 1,2. A fungao u =
wy + uy é uma solngao da equagao xu, — Yyu, = g., analitica numa vizinhanca da
origem.

Isto completa a prova do teorema 1 o

Iszemplo:

Se g(x,y) = y?, a equagao zu, — yu, = g nao tem solugdo analitica real em
nenhuma vizinhanga da origem.

Com efeito,

Suponhamos que exista uma tal solucao u, e seja

2 2
u(x,y) = ag + a10® + Aoy + anxy + apr” + agy” + - -

8



sua expansaov em série de Taylor numa vizinhanca da origem.
Suas derivadas parcias sao as séries

u(,y) = ap+any -+ 2w+ - -
wy(x,y) = ao +anx -+ a0y + - - -

e entao, a;) € igual a —1 e a 0, o que é impossivel.
Observemos que, embora g(z,y) = y* seja analitica em todolR?,

‘ ?T{;z
yidxdy = -3 # 0, Ve > 0.

w2 <e?

Teorema 2:

Suponhamos que a equagdo xu, — yu, = g tenha uma solugdo de classe C' em
B.—{(0,0)}, para algum e > 0. Entdo ela tem uma solu¢ao analitica numa vizinhanga
da origem.

Prova:
Seja u : B, — {(0,0)} — R uma solugéo da equagao (1) de classe C'.
Pelo teorema 1, é suficiente mostrar que

// g(z,y)dxdy =0, Vo, 0 < 0 < c.
x2 jy?<a?
Com efeito, definindo
‘Uﬂlﬂz = {(T;y) € Rz, o < z? +y2 < ”2};

onde 0 < 0 < 0y < ¢; pelo teorema da divergencia,

-/-/ D g(z,y)dzdy = 5]: a2 | y? 02(—‘,{.-‘1&,:17:;.) - (2, y)dxdy
g‘l”! P o = Q
'-‘I At u -
- [ Ly ) < (2, y)dedy

a £
V) a?1y?=a}

= 0.

Como o, < ¢ é arbitrario,

/j g(x, y)dedy = lim // g(z,y)dzdy =0 o
oy -

w? |y <ay Doy



Pelo teorema acima, se existe uma solugao C'"', também existe uma solugao analitica.
Mas isto nao significa que toda solugao C' seja analitica.

Fxemplo:
Considere a equagao xu, — yu, = 0. Se & é qualquer fungao real de classe C' em
R— {0}, ®(z*+?*) é uma solugdo C' em R*—{(0,0)}. Consequentemente, a funcao u
4/3
dada por u(z,y) = (sin —f"-—) / é O''. Porém, nao é analitica em nenhuma vizinhanca

x? | y?
de (0,0) em R®

10
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CAPITULO 11

Seja f uma fungao real analitica numa vizinhanca da origem em IR?. Suponhamos
ainda que a origem seja um ponto critico isolado da fungao f , que f(0,0) = 0 e que
J > 0 fora da origem.

Seja g uma fungao real analitica numa vizinhanca da origem. Vamos estudar o
problema de existéncia de solugbes da equagao

Syt = [ty = g, (1)

analiticas numa vizinhanga da origem.

A solugao analitica numa vizinhanga da origem sera chamada de solugao regular.

A solugao que for analitica numa vizinhanga da origem, exceto talvez, na origem,
serd chamada de solu¢ao singular.

Vamos provar o seguinte teorema:

Teorema: A equagio (1) tem uma solug¢ao singular, se ¢ somente se

/ g(z,y)dxzdy = 0, Ve > 0 suficientemente pequeno.
fse

Inicialmente vamos efetuar uma mudanga de coardenadas que facilite a resolucao
da equagao (1).

Uma vez que o problema é todo local, vamos supor em todo trabalho que as
vizinhangas da origem counsideradas sao todas suficientemente pequenas.

Seja U uma vizinhanga da origem onde [ é analitica e onde nao existem pontos
criticos de [ diferentes de (0,0). Seja V' C [7 uma vizinhanga simplesmente conexa
da origem cujo fecho V C U.

Lema 1:
Se ¢ > 0 € suficienlemente pequeno, f|,, = ¢ € wma curva fechada simples em lorno

da origem.

11



Prova:

Seja m =min [ |sy> 0.

Se 0 < € < m, o conjunto C, = f'(c) NV é compacto. E dai, é uma variedade
diferencidvel compacta sem bordo de dimensao 1. Portanto, C, =C,uUC, U ...UC,,,
onde cada C; é difeomorfa a S' e C;NCj = 0, se 7 5 j ( [4], Appendix) .

Como (0,0) é o tinico ponto critico de [ em U, a origem é circundada pela curva
fechada simples C;, para todo 1.

Consequentemente, n = 1, pois caso contrario existiria um ponto critico da fungao
[ na regiao limitada por duas curvas distintas C;

Consideremos a fungao composta
CXpP ol O
R—S —C,

onde exp(z) = ¢*™* e ¢ é um difeomorfismo analitico. A curva analitica 7y = o oexp
é periddica com periodo 1 e é uma parametrizacao da curva [ = ¢.
Integrando o campo de vetores —gradf, obtemos:

P :(—A00) x R— R% A >0, tal que
00(1,0) = gradf (9(1,6)) e 3(0,0) = 1(0).

Lema 2:

lim ®(L,z) = (0,0).

t-00

De fato, como

%(j'orb)(t,a:) = <g'f'udf(<1)(£,:1:] ,%‘?(L,:::»
= — |gradf(®(t,z))|*
< 0, em U —{(0,0)},

f é uma funcao de Liapunov para 2’ = —gradf ( [5],capitulo VIII, 2.3). Isto prova o
lema 2 e

Consideremos

@:(0,¢) x R — R2, definida por
@(p,0) = ©(t,0), onde ¢t >0 é tal que [(B(¢,0)) = p, i.e., [(@(p,0)) =p.
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Como para cada (p,0) € (0,¢) x R, existe um tinico ¢ € (0,00) tal que ®(£,0) = p
(lema 2), ¢ estd bem definida.

Além disso, ¢ é localmente injetora, pois @(p,0) = @(p’,0') se, e somente se, p = p’
el -0 €Z.

Lema 3:

@ ¢ uma fun¢ao analitica real periodica na varidvel 00, com periodo 1.

Prova:
Consideremos a equagao

(J o @)(L,0) =p. (2)
Se ®(t,0) # (0,0), entdo 2(f o @)(t,0) = — |gradf(2(t,0))|* < 0. Dai, pelo
teorema da fungao implicita, existe uma vizinhanga V,, de (p,0), onde a fungao
analitica L = {(p,0) é definda pela equagao (2).
A fungao ¢(p,0) = ®(t(p,0),0) é, portanto, analitica em (0,¢) x R o

Lema 4:

@ é um difeomorfismo local.

Prova:

Fixando-se p € (0,¢) e variando 0 em R, ¢(p,0) é a curva de nivel [ = p. Por
outro lado, fixando-se 00 € R e variando p em (0,¢€), @(p,0) é a trajetéria do campo
—gradf que verifica $(0,0) = y(0). Como gradf, no ponto P, é normal a curva de
nivel de [ por P, dy leva direcoes independentes em direcoes independentes e

Lema 5:

0 difeomorfismo ¢ lransforma a equagao du A df = gde Ady em

tgd0 N dp = —gJdO A dp, onde J é o jacobiano da mudanga de coordenadas,
U=uopeqg=gop.

Prova:

e (dundf) = duog)Ad(fop)
= duAdp,

13



@' (gdzAdy) = (gop)d(zop)Ad(yoyp)
= gJdp nd0.

Portanto, du A dp = gJdp A d0, em outras palavras,
UgdO N dp = —gJdO Adp e

Escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos supor que h = —gJ é
analitica em (0, ¢) x R. Além disso, h é periédica com periodo 1 na segunda variavel,

Lema 0:
A fungao U(p,0) dada por

1
ii(p,0) = f Oh(p, 10)dt,
0

é analitica em (0,¢) x R, e satisfaz iy = h.

Prova:
Capitulo I, lema 2 o

Lema 7:
Se

i
/h(p,ﬂ)d(} =0, para todo 0 < p < ¢, ¢ suficienlemente pequeno,
0

a funcao @ do lema 6 ¢ periddica em 0, com periodo 1.

Prova:
Com efeito,

¢

(p,04+1) = E!I'(U + 1)h(p, t(0 + 1))dt

1

-

[ h(p,v)dv
0 011

= [hip,v)dv+ [ h(p,v)dv
0 0
0 1
[ hip,v)dv + [ h(p,v)dv
0 0

1
= [Oh(p,t0)dL
0
= u(p,0) e
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Teorema :
A equacdo

fy'u';r. = .f;c’”‘y =49 (1)
lem solugao singular, se e somenle se,

/ g(z,y)dzdy = 0, Ye > 0 suficientemente pequeno. (3)
f<e

Prova:

Suponhamos que (1) tenha uma solugao singular u.

Seja € > 0 nas condigbes do lema 1 e tal que a curva [ = ¢ esteja inteiramente
contida na regiao onde u é regular.

Para 0 < § < ¢,

g(z,y)dzdy = / (fyutz — [fory)dzdy
< f<e < f<e
= [udr— [ war =o.
f=e f_d

Entao,
/ gdzdy =}}irrrx) / gdxdy = 0.
< f<e

f<e

Por outro lado, se (3) se verifica,

E

1 ¢ 1
gy & / gdzdy = j / GJd0dp = f / —1h(p,0)dpdd. E entio,
AN \ 0’0 0o
_/h,(p, 0)d0 =0, se 0 < p < c.
]

Pelos lemas 4,5, 6 e 7, existe @ analitica em (0,¢) x IR, periédica com periodo 1
em 0, que verifica a equagao 1y = —gJ. A fungao % passa ao quociente e define u por
t =wuo@. A funcao u é uma solugao singular de (1)

Observe que, se (3) se verifica, entdo equagao (1) tem sempre uma solugao singular
que nao pode ser extendida a uma solugao regular. De fato, mesmo que a equacgao
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tenha uma solugao regular u, a solugav v = w + 1/ nao pode ser extendida a uma
solugao regular.

Vejamos um exemplo onde existe uma solugao singular, e nao existe solugao re-
gular,

Fzemplo:
Consideremos a funcao
S(,y) =2+,
[ é analitica em R?, se anula na origem, é positiva fora da origem e (0,0) é o iinico
ponto critico de gradf.
A fungao g(z,y) = y € analitica em R? e satisfaz (3).
A equagéao
4y ug — 20uy, =y

tem uma solugao singular (teorema) e nao tem uma solugao regular.
Com efeito, se u é uma solugao regular, entao

w(x,y) = apo + o + any + apzy + ...,
em alguma vizinhanga da origem. Portanto,
4y3((lm + apy + ) — 22:(&;11 + a9 + ) =4y

o que € um absurdo.
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CAPITULO 111

Seja [ uma fungao analitica numa vizinhanga de 0 € C*, n > 2, com uma singu-
laridade isolada na origem.

Seja ;1 o nimero de Milnor do germe da fungao [ em 0.

Denotando Q) o feixe de germes das p-formas holomorfas numa vizinhanca da

origem em C", definimos

Qﬂ

OGSt
df AdQp 2

Com operagao

o:C{t} xG— G
p(t) o [w] = [@(f)w], onde [] indica a classe em G,

(7 tem a estrutura de um C{t}—mddulo.

Teorema 1 (Brieskorn, Sebastiani)
G ¢ um C{t}—mddulo livre de posto .

([2], teorema 5.1).

Consideremos I o C{t}—submédulo de & dado por

dA!
T df AdQEY

1
1

G/I" é um submédulo de torsio.
Com efeito, existe um inteiro N tal que

n_, 0 O &
/ _ala:rq Iazr?:z:-)_h+ +a”3;nn’

onde ap,ay, ..., a, sao fungbes analiticas numa vizinhanga da origem. Entao, se w €
O existe n € Qf ! tal que

fNw=df An, ie., tNow] € F.
Consequentemente, /"' é um submédulo livre de posto ju.
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Definimos a conexao
B —s @
D[df A 0] = [d8)].

E claro que D estd bem definida, pois se df A « € [df A 0], entao existe 8 € Qf 2 tal
que
df AN =df ANO+df Adp.

Portanto, pelo lema de De Rham,
a=0+dB+df Av, paraum certo y € Qp >

Entdo, da = df — df A dy e [da] = [d0).
E fécil ver que D é C-linear e que, se (i) € C{t}, entao

D(p(t) o [df AO]) = D([df Ap(f)0])
= [d(p([)0)]
= [¢'(S)df A0+ o([)do]
= @'(t)o[df AO]+ p(t) o D[df A 0].

Logo, D é uma conexao.
Mostremos que D é uma conexao bijetora:
Primeiramente observe que, se

D[df A 0] = [d0) € df AdSY %, entdo
d0 = df AdB = —d(df A ) para algum 3 € Qp 2.

Isto é equivalente a d(0+df A) = 0. Portanto, existe v € Qf ** tal que 0+df A3 = d,
isto é,
df A0 =df Ady.
Logo, D é uma conexio injetiva.
Além disso, como w € Q é exata, D é sobrejetiva.

Dado t # 0, seja X, =B.N f (), a fibra de Milnor da funcao [, onde B, é a bola
de centro (0,0) e raio ¢ > 0 em C". Seja, ainda, 0 < |I| < § << €.

Se w € Qf e peX,, existe uma (n — 1)-forma e holomorfa numa vizinhanga de p
tal que w = df A @ numa vizinhanga de p e a|x, estd bem definida. Definimos P
desta maneira. g é uma (n — 1)- forma sobre cada fibra.

Seja y, CX,,0 < |¢] < 8, um (n — 1) ciclo evanescente.

Se N C GG é o conjunto
w
N {lw]E(’fw:df U},
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entao N C G como C{l}—submdédulo.
Observe que f depende apenas da classe [w] € (/.

Seja M = '(N) Queremos mostrar que se [df A 0] € M, entdo [ 0 = 0.
Primeiramente vamos provar o seguinte lema:

Lema:

/:,,E@{Tfﬂ:d%[,,o‘

Prova:
Suponhamos que df = df Aw, onde m € Q1. Por ([2], 4.3),

[rr ‘lf [rt "n (1)

Em geral, dado 0 € ) ', existe um inteivo N e 7y € Qi ' tal que fNd0 = df A 1.
Para w = N0, temos

dw=NfN1df A0+ fNdO = df A a.

[d8
Y df - dt ¥
Por outro lado,

{iw_ N-1 N@_ N-1 N do
L= [0 [ Py=ni foar | &

d r o d
ko =——£N/{)=NLN"]0 NL /9
fﬂ..qu (J{L ¥i ¥t + lfi

Como ( # 0, das equagbes acima segue que

do  d
—=— 110
[n df dt [n

Por (1),

Isto prova o lema e

Proposigio 1

M= {[r!f ANOJeF; | 0= {}.}
T
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Prova:
Por definigao, M C I
Se [,, 0 =0, pelo lema,

DldfAO] d [,
fw—w—df _afna_o.

Em outras palavras, D[df A 0] € N, i.e., [df AO] € M.
Suponhamos que [df A 0] € M. Existe we QF tal que [w] € N e D 'w] = [df A 0]
. Entao, pela definicao de N e pelo lema,

w Ddf Al d
0 — — — / P ——— g — 0.
wdf Sy df dl .[Yr

Dai segue que [, 0 é constante e portanto, [[ 0 =0 ( [2], 4.5) e

Proposigao 2:
M=NnNF.

Prova:
Da proposigao 1 segue que M é um C{.}—submddulo de G' e que M C N.
Por outro lado, se [w] € N N I, existe § € Q' tal que [w] = [df A 0]. Daf segue

que [w] € M, uma vez que
/.DZ/rff/\(): '3___0.
e Y "U b7l df

Proposigao 3:

N/M € um submddulo de torsao.

Prova:

Existe um inteiro m tal que (™ow] € I, qualquer que seja [w] € N , pois G/F7 é um
submédulo de torsao. Segie da proposiao 2 e do fato de que N é um C{t}-médulo,
que (Mo w] € Me

Proposigao 4:
posto de M = dimg N/(N N I1).
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Prova:
Vimos que D:M =+ N e que N/M é um submédulo de torsdo (proposicio 3).
Pela férmula do indice Malgrange ( [2],teorema 2.3),
0 = x(D;M, N) = posto de M — dimg N/M.

Entao, pela proposigao 2,

v = poslto de M = dimg N/(N N F)e

Observagao: Se vy, € homdlogo a zero, entao N = (. Consequentemente, M = [
dimeN/(N N EF) =dimeQy/df AQp ' = .
Reencontramos, neste caso particular, a férmula

posto de G = posto de I' = ju.



CAPITULO 1V

Seja
[:R*—R
uma fungao analitica numa vizinhanga da origem, com uma singularidade isolada em
(0,0). Suponhamos ainda que f(0,0) = 0, f > 0 para (z,y) # (0,0) e que o ideal
jacobiano da f, J; = ([3, f,), tem codimensao finita em R{z,y}.
O mimero de Milnor da fungao [ é

p=dimgR{z,y} /(fe, fy)

Consideremos a equagao
fy'“'ur . f;r“y =4 (1)

Usando as definigoes do capitulo I, sejam:

- ¥ o espago dos germes de fungdes reais analiticas g em (0,0) € R? tais que a
equacgao (1) tem solugao singular;

- T o espago dos germes de fungdes reais analiticas g em (0,0) € R? tais que a
equacdo (1) tem solugao regular.

¥ possui uma estrutura natural de R{t}—mddulo.

Com efeito, como

fy(f'"');n = fz(fu)_u == f(fy“:c = f-.:uy) = fﬂ:

definimos:
b(t) o g = d([)g.

Analogamente, I' é um R{t}—submddulo.

Nosso objetivo é estudar o R{t}—mddnlo 7" = £/T.

Podemos considerar f como a retrigao a R? de uma fungao analitica numa vizin-
hanga da origem em C?, com uma singularidade isolada em (0,0), que também serd
denotada por [.

Definimos os C{t}—mddulos GG e I'' como no capitulo II1.

Supriremos o subindice 0 em ), pois estamos apenas interessados em funcées e
formas diferenciais holomorfas numa vizinhanga da origem. Escreveremos, portanto,

02 L dfA ol

G=grnam "= rna

onde Q° é o espaco dos germes de funcoes analiticas na origem em C?.
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Usaremos a notagao (i, y) para as coordenadas em R? e (z, w) para as coordenadas
em C2.

Definimos A = R{z,y} e S = A/T".

E claro que A e S sao R{t}—médulos, que I' C £ C A como R{t}—submddulos,
e que 7' C S como R{t}—submédulo.

Seja
g:A—C
o(g) = [gdz A dw).
Proposigao:
o é R{t}—lincar ¢ kera =T
Prova:

Trivialmente, I' C ker o.
Se g € kero,
gdz A dw = —df A du, o que significa que
9 = futt, — [y, para uma certa u € C{z,w}.
Considerando a restricao de u a R?,

u(z,y) = up(z,y) + iu;(x,y), onde up e u; sdo fungdes reais, e

g = fy(uk)w . fm(uff)y -+ { [fy('“'f)::r = fu:(“f)y] .

Como g é uma funcao real, f,(u;), — fo(ur), =0 e g(z,y) = [,(un)s — fo(ugr)y, isto
é g€ETle

Sejam S, = S®@rCe T, =T ®@gC. Claramente S¢ é um C{t}—mddulo e Ty CS,
é um C{l/}—submddulo.

Teorema 1:
a passa ao quociente ¢ define um isomorfismo de C{l}—mddulos
r:8: =G .
Prova:
Pelas definigoes de S, e de (7, 7 é nm homomorfismo sobrejetivo.

Sejam gy, o, ..., gn € A, R-independentes médulo T', e seja [g;] a classe de g; em
19, J = l:| 2} ...,h-.
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Suponhamos que

h
T Z("J[HJ] == U'.- “11("2;---1(-:]; e C.

=1

Entao,
I
chg_,- dz Ndw = df Adu,

3=1
para certa u analitica numa vizinhanca de 0 em C2.
Portanto,

h
Z Cig; = fzum h fw“z-
i1

Sejam ¢; = a;-+ibj, a;,b; € R e u|g2 =up-+iu;, onde uy e u; sao, respectivamente,
as partes real e imaginéria da fungao u|g2 . Dai,

Za'j.rﬁ = f:.r(“-li‘)y = fy(un)m; €
Ybigi = [e(wr)y = fy(r)e

Em outras palavras, Y a;g;, 3. b0;q; € I'. Consequentemente Vj a;,b; = 0, ie.

Cj = {3,
Logo, 7 é um isomorfismo e

Coroldrio 1:
S é um R{L}—mddulo livre de posto ji, onde pt € o nimero de Milnor da funcao
[ em 0.([2],3eb5).

Coroldrio 2:
Se para algum Ne N,

Jytte — fotty = f Ng, tem solugio regular,

enlao,
Stz — [z, = g, lem solugdo regular.

Coroldrio 3:
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T ¢ wm R{t}-mddulo livre ¢ postoggyl' =postociyTe < Jt.

Coroldrio 4:
postogn T < p.

Prova:

[1]€ Se[l] ¢ T, pois
]I dxdy > 0, para todo € > 0.
<e

Entdo, S/T # 0.

Além disso, a classe de 1 em S/7" nao tem torsao. Com efeito, se
St — farty = 7 o=1,2;3¢;

tem solucao singular, entao, pelo teorema do capitulo II, para todo ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno,

f Ty =0,
f<e

Isto é um absurdo, pois f > 0 fora da origem.
Logo, posto de T' < posto de S = 1 ®

Para calcular o posto de T', precisamos calcular o posto 1) do C{t}— mddulo livre
(lr‘cv
Seja y. a curva [(z,y) = ¢, isto é, v, =X, NR?onde X, é a fibra de Milnor da
funcao [ sobre c.

7. se prolonga a um ciclo evanescente (capitulo I1I ).

Lema:

Y. nao ¢ homolopica a 0 em X,.

Prova:
Seja 3= zdw. [ é uma 1-forma fechada holomorfa em X, e

# = / xdy :_/ dxdy > 0, pois [ > 0 e f > 0 fora de 0.
“fe e I<e

Vamos relembrar a definigao do C{t}—submdédulo N de (7, dada no capitulo III:
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N = {[w] EG L, o= 0} , onde v, CX,, para 0 < |{| suficientemente pequeno, é

o ciclo evanescente definido acima.

Teorema 2:
il =N,

Prova:
Seja g € A cuja classe em S pertence a 7.
Existe € Q' tal que 7(g) = [gdz A dw] = [dn).

n = / dn = / gda Ady = 0, pelo teorema no capitulo II.
Te J [<e f<e

J,, n € uma funcao analitica multiforme de t. Como a ignaldade acima vale para
todo ¢ > 0 suficientemente pequeno e v, =X, N R?, resuta que Iy, n =0, para todo
0 < |t| suficientemente pequeno.

Pelo capitulo ITI, proposicio 2, [df A7) € M =D '(N). Portanto, D[df A 5] =
[dn] € N, e dai, [gdz A dw] € N.

Por outro lado, se [w] € N, existe 0 € Q' tal que [w] =D[dfA0] e [, 0 = 0 (capitulo
111, proposicao 1). Além disso, pela definigao de D, [w] = [d0]. Entao,

w=/0=0.
I<e o e

Seja w= hdz A dw, h € C{z,w}. Considerando a retrigao de h a IR?, escrevemos
h |g-2 — h’R |- E.}L.r.
Temos,entao,

0 = / W= / hdx A dy = / hrdx A dy + z/ hydz A dy.
J < J r<e J r<e f<e

Portanto,
f il Al == / hydz A dyj = 0.
f<e f<e

Como as classes de hy e de h; pertencem a T (capitulo II), a classe de h pertence
a Tl e r([h]) = ] o

Coroldrio 1 :
posto de T.= dimg N/(N N F) < pu.
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Prova:
Proposigoes 3 e 4 no capitulo 111, e teorema 2.

Coroldrio 2:

posto de T' = dimg Z/(X N Jy).

Prova:
Pelos teoremas 1 e 2, basta mostrar que

dimg E/(E N .,;‘rf) = dimge .N/(N M F)

Se g € L, [9(z,w)dz Adw] € N (capitulo II, teorema).
Definimos

A E—N/(NNOF)
Mg) = [g(z,w)dz A dw] = classe de a(g).

A é um homomorfismo entre espagos vetoriais sobre R cujo nicleo é N Jg.

Com efeito,

Se g € ¥ é tal que g = af, + bf,, para certos a,b € R{z,y},
AMg) [(a(z,w) [ (z,w) + b(z, 'ru)_/'w(z1 w))dz A dw)

[df A (a(z, w)dw — b(z,w)dz)] € NN I

Il

Por outro lado, se ¢ € ker A, existe @ = o dz + aydw € Q' tal que
gdzhNdw = df Aa=([dz+ fudw) A (dz + agdw) = (fra — fuo)dz A dw.

O que significa que g(z,w) = (foan — fuy)(z,w).
Restringindo ao conjunto dos niimeros reais,

.G(-’fi,‘y) = (f:i‘-“l!“fy(-kl)('lnay)
= [fo(z,y)(ea,(z,y) + iy, (2,9)) — fy(w,y) (e, (2, y) +icy, (2,9)),

onde o |g2 = @, +icy, , € @y, @;, sdo fungbes reais, j =1, 2.
Como g(x,y), fo(x,y) e f,(x,y) sGo mimeros reais, ([ocra, — [y, )(z,y) = 0.
Consequentemente,
g= a'z!nfﬂf - fl"l,{fy €EXN "Tf'

27



A passa ao quociente e define o homomorfismo 1-1,
A:Z/(ENJg) — N/(NNF).
Se [w] € N, pelo teorema 2, existem gy, g, € X tais que
[w] = Mgl + iX[ga].

Dai,
AE/ENJTp) +iAE/ENJ) = N/NO F,
Resta mostrar que A(Z/2 N .J;) NiA(Z/E N Jp) = {0}.
Suponhamos que g,h € ¥ e

lg(z,w)dz A dw] = i[h(z,w)dz A dw] em N/N NI

Entao, [(g(z,w)—ih(z,w))dzAdw] € I'i.e., g—ih = af,+bf,, para certas funcdes
a,b € C{z,w}.
Restringindo a R?,

g—ih = (ap-+ia;)f; + (bp+ib)f,
= (apfs+brfy) +ilarfe +bify), ar,ar,bp, by € R{z, y}.

Portanto, g, h € ¥.N J;.
Logo, posto de T' = dimg N/(N N FF) = dimg /(XN .Jj)e

Exemplo:

Vamos calcular o posto de 7' no caso da fungao f(z,y) = x2 + y'.

No caso desta fungao, £ N J; = {ax + by* € T;a,b € R{z,y}}.

Vimos no capitulo IT que a fungao (z,y) —— y pertence a ¥ mas nao pertence a

XN Jy. Portanto,
1 < postodeT" < 2,

uma vez que o niimero de Milnor da fungao [ é
= (2-1)(4-1) =3 ([3], 9,teorema 9.1).

Vamos mostrar que o posto de 1" é 1.
Se g € ¥, escrevemos

g = co+ 1y + cy® + ax -+ by?, onde ¢y, ¢p,¢5 € Re a,b € R{z,y}.
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Mostremos que ¢y = ¢y = 0.
Como

/}( gdxdy =0, ¢o = ¢(0,0) = 0.

Além disso, por simetria,

/ ydaxdy = 0.
S<e

Entao temos,

0= / gdxdy = ¢y / yidzdy + / (ax + by®)dzdy, i.e.,
f<e J<e I<e

2 g

: dady = [ (aw+ by®)dad

rszgty xdy fgt(a'r: - by )dady (2)
Estudemos as duas integrais separadamente:
1)

. 7 - eyt #
ca [re ytdady = 4 [V yPdy [V de =4 [V 2= yidy.

Se0<e<l, eyl < Ye<1,

lea| [ye tdady > dlea] [V yP V= yidy = 2 eo] 12 (3)

IT) Para estimar a integral [, (az + by*)dzdy, vamos considerar a expansao do
integrando em série de poténcias.
Seja
ar + !J;u“ = Z &5 a2oy?

™
Como a,b € R{x,y}, p,q sao inteiros nao negativos tais que ¢ > 3sep=0ep> 1
se q = 0, e us ¢, 4 520 Mimeros reais.
Escolhamos 0 < § < 1 tal que a série seja absolutamente convergente na regiao

lz| < V6 e |y| < V6.

Se 0 < ¢ < 8, na regiao f < ¢ temos |z| < /e, |y| < Vee

. (az + by*)dady = Y ¢, f aPyldxdy.
-/f<_l g e f<e

O valor da integral / 2Py?dzdy depende de p e q:
J [<e
(i) Se p ou ¢ for impar,

/ 2Py = 0, por simetria.
I<e

(ii) Se p e ¢ forem ambos pares, e,
1) p =0, entao
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j yidedy = 4/ d.r/ ?,:‘fdy = 4/ d:r,/ y* Lydy
S<e 0 0 0 0

Va2 Ea NG
4t _/ﬂ af:r:/ ydy = 2(14_/ Ve — xdx (4)
’ 0

(A

2) p > 2, entao

Ye
/f rPyldzdy = 4/ y"dy/ 1”d'1:— 4] J"dyf dx
<e 0
Jp

o [V v )
4ci ¢z dy rdy = 2eit®T f (¢ — y")dy
0 0
B ] < 218

Portanto,

lj}g(((m: + by:‘)d;ltdy|

2 Cpq Jy< WPy dedy
ma

= pz,, ep,al @p,q(€),
onde por (i), (4) e (58),
pq(€) = f aPyldady < 2771, (6)
f<e

Por (2),

Z |‘Pq| “P.q(‘

ra

|e 3|f ydrdy = |f (ax + by®)dzdy| <

Dai e de (3),
0<

4
'ZI 2 SZ leupq
[

Entao,

|2 <

wlr..

42 Z |€p4l Apq(€) = Z |cp.al @p, q("—)‘

I,?q

Como a inequagao vale para todo 0 < ¢ < 1, suficientemente pequeno, se

lim 3 e, ql ay q((-)(-.:i;’)' = (), entao ¢y = 0.
e () i t '
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Portanto resta mostrar que

lim 3" |epql @pa(€)e 2 = 0.

c—0
na

Observe que, por (6),

0< lf?p,q]flp,q((.)(;_s/? < 2|epl eMe3? =29 |€p,ql r'“

que tende a 0 quando € — 0.
Além disso, se 0 <€ < 6 < 1,

apqle) = / f{fa:?’-f,a‘?d:::dy= / f<5(§)mf”(i)m"?“dffk’f

B ( )BI“ /(55?]??{}‘1&3?}_( )Eiﬂl%“w}( )
(3)”'“;;..;(‘5) = (.3‘(25'3"‘2(% ]"!lanq(é :

IA

Dai,
|“p.fr|‘-" ap,q(€) < |epql 6 s/z( )]M”Pq(‘s) < |'11Df.'|‘!1 “r)f:((i)

3 lepal € Papg(e) < 6323 |epal apq(8) < oo, pela escolha de 6.

P ma
Portanto, ¢y = 0.
Consequentemente,

g=0cy+ar+ by:;, i.e., dimg E/(E n Jf) = le

Resulta deste exemplo que o posto do submédulo N, composto pelas classed [n] €

(i que verificam / I=0,é1e N égerado pela classe [ydz A duw).
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