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Resumo: 

!\este trabalho estamos interessados em estudar o conjunto das geodésicas 
que minimizam comprimento de arco entre dois pontos quaisquer. Estas são 
chamadas de geodésicas minimais. 

:\Tais precisamente, dada uma métrica riemanniana g sobre o wro bidi
mensional iremos considerar o seu levantamento ao plano JR2 . Uma geodésica 
c : R -7 JR2 é minimal se para todo intervalo [a, b], temos que c([a, b]) é a 
curva de menor comprimento ligando c(a) a c(b). 

Vamos considerar aqui um número de rotação a fixado e analisar o con
junto das geodésicas minimais que possuem este número de rotação. 

Analisaremos questões que envolvem a recorrência e o comportamento 
assintótico de geodésicas. Por exemplo, uma geodésica mínima! recorrente 
com número de rotação racional será uma geodésica periódica. 

Abstract: 

In this ,,·ork we are interested in studying the set of geodesiés 'Chat mini
mize the are length between any h,·o of its points. These are called minimiz
ing geodesics. 

:\lore precisely, given a riemaniann metric g on the two-dimensional torus 
" ·e '"ill consider its lifting to the plane R2 . A geodesic c: R -7 JR2 is minimal 
if for any interval [a, b], we have that c([ a, b]) is the curve of smaller Jength 
connecting c(a) and c(b). 

\Ye \\'ill consider here a fixed rot.ation number a and we will show severa! 
results about the set of minimal geodesics with such rotation number. 

We will analyze questions like recurrence and the asymptotic beha,·ior 
of such geodesics. For example: a recurrent minimal geodesic \\'ith rational 
rotation number will be a closed geodesic. 



Introdução 

~e;:;re trabalho estamos interessados em estudar o conjunto das geodésicas 

qu\ l: lillimizam comprimento de arco entre dois pontos quaisquer. Estas são 

chamoàa~ geodésicas minimais. Dada uma métrica riemanniana g sobre o 

ror(J htdinwnsional iremos considerar o seu levantamento ao plano JR2 . 

t ma geodésica c : JR ___. lR2 é minimal se para todo intervalo [a. b] . temos 

qu<·, · .a. b:: é a curva de menor comprimento ligando c( a) a c(b). 

Cvlld0:=:;ica!:' minimais foralll primeiro investigadas por :'-.Ior:-;e e Hedlund 

(~l . pct.!2. 2~ ) . :'l·fu itas das questões envolvendo a análise de r,al problema 

nfT('~"llam o uso de ferra mentas qlle são comuns às utilizadas em Rplicações 

tip0 nd;;t ( \·er[1] para referências) . ~este sentido. os capíwlos de 1 a 4 

pu< i t·ll l t <llll iJétll :-;erem uti lizads na análise destas aplicações. Vamos aqui no 

entamo nos concentrar mais no problema geodésico que será analisado com 

detalh(· 110 capítulo 5. 

En, tE'rmos gerai;; . \·amos considerar aqui um número de rotação a. fixado 

e <:t ualbar o conjunto das geodésicas minimais que possuem esLe número de 

ror 2-çiiu. 

\ ·amos analisar para cada número de rotação fixado a estrutura do con

j um o da::: geodésicas minimais que possuem este número de rotação. Por 

exemplo. duas geodésicas minimizames não podem se cortar se seu número 

de rotação for irracional ou se tais duas geodésicas forem periód icas com o 

mesmo número de rotaçào. Outras questões envolvem as recorrências e o 

comportamento assintótico de geodésicas. Uma geodésicas minimal recorren

te com número de rotaç·â.o racional deYe ser uma geodésica periódica. 

Estas questões estão diretamente relacionadas com a Teoria de ::viather 

para Lagrangianos com·exos superlineares (ver [3.5]) e que são objeto de in

ten:-:o tr~balho de pr~quisa nos últimos anos. :'-.Iais prcci ·a1neme. tal teoria 
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analisa a dinâmica do fluxo associado à equação de Euler-Lagrange no fibrado 

tangente de uma variedade compttcta; quando o Lagrangiano for ~ I jvJI2 estare

mos analisando o caso geodésico descrito aqui. No contexto lagrangiano geral 

normalmente se considera medidas minimizantes em vez de curvas (soluções 

da equação de Euler-Lagrange) minimizantes. No caso de se analisar su

perfícies de genus tllaior. o papel do número de rotação considerado aqui 

será desempenhado pela homologia de uma medida (ver [3. 5]) . Questões 

cnYoh-endo o compon,amento assintótico das soluções e recorrência são de 

fundamental importância. Um dos grande sucessos de tal teoria geral são 

os resultados que envolvem as soluções das equações de Hamilton-Jacobi de 

hamiltonianos associados a lagrangianos (ver [3]) . 

~o capítulo 1 vamos vamos introduzir uma função H : JR2 --. IR. Va

mos definir o que são trajetórias rninimais em IR2 com relação a H. E nos 

c;apítulos 2-4 descreveremos o conjunto M (H ) destas trajetórias . Finalmente 

no capítulo 5 veremos que este conjunto M (H) corresponde ao conjunto de 

geodésicas minimais em R2
. 

Tal H aparece naturalmente em outros problemas matemáticos; no caso 

do modelo discreto de Frenkel-E ontorova (que não será considerado aqui) o 

H acima é dado por H ( o. . 77) = ~ ( C (rt - a:f - V(rt) - V(o.) ) . onde C é 

uma constante e V é uma função potencial periódica. (conforme [1]). Tal H 

permite descreYer as órbitas de aplicações tipo t\Yist atra,·és de um princípio 

n11·iacioua l de ll1cllleirCJ análoga ao princípio de mínima a~ào da. \Iec-ânica 

Clássica. 

O presente trabalho descreve com todos os detalhes a teoria apresentada 

em [1] . 
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Capítulo 1 

Pré-requisitos 

1.1 O problema variacional 

Vamos considerar o espaço JRZ:= {x I x : Z --?IR} das seqüências bi-infinitas 

de números reais com a topologia produto. Um elemento .TE Rz é também 

denotado por (xdiE:: e será chamado uma trajetória. Convergência de uma 

seqüência xn E JRZ a uma seqüência x E JRZ significa que limn-ooX~ = x, para 

wdo i E Z. Vamos usar freqüentemente uma versão simples do teorema de 

Tychonuw que pode ser provado por um argumento de seqüência diagonal. 

(1.1) Para wdo a E JRZ: o conjunto {x E ~z:; lx11 $ a1 para todo i E Z} é 

compacto. 

Sejam H : R2 
- lR e j < k . a extensão de H para um segmento finito 

(x1 . ... .. xk ) é dada por 

k-1 

H (x1 . .... .L"k ) :=L H\Xt, x~ ..,.. d 
i=J 

Dizemos que um segmento (x1 . .... xk ) é minimal com respeito a H se 

H (xJ . .... xk ) $ H (x; . .... xjJ para todo (x; . .... xk ) com x3 = x; e Xk = xj. . 
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Estamos interessados em objetos que satisfaçam à seguinte condição mí

nima} global. 

D efinição 1.1 x E JR: é (trajetória) mínima/ com. respeito a H se todo seg

mento fimto de x é minimal com respeito a H. 

O conjunto de trajetonas minimais x E ~z será denotado por M = 

.M(H). \"osso objetivo é dar uma descrição deste conjunto. Devemos impor 

algumas restrições a H a fim de obtermos bons resultados. Assumiremos que 

H é contínua e que satisfaz as seguintes propriedades ( H1 )- ( H4 ) : 

(Hl) condição de periodicidade: para todo (( 17) E 1R2 H (Ç + 1, 17 + 1) -

H (Ç.ry). 

(H2) condiçã.o no infinito: lim111-ocH(( Ç + ??) = oc uniformemente em Ç. 

( H3 ) condição de ordem: se E_ < Ç . 77 < fj então - -

H(~· !J) + H(~.Tj) < H(~.Tj) + H(~, ?J) 

(H1) condiçã.o de transversalidade: se (x-1 . Xo . x1) =f:. (x:.. 1. Xô. Xi) são 

minimais e Xo = xõ então (x-1 - x:..1 )(x1 - x;') < O. 

Vamos introduzir uma ordenação parcial em IR2 dada por 

x < x" se e somente se xi < x; para todo i E Z. 

Definição 1. 2 x E Rz e 1'~ E Rz se cruzam 

(b ) entre i e i , 1 se (x i - x;)(..ct+i - xj+1 ) <O. 
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í-1 í+l 

Figura 1.1: 1 ex· se cruzam em i E 7L 

De acordo com a condição (H4 ) trajetórias x, x~ E M ou se cruzam ou 

são comparáveis, (i.e. x < x· ou x = x* ou x > x~) . 

Definição 1.3 x E R= ex~ E JRZ são 

(i) o:-assintóticas se li~--x ! x; - x; l = O 

(ii) ..:J -assintóticas se li'mi-x lx;- xi I = O 

(iii ) assintóticas se são a - e ..:J-assintóticas. 

\·amos introduzir uma ação T do grupo 7L2em JRZ: tal que se (a, b) E 71/· e 

1· E !R= então 

T (a,b)X = xw onde x; = Xi-a + b 

A ação de T (a,b) em x corresponde as translações de graf(x)Ç JR2 por 

(a. b) E 7L2. onde graf(:.r ) = {(i.1·t) E 7L X lR I i E Z. X I = x (i )} 



Definição 1.4 x E ~z: é periódzco com período (q.p) E (Lf:\{0} ) x Z se 

T (q,pjX = X. 

Vamos estabelecer alguns fatos elementares que seguem das definições: 

(i) Como conseqüência de (H1) temos que H (x ) = H (T(o,b)X) para todo 

segmento x = (x1 .... . xk)· k > j, e todo (a, b) E Z 2
, no seguinte sentido: 

H (x1 . ... . Xk ) = H (xj_0 . •••• Xí.- a) . onde x· = T(a.b)X· O que decorre 

de H(xj+a: ··· ,xk+a) = H (xj + b, ... ,Xk + b) = H (xj, .. . ,xk), donde a 

última desigualdade segue de (Hl) . Em particular, T(a,b) leva trajetórias 

minirnais em trajetórias rninimais. 

De fato, seja x E M então para t odos (xj, ... , xk ) segmentos de x ternos 

que H(xj, ... , Xk) ~ H (xj, ... , x~) onde (xj, ... , x~) é tal que xj = Xj 

e XÀ- = Xk · Seja agora x· = Tca.b)X e suponhamos por absurdo que 

x· ~ lvL i.e ., existem (xj . ... . XÃ:) segmento de x· e (xj · ... , xk) tais que 

H (x1 .. ... xk ) < H(x; ..... x~.) com fJ = x; .x~.- = xz. . 

Pela primeira afirmação de (i) temos que H (xj . .... xk ) = H (Xj - a· .... Xk-a ) 

e 

H (x1 . . ... i k) = H(T(- a.-b)(i 1 , .. .. Xk )) = H(Xj-a, i 1+1 , .... Xk-1· Xk-o )· 

Logo H (xj ..... X~;) < H (xj . .... xk ) contraria a minimalidade d0 .r. 

( ii) A continuidade de H implica que J\/1. é fechado em ~::. 

Seja xn --? X onde xn E JVI. e X E JR2 . Suponhamos por absurdo que 

existem (xj . ... , xk) e (xj, .... x~) tais que x~ = x1 , xk = Xk e 

Para cada n E N escolhemos (xj.xj+1 .... ,xk+1 ,xk). Assim como xn 
, . . . 1 H (' n n ) < H ( .n I I 1l ) f d e mmuna. x

1 
.... . xk _ x i .x1_ 1 •...• xk_,_ 1,xk azen o n - x e 

como H é comiuua . vemos que 

absurdo. 
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(iii) Seja x E JRZ, e suponha que (x1 , ... ,xm) é segmento minimal para H. 

Então para todos j, k tais que l < j < k < m, temos que (xj . ... , Xk ) é 

segn1ento minimal, i.e .. qualquer subsegmento de um segmento minimal 

é também minimal. 

De fato. suponhamos por absurdo que (x1 . .... Xm ) é segmento minimal. 

mas (x1 . .... Xk ) não o é. Então existe outro segmento (x; . .... xk ) tal que 

x; = x1. xr. = Xk e H (xj , ... . Tk ) < H (xj . ... , xk)- Portanto 

> H (x1 • ... . x1 ) + H (x; . ... , xj;) + H (xk , .... Xm ) 

o que contraria a minimalidade de (xt . .... Xm )-

1.2 Fatos básicos sobre homeomorfimos do 

círculo 

:\esta seção utilizaremos alguns fatos básicos da teoria de Denjoy. Que podem 

ser encontrados em [6. seção 2.4j. 

Considere o conjunto 

Ô7 = {fi!: IR~~, contínua, estritameme crescente, f(x + l) = f (x ) + 1} 

Em ê _ podemos definir uma função ã. : ê..,. __, R dada por: 

(1. 2) 

ã(J) := lim j i(x ) 
Jil- oo 'l 

Para cada f E ê,, este limite existe e é independente da escolha de x E R. 

Denotamos por ã(J ) o número de rotação de f . 

Para cada i E Z a função periódica r1(x ) := j 1(x ) - x- iã(.f) satisfaz: 



(1.3) h(x)l < 1 para todo x E~ e existe x0 E lR tal que rL(x0 ) =O 

Vamos provar que existe x0 E iR tal que ri(x0 ) = O. De fatO: por absurdo 

suponhamos que dado i E Z ri(x ) =f O para w do x E R como ri é contínua 

podemos supor. sem perda de generalidade. que r"i(x ) >O para todo x E~ e 

ainda ri h:r.:r-l j atinge mínimo neste imervalo e como ela é periódica de período 

1 existe~ > O tal que ri(x) > E para todo x E R Considere agora: para o i 

fixado e k positivo 

k- 1 
L ri(fni(x) ) = fki(x) _ f (k-l )i(x) _i&+ j (k-l )i(x) _ f(k-2)i(x) _ i& + .. . 
n= O 

... + .f21{r ) - f (r ) - ià.,.. f (r ) - T- ià = fkt (x ) - T- kiõ 

~ote que rt(x ) >~ implica L:~:~ ri(Jni(x)) > kE e ponamo 

Fazendo k ---. x obtemos que 

~<ã -0-ã =O 
~ 

o que é um absurdo pois E > O. Logo existe x0 E !R tal que ri(xo) = O. 

Vejamos que h(x)l < 1 : 

Afirmação: se ~ ~r - Yi < 1 => h(x) - ri(Y)i < 1 

usando a afirmação. obtemos o resultado. De faw , como r 1 é periódica. 

para x E ~ tal que r1(I ) =f:. O existe y E lR tal que ri(Y) = O e lx - Yl < 1. 

então pela afirmação !r~ ( 1.· )j < 1. 

P rova da afirmação: Suponhamos que é falso. e sem perda de generalidade 

que y > x 

Caso 1) r1(y ) - r, (1.·) > 1: note que 

r ,(y) - 1"1 (.r ) = P(!; ) - y- (.t (x ) - ~· ) logo 

r, (y ) - r 1 (:r) > 1 => P (y) - f (x ) - (y - x ) > 1 ~ f (y ) - F (x ) > 1 

absurdo. pois r é crescente e t (1: + 1) = Ji(x) + 1. 
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Caso 2) ri(x ) - ri(Y) > 1: 

Como r-i(x ) - ri(:tJ) = ]i(x ) - ]i (y) - (x - y) então 

o que é um absurdo. pois f i é crescente. Logo. existe tal x0 como afirma (1.3) 

Em particular. (1.2) e (1.3) implicam que õ:(f) = E. E Q se e somente 
q 

se existe xo E R tal que fq (xo) = xo + p. De fato, se ã = ~ seja x0 t;al 

que O = ri(Xo) = Ji (xo) - xo - iõ:, daí fi(xo) = x0 +i~ portanto para 

i = q temos que fq (xo) = xo + p. Reciprocamente se existe x0 tal que 

jQ (xo) = Xo + p, temos que õ: = lim f'q( xo) = lim xo~ip = E. 
tq 1Q q 

Se õ:(f) E ~\Q definimos 

Rec(J) não depende da escolha de x0 E R e obtemos o mesmo conjunto 

se restringirmos (i, k) E N x 7l. 

Seja. GT o grupo dos homeomorfimos ;::; : 5 1 ~ S 1 que preservam 

orientação do círculo. 

Considere 11 : R - S 1 dada por n(x) = exp(211ix), tal 11 é um aplicação 

de recobrimento. Dizemos que f : ~ - ~ é levantamento de :.; : 5 1 __. 5 1 se 

íi o f = ..;; c~ . 

Dada <.p E G+ , se f é um levantamento de;; , é faci l ver que f é contínua. 

estritamente crescente e f (x + 1) = f(x ) - 1. i.e. , f E ê+. 
Logo. fixada {J E c_ podemos definir o número de rotação a: (-P) E 5 1 

por a(-;) = ã.(f) (mod 1) . onde f é um levantamento de ..;. a(~) está bem 

definido pois. se h . h são levantamentos distintos de cp temos que õ:(h) e 

ã:(h) diferem por um número inteiro. 

O número de rotação de r..; E G + pode ser interpretado como o ângulo 

médio que ..; roda cada pomo x em 5 1
. 

Conforme [6] seção 2.4, temos que tp tem núrnero de rotação racional. se 

0 somente se . ..; tem um pomo periódico. 
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Sejam ••. :(xo ) := { x E 5 1 I ::lkn ---. oo, lim :pk" (x0 ) = x} e 

õ:(xo) := {X E 5 1 I ::lkn - - 00 , lim ~Çkn (xo) = x} 

Por [6] seção 1.11 temos que se a:( cp) é irracional , então para quaisquer 

:r . .1/ E 5 1 vale que w(x) = w(y) = õ:(x) = õ:(y) . E ainda w(x) é um conjunto 

df:' Cr.ntor ou é todo 5 1
. 

D ehna Rec(cp) := {x E 5 1 I para todo intervalo aberto J que contém x, 
f XJ'ft. n E N tal que çn(x ) E J}. 

DctÍ. ~e ç rem número de rotação irracional temos que 

Rec(r;) = .,;(x) = {x E 5 1 I 3kn- 00 . lim cpkn(x) = x}. 

C(!ll :·v:·n te ~6] . 

Pon anto. ou Rec(:p)=S1
• ou Rec(;o) é um conjunto de Cantor. 

Pode-se mostrar que se f E G.!. é levantamento de ..;; E G +. e Ex(! ) é 

irraéional. então, temos que Rec(f)=~ ou Rec(f) é um conj unto de Cantor. 

E também. "projeta Rec(J) em Rec(y:). 

Lema 1.5 Suponha fo E C+, h E G+ e õ:(Jo) = &.(!1 ) =a: E R\ Q . Então o·u 

Rtcf/oJ=Rec(fJ) e folRec(fo ) = fd Rec(J: ) ou existe Xo ERec(fo) e X1 ERec(JI) 

tal que as órbitas (Jj(x0))iEZ. E Rz: e (ft(xi))iEZ. E JRZ: se cruzam mfinitas 

~-czts . 

D emonsrraçào: \·amos utilizar a seguinte propriedade fundamem:al dos home

omorfismos f E c_. com número de rot-ação irracional a : para tOdo Xo E IR 

\·amos definir um mapa do conjunto {j o + k I (j , k) E Z2} em R 

ja + k---. fl (xo) + k (j,k ) E Z2 

Por [6]. lema 2.4.1. o mapa definido acima é estritamente crescente , no seguinte 

sent ido: se )Jo.· - k1 < )20. ..J.. J.-2 =!> Pl (xo) + k1 < p~ (xo ) + /;2 
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Para xo fixado, definimos as funções x+(J, x0) = x•: ~ -+ lR e x - (f. x0 ) = 

x- : lR __. IR por 

x-(t) = inf{P(xo) + k I jo: + k > t} 

x-(t ) = sup{fl(xo) + k I jo: + k < t} 

As funções x'"'" e x- tem as seguintes propriedades: 

(a) x'"'" e :r- sà.o estritamente crescentes 

(b) x..,. é contínua à direita e x- à esquerda 

(c) x..,. e x- sà.o contínuas nos mesmos pontos e coincidem em t ais pontos 

(d) x=(t + 1) = x=(t) + 1 

(e) f o x=(t) = x=(t +a:) 

Provaremos as afirmações acima no final da demostraçào. 

Assumindo (a)- (f) temos que: 

Se :r+ (respectivamente x-) não é contínua. seja C o conj unto dos pontos 

de descontinuidade de x- . então. por (a) . C é enumerável. E r.al conjunto C 

é denso pois se temos que x+ é descontínua em t0 , então por (e) é descontínua 

em t0 + na: e como. por (d). x+(t0 + m +na) = x+(t0 +no:)...!._ m temos que x+ 

é descontínua em to + na + m . e sabemos que { m + na: I m . n E 7l} é denso 

em IR se a: E JR\ Q. 

Se x+ = x- = : x é contínua então (a):(d) e (e) mostram que x E C;_ e 

(x·- 1 o f o x)(t) = t +a. 

Escolhemos funções x~ e x~ como acima para respectivamente f o e h. 
Exitem duas possibilidades: 

(1) Existe c E R tal que xõ(t +c) - xj(t) muda de sinal 

( 2) Para cada c E IR. fixado. a função xõ(t, c)- xj(t) não muda de sinal. 

i.e. , se to E IR e xõ(to +c)< :rj(to) então xõ(t + c)~ .r!(t) para todo 

t E ::C. 
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l\o caso (1) veremos que existem órbitas de fo e h que se cruzam infinitas 

vezes. De fato, por (b) e ( d) existem intervalos abertos ! 1 =f 0 e ! 2 =f 0 tais 

que 11 , 12 c [0 , 1) e 

(*) 

x0(t + c) < x} (t ) set E 11 modZ 

x0(t +c)> x}(t ) setE 12 modZ 

Definindo xo = x0(c) e xr = x1(0). por (f) temos que x0 E Rec(f0 ) e 

x 1 E Rec(h ) e por (e) temos 

f6 (xo) = xõ(jo. +c) 

Como {jo. + k I (j. k) E N x Z} é denso existem infinitos j E ~ tais 

que ja E 11 modZ e infinitos j E N tais que ja E 12 modZ. Portanto para 

jo. E 11 modZ temos que JJ(xo ) < ff (xi) e para jo: E 12 modZ temos que 

f6 (xo ) > Jf(xt) ,i.e. , (JJ (xo))JEZ e (f{(xJ))jEl. se cruzam infinitas vezes. 

Caso (2) : Seja 

co= sup{clxõ (t, c) :::; x} (t ) para todo tE R} 

por (b) temos que xõ(t + c0 ) :::; x1(t ) para todo t E R 

Seja t0 E lR tal que x0 é contínua em t0 + c0 e suponha que x0 (to+ eo) < 

xj (t0 ) então existe c1 > c0 l.al que x0(t0 +c1) < x! (t0 ) . e por (2) isto contradiz 

<1 clefiniç;ão de co. Portanto x·0(t +co) = xj"(t) sempre que .r0é contínua em 

t + CQ. 

Por (a) as descontinuidades de x0 são enumeráYeis. por (b) x0 é contínua 

à esquerda. logo xõ (t + c0 ) = x} (t) nos pomos em que xõ é descontínua . daí. 

concluímos que x0 (t + c0 ) = x! (t) para todo t E R 

Fazendo demonstração análoga para x,. obtemos finalmente que 

x0 (t +co) = x} (t ) e x0(t + co) = xi (t) para todo tE R 

Por (f ) Rec(Jü) = xó (R) Uxõ (JR) e Rec(f1) = xi (R)UX! (JR) e como x0 (t+ 

eo) = x}(t) e x0(t -L c0 ) = xT (t ) para todo tE R temos Rec(f0)=Rer(.fJ) . 
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Agora seja x ERec(j0 ) então x = xci(t), para algum tE lR (ou x = x0(t )), 

por( e) temos que 

fo (x) = fo(xõ((t - co ) -r co)) = xõ ((t- co)+ co+ a:) = 

= xt((t - co)+ a:) = h (xt(t - co))= h(x) 

Logo fo iRec(Jo) = h IRec(JJ )" 

Vamos agora provar (a )-(f) : 

(a) Seja t < s, então existe (jo, k0 ) E 71} tal que t < j 0a:+ko < s, portanto 

x+(t) < jJ0 (xo) + k0 < x- (s). logo x+ é estritamente crescente. Análogo para 

x-. 

(b) xT é contínua à direita. pois seja t 11 __,. t tal que t11 > t, queremos 

provar que x~(tn) _, x+(t). por absurdo suponhamos que isso não acontece, 

logo existe :: > O tal que para todo n E N x+(tn) > x+ (t) +é. Como 

x-(t) = inf{P(x0 ) + kjjct + k > t} para o é dado acima, existe (3 . k) tal que 

}a+ k > te T ... (t) < JÍ (x0 ) -;- k < :z.·-(t) + ::. Agora. como i 11 ___,_ t existe tn0 

tal que tno <)a+ k. e portamo x+(tn0 ) < f 3(xo) + k < x"'" (t) +é. absurdo. 

(c) Suponhamos que x+ é contínua em t, sabemos que x-(t ) :S x-(t) . seja 

então tn ~ t tal que Ín < t então x+ ( t,J _, x"'" ( t ) e para cada n existe (jn. kn ) 

tais que tn <)na+ kn < t, portamo x~ (tn ) < P"(xo) -L kn < x-(t) . logo se 

n ...... oc temos que x~(t) ~ x-(t ). logo x+ ex- coincidem nos pontos em que 

x- é contínua, vejamos que x- também é contínua em tais pontos: de fato 

basta mostrar que x- é contínua à direita. Seja tn ----. t tal que x+ é contínua 

em te tn > t então x- (t ) = x- (t ) < x- (tn) < x+ (tn ), como x- (tn ) _, x- (t), 

obtemos que x-(tn) ...... x-(t) . 

( d ) Vamos denotar por g : {ja + kjj. k E Z} __,. IR g : ja + k......., fj (xo) + k. 

É imediato que g(ja: + k + 1) = g(ja: + k) + 1. I\ote que 

x-(t) + 1 = sup{g(jct+ k+ 1) I ja + k < t} 

x-(t + 1) = sup{g(ja: + k ) lja + k < t + 1} 

Vamos pro,·ar que x - (t) + 1 ~ x - (t + 1): Seja E > O pela definição de 

supr0mo exist<' )O· k0 E Z tal que' JoO. + ko < te g(Joo. + ko + 1) > x- (t) + 1 - ::. 
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Por outro lado )oo: + ko + 1 < t + 1 =? g(joo: + ko + 1) < x - ( t + 1). Portanto 

Fazendo c ____,. O temos que 

A demostração de que x - (t ) + 1 2 x - (t , 1) segue de raciocínio análogo. 

Portanto x-(t) + 1 = x-(t - 1). Para x+ é análogo. 

(e) Com a mesma notação de (d ) temos que: 

x- (t +a:) = sup{g(ja + k ) I ja + k < t +a} 

e 

f o X- ( t) = f ( s u p { g (j O' + k) I j Cl: + k < t}) 

Vejamos que x- (t +o:) :::; f o x- (t): seja E > O, pela definição de supremo 

existem j0 . k0 E Z tais que j 0a + ko < t +a e g(joa + k0 ) > x- (t +a:) - E. 

E como 

Uo- 1)a + ko < t =? g((jo - l)a + ko ) < sup{g(ja: + k) I jo: + k < t} 

Daí 

f(p0 -
1(xo) + k0 ) < f(sup{g(ja + k) I ja ..L k < t} ) = f o x-(t) 

pois f é crescente. E como f(.fJo-l (xo) + ko ) = g(joo: + ko) . temos que 

x- (t +a ) - ê <f o x - (t ). i.e .. 

E x-(t ..L a ) 2 f o x- (t): de fatO. seja ê > O existem )o. ko E Z tais que 

Joa + k0 < t e que g(j0a, ko ) > x - (t ) - ê. Por outro lado. como 

(jo + l)a: + ko < t +a =? g((jo + l)a: + ko ) < x - (t + a:) 

~ote que g((jo + 1)a + ko ) = .fl9(JoO: + ko) ) portamo 

!(1_·-(t ) - ê) < .f(g((jo )a - ko )) < x-(t -:- a ) 

1-:1 



Daí, fazendo e: ~ O temos que f(~c(t))::::; x - (t + a) . Parax+ a demonstraçã.o 

é análoga. 

(f) Vamos mostrar que x-(!R) ux-(l~) c Rec(f ): seja.y E x""(!R) ux-(JR), 

suponhamos que y E x+ (IR.), então existe t E !R tal que y = x+ (t) = 

inf{.fJ (x0 )+ki.Ja...!...k < t} . portanto existe {(jn. kn)}na tal que fJ" (xo)+ 

k,, ......;. y quando n ......;. x. i.e .. :y E Rec(f) . E vejamos que Rec(.f) C x+ (JR) U 

x- (IR): sejay E Rec(J) entã.o existe {(jn , kn)}nE!Z tal que y = limfJ" (xo)+kn . 

logo existe { (j:, k~)}na ou { (j;, k; ) }nEZ tal que y = lim p.t (xo) + k~ com 

jF; (x0 ) + k~ > y ou y = lim p; (x0 ) + k; com p;; (x0 ) + k; < y , no primeiro 

caso y E x+ (R) e no segundo caso y E x - (iR) . c 
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Capítulo 2 

O 11úmero de rotação de uma 

trajetória minimal 

F:x,\da H: ~2 - ~. denotaremos por M = M (H ). 

:'\ e:itt· capítulo \·eremos que para todo (q, p) E (Z\{0} ) x Z existe x E M 

ta! que :r é periódico com período (q, p). Então mostraremos que toda x E M 

é órbita de alguma f E ê 7 o que nos permite definir o número de rotação 

para cada x E l vt . Finalmente provaremos que todo número real é o número 

de rotãçào de algum x E ; V(. 

Lema 2. 1 Trajetó1·ias minimm.r; se cruzam no máximo uma vez. Se x EM 

e x· E :Vf coincidem em i E Z então x e x · se cruzam em i E Z . 

D r ti JUlbtnH,:ào: A segunda afinuação segue de (H 4 ) . Para pro,·ar a primeira . 

por absurdo. suponhamos que x e x~ se cruzam entre j e j + l e entre k e 

k-1. j < k (\·er figura 2.1 ). O c-aso em que um. ou ambos cruzamentos ocor-

k k+J 

Figura 2. 1: :r ex~ se cruzam entre j e j + 1 e ent re k e k + 1 
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rem em inteiros pode ser tratado similarmente. Consideremos os segmentos 

(xJ ,xj.;- 1 · ... ,xk , xk-:-d e (xj.xJ ..,.J· ... ,xk, Xk+l) . Como por hipótese x e :r· se 

cruzam entre j e j + 1 e entre k e k + 1 temos que 

e 

i.e., se x1 < x; então Xj.;- 1 > xj_1 e se Xk > xk então Xk+l < xk..,.l= logo por 

(H3) 

e 

Portanto 

= H (xj . xj, 1 ) + H (xj+ 1, ... , xk ) + H (x'k, Xk .;- 1)+ 

+ H (xj, xJ+l) + H (xj+l · .. . , xk ) + H (xk, x'k+1 ) < 

< H (xk, Xk+l) + H (x'k, xk-:-1 ) + H (xj , XJ+l )+ 

+H(xj,xj+ 1 ) + H (xj+l· ... ,xk) + H(xj.;-1 , ... ,xk) = 

= H (xj, .. . , Xk+d + H (xj, ... , xk+l ), 

o que contraria a minimalidade de pelo menos um dos segmentos. (xJ . .. . , X~;71 ) 

( -~ . ) r ou x1 .... , xk+l . ...... 

Seja x E M ( q, p )-periódico. Dizemos que x tem período minimal ( q. p). 

se para. todo (a.b) tal que (q,p ) = (na ,nb) para algum n > Ln E N, temos 

que T (a.b)X =I :r. 
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Corolário 2.2 Se x E M e x· E M são periódicos com o mesmo período 

e x = x". então x e x· não se cruzam. Se x E M é periódico com período 

minimal (q,p) então q e p são relativamente primos. 

D emonstração: Se x e x · têm o mesmo período e se cruzam uma vez então 

se c:ruzan1 infinitas ,·ezes. o que contradiz o lema (2.1). pois x ex· são ambas 

minimais. Se x E M é periódico com período minimal (q, p) e suponhamos 

por absurdo que (q. p) = (na. nb) com (a. b) E 71? e n > 1 então Tco .b) ~r: =f x . 

Como x e T (o.b)X não se cruzam, por terem o mesmo período. temos que 

ou Tca,b)x < x ou Tra .. b)X > x . Sem perda de generalidade suponhamos que 

T(a,b) X < x . i. e .. para todo i E Z 

Portamo, T (2a.2b )X < x . Fazendo este mesmo processo n vezes obteremos que 

T (na.,nb)x < x , o que contradiz a hipótese de que x é periódico de período 

(na, nb) = (q, p). O 

Teorema 2.3 Para todo (q ,p) E (Z\{0} ) x Z existe x E Jvt que é (q. p )

periódico. 

D emonstração: Suponhamos que q > O; considere o conjunto das trajetórias 

(q. p)-periódicas 

Pq,p = {X E !Rl I T(q,p)X = X} 

Vamos minimizar a função 

Hq.p : Pq.p ~ R Hq,p(x) = H (xo . ... , xq) 

Provaremos que se x é mínimo de Hq,p emão x EM. Primeiramente vejamos 

que Hq,p atinge seu ínfimo H;;:;n em Pq,p . Para taL seja x E Pq,p fixado. que 

por (H l) podemos supor que x0 E [0, 1), e seja i\11 = Hq,p(x) = H (xo, .. . , xq )· 

Escolhemos K = IA1jq. por (H2) existe 170 E N tal que se 17 > rJo em.ão 

H (Ç. Ç + TJ ) > K e se - 1'} < -ry0 então H (Ç, Ç - ry) > K. Denotaremos por 

R a região compreendida entre as retas y = ry0x -L 1 e y = -ry0x com 

x E [O. qj. Como R é compacta. H IR : (Ç. 17 ) - H (f.. TJ) tem mínimo. Seja 

m = min{miuR H (f..TJ ) . . \f} . 
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Vamos provar que dado x E P q,p tal que x0 E [O, 1) e que para algum i . 

O < i :; q temos que X ; > i170 + 1 ou X 1 < - i7]o então Hq,p(x) > j.Uj. Sem 

perda de generalidade podemos supor que acontece para i = 1, i.e. , x1 > 

77o , 1 ou X 1 < -7]o. Suponhamos ainda, que x 1 > 7Jo + 1, então H (x0 , x 1 ) = 

H(xo . Xo + (x1 - xo)) > K. 

\'ote que existe c E Z tal que (1, x1 - c) E R, por (H 1 ) H (x 1• x 2) = 

H ::r; - c . x2 - c) . agora ou (2, x2 - c) E R e então H (x1 , x2) ~m, ou (2, x 2 -

c : ::: R e então H (x 1 , x 2 ) ~ K , procedendo da mesma forma para cada i E 

{::? . .. .. q}. teremos que H (xi, X·i+l) ~m, pois K ~m , já que jil-11 ~m. Daí 

~ F, rn(q - 1) = lilf !q + rn(q- 1) = 11111 + (I A11 + rn )(q - 1) ~ IJ\JI 

J. C·. Hq.p(x ) 2:: IMI. Portanto o ínfimo de Hq ,p é atingido em R. e vamos 

denotA-lo por H;;;n. 
\'t-•j <-unos agora que dois mínimos de Hq,p não se cruzam. Suponhamos por 

ab:;u rdo que dois mínimos x e x~ de H q,p se cruzam. para que isto aconteça. 

dc··.-c titOS ler q ~ 2. Definindo 1·- E ~z e x - E ~z por xt = max {xi . x;} e 

x; = min {xi.x; }. então x+ ex- também são (q, p)-periódicos. Usando (H3) 

De fato . por (H 3 ) cemos que 

Portanto se x e x" se cruzam entre i e i+ 1 e supormos que X ; < x; então 

x; = X1 :ri..,..1 = X~-r- l· e temos (2.1 ). 

Se x e x~ se cruzam em i ou em i+ L e supormos que se cruzam em i e 

~ t- - ~ - • d . ' l (? l ) .r ,_ 1 < x, .. ,.-1 en a.o . x, = x, e :r·,_1 = xt..,.. !, a1 va e -· . 

Ou ainda. se x e x· não se cruzam, podemos supor x < x~ donde obtemos 

qu(' .r- = .T e .r+ = r· . Portamo em todos os casos \·a le: 

E ternos a desigualdade estrita se x e x* se cruzam entre i e i + 1 para algum 

O ::; i ::; q. !VIas como x - e x+ E P q,p temos igualdade em (2.1), daí x e 
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x· não se cruzam entre i e i + 1 para todo O ~ i ~ q. Pela periodicidade 

de .r e .1 • temos que .1· e x· não se cruzam ent.re i e i + 1 para todo ·i E ?L. 

Ent~o se a.s trajetórias se cruz<:Hll. isto acontece em algum i E l . Podemo:-' 

assumir que i = 1 pois T(t- J.o).r e T(t -l.O)x · são também mínimos de Hq.p· 

<l gorl'l por (H 1) ('O mo (.r0 - .r~ ) (:ri" - x:2) > O temos que (x0. x). x]) e 

(x0. x1 , x;?) não podem ser ambos minimais. Vamos supor sem perda de 

generalidade que x- não é minimal. port.anto podemos encontrar i] ta! que 

H(xõ, i ]. x2) < H (xõ, x1, x2 ) . Como q 2: 2 podemos encontrar i- (ou i - ) 

em Pq,p que coincida. com x- exceto em i = nq + 1, n E Z e t.al que 

(2.2) 

:\las x- é mínimo de Hq ,p· o que contradiz (2.2) . Logo x ex· não se cruzam. 

Como Hq,p(x) = Hq,p(T(j.k )x) obtemos 

(2.3) Se x é mínimo de Hq,p então x não cruza nenhuma de suas translações 

T(j.k)X. (j. k) E 2:-2 . 

Observe que se (q"'.p" ) = n(q.p) e i E Pq· ,.o· é um mínimo de Hq·.p·· então 

.i: E Pq.fr De fnw. supoHhanJos (!Ue isto não valha. i. e .. T(q.p )i· =/= 1. Aplicando 

(2.3) para i e (q·, p' ), temos CJUl' i e Ttq,p)i não se cruzam. pois tem o mesmo 

período. Portanto. ou i < T(q.p)I: ou i > T(q,p)i repetindo o processo n vezes. 

(assim como na demonstração do corolário 2.2), temos que i < T (q· ,p· )i ou 

i > T(q· .p·)i, o que é um absurdo. Logo temos que i E Pq.p · 

Agora como Hq- ,p· (i) = nHq,p(i) para todo i E Pq,p t.emos que: 

(2.4) H;;~;- = nH';~" . ou seja. todo mínimo de Hq.p é também mínimo de 

Hq· ,.o· para todo ((( .p" ) = n(q,p). Em particular, se i E Pq,p é um 

mínimo de Hq ,p obtemos 

(2.5) (i 0 , .... inq) é um segmento minima1 para todo n 2: l. 

Usando a periodicidade de i . também (i-nq· ... , io . .... Xnq) é segmento 

minimal para todo n 2: 1. 

FiwiluH.'tlt<' \'i-IIJJo:-; pronu· qut> :;;(• r E Pq,p é mínimo de Hq. 11 emão r E lvt. 

Fixamos 1· E Pq,p um mínimo de H q.p . Pela afirmação acima temos que 

para todo n E N ,-ale que ( X' - uq· .... x0 . .. .. Xnq ) é segmento minimal. Daí se 
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(:r1 . oooo :rk) é um sE>gmenr.o arbitrRrio de x . então existe n E N tal que X-nq < x1 

(' .rk < X11q· Agora romo \·ale qu<' todo subsegmento .de um segmento minimal 

é minimal (veja o item (iii) após a definição 1.4). témos que 

(X-nq: 0000 Xo, .oo, Xnq) é minimal ~ (xj, ... , xk) é minimal 

Portanto x E ;vt . = 
Lema 2.4 Svponhn que .r E A1 e 1·" E lvt são u...·-assintóticos (respectiva

IIWtd(; Q-u..::;::; lntútu;u.::;) c l.r,_ 1 - .L',I i lumtado pam i~ :x .. ( t·e:;;pedwamt'rW::. 

para i ---+ - oo). Então x ex"' não se cruzam. 

D emonstração: Trataremos o cRSo em que x e x~ são w-assimóticos e vamos 

~upor quE> x P .r· se cruzam em i E Z (ver figura 2.2). Os casos restantes 

são análogos. Por (H4 ) como (x1-1 - x;_1)(xHJ - Xi+1) < O, (xi-1 · Xi · xi+1) 

P ( :r;_1. :r; . 1· 1~ 1) não podem ser ambos mini mais. Então existem X1 e X i tais 

que 

C sando X 1 = x: temos que 

(:' 

Portanto 

Por outro lado a minimalidade de (xi-I· 0000 xJ) e de (x;_1 . .... .r;) implica 

(2.7) 

e 

H (x;-t, ii, xi+ 1) + H(xi+ 1 , ... . xj) + H (xj, X 1+J) ~ 

~ H (xt- J· Xi.Xt-1 ) + H (xi+l · .... xi) ...!... H (xj .X; - d 
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i- l i-l 

Figura 2.2: x e x~ são ..v-assintóticos e se cruzam em i E Z 

(2.8) 

H (x;_1, Xi, Xi- d + H (xi-1· .... Xj) + H (xi . xj+ 1) 2: 

2: H (x';_1 . x; , xi+ 1) + H (x'i+ 1 . . .. , xj ) + H (xj, x;_ 1 ) 

Somando (2 .7) e (2.8) temos 

i. e, 

Portanto. se proYarmos que 

teremos uma contradição com (2.6). Usando (H 1 ) podemos escrever 

com k1 E Z e tal que O:::; x; - kJ < 1. Temos que lxi - 1- k;l r !:r;.!. i - k1 ! são 

limitados quando j ~ :x.. de fato. 
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onde !xJ+l - xJ I é limitado por hipótese. 

lx1- xj! ---+O qua ndo j---+ x . !xj- k11 < l 

e 

Agora 

lim !H (xj . . -c.i+J ) - H (x"7. xJ* _,_ 1)! =O 
J - X . 

segue de limJ-oc- lxJ - x; I = O e da continuidade uniforme em conjuntos 

Cülll p a.ct.OS . 

Segue de maneira análoga que limJ-oo !H (xJ . Xj+l)- H (xj . xj+1 )! =O. o 

Teorema 2.5 S'uponha x E M. Então x e T(a,b)x não se cruzam para todo 

(a. b) E Z/. 

D emonstração: Para a = O é trivial. Suponhamos que x e x"' = T(a,b)X se 

cruzam e. sem perda de generalidade, que isto acontece em O ou ent re O e l 

(ver figura 2.3). P elo lema (2. 1) x ex~ não se cruzam outra vez. Trocando x 

por x" se necessário podemos supor que xj < xj para j < O e x; > xi para 

j > O. Vamos supor que a > O. o caso a < O é análogo. ?\ossas hipóteses 

acima implicam que para todo j < O fixado a seqüência 

v E N ----:- 1·j - va + vb é decrescente 

De fato . seja. j < O fixado . como por hipótese estamos supondo que x; < X j . 

ternos que X j > xJ- a + b também vale que Xj-o > Xj - 2a + b. pois a. > O, isto 

implica que xJ - a + b > X j-2a + 2b daí xJ > X j -a + b > xJ -2a + 2b, procedendo 

por indução temos que a seqüência acima é decrescente . 

Com a rgumento a nálogo , prova-se que, para todo j > O fixado, a seqüência 

v E N ---+ X j +va - vb é decrescente 

Vamos provar que x e x"' são ou ex-assintóticas , ou w-assint ót icas . 

Para isto. compararemos x a urna x E ;vt (a, &)-periódica que satisfaz 

f o < x0 . P a ra obter ta l i usamos o teorema (2.3) e uma translaçã.o T(o,1 , se 

necessário. Pelo lema (2.1) temos que i j < :cJ para j ::; O ou i j < XJ pa ra 
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-1 1 

Figura 2.3: x ex"' se cruzam entre O e 1. 

j 2: O, já que x e x se cruzam no máximo uma vez e isto se dá à esquerda 

ou à direit:.a d e O. Vamos uar.ar o caso i 1 < x1 para j ~ O. o outro caso é 

análogo. Para j ~ O a seqüência v --. X; -va + vb é decresceme e limitada por 

baixo por X;-t·o + vb = x1 pois 1 ;-vo + vb > X;-vo + vb = x1 para r.odo 1: E N. 

Portanto 

i 1 := lim (xj-~;o + vb) = lim (T (va,vb)x)1 v- oo v- oe 

existe para j ~ O e i 1 _ 0 + b = i 1 . Pela periodicidade de (i1 )1::;o poderemos 

concluir que Te :r· são a--assintóticos a (i 1)1::;o · De fato. prm·emos que Te i 

são a.-a.ssintóticas. Para cada j E {O, -1. .... - (a - l )} a seqüência 

{x j- a + b,X;-2a + 2b, .. . } -"" Ij 

i. e .. dado ;: > O existe kj E N tal que se v 2: kJ então 

Seja k = maxJE{0. - 1.. ... - (c-l dk1a}. Se i < O então i = j- va. com 

-(a-l) ~j~O. 

Agora i< - k entã.o ·i< - f..·yu para todo j E {0. -1.. .. -(o- 1)}. i. e., 

para rodo .7 E {0. -1.. .. - (a- l )} portamo. 
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i.e .. x e i são a-assintóticas . Com um argumento análogo prova-se q ue x" e 

.i· sã.o C.H:!.SSint.óticas. Agora para aplicar o lema (2.4) em x e :r:" devemos ter 

que ixi+l- xi i e lx;+l- x; i são limitados quando i ~ -oo. Vamos provar 

que o primeiro é limitado. 

De fato , dado~ > O existe /,; E N tal que se i < - k então ii 1 - xii < E . 

Podemos escrever 

onde .U = m,tx {liJ ..,. 1 - i'1 !:j E {O, .... a -1}}. Daí, pelo lema (2.4) x· e x~ 

não se cruzam. O 

Seja Ex o fecho de Bx = {T(a ,b)X I (a. b) E Z2} c JRL e para. cada i E z 
seja Pi : Rz ~ lP& a. projeção x ~ xi · Clarament e Pi é contínua. 

Lema 2.6 Suponho. x E _1\/1. Então E2 é totalmente ordenado. a pro]eção p0 

levo. Ex homeomorfico.mente em um subconjunto fecho. do de lR . 

D emonstração: Pelo teorema (2 .. 5) vemos que Bx é totalmente ordenado. O 

mesmo acontece para Bx, pois caso cont rário , se supusermos por absurdo que 

y . z E E :I e que y cruza com z em algum i ou entre i e i + 1, como existem 

seqüências {y"} (' { .:n} tais que .Yn: Zn E Bx e .Yn ___, y e .:11 - ::. em ão, por 

continuidade. Ys e :M se C'ruza m próximos a i para !\'. i\1 suficientemente 

grandes. o que contradiz o teorema (2.5) . Portamo Po i.Bx é injetiva, logo 

Pois "' :Ex ___, Po(Ex) é bijeção. Aindap0 ia, é homeomorfismo. pois claramente 

Pois"' é contínua. resta pro\'ar que (Po laJ - 1 é contínua. Para isto suponhamos 

{ X 11 } n<: N· xn E Ex e y E Ex tais que x0 ~ Yo- vamos provar que X~1 ~ Y1 para 

r.odo i E Z . E:r é totalmente ordenado , e podemos supor que x0 < Yo para 

tOdo n E N. pois caso contrário separamos a seqüência {xn}nEN em duas 

~ubseqüêne:ias. uma que satisfaz x0 < y0 e outra que satisfaz x0 > Yo e 

mostramos que para ambas o limite é y. Dado ~ = lxA;Yol existe n0 E N 

tal que para todo n 2:: n0 lxô- Yoi < €, portanto a seqüência {xn} n;::no é 

lirni tada por y e x 1 . logo possui subseqüência convergente , d igamos { xn" h E !'<i . 

e .rn" ~ .7 . Ainda r = y pois :r0 = y0 e tais trajetórias não podem se cruzar . 

já q ue E1; é tot almente ordenado. 
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Pron'mos e-ntão que In - y . Pela. convergência da subseqüência {x11
'} 

remos que. dado [ > O existe k0 E N tal que para todo k > k0 vale que 

i x~k - Yii < E para todo i E Z. Seja 6 = lx~ko - Yoi , pela convergência. de 

{x0}, existe no E N tal que para todo n 2:: n0 temos lxô- Yo l < 6 portamo se 

n 2:: no X11 está contida entre y e xnko, logo lx~ - Yi! < é. i.e .. X11 
_. y . 

Para terminar a prova do lema vamos mostrar que A. := p0 (B,:) é fechado. 

SuponhR X 11 E Bx seqüência tal que x0 = p0(xn) converge. Então para 

.r0 = p0 (:r ). onde x E M foi fixado no enunciado do teorema . existem a. b E 7l 

x0 +a < x0 < x0 + b para todo n E N. Como E:r: é totalmente ordenado 

isto implica que T(o .a)X < xn < T (o.o)X para. todo n E N. agora por (1.1) x 11 

tem subseqüência convergente cujo limite chamamos x"" E Ex· logo p0 (x" ) = 

limn- oc p0 (x11
) E A. o que prova que A é fechado. :J 

Teore m a 2.7 Para cada x E A1 existe uma .f E C.,_ tal que .T ,_ 1 .f(x ;) 

paro f orlo i E Z. 

D emonstração: Defina f no conjunto A Po( Bx) por p1 o (Po i.BJ-1
. ou 

equivalentemente, f(xõ) = Xi se x· E Ex. Pelo lema (2.6). f é estri tamente 

crescente. pois seja y0 < zo~ com Yo· zo E A então y := (PolãJ - 1(yo) < 
(Po!sJ - l (.:o) =: :;. logo J (yo ) = Y1 < z1 = f (zo ). Ainda. f é homeomorfismo 

de A em si mesmo. De fato. da mesma maneira como se prova que Pois=· 

r homeo. SE' mostra que Pds" r homeo. Então Pl o (Po lsJ-l também o é. 

Vamos mostrar que f (A ) = A. seja a E A então existe y E Ex tal que 

Po(Y) =a para que a E f( .4) precisamos que exista. z E Bx tal que p1 (z) = a. 

no caso y E Bx, temos y = T (o.o)X então tomando z = T ca+LIJ) l. temos que 

Yo = X-a - b e .::1 = TJ- (a-'-1 ) ..,.. b = Yo· Agora no caso em que y E B:r e 

tomando Y11 
- y. y'1 E Bx e fazendo zn = T (l .o)Y11 temos que .:: = limn-x Z 71 

é- tal que• y0 = .::: 1. daí A C f (A ). Analogamente se pro,·a que .f(A) C A. 

T<lmbélll tc'Jllo:-i que I S<-ltisfaz /lt + 1) = f(t) + 1 para rodo t E .4. De faro. 

seja f E A então exist.e y E Ex tal que Po(Y) = t no caso em que y E BT 

então y = T (o .o)X . seja z = T (a.b+l )X· i.e., Yt = zi - l. daí zo- l = Yo = t. 

ou seja . .::0 = t ..L l. portamo j (t + l ) = ! (=o) = z! = Y1 ..L l = f (t ) ..L 1. 

Agora se y E Ex tomamos y» E Bx tal que yn ~ y e :;11 = T(o.l)Yn e obtemos 

f(t I 1 ) = f ( f ) + 1. 
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V<:~Jnos est.ender f de A para iR da seguinte forma: se d \A = U(a,, .bn) 

emão definimos 

f (( l - t )an + ibn) = (1- t )f(an) + tf(bn) 

para t E [0, 1). Claramente f é contínua, estritamente crescente. portamo 

para que f E c+ precisamos mostrar que f (x + 1) = f (x ) + 1. Para istO: 

sf:'ja .r 5t A então :r E (a11 .b,J para. a lgum n ex= (1- t )an + tb11 para algum 

tE (0. 1) então f (x) = (1 - t )f (an ) ...:... tf (bn ) e f(x ) + 1 = (1 - t )(f(an) + 1) + 
t(f (bn ) -T 1), C01110 an· bn E A. f (an + 1) = f(an ) + 1 e f (bn + 1) = f (bn)' 1 

temos que f (x +l ) = (l - t)(f(o 11 + 1))+ t(f(bn+ 1)) = f(x )+ l. Logo f E C+. 
Para t.erminar o teorema resta provar que f(xi) = f ((T(- t.OJX)o) = Xi+l · Seja 

x~ = T ( - i .o) X. logo xô = X i port<mtO f (xi) = f (xô) =ri = :r;..,. J. C:: 

Combinando o teorema (2.7) com os resultados (1.2) e (1.3) de mapas de 

círculo obtemos o seguinte resultado: 

Corolário 2.8 Existe um mapa contínuo õ: : M __. iR com as seguintes pro

priedades: 

a) Para todo x E M, i E Z temos que ixi - x 0 - iõ:(x) l < 1 em particular 

õ. (x ) = limii!-oc x d i 

b) Se x EM é periódico com período (q,p ) então õ: (x) = pf q. 

c) 5 é invariante por T. i . e .. ã (T(a.b)x ) = õ:(x) para todo (a, b) E Z2 . 

\"ota: Chamamos à (x) o número de rotação de x E .M. 

Demonstr<:~c,;ào: Para x E M escolha. f E C..,. de acordo com o Leorema ( 2. 7) 

(' dC'fina n (.T) := õ·(f). Então f i(Y"o) = XI. por (1.3) lx; - .1"o - iÕ:(x) : < 1 

C' por ( l. 2) ó ( x) = lim!~l-oc xj i . Em particular õ:( x ) está bem definida e a 

continuidade de õ: . assim como (b) e (c) são conseqüências imediatas de (a). 

o 

Definimo;; por ;VI a := {x E .1\/1 I õ (:r) =o} . )lote que. como conseqüência 

do corolário (2.8) (a) . vemos que todo x E M a cresce quase linearmente com 

')~ _, 



inclinação a:. Em particular. se x E M e x"' E M e &( x) =;f à:( x~ ) entã.o :r e 

r · se cruzam exatamente uma vez. 

Teorema 2.9 Pam cada a E ~ o conj'unto Ma é não vazio . 

D emonstração: Pelo teorema (2.3) e pelo corolário (2.8)(b) sabemos que 

. \!f . = (·) se n E Q. Suponha então a E R\ Q e escolha uma seqüência 

o,. ~ ~ tal que lima.n = a e x'i E Ma, com x0 E [0. l j o que é possível pelo 

CO!d<iriu (2.8)(c) . Como On converge temos que lon l <C para algum C> O . 

. -\ Ç(<J:· .. pelo corolário (2.8)(a) ohtemos que lxfl :::; 2 + li iC para todo n E Z 

v t .. \i". ~ I . Por (1.1 ) {.r E ~7:: l..r·LI ~ 2 • liiC para todo i E Z} é com-

p<t' : ''· lo\!, O tE.' mos que :rn tem subseqüência com·ergeme. i. e . . <•xist.e ~- - E /vi 

tal qu\ lim11 _ 00 xnk = x~ . onde xnk é a subseqüência referida acima. Agora 

pc·~<: (uminuidade à temos que ·ã:(x• ) =a. o 
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Capítulo 3 

Estrutura do conjunto das 

trajetórias minimais com 

número de rotacão irracional 
.:> 

Teorema 3.1 Suponha que o i wrac'lOnal. Então M a é totaLmente oTdena

do. 

D emonstração: Escolha x E .M 0 e f E C..,. de acordo com o teorema (2. 7) . 

i.e. xt = P(xo ) para todo i E Z . Inicialmente vamos prova r que toda órbita 

recorrente de f está em ;vC:~ · i.e. , se x0 E Rec(f) então x; = _[t(xõ) define um 

elemento de JVl o. . 

De acordo W lll a seçào 2 do <.:apítulo l, 

Re<:{f) = {y E~ I existe (in . k11 ) E 'l} tal que y = lim f'"(Xo) + kn} 
n - ::x: 

r note que como este conjunto nào depende da escolha de .. co E R pode

mos tomar xo = p0(x). onde 2· E M o foi fixado no início da demostraçào. 

Denotando Xt
11 

= Ji"(xo). se XÕ E Rec(J) existe (in.kn) E 'l/tal que 

x;; = lim11 _x. .r," + kn. Então. fixado i E N 

J; = f'(x0) = li!n f'(l·,,. - /..:11 ) = lím (:rt.,-•- k, l 
11 - 0C lt - = 

daí ..r· = limn-::x: Tl_'" .kn )-:r E ; V{. E segue da continuidade de cl que .r~ E }./l o. . 
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Agora suponha x0 , x1 E JVl 0 e j 0 , !1 seus mapas correspondentes em 

G+- Entã.o dados io E Rec(J0 ) e x0 E Rec(j1), pela primeira parte da de

mostração vemos que (JÕ(io))iE?: E M a- e (f;(x0))iel E JVl 0 . logo se cruzam 

no má.ximo uma vez. Portanto o lema ( 1.5) implica que fo e / 1 coincidem em 

Rec(Jo)=Rec(JJ ). 

Considere xt. xf : IR __. iR que denotam os mapas estritamente crescentes 

construídos no lema. (1.5) e x~ = Jõ(x8) e xJ = jf (xb) - De acordo com a 

prm·a do lema (1.5) 

(*) existe c E 1R tal que x~(t +c)= xt(t) para todo tE R 

Pela definição de x0 e xt temos que 

De fato. xõ(ja) = sup{x?+k I ia+k < ja}, como f é estritamente crescente. 

temos ia, k < ja implica x?, k < x~, pon.anto xõ(ja) $ x~, as out.ras 

desigualdades são análogas. 

No caso em que c > O entã.o existe i. k E Z tais que t < io + k < t 2.. c 

portanto xõ(t) < xõ(t+c), aplicando em t = ja:. temos que xõ(ja) < 
x0(ja: +c) = x1(ja) e como x~ ~ x0(ja) e x1(ja:) $ x~ concluímos que 

xJ < x~ para todo j E 2l. O caso em que c< O é análogo. Portamo se c :f. O 
x0 e x 1 não se cruzam . 

Agora no c-aso em que c = O. veremos que x0 e x 1 sào assimóticos. 

~ote que: 

L lxJ - xJJ ~ L(x~(ja)- xõ(ja: )) 
jEZ JEI 

já que xJ ~ xi(ja) = xõ(ja:.·) (por (**) e("')) e xJ 2: xõ(ja) (por (**)) . 

A firmação: 

L (x0(ja) - xõ(ja:. )) $ xt(l)- xõ(O) 
JEZ 

Demonstração da afirmaçào: 

1° passo: Podemos escrever ja = a1 + bj - onde a1 E [0.1 ) e bj E Z. 

Daí xó(ja) = x;(a1 + b1) = xci(a1 ) + b1 (na última igualdade foi usada a 

propriedade (d) de x;. conforme ,·isto no lema 1.5) . Analogamente. temos 

que xõ (Ja ) = 1·õ (a1 + b1 ) = xõ (a1 ) -!. b1 . Logo obtemos a seguinte igualdade: 
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2° passo: Se j =f. k então ai =!= ak. pois a é irracional. Portanto podemos 

supor. sem perda de generalidade. que a3 < ak. Lembrando que xt (a
3

) = 

inf{x? + k I za. + k > a3 } e xõ (ak) = sup{x?- k I ia+ k < ak} . é imediato 

que xt (a1 ) < xõ (ak) se ai < ak. Daí seque que 

E ainda xci(O) < xõ(a3 ) e xt (a3 ) < xci(l) . Portanto [xõ(aj),x0(aj)] c 
[xõ(O), x0(1)] para todo j E Z. 

3° passo: do 1° passo temos que 

Do 2° passo obtemos que 

U Cxõ(a3 ) . xt (a1 )]) c [xõ(O) . xt(lr 
j EZ. 

e ainda que a união é disjunta. Portamo 

I )x0(ai) - xõ(aj))::; xci(l ) - xó(O) 
JE= 

Logo 

2:)x0(ja) - xõ(ja))::; xci(l)- x0(0) = 1 
JEZ 

Portamo .r0 e .r 1 sã.o assintóticas. daí não podem se cruzar. C 

Vejamos algumas conseqüências do teorema (3 .1) 

Cor olário 3. 2 Existe um mapa contínuo de círculo f E ê, com õ:(f ) = a. 

e ·um conjunto fechado f -invariante Aa C ~ tal que J\lf 0 constste nas órbitas 

de f contidas em Aa , i .e .. x E Ma {:::? x 0 E A o e xt = f1 (xo ) para todo i E Z . 

A projeção p0 leva Mo homeomorficamente em Aa. 

D emonst raçã-o: Como M o. é totalmente ordenado. e seja A0 = p0 (;\lto. )

fazendo a mesma demosuação do lema (2.6) com M o no lugar de Ex. Obte

mos que p0 é homeomorfismo entre J\lf0 e A 0 e ainda .40 é fechado. Vamos 
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definir f em Ao por P1 o (PoLvt,J - 1. Então .40 é f-invariante . De fato. se

ja a E Aa então exist.e y E Ma tal que Yo = a. seja .: = T(O.I )Y sabemos 

que : E M o pelo corolário 2.8 (c). e note que .:: 1 = .IJo e .: 1 = f (;:;0 ) logo 

a = f (zo ) onde zo E .40 , i.e .. Aa C f (Aa), a outra contenção é anáioga. 

Ainda f (t + 1) = f (t ) + l. para t E .40 . pois seja t E Aa então existe 

y E M a tal que Yo = t . e note que z = T(o.I )Y é tal que z1 = y1 + l. daí 

.f(t + 1) = .f(yo + 1) = f (zo) = .::-1 = Y1 + 1 = f(yo) + 1 = .f(t) + l. Podemos 

extender esta f para R da mesma forma que fo i feito no teorema (2.7). e 

tc:~ mhérn ohtemos que f E G.:... Resta provar que 1: E JVf a ~ x0 E .40 e 

x~ = P (ro) . Suponhamos x E ;Vf0 então x• = T(-i,O}·X E M o e x0 = xi daí. 

f(xi) = f(x0) = xi = Xi+l : ou seja Xi = jt (xo) . Por outro lado sexo E Aa 

então x E Mo pois Po é bijeção entre Aa e J\;{0 . O 

Corolário 3.3 Uma trajetória minimal x E M 0 é recorrente ç::;, x0 é re

corrente para/ , i.e .. p0 (M~ec ) =Rec(f) . 

D emonstração: Se X E JVf ~ec enrão existe Un · bn) E ?l2\{0} tal que 

lim T (in. bn)X =X 
n -oc 

daí. 

Xo = lim (T (i11 . bn )X)o = lirn X-tn + bn = lirn .r-i"(xo ) + bn 
11-00 n-oo n-oo 

Agora se X E A1a é tal que Xo ERec(f). i. e. , existe (in .bn) E Z2 \{0} tal 

que Xo = limn-oc f'' (xo) + bn elltào 

Conforme seção 1.2. para o conjunto Rec(J) temos as seguintes alternati-

Re<.:(f) = i:; . Emào para wdo Ç E R existe x E }.;f ~c:c tal que x0 = ( Ou 

RPd.() f> um c·onjunro clP C\mtor. 

T eor e ma 3.4 Todo :r E ;vt~ec podP ser ap1'01:1:mado por tm.ietónas periódicas 
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--~ - - --k-- - - .... - -... --

Figura 3.1: J\/ta para a irracional 

D emonstração: Seja M a c M a o conjunto dos x E ; \/t a que podem ser aprox

imados desta forma. Então ;\;{" é fechado. pois seja (xn) tal que xn E ; \/ta 

e X 11 
-. x, para cada X 71 existe (zn~<), periódica minimal: tal que znk ----;. xn ) 

basta tomar (zn" ) e vemos que ::"" ----;. x. Também M a é T-invariante. já que 

se tomarmos x E M a e (a. b) E 7!}. por hipótese temos que existe (x" ). xn 

periódicas minimais tais que X 11 
----;. x, como T (a,b) Xn também é periódica mi-

~ ~ 

nimal temos que T (a..b)X.n __,_ T (a.o)X: i.e. T (a.,b)X E ;\/t a. Ainda. ,M a -:f:. 0 como 

foi ,·isto na prova do teorema (2.9). 

Vamos definir Ãa = p0 (;\lt0 ) vemos que este é f-invariante. pois seja 

x E ;\1a. X=( .... Xo. x 1 • ... ) = ( .... x0 . f (x0 ) . .... Ji(x0 ) , . .. ) pelo corolário (3.2). 

Po(x ) = Xo E .4a => f (xo) E Aa já que T ( -I.O)X E Ma· Logo. Aa é f

invariante. Ainda é não ,·azio e fechado, pois p0 é bijetera. já que Mo E: 

totalmente ordenado para o- E IR\Q. 

Vamos mostrar que Rec(f) c .4.a· Considere ~o : R - 5 1
. como na 

seção 1.2. E ;; : S1 - 5 1 tal que "o .f = ..p o 1.. Então .tt, .f-invariante 

e fechado. implica que ~o ( .4a) C' ;;-im·ariante e fechado. Como :; não tem 

pontos periódicos. por ter número de rotação irracionaL temos que (como foi 

vistO na seção 1.2) ...;(y) = Rec(.;). Agora se y E 11(..4.0), como ír(.Ãa) é ;; 

im·ariante e fechado : temos que ..u(y) C 11(.À0 ), ou seja. Rec(;;) C ~.(.Ãa)· Daí 

Rec(J) C .Ãa. Agora pelo teorema anterior. temos que Rec(J ) = p0(M~ec). 
Logo J\;{~ec C J\lta. 

c 

Lema 3.5 Se Rec(.f ) é um conjunto de Cantor. Sejam x 0 . io E Rec(J) 

ext1·emtdades de uma mtsma componente de "2.\ Rec(.f} ex = ( .... Xo • .f(x0 ) . ... 
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.... P (xo) - ... ) i = ( .... io. f (io)- .... Ji (io) . ... ). Então x e i são assintóticos. 

D emonstração: Como f : IR ---+ lR é contínua, crescente e f(z + 1) = f(z) + 1, 

sabemos que f é levamamem o de a lguma função:.; : 5 1 
---+ 5 1 e que se 7í : IR ---+ 

5 1 é dada por r. (z ) = exp(2r.(z )). Yale que 7í o f = <.p o 7í. Afirmamos que se 

Rec(J ) é conjunto de Canwr entã.o Rec( <p) também é um conjunto de Camor. 

De fato sabemos que Rec(..;) = 5 1 ou Rec(t;) é Cantor, suponhamos por 

absurdo que Rec(ç ) =51
. i.e .. dado z E 5 1 existe ii ~ x ta! que Y'1'( z ) - ::: . 

Seja y E ~\Rec(f) . r.(y ) E 5 1. logo existe i] ----7 X tal que y 1J(7í(y) ) -. r.(y ). 

e por definição ..;t' ( 7i(y)) = 7í(p; (y)), portanto para cada j E Z existe ki E Z 

tal que f'' (y ) + k1 --+ y. ou seja. y E Rec(J). absurdo. Logo Rec( ç ) é Cantor 

e portamo 51 \Rec (~) é aberto. Então 5 1\Rec(ç) = U~=l 111 onde os In são 

intervalos abertos de 5 1 . Da mesma. forma IR\Rec(f) = U~= 1 111 onde os 111 

são imen·alos abertos de iR. Por hipótese (x0 . i:0 ) = J com J = ln para algum 

n E Z portanto existe I E 5 1 \Rec(.;) tal que 7i (J ) = I . ?\ote que . 5 1 \Rec(..;) 

é ;,v-invariante e ;; não tem pontos periódicos, já que o número de rotação de p 

é irracional. Seja <pk(J) = Imk para algum rnk E Z. então os Imk são disjumos. 

De fato. se k1 -/ k2 são tais que .;k: (I ) = :pk2 (I) e se k2 > k1 ..,::k2 - k1 Um~.:) = 

Imk
1 

logo c/ 2 - k 1 tem ponto fixo, absurdo. \'ote que L~=1 1 Imkl S 1 então 

I Im~; l -. O. \'amos denot-ar por ao e bo os extremos de I. daí çk(ao) e ..,::k(b0 ) 

são extremos de Imk. portamo l.;k(a0 ) - ..;k (bo )l --. O. Como ~; (J ) = I temos 

que r. (xo ) = CLo e t. (i:o ) = bo, portanto l..;k (íTxo ) - :.;k(Tiio) l O, ou seja.. 

lt. f''(x0 ) - t. f k(io)l --+ O. Emão existe Jk E Z tal que 

Queremos mostrar que _]1..=0 para k suficientemente grande. 

:'\ot.e que (x0 . i:0 ) = J E !f{\Rec(f). portanto se :JI > 1 ao projet-armos J 

em 5 1 t-eremos que t. (J ) = I . daí I cobre wdo 5 1
. ou seja . ..; não t.em pomos 

recorrentes. absurdo. Então temos que lxo - io l < 1. Isto implica. que 

j á que f é crescente e f(xo + 1) = f( xo ) + L daí f(xo) - f (io) < f(xo) -

./ (:r0 ..L 1) = l. Portanto ( *) <· ( **) implicam que {jk} pode se e~<;umular 

E'm 1. O ou - 1. VE>jamos que {jk} não podE' se acumular em 1. para - 1 



é análogo. Suponhamos por absurdo que existe { k1}~ 1 tal que Uk.} - 1 

quando i -.. x. mas como jk E Z isto implica que existe i 0 E N tal que para 

rodo i > io )k, = 1. 

Por ( * J temos quE> 

J. lemos que i o > .r 0 . E' portamo 

.... - [k ( ) O D ' .r · . .I"c, , - . ' x 0 > . a1 

Lugu -..(•gue que 

S(· dc'!!Otarmos ·h, = Jk, (J ). Yeremos que a última afirmação implica que 

1J 1. - 1. mas isto não pode acontecer. pois se projetarmos Jk,· teremos que 

~e ;:- 1 y ·,) = f;, emào Ih I ---:- l. Contudo já vimos que llj ! ---:- O quando 

J - x . Logo )k- O se k---. x. i.e .. jk =O para k suficientemente grande. 

Teorema 3.6 Para todo x E J\.11 0 \J\.Il~ec existe 22 E lvt~cc e i: E ;\.ll~ec iats que 

:I. < : < .í f que :I. f i· são assin t.óticos. 

D0tJ JOIJ~rr<~çào : \'or.e que se J\.110 \A1~ec =J 0. então pelo corolário (3.3) . 

Req.f 1 ....:. ~- poi:- se x E J\.11 0 \J\.Il~ec temos que p0 (x) E R e não pertence 

H RN·• .f ' Portanto Rec(.f) é utn conjunto de Cantor. Seja 1· E .1\.11 (1 \.i\.ll~ec e 

coll::iJclere p0 (J.') = .c0 . então existe (yo, YJ ) E R tal que: 

(i l :r o E (yo . Y1 ) · 

(ii) para todo y E (yo . y1 ) y ~ Rec(J) e 

~iii ) YO· Y1 E Rec(J). 

Sejarn ,r. i: E ./Vl~ec ta is que JJo(±) = Yo e Po(x) = y1. Pelo lema anterior 22 

e i· são assimóticos. C 
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Capítulo 4 

Estrutura do conjunto das 

trajetórias minimais com 

número de rotacão racional 
..> 

Seja a E Q. a = pjq com p e q relativamenr,e primos. 

Definimos M~er = {x E Ma I x é (q.p)-periódico} 

Teor em a 4.1 J'vl ~er é não vaztO. fechado e totalmente ordenado. Todo x E 

M~er tem. período mimmal (q. p). Se x E M~er então x é vm m'fnimo de 

H,, 1, : ?,1.1, __,_R Pm pa.rfirular Hq,p(:r) = H~n para. todo x E ;\.;f ~er. 

( P q.p = {x· E JRZ j T(q,p)X = x- }. Hq,p(x) = H(x0, .... Xq )} 

D etuonstração: Pelo teorema (2.3) temos que JVf~er· .; 0. Do corolário (2.2) 

temos que todo x E M~er tem período minimal (q. p), e que M~er é totalmente 

ordenado. \"amos prm·ar a última afirmação. 

Seja ::r E Pq,p tal que Hq,p(x) = H;;:;n. e suponhamos por absurdo que 

E'Xiste Ta E M f,er tal que= := H(x0 . .. .. x~ ) - H (xo . .. .. Xq) >O. 

Escolhemos n E N. suficient('mente grande. tal que satisfaç<:l: 

isto implica que 
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~ote que H(xq_ 1 . x~ ) 

H(Xnq-1 · Xnq) . 

E como temos que 

Por ( *) e pela observação acima. obtemos que 

o que cont radiz a minimalidade de x*. C 

D efinição 4.2 Dois elementos de ;vt~er são chamados v~zinhos se não existe 

elemento de M~er entre eles. 

D efini ção 4.3 Suponha que x - < .1.+ são elementos vizinhos d(· M~cr . Então: 

.lvt~ (l·-. x- ) := {x E .M 0 ! 1· é a -a.ssmtóüco a x-e -·-assmtótico a x- } 

JVl~ (x-. x-) := { x E Mo i :r é .. :.:-assintótico a x- e o. -a.ssmtótico a x-} 

Oellotaremo::; por _,vt~ (re:-;pectiYameme . .Vf ~) a união do~ e;onjullto~ 

;Vl~(.r- . x- ) (respectivamente JVl~ (x -. x..,. )) extendidos a todos os pares 

de elementos \·izinhos (x -. x+ ) . 

:'\ate que pelo lema (2.4) todo x E Jvt~(x-.x..,.) U M~(x- . x+) satisfaz 

x- < x < x+ . 

Teorema 4.4 Se a = pj q E Q. então M o é união d'isjunta de Jvt~er . }./(~. 

;vt;;. 

D emonstração: Suponha que x E JVl 0 \M~er . De acordo com o teorema (2. 7) 

existe f E G""' tal que f (xJ = x,~J· E õ.(J) = a= pj q. 

Assim como na seção 1.2. vamos considerar a função periódica 

rq(t) = r (t ) - t- p 

\'it no:-; qut> st' .L~ .vt~('r ent~o 1'q ( .L·0 ) =J O. onde xo = p0 (:L'} . SuponhallloS sem 

perda de geueralidade que rq (x0 ) > O. 

Por ( 1.:.3) existe Yo E ~ tal que 1q(Yo) =O e pela periodicidade de rq. (i.P .. 

T11 (t + 1) = Tq(t)) temos que existem x0. xó E JR tais que rq(:rõ) = rq(x0) = O 
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e xo E (xõ. xõ ). Como r 9 é contínua e r 9(x0 ) > O. podemos ainda supor que 

Tq l( x Õ .:rõ ) > O. 
Isto implica que a seqüência {fnq(x0 ) - np}nez: é estritamente crescente. 

De fato. 

( x ) Tq (Xo ) = f9 (xo) - Xo- p >O= Xo < j'l (xo ) - p 

agora Xo < XÕ implica r (xo) < j"Q(xó). pois f é crescente. E como 

e portanto, por ( *) e ( **) temos que 

x0 < xo < ]Q(xo) - P < xt 

.Já que 7'q llx- x- ) > o temos que 
\ o ' o 

daí, 

A]Jlicando ::;ucessivamem.e este i:\.rgumento vemos que {J»q(x0 ) - np} é e:;tri

t<Hl!C'!H(' <T<'SU' IHC' e também que' 1"0 < fnq(xo ) - np < x~ para todo n E N. 

Vejamos que 

lim (fnq(Xo) - np) = XÓ e lim (fn9(xo)- np) = XÕ 
n-x n--oo 

De fato. suponhamos por absurdo que limn-ocUnq(xo)- np) =i < xt então 

lim u cll-l )q(xo) - (n -;- l)p) = f9Ut)- p <X 
n - oc 

pois T'q l(:.ro.:rQ" 
1 

> O. o que contradiz a definição de x. Analogamente mostra-se 

que limn--ocUn9 (xo) - np) = xõ. 

\'amos definirm x- ex- por xj := Ji(xó ) ex; := Ji(xõ) então. pelo 

fato que rq(x0) = r9 (xõ ) = O temos que 
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lim T(-nq,-np)X =X..,. e lim T(-nq,- np)X = x-
n-oc n--oo 

Portanto x-, x ... E ;\!l ~er e x- < x < x-. ::VIais a inda. para todo O :::; j :::; q 

lim lxj+nq - x1+nq1 = lim ixj..,.nq - (x j + np)i = 
n-oc n-oo 

= lim ixJ ..,.nq- np- x;i = lim i(T(-nq,- np)X)j - x;l =O 
n-oc n-oo 

Portanto x é w-assimótico a x- e analogamente x é a -assintótico a x- . 

Falta provar que x- e x+ são Yizinhos. Por absurdo, assuma que existe 

x ~ E ;\!l~er tal que x- < x· < .r+ . Emão x e x· se cruzam. digamos entre 

1 - 1 e i (o caso em que x e x· ::;e cruzam em a lgum i é análogo) . 

Sejaj E Z fixado e tal que j >i. vamos definir um segmento (ii- l .. .. , ij+q ). 

por: 

Xt - l = Xi-l : 

Xm = x~ se i :::; m :::; i+ q- 1, 

Xm = Xm-q + p se i + q :::; m :::; j + q - 1. 

XJ+q = XJ-q 

Queremos mostrar que para j grande temos (ver figura) 

(4.1) 

De acordo com a definição feita acima 

+H(xi-q-J, xi + p) + H(.ri + p . .... Xj - 1 + p) + H (Xj -1 + p.x·j..!.q) = 

= H{~·t-l . :.<) + H(x; . .... x;+q)- H (x;..,.9_ 1 , x.;.:..q)+ 

+H (xi+q- J, X1 + p) + H (xi, .... xJ-l ) + H (xJ-1 - p. Xj_,.q) 

:'\a última igualdad e foi usado {H l). para substituirmos H (xt +p. XL..c.J ---p) 

por H (x1. x1_ 1) . para i:::; l:::; j - 1. 

Csando que x · é (q. p)-periódico e {H I) . temos que 
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X 

i-] i ,_ 
Figura 4.J, x- < x· < x~ em M~" 

Como x e x • se cruzam entre i - 1 e i. podemos supor. sem Perda de 

generalidade que x, _J < 2',"..1 e :r, :> x; . logo aplicando (H

3

) . temos que 

Logo 

Como IOi notado acima :r;_1 ~ x;"•- J - p . Portanto 

H (x;_
1
. x, ) ~ H (x;"q- 1 - p. x, ) ~ H (x;_,_

1
. x, + p) 

donde a última igualdade é ,.alida por (H
1

) . Daí 

Agora. mudando a ordem das parcelas de H (iH, .... i ·i+q ) e fazendo as 
subS&ituições acima justificadas, obtemos que 

H (i,_J . .... :i:h,) ~ H (x,_J. x;) -.. H (x;"•- J· x, .,. p) - H (x;_H . x;_, )+ 

+ H (x; .... ,z;",) + H (z, ..... xi - 1) + H (xi-J + p .. T;+

9

) 
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Portanto existe E > O tal que 

( 4 .2 ) H (it-J · ... . Xj+q) = H (xi-1 · .... Xj - 1) + H(x;, .... x;+q)+ 

+ H (x1-1 + p. x1-q ) - :: 

Já que x é ,;)-assintótico a x+ E JVl~cr, i.e., limk-oo lxk- x; l =O 

!H(x1- 1· xJ) - H (x1-I + p. Xj+q) I = IH(x1- J, x1 )- H(xJ_1, xJ) + H(x·;_ 1. x;) -

-H(x;_ 1 ...!... p. x;_q) + H(xJ_ 1 + p. x;..,.q ) - H(x1-1 + p. x1-q )i :::; 

:::; !H (x1 - J,x1 )- H (xJ_1,x; )l + IH (x;_1. x;) - H (xJ_ 1 + p.xj_q )l+ 

+IH(x_;r_ 1 + p. x;+q) - H (xJ-l + p, x1+q )l 

Pela continuidade da H temos que 

e pela periodicidade de x- t-emos que 

IH(x;_1 , xj)- H(xJ_ 1 + p. xj_q )l = IH(2·j_ 1. xt) - H(xj_ 1 + p. xj + p)l = O 

logo 

(4.3) 

também pela continuidade de H e por x ser w-assimótico a x.,. 

.-\gora pela última afirmação do teorema (-1.1 ) (H (xõ ..... x;; ) = H (xõ ..... x~ )) . 

e pela periodicidade de xv temos que 

daí 

( 4.4) limJ-x IH(x1 . .... x1"T'q) - H(x; . .... x;.._q)l = 

lim1_x ,H (x1 . .... .r1,q ) - H (x·õ . .... x; )I =O 
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Agora ( -1.2 ) illlpli<.:a 

Usando (4.:3) e (4.4) obt.emos 

daí para j suficientemente grande temos 

o que contradiz a minimalidade de x . Portanto não pode existir x* E M~er 

tal que x- < x· < x-" . í.e.. x- e x+ são vizinhos. o 

~ote que x E lv10 . com a racional. é recorrente. se e somente se. x é 

periódico. 

Teorema 4 .5 Suponha q·ue x- < x·+ são vizinhos ex-. x+ E M~er . Então 

J\lf~(x-.x+) t M~ (:x·-.x+ ) são não vazios. 

D emonstração: Escolha Ctn E ~ tal que On > a . lim On = a e xn E .M 0 n . 

Queremos ençomrar translações apropriadas de xn que conYirjam para um 

J' E .~\lf;- (:r- . .r""). 
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Seja ~ = miniEdxi - xi) . 

Para cada n E N escolha i(n) E Z tal que 

X . X · 1 é ~ 

( ) 
_ I - t 

{ 

1' < - I /? se i < i(n), 
* - .n - - :: ? 

xi(n) > xi(n) • -I -

De fato. podemos encontrar tal i( n) . pois 0.11 > a- então x·11 e 1.·- se cruzam 

exatamente uma \·ez. digamos Pntre j e j + 1. Ainda pelo fa to d e O:n > a

temos que para i ~ j \·ale x~ < x; e para i 2: j + 1 \·ale .r~1 > x; . Logo 

1.·;1 < x·~ , ~/2 para i :5 j . 

Seja i(n) o primeiro inteiro maior que j que satisfaz ( *) 

Definindo k(n) E Z como sendo o inteiro cal que 

i(n) + k(n)q =: j(n) E {0, .. . ,q - 1} 

):ote que. por (:") temos que 

n < - • j ? 
Xi-k(n)q - Xt-k(n)q T c - se i- k(n)q < i(n) = Jn- k(n)q 

i.e .. 

se 

e do fato de que x-é (q.p)-periódica temos que 

x;_ktn)q = x; - k (n)p 

Seja i:11 := T (k(n)q.k(nJp) X
11

• pelas duas últimas equações. vemos que 

i~ = Xt-k(n)q + k (n)p ~ x; + c/2 para i < j(n) 

e por (*) . como i(n) = j(n) - k(n)q 

para i = j(n) 

daí 

i~ > x; .J... t:/2 pa ra i = j(n) 

Em particular obtemos que 

e 
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Como j (n) E {0 .. ... q-1}. existe subseqüência infinita de (in ). que denotare

mos por (x1
) tal que J(/ ) = )o E {0 . .... q- 1}. 

Afirmação: Para cada. C> O o conjunto {x E ... A./1. llx10 l :::::.; C e ja(x) l :::::.; 

C} é compacto. 

dní 

\"ejamos que lxJoi é limitado. Sabemos que 

IX/ -XI - .· ,.., , < l --'-. I I - l I < ")....L ' .Jo o )0'-' ---7 xjo xjo-1 - · 01 

Pf·Lt definição de j0 temos que 

X z. < x-:- ....L ~j? 
Jo -1 - Jo -1 ' c -

-~~O r<\ para l suficientemente grande temos que a:1 < a + é. portanto existe 

o <, i<l l que o 1 < o.0 . Então existe C> o 0 tal que 

Pe li.-1 <1firmaçào. concluímos que existe uma subseqüênci8. de (x1) com·er

gente <1 um x E A1a · 

xi S x; + s / 2 < xt para i < Jo . 
Xj0 ~ XJ"o + s / 2 > XJ"o 

De acordo com o teorema ( 4.4) isto implica que x E M~ (x - , x 7 ) . Começando 

c-om O n < a,limo11 =o obtemos x E ... A./t. ~ (x-:x+ ) . D 
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Capítulo 5 

Aplicações às geodésicas do 

Toro 

Vamos agora interpretar os resultados dos capítulos 2-4 para geodésicas em R 2 

com uma métrica riemanniana Z2-periódica. Via aplicação de recobrimento 

podemos obter resultados para geodésicas no toro bi-dimensional. 

Definição 5.1 Uma métrica R iemmaniana num aberto A em R2 fica definida 

por umafamt1ia de matrizes dois por dois simétricas positivas definidas j\1(x): 

I E A ~ !R2
. Assumimos também que os coeficientes da matri:: !\1 dependem 

ex em I. 

Para cada vetor '(l no plano tangente passando por I = (Y 1, x 2 ) E R2 

rifnota.m.os po·r 111· 11 = II(1'J. 'C:2)11 = llt' ll:r = J< v .A1(I)v >a no·rma do veto1 

'1.". 

Definição 5.2 Uma métrica riemanniana numa superjtcie X de classe e-x 
contida em !23 é uma escolha de uma norma 11 .11 em cada plano tangente a 

x E X de tal forma que quando for· fixada ·uma parametrização g(.r1 . x2) E R 3 . 

a e:Lpressâo desta norma em cooTdenadas (x1 . x2 ) E JR2 for da formo aC'ima. 

Definição 5.3 Uma m étrica riernann'iana periódica em R2 é uma escolha de 

Jf (x) . x E ~2 de tal forma q·ue :H(x1. x2) = A1(x1 + m,x2 + n) par-a todo 

m .nE z. 
D efinição 5.4 Dado L (x . v) : IR4 ~ !R de classe ex . o conjunto de eq1tações 

àL d âL 
----= 0. 
8:r1 dt Ô!'l 
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ôL d ôL _O 
82·2 - dt ÔV2 - : 

se denomina de equações de Euler-Lagmnge. 

A equação acima é de segunda ordem. A maioria dos resultados que 

enunciaremos a seguir são ,-álidos para lagrangianos conYexos e superlineares 

e referimos o leitor para [3] (Lagrangianos autônomos) e [5] (Lagrangianos 

periódicos) como referências gerais sobre o assunto. Aplicações tipo twist 

podem ser analisadas através de princípios variacionais a partir de um H 

como nos capítulos anteriores (ver [5]). Aplicações tipo twist podem ser ca

racterizadas (se. e só se) como a aplicação de primeiro retorno no tempo 

um do fluxo obtido a partir de um Lagrangiano periódico L(x. v . t ) (con

forme [5. Theorem 6.1]). Para métricas riemannianas no toro bidimensional 

(lagrangiano autônomo L (x. v) = JlvJJ;) podemos no entamo. como será de

scrito a seguir. obter resultados interessantes a partir da análise de uma H 

como descri ta nos capítulos anteriores. 

Vamos considerar a seguir (a menos que se diga ao contrário) uma estru

tura riemanniana periódica definida por !'1(x ) fixada em R2. 

D efinição 5.5 Por definição uma geodésica é uma solução da equação de 

Euler-Lagrange quando L (x . v) = JlvJJ;. 

Como L(x. v) = llt·J I; é conYexo em v, então dado posição x e ,·elocidade 

v existe apenas uma solução (x (t ). v(t)) = (x(t) . x'(t)) da equação de Euler

Lagrange. A solução está definida para todo t E R pois o fluxo geodésico é 

completo (,·cr [2! para definições): uma mét.rica riemanniana periódica em ~2 

é de fato uma métrica no toro. que por sua vez é compacto. As soluções x (t ) 

neste caso são de classe ex pois M (x) é de classe ex. 
Vamos denominar de geodésica indistintamente x(t) ou (x(t) . t:(t)) = 

(:r ( t ) . x' ( t) ) . 

As soluções da equação de Euler-Lagrange x(t) no caso do L = Jlvl !2 

correspondem as trajetórias de um problema mecânico em que não existem 

forças externas {[-!. seções 5 e 6 Cap II ]). 
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É fáci l wr que para L(.T. r) = llt·Jil. se 1'(t ) é solução da equar;ào de Euler

Lagrange. entã.o para cada À # O a curva y(t) = x(Àt) também é solução (e 

possui o mesmo traço) . 

Pelo Teorema da conservação de Energia Total ([4, teorema 9 cap IIJ) apli

cado ao preseme caso (sem energia potencial) temos que toda solução x(t ) da 

equação de Euler-Lagrange satisfaz a propriedade llx'(t)!l;c,> = L(x(t ). x'(t )) 

é constante. 

Sendo assim, as propriedades geométricas de tais soluções x( t ) podem ser 

analisadas apenas considerando um x(t) que satisfaça llx'(t)ll = 1 para todo 

t . A partir de agora só consideraremos geodésicas x ( t) tal que li x' ( t) li = 1 

para todo t. 

Algumas yezes falaremos na geodésica como o traço (conjunto de pomos) 

e outras como uma parametrizaçào x(t ). 

Sempre que falarmos que uma curva x(t ). a ::; t ::; b. é diferenciável por 

partes num inr.en·alo fechado [a, b] é por que assumimos que ela possui uma 

extensão à um intervalo (a - E, b + ê). ê > O no qual é diferenciável por partes. 

Teorema 5.6 Considere o lagmngwno L = .1vW associado a !11 periódica 

corno descr·tto aczrna. L : !R4 
- R de classe ex. Fixado.:; X: e X2 em ~2 . 

a. b E~. seja F= Fu .b:.:r~ o espaco das cu.n:as diferenciávns x(t ). de classe 

C 1 poT partes em a ::; t ::; b tal que x(a) = x1 e x(b) = x2 . Os elementos x(t) 

de F devem sat·isfazer ainda a seguinte propriedade: existem limites de x' ( t) 

a esquerda e a direita em cada valor t onde a derivada x' ( t) eventualmente 

não existe. Seja L : F -. IR, definida por L (x) = J: L(x(t), x'(t))dt . As 

curvas diferenciáveis (não por partes) x (t ) que são criticas par-a as variações 

L(y). y E F de L(x ) (ver [4. seção 2. 3 e 6 cap Ilj) são exatamente 0-5 sol·l.Lçôes 

da erruu.ção de E ale t -Lagmnge (que por· s uu. vez são de classe ex J descntas 

acima. Ainda. se x(t) E F. curva C1 por partes. é critica para L. então ela 

pOSS'U't uma exte·nsão a 'ama C'U'l'Ua ex em todo ·intervalo [a. bj que também, é 

critica (e saüsfaz a equação de Euler-Lagrange). 

Como L (:r. 1') = llt·l12 · temos portanto L(x ) = fab llx' (t )il; 11 1dt e os cami

nhos x(t ) críticos para C são exatamente as soluções da equação de Euler

Lagraug<· (portamo dt' classl' ex para a ::; t ::; b). ou sej<l :-;~o geou~sica~. 
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Em particular. se x (t ) é diferenciá,·el e mínimo de L em F emào x satisfaz 

as equações de Euler-Lagrange. \7ote a inda que um mínimo x(t) para L vai 

ter que ser de classe coc. 

O valor real .C(x) = J: L (x(t). x'(t))dt é denominado ação do caminho 

x(t ) ligando x1 a xz pelo Lagrangiano L. 

Definições análogas e resultados semelhantes podem ser considerados nu

ma superfície riemannania X qualquer. 

O comprin1enro de uma curn\ diferenciável por partes qua lquer (não ne

<.:c~sarial lH:! llW geodésica) J·(t ). u :::; t :::; b. por su<:l vez{> dado put 

lb Jc. llx'(t))ll:r(t)dt = l (x. a. b). 

:"ote que duas parametrizações que definem a mesmo conjunto de pon

tos (traço) determinam o mesmo valor de comprimento. Logo. l (x . a, b) não 

depende da parametrização. 

O valor l (x· . a. b) não depende também dos valores escolhidos a, b, Sendo 

assim l (x) = l (x, a, b) vai denotar o comprimento d a curva x (vista como 

conjunto d e pontos do ~2 ) . 

Observe que se x(t ) for geodésica. então llx'(t)ll é constante. digamos igual 

a c0 , logo l(x . a . b) = c0 (b - a ). Se considerarmos. como esr.amos fazendo aqui. 

apenas as geodésicas x(t) tais que llx'(t)ll = 1 = co. teremos l (x . a. b) = (b 

a) = J: ll x' (t ))lix(t.)dt = i~ ilx'(t))li;r1)dt. onde x(t ) é geodésica minimizame 

que existe pelo teorema abaixo. 

Definição 5. 7 Ftxada uma estrutura nemann·iana a partt1· de 1\I(x) como 

acima podemos tornar JR2 um espaço métrico definindo a métrica d(x 1 • xz ). 

onde x 1. x 2 E ~2 . do seguinte modo: fixe valores a< b E ~ e denote 

d(r 1 .1·2 ) = inf{l(;.a .b) I; E F}. 

Teorema 5.8 Qualquer dois pontos x 1• x2 em X 'variedade T-iernaniana com

pleta (compacta ou não) podem, se1' hgados por uma geodéstca d~jérenczável ~: 

que é. mín·imo para L em F. 

Este é o teorema de Hopf-Rino,,· estudado em geometria diferencial. (, ·eja 

pro,·a em [2}) . 
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~o te que a curva solução ; (i ) acima é diferenciável em t mas nem sempre 

é única. Por €'xemplo. no coro canônico em !R3 com a métric8 induzida pela 

métrica euclidiana do JR3 podemos obter dois pomos x 1 e x 2 antípodas que po

dem ser unidos por curvas geodésicas distintas ; 1 e "';'2 de mesmo comprimento 

que juntas formam um círculo contido no toro em R3 . 

Segue do último resultado acima (ver [4. Proposição 14 e 15 seção 6 cap 

II]) que o valor d(xJ. x2 ) definido ameriormeme é assumido por uma geodésica 

minimizante; tal que lb'(t)ll = L a ~ t ~ b e d(x1. x2) = (b - a). 

:\o que segue sempre que fala.rmos no caminho ; (t) realizando a d istância 

d(x 1. x2 ) . onde x1 .x2 E !R2
, estaremos considerando ;(t) a geodésica de 

comprimento minimal e parametrizada pelo comprimento de arco. ou seja. 

il"·'(t) I = 1. Se falarmos em :F estaremos supondo neste caso que a < b foram 

escolhidos de modo que b - a = l ("'. a. b) = d(;(a ). ; (b)) = J: ll:' (t)j!2dt = 

Inb ll"·'(t )lldt =.r: ldt . 

V&mos utilizar nesta seção algumas propriedades básicas de geodésicas: 

( G) dados três pontos x t· x2 e X3, considere as geodésica::; minimizantes 

a ) ; 1 para x1 e Xz 

b) :z para Xz e x3 

e 

c) ~:3 para X1 e X3 . 

Pelo faro de d ser métrica val0 que t (~:J) ~ l(;1)+ l{:2 ) . Em outras palavras. 

se considerarmos um triângulo (na geometria definida pela métrica dada por 

:VJ (x·)) constituído pelos lados (geodésicas) ~,1: / 'z. ~,3 . entã.o um lado é sempre 

menor que a soma dos omros dois lados. 

Ainda . se o ângulo entre ;~ e ~~ no pomo de imerseção x 2 não for nulo. 

então l(;3) < t (~n) +l(;z ) . Isto segue do fatO que l(13) = l(;J) +lb 2) implica 

que a união dos caminhos ~t1 U ; 2 = ; é mínimo para a ação ligando x1 a 

.r3 Logo ~ {- ('I'Ítico e assim satisfaz a equação de Euler-Lagra.nge. o que é 

absurdo pois as soluções : ele tal equação são de classe ex. 

D efinição 5.9 Dada "U?na :rupe1j'[cte rtemannwna X. denomuwTernos de seg

TIIento geodésu;o mmimalligando ~· 1 a :z:1 urna cu11:a (geodésica); que. real-iza 

a. menoT dtstáncta entre dozs pontos x 1 e Lz . onde ; (t ) está defintdo em (a. b) 

e --;.(a) = z 1 e ~:(b) =I:! . 
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Figura 5.1: 

:'-Jor,e que dado dois pontos .z 1 e z2 nesta mesma curva ; . a restrição de; 

ligando estes dois pomos Lambém realiza a distância mínima entre z1 e z2 . 

Definição 5.10 Dada uma superfície riemanniana X. denominaremos de 

geodésica min·imal:·(t ), - oo < t < oo uma curva (geodésica)~, que para todo 

t 1 < tz realiza a menor distância entre os pontos x1 = ;(t1 ) e x 2 = ~; (t2 ) . 

Geodésicas minimais só ocorrem em superfícies não compactas. 

Estaremos neste texw basicamente imeressados em analisar geodésicas 

minimais ;(t). -oc < t < oc. 

Lema 5 .11 Suponha que : : [ d, bj ----+ JR2 , ')· : [d, b] ----+ R2 são segmentos 

geodésicos minimais ~1 {ligando x 1 a x 2} e ')• (ligando x 3 a x 4) satisfazendo 

~:(a ) = i(a) = P1 e 1(s) = 'Y(s) = Pz para algum d :::; a < s :::; min{b. b}. 

Então ou sua interseção é um segmento geodésico mini mal (ou seja ; · = i} 

ou p1 e p2 são extremos de ambos segmentos (e s = b = b) . 

D emonsr,ração: 

Suponha que "f : [d. b] -; JR2 . ')· : [d. bJ -; JR2 são segmemos geodésicos 

minimais ; (ligando x1 a x 2 ) e i (ligando x3 a x4 ) satisfazendo ; (a ) = i(a) = 

p 1 e --:{s) = ~ (s) = pz para algum d:::; a< s:::; min{b, b} . Suponha que 

não vale que s = b = b , digamos s < b. Seja p1 = 1(a ) = i(a) e seja 

p2 = ~. ( s) = .:::. ( s) o outro ponr o de in terseç8o como mostra A fi2;urF1 .S.l. 
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:\ote que o ângulo entre ;'(.s ) e 1'(s) em p2 é não nulo (pois ambos satis

fazem lh'((s)IJ = 1 = ll'1·'(s) jJ e 1 ~i). 

fixe e > O pequeno e considere os segmenws geodésicos minimais ~!l, 12 . 

. , e ~ 2 definidos do segui me modo: 

a ) ~. 1 (t ) é a restrição de 1 ao intervalo (s - e. s ). 

b -.. 1\t) é a restrição de--. ao imen·alo (s. s ...:... e). 

c ' ;;- 1 ( t ) é a restrição de i ao intervalo ( s - E:, s), 

ci • ~ 2 rtl é a restrição de i ao intervalo (s,s +e). 

Seja agora :31 ( t) o segmento geodésico minimalligando /l (s-é) à ')t2 ( s + ê) 

é -;.: t • o segmento geodésico minimalligando i 1 (s - e) à ~t2 (s +e). 

S.·.~uP de (G) acima (e do fato que o ângulo entre 1'(s) e~ ' (s) em p2 é 

niiu r~ul0 • que l(3l) < lhd + f(;:,2 ) e l(B2) < ZC~d + l(;2 ). 

Cun:-;idere os caminhos .32 = ;(a. s- .:) U J2 U i'(s +e. b) e 

J. = z r u.~- .:) v 3: Uc(.s + .:.b). 

Ubtemos assim uma contradição pois 

imp]i('B que 

.-\. última expressão não pode ser verdadeira porque ;. e ~ são segmentos 

geodésicos minimizames e B2 e ~. tem os mesmos extremos. assim como B1 e 

\·amos considerar a seguir no !it2 uma métrica riemanniana 1::2-períodica. 

definid<:~ pela fcu11 ílía de matrizes !11 como definida acima. Queremos descrever 

o conjunto das geodésicas mini mais em !R2 . 

\'amos construir uma função H : !R2 _,~que sat isfaça (H 1 ) - (H4 ) . 

Prillleirameme. \·amos assumir que as coordenadas em ~2 foram escolhidas 

de forma que a linha coordenada $ __,. (0. s) é uma geodésica mínima!. Isw 

pode ser feito da seguime maneira: considere no toro T 2 a métrica projetada 
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do ~2 e encontre a cun·a fechada 1 em T 2 de menor comprimento na classe 

de homotopia (1, O) do toro bidimensional. ?'-Jote que n; também minimiza 

comprimento na classe de homotopia (n. O). 

Esta 1 será, naturalmente. uma geodésica periódica diferenciável minimal 

em T 2 . Podemos considerar uma parametrizaçào tal que o domínio de defi

nição seja [a. b] = [O , 1]. Considere agora uma parametrização do toro com 

domínio no quadrado [O, 1) x [0.1 ) C !R2 tal que o segmento (O. s ).O ~ s ~ 1 

parametriza a curYa I · O levantamento da métrica riemanniana no toro ao 

recobrimento universal JR2 via esta parametrização do toro é que vai ser o 

objeto de nosso estudo. 

Desde que Tk. k E 'l} são isometrias. todas as linhas s --;. (i . s) . i E 7l são 

geodésicas minimais. Por simetria , o mesmo \'ale paras --;. (i, -s ). 

Definimos então H : JR2 --;. IR por: 

H (( 77) := d((O, Ç) , (L 77)) 

Tal H é contínua mas. em geral, não diferenciável. A existência de pontos 

conjugados em uma geodésica unindo pontos de {O} x R com { 1} x [( induz 

uma descontinuidade na primeira derivada de H (ver [1]) . 

:\ote que 
~·-1 

H (x1 . .. . . xk ) =L d((i . X 1 ) . (i + 1. xt_1)) 

t= j 

pois 

pela inYariância de !W por 'l} . 

:\o que segue. quando falarmos na curva geodésica 'Y(t ) cujo comprimento 

realiza o valor d((O,Ç),( l , 17)) est.aremos supondo que ll''/(t) ll = 1 para todo 

,·alor a~ t ~ bel(~ .. a. b) = b- a = d((O. Ç). {1. 77)) . 

(V) Destacamos o seguinte fato muito importante: uma geodésica mini

mizante ; . que não é parte de nenhuma linha {i} x R não pode interceptar 

um eixo {i} x iR mais de um vez. Isto porque {i} x !R descrew uma geodésica 

minimizame e o lema 5.11 impede isto. 

Antes de provarmos que H satisfaz (H 1) - (H.1) vejamos o seguinte resul

tado quf:' nos permitirá apli<:ar os resultados dos capítu los 2-.J pcua o c8so d8s 

gcod~siC'~.s minimai~ em ::<2 
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Lema 5.12 Seja (xJ, ... , xk) um segmento minimal com respe·ito a H e que 

faz parte de uma configuração minimal {infinita) x (para H ) e k - j > 2. 

Ent.ão ex·iste um única geodésica minimal1 : [-oo. oo] ---. ~ 2 que une (j, x 1 ) a 

(k. xk ) (e a-inda passa por (i . 2\ ) . J < i < k). Reciprocamente. todo geodésica 

minimal que não é parte de nenh·uma linha {i} x ~' i E Z , intercepta cada 

linha {i} x IR no máximo uma vez. Se a projeção ír (xL x2) = :r1 for tal que 

para a geodésica minimal; vale ír('y) = IR. então os pontos de interseção de 

gwnrna com as l'inhas {i} x ~' i E Z, forrnam o gráfico de uma config·umção 

infinita minimal com respeito a H . 

D emonstraçã.o: Se x = ( .. xJ , .... Xk---) é configuração mínima! para a H (acima 

definido) no sentido do capítulo 1, e se ri é o segmemo minimizante ligando 

(i - l, Xi-d a (i, xJ, então a colagem infinita destes segmentos ri define 

uma geodésica minimizante I ' (diferencivel). Isto porque em cada intervalo 

(i - 1. i) . (i, 'i + 1) as curvas 'h e ~1 1-,- 1 devem fazer ângulo zero em (i , xi), pois 

riU 'Yi+ l é mínima, logo. crítica. logo satisfaz as equações de Euler-Lagrange, 

sendo assim a curva r(t) é de classe C00
. 

Suponha que exista outra geodésica minimal (3( t ), (3 : [-oo. x] - R2 

que une (f xJ) a (k, x!:). \ote que '"'/(t) e !3'(t) fazem ângulo não nulo em 

(), xJ ) a (k, xk )- Podemos considerar segmentos geodésicos minimizames 1 e 

!J . (pedaços de geodésicas correspondentes respectivamente a.., e :3) contendo 

estrit.a.mente dentro de si os pontos (j. Xj ) a (k. x~c). Aplicando o lema. (5 .1 1) 

a::; e 3 com p1 = (j . X j) e pz = (k. Xk ) temos uma. contradição. 

Logo os dois segmentos ~ e !3 são iguais, o que demostra a unicidade de 

~~ -

Reciprocamente sejam 1 : [- oo, ooJ - ]1{2 um geodésica minima.l que não 

é parr.e de nenhuma linha {i} x R Então a. imagem de ; · intercepr.a cada 

linha {i} x ~ no máximo uma \·ez. 

\'ote primeiro que para. cada i fixo, cada linha. {i} x ~ é uma geodésica 

minimizante em !R2 . De fa to , se houvesse uma curva r; ligando dois pontos 

(i, z) a (i . y), com z < y , então seja. k < z e y < m com k, mE Z. Considere 

3 = { (i . s ). k ::; s ::; z} U77U{ (i. t ) . y :::::; t :::::; m} . Denote por ,6 a curva de menor 

comprimento em T 2 com homotopia (1. O) como descrito anr.eriormeme. A 

curva t3 projetada em T 2 determinaria um segmemo homor,ópico a (m- k),J 
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com com comprimemo menor do que (m - k)3. e isto não é possi,·el. 

Logo. : e {i} x ~ só podem se interceptar uma vez. 

Suponha que projeção íí (X1 . x2 ) = xl da geodésica mínima! ~; sobre o eixo 

dos x1 seja IR. 

Sejam (i . xi ), i E 7l. os pontos de interseção de 1 com os eixos respectiva

mente {i} x ~ que determinam assim um x = ( .. .. x1 . ... , Xk . .. . ) . 

Segue da definição de geodésica minimal que x = ( ... , xJ, ... , xk, .. . ) é tal 

que para j, k fixados e (x~, xj+1 . .. . , x~_ 1 , x~) satisfazendo xj = x1 e xA. = Xk , 

vale que 

k-1 k-1 

H (xi . ... , xk) = L H (xi. Xi+1) :::; L H(x~, x~_ 1 ) = H(x~ . ... . x~) 
i=j 

i.<' .. (.r , ... .. . r~; ) c' segnwmo minitn8l p<HI1 H . :J 

Dado uma geodésica minimal ~, ,a condição .. a projeção íí (x 1. x 2 ) = x 1 da 

geodésica mini mal 1 sobre o eixo dos x1 é R. pode ser alcançada mediante 

uma mudança de coordenadas. segundo afirma a página 8 de [1]. 

Lema 5.13 H satisfaz (H1 ) - (H4) 

D emonstração: Como T(o.1) é uma d-isometria temos (H 1) : 

H (f, + 1, TJ + 1) = H (f,, TJ ) 

A condição no infinito (H2 ) pode ser obtida da seguinte maneira: 

H (f,. f,+ 17 ) ~ d(( l. f,), (1. f,+ ry))- d((l. f,). (0. ry) ) 

Conw ~ - ~ l. .:> ) é geodésica minimal temos que 

d(( l.f. ). (Lç + 77)) = ITJI 

_.\ inda. ~ d(( l.Ç) . (0 .~)) = H (f,.f, ) é função contínua e periódica. logo 

limitada. Então temos (H:J : 

lim H (Ç. f, + ry) = x uniformemente em f, 
11' -0C 
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i+ I 

Figura 5.2: 

A prova de (H3 ) é semelhante ao desenvolvimento que foi feito no lema 

5.11. 

Para obtermos (H3 ) precisamos prO\·ar que: se~<~ e .2 < fJ então 

H(~- _2) T H(~, fJ ) < H (t fJ) + H (t, '9_) 

Seja ; : [a. b] _, lR2 . ~ : [a .. b] - lR2 segmentos geodésicos minimais (; 

ligando ( i .~) a (i -;-1._2) e~ ligando (i, ~) a (1 + i,ij )) satisfazendo ~~(s) = 

")(s) = p 1 para algum a< s < min{b, b} . conforme a figura 5.2. 

::'\ote que o ângulo entre ;'(s ) e~ ' (s ) em p 1 é não nulo (pois ambos satis

Í<l7.C'm l l:' (s) j~ = 1 = ll~'(s) l! e;# 1)-

Fixe ~ > O pequeno e considere os segmentos geodésicos minimais ~~1 . ~12 • 

') 1 e "'(2 definidos do seguinte modo: 

a ) ~n (t ) é a restríçào de ~i ao intervalo (a. s). 

b) ~:2 (t) é a restrição de 1 ao intervalo (s, b), 

2) i 1 ( t ) é a restrição de '}' ao intervalo (a. s), 

b) i 2 (t ) é a restrição de.=;; ao intervalo (s, b). 

Seja agora 31 ( t ) o segmento geodésico mini mal ligando (i . Ü a (i , 1. fJ ) e 

32 (t ) o segmento geodésico minimal ligando (i.~) a (i-. 1. _2). 

Segue de (G) acima (e do fato que o ângulo entre -;/(s) e 'Y'(s) em P1 é 

não nulo) que 1(131 ) < t(~. J) + 1 (~2 ) e l((h ) < l(~l) + l(:2 ). 

Portamo. 

H (~._2) - H (( i] ) < H (S_. fJ ) - H ({,._2 ). 

55 



Assuma que (x:..1 , xô. xj ) =;f (x_1 , x0 . x 1) . Para mostrar (H.J ) note que se 

denotamos por 1 1 o segmento mini mal definido pelos pontos (x_1 , x0 , x l) e 

por 12 o segmento minimal definido pelos ponws (x:.1 , xõ, xi), então ; 1 e / 2 

são geodésicas diferenciáveis crx. Isto segue do faw que mínimos para a ação 

satisfazem a equação de Euler-Lagrange. 

A cun·a ~; 1 ( respectiYamente 12) liga os pontos ( - 1, x_ 1) e ( 1. x 1) ( respec

tiYameme (- l.x:. 1) e (l.xj')) passando pelo pomo (O.x0 ) . Com~~ e 12 não 

podem se interceptar duas vezes pelo lema 5.11 , elas se tocam apenas em 

(0. xo). 

Ora. se X1 > xj e x_1 > x:_ 1 então 1 1 e 12 são tangentes em (O. x 0 ) (logo 

~n = -:·2 ) o que é absurdo pois assumimos que (x:_1 . Xô. xj ) =;f (.1· _1 • xo. x 1 ) . ~ 

. · ote que. nenhum segmento geodésico minimal de uma geodésica minimal 

; está comido em alguma linha {i} x lR pois isto contraria a unicidade das 

soluções. Ainda, por (V) acima. não pode haver mais de uma interseção de : 

geodésica mínima] com um eixo {i} x !R. Seja ; dada por 1(s) = (Ç(s) , 17(s)) . 

Nem sempre Ç é sobre R ~o entanto. estaremos prioritariamente interessados 

no caso em que Ç é sobre R 

Sendo assim. dada uma geodésica minimal -1 tal que Ç(s) é sobrejeti,·a 

em ~. podemos obter a partir dela uma configuração x E ~z: através de 

;· n { {i} x iR I i E Z} = x . onde x = ( ... , Xj , ... , xk, ... ) (estamos usando (V) 

para nos assegurar que está bem definido tal x) . l\ o te que .1· é minimizante 

para H no sentido dos capítulos anteriores em função da definição de geodésica 

mini mal. 

Diremos que tal x é a configuração minimal associada a -.. Veja figura 

5.3. 

Se uma geodésica minimal ; é tal que Ç(s) não é sobre lR é possível obr,er 

uma nova aplicação de recobrimento do toro que faz Ç(s) sobre lR (ver [1. 

página 32]) . Vamos assumir a partir de agora, para simplificar as nossas 

provas . que tOdas as geodésicas minimais -; que vamos considerar são tais 

que Ç(s) é sobre ~. Caso '"'i não fosse sobre. mudaríamos a aplicação de 

recobrimento e seguiríamos o argumemo análogo ao que iremos utilizar a 

segUir. 
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c 

X. 
I 

i-2 i-1 i+l i+2 

Figura 5.3: A configuração x associada à geodésica c 

Teorema 5.14 Duas geodésicas minimais se cruzam no máximo uma vez. 

D emonstração: Seja ; 1 . ; 2 geodésicas minimais. Suponhamos por absurdo 

que elas se cruzem duas vezes. digamos em p1 e em p2 . Entã.o existem 5 1 i= 
52 tais que /1(s1) = P1 = ~r2(s1) e ll(sz) = P2 = !z(sz) , podemos supor 

5 1 < 52 . Considere agora x 1 e x2 as configurações minimais associadas a 

~íl e a ~12 respectivamente. Podemos escolher t 1 < s1 e tz > Sz tais que 

":'dtJ) = (i.xi) ."•J (tz) = (j.x~ ) e ; 2(t 1) = (i .x;) .;z(tz) = (j.:r;) . Seguindo o 

mesmo raciocínio usado na proYa do lema 5.11 \·emos que --: 1.1r 1 .t2 = -,2l;t 1 .t21 

ou seja. (i . x; ) = (i . x?) e (j. x3 ) = (j. xJ ) o que não pode atontecer . já que 

vale o lema 2.1. O 

Uma outra demonstração alternativa do resultado acima seria utilizar di

retamente o lema 5.11 

Definição 5.15 Seja 1 uma geodésica mimmal e (q . p) E Z2 . Se í(s ) = 

(Ç(s) , 17(s)) . definimos T(q,p)"; por T(q,p)l(s) := (Ç(s) + q. 17(s) -!-. p). E dizemos 

que: é (q. p)-periódica se T(q,p)~. = "·. 

Teorema 5.16 Seja; (s ) = (Ç(.s ), n(s )) uma geodésica mini'rnul em iR2
. Se-; 

e uma de suas translações Tk ~, . k = ( q, p) E Z2
. têm um ponto em comum 

então 1 e Tk;' coincidem a menos de parametrização. Se Ç é sobrejetiva 

então a inclinação média õ.(:) := lim!sl-oc 17(s) j Ç(s) existe e é fimta. Para 

todo a E ~ extst e geodésica m·mtmal : com õ. ( ":· ) = a. 

D emonstração: Sejam x e x· configurações minimais associadas a ~; e a Tk~. 

respecti\'âttH:'tlt('. SuponhallJO:-. por absurdo que -; =F T~., -.. Püt hipórese - t • 
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T~;;: tem um ponto em comum e como não podem se cruzar mais uma vez , 

pelo teorema (5. 14), temos que x ex" se cruzam. ~ote que como ~f e Tki' 

são periódicas de mesmo período) o mesmo acontece para x e x" . Portan

to pelo teorema (2.5) isto somente pode acontecer se x = x~ , o que é um 

absurdo, pois ~; e Tk/' só se cruzam uma vez. Portanto : coincide com Tk / 

a menos de parametrização. Suponhamos agora que E, é sobrejetiva então 

:r= ( .... :r1 . .. . . Xk · ... ) e defina 

- ( ) l" :r i 0: f : = lr11 --:-
lil- oc "Z 

~osso objetivo agora é mostrar que õ:(J) = limisJ- oc 77 (s)jE, (s) . 

Para cada i E Z denotamos ai < bi E R como os valores tais que ; '( a.J E 

{i} x lR e !(bi) E {i+ 1} x R Em princípio, E, (s) não é necessariamente 

injetiva em (ai. bi )· 

Pelo corolário 2.8 temos que ixi -x0 -ia:( "f) I < 1, logo existe uma constante 

uniforme K tal que para todo i temos Jxi - XHII < K. Logo H(xi , X i .:,- 1 ) 

também é limitado. Pela continuidade do fluxo de Euler-Lagrange e usando 

o fato que lb'(t) il = 1 concluímos que existe K 1 tal que para todo s E 

(a i: bi): i E Z vale que i?J(s) - ?J(ai)l = l?J(s ) - xi l < K1 e J?J(s) - ?J(bi) l 

177 (5) - Xi+ d < K l . 

Sabemos que para todo s E (ai, bt ). i E Z , \·ale que JÇ(s) - ·il < 1. 

Destes dois fatos segue que ã:(; ) := lim;sl- oo 77( s) / E, ( s) . 

Seja agora o E R, pelo teorema (2.9) existe x E A10 . 

Seja ti o segmento minimizante ligando (i - l.xi) a (i . xi+J) . entã.o a 

colagem infinita destes segmentos / i define uma geodésica minimizante : 

(diferenciável). Isto porque em cada intervalo (i - 1. i), (i, i + 1) as curvas li e 

~i,~ I devem fazer ângulo zero em (i . xi). pois ~:i U 1171 é mínima. logo, crítica, 

logo satisfaz as equações de Euler-Lagrange, sendo assim a curva :(t) é de 

classe ex. 
A configuração associada a r será x e assim segue pelo que foi explicado 

acima que r satisfaz ã b) =o:. :::::! 

Segue da primeira afirmaçã.o do teorema acima que a projeção em T 2 de 

uma geodésica minimizame em ~2 nã.o possui autoimerseç·ões. 
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Ainda, note que o valor do número de rotação de uma geodésica mini

mizam e ; · pode mudar se mudarmos a aplicação de recobrimento de T 2 . ~o 

entanto. se este valor éi( ~~) é racional ou irracional, é uma propriedade que 

independe do recobrimento. 

T eorem a 5 .17 Geodésicas penódicas minimais são exatamente levantamen

to.:- de geodéstcas fechadas em T 2 que tem comprimento minimal na sua classe 

dE iwmotopta. Duas geodésicas penódtcas mimmais com mesmo período não 

S( uttuceptam. 

D~·:null~tração: Seja; geodésica periódica minimal. i .e. existe (q. p) E 71/ ~: al 

q~!~· - = T q.p)~ . . Considere x configuração minimal associada a: . r.emos que 

T . p lnl'~ y ·) , b . d 
l = fi.!! •x . 1.e .. Xi-q + p = Xi · ortamo se 1r : h - ~ - e reco nmemo e 

T-. \)~pontos (i .x, ) e (i - q. xi- q) = (i - q.xi - p) são tais que rr ((i . xi)) = 

::- • t - q . .. t1- p)). o mesmo acomecendo para os pontos (i + 1. X 1 _ 1) e(i + 1 -

q . . r 1-1-r; ' = (i, 1- q. X7.:.. 1 - p). Logo obt emos que Tt(;·) é geodésica fechada 

em T~ . E pelo teorema ( 4.1) x é mínimo da função H q,p : Pq,p -r ~' onde 

P.;.; = {x E Rz: I T(q,p)X = x}. Hq,p(x) = H(x0 .... . xq ), pon.a mo ~t (;) tem 

comprimento minimal na sua classe de homotopia. A última afirmação do 

reorenta é conseqüência do corolário (2.2). L 

T eor e m a 5 .18 Uma geodésica minimal; . com ã:(:) E Q, que não é periódica 

e.:;, fá crmtlda em ·uma. faixa entre duas geodésicas minim ais i- e ; -. ~. - e : ..,. 

;,à o ta r' quê não e.1.:zste geodés·tca minimal periódica entr-e elas e cl: ( --:· - ) = 

õ. - - = õ.(~.). Ainda. ou~. é o.-assmtótica a: - e ...:.J-assmtótica a ~. -. mt 

na--rersa . 

D emonst.raçã.o: Seja x configuração mínima] associad a a ~f . pelo teorema ( 4. 4) 

sabemos que x E ;vt~er U M; U M ; . Se x E M~er entã.o ~, é periódica. Se 

x E .VI~ então x E M ;t(x- .x-). onde x-. x+ E M~er e x-< x+ e a inda 

x- e x+ são Yizinhos. Pela definição de x E M~ (x-. x+) temos que x é 

a -assintótico a x- e :.v-assintótico a x-'-. Sejam então ; - e "..,. as geodésicas 

minimais que são extensões de x- e d e x- respectivamente. Sabemos que 

ã (~.- ) = õ.(! - ) =a . Ainda; - < i<;+ pois pelo lema 5.11 duas geodésicas 
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se cruzam no máximo uma vez, e se elas se cruzam as suas configurações 

minimais associadas também d0vem se cruzar. l\IIas como foi \·isto no lem<1 

2.4 se duas configurações são assintóticas elas não se cruzam. Portanto x e 

x- não se cruzam e o mesmo vale para x e x+ . logo ; - < ~, < ; -. o 

Teorema 5 .19 Em cada faixa entre duas geodésicas periódicas mimmais ; -

e ~;+ que não contem outra geodésica periódica minimal, exzstem geodés~cas 

minimazs ~; e ; ~ . tais que ~, é o- assintótico a. ~f- e .... :-a.ssmtótico a. ; -. e 

vice-versa para 1 '" . 

D emonstração: Sejam x+ . x- as configurações minimais associadas às geodésicas 

~, .!. e ; -. Pelas hipóteses x+ e x - são periódicas e vizinhas. Port;amo pode-

mos usar o teorema 4 . .5 , donde concluímos que existem x E Jvt~(x-. x - ) 

ex .. E ;vt~(x-.x-), i.e. , x é o:-assimótico à x e w-assimótico à x- , e o 

contrário ocorre para x~ . C> 

Teorema 5.20 Duasgeodésica~·mmima·is;.; · iaisqueã:(í ) = ã(~, · ) E IR\:Q! 

não se cruzam. 

Demonstração: Sejam ; . ; · tais geodésicas minimais, e x. x· suas configu

rações associadas. Pelo teorema 3.1 x e x· não se cruzam. Portamo decorre 

do teorema 5.14 que as geodésica ~: e ') • tarnbém não se cruzam . O 

Definição 5.21 Dzzemos que uma geodéstca 1 é recorrente se existe (ki )iEN 

tal que kt E 71/ e 1 = lim;_ oc T k, ~: . 

Teorema 5.22 Suponha a E i:t\Q. Seja: geodésica minimal não recorrente. 

então ; está contida em uma faixa limitada por duas geodészcas recorrentes 

assintóticas. A inda cada ; geodésica minimal recorrente pode ser aproximada 

por geodésicas periódicas minimais . 

Demonstração: O teorema segue facilmente dos teoremas 3.6 e 3.4 . 
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