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RESUMO

Apresenta-se, neste trabalho, um algoritmo para simular numericamente escoamentos
compressiveis tridimensionais. As equac¢Ges que governam o movimento do fluido sdo
estabelecidas tanto para fluidos viscosos quanto para fluidos ndo viscosos. Para modelar
numericamente o problema, emprega-se o esquema de Taylor-Galerkin de um passo, isto &,
utiliza-se uma serie de Taylor na discretizacdo temporal do problema, enquanto que o fluido é
discretizado no espaco aplicando o metodo de Galerkin, utilizando elementos finitos
hexaédricos de oito nds. A integracdo das matrizes de elemento é efetuada analiticamente
considerando o elemento ndo distorcido e usando um unico ponto de integracdo para avaliar a
matriz Jacobiana. Inclui-se um algoritmo para movimentacdo da malha, o qual é
implementado no contexto da descricdo Arbitraria Lagrangeana Euleriana (A.L.E.). O
programa € codificado na linguagem FORTRAN e vetorizado para aproveitar as

caracteristicas dos processadores vetoriais existentes nos atuais supercomputadores.

Vi



ABSTRACT

An algorithm to simulate numerically 3-D compressible flows is proposed in this work.
The governing equations are established both for viscous and non viscous fluids. The one step
Taylor-Galerkin scheme is used in order to obtain a useful numerical model. Time integration
is accomplished using Taylor series while spatial discretization is carried out applying the
Galerkin method and employing the eight node hexahedron finite element. Element matrices
integration is and analytically calculated considering undistorted elements and using one
integration point to evaluate the Jacobian Matrix. A mesh movement algorithm is included in
the context of the Arbitrary Lagrangian-Eulerian (A.L.E.) description. The code is written in
FORTRAN language, and is vectorized in order to take advantage of fast vectorial processors

existing in modern supercomputers.

Vii



CAPITULO 1

1 INTRODUCAO

1.1 A DINAMICA DOS FLUIDOS COMPUTACIONAL

Na industria aeroespacial, os tineis de vento sdo utilizados para medir as caracteristicas
aerodinamicas das aeronaves em fase de projeto, mas esta metodologia envolve processos

caros € extensos no tempo.

A Dinamica dos Fluidos Computacional (D.F.C.) aparece, entdo, como uma alternativa
que permite poupar custos, reduzindo a quantidade de ensaios em tunel de vento a um minimo

indispensavel.

Mas o campo de acdo da D.F.C., ndo fica restrito a industria aeroespacial, pois foi
estendendo-se, e hoje existe uma variedade de aplicagdes muito ampla, como por exemplo, no
estudo da a¢do do vento sobre estruturas civis, na previsao do tempo, na industria petrolifera e

na analise aerodinamica de automoveis.

O objetivo dos engenheiros que trabalham em D.F.C. é conseguir algoritmos capazes
de avaliar as principais caracteristicas dos escoamentos envolvidos nas diferentes areas de
pesquisa. E preciso, entdo, poder determinar os valores de varidveis como a pressdo, as
componentes de velocidade, a temperatura e a massa especifica e, também, as forcas viscosas

e de pressdao que aparecem nos contornos sélidos em contato com o fluido.

Para alcangar este objetivo, os algoritmos devem resolver as equagdes de governam a
Mecanica dos Fluidos, envolvendo balangos de massa, de quantidade de movimento e de
energia. Apos a introducdo das Equacdes Constitutivas, o balanco da quantidade de

movimento resulta nas Equacdes de Navier Stokes (E.N.S.).

Mas algumas das caracteristicas principais de alguns escoamentos podem ser obtidas
considerando que os efeitos viscosos e de condugdo térmica estejam confinados nas
proximidades das superficies solidas, e que no resto do escoamento o fluido se comporte
como se fosse ndo viscoso. Tais escoamentos sao matematicamente modelados desprezando

0s termos viscosos nas equagdes de balango de quantidade de movimento, resultando nas



Equagdes de Euler. Os termos de conducdo térmica também sdo desprezados nas equagdes de
balanco e de energia, ficando, assim, um modelo simplificado. Esta simplificagdo ¢ qtil,
unicamente, em casos nos quais as regides onde os efeitos viscosos ficam confinados sao
muito proximas aos contornos solidos, e oferece informacdo parcial sobre o escoamento.
Consequentemente, as Equacdes de Navier Stokes sdo sempre indispensaveis quando se
deseja obter informagdo sobre a camada limite e as forgas viscosas atuantes nos contornos

solidos.

Entdo, os modelos matematicos empregados na simulagdo numérica de escoamentos
compressiveis estdo constituidos pelas equacdes que governam a Mecanica dos Fluidos

expressas em forma conservativa.

Mas o maior desafio da D.F.C. ¢ a resolugdo de problemas envolvendo contornos
moveis. Este tipo de problemas pode ser encontrado em diferentes areas da engenharia, como
por exemplo na industria metalurgica, na conformagao mecénica dos metais ou na inddstria
aeronautica no estudo dos fenomenos de Interacao Fluido-Estrutura. Precisamente, foi o
estudo destes fendmenos que deu origem a outra area da Mecanica Computacional, que se
estende além da D.F.C., entrando no campo da andlise estrutural, para estudar o fluido, a

estrutura em contato, € a sua intera¢ao, em forma simultanea.

1.2 DIFERENTES METODOS DE DISCRETIZACAO

No decorrer dos anos, enquanto a D.F.C. se desenvolvia, quatro métodos para tornar o
dominio continuo em um dominio discreto tém aparecido como os mais relevantes na

resolucao numérica de problemas da mecanica dos fluidos.

O Método das Diferengas Finitas (M.D.F.) tem sido largamente utilizado pela sua
simplicidade, e pelo fato de ser um dos primeiros métodos desenvolvidos. Mas, esta técnica
apresenta a desvantagem de ser de dificil aplicagdo em malhas irregulares envolvendo

geometrias complicadas.

O Meétodo dos Volumes Finitos (M.V.F.) é muito flexivel e aplicivel em malhas
irregulares. A sua grande vantagem consiste no fato de que as leis de conservagdo, na sua
forma integral, sdo levadas a forma discreta de maneira direta. Entdo, ndo ¢ necessario
recorrer a fungdes de interpolacao ou fungdes aproximadas e, também, ndo sao necessarios os

métodos para minimizar erros, como por exemplo, os métodos variacionais ou as técnicas de



residuos ponderados. Entretanto, a sua utilizagdo fica restrita aos problemas que podem ser
modelados em termos de equagdes de conservacdo, deixando de fora, por exemplo, os
problemas de Interacao Fluido-Estrutura que requerem a modelagem de estruturas eldsticas.
Nestes problemas, a Unica alternativa ¢ modelar o fluido utilizando o M.V.F. e algum outro

método para modelar a estrutura, como por exemplo, o0 Método dos Elementos Finitos.

O Método dos Elementos Finitos (M.E.F.) ¢ o mais geral dos métodos até aqui
descritos e, igualmente ao M.V.F., ¢ conservativo. Apresenta a grande vantagem de ser
aplicavel a uma extensa gama de areas da engenharia, ¢ tem a capacidade de recorrer a
adaptacdo de malha, baseando-se no erro da solug¢ao aproximada. Esta adaptacao pode ocorrer
por meio do refinamento da malha, por meio da movimentacdo da mesma ou através do

incremento da ordem das fungdes de interpolagao.

Outra técnica que tem alcangado sucesso na modelagem numérica de problemas da
Mecanica dos Fluidos é o Método dos Elementos de Contorno, mas ainda esta em fase de

desenvolvimento e, por enquanto, a sua utilizag¢do ¢ restrita a algumas areas da engenharia.

1.3 SIMULACAO NUMERICA DE ESCOAMENTOS COMPRESSIVEIS VIA M.E.F.

Em problemas fortemente convectivos, como no caso de escoamentos compressiveis, o
método standard de Galerkin conduz a procedimentos numéricos que sdo instaveis e

apresentam oscilagdes espurias nos resultados.

Inicialmente, estes contratempos foram resolvidos pela introdu¢do de fungdes de
interpolagao modificadas, esquema conhecido como formulagdo de Petrov-Galerkin que foi
introduzido por Christie et al (1976). Este método mostrou-se adequado a resolugdo de
problemas unidimensionais, mas, a sua extensao a problemas multidimensionais ndo resultou

satisfatoria.

Posteriormente, Hughes (1987) introduziu o método SPUG (do inglés “Streamline
Upwind Petrov Galerkin’), cuja idéia basica consiste em usar fungdes de peso adicionando
perturbagdes na direcao das linhas de corrente, isto ¢, na direcao do escoamento. Entretanto,
esta técnica foi desenvolvida para formulagdes de estado estaciondrio, e a sua aplicacdo a

problemas ndo estacionarios ndo resulta obvia.

O método de Taylor Galerkin foi introduzido por Donea (1984), e consiste numa

expansao em séries de Taylor no tempo e posterior discretizagdo através do método de



Galerkin. Esta formulacao ¢ uma extensao das técnicas de Diferengas Finitas de alta ordem do
tipo Lax-Wendroff as formulacdes fracas validas nas aproximacdes de Elementos Finitos, e
tem-se mostrado satisfatoria na simulacao de escoamentos altamente compressiveis, mas os

resultados decaem na sua qualidade a medida que o grau de compressibilidade diminui.

Outros métodos tém sido desenvolvidos na procura de esquemas gerais que permitem
resolver escoamentos tanto compressiveis quanto incompressiveis, mas estes se encontram

fora do alcance do presente trabalho.

Inicialmente, Belytschko & Kennedy (1975) e, mais tarde, Donea, Giuliani & Fasoli-
Stella (1976), tém desenvolvido algumas aplicagdes do M.E.F. em problemas hidroestruturais.
Mas, nestes estudos foram empregados métodos puramente lagrangeanos na descri¢do

cinematica do dominio fluido, conforme ¢ citado em Donea et al (1984).

A descricdo puramente Lagrangeana, tem dificuldade para tratar as fortes distor¢des
que aparecem no dominio nos problemas de Interacdo Fluido-Estrutura. Entretanto, se a
descricao utilizada ¢ puramente Euleriana, empregada nos problemas de Mecéanica dos
Fluidos, as distor¢des ndo representam um problema, mas ndo se consegue uma precisa
defini¢do das interfaces, € o acoplamento do fluido com a estrutura torna-se muito complexo,

segundo ¢ indicado por Donea et al (1984).

Devido aos problemas ja mencionados, tem aparecido a denominada Descri¢ao
Arbitraria Lagrangeana Euleriana (A.L.E.) , que ¢ uma descricdo mais geral, possuindo as
propriedades das descricdes Lagrangeana e Euleriana, e que ha provado ser util para tratar

problemas de Interacdo Fluido-Estrutura.

No marco do Programa de Pos-Graduagdo em Engenharia Civil da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul (PPGEC/UFRGS), algumas aplicagdes do Método do
Elementos Finitos na solucdo numérica de escoamentos de fluidos compressiveis, foram
realizadas por Santos (1993) e por Texeira (1996). O elemento isoparamétrico tridimensional
de oito nds e a sua integracdo através de expressdes analiticas, foram utilizados por Azevedo
(1999), no contexto da solugdo de problemas de Interagdo Fluido-Estrutura com fluidos

ViSC0s0s quase incompressiveis.

1.4 OBJETIVO E METODOLOGIA

Este trabalho tem como objetivo desenvolver um algoritmo para analisar escoamentos



compressiveis tridimensionais de fluidos viscosos e ndo viscosos, € a sua implementacdo em
um codigo computacional eficiente. Utiliza-se o esquema explicito de Taylor-Galerkin de um
passo, analizando diferentes escoamentos nos regimes supersonicos, transonico e subsonico

compressivel.

Embora o estudo ndo trate da analise do problema de Interagdo Fluido Estrutura, o
algoritmo foi elaborado utilizando tanto uma descricdo Euleriana, quanto uma descrigao

A.L.E., visando o futuro acoplamento do fluido com a estrutura.
As caracteristicas essenciais do modelo numérico sdo as seguintes:
a) Expansdo no tempo, seguindo a série discreta de Taylor;
b) Discretizagdo espacial via M.E.F.-Galerkin;
c) Utilizam-se malhas constituidas por elementos hexaédricos trilineares de oito nos;

d) As matrizes de elemento sdo obtidas mediante integra¢do analitica com controle

de modos espurios (Hourglass modes);

e) O programa ¢ codificado na linguagem FORTRAN e vetorizado para sua
utilizacdo no supercomputador CRAY T94 do Centro Nacional de Supercom-
putacdo (CESUP) da Regido Sul, que pertence a Universidade Federal do Rio
Grande do Sul (UFRGS).

No Capitulo 2 apresentam-se as Equagdes da Mecanica dos Fluidos que governam os
escoamentos compressiveis de fluidos viscosos e ndo viscosos. O Capitulo 3 descreve o
Modelo Numérico de Taylor-Galerkin, incluindo o esquema de viscosidade artificial adotado
para estabilizar numericamente a solugdo. A integragdo analitica das matrizes de elemento
para o elemento hexaédrico tri-linear de oito nos ¢ inteiramente tratada no Capitulo 4,
enquanto que o Capitulo 5 apresenta a Descricdo Arbitraria Lagrangeana Euleriana, util em
problemas de Interacao Fluido-Estrutura. Dado que o Pré-processamento de dados tem-se
mostrado uma fase critica na simulagdo, no Capitulo 6 faz-se referéncia a esta fase, sendo
incluidas, também, uma descri¢do breve de alguns dos aspectos da codificacdo e uma secio
referida a fase de Pos-processamento. O Capitulo 7 mostra exemplos e problemas resolvidos
numericamente através dos codigos desenvolvidos neste trabalho e, finalmente, o Capitulo 8

apresenta as conclusdes e as sugestdes para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

2 EQUACOES DA MECANICA DOS FLUIDOS

2.1 EQUACOES QUE GOVERNAM A DINAMICA DOS FLUIDOS

2.1.1 Equacdes de Conservacao

As equacdes que governam o escoamento de um fluido viscoso vém dadas nas

seguintes expressoes:

a) Equagao de Conservagdo da Massa:

P o _, 2.1)
ot OX

b) Equacdes de Conservagao da Quantidade de Movimento:

a(PVj)+ alpwyvi) ooy t_0o (2.2)
ot X o,

¢) Equacdo de Conservacao de Energia:

ot oX; OX;

a(pe)+a(pevi)_axg(vjau)_i% %J‘QZO 2.3)

todas elas validas no dominio €, e sendo em todos os casos 1i,j = 1,2,3, conforme ¢ indicado

na convengao “a)” do Anexo C.

Nestas expressodes, V; sdo as componentes do vetor velocidade segundo o eixo X;, p €
a massa especifica, € € a energia total especifica, T € a temperatura, K; sdo as componentes
do tensor de condutibilidade térmica, f; ¢ a componente da resultante de forgas de volume
segundo o eixo X;, Q € uma fonte ou sumidouro de energia ¢ as o;; sdo as componentes do

tensor de tensoes.



2.1.2 Equacdes Constitutivas

As Equacdes Constitutivas relacionam as tensoes, as pressoes e aos gradientes de

velocidade, conforme as seguintes expressoes:

Ty, =M v, +—11+2 V, S (2.5)
oX;  OX OX;

nas quais p € a pressdo termodindmica, J;; ¢ o delta de Kronecker, 7;; sdo as componentes

do tensor de tensdes viscosas, i € o coeficiente de viscosidade absoluta e A € o coeficiente

de viscosidade volumétrica. Se a hipotese de Stokes ¢ considerada, tem-se que A =-2/3 u.

2.2 EQUACOES DE NAVIER STOKES E DE CONSERVACAO DA MASSA E DA
ENERGIA

Substituindo as Equagdes Constitutivas nas Equacdes de Conservagdo da Quantidade
de Movimento, obtém-se as conhecidas Equacdes de Navier Stokes (E.N.S.), que governam o
comportamento dos escoamentos de fluidos viscosos. Desconsiderando as for¢as de volume e

as fontes ou sumidouros de calor, as equagdes de conservagao completas, resultam:

a) Equagdo de Conservacdo da Massa:

9P . _, (2.6)
ot ox

b) Equagdes de Conservacao da Quantidade de Movimento:

a(pvj)+a(pvjvi)_ir_ L s, 2.7)
ot OX; OX; ox, "

¢) Equacdo de Conservacao de Energia:

i aX- i

olpe) , Alpev) 0 .T_.)f(pvj)a_ :H Ll (2.8)
ot OX; Y ox ook | U ox,



2.3 EQUACOES DE EULER E DE CONSERVACAO DA MASSA E DA ENERGIA

Desprezando os efeitos viscosos, as equagodes (2.4) e (2.5) resumem-se na seguinte

expressao:
o =—PJ; (2.9)
Entdo, se nas Equacdes de Conservagdo se desprezam os efeitos de condutibilidade

térmica, as forcas de volume, e as fontes ou sumidouros, obtém-se as equagdes que governam

o escoamento de fluidos ndo viscosos:

a) Equacao de Conservacao da Massa:

9P OV _ (2.10)
ot oX
b) Equacdes de Conservacao da Quantidade de Movimento:
5(P\’j)+5(PVJVi)+@5U o @.11)
ot OX; :
¢) Equacado de Conservacao de Energia:
olpe) , oleev,)  Alpv,) o @.12)

ot OX. ox. !

2.4 EQUACOES COMPLEMENTARES

2.4.1 Equacéao de Estado

Este trabalho trata sobre escoamentos de gases compressiveis, em especial daqueles
denominados gases perfeitos. Por tanto, ¢ utilizada a Equa¢ao de Estado dos gases perfeitos,

que relaciona a pressdo, a energia interna especifica e a massa especifica, da seguinte forma:

p=(y—1)pu (2.13)



onde U ¢ a energia interna especifica € y =c,/C, ¢ a relagdo entre os coeficientes de calor

especifico a pressao constante e a volume constante respectivamente; também:

u=cT (2.14)

\

u:e—%v.v (2.15)

onde 1/2V,v; ¢ a energia cinética especifica.

2.4.2 Lei de Viscosidade de Sutherland

Em escoamentos com altos gradientes de temperatura, como € o caso dos escoamentos
compressiveis, a viscosidade ndo pode ser considerada constante, mas uma funcdo da tem-
peratura. Existem algumas leis empiricas para representar a dependéncia da viscosidade com a

temperatura, entre as quais, a Lei de Sutherland estabelece:

3
S+T (T )
_ et | 1 2.16
H :uref S+T [TrefJ ( )

onde o subindice “ref” indica “estado de referéncia”, e S é uma propriedade do gas em

unidades de temperatura. Por exemplo, para o ar tem-se:

S =110,4°K (2.17)

2.5 ADIMENSIONALIZACAO DAS EQUACOES

As equagdes de conservacao sdo adimensionalizadas, de forma de trabalhar com

problemas adimensionalizados para facilitar a comparacdo com a literatura existente na area.

As grandezas adimensionais utilizadas na adimensionalizagdo das equagdes (2.5) a

(2.17), sdo definidas como segue:



c
f . .
t=t— tempo adimensional.
ref
e L .
;= coordenadas espaciais adimensionais.
_ Lref
v, . . .
[ =— componentes adimensionais de velocidade.
- Cref
p= i massa especifica adimensional.
- Pref
p= P > pressao adimensional.
B pref Cref
€ . , . .
e=—— energia total especifica adimensional.
Cref
c,T o , . .
u=— energia interna especifica adimensional.
C

10

onde L. ¢ uma longitude de referéncia, C e p, sdo a velocidade do som e a massa

especifica da corrente ndo perturbada. As equag¢des adimensionalizadas de conservagao

resultam, para os fluidos viscosos:

a) Equacdo de Conservacao da Massa:

op 6( i)
—+—=0 2.18
ot 0X, @18)
b) Equacdes de Conservagao da Quantidade de Movimento:
olov) olviv) o[ (v ) oy ] op 2o
— = Ul —+—|+A—=—06; |+ —=0 (2.19)
ot oX; OXi |~ 0%} 0% X OX;
¢) Equagao de Conservagao da Energia:
0 o\ pev; ov, OV oV opv,
(P_9)+ @_)_6 Y P i e 5 R S s G ﬁﬁu _o (220
ot OX; OX; |— |~ 0x; 0% OXy OX;  OX | 0X;
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Considerando que M, e Re,, sdo o Numero de Mach e o Numero de Reynolds da
corrente ndo perturbada, e Pr ¢ o Namero de Prandlt definido a partir do trago do tensor K;,

as quantidades u,A ek ficam definidas através das seguintes expressoes:

a) Lei de Viscosidade de Sutherland adimensionalizada:

3
_ Mref §+uref H 2 (221)
IL_l I{eref § + H uref
A=, (2.22)
3=
g -GS (2.23)

3
M Sy +U, 2
K o= YDk Tt g d (2.24)
- Re ref Pr S_k + ! uref
C C
Pr= At ; y=—"t (2.25)
K C,
K — K]l + K22 + K33 (2.26)
3
c,S
S«=""3 2.27)

Mais informacgdo referida a Lei de Sutherland para a Viscosidade ou para a
Condutibilidade Térmica, assim como os valores das constantes S e S, , encontram-se em

White, F. (1974).

As Equagdes de adimensionalizadas para fluidos nao viscosos, obtém-se simplesmente
eliminando os termos viscosos nas equacgdes de Conservacao de Quantidade de Movimento ¢

de Energia, e os termos de Condutibilidade Térmica na equagdo de Conservagao de Energia.
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2.6 FORMA VETORIAL COMPACTA DAS EQUACOES

A partir deste ponto, utilizam-se sempre as equacdes adimensionalizadas, seja para o
caso dos fluidos viscosos governados pelas E.N.S., ou para o caso de escoamentos de fluidos
ndo viscosos modelados com as Equagdes de Euler. Assim, todas as varidveis sdo
adimensionais, embora o trago utilizado na se¢do anterior ndo aparega, para facilitar a

notagao.

Empregando os seguintes arranjos:

0
P i
—Ti
AV, A I
U=ipv,: F=1p,v, +ps,t: G = : (2.28)
AV, PV3V; + po, i3 o
pe v (e + p) ‘Tu‘"i‘Ka

onde i =1,2,3 ,U ¢ o vetor de variaveis de campo, F, ¢ o vetor de variaveis de fluxoe G, é o

vetor de termos viscosos e de condutibilidade térmica, entdo, as equagdes de conservagao para

fluidos viscosos ficam resumidas na seguinte equacao vetorial:

—:——_——_ (2.29)

Entretanto, estas equagdes sdo resumidas na seguinte expressao, para o caso de fluidos

Nnao viscosos:

—=——" (2.30)



CAPITULO 3

3 O MODELO NUMERICO: METODO DE TAYLOR-GALERKIN

3.1 ESQUEMA DE AVANCO NO TEMPO

No método de Taylor-Galerkin, as variaveis de campo sdo expandidas no tempo
segundo uma série discreta de Taylor. Isto permite obter os valores daquelas em um

determinado passo de tempo (n + I)At, a partir do passo de tempo anterior nAt. Informagao

adicional sobre este esquema de avango no tempo pode ser obtida nos trabalhos de Donea

(1984), Morgan et al (1991) e Yoon et al (1998).

Desenvolvendo o vetor de varidaveis de campo segundo a série de Taylor, obtém-se:

n+s, 2 2 n+s,
U™ =u" +At[%) +%(;Ej +... G.1)

onde o superindice indica “passo de tempo”, segundo indica-se no Anexo C:

n+s; n n+1
2 n+s, 2 n 2 n+1
%tlj :aatg +sz—aatA2U 0<s, <1 (3.3)

Adotando s, =1/2 e s, =1/2, e substituindo na equagao (3.1), resulta:

n n+1 b 2, N 2 n+1
au" 1aAU ]+At (au 18°AU J a4

AUnH :At I
ot 2 ot 2 | ot? 2 at?

A equagdo (3.4) ¢ a expressao que define o esquema de avanco no tempo, mas ainda ¢

preciso substituir nela as derivadas primeira e segunda de U" e AU™' com relaciio ao tempo,

por expressoes obtidas a partir das equagdes de conservagao.
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A equacao vetorial (2.30), representando as Equagdes de Conservacao, € expressa por:

= -3 __axi (i=12,3) (3.5)
Analogamente, para o incremento AU™":
8AU n+l1 GAFI n+l1 aAG i n+l1
— == - (3.6)

Antes de substituir as expressdes (3.5) e (3.6) na equagdo (3.4), € preciso obter as

derivadas segundas de U" e AU™" com relacdo ao tempo.

Expandindo o vetor F, como se mostra nas seguintes expressoes:

F =C, +P,
(3.7)
Vi 0
PV g
Ci=yoVip;  Pi=qpd, (3.8)
V3V, PSis
PEY; pv;
a equacao (3.5) pode ser expressa da seguinte forma:
8_U”__6Ci"_8Pi”_66i” (3.9)
ot OX; X, X, '
Derivando em relagdo ao tempo a expressao (3.9), obtém-se:
2y oc," opP," oG,"
0 EJ = of i o965, (3.10)
ot ot oX OX; OX;
2y” oc," oP" oG,"
Ul _of el o, a1
ot oX; ot ot ot
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Utilizando a regra da cadeia, tem-se:

o’u" 9 oc,"ou" o6G,"ou" oP"
— = |- = = = = (3.12)
ot oX; ou ot ou ot ot
Observando que:
Gty 3.13
o =V (3.13)
onde 1" ={ 11111 }, e denominando:
oG, "
b,"=—" 3.14
ey (3.14)
resulta:
2 n ] n . n P n
88 :i_ : & _bi @ _Q (315)
ot OX; ot ot
Substituindo a expressao (3.9) na (3.15), obtém-se:
21" n n n n
0 t’ _0 ~(v"1+b,") _ L R G| P (3.16)
ot oX; OX, OX, OX, ot
(i,lk=1,2,3)
Mas, lembrando a expressdo (3.7) e adotando a seguinte linearizagdo:
o R
= = (3.17)

ot At At

a equagao (3.16) transforma-se em:

P n n n+l
oY :axi{—(vi”ubi")(—a':k G J—Api } (3.18)

OX, OX,
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E, analogamente, obtém-se a seguinte expressdo para o incremento AU™" :

5 n+l n+l n+l n+l
OBV _ 0 [ oy o) (LR 286, ™) alap) (3.19)
ot axi an aXk At

Agora, as expressoes (3.5), (3. 6), (3.18) e (3. 19) podem ser substituidas na equagao

(3.4). Se isto for feito considerando que b,"<<v,"1 e desprezando os termos:

AV 0 3G," AU 0 aAG, " At aAlar,™)
2 ox, ox, 4 ox o 4 X,

pelo fato de serem termos de ordem superior, obtém-se a seguinte equacdo para os

incrementos das variaveis:

AU - GRS _8G At o (LR
()¢ ()¢ 2 0%, OX;
(3.20)

+ _
oX, OX; OX; 2 0OX,

. At GAFI n+1 8AP, n+l 8AG| n+1 At a ' . 8AF, n+l
2 ©ox,

Na equagdo (3.20), os incrementos das variaveis de campo devem ser obtidos através
de um processo iterativo, dado que estao definidos para 0 mesmo tempo que os incrementos

do segundo termo do lado direito da equagao. Finalmente, adotando a seguinte nomenclatura:

Vi
NV, 2Py,
F'i=F +P, ={pv,v, +2pJ,, (3.21)
V3V +2pd;

v, (pe+2p)

e adicionando um contador de nlimero de iteragdes “I”, o esquema de avanco no tempo para o

caso de escoamentos de fluidos viscosos fica representado pela seguinte expressao:

F- n ) n F n
AU?:IIZAt _L _ﬁ +§i an& +
OX; OX; 2 OX, OX;
(3.22)

p N+l n+1 n+1

OAG,, At 0 | . OAF,

At| OAF; .
Vk
OX

+ —_
2 OX; oX; 2 OX,
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Para modelar escoamentos de fluidos ndo viscosos, simplesmente, se eliminam os

termos contendo o vetor G, , resultando na seguinte expressao:

n+1
F " . OF. " OAF,” . OAF,
AUI”;l:A{_Q At 0 [vk o, j}ﬁ — +At 0 a

+__ _ J— J—
oX; 2 0OX, oX; 2 oX, 2 0OX, OX

3.2 DISCRETIZACAO ESPACIAL ATRAVES DO M.E.F. E O METODO DE GALERKIN

Nas expressoes (3.22) e (3.23), todas as fungdes envolvidas ja foram discretizadas no
tempo, mas nio no espacgo. Os vetores U,F.,F’ e G, sdo ainda fungdes continuas da

EA I | 1

posig¢ao, significando que, por exemplo:

F"=F"(x,) (i=12,3) (3.24)

entanto, 0s incrementos temporais que apareceram também s3o fungdes da posigdo,

significando ter, por exemplo:

AFi n+1 _ AFI n+1(xi) — Fin+1(xi) _ Fin(xi) (325)

Para discretizar no espago o dominio continuo, utiliza-se o M.E.F., o qual consiste em
dividir o dominio em elementos. Aproximam-se as variaveis de campo nos elementos, através
de polindmios que interpolam os valores das variaveis a partir dos valores das mesmas nos

nods dos elementos.

Neste trabalho, utilizam-se elementos tri-lineares hexaédricos de oito nods. Portanto,

tém-se oito funcdes de interpolagdo, ou funcdes de forma, constituindo a seguinte matriz:

[@]=[®, ®©, ®, ®, ®, ®, O, ] (3.26)

Apo6s a discretizacdo do dominio, as varidveis aproximadas obtidas por interpolagao

ficam representadas pelas seguintes expressoes:
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u" =[] {u}" (3.27)
R =[] (R (3.28)
FP" =[o] {7} (3.29)

Nestas expressoes, {U}n , {F}n e {FiP }n sao vetores de valores nodais. Por exemplo,

para o vetor de varidveis de campo tém-se:

Y
U} = 1pv, ) (3.30)
o

onde o vetor {pv,}" contém os produtos dos valores de p e v, em cada um dos oito nos do

elemento, ou seja:

v =1 (3.31)

Os vetores restantes se expandem da mesma forma.

n
Deve-se remarcar o fato de que os vetores U",F," e F', que aparecem no lado

esquerdo das expressdes (3.27), (3.28) e (3.29), contém as variaveis aproximadas, formadas
pelos produtos das fungdes de interpolacdo constituidas por polindmios conhecidos, € os

valores nodais das varidveis que sdo as incognitas do problema a serem determinadas.
n ~ . . .
Entretanto, o vetor G, ndo tem aparecido aqui, dado que estes termos precisam de um

tratamento especial.
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Uma vez aplicado o ML.E.F., ¢ necessario adotar um método que permita estabelecer
equagdes para determinar os valores nodais das varidveis, de forma que a diferenga entre os
valores das varidveis aproximadas por interpolagdo e os valores reais das varaveis que eram as

incognitas originais no modelo matematico continuo, seja minimizada.

No contexto do M.E.F., o método dos residuos ponderados consiste em tomar as
fungdes aproximadas num elemento, as quais introduzidas nas equagdes (3.22) e (3.23) nao
as satisfardo, ficando um residuo para cada equagdo pelo fato de ndo serem as funcdes

aproximadas as solugdes exatas daquelas equacgdes.

Este residuo ¢ ponderado de alguma forma e obrigado a satisfazer uma condicdo para

minimiza-lo.

Entre os métodos de residuos ponderados que podem ser utilizados, o método de
Galerkin ¢ aquele no qual se pondera o residuo com relagdo as variagdes das varidveis do
problema, exigindo que o produto interno entre ambos seja nulo. Assim, definindo o produto
interno como a integral de volume no elemento finito, do produto entre o residuo e variagdo

do vetor das variaveis, tem-se:

J SUR dQ = 0 = {SU}TJ [®]' R dO = {0} = J @R d2 = {0} (332

Qe Qe Qe

onde R ¢ o residuo da equacao.

Desta forma, resolvendo a equacdo (3.32) para os valores nodais das varidaveis de
campo, obtém-se a solu¢do do problema discretizado, dado que estes valores sdo, precisa-

mente, aqueles que minimizam o residuo.

3.2.1 Modelo numérico para fluidos néo viscosos

Dado que os termos viscosos e¢ de condutibilidade térmica, que estdo presentes na
equacdo (3.22) requerem um tratamento especial, inicialmente, desenvolve-se o método para
o caso de fluidos ndo viscosos, adicionando depois os termos correspondentes ao caso

ViSCOSO.

Introduzindo as variaveis aproximadas na equacao (3.23) e aplicando o método de

Galerkin, tem-se, para cada elemento do dominio, a seguinte igualdade:
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J[@]TAU?jll dQ = At| - J. [q>]T Flio+ A [®]" 0 [v; iJdQ +
X; 2 OX, oX,

Qe Qg Qe

+% —I[d)] am;"““ J[GD]T [ aAFi JdQ

(3.33)

. . . n n+l1
As integrais contendo derivadas segundas dos vetores F," e AF"", devem ser

integradas por partes utilizando o Teorema de Gauss-Green, dado que as derivadas segundas
na expressao integral exigiriam fungdes com continuidade até sua primeira derivada. Assim,
consegue-se descer a ordem de derivacdo em um grau, mas aparecem termos de contorno que

nem sempre podem ser desprezados. No caso da integral contendo a derivada segunda do

1 ~ .
vetor AF,"", os termos de contorno podem ser desprezados, dado que sio de ordem superior.

Como a equagao esta definida para um elemento genérico, os termos de contorno estao
referidos, precisamente, aos contornos do elemento. Mas, ap6és a montagem de todas as
equacdes de elemento, nos contornos compartilhados por elementos adjacentes estes termos
se cancelam mutuamente, ficando unicamente os termos de contorno correspondentes ao

contorno externo do dominio fluido.

Aplicando o Teorema de Gauss-Green nas integrais contendo derivadas segundas, e

desprezando os termos de contorno resultantes da integral contendo o vetor AF, " a

expressao (3.33) transforma-se em:

n T n
J-[cD]TAu;‘;; dQ = At —J' [@]Tﬁdg _ EJ' olo] anﬁdg .
OX; 2 OXy OX;

i i
QE QE

At £ T oF"

— 1 |® vi ——|n dl | + .

2_‘-[ ](kaXJk (3.34)
I'e

onde a matriz [CI)] contém as fungdes de interpolacao avaliadas no contorno do elemento.
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Agora, substituindo as expressoes (3.27), (3.28) e (3.29) na equagdo (3.34), obtém-se:

[ j [@]T[CD]dQJ (AU = At H j (o] a[q’] dQJ{ S

_§ J‘([Q]{Vk}n)%%qi]dgl{ﬁ }“ +%{J‘[(D*]T([q)]{vk}n)nk(%ql)]{l:i }n]er] N

Qe e

~—+

+A7 “ [©]' %m} A %“([@D]{Vk}”)%% dﬂ} (AF, }”*‘] (3.35)

Q¢ Qe

onde as N, sdo as componentes do vetor normal ao contorno.

Entdo, definindo os seguintes arranjos:

- | ol o] 636

el - [ fo1 4 e 637

- j (lofnr) 221 2] 339

o = [ T (loo ) o, |2y e 339
) (ik=123)

a equagao (3.35) pode ser escrita em forma matricial da seguinte maneira:

MUl = ot~ (B ) - Tl R) + Se) | +

(3.40)
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Fazendo:

[Bc]i :[B]i +%[C]i (3.41)

obtém-se:

N N L R S R

%(‘ [B] tam i - [p¢) {AFi}T“]

(3.42)

A equagdo (3.42) foi definida para um elemento genérico, portanto, para resolver as
equacdes, € preciso primeiramente efetuar a montagem das equagdes de elemento para obter o
sistema completo. Se isto fosse feito utilizando a matriz [M] como foi definida, o resultado
seria um sistema de equagdes acopladas que ndo poderiam ser resolvidas explicitamente. No

entanto, se ¢ definida a seguinte matriz diagonal:

M, ]= My ] (3.43)
onde:
oM s€ M =N
m =
MN { 0 s€ M =N (3.44)

8
ZM MN
N=1

0= 5 (3.45)
2 2 M

N=1M=1

onde M,,, sdo os elementos da matriz [M] (Anexo C), entdo, obtém-se o seguinte esquema

explicito:

okt = sty (- [ ) T +

A1 - Bl e - ] R

2

(3.46)

(i=123)
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A equagdo (3.46) representa assim, o modelo numérico de Taylor-Galerkin, para
escoamentos compressiveis de fluidos ndo viscosos. Informagao adicional sobre a implemen-
tagdo do M.E.F. em problemas de Dindmica de Fluidos, encontra-se em Chung (1978) e
Zienkiewicz & Taylor (1991).

3.2.2 Modelo numérico para fluidos viscosos: adi¢ao dos termos difusivos

Os termos difusivos contidos no vetor G ndo podem ser interpolados em forma direta,

como se mostra a continuagao:

G!=[o] {G,}" (i=123) (3.47)

A expressdo (3.47) ndo pode ser utilizada em forma direta porque isto implicaria dispor
dos valores nodais do vetor G e, dado que os termos difusivos e de condutibilidade térmica
contém derivadas das variaveis de campo, esses valores nodais ndo podem ser obtidos quando
o elemento utilizado ¢ linear. Assim, resulta necessario integrar por partes utilizando o

Teorema de Gauss-Green.

Além disso, como as derivadas envolvidas nestes termos sdo derivadas das compo-

nentes de velocidade v, e da energia interna u., ¢ preciso expandir a equacgdo vetorial nas
respectivas equagdes de conservagio, dado que ndo se trabalha com os valores nodais de G,

mas sim com os valores nodais das componentes de velocidade v, e a energia interna u.

Adicionando os termos difusivos e de condutibilidade térmica na equacao (3.46),
expandindo a equagdo nas respectivas equacdes de conservacdo e integrando por partes os
termos adicionados, obtém-se as equacdes de Conservagdo da Massa, Conservagdo da
Quantidade de Movimento e Conservagdo da Energia, discretizadas no tempo e no espago,

constituindo o modelo numérico de Taylor-Galerkin para fluidos viscosos.

Mas, a obtengdo destas equagdes envolve um processo algébrico extenso que, por sua
vez, ndo diz nada com respeito aos conceitos fundamentais do método. Portanto, este processo

ndo ¢ apresentado aqui.

A expansdo dos termos difusivos e de condutibilidade térmica pode ser encontrada no

Anexo A.



Considerando as seguintes expressoes para facilitar a notacado:

Fip =P
F," = pvv; + pd; (ij=123)
Fipe = pPeV; + pv;

as equacdes ficam expressas da seguinte maneira:

a) Equac¢ao de Conservacao da Massa:

(aol) = at[M, (- ) ey + Aoy J N
S - be) b))

2

b) Equacdo de Conservagdo da Quantidade de Movimento:

{Ap\/j}?: = At[M, ] L_ [Bc]i {Fifv }n - [D]ij i+ {fj }n + %{gﬁv }nJ T

+?[MD]_I( - [B]i {Ap5ij };Hl - [Bc]i {AFiij }?H - [D]ij {Avi };Hl

¢) Equagao de Conservagao da Energia:

looefi = st (- o) ) - ) o - I+ + S} ) +

2

A[MDF( - [B] ey ) - [B] fare - ] fav - [K] {Au}?“]
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(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

Nestas equagdes, as matrizes [M, ], [BC ]i e [B];, e o vetor {g}, j foram definidos nas

expressoes (3.43), (3.41), (3.37) e (3.39) respectivamente, com ajuda das expressoes

complementares (3.36), (3.38), (3.44) e (3.45). Entretanto, tem aparecido novas matrizes ¢

vetores de elemento que se definem a seguir:
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[fo-2)lel g, [, ol ol

oX, X, OX,

u i OXp
i=1->k=23
sei=],eqi=2—>k=13

Qp Qg
i=3—->k=12 (3.54)

i j
Qe Qe

sei#]

onde o paréntese no subindice indica que ndo ¢ aplicada a convencao da soma, mesmo que 0s

indices estejam repetidos.

e, ) :J' o] V{a@[Tq?]{vj}n +%{vi }nJM[a[GD] v, }]J 0 dr (3.55)

i OX,

(i,j,k=1,2,3)

T T (3.56)
)= [ ) T 8T (g ) 2L 00,
+ ﬁ([q)]{vk}n) 65()'(]T %[qu)]} dQ
- [ o 22 e L | Ao
. | J ’ (3.57)
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[K]= j K ool MolQ (3.58)

la)" =I [CD*]T([@]{VJ}H)VL@{VJ}“ +@{V‘ }nJM(@{Vk}n]J e (3.59)

o X X,
+ J‘ o] k @[Tq?]{u}”j n, dr

3.3 ESTABILIDADE NUMERICA DO METODO E VISCOSIDADE ARTIFICIAL

3.3.1 Condicéo de estabilidade

Una vez montadas as equacdes de elemento, o sistema resultante ¢ um sistema

explicito, dado que aquelas nao ficam acopladas.

Os esquemas explicitos sdo condicionalmente estaveis, o qual significa dizer que
devem cumprir alguma condi¢do de estabilidade que limite o valor do incremento de tempo

utilizado.

No caso do esquema explicito de Taylor-Galerkin para escoamentos compressiveis, a
condi¢do de estabilidade ¢ a Condi¢dao de Courant, que pode ser expressa da seguinte forma:

At =P (3.60)

c+(vv; )%

onde At ¢é o incremento de tempo critico do elemento, B € um coeficiente de seguranga, L.

¢ uma longitude caracteristica do elemento e ¢ ¢ a velocidade do som. Em forma

adimensionalizada, a expressao (3.60) resulta:

LE

Lref
Ate =B— (3.61)
—+M

ref
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onde M é o nimero de Mach local.

Finalmente, o incremento de tempo critico adotado ¢ o menor incremento escolhido

dentre todos os elementos.

3.3.2 Esquema de Viscosidade Artificial

Em problemas envolvendo escoamentos compressiveis aparecem fortes descontinuida-

des em forma de ondas de choque.

A solugao direta dos modelos numéricos para este tipo de problemas conduz a aparigao
de oscilagdes de alta freqiliéncia nas proximidades dos choques, motivo pelo qual é necessaria

a adogdo de algum método que permita capturar as descontinuidades.

Woodward & Colella (1984) tém apresentado uma comparagao dos diferentes métodos
para controlar as oscilagdes numéricas nas proximidades das ondas de choque. O Método de
Viscosidade Artificial é o mais simples deles e, na forma adotada por Peraire et al (1988),
acaba sendo o esquema menos oneroso em termos de tempo computacional. Nos trabalhos de
Argyris et al (1989), Morgan et al (1991) e Satya Sai et al (1998), entre outros, também foi

utilizado este método.

. . n+1 e .
Uma vez obtidos os incrementos {A } ", o valor das varidveis de campo para o tempo

(n+1)At, resulta:

U™ ={ul" +{au (3.62)

O Método de Viscosidade Artificial consiste em adicionar termos dissipativos que

simulem a a¢do da viscosidade nas proximidades das descontinuidades. Significa ter:

U™ ={up™ + M, " D) (3.63)

n+1 sz . . n .
sendo {Ug}™" o vetor de variaveis de campo suavizadas e {D}" o vetor de amortecimento

numeérico, que fica definido da seguinte forma:

E E

{D}" =z{ Ce Cy St [ [M]—[MD]J {u};} (3.64)
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Deve-se observar que os vetores e matrizes das expressodes (3.62) e (3.63) que ndo
levam o subindice E sdo vetores globais, ou seja que foi efetuada a montagem das equagoes de

elemento.

Pelo contrario, na expressao (3.64), todas as magnitudes sdo de elemento e levam o
subindice E. Nesta ultima equagdo, o simbolo de somatdrio indica o processo de montagem do

produto no interior da chave, C,- ¢ um coeficiente de amortecimento ficticio definido pelo

usuario e C. ¢ o Numero de Courant local que vem dado pela seguinte expressao:

At
Cp=—"
e (3.65)

Finalmente, S ¢ a média dos valores nodais do sensor de pressdes calculada da

seguinte forma:

1 8
3 ZIS (3.66)

onde os S, sdo os valores do sensor de pressoes em cada um dos nds do elemento, extraidos a

partir do vetor global {s}":

(3.67)

3.4 REVISAO DO CAPITULO 3

No terceiro capitulo tem-se apresentado o método de Taylor-Galerkin, para analise de

escoamentos compressiveis pelo M.E.F.

Assim, para escoamentos compressiveis de fluidos ndo viscosos, a equagdo vetorial
(3.46) representa, simultancamente, os balangos de Massa, Quantidade de Movimento e

Energia. O modelo para fluidos ndo viscosos se completa com as matrizes de elemento
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descritas nas expressoes (3.36), (3.37), (3.38), (3.43), (3.44) e (3.45), e o vetor definido em
(3.39).

Entretanto, para escoamentos compressiveis de fluidos viscosos, os balangos de Massa,
Quantidade de Movimento e Energia ndo podem ser expressos em uma uUnica equagio
vetorial. O modelo fica representado pelas equacdes (3.51), (3.52) e (3.53), e as matrizes e
vetores de elemento definidos em (3.36), (3.37), (3.38), (3.39), (3.43), (3.44), (3.45), (3.54),
(3.55), (3.56), (3.57), (3.58) e (3.59).

Em ambos os casos, sdo utilizados a Condicao de Estabilidade da expressao (3.61) ¢ o

Esquema de Viscosidade Artificial das equagdes (3.63) e (3.64).



CAPITULO 4

4 INTEGRACAO EXPLICITA DAS MATRIZES DE ELEMENTO

4.1 ELEMENTO ISOPARAMETRICO DE OITO NOS

Neste trabalho ¢ utilizado o elemento hexaédrico tri—linear de oito nos, empregando-se
as funcdes de interpolacdo cldssicas para expandir as componentes de Quantidade de

Movimento, a Energia e a Massa especificas.

S
&,
8 7 /
5 L 6
| | ‘ X3
ey,
AT 3
X
1 2 ’
Xl
FIGURA 4.1 - Espago Computacional FIGURA 4.2 - Espago Fisico

As fungdes de interpolagdo sdo dadas segundo a seguinte expressao:

oy =li+an sl glii+5, &) @)

onde o indice N indica o nimero do n¢ local, que varia de 1 até 8. Portanto, &,,, £, € &,

sdo as coordenadas naturais do n6 N e sdo valores conhecidos e fixos que podem ser

agrupados nos seguintes arranjos:
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N T . Y “2)

Observe-se que a expressdao (4.1) vem dada em forma indicial e ndo matricial. As
fungdes assim obtidas sdo as oito fungdes que compdem a matriz linha descrita na seguinte

expressao ja vista anteriormente:

[@o]=[®, ®, ®, ®, O, O, D, D] (4.3)

Como ja foi mencionado com anterioridade, todas as varidveis de campo sdo

interpoladas da seguinte forma:

f =[®]{f} (4.4)
ou também:

f:Z o, fy 4.5)

N=

—

significa ter, o produto escalar da matriz de fun¢des de interpolacdo e o vetor contendo os
valores nodais de uma determinada variavel de campo ou de um produto de variaveis de
campo. As expressoes (4.4) e (4.5) sdo equivalentes, sendo que a primeira foi escrita em
forma matricial e a segunda em forma indicial. Como pode ser observado, para os subindices
nodais a forma indicial aqui adotada ndo segue a conven¢do de Einstein, a qual continua

sendo utilizada para os subindices que indicam componentes espaciais.

Pelo fato de tratar-se de um elemento isoparameétrico, a geometria do elemento pode
ser interpolada da mesma forma, a partir dos valores nodais das coordenadas espaciais, da

seguinte maneira:

X, =[®]{x } (4.6)

X =2 Dy Xy 4.7)
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4.2 TRANSFORMACAO DO DOMINIO DE INTEGRACAO

As matrizes a nivel de elemento, j& definidas, vém dadas em termos das fungdes de

interpolagdo e suas derivadas. Genericamente:

L E F [[@],%j dQ (4.8)

Mas, o dominio de integracdo serd transformado do espaco fisico para o espago

computacional, transformando a expressdo genérica (4.8) na seguinte expressdo (também

j j _[ 1(&,,8,,8,) de, de, de, (4.9)

Para isto, as derivadas das fun¢des de interpolacdo com respeito as coordenadas

genérica):

espaciais devem ser expressas em termos de derivadas com respeito as coordenadas naturais.

Sabe-se, da expressao (4.1), que:

D, =®N(é1>&>2:&3) (4.10)

e da expressao (4.7), que:

X =x(&,,.85) (4.11)

Entdo, pela regra da cadeia, tem-se:

od, oD, OX
XKy oK &

(ij=123; N=12,..8  (4.12)

ou, em forma matricial, para as fungdes de interpolagdo fica a seguinte expressao:

o]  o[@] ox,
&, 0x 0,

(4.13)
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Desenvolvendo para os subindices espaciais 1 ¢ j , segundo a convengdo da soma de

Einstein, pode-se expressar:

@] |ox, ox, ox ||o[@]

8&1 a&l aE.:l 8&1 aXl
ol@]| |ox  ox, ox || o[@]

= (4.14)
x, &, &, &,|| X
@] |ox, ox, ox, ||o[@]
8&3 _5§3 6ﬁ3 aE_m_ a)(3
onde a matriz contendo as derivadas K ¢ a Matriz Jacobiana da Transformagao:
OX, OX, OX,
&, & &,
b2 % o a1
OX, OX, OX,
| &y &y &y
Deve-se observar que J; =—1 =f(g,,&,,&,), e considerando as expressdes (4.6)
i
obtém-se:
o], do], .\ @]
6?[al]{xl} g[&l]{xz} g[al]{x3}
ewnt)=| ot Tbal ] (4.16)
ol ol o)
. {x} % {x, } % {x,}
ou também:
I, :@{Xj} 4.17)
oy
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. . o . ®
Mas, precisa-se expressar as derivadas ? em funcao das derivadas M, portanto ¢

Xi j

necessario inverter o sistema das expressoes (4.12), (4.13) e (4.14), ficando entdo:

o] |, o]
x) =1 = (4.18)

onde a inversa da matriz Jacobiana pode-se obter mediante a seguinte expressao:

| <1

IJ :Jfl — (4.19)

[}

sendo J a trasposta da matriz adjunta da matriz J.

Desta forma so falta expressar o diferencial de volume em termos das coordenadas
naturais, para poder transformar as integrais da forma (4.8) em integrais da forma (4.9).

Sabendo que:

dQ=|J | dg, de, de, (4.20)

entdo as expressoes (4.18) e a expressao (4.20) devem ser substituidas em (4.8) para obter as
integrais da forma (4.9), as quais devem ser integradas, quer seja analiticamente ou

numericamente mediante o método de Gauss—Legendre.

4.3 INTEGRACAO ANALITICA DAS MATRIZES DE ELEMENTO

As integrais do tipo (4.9) podem ser resolvidas numericamente, utilizando o método de
Gauss—Legendre. Mas, para diminuir o tempo computacional, a drea de memoria necessaria e
para facilitar a vetorizagdo, integrar-se-a analiticamente. Alem do mais, na procura de facilitar
o trabalho com as expressoes envolvidas, estas se simplificardo utilizando um ponto de

integracdo no centro do elemento (&1 =0,&, =0,&, :0), onde serdo calculados a Matriz

Jacobiana e o seu determinante.

As formulas assim calculadas, serdo exatas no caso de ter uma malha de hexaedros de

faces paralelas e resultardio uma boa aproximacdo quando os hexaedros estejam pouco
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distorcidos.

Segundo a expressdao (4.17), calculando as derivadas @ no centro do elemento,

obtém-se a seguinte matriz Jacobiana:

}
JofE G e ) (4.21)

€ a sua inversa:

= 36 (4.22)

onde a trasposta da matriz adjunta é:

. [J22J33 _J23J32](o) [J13J32 _J12J33](o) [J12J23 _J13J22](0)
m= [J23J31_J21J33](o) [J11J33_J13J31](0) [J31J21_J11J23](o) (4.23)
[J21J32_J22J31](0) [J12J31_J11J32](0) [J11J22_J12J21](0)

Entdo, tem-se todo o necessario para integrar analiticamente as matrizes de elemento

expressas no capitulo anterior. Fazendo isto (ver Anexo B), obtém-se em forma indicial:

e Matriz [M]:

1 1 1

My :j D, D, dQ :J‘J‘J‘ D, D, |J(O] dild‘izd&3 (4.24)

Qe -1 -1 -1

(MN=12,...8)

e integrando:

Q. [ 1 1 1
MMN :a|:1+§i1|v| é;1N:||:1+§é;2w| E.)ZN:||:1+§§3M §3N:| (4.25)

Q
Moy === (4.26)
o Matrizes [B];:
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~ oby oD, (4.27)
BiMN _'[®M 8Xi dQ _J'J"“ q)M aéj Iij |‘](O) dildgzd‘tﬂ

Qe -1 -1 -1

e, integrando:

1 1 1
BiMN - g {Jn(O)ilN[Hgim &2N:||:1+§§3M &3N:|+

+T(o)<:m{1+§ém am}[nlam am} (428)

3

+Ji3(0)§3N[1+§§1M &1N}|:1+§E"2M ézN:| }

e Matrizes [C];:

(4.29)

13, oDy, ., |[0Dy
_(gh/IZ:IVijJ‘_“j (aaj ij][ aah Imj|~](0)| d&1d§2d§3

(ij,kh=123; MN=12,..,8)

8
Nesta ultima expressao o fator escalar entre paréntesis (z ONARVA ) tem sido simpli-
M=l

ficado tomado as fungdes de interpolagdo no centro do elemento. Isto equivale a tomar a
média dos valores nodais da varidvel, que por ser um valor definido para o elemento todo,
pode sair da integral, simplificando a integracdo. A perda de exatidao serd menor quanto

menor for o tamanho do elemento. Integrando (4.29), fica:

13, 1
Cimn = (g MZ=:1VK " jQ—E i mn (4.30)
onde:
Ay =i (O) Jih(o) Aj, MN (4.31)
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e com o fator A, definido da seguinte maneira:

:&iM &jN [1"'%%(@,% akN:|

sei=le j=2 > k=3
.sei#], sendo:<sei=2¢ j=3 > k=1
sei=3e j=1—> k=2

ivMn T (4.32)

1 1
=&y E’:jN |:1+§F:(k)M gkN}|:1+§é;(h)M thN:|

sei=]j=1>k=2¢eh=3
..se1=], sendo:qse i=]=2 > k=1¢e h=3
sei=]j=3 > k=1eh=2

onde o paréntese no subindice indica que ndo € aplicada a conveng¢do da soma, mesmo que os

indices estejam repetidos.

e Matrizes [D]ij:

No caso de ser i# J, tem-se:

- oD, 0D, oD, oD,
Dy - [ 5220 [ 120 B0 g,

OX;  OX; ox; OX
Qe Qe
1. 1. 1.
oD, ;|0
= I I3, [19(0) dg,dg,dg, +
1] (aak kJE % 3(0) de,de,de, (4.33)
B |
1. 1. 1.
ob oD
+ A Mo =— 1 113(0) de. de.d
(aak ,k](agh n |[300) de,de,de,
I -1 -1
Deve-se notar que Dy ~=Dj . ou, em forma matricial [D]ij =[D]TI Entao,

integrando a expressdo (4.33) obtém-se:



38

(4.34)

1
Dy = # Q. a

ij MN Q JiMN
E

Por outro lado, no caso de ser i= j, e considerando que:
sei=1—>k=23; sei=2—>k=13; sei=3—>k=12; ¢ Lh=1,23

tem-se a seguinte expressao:

O, oD ) O, oD
8M8_ Q+Jua_Ma_NdQ

X, OX,
Q¢ Qe

0 od
= (2/1‘"1)( D Iijl J(?: Ifi)hj|3(0)| dg,dg,ds; + (4.35)

o N 1. a a
- u[ Pu ]( ;; Iih]lJ(O)l dé, dé, d,

onde, novamente, os subindices entre parénteses ndo seguem a conven¢ao da soma. Entdo,
integrando a expressao (4.35):

Dy = (2u+2)

i(i)MN

1
%) Ay T H Iy (4.36)
E

e Matriz [K] :

®,, oD
Ky = K Pu 0P dQ =
oX; OX;

Qe (4.37)

111

oD, ., |[0Dy .,
= ”j K [agi Iij](a&h Imle(o)i dé, dé,dé,

-1 -1 -1

que integrada resulta:

(4.38)

i MN



o Matrizes [E];:

| s i P a(DM . aq)N .
st [ [ o ) s oo e,

1& N (6 (0@, ., (oD, .,
gMZzlvaj JJ] ﬂ(aak Ly j[aéh L j|~](0)| d§1d§2da3

1& . Y[lFC ., (o0, ., \o®
gzvaj. ﬂ(aék I! J(G&h j 13(0) d&,de,de,

1& 1 13, 1

e Matrizes [E* ]i :

8 0D 8 0D odb
E =E .+ N4 Nyl i aQ +
i MN i MN I /ULN_I ox, N szl x| INJ x N

J
Qe

8 0D oD
+ | 2 v | =2 D, dQ =
_[ (NZ=11 ox, kN) X,

i

N=1

1 (8 \ 8 ; oD
g[zammwN+zammwN jjj Dy 1y 9(0) dydde
N=1

-1 -1 -1

LN AT jjj s On T PO dg,de,de, + By,

-1 -1 -1

OOI»—
VR
||M°°
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(4.39)

(4.40)

(4.41)
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Integrando, fica:

N 1 8 8
EiMN _EiMN + g (Z&kN Illk V?N +ZE.>kN IJJk VinN) BjNM +
N=I N=l (4.42)
1 8
+ g (Z&kN IIJk VIanBiNM
N=1

Nesta Ultima expressdo, a matriz [B], aparece com os seus subindices nodais

invertidos, indicando a transposi¢ao da matriz.

Esquemas de integragdo similares ao utilizado neste trabalho podem ser encontrados

em Gresho et al (1984), Molina & Huot (1992) e Kawamoto & Tanahashi (1994).

4.4 TRATAMENTO DAS INTEGRAIS DE CONTORNO

Na secao 3.2.1 do capitulo anterior, a equagdo (3.34) para fluidos ndo viscosos

apresentava a seguinte integral de contorno:

)" = j [@*]TL\/; Ziinjnk dr (ik=123) (4.43)

i
I'e

Para fluidos viscosos, expandindo os termos viscosos e de condutibilidade térmica (ver

Anexo A), obtém-se as seguintes integrais de contorno:

)= J [ ]" 2 n, ar (4.44)

I'e

u
n. dr
ox J : (4.45)

= [ Ternars [ 2

Em todos os casos, [(D*] ¢ a matriz de fungdes de interpolagdo da face de contorno no

elemento que pode ser expressa da seguinte forma:
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0 se N ndo é nd de contorno

Pu = | (4.46)
—[1+n1 Min ][1+n2 LEIN ] se N é nd de contorno

onde N=1,2,3.....8.

Nas expressoes (4.44) e (4.45), n, representa as componentes do vetor normal ao

contorno e o fator restante ¢ sempre uma agao ou “for¢a” atuante na superficie de contorno.

Assim, por exemplo, 7;; € for¢a por unidade de area e (k au" /ox, ) ¢ uma agao térmica.

No Capitulo 3 foram expressos os vetores equivalentes as a¢des de contorno, uma vez
que as variaveis foram substituidas pelas correspondentes variaveis aproximadas. Segundo foi

indicado naquele capitulo:

_ I [T ([@]fv, ") n, (@ F }“j dr (4.47)
:j o] PL%[T‘I?]{V]}” +%{vi }“Jm[aa[f:]{vk }]J n, dr (4.48)

j[‘b [o]{v }){ L[.]{Vj}n+88[7qj]{vi}nJ+ [aa[fz]{k}” e (4.49)

SRR

(i,j,k=1,2,3)

Mas, para simplificar a integra¢do destes termos, tomam-se os valores médios das
agoes atuantes no elemento, considerando esse valor médio de elemento como o valor atuante
na face de contorno. Como existem quatro nos pertencentes a face de contorno do elemento,
aquela agdo resulta distribuida uniformemente entre os quatro nés da face de contorno do
elemento. Desta forma, em cada n6 de contorno atua uma “for¢a” ou acao que € igual a quarta

parte da média daquela acdo no elemento.

Estas simplificacdes representam uma perda de exatidao, dado que estdo tomando-se
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valores médios de quantidades que apresentam variagdes no elemento. Mas, estas integrais
soamente atuam nos contornos nos quais aparecem as acoes mencionadas anteriormente € nao
tém incidéncia direta no interior do dominio. Por tanto, € preciso colocar alguma agdo no
contorno do dominio discretizado, mas, como tém mostrado os resultados obtidos no presente
trabalho, estas acdes ndo precisam de maior exatidio que a apresentada com estas

simplificagdes.

Assim, obtém-se os respectivos vetores equivalentes as acdes de contorno da seguinte

maneira:
Héév?h‘jnk}[%éimﬂk Fi”Nj{u}j dr (4.50)

i AU J- dr (4.51)

s fas k(e [o wn

onde:

n
ij

1 s Jy,n
0 é (Z&km ik TN +ZakN Vi j + /15 (NZlikNlukW N) (4.53)

sdo as médias das tensdes viscosas no elemento, enquanto que as médias das componentes de

velocidade vém dadas por:

n 1 8 n
Vi, = §(N21 Vi j (4.54)
Por ultimo:
1 se N éno de contorno
FE:J‘ ar; e: U, = (4.53)
T 0 se N ndo é nod de contorno

sendo I'; a area da face de contorno do elemento.
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4.5 CONTROLE DE MODOS ESPURIOS

A integracao das matrizes de elemento calculando a Matriz Jacobiana no centro do

elemento, pode conduzir a aparicdo de modos espurios conhecidos como Modos de

Hourglass.

Em trés dimensdes existem quatro modos espurios que, quando excitados na solugdo

numérica, podem permanecer sem nenhum tipo de amortecimento e alterar a solugdo fisica do

problema.

Um método de controle destes modos denominado de “Estabilizagdo h” consiste em

adicionar as matrizes difusivas a seguinte matriz:

C, 0 0o o}
0 C, 0 0]}
HG| = iy ) o) 0 ’ ’ 4.56
[ ] €hg H [{1} {2} {3} {4}] 0 0 C, 0 {F3}T (4.56)
0 0 o0 C,|l|{I}
onde os {I;} sdo os vetores de Hourglass, dados por:
cy={1 1 -1 -1-1-11 1}
oy={1-1-1 1-1 1 1-1} 4.57)
oy={1 -1 1 -1 1 -1 1-1}
rt={-1 1 -1 1 1 -1 1-1}
O fator ¢, ¢ tomado igual a um; alem do mais:
" - 1 QEmin
C,=C,=C,=C,=h 3yQ; ; com: h :5[1—3 Q’ J (4.58)
E,max

representam os volumes minimo e maximo escolhidos entre todos os

onde Q e O

E,min E,max

elementos da malha.

Detalhes adicionais sobre o controle dos modos espurios podem ser consultados em

Belytschko et al (1984), Gresho et al (1984) e Christon (1997).



CAPITULO 5

5 DESCRICAO ARBITRARIA LAGRANGEANA EULERIANA

5.1 INTRODUCAO

Embora no presente trabalho nao se trate de problemas de Interacao Fluido-Estrutura,
elaboram-se aqui algoritmos utilizando a descricdo Arbitraria Lagrangeana Euleriana

(A.L.E.), visando o futuro acoplamento Fluido-Estrutura.

Na simula¢do numérica de problemas de Dinadmica dos Fluidos, a movimentagdo da

malha com relacdo ao fluido em movimento ¢ um assunto que merece especial atengao.

Existem dois pontos de vista classicos a respeito daquela movimentagdo. O primeiro
deles ¢ a descricdo Lagrangeana, na qual a malha utilizada para discretizar o dominio ¢
solidaria com o fluido e movimenta-se com ele. O segundo ponto de vista ¢ a descrigdo
Euleriana, na qual o fluido se movimenta enquanto a malha permanece fixa em relacdo ao

marco de referéncia.

Considera-se uma particula representativa no ponto P, de um meio continuo C (ver

Fig. 5.1) numa configuracdo inicial (tempo: t = 0), definida pelas coordenadas a, :

))\(3 /’-\\
/ N
/ \
[ //
| P \
P, d | \
0 X \\
\ > C(t)
N ——
a
> X,
X
‘ C(0)

FIGURA 5.1 — Relagdes Cinematicas classicas
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a; =(a,,a,,a,) (5.1)

As coordenadas a; sdo chamadas de coordenadas materiais. A configuracdo
deformada da particula, originalmente em P,, esta localizada agora no ponto P definido pelo

vetor posigdo X:

X = (X5 %, %;) (5.2)

As coordenadas X;, as quais definem a posi¢do atualizada da particula, sdo chamadas
de coordenadas espaciais. O vetor d, unindo os pontos P, e P, é o vetor deslocamento ¢

pode ser expresso por:

di =% -4 (5.3)

Numa descricdo Lagrangeana, o movimento do meio continuo € representado em

termos das coordenadas materiais por equacgdes da forma:

X =0;(a,0) (5.4)

Estas equacdes podem ser interpretadas como o mapeamento da configuragdo inicial na

configuragdo atualizada.

Por outro lado, na descri¢ao Euleriana, o movimento de meio continuo ¢ definido
através das relagdes inversas as equagoes (5.4) em termos das coordenadas espaciais como

segue:

a = §; (%0 (5.5)

Uma vez que as equagdes (5.4) e (5.5) sdo inversas uma em relacdo a outra, qualquer
propriedade fisica de um meio continuo (Massa, Quantidade de Movimento, Energia Total,
entre outras), que ¢ expressa com respeito a uma particula especifica (descri¢do Lagrangeana),
pode também ser expressa com respeito a uma posi¢do particular no espago ocupada pela

particula (descricao Euleriana).
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Mas, em problemas de intera¢do fluido-estrutura, nenhuma destas descrigdes resulta
satisfatoria. Utiliza-se, entdo, a descri¢ado A.L.E., a qual representa uma generalizacao das

duas anteriores.

Na descrigdo A.L.E. a malha movimenta-se segundo uma velocidade arbitraria de

componentes W, e, dependendo dos valores destas velocidades de malha, pode-se indicar o

seguinte:

e Se w, =0 para todo i, a malha esta fixa, correspondendo ao caso da descrigdo

Euleriana.

e Se W, =V, para todo i, a malha se movimenta junto com o fluido, correspondendo

ao caso da descrigao Lagrangeana.

e Se w,#Vv, e W, #0 para todo i, entdio a malha se movimenta segundo uma

velocidade arbitraria w, correspondendo ao caso da descricao A.L.E.

Vd \\
N [
1
'/"l ! l/\C(t)
i I\ P -'/ \\
pfld b £ D
i ~——"
X \
A V.6, iRE
T~ .- )Xz
Xl
C(0)=R(0)

FIGURA 5.2 — Relagdes Cinematicas na descrigao A.L.E.

Segundo observa-se na Fig. 5.2, na descricdo A.L.E. qualquer ponto da malha R ¢

identificado pelo vetor posi¢do £ . Este vetor é arbitrario e independe do movimento das

particulas do meio continuo C. Nesta descricdo uma particula pode ser identificada também

através de suas coordenadas materiais @;, mas este processo ¢ indireto e toma lugar através do
vetor posi¢do & , o qual relaciona-se as varidveis materiais (;,t) pela lei do movimento do

dominio de referéncia. Este movimento ¢ expresso por equagdes da forma:
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i =9 (a,a,,a,,t) (5.6)

A descri¢ao A.L.E. pode ser vista como o mapeamento da configuracao inicial do meio

continuo na configuracdo atualizada da malha.

5.2 EQUACOES MODIFICADAS

Utilizando a descricdo A.L.E., as equacdes de Conservagao da Massa, da Quantidade
de Movimento e da Energia, indicadas no Capitulo 2 nas expressoes (2.18) (2.19) e (2.20),

resultam modificadas da seguinte maneira:

a) Equacdo de Conservacao da Massa:

P _ oo _ 5.7
at + [p(vi Wi)]+p8X- 0 (5.7)

9
oX;

b) Equacdes de Conservacao da Quantidade de Movimento:

N~—

alpy, (5.8)

¢) Equacdo de Conservacao de Energia:

ape) | o r il ) ol ], w9
a Lpe v, —w)] i) + ox, X Kaxj eI

i i j i

(ij=123)

Expandindo as derivadas onde aparecem os fatores (Vi -W, ), reagrupando termos e

adotando a notagdo vetorial indicada na se¢do 2.6, obtém-se:

au _ o/ oG U
ot ox x| e (5.10)



48

A expressdo (5.10) representa em forma vetorial as Equacdes de Conservagao

utilizando uma descri¢cdo A.L.E. para fluidos viscosos.

Para fluidos ndao viscosos, os termos difusivos e¢ de condutibilidade térmica sdo

desconsiderados, resultando na seguinte equagdo vetorial:

ou oF; oU
—_— + Wi _
ot OX; oX,

(5.11)

(1Lj=1.23)

5.3 O MODELO NUMERICO

5.3.1 Esquema de avanco no tempo

Expandindo as varidveis de campo segundo uma série de Taylor como foi indicado na

secdo 3.1, obtém-se o seguinte esquema de avanco no tempo para escoamentos de fluidos

VISCOSOS:
F. n G n n . F n
AU?:llet _Q _L _|_Wi”a_U +§i Vk L +
OX; oX; OX; 20X, OX;
" (5.12)
At| 8AF;  OAG;T aAUT
+—| = - + W + Aw,

OX:

OX: boox OX.

au" At o [ . 0AF"
+— Vv,
2 0X,

(ik=1,2.3)

onde as derivadas segundas dos termos correspondentes ao movimento da malha foram

desconsideradas.

Entretanto, para fluidos ndo viscosos resulta:

oF, " " . OF "
AUT = At| ——L +Wi”@ A0 v,"— ]+
OX; OX; 2 0OX, OX;

(5.13)

At| 8AF™™aaun
+— |- + W
2 OX. OX.

aUn ) 8AF-M
+ AW A9 [vk ! }

ox, 2 OX, oX;
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5.3.2 Discretiza¢do no espaco

Discretizando agora no espago via M.E.F.-Galerkin como foi indicado na se¢do 3.2,

obtém-se para fluidos ndo viscosos:

AU = sty - LS+ WO+ Sl |+

At

(5.14)
+—[MD]-1( Bl ap - [BC] (AR 1 WUl + [ a1 }

2

sendo as novas matrizes:

[W]= é(é Wi”Nj[B]i (5.15)
w'] = é(:_l Ein T U”Nj [M] (5.16)

Entretanto, para escoamentos de fluidos viscosos, 0s novos termos decorrentes da
movimentagdo da malha s3o os mesmos que foram adicionados na equagao (5.14) para fluidos

ndo viscosos. Portanto, o modelo viscoso resulta adicionando os novos termos envolvendo as

matrizes [W] e [W*], que apareceram em (5 14) nas equagdes (3.51), (352) e (3.53).

54 ATUALIZACAO AUTOMATICA DA MALHA

A implementagdao da descricdo A.L.E. requer a utilizacdo de algum algoritmo que

prescreva automaticamente os deslocamentos dos nos da malha.

Entre outros, poder-se-ia utilizar o algoritmo proposto por Hughes et al (1984), mas no
desenvolvimento dos cddigos computacionais utilizou-se o algoritmo proposto por Donea et
al (1982), onde as componentes da velocidade da malha para um né A.L.E. tipico | sdo

calculadas para cada passo de tempo pela seguinte expressao:

n+ 1 n 1 6in _8'n 1
Willz_ZWiJ+—ZLIJZJ—
CN 53

L (5.17)
10 At 5 7 L, CN?
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onde CN indica o nimero de nds concorrentes ao nd | via faces ou diagonais de elemento,

L,, € a distancia atualizada entre o n6 | € 0 n6 conectado J, & representa o deslocamento total

do n6 e At indica o passo de tempo.

Este procedimento estabelece, através do primeiro termo do lado direito da equagdo
(5.16), que a velocidade da malha para o n6 | ¢ igual a média das velocidades da malha para
os nos vizinhos do passo anterior. Entretanto, isto ocasionalmente pode ser insuficiente para
prevenir uma excessiva compressao de alguns elementos, sendo necessario introduzir uma
parcela corretiva prevista no segundo termo do lado direito da mesma equagdo, a qual
aumenta a velocidade da malha quando a distancia entre nés adjacentes tende a tornar-se
muito pequena. Segundo Giuliani S. (1982), também ¢ conveniente usar as seguintes

restricdes em conjunto com a equacao (5.16):

W, = —x i v, se — < (5.18)
W, —vi, Vi,

w;, =\TviI se 0<—" < (5.19)
Vi,
W, —V. W

W, =|1+y i1 Vi v, se o (5.20)
W. v

onde W; ¢ obtido com a expressdo (5.16), v;, sdo as componentes da velocidade nond l e

¢ um coeficiente cujo valor esta entre os limites 0 <y <1.

As coordenadas atualizadas do n6 | da malha sdo obtidas segundo a seguinte expressao:

n+1

X = x]w At

(5.21)



CAPITULO 6

6 CARACTERISTICAS GERAIS DA CODIFICACAO E DO PROCESSAMENTO DE
DADOS

6.1 INTRODUCAO

Em geral, a solugdo numérica de problemas da Mecanica do Continuo envolve trés

passos fundamentais esquematizados na seguinte figura:

PRE-PROCESSAMENTO DE -> CODIGOS DE N POS-PROCESSAMENTO DE
DADOS SIMULACAO DADOS

FIGURA 6.1 — Procedimento de solugdo através de modelos numéricos

A fase de Pré-processamento envolve a modelagem geométrica do problema e a sua
discretizagdo através de algum método especifico, utilizando para tal fim programas geradores
de malha que permitam definir a geometria, a malha, as condigdes de contorno e todos os

dados necessarios para rodar os programas de simulagao.

Os Codigos de Simulagdo constituem o nucleo da solugdo. Sao os programas contendo
a codificacdo do modelo numérico. Estes programas comecam sempre com a leitura dos
arquivos gerados na face de Pré-processamento e, eventualmente, poderdo conter rotinas que
atualizem alguns dos dados de entrada. A simulacdo ¢ realizada nesta face, gerando arquivos

de saida que constituem a solucdo do problema.

Por ultimo, a face de Pds-processamento ¢ aquela na qual os arquivos de saida dos
Codigos de Simulagdo sdo processados para sua visualizagdo. Embora algum Pos-
processamento de dados possa ser efetuado no momento de gravar os arquivos de saida dos
Codigos de Simulagdo, este passo ¢ fundamentalmente realizado em programas especificos

para tal fim.
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6.2 ASPECTOS ESSENCIAIS DOS CODIGOS DE SIMULACAO

6.2.1 Fluxograma

O algoritmo utilizado nos Cédigos de Simulagado ¢ descrito no seguinte fluxograma:

v

Leitura de dados

v

Calculo de parametros
independentes do tempo

|

Calculo das Matrizes de Elemento

Y

v

Calculo dos termos néo iterativos
Calculo dos termos de Amortecimento Ficticio

'

Calculo dos termos iterativos

Y

v

Calculo dos incrementos AU

Atualizacdo das Variaveis de CalculoU""' = g" + A"
Aplicag@o do Amortecimento Ficticio

’

Aplicagdo das Condig¢des de Contorno

LACO
ITERATIVO

LACO DE
TEMPO

Atualizagdo
da malha

| sim

Estacionario

nao
@

¢ sim

Calculo doMach local. Pressao Suavizada.
Coeficiente de Pressdo. ““Skin Friction”.

v

Gravagao dos
Resultados

v
sim

sim
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Este fluxograma corresponde ao algoritmo mais geral, utilizando uma descri¢do A.L.E.
Mas, para os esquemas que utilizam uma descricdo Euleriana, algumas modificagdes
simplificativas permitem a obtencdo de programas mais eficientes que precisam de menor
tempo para chegar a solugdo. Estas simplifica¢des sdo, essencialmente, a eliminagdo do bloco
de Atualizagéo da Malha e o célculo de algumas matrizes de elemento fora do lago de tempo,

no bloco de Calculo de Parametros Independentes do Tempo.

Os codigos que foram implementados neste trabalho, podem ser classificados da

seguinte maneira:

DESCRICAO
ﬁ EULERIANA
PARA FLUIDOS
NAO VISCOSOS % DESCRICAO
A.L.E.
CcODIGOS DE é]
SIMULACAO % p—
PARA FLUIDOS & EULERIANA
VISCOSOS
% DESCRICAO
A.L.E.

FIGURA 6.2 — Classificagdo dos Cédigos Implementados

Os programas desenvolvidos utilizando a descri¢cdo Euleriana, foram vetorizados para
sua utilizagdo no CRAY T94 do Centro Nacional de Supercomputacdo da Regido Sul
(CESUP) da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS). Isto permitiu obter
desempenhos relativamente altos em termos de tempo de CPU, tempo total (“elapsed time”) e
Mflops, quando comparados com os respectivos codigos escalares também implementados

neste trabalho.

As versdes escalares, tanto para fluidos ndo viscosos quanto para fluidos viscosos,
foram rodadas nos computadores PC Pentium 300 disponiveis no Centro de Mecanica

Aplicada e Computacional (CEMACOM) da UFRGS.

Por ultimo, todos os codigos foram desenvolvidos utilizando a Linguagem FORTRAN

90.
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6.2.2 Convergéncia do processo iterativo

r

A andlise de convergéncia do processo iterativo € realizada considerando-se a

convergéncia na média das varidveis de campo U através das seguintes expressoes:

Z |p1+1 - /01|2
rp — NNOS (61)

1+1
2
(2 P
NNOS

\/ Z |/N|1+1 pv,l||pv,[+1 —,U\/i[|
r =

= (6.2)
Z pvi] pvil
\/ NNOS

| 2

Z |pe1+1 _pel
ppe — VNNOS (6.3)

1+1
2
.
NNOS

Assim, considera-se alcangada a convergéncia do processo iterativo, quando

r’, <TOL, r” <TOL e r" <TOL simultaneamente, sendo TOL uma certa tolerancia

I+1 I+1 I+1

definida pelo usuario (neste trabalho utilizou-se TOL=1-107").

6.2.3 Residuo e Estado Estacionario

O encerramento do processo de solucdo ocorre quando o tempo atinge um limite
maximo pré-estabelecido pelo usuario, ou quando o escoamento atinge o estado estacionario

antes de ser alcangado aquele tempo maximo.

Considera-se que o estado estacionario ¢ atingido quando o residuo temporal médio,

definido segundo a expressao:

R ! =\/ z ‘pm—l _pn 2 (6.3)
NNOS

permanece por baixo de uma certa tolerancia definida pelo usuario (neste trabalho adotou-se

TOL=1-10", 1-10™ ou 1-107°), durante uma determinada quantidade de passos de tempo

também definida pelo usuario.
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6.3 CONDICOES DE CONTORNO SOLIDO

6.3.1 Condicoes de Contorno Solido para fluidos nao viscosos

Em escoamentos de fluidos nao viscosos, a condi¢gdo de ndo deslizamento nos
contornos solidos ¢ desconsiderada, o que significa que nestes contornos a velocidade ndo ¢

necessariamente nula. Somente a componente normal ao contorno ¢ forgcosamente nula.

Portanto, nos nés de contorno so6lido a velocidade ¢ calculada da mesma forma que no
resto do dominio, para depois forcar o vetor velocidade a ser tangente ao contorno, anulando a

componente normal a0 mesmo.

Supondo conhecidos os vetores normais aos contornos so6lidos, em cada um dos nods

destes contornos tem-se:

FIGURA 6.3 — Componentes de Velocidade nos Contornos Solidos

onde V ¢ o vetor velocidade antes de aplicar as condi¢des de contorno no né de contorno
solido N, m ¢ o plano tangente ao contorno no nd N, Vn € a componente normal da velocidade,

V: ¢ a componente tangencial localizada no plano m e n € o vetor normal ao contorno no n6 N.

Entdo, uma vez calculada a velocidade V deve-se forgar a seguinte condi¢cao nos nos de

contorno soélido:

V,=0 = V=V, (64)

A componente V:pode ser calculada definindo os vetores 1, € T, da seguinte forma:
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T1:V/\n (65)

T, =nAT, (6.6)

onde o simbolo A indica um produto vetorial. Estes vetores sio mostrados na seguinte figura:

FIGURA 6.4 — Vetores 7, e T,

Assim, sendo V' a projecdo de V sobre t,, resulta:

6.7
V. :—nx’c2 T, ©.7
T, XT,

onde o simbolo x indica um produto escalar. Entdo, as condi¢cdes de contorno (6.4) sao

aplicadas simplesmente substituindo o vetor V pelo vetor V: nos nds de contorno soélido.

6.3.2 Condicoes de Contorno Solido para fluidos viscosos

Em escoamentos envolvendo fluidos viscosos considera-se que as particulas de fluido
em contato com os contornos sélidos sdo solidarias aos mesmos, condigdo conhecida pelo
nome de “Non Slip Condition”. Em problemas nos quais os contornos soélidos ndo se

movimentam, esta condi¢do resume-se na seguinte expressao:

V=0 (6.8)

nos nds de contorno solido.
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6.4 PRE-PROCESSAMENTO DE DADOS

6.4.1 Dados a serem fornecidos

Em todos os casos, os seguintes dados devem ser fornecidos aos Codigos de Simulacao

para solucionar o problema através dos mesmos:

a) Coordenadas Nodais

b) Conectividades

c) Condigdes Iniciais para todos os nés da Malha

d) Condicdes de Contorno nos nos onde se conhecem Variaveis Prescritas

e) Nos de Contorno Sélido

f) Vetores Normais aos Contornos Solidos nos nds pertencentes a estes Contornos

g) Areas das Faces de Contorno Solido

h) Nos pertencentes aos Contornos com Integrais de Contorno nao despreziveis

1) Vetores Normais aos Contornos com Integrais de Contorno nao despreziveis

j) Areas das Faces dos Contornos com Integrais de Contorno ndo despreziveis

Todos os valores sao previamente adimensionalizados segundo foi indicado na se¢ao
2.5. Isto permite comparar os resultados com a bibliografia existente na area em forma direta.

Os dados indicados em a), b), d), e) e h), sdo gerados utilizando o programa MSC
PATRAN para Geragdo de Malha disponivel no CESUP/UFRGS, obtendo-se arquivos no
formato neutro (“Neutral Files”). Estes arquivos, em conjunto com um arquivo indicando os
valores iniciais das variaveis, constituem os dados de entrada de um programa de interface

entre 0 MSC PATRAN e os Codigos de Simulagao.

Este programa, denominado Pat_Interface, tem sido implementado para obter todos os
arquivos necessarios para rodar os Codigos de Simulagdo, contendo todos os dados indicados

de a) a j) no formato apropriado.
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6.4.2 Vetores Normais e Areas das Faces de Contorno

Nos esquemas propostos na expressao (3.46) para fluidos ndo viscosos € nas expressoes
(3.51), (3.52) e (3.53) para fluidos viscosos, aparecem termos de contorno que, uma vez

integrados (ver secdo 4.4), ficam representados pelos seguintes vetores:

=g (52 n (s E e o) [ ar 69)

I'e

i U j dr (6.10)

onde:

1 8 n 8 n 1 8 n
Ny 3 (NzlékNIijijN "'NZZIEJkNIijV' Nj + ig (NZ:]&I(NIIJkVI Nj (6.12)

n
T

sdo as médias das tensdes viscosas no elemento, enquanto que as médias das componentes de

velocidade vém dadas por:

(38,
0 §(Nz. Vin j (6.13)

Tanto para o céalculo destes vetores, quanto para a aplicagdo das Condig¢des de Contor-
no Solido para fluidos ndo viscosos, ¢ necessario dispor dos vetores normais unitarios n nos
nos dos respectivos contornos. Para fluidos viscosos, deseja-se calcular as forgas por unidade
de area atuantes nas superficies solidas causadas pela friccdo viscosa (“Skin Friction”) e,
como sera visto ainda neste capitulo, também ¢ preciso dispor dos vetores normais unitarios

nos contornos solidos.

Em todos estes casos € necessario conhecer também a areas das faces de contorno

solido, portanto, deve-se realizar o célculo destas areas e dos vetores normais n, uma vez que
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estes dados ndo sdo fornecidos pelo MSC PATRAN. Estes calculos sdo efetuados pelo
programa Pat Interface na face de Pré-processamento, mas, no caso de ser utilizada a
descricdo A.L.E., ¢ preciso atualizar os vetores normais n e as areas das faces de contorno,
recalculando-os, para cada passo de tempo, no bloco de Atualizagio de Malha dos Codigos de
Simulagdo. Esta atualizacdo ndo ¢ necessdria em problemas nos quais a malha ndo se

movimenta.

O célculo dos vetores normais n requer especial atencdo, uma vez que estes vetores
devem estar orientados em forma saliente do dominio do fluido. Para conseguir isto,
Pat Interface utiliza uma matriz contendo as “conectividades de face” dos nos de contorno, da

seguinte forma:
cara ( jj,noloc)

A matriz “cara” contém o numero do n6 global pertencente a face de contorno, “jj” é
um indice de face de contorno ( jj=1,2,...,QFT; sendo QFT a Quantidade Total de Faces de
Contorno) ¢ “noloc” ¢ um indice com a numeragdo local do n6 dentro da face de contorno
(noloc = 1,2,3,4). Esta altima numeracao ¢ sempre ordenada em forma anti-horaria, quando

examinada do exterior do elemento.

No processo de formacao da matriz “cara”, devem ser consideradas as “conectividades
de elemento” dos nos de contorno. Para ilustrar este processo, a Figura 6.5 mostra um

elemento genérico com os “nds locais de elemento™:

FIGURA 6.5 — Elemento Genérico FIGURA 6.6 — Face de Contorno
Nos locais do elemento Nos locais da face

Se este elemento estd em contato com um contorno através de qualquer uma das suas

faces (ver Figura 6.6), as conectividades desta face na matriz “cara” podem ser estabelecidas



definindo uma numeracao local para as faces do elemento da seguinte maneira:

Fase Lo, Nos locais de elemento 1,2,3 ¢ 4
Fase IL...cocoouvveiiiiiiiinn, NOs locais de elemento 5,6,7 € 8
Fase IL.....ccovvveveviiinnnnne, NoOs locais de elemento 1,5,8 € 4
Fase IV, Nos locais de elemento 1,2,6 € 5
Fase Voeveiiiiiiieee, Nos locais de elemento 2,3,7 € 6
Fase VI...oooooovviviiiiiiiiiiinnnns Nos locais de elemento 3,4,8 ¢ 7
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Entdo, se a face de contorno global “Jj” corresponde a face local “I”, a matriz “cara”

adota os seguintes valores:

cara ( jj, 1) = No global correspondente ao n6 local de elemento 1
cara ( jj, 2 ) = No global correspondente ao nd local de elemento 2
cara ( jj, 3) = No global correspondente ao n6 local de elemento 3

cara ( jj, 4 ) = No global correspondente ao n6 local de elemento 4

Se a face de contorno global “jj”” corresponde a face local “II”, a matriz “cara” adota os

seguintes valores:

cara ( jj, 1) = No global correspondente ao n6 local de elemento 5
cara ( jj, 2) = No global correspondente ao n6 local de elemento 6
cara ( jj, 3 ) = No global correspondente ao n6 local de elemento 7

cara ( jj, 4 ) = No global correspondente ao n6 local de elemento 8

e assim por diante para o resto das faces.
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Desta forma, tém-se condi¢des para determinar os vetores normais unitdrios salientes
ao dominio em cada n6 das faces de contorno, através dos produtos vetoriais dos vetores
caracteristicos da face. Estes produtos sao efetuados sempre em forma anti-horaria com ajuda

da matriz “cara”, segundo se indica na seguinte figura:

FIGURA 6.7 — Vetores Caracteristicos da Face “J” no n6 A

O vetor unitario normal a face no né A se determina através das seguintes expressoes:

N = ABAAC + AC A AD (6.14)
nt = N (6.15)
NS

Finalmente, o vetor unitario normal ao contorno no né A ¢é obtido somando

vetorialmente os vetores normais as faces de contorno concorrentes a aquele noé:

>

&~ o)
LR T
=

<>

nho =L (6.16)

o
Il

MS
=
s

onde o subindice “J” indica a face de contorno concorrente ao n6 A (j = 1,2.....QF) e QF é a

Quantidade Total de Faces de contorno concorrentes a aquele no.

Este processo ¢ realizado para todos os nés do Contorno Sélido e para todos os nos do
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Contorno onde existam Integrais de Contorno ndo despreziveis, como ¢ ilustrado na Fig. 6.8

mostrada a continuagao:

FIGURA 6.8 — Faces de Contorno, Vetores Normais de Face em A
e Vetor Normal ao Contorno em A

Por ultimo, o célculo das areas das faces de contorno ¢ realizado em forma aproximada

dividindo a face de contorno em duas sub-faces triangulares da seguinte maneira:

FIGURA 6.9 — Calculo das Areas das Faces de Contorno

calculando a 4rea I' de cada uma delas através dos produtos vetoriais indicados a seguir:

_ |V21/\V41|
b 2
=", +I,, sendo: (6.17)
_ |V23/\V43|

2
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6.5 POS-PROCESSAMENTO DE DADOS

6.5.1 Suavizacio da Pressao

Dentro dos programas, antes de efetuar a gravagao dos resultados, sdo realizados alguns

calculos adicionais a partir dos valores das varidveis calculadas no nucleo das rotinas.

Como sera visto no proximo capitulo, alguns graficos de pressdo apresentam pequenas
oscilagdes indesejaveis em regides de baixa velocidade. Na intencdo de apresentar resultados

ndo oscilatorios, efetua-se aqui, uma redistribuicao das pressdes nodais.

Procura-se uma nova pressio p no elemento:

p’ = [@]{p" (6.18)

a partir do valor da pressdo p, calculada no centro do elemento da seguinte forma:

p, = [®], {p} (6.19)

onde {p} sio os valores nodais da pressdo que sdo conhecidos, e [®], é a matriz linha de

funcdes de interpolagdo avaliadas no centro do elemento.

A nova distribuicdo de pressdes pode ser obtida aplicando o método dos minimos

quadrados, através do seguinte funcional:

H=%J‘( "—p,) dQ (6.20)

Qe

Para minimizar o funcional da expressao (6.20), os valores de p devem ser tais que a

primeira variagdo do funcional OIT seja nula. Entdo, tem-se:

SIT = J (p" = p,) 8p" d =0 (6.21)

Qe

Substituindo (6.18) e (6.19) em (6.21), resulta:



64

J @] ([@]{p’} ~[@,]{p}) do = {0} (6.22)

j [CD]T [CD] dQ {p*} _ I [q)]T ([q)o]{p}) 40 (6.23)

ou:

M]{p'} = (éi DNJ I [@]" do (6.24)

A expressao (6.24) representa um sistema de equacdes acopladas. Para desacoplar as
equagdes e obter um esquema implicito, adota-se a matriz concentrada [M b ], da forma que

foi indicada na se¢do 3.2.1. Considerando que:

Jv (@] de> = % uj (6.25)

PR Vi (Ni DNJ Q. {1 (6.26-a)

A equacdo (6.26-a), definida a nivel de elemento, deve ser montada para obter as
pressoes nodais suavizadas {p* } O vetor {p*} ¢, agora, um vetor global cujos valores em

um determinado no global “A” vém dados pela seguinte expressao:

QE
o2 (Po)e 9
Pa= "G (6.26-b)
2 Q

onde E ¢ o um indice de elemento e QE ¢ a quantidade de Elementos concorrentes ao n6 A.
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6.5.2 Numero de Mach Local

O Numero de Mach em cada n6 pode ser obtido da seguinte forma:

=M (6.27)
- .

onde |V| ¢ o0 mddulo do vetor velocidade e ¢ ¢ a velocidade do som no nd. Na expressao
(6.27) tanto |V| quanto € sdo quantidades dimensionais. Expressando o modulo do vetor

velocidade em termos das componentes adimensionais de velocidade v, , tem-se:
\% _ o | Vi Vi (6.28)
| | ref C

resultando:

M= [y (6.29)

V. V. (6.30)

A expressao (6.30) ¢ util para determinar o Nimero de Mach a partir dos valores das
Componentes de Velocidade adimensionais € a Energia Interna adimensional, n6 a no. Os
valores nodais do Numero de Mach sdo gravados em um arquivo para sua posterior

visualizagao.

Igualmente ao acontecido com a pressdo, em escoamentos subsdnicos compressiveis 0s
resultados do Numero de Mach resultam ser oscilatorios. Portanto, o processo de redistri-
buicdo mostrado na secdo anterior para a pressdo, ¢ efetuado também com o Numero de

Mach, obtendo-se assim, o Numero de Mach Suavizado.
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6.5.3 Forcas Viscosas atuantes nas Superficies Solidas (“Skin Friction”)

As forgas viscosas por unidade de drea atuantes nos contornos so6lidos, sdo calculadas a

partir do “Vetor de Tensdo Viscosa T ” obtido, em um nd genérico “A”, da seguinte forma:

T4 =-zin} (6.31)

onde o sinal tem sido trocado porque procura-se a forca atuante sobre a superficie solida, que
r ~ . A ~ ~ . 4

¢ a reagdo da forca atuante no fluido. As componentes z;; sdo as tensdes viscosas no no de
contorno sélido “A”. Para obté-las em forma aproximada, se calculam as tensdes do elemento

nos elementos de contorno, segundo foi indicado na secdo 4.4, utilizando a seguinte

expressao:

Tij‘o = % (ZikNIfk iN +Z&kNIJJk .N) + A (Z&kNIIkVI Nj (6.32)

Considera-se, entdo, que esta tensdes de elemento sdo as tensdes atuantes na face de
contorno do elemento. Assim, as tensdes em um determinado ndé de contorno podem ser
obtidas efetuando a soma das tensdes das faces de contorno concorrentes a aquele no,

ponderada pelas areas daquelas faces. Resulta, entdo:

PR T (6.33)

onde J ¢ o indice de face de contorno concorrente ao n6 A, da mesma forma que em (6.16).

Uma vez obtido o vetor tensdo da expressao (6.31), o0 mesmo podera ser descomposto
segundo as suas componentes tangencial e normal ao contorno. A componente vetorial
tangencial ao contorno, previamente adimensionalizada, ¢ conhecida na literatura inglesa

como “Skin Friction” e pode ser obtida definindo os seguintes vetores:

t =T An (6.34)

t,=nAt (6.35)
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Os vetores das expressoes (6.34) e (6.35), sao mostrados na seguinte figura:

FIGURA 6.10 — VetoresT, Tz, t e t,

Assim, sendo T a projecao de T sobre t,, resulta:

L (6.36)
t, xt,
Em forma adimensional:
T‘E
Cr =7 (6.37)

5 Pret Y Vi ref Vi ref

Obtém-se, assim, os coeficientes de fric¢do viscosa tangencial C; , C,, e C,, a partir

das componentes espaciais do vetor Tr.

6.5.4 Coeficiente de Pressao

Sobre as superficies solidas ¢ calculado o Coeficiente de Pressdo da seguinte maneira:

P— Pre
C, = f (6.38)

;pref \ Vi ref Vi ref




68

6.5.5 Visualizacao dos Resultados

Uma vez rodado o Cddigo de Simulagdo para um determinado problema, aquele
fornece varios conjuntos de arquivos. Cada um destes conjuntos contém os resultados para um

instante de tempo determinado.

Estes resultados foram visualizados utilizando o programa TECPLOT 7.5 da Amtec
Engineering, Inc, disponivel no CEMACOM (Centro de Mecanica Aplicada e Computacio-
nal) da Universidade Federal de Rio Grande do Sul.



CAPITULO 7

7 EXEMPLOS E RESULTADOS

7.1 INTRODUCAO

Este capitulo apresenta alguns exemplos através dos quais o0 modelo numérico e a sua

correspondente implementacdo foram testados.

O capitulo estd dividido em duas partes. A primeira delas apresenta escoamentos
supersonicos e hipersonicos, enquanto que a segunda apresenta escoamentos no regime
subsonico compressivel e regime transonico. Em ambos os casos sdo mostrados problemas

envolvendo fluidos viscosos € nao viscosos.

7.2 ESCOAMENTOS SUPERSONICOS E HIPERSONICOS

7.2.1 Fluidos ndo viscosos

7.2.1.1 Escoamento Bidimensional em um Canal com Obstaculo em Degrau

Este exemplo consiste na passagem de um escoamento supersonico de um fluido nao
viscoso compressivel por um canal que tem a sua se¢@o transversal abruptamente reduzida por

um degrau perpendicular a direcdo da corrente ndo perturbada (Figura 7.1).

NAO VISCOSO 0,8
-

= 0,2
M ref — 390 g

y=14 =
- ad
X, 2.4
%yxl 0,6

X3

FIGURA 7.1 — Escoamento Supersonico sobre um Obstaculo em Degrau
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O problema do canal com um obstaculo em degrau, foi inicialmente tratado por
Woodward & Colella (1984) ¢, posteriormente, Léhner et al (1985) e Hansbo & Johnson

(1991) tem apresentado resultados para este exemplo.

Por se tratar de um problema bidimensional, para resolvé-lo utilizando o codigo
tridimensional, devem ser aplicadas condi¢des de contorno nas faces laterais do dominio, para
assegurar que nao existam gradientes na dire¢do transversal. A malha possui, por sua vez, um
unico elemento na diregdo transversal, inibindo-se assim, a possibilidade de apari¢ao daqueles

gradientes.

A malha utilizada neste exemplo € estruturada e possui 4032 elementos hexaédricos e

8386 nos (Figura 7.2). Os elementos desta malha tém arestas iguais nas diregdes X; € X,

(AX, = AX, =0,025), a sua profundidade ¢ Ax, =0,1 e sdo todos iguais.

FIGURA 7.2 — Malha para o Exemplo do Obstaculo em Degrau

As condigdes no Contorno de Entrada correspondem a corrente ndo perturbada, e sdo

as seguintes:

=0,0; e,=6287 e p, =10
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Todas estas quantidades sdo adimensionais como, também, todas as quantidades

indicadas ao longo deste capitulo.

No Contorno Inferior, na frente do degrau, ¢ imposta a condigdo de velocidade normal

nula em forma direta, fazendo:

neste contorno.

Os Contornos Solidos, ou seja o Contorno Superior e o Contorno do Degrau, sido

selecionados para serem aplicadas as Condigdes de Contorno Sélido descritas na se¢do 6.3.1.

Nos Contornos Laterais é imposta a condigdo de velocidade transversal nula, para
evitar o fluxo de massa através destes contornos, mantendo, assim, a caracteristica

bidimensional do escoamento.

Por ultimo, no Contorno de Saida ndo ¢é preciso aplicar nenhuma restri¢do, nem ¢é
necessario seleciona-lo para calcular nele as agdes de contorno que foram indicadas na se¢ao
4.4, dado que a adicdo dos termos de contorno ndo tem mostrado efeitos significativos sobre

os resultados para este problema.

As Condigdes Iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio a excecao dos
noés pertencentes aos contornos. Nestes nos sdo aplicadas, também para o tempo inicial, as
Condicdes de Contorno indicadas acima. Este processo ¢ efetuado na fase de Pré-

processamento pelo programa Pat Interface.

Nos no6s que ndo pertencem a nenhum contorno, as condigdes iniciais sdo as seguintes:

p’=10; v'=30; v,’=v,"=0,0; e°=62857; u’=1,7857 e p°=0,71428

Adota-se o valor B=0,2 para o Coeficiente de Seguranca da expressao (3.61), util para

calcular o incremento de tempo que garante a estabilidade do método (ver segao 3.1.1).

Assim, para este problema discretizado utilizando a malha da Figura 7.2, o valor obtido para o

incremento de tempo critico é At=1,25x10". Mas, com o Unico propésito de diminuir a

quantidade de cifras significativas, o incremento de tempo efetivo adotado é At=1,0x10".
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A condi¢do adotada para considerar que o estado estaciondrio tem sido atingido, ¢ que
o Residuo seja menor que TOL,,, =1,0 % 10~ durante um intervalo de tempo correspondente a
750 passos de tempo. Entretanto, o tempo adimensional maximo € fixado em T _, =35,0.
Desta forma, se o tempo maximo for atingido antes que o estado estacionario, o programa
detém-se automaticamente. Para o processo iterativo ¢ utilizado o valor TOL, =1,0x107>

como critério para definir se a convergéncia tem sido alcangada (ver se¢do 6.2.2).

Finalmente, o valor C,- =2,0 ¢ adotado para o Coeficiente de Amortecimento Ficticio

do Esquema de Viscosidade Artificial que aparece na secao 3.3.2.

Com o problema assim definido, tem-se testado o programa para fluidos nao viscosos
rodando-o em um computador PC Pentium II 300. O programa deteve-se apos 3 horas e 28
minutos, tendo alcangado o tempo maximo sem atingir o estado estaciondrio. Nas seguintes
figuras apresentam-se os resultados para Massa Especifica e Pressdao obtidos na presente

simulagao para o tempo adimensional t=0,5:

272
250
2.29
2.07
285
282
241
219
1.97
1.7%
1.53
1.1
1.0%
028
0,86

FIGURA 7.3 — Massa Especificaem t=0,5

825
782
7

.80
528
B.7E
5.24
4.72
4.20
289
217
285
242
1.61

1.09

FIGURA 7.4 —Pressaioem t=0,5
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Os resultados obtidos para os tempos t = 1,0, t =20 e t = 4,0, sio também

apresentados na Figura 7.5, enquanto que as linhas de corrente para o tempo t = 4,0 sdo

mostradas na Figura 7.6.

Massa Especifica (t=2,0) Pressdo (t=2,0)

N

Massa Especifica (t =4,0) Pressdo (t=4,0)

FIGURA 7.5 — Resultados de Massa Especifica e Pressafoem t=1,0, t=2,0 ¢ t=4,0

FIGURA 7.6 — Linhas de Corrente em t=4,0
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Estes resultados apresentam um bom grau de semelhanga com os obtidos por Lohner et
al (1985), como pode ser visto comparando as Figuras 7.7 e 7.8 com os respectivos resultados

previamente mostrados.

FIGURA 7.8 — Massa Especificaem t=2,0 segundo Lohner et al (1985)

Embora pequenas diferengas podem ser observadas comparando os resultados para a
Massa Especifica no tempo t = 0,5, isto pode ser atribuido ao fato de que a malha utilizada por
Lohner et al (1985) ¢ menos refinada que a utilizada neste trabalho. De fato, os resultados
apresentados por Hansbo & Johnson (1991) para o mesmo problema, obtidos utilizando um

método de adaptacao de malha, confirmam esta suposigao.

FIGURA 7.9 — Massa Especificaem t=0,5 segundo Hansbo & Johnson (1991)
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7.2.1.2 Escoamento Supersdnico ao redor de uma Esfera

Este exemplo consiste na passagem de um escoamento supersénico de um fluido nao
viscoso compressivel ao redor de uma esfera de radio R = 1,0. Centra-se a atengdo no
escoamento sobre a metade anterior da esfera e, portanto, considerando a simetria do
problema, é suficiente definir o dominio correspondente a um oitavo da esfera, como se

mostra na seguinte figura:

7

NAO VISCOSO

M ref 3’0

y=14 7~

7~ 7~

FIGURA 7.10 — Escoamento Supersdnico ao redor de uma Esfera

Desta forma, é preciso impor condic¢Ges de contorno adequadas nos planos de simetria

(X, %,) e (X, X;), através dos quais ndo pode existir fluxo de massa nem de qualquer outra

quantidade envolvida na anélise do problema.

Na Figura 7.10 pode-se observar que o dominio esta limitado pelo contorno sélido da
esfera e por um contorno externo. Este limite externo é definido em uma regido na qual ndo
existem perturbacBes e, portanto, é adotado como Contorno de Entrada. O mesmo fica

representado através do elipsoide definido pela seguinte equagao:

2 2 2
X% X

+ + =1
a? b®> ¢

sendo: a=15 e b=c=2,2.
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A malha utilizada neste exemplo é estruturada e possui 8424 elementos hexaédricos e
9625 nos (Figura 7.11).
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FIGURA 7.11 — Malha para o Problema do Escoamento com M = 3,0
ao redor de uma Esfera

As condic¢des no Contorno de Entrada correspondem a corrente nao perturbada e séo as
seguintes:

o0

Vl :3,0, VZw :V3OO :Osos eoo :6a2857 € P :1’0

O Contorno Sélido, ou seja o Contorno da Superficie da Esfera, é selecionado para
serem aplicadas as CondicGes de Contorno Solido descritas na secéo 6.3.1.

Nos Contornos de Simetria é imposta a condi¢do de velocidade transversal nula, para

evitar o fluxo de massa através destes contornos, respeitando, assim, a simetria do
escoamento.

Por ultimo, no Contorno de Saida ndo é preciso aplicar nenhuma restricdo, nem €

necessario seleciona-lo para calcular nele as a¢des de contorno que foram indicadas na se¢do
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4.4, dado que a adigcdo dos termos de contorno ndo tem mostrado efeitos significativos sobre

os resultados para este problema.

As Condic¢0es Iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio a exce¢do dos
nos pertencentes ao contorno da esfera. Nestes nos sdo aplicadas, também para o tempo
inicial, as Condi¢des de Contorno Solido.

Nos nos que ndo pertencem ao contorno sélido, as condi¢des iniciais sdo as seguintes:

p’=10; v,°=30; v,°=v,’=00; e”=6,2857; u®=17857 e p°=0,71428

Adota-se o valor 3 =0,2 para o Coeficiente de Seguranca da expressao (3.61), util para

calcular o incremento de tempo que garante a estabilidade do método (ver se¢édo 3.1.1).

Assim, para este problema discretizado utilizando a malha da Figura 7.2, o valor obtido
para o incremento de tempo critico é At=4,7465x10"". Mas, com o (nico proposito de
diminuir a quantidade de cifras significativas, o incremento de tempo efetivo adotado é

At=40x10"".

A condicdo adotada para determinar se o estado estacionario tem sido atingido, é que o
Residuo seja menor que TOL,,, =1,0x10™° durante um intervalo de tempo correspondente a
1500 passos de tempo. Entretanto, o tempo adimensional maximo é fixado em T, =6,0.
Para 0 processo iterativo ¢ utilizado o valor TOL, =1,0x10~° como critério para definir se a

convergéncia tem sido alcancada (ver secéo 6.2.2).

Por ultimo, o valor C,- =2,0 é adotado para o Coeficiente de Amortecimento Ficticio

do Esquema de Viscosidade Artificial que aparece na secédo 3.3.2.

Com o problema definido desta maneira, tem-se testado o programa para fluidos néo
viscosos rodando-o em um computador PC Pentium Il 300. O programa deteve-se apos 16

horas e 59 minutos, tendo alcancado o estado estacionario sem atingir 0 tempo maximo.

Na Figura 7.12 apresenta-se o resultado para o Numero de Mach obtido na presente

simulacdo, uma vez que tem-se atingido o estado estacionario.
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21 298
20 282
29 282
28 272
27 282
26 252
25 242
24 222
22 222
22 242
21 202
20 182
18 182
12 172
17 B2
16 182
15 142
14 122
12 122
12 112
11 oz
10 052
9 082
071
061
051
0.41
031
0.21
ot
0.01

—= k) W A E D

FIGURA 7.12 — Distribuicdo do Numero de Mach

Observa-se que este resultado esta préximo a Distribuicdo do Numero de Mach obtida
por Molina & Huot (1992) que se apresenta na seguinte figura:

FIGURA 7.13 — Distribuicdo do Numero de Mach, segundo Molina & Hout (1992)
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Na Figura 7.14 mostra-se a variagdo do Residuo de Massa Especifica conforme a
solucdo avanca no tempo, até 0 momento no qual considera-se que o estado estacionario tem

sido atingido.

1.0E+0

1.0E-1

1.0E-2

Residuo

1.0E-3

1.0E-4

1.0E-5 \ \ \ \ \ \
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Quantidade de Passos de Tempo

FIGURA 7.14 — Residuo (escala logaritmica) para o Problema
da Esfera (M = 3,0)

7.2.1.3 Escoamento Hipersonico ao redor de uma Esfera

O mesmo problema da se¢do anterior é testado novamente, mas, desta vez, com uma

velocidade na entrada v, =815, sendo que o NUmero de Mach de referéncia adotado e

M, =815.

A Massa Especifica de referéncia, utilizada para adimensionalizar a Pressdo e a Massa
Especifica, € mudada também, motivo pelo qual a Pressdo e a Massa Especifica na entrada

mudam em relacéo aos exemplos anteriores.

Assim, as CondigOes de Contorno no Contorno de Entrada séo, para este caso, as que

se detalham a seguir:
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v,, =815; v, =v, =00; e, =350 e p, =14

1o

As Condicdes de Contorno restantes sdo as mesmas que para o exemplo da secdo
7.2.1.2, como também, a geometria da figura 7.10 continua sendo a mesma. As condicGes
iniciais aplicam-se da mesma forma, mas, os valores da Primeira Componente de Velocidade,
da Energia Total Especifica, da Pressdo e da Massa Especifica, mudam em relacdo ao

problema anterior. Nos nés que ndo pertencem ao Contorno Sélido, tem-se:

u®=17857 e p°=10

p’=14; v,"=815; v,’=v,°=00; e"=350;

A malha utilizada neste exemplo é estruturada e possui 8424 elementos hexaédricos e
9625 nds, igual ao caso anterior. Mas, a nova malha apresenta uma maior concentracdo de
elementos perto da parte frontal da esfera. Isto deve-se, fundamentalmente, ao fato de que
espera-se que a onda de choque se forme mais perto da esfera, quando comparada com a onda

de choque que se forma no escoamento com M = 3,0. A nova malha é mostrada na Figura

7.15.
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FIGURA 7.15 — Malha para o Problema do Escoamento com M = 8,15
ao redor de uma Esfera

Todos os coeficientes e tolerancias que devem ser fornecidos sdo 0s mesmos utilizados



81

no exemplo do escoamento com M=30 sobre uma Esfera (8=0,2; TOL,, =1,0x107°;
T, =60; TOL, =1,0x10"° e C,. =2,0), mas, pelo fato de empregar-se uma outra malha,
0 incremento de tempo critico calculado é At =5,4595x10~* e o incremento de tempo efetivo

utilizado é At =5,0x107*.

O resultado obtido para a Massa Especifica € mostrado na seguinte figura:

15 784
14 728
12 B2
12 647
1 &0
10 BSE
9 [=Xvs]
462
418
272
226
280
235
1.889
.42

— R W ko @ @

FIGURA 7.16 — Distribuicdo de Massa Especifica para o Problema do
Escoamento com M = 8,15 ao redor de uma Esfera

Os resultados sdo semelhantes aos apresentados por Argyris et al (1989) para 0 mesmo

problema.

O programa para fluidos ndo viscosos foi rodado, para este problema, em um
computador PC Pentium Il 300, e deteve-se apds 14 horas e 5 minutos, tendo alcangado o
estado estacionario sem atingir o tempo maximo. Na Figura 7.17 mostra-se a variacdo do
Residuo de Massa Especifica conforme a solucdo avanca no tempo, até 0 momento no qual
considera-se que o estado estacionario tem sido atingido. Isto acontece apds 10000 passos de

tempo, quando o tempo adimensional alcanga o valor t=5,0.
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FIGURA 7.17 — Residuo (escala logaritmica) para o Problema
da Esfera (M = 8,15)

7.2.2 Fluidos viscosos

7.2.2.1 Escoamento Bidimensional sobre uma Placa Plana

Este exemplo consiste na passagem de um escoamento supersonico de um fluido

viscoso compressivel sobre uma Placa Plana.

O problema do escoamento passante sobre uma Placa Plana foi tratado por varios
pesquisadores, entre eles, Franca et al (1986), Shakib et al (1989), Nigro, Storti & Idelsohn
(1997) e Satya Sai et al (1998), podem ser mencionados.

Dada a simetria do escoamento, o dominio é unicamente definido por cima da Placa.
Consegui-se, assim, diminuir a quantidade de nds e de elementos necessarios para simular o
problema. Desta forma, impBe-se que a componente da velocidade normal ao eixo de

simetria, na regido diante da Placa, seja nula.

A Figura 7.18 que se mostra na proxima pagina, apresenta a geometria do dominio e

alguns parametros importantes caracteristicos do escoamento.
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VISCOSO

Re,s =1000
M ref — 310

Pr=0,72
Y=14

S =0,9058

Skrr =1,583 %vxl

FIGURA 7.18 — Escoamento Viscoso Supersdnico sobre uma Placa Plana

WD

Por se tratar de um problema bidimensional, para resolvé-lo utilizando o cddigo
tridimensional, devem ser aplicadas condicGes de contorno nas faces laterais do dominio, para
assegurar que nao existam gradientes na direcdo transversal. As malhas utilizadas possuem,
por sua vez, um unico elemento na dire¢do transversal, inibindo-se, assim, a possibilidade de

aparicdo daqueles gradientes.

Utilizam-se duas malhas estruturadas. A primeira delas possui 1792 elementos

hexaédricos e 3762 nos (Figura 7.19). Os elementos desta malha sdo todos iguais e tém

arestas iguais em todas as dire¢oes (Ax, = AX, = Ax, =0,025).

A T T A T A T TV T TV T TV T

L L L L L L L I L L'
O T T T T A T T T TV T A A T

T T A T
T T T

FIGURA 7.19 — Primeira Malha para o Problema do
Escoamento sobre uma Placa Plana
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Entretanto, a segunda malha é mais refinada e possui 7168 elementos hexaédricos e
14690 nos (Figura 7.20). Os elementos desta malha sdo todos iguais, tém arestas iguais nas

direcOes x, e X, (Ax, =Ax, =0,0125) e a sua profundidade ¢ Ax, =0,02.

FIGURA 7.20 — Segunda Malha para o problema do
Escoamento sobre uma Placa Plana

As condicBes no Contorno de Entrada correspondem a corrente ndo perturbada e s&o as

seguintes:

v, =30; v, =v, =00; u,=17857 e p =10

No Contorno Inferior, na frente da Placa Plana, € imposta a condi¢do de velocidade

normal nula (condicao de simetria) em forma direta, fazendo:

v, =0,0

neste contorno.
No Contorno S6lido, ou seja o Contorno da Placa, o vetor velocidade é nulo:

v, =00; v,=00 e v;=00
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Além do mais, sobre 0s nds da placa é imposta a temperatura de estagnacgdo, através da

seguinte condi¢do de contorno de Energia Interna Especifica:

u

placa = stg

U, = w(u%l szjzs,o

Nos Contornos Laterais € imposta a condi¢cdo de velocidade transversal nula, para
evitar o fluxo de massa através destes contornos, mantendo-se, desta forma, a caracteristica

bidimensional do escoamento.

Por ultimo, o Contorno de Saida tem que ser especificado para calcular nele as acdes
de contorno que foram indicadas na secdo 4.4, dado que a adi¢do dos termos de contorno tem

mostrado efeitos significativos sobre os resultados para este problema.

As CondicGes Iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio a exce¢do dos
nos pertencentes aos contornos. Nestes nds sdo aplicadas, também para o tempo inicial, as
Condi¢cbes de Contorno indicadas acima. Este processo é efetuado na fase de Pré-

processamento pelo programa Pat_Interface.

Nos nos que ndo pertencem a nenhum contorno, as condig@es iniciais sdo as seguintes:

p’=10; v,°=30; v,’=v,"’=00; e°=6,2857; u®=17857 e p°=0,71428

Adota-se o valor =0,3 para o Coeficiente de Seguranca da expressdo (3.61), atil para

calcular o incremento de tempo que garante a estabilidade do método.

Para o processo iterativo ¢ empregado o valor TOL, =1,0x10° como critério para

definir se a convergéncia tem sido alcancada.

Finalmente, o valor C,- =0,5 é adotado para o Coeficiente de Amortecimento Ficticio

do Esquema de Viscosidade Artificial. A razdo da drastica diminuicdo deste coeficiente em
relacdo aos valores utilizados para fluidos ndo viscosos, € a presenca da viscosidade real neste
escoamento. A mesma tem um efeito dissipativo que faz com que a utilizacdo de um valor
maior do Coeficiente de Amortecimento Ficticio seja, ndo somente desnecessaria, como

também inconveniente.
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Em escoamentos de fluidos viscosos, a adogdo de valores impropriamente elevados do
Coeficiente de Amortecimento Ficticio, conduz a alteracdo da Viscosidade Fisica real do

problema, com a consequente influéncia negativa sobre os resultados.

Todos estes parametros tém sido definidos da mesma forma com independéncia da

malha utilizada para resolver o problema.

a) Resultados obtidos usando a Primeira Malha ou “Malha Grosseira”

Utilizando a primeira malha (Figura 7.18), o valor obtido para o incremento de tempo
critico é At =1,875x10"%, enquanto o incremento de tempo efetivo adotado é At=1,0x1073.
A condicdo adotada para determinar se 0 estado estacionario tem sido atingido, é que o

Residuo seja menor que TOL,, =1,0x107° durante o intervalo de tempo correspondente a

500 passos de tempo. Entretanto, o tempo adimensional maximo é fixadoem T, =4,4.

Com esta malha, tem-se testado o programa para fluidos viscosos rodando-o0 em um
computador PC Pentium 1l 300. O programa deteve-se apds 2 horas e 49 minutos depois do
escoamento ter atingido o estado estacionario no tempo adimensional t = 3,95. Como mostra

a Figura 7.21, isto acontece no passo de tempo nimero 3950.

1.0E+0

1.0E-1

1.0E-2

1.0E-3

Residuo

1.0E-4

1.0E-5

1B +——1 717 717 1 T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

Quantidade de Passos de Tempo

FIGURA 7.21 — Residuo (escala logaritmica) para o Problema
da Placa Plana (1° Malha)
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Os resultados obtidos para o Nimero de Mach, Massa Especifica, Pressdo e Energia

Interna Especifica sdo mostrados nas seguintes figuras:

20 28%
19 270
18 256G
17 240
16 2.2%
15 210
14 1.96
12 1.80
12 1.65
1 1.50
10 1.36
g 1.20
a 1.05
7 050
[} 0.7%
<} 0.60
4 045
3 .20
2 015
1 .00
45 254
45 274
41 2.54
37 224
32 214
29 1.94
2% 174
21 1.%4
17 1.24
12 1.14
9 0.94
5 074
, 1 0.54
r o
FIGURA 7.23 — Massa Especifica (1° Malha)
BB B.7G
52 B.49
49 522
46 4.95
43 4,68
40 4.4
37 414
34 .87
31 .60
28 233
25 .05
22 279
19 B2
1% 2L2%
12 g2
10 L7
7 1.44
4 1.17
1 0.50

FIGURA 7.24 — Pressao (1° Malha)
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55 576
52  5.43
45 522
46 495
42 463
40 4.4
37 414
24 .87
21 360
28 323
26 306
22 27
19 252

12 1938
10 1.7
7 1.44
4 1.47
1 0,50

FIGURA 7.25 — Pressdo Suavizada (1° Malha)
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FIGURA 7.26 — Energia Interna Especifica (1° Malha)

As oscilagdes da Pressdo, as quais fez-se referéncia na secdo 6.5.1, podem ser
observadas na Figura 7.24. Suavizando a distribuicdo da pressdo, segundo também foi

indicado naquela se¢do, obtém-se a Figura 7.25, onde as oscilagdes tém sido eliminadas.

a) Resultados obtidos usando a Segunda Malha ou “Malha Fina”

Utilizando a segunda malha (Figura 7.20), o valor obtido para o incremento de tempo

critico ¢ At=6,2499x10™, enquanto o incremento de tempo efetivo adotado ¢
At=6,0x10". A condi¢io empregada para determinar se o estado estacionario tem sido
atingido, € que o Residuo seja menor que TOL, =1,0x10" durante o intervalo de tempo

correspondente a 700 passos de tempo. Entretanto, o tempo adimensional maximo ¢ fixado

em T, =44.
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Com esta malha, tem-se testado o programa para fluidos viscosos rodando-o em um
computador PC Pentium II 300. O programa deteve-se apos 17 horas e 9 minutos depois do

escoamento ter atingido o estado estacionario no tempo adimensional t= 4,0 ( Figura 7.27).

1.0E+0

1.0E-1

1.0E-2

1.0E-3

Residuo

1.0E-4

1.0E-5

l.OE_6 ‘ ‘ ‘
0 2000 4000 6000 8000

Quantidade de Passos de Tempo
FIGURA 7.27 — Residuo (escala logaritmica) para o Problema da

Placa Plana (2° Malha)

Os resultados obtidos para o Nimero de Mach, Massa Especifica, Pressdo e Energia

Interna Especifica sdo mostrados nas seguintes figuras:

a0 2%
12 270
18 2B
17 240
1B 255
1% 210
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12180
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ihl 1.50
10 1.3
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1.5
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— MW ds R D

FIGURA 7.28 — Nimero de Mach (2° Malha)
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FIGURA 7.29 — Massa Especifica (2° Malha)
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FIGURA 7.30 — Pressao (2° Malha)
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FIGURA 7.31 — Pressdo Suavizada (2° Malha)
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FIGURA 7.32 — Energia Interna Especifica (2° Malha)

c¢) Comparagao dos resultados

Na seguinte figura mostram-se as distribui¢des de Numero de Mach, Massa Especifica,

Pressdo e Temperatura que foram obtidas por Shakib et al (1989).

M ———mSoe
8535888ER

19: 20 |

FIGURA 7.33 — Resultados obtidos por Shakib et al (1989), para o Problema da Placa Plana

Estes ultimos resultados foram obtidos utilizando uma malha bidimensional composta

por elementos quadrilateros com lados iguais de comprimento AX, =AX, =0,0125. Isto
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significa que a malha utilizada por Shakib et al (1989) é equivalente a segunda malha

empregada neste trabalho.

Comparando os resultados da referéncia citada acima com os resultados obtidos com a
primeira malha no presente trabalho, pode-se observar que, embora a malha da Figura 7.19
seja menos refinada que a utilizada pela referéncia, os resultados sdo proximos. Ja, se os
resultados da referéncia sdo comparados com os obtidos neste trabalho utilizando a segunda

malha, estes sdo, verdadeiramente, muito préximos.

Por outro lado, comparando as figuras 7.24 e 7.30, pode-se observar que as oscilagdes
da Pressdo sdo mais criticas no caso de utilizar-se uma malha menos refinada, mas, em ambos
0s casos, a Suavizagdo da Pressdo resolve o problema. Deve-se lembrar, que esta suavizagao ¢
util somente aos efeitos de obter distribuigdes das varidveis (neste caso a Pressdo) que nao
apresentem oscilagdes, mas, a pressao utilizada no nucleo das rotinas de célculo € a pressao
original. Da mesma forma, quando o que interessa ¢ a determinacao das pressdes atuantes no

corpos submergidos, a Pressdo utilizada para determinar o Coeficiente de Pressdo ¢ a original.

No trabalho de Shakib et al (1989) apresenta-se, também, o Coeficiente de Pressao
sobre a Placa. Na proxima figura, mostram-se os valores deste coeficiente comparados com os

obtidos neste trabalho, utilizando as duas malhas.

1.20

Cp
Shakib et al

—+— Malha Grosseira
—O— Malha Fina

1.00

0.80

Cp 060

0.40

0.20

0.00

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20

Posicdo em relagdo ao inicio da Placa

FIGURA 7.34 — Variagdo do Cp sobre a Placa
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Outros pesquisadores tém apresentado resultados para o mesmo problema. Entre eles,
Nigro, Storti & ldelsohn (1997) obtiveram os valores da pressdo sobre a placa e o coeficiente

de fricgao viscosa sobre a mesma.

Toasr

T 1 iz

FIGURA 7.35 — Grafico de Pressdo Referida a Pressdo de Referéncia sobre a
Placa e Grafico de Cf sobre a Placa

A comparagdo com os valores obtidos no presente trabalho ¢ mostrada abaixo:

7.00
P/Pinf
v
L Nigro, Storti & Idelsohn
6.00 — —3— Malha Grosseira
—s/— MalhaFina
5.00
4.00
P/Pinf
3.00
2.00
1.00
0.00
\ \ \ \ \ \
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40
X1/L

FIGURA 7.36 — Comparag¢do dos Valores de P/Pinf sobre a Placa
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0.00 ‘ ‘
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Posicédo em relacdo ao inicio da Placa

FIGURA 7.37 — Comparagdo dos Valores de C, sobre a Placa

Deve-se indicar, que os resultados apresentados por Nigro, Storti & Idelsohn (1997)
foram obtidos utilizando uma malha bidimensional formada por elementos quadrilateros com
lados iguais de comprimento AX, = AX, =0,025, equivalente a primeira malha utilizada neste

trabalho.

No caso da pressdo sobre a placa, os resultados obtidos neste trabalho tem bom grau de

semelhanca com os apresentados na referéncia citada.

Ao analisar a Figura 7.37, observa-se que os valores de C; sdo praticamente
coincidentes para posigdes sobre a Placa além do valor X, /L, =0,25. Para posi¢des perto do
inicio da placa, esta coincidéncia ndo ¢ tal, observando-se diferengas entre as trés curvas
apresentadas na figura. A razdo desta diferenca ¢ devida, provavelmente, ao fato de que os
valores de C, foram obtidos, neste trabalho, a partir dos valores médios das tensdes viscosas

no elemento. Perto do comeco da placa, onde tém-se grandes gradientes de tensdo, isto

conduz a degradagdo da qualidade dos resultados.

Este ultimo fato, foi estudado por Franca et al (1986). Nesta referéncia mostra-se um

método para calcular estas tensdes através de equagdes variacionais auxiliares.
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7.2.2.2 Escoamento Hipersonico ao redor de um Duplo Elipsoide

Este exemplo consiste na passagem de um escoamento hipersénico de um fluido
viscoso compressivel ao redor de um Duplo Elipsoide, que é completado por um prisma de
base eliptica, na intencdo de obter uma geometria similar a parte dianteira de um

transbordador espacial, como se mostra na seguinte figura:

VISCOSO

Re,, =6700

M, =815

Pr=0,72
vy=14
S, =0,9058

S, =1,583

FIGURA 7.38 — Escoamento Viscoso Hipersdnico sobre um Duplo Elipsoide.

Este problema foi estudado por Argyris Doltsinis & Fritz (1987), no marco do
“Programa de Pesquisa e Desenvolvimento da Aerodindmica e Aerotérmica do Projeto

Espacial Europeu Hermes”.

Dada a simetria do escoamento em relagdo ao plano (X,,X;), define-se o dominio

somente para a metade da geometria completa. Desta forma, é preciso impor condi¢cbes de

contorno adequadas no plano de simetria (x,, X;), através do qual ndo pode existir fluxo de

massa nem de qualquer outra quantidade envolvida na analise do problema.

Na Figura 7.38 pode-se observar que o dominio esta limitado por um contorno solido e
por um contorno externo. O Contorno Soélido esta constituido por dois elipsoides que

intersectam-se mutuamente, e dois cilindros de base eliptica que estendem-se uma distancia



96

L. =1 em forma longitudinal. As equagdes que definem os elipsoides s&o respectivamente:

X12 X22 X32

= =1
onde: a=15; b=0,625 e ¢=0,375, e:

X12 X22 X32

onde: 1 =0,875; m=0,4375 e n=0,625.

O limite externo é definido em uma regido na qual ndo existem perturbacdes e,
portanto, é adotado como Contorno de Entrada. O mesmo fica representado através do
seguinte elipséide:

2
X° X X
—2+—2+—2:1
a b C

sendo: a=2,0; b=1.0 e ¢=1.8, continuando com um cilindro de base eliptica.

A malha utilizada neste exemplo é estruturada e possui 42746 elementos e 46299 nos

(Figura 7.36). A concentracdo de elementos € maior nas regides perto do Contorno Sélido.

A malha é formada a partir de dois volumes em contato. Um destes volumes
corresponde a regido do fluido onde espera-se a formagdo da camada limite, cobrindo o
dominio entre 0 Contorno Solido e uma superficie da mesma forma, distante do Contorno

S6lido a uma longitude adimensional de 0,2 na direcéo radial.

Nesta regido utiliza-se uma, relativamente, grande quantidade de elementos no sentido
radial, cujo comprimento neste sentido decresce segundo uma lei linear, a medida que 0s

mesmos se aproximam ao Contorno Sélido.

No volume restante, correspondente a regido externa do dominio, o comprimento dos
elementos na direcdo radial também decresce linearmente naquela direcdo ao aproximar-se do
Contorno Solido. No entanto, utiliza-se uma menor quantidade de elementos na direcdo radial

neste ltimo volume, quando comparado com o primeiro.
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a seguinte:

A malha que resulta deste processo, é

!

s -

s §£65¢
o T O =
o < :
s B¢ %%%%y
= E 2 e
= o £ £ TR
o 8 T ¢© AN, g
- S £ 8 i o
2 s ° 9 i,
= ] ¢ 2 ,,“a,
= N =
oo’ LI, /////////// 2 = T m
oo’ A LY //////////////// o = m S &
"OOO /////// ////////////// o ) O = #ﬂ.ﬂ
Wi N g 2 28 .
; S L
//'0 ARRIIA /W%%ﬁ%%%%%f = m e o ."mmmn
(O !ﬂ’ﬁuﬂﬂw//%%”MW%M—W%%MWW%% i) m .,.m m
NABBESEIIN ettt =
WY 'I ey T = = i
RO TSR N = = = 3 :
”a'l/llll' %fll R 5—4——%%%?% ————- 3 8 i
R OSR A S g 85 9 i
R S R T 3 g g
NPt ensessn it gy G g 2 2
R SEEEELRN ity 2 5
RN liiony o © 7
AR50 NN LA 3 5 2
NN S SSSNN 27 ooyl v =
NSRS K g 5 «
N KRR — > 8 &
S S 55y
S — ° e
. o o @ m
© i
< = & m
o M N
= 2 N N
N nla m S <> Ooonn ,mm
> = 3 m
_ N S
& o «
) = )
S -
LL I<T}
o O
- 3 £
o Z S
i S
=
N
S

Entretanto, na Figura 7.40 tamb

FIGURA 7.40 — Malha para o Problema do Escoamento ao redor de um Duplo Elipsoide
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As condigdes no Contorno de Entrada correspondem a corrente ndo perturbada e sdo as

seguintes:

v, =815; v, =v, =00; u,=17857 ¢ p, =10

00

No Contorno Soélido o vetor velocidade é nulo:
v,=0,0; v,=00 e v,=00

No Contorno de Simetria é imposta a condigdo de velocidade normal ao mesmo nula,

para evitar o fluxo de massa através deste contorno.

Por tltimo, o Contorno de Saida, composto pelo cilindro exterior ¢ o plano de saida do
escoamento, ¢ especificado para calcular nele as a¢des de contorno que foram indicadas na

secao 4.4.

As Condigoes Iniciais sao impostas uniformemente em todo o dominio a excegdo dos
nods pertencentes ao Contorno Solido. Nestes nos sdo aplicadas, também para o tempo inicial,

as Condigoes de Contorno Solido.

Nos nds que ndo pertencem ao contorno sélido, as condi¢des iniciais sdo as seguintes:

p’=10; v,'’=815; v,"=v,"=0,0; e"=350; u’=17857 e p°=0,71428

Utiliza-se o valor 3 =0,3 para o Coeficiente de Seguran¢a da expressdo (3.61). O valor
obtido para o incremento de tempo critico ¢ At=1,7843x107*, mas, o incremento de tempo

efetivo adotado é At=1,0x107".

A condicao empregada para determinar se o estado estacionario tem sido atingido, ¢
que o residuo seja menor que TOL,, =1,0x 10" durante um intervalo de tempo
correspondente a 1800 passos de tempo. Entretanto, o tempo adimensional méaximo ¢ fixado
em T_. =1,2. Para o processo iterativo ¢ utilizado o valor TOL, =1,0x10~ como critério

para definir se a convergéncia tem sido alcancada (ver se¢do 6.2.2).

Por tltimo, o valor C,- =0,8 ¢ adotado para o Coeficiente de Amortecimento Ficticio

do Esquema de Viscosidade Artificial que aparece na secao 3.3.2.
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Com o problema definido desta maneira, tem-se rodado o programa para fluidos
viscosos, vetorizado previamente no Supercomputador CRAY T94 do Centro Nacional de
Supercomputacdo da Regidao Sul (CESUP) pertencente a Universidade Federal do Rio Grande
do Sul (UFRGS). O programa, denominado Ns EU EST, deteve-se quando o escoamento
atingiu o estado estaciondrio sem alcangar o tempo maximo. Alguns pardmetros importantes

referidos ao desempenho deste programa para este problema, sdo apresentados abaixo:

FIGURA 7.41 — “Job Accounting” obtido no CRAY T94

FIGURA 7.42 — “hpm ” obtido no CRAY T94

Alguns dos resultados obtidos nesta simulagdo, sdo comparados com os resultados
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obtidos por Argyris Doltsinis & Fritz (1987) nas seguintes figuras:

FIGURA 7.43(a) — Numero de Mach obtido =~ FIGURA 7.43(b) — Nimero de Mach obtido
no presente trabalho por Argyris et al (1987)

PRESSA0: 0.70 E.13 1156 1633 FOAP D765 33.00 36.71 44.14 4357 6500

FIGURA 7.44(a) — Pressao obtida no FIGURA 7.44(b) — Pressao obtida por
presente trabalho Argyris et al (1987)
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Ao comparar a Figura 7.43(a) com a Figura 7.43(b), deve-se observar que o dominio
definido neste trabalho estende-se no espaco, um pouco além das dimensdes do limite externo
utilizado no trabalho de Argyris et al (1987). De fato, nota-se que a regido do contorno sélido
da Figura 7.43(b) é ligeiramente maior que a correspondente regido na Figura 7.43(a),
enguanto que ambas as figuras tém as mesmas dimensdes gerais. Mas, considerando que
ambos contornos solidos tém as mesmas dimensdes relativas, desprende-se, entdo, que 0s
contornos cujas dimensdes sdo diferentes sdo 0s contornos externos. Sob esta perspectiva,

ambos resultados sdo préximos.

No que se refere aos graficos de Pressdo, deve-se salientar o fato de que a presséo €
apresentada em forma logaritmica na referéncia citada. Os valores de pressao obtidos em
ambos trabalhos sdo préximos também, fato que resulta evidente quando sdo comparados 0s
valores obtidos por Argyris et al (1987) com os logaritmos em base “e” dos valores obtidos
nesta simulagdo. Por exemplo, a méxima pressdo adimensional obtida nesta simulacéo,
localiza-se nos nos da frente do Duplo Elipsoide, e o seu valor é p_, =6339. Calculando o

logaritmo em base “e” resulta o valor p! =415, valor proximo a maxima pressdo do

grafico da referéncia citada.

O Residuo obtido para este problema se mostra na Figura 7.45.

1.0E+0

1.0E-1

1.0E-2

Residuo

1.0E-3

1.0E-4

1.0E-5 I I
0 4000 8000 12000

Quantidade de Passos de Tempo

FIGURA 7.45 — Residuo (escala logaritmica) para o Problema
do Duplo Elipsoide
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As tensdes viscosas atuantes no Contorno Solido, calculadas e adimensionalizadas

segundo foi indicado na se¢do 6.5.3, s&o mostradas na seguinte figura:

FIGURA 7.46 — Fricgdo Viscosa na Superficie Solida
(Skin Friction)

7.3 ESCOAMENTOS SUBSONICOS COMPRESSIVEIS E TRANSONICOS

7.3.1 Fluidos ndo viscosos

7.3.1.1 Escoamento bidimensional sobre dois Aerofolios (o = 0°)

Este exemplo consiste na passagem de um escoamento bidimensional em regime

subsonico de um fluido compressivel sobre dois Aerofolios NACA 0012.

Este problema foi tratado por Bristeau et al (1982), mas, deve-se salientar o fato de
que, nesta referéncia, as equagfes utilizadas correspondem a escoamentos potenciais de
fluidos néo viscosos. Isto faz com que a comparacao dos resultados da referéncia citada com
0s obtidos no presente trabalho, deva ser feita com alguma cautela.



103

A seguinte figura mostra a geometria bidimensional do problema e alguns parametros

importantes que o definem:

NAO VISCOSO

M ref — 016

y=14

a =0°

FIGURA 7.47 — Escoamento Subsdnico Compressivel sobre dois
Aerofolios NACA 0012

A Figura 7.47 mostra a vista lateral do dominio utilizado nesta simulacdo, mas, este
dominio € tridimensional, da mesma forma como foi mostrado nos exemplos da Placa Plana e

do Canal com um Obstaculo em Degrau na se¢éo 7.2.

O Aerofolio utilizado ¢ o NACA 0012, cuja descricdo geométrica pode ser encontrada
na publicacdo de Abbott & Von Doenhoff (1959).

Por se tratar de um problema bidimensional, para resolvé-lo utilizando o codigo
tridimensional, devem ser aplicadas condi¢fes de contorno nas faces laterais do dominio, para
assegurar que ndo existam gradientes na direcdo transversal. A malha possui, por sua vez, um
unico elemento na direcdo transversal, inibindo-se, assim, a possibilidade de aparicdo daque-

les gradientes.

Dada a simetria do escoamento, o dominio é unicamente definido para a parte superior
a partir do plano de simetria. Consegui-se, assim, diminuir a quantidade de nés e de elementos
necessarios para simular o problema. Desta forma, impde-se a anulacdo da componente

normal da velocidade ao plano de simetria.
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A malha utilizada neste exemplo é estruturada e possui 3900 elementos hexaédricos e
8130 nos. Porém, existem seis nds que tém a peculiaridade de ndo ter quatro elementos
concorrentes. Dois deles tém cinco elementos concorrentes, enquanto 0s quatro restantes tém

trés elementos concorrentes. Os elementos desta malha tém uma profundidade de Ax, =1,5.

A malha utilizada é mostrada na seguinte figura:

FIGURA 7.48 — Malha para o Escoamento sobre
dois Aerofolios (o = 0°)

O detalhe da parte da malha onde encontra-se o Aerofolio e o seu “espelho”, é mos-

trado na Figura 7.49.

[NRNARRANNN)
LA NNREENEN)

FIGURA 7.49.-.Detalhe da Malha e “espelho”
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As condi¢des no Contorno de Entrada correspondem a corrente ndo perturbada e séo as

seguintes:

Vl = 0’6’ V2 =V3 = 0,0’ poo = 0,71428 € poo =1,0

o0 o0 o0

Este contorno é o correspondente ao quarto superior esquerdo da circunferéncia

exterior da Figura 7.47.

O Contorno S6lido, ou seja o Contorno do Aerofolio, é especificado para serem
aplicadas as Condicdes de Contorno Solido descritas na se¢do 6.3.1, a excecdo dos dois nos
correspondentes ao borde de fuga do Aerofolio, onde a velocidade normal ao contorno nédo é

anulada.

No Contorno de Simetria é imposta a condicdo de velocidade normal ao mesmo nula,
para evitar o fluxo de massa através destes contornos, respeitando, assim, a simetria do

escoamento.

Por ultimo, no Contorno de Saida ndo é preciso aplicar nenhuma restricdo, nem é
necessario seleciona-lo para calcular nele as a¢des de contorno que foram indicadas na se¢éo
4.4, dado que a adigcdo dos termos de contorno ndao tem mostrado efeitos significativos sobre

0s resultados para este problema.

As Condicdes Iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio a excep¢do dos
nos pertencentes ao contorno do Aerofolio. Nestes nos sdo aplicadas, tambem para o tempo

inicial, as Condi¢des de Contorno Soélido.

Nos nds que ndo pertencem ao contorno solido, as condicdes iniciais sdo as seguintes:

p’=10; v,°=06; v,’=v,"=00; u®=17857 e p°=0,71428

Adota-se o valor 3 =0,2 para o Coeficiente de Seguranca da expressdo (3.61). O valor
obtido para o incremento de tempo critico é At=7,3201x107*, enquanto o incremento de

tempo efetivo adotado é At =7,0x107*.

A condigcdo empregada para determinar se 0 estado estacionario tem sido atingido, é

que o0 residuo seja menor que TOL[pozl,OxlO‘4 durante um intervalo de tempo
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correspondente a 750 passos de tempo. Entretanto, o tempo adimensional maximo é fixado
em T, =14,0. Para o processo iterativo ¢ utilizado o valor TOL, =1,0x10° como critério

para definir se a convergéncia foi alcancada (ver se¢do 6.2.2).

Por altimo, o valor C,. =2,0 é adotado para o Coeficiente de Amortecimento Ficticio

do Esquema de Viscosidade Artificial que aparece na secdo 3.3.2.

Com o problema definido desta maneira, testou-se o programa para fluidos nao
viscosos, rodando-o em um computador PC Pentium Il 300. O programa deteve-se apés 28

horas e 32 minutos, tendo alcangado o tempo maximo sem atingir o estado estacionario.

Na Figura 7.50 apresenta-se a distribuicdo do Numero de Mach Suavizado com o
método indicado na se¢do 6.5.2, obtido na presente simulacdo e correspondente ao tempo
final.

1.30
1.26
121
117
112
1.08
1.03
0.99
0.94
0.90
0.85
0.81
0.76
0.72
0.67
0.63
0.58
0.54
0.49
0.45
0.40
0.36
0.31
0.27
0.22
0.18
0.13
0.09
0.04
0.00

FIGURA 7.50 — Distribuicdo Suavizada do Numero de
Mach

Nesta figura pode-se apreciar a formagdo de uma onda de choque no canal formado
entre os dois aerofolios. Este canal atua como uma tobera convergente-divergente, onde o
fluido acelera-se na regido convergente e parte da divergente, até alcancar o regime

supersonico, para depois experimentar uma brusca queda de velocidade regressando ao
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regime subsoénico.

Os resultados obtidos nesta simulacdo diferem dos obtidos por Bristeau et al (1982),

funda-mentalmente, na posicéo da onda de choque.

Como ja foi indicado, na referéncia citada sdo utilizadas as equacdes correspondentes a
escoamentos potenciais. Além do mais, a geometria do problema ndo foi completamente
descrita na referéncia citada, motivo pelo qual adiciona-se uma outra incerteza. Isto é, pode
ser que existam pequenas diferencas entre a geometria do problema resolvido por Bristeau et

al (1982) e a geometria utilizada neste trabalho.

Tudo isto faz, evidentemente, com que nenhuma conclusdo definitiva possa ser extraida
da comparacdo dos resultados, porém, uma observacao importante deve ser ressaltada: nesta
simulacdo, a convergéncia do residuo e, portanto, a convergéncia do escoamento ao estado
estacionario ¢ muito lenta quando comparada com os exemplos com velocidades de entrada

supersonicas ou hipersonicas. Isto pode ser observado na figura seguinte:

1.0E-1

1.0E-2 5

Residuo

1.0E-3 5

1.0E-4 I I T I T ‘ T
0 4000 8000 12000 16000 20000

Quantidade de Passos de Tempo

FIGURA 7.51 — Residuo (escala logaritmica) vs.
Quantidade de Passos de Tempo

Os motivos pelos quais isto acontece serdo mais extensamente tratados no Capitulo 8,

correspondente as conclusdes e sugestdes.
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7.3.1.2 Escoamento Bidimensional sobre dois Aerofolios (o = 6°)

Este exemplo, igualmente ao problema anterior, consiste na passagem de um
escoamento bidimensional em regime subsénico de um fluido compressivel sobre dois
Aerofolios NACA 0012. Mas, neste caso, o0 angulo de ataque da corrente livre € o = 6° € 0

Numero de Mach na entrada ¢ M_ =M . =0,55. Este problema foi tratado por Franca et al

ref

(1986).

A seguinte figura mostra a geometria bidimensional do problema e alguns parametros

importantes que o definem:

NAO VISCOSO

M, =0,55

vy=14

a=6°

P

FIGURA 7.52 — Escoamento Subsdnico Compressivel sobre dois
Aerofolios NACA 0012 (o =6°)

Dada a ndo simetria do escoamento, o dominio deve ser definido em forma completa.
Por se tratar de um problema bidimensional, para resolvé-lo utilizando o cédigo tridimen-
sional, devem ser aplicadas condicdes de contorno nas laterais do dominio, para assegurar que
ndo existam gradientes na direcdo transversal. A malha possui, por sua vez, um Unico
elemento na direcdo transversal, inibindo-se, assim, a possibilidade de aparicdo daqueles

gradientes.

A malha utilizada neste exemplo € estruturada e possui 6451 elementos hexaédricos e

13196 nds. Porém, existem doze nds que tém a peculiaridade de ndo ter quatro elementos
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concorrentes. Seis deles tém cinco elementos concorrentes, enquanto 0s quatro restantes tém

trés elementos concorrentes. Os elementos desta malha tém uma profundidade de Ax, =2,5.

A vista lateral da malha utilizada é mostrada na seguinte figura:

9%
il
""lllllll

A

FIGURA 7.53 — Vista Lateral da Malha

Na Figura 7.54 apresenta-se o detalhe da regido correspondente a regido dos aerofolios.

FIGURA 7.54 — Detalhe da Malha
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As condi¢des no Contorno de Entrada correspondem a corrente ndo perturbada e séo as

seguintes:

v, =0,547; v, =00575; v, =00; p,=10 e p, =14

Este contorno é o correspondente a semicircunferéncia esquerda exterior da Figura
7.52.

O Contorno S6lido, ou seja o Contorno do Aerofolio, é especificado para serem
aplicadas as CondicGes de Contorno Sélido descritas na se¢do 6.3.1, a exce¢do dos quatro nos
correspondentes aos bordes de fuga dos Aerofolios, onde a velocidade normal ao contorno

ndo é anulada.

Por Gltimo, no Contorno de Saida ndo é preciso aplicar nenhuma restricdo, nem é
necessario especifica-lo para calcular nele as a¢des de contorno que foram indicadas na se¢do
4.4, dado que a adicdo dos termos de contorno nao tem mostrado efeitos significativos sobre

os resultados para este problema.

As Condic¢0es Iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio a exce¢do dos
nos pertencentes ao contorno do Aerofolio. Nestes nos sdo aplicadas, também para o tempo

inicial, as Condi¢des de Contorno Solido.

Nos nos que ndo pertencem ao contorno sélido, as condi¢des iniciais sdo as seguintes:

p’ =14, v,_=0547; v, =00575; v, =00; p, =10 e u’=17857

Adota-se o valor B=0,2 para o Coeficiente de Seguranca da expressdo (3.61). Com
este valor de B o valor obtido para o incremento de tempo critico é At=7,2752x107",

enquanto o incremento de tempo efetivo adotado é At =7,0x107".

A condi¢cdo empregada para determinar se 0 estado estacionario tem sido atingido, é
que o residuo seja menor que TOL, =1,0x10"* durante um intervalo de tempo
correspondente a 750 passos de tempo. Entretanto, o tempo adimensional méaximo é fixado
em T_. =35,0. Para 0 processo iterativo é utilizado o valor TOL, =1,0x10~* como critério

para definir se a convergéncia foi alcangada.
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Por altimo, o valor C,. =2,0 é adotado para o Coeficiente de Amortecimento Ficticio

do Esquema de Viscosidade Artificial que aparece na se¢édo 3.3.2.

Na Figura 7.55 apresenta-se a distribuicdo do Numero de Mach Suavizado corres-

pondente ao tempo final, obtido na presente simulacéo.

Iy -

FIGURA 7.55 — Distribui¢do Suavizada do
Numero de Mach

As distribuicOes de Pressdo e de Pressédo Suavizada obtidas para o tempo final séo

mostradas nas seguintes figuras:

)

FIGURA 7.56 — Distribuicdo da Presséo FIGURA 7.57 — Distribuicdo da Presséo
Suavizada
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Os resultados obtidos aqui sdo comparados com os obtidos por Franca et al (1986)

através dos seguintes graficos da variacdo do Numero de Mach sobre os Aerofolios:

1.20 —

0.80 —

NUumero de Mach

0.40 —{

0.00

Aerofolio Superior

——— Franca: Parte Superior
+ Franca: Parte Inferior
—O— Parte Superior

Parte Inferior

0.00

T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Posicéo ao longo da Corda do aerofolio

FIGURA 7.58 — NUmero de Mach sobre o

Aerofolio Superior

Aerofolio Inferior
——— Franca: Parte Superior
—4@— Franca: Parte Inferior
1.20 — —O—  Parte Superior
—<&—  Parte Inferior
N
Q
©
=
o 0.80
©
o
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()
£
D} =
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0.40 ,
0.00 I I I I

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Posicado ao longo da Corda do Aerofolio

FIGURA 7.59 — NUmero de Mach sobre o
Aerofolio Inferior

Nota-se, nestas figuras, que os resultados obtidos por Franca et al (1986) sdo muito

proximos aos obtidos nesta simulacdo em algumas regibes da parte inferior do aerofolio

superior e, também, na parte inferior do aerofolio inferior. Nas partes superiores de ambos 0s

aerofolios, os resultados nao sao tdo proximos.

Na regido central do canal formado pelos aerofolios, as diferencas sdo facilmente

apreciaveis.

Deve-se salientar que, igualmente ao acontecido no exemplo anterior, 0 programa

deteve-se tendo alcangado o tempo maximo sem que 0 escoamento tenha atingido o estado

estacionario. Novamente, a convergéncia ao estado estacionario resulta ser muito lenta

gquando comparada com 0s casos nos quais o regime era predominantemente supersonico. Isto

pode ser visto na seguinte figura:
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1.0E-1

1.0E-2
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1.0E-4 T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
0 10000 20000 30000 40000 50000
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FIGURA 7.60 — Residuo (escala logaritmica)
vs. Quantidade de Passos de Tempo

7.3.2 Fluidos Viscosos

7.3.2.1 Escoamento Bidimensional sobre um Aerofolio (o = 0°)

A geometria e alguns parametros importantes deste problema, sdo apresentados na

seguinte figura:

425 7,75
VISCOSO !

Re.; =2000
M. =0,85
Pr=0,72
vy=14
S =0,9058

AN

4,25

S, =1,583

e

1,0

FIGURA 7.61 — Escoamento Transdnico sobre um Aerofolio NACA 0012



114

Este exemplo consiste na passagem de um escoamento transonico de um fluido viscoso

compressivel sobre um Aerofolio NACA 0012.

O problema do escoamento passante sobre um Aerofolio NACA 0012 foi tratado por

Vvarios pesquisadores. Entre eles, pode ser mencionado o trabalho de Mittal (1998).

Dada a simetria do escoamento, o dominio é unicamente definido para a metade
superior da geometria mostrada na Figura 7.61. Desta forma, deve-se impor que a com-

ponente da velocidade normal ao plano de simetria seja nula.

Por se tratar de um problema bidimensional, para resolvé-lo utilizando o codigo
tridimensional, devem ser aplicadas condi¢des de contorno nas faces laterais do dominio, para
assegurar que ndo existam gradientes na direcéo transversal. A malha utilizada possui, por sua
vez, um unico elemento na direcdo transversal, inibindo-se, assim, a possibilidade de aparicdo

daqueles gradientes.

Utiliza-se uma malha mista, com regides nas quais € estruturada e regiGes nas quais é
ndo estruturada. Isto permite diminuir drasticamente a quantidade de elementos e nos

necessarios. Esta malha possui 11783 elementos hexaédricos e 23984 nos (Figura 7.62).
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FIGURA 7 62 — Malha para o Problema do Escoamento ao
redor de um Aerofolio NACA 0012

As figuras seguintes mostram varios detalhes da malha utilizada neste problema. Pode-

se apreciar nelas, a concentracéo de elementos que tem lugar perto do Aerofolio.
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FIGURA 7.64 — Detalhes da Malha e do “espelho” da mesma, correspondentes ao borde
de ataque e ao borde de fuga do Aerofolio

As condic¢des no Contorno de Entrada correspondem a corrente nao perturbada e sdo as

seguintes:

v, =085; v, =v, =00; u,6=17857 e p, =10

) 3w

No Contorno Inferior é imposta a condi¢do de velocidade normal nula (condicdo de
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simetria) em forma direta, fazendo:

neste contorno.
No Contorno Sélido, ou seja o Contorno do Aerofolio, o vetor velocidade é nulo:
v, =00; v,=00 e v,=00

Além do mais, sobre os nés do Aerofolio é imposta a temperatura de estagnacao,

através da seguinte condicdo de contorno de Energia Interna Especifica:
u placa = ustg = uw(l + y_;:l- Mmzj = 2!0437

Nos Contornos Laterais € imposta a condi¢cdo de velocidade transversal nula, para
evitar o fluxo de massa através destes contornos, mantendo-se, desta forma, a caracteristica

bidimensional do escoamento.

Por ultimo, o Contorno de Saida tem que ser especificado para calcular nele as agdes
de contorno que foram indicadas na secédo 4.4, dado que a adi¢do dos termos de contorno tem

mostrado efeitos significativos sobre os resultados quando trata-se com fluidos viscosos.

As CondicGes Iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio a excec¢ao dos
nos pertencentes aos contornos. Nestes nos sdo aplicadas, também para o tempo inicial, as
Condicdes de Contorno indicadas acima. Este processo é efetuado na fase de Pré-

processamento pelo programa Pat_Interface.

Nos nos que ndo pertencem a nenhum contorno, as condic@es iniciais sdo as seguintes:

p’=10; v,’=085; v,°’=v,’=00; u°=17857 e p°=0,71428

Adota-se o valor 3 =0,3 para o Coeficiente de Seguranca da expresséo (3.61) e, desta
forma, o valor obtido para o incremento de tempo critico é At=8,516x10", enquanto 0

incremento de tempo efetivo adotado é At =8,0x10°.

A condicdo empregada para determinar se o estado estacionario tem sido atingido, é
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que o residuo seja menor que TOL,,, =10 x10™ durante o intervalo de tempo correspondente

a 5500 passos de tempo. Entretanto, o tempo adimensional maximo é fixadoem T, =6,0.

Para o processo iterativo é empregado o valor TOL, =1,0x10° como critério para

definir se a convergéncia foi alcancada.

Finalmente, o valor C,. =0,4 é utilizado para o Coeficiente de Amortecimento

Ficticio do Esquema de Viscosidade Artificial.

Com o problema definido desta maneira, tem-se rodado o programa para fluidos
viscosos, previamente vetorizado no Supercomputador CRAY T94 do Centro Nacional de
Supercomputacdo da Regido Sul (CESUP) pertencente a Universidade Federal do Rio Grande
do Sul (UFRGS). O programa, denominado Ns_EU_EST, deteve-se quando o tempo méximo
foi atingido sem que o escoamento alcancasse 0 estado estacionario. Alguns parametros
importantes referidos ao desempenho deste programa para este problema sdo apresentados

abaixo:

Job Lccounting - Summary Report

Job Accounting File Name » Stop/ngs.+ECWOROEQ /. Jacctilyd
Operating System rosn029 sn7029 10,0.0.2 roo.l CREAY TS
Uzer Name [(ID) : hpbridge (7008)

Group MName (ID)  -03522 (3522)

Aocount Name (ID) 1 PROTOSE2Z [B6522)

Job Name (ID) : Ns_ET E3T [31?4H

Report Starts » 1041399 1ardh: 04

Report Ends : 10414499 01:14:41

Elapsed Time : 30577 Seconds

mser CPU Time : 23135. 5660 Zeconds
Systen CPU Time : 194, 3528 Jeconds

I/0 Wait Time [(Locked) : 0.2971 Seconds

I/0 Wait Time [(Unlocked) : 4.8089 Seconds

CPT Time Memory Integral : 676556, 8051 Mword-seconds
3053 Time Memory Integral : 0.0000 Mword-szseconds
I/0 Wait Time Memory Integral : T.5332 Mword-seconds
Data Transferred H g.6454 Milords
Maximum menory used : 29,0000 MWords
Logical IS0 Redquests : 2671

Physical I/0 Requests : 335

Ihmbher of Commands : 4

Eilling Units : 3240, 2455

FIGURA 7.65 — “Job Accounting”, mostrando o Tempo de CPU ¢ a
Memo0ria, necessarios para este Problema
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Million inst/sec (MIP3) : 34,70 Instructions H B01172850995
Avyg. clock periods/inst 1z .97
% CP not issuing : az2.47 CP holding issue @ 9607310409268
Inst.buffer fetchea/sec ! 0.35H Insr.buf. fetches: 5773553500
Floating ops/sec : 730.00M F.F. aps r 1A355679441077
Vector Floating ops/sec : 729,981 Vec F.P. ops : 1e355241071283
CPU mem. references/sec : 954.04H1 actual refs T 22721538070165
avg CPiwem. reference : 30.25 actual ref CF 1 B6E72876107097399
VEC mem. references/sec : 955 .46 actual refs T 2270580967 E2943
E/T mem. references/zec : 0.53M actual refs : 12316195390
I/0 mem. references/sec : 0.00M actual refs : 42294020

FIGURA 7.66 — “hpm”, mostrando o Numero de MegaFlops obtido ao rodar o
Programa para este Problema.

As seguintes figuras mostram a Pressao a Pressdo Suavizada e o Numero de Mach:

FIGURA 7.67 — Contornos de Pressao FIGURA 7.68 — Contornos de Pressao
Suavizada

FIGURA 7.69 — Contornos de NUmero de
Mach
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As Figuras 7.67, 7.68 e 7.69 correspondem aos resultados obtidos nesta simulacéo.
Estes resultados podem ser comparados com os obtidos por Mittal (1998) que se mostram a

sequir:

FIGURA 7.70 — Contornos de Pressao obtidos por
Mittal (1998)

FIGURA 7.71 — Contornos de NUmero de Mach
obtidos por Mittal (1998)

Comparando as Figuras 7.68 e 7.69 com as Figuras 7.70 e 7.71 respectivamente, pode-
se observar que os resultados sdo préximos na maioria das regides do dominio, a excecao das
regibes por cima e por baixo da metade traseira do Aerofolio. Nestas ultimas regides,

apreciam-se algumas diferencas.

O grau de proximidade dos resultados pode ser também analisado através da
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comparacdo dos Coeficientes de Pressdo e de Friccdo Viscosa sobre o Aerofolio, obtidos

neste trabalho e na referéncia citada.

1.50 —

Present 1
Cambier [34] ~----- 1
1.00 ¢ Satofuka [35] ------- ]

0.00 |

Pressure Coefficient, Cp

L
-0.50

qoo bl v e e e e
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Distance from leading edge, x

FIGURA 7.72 — Coeficiente de Pressdo sobre o Aerofolio
obtido por Mittal (1998)

1.50

Cp

1.00 — Mittal

O Presente Trabalho

0.50
Cp
0.00

-0.50

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Posicao ao longo da Corda do Aerofolio

FIGURA 7.73 — Coeficiente de Pressdo sobre o Aerofolio

Comparando os valores do Coeficiente de Pressdo obtido por Mittal (1998) com os
valores obtidos no presente trabalho, as curvas obtidas sdo proximas, mas ndo sdo “muito”

proximas.

Ja, as curvas obtidas por Cambier e por Satofuka, trabalhos que sao citados por Mittal

(1998), sdo “muito” proximas a curva obtida nesta simulagao.
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As curvas do Coeficiente de Friccdo Viscosa sobre o Aerofolio sdo apresentadas nos

graficos que se mostram abaixo:

0.20 ———r————————————7 :

Present

0.15

0.10

Friction Coefficient, Ct

0.00

005 Lo | P RS RS S B
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Distance from leading edge, x

FIGURA 7.74 — Coeficiente de Fric¢do Viscosa sobre o
Aerofolio obtido por Mittal (1998)

0.20

cf
0.15 — Mittal

A Presente Trabalho

0.10

Cf

0.05

0.00

AAAAAAAAAAAAAAA

-0.05 ‘ ‘ ‘ ‘

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Posicéo ao longo da Corda do Aerofolio

FIGURA 7.75 — Coeficiente de Fricgédo Viscosa sobre o
Aerofolio

Como pode ser observado comparando a curva obtida nesta simulagdo com a obtida por

Mittal (1998), os resultados para o Coeficiente de Fric¢do Viscosa sdo proximos.

Por ultimo, a curva do residuo mostra que a convergéncia ao estado estacionario &,
novamente, lenta quando comparada com 0s casos nos quais o regime € predominantemente

supersonico. Mas, deve-se considerar que neste caso 0 incremento de tempo € menor que em
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qualquer outro caso ja visto, e isto faz com que sejam necessarios muitos passos de tempo

para chegar a um determinado valor de tempo adimensional.

Residuo

1.0E-1

1.0E-2

1.0E-3 4

1.0E-4

FIGURA 7.76 — Residuo (escala logaritmica) vs.

\ \ \
20000 40000 60000

Quantidade de Passos de Tempo

Quantidade de Passos de Tempo

80000



CAPITULO 8

8 CONCLUSOES E SUGESTOES

No Capitulo 7 tém-se apresentado varios exemplos que foram utilizados para testar os
Codigos de Simulagao. Estes testes permitiram avaliar os resultados obtidos para uma ampla
gama de velocidades dos escoamentos, abrangendo regimens subsonicos compressiveis,
transonicos, supersonicos e hipersonicos sem reagdes quimicas, tratados dentro do contexto da

teoria dos gases perfeitos.

Observou-se que os resultados obtidos foram muito bons nos problemas envolvendo

regimens hipersonicos e supersonicos.

Assim, os problemas do Canal com um Obstaculo em Degrau (M = 3.0) e do Es-
coamento ao redor de uma Esfera (M = 3.0 e M = 8.15), tém mostrados que os resultados
obtidos com os cddigos desenvolvidos para fluidos ndo viscosos sdo, em todos os casos,

proximos aos apresentados pelas respectivas referéncias.

Da mesma forma, os resultados obtidos utilizando os co6digos para fluidos viscosos, tém
mostrado um alto grau de concordancia com os resultados achados nas referéncias, tanto para
o caso do Escoamentos sobre uma Placa Plana (M = 3.0), quanto no caso do Escoamento ao
redor do Duplo Elipséide (M = 8.15).

Mas, estes mesmos cdodigos, ndo apresentam resultados tdo satisfatoérios quando os

problemas simulados envolvem escoamentos subsdnicos compressiveis e transonicos.

Isto pode ser observado na secdo 7.3, especificamente nos problemas correspondentes
ao Escoamento ao redor de dois Aerofolios, tanto para o caso em que o angulo de ataque é
a =0° e o nimero de Mach ¢ M = 0.6, quanto para o caso em que a=6° ¢ M = 0.55. Os
resultados obtidos nestes exemplos ndo sdo definitivamente “ruins”’, mas, ndo mostram tao

bom grau de proximidade com as referéncias respectivas como nos problemas anteriores.

Rodando o c6digo para fluidos viscosos para o problema do Escoamento transonico ao
redor de um Aerofolio (M = 0.85), os resultados obtidos foram bons, mas, também, poderiam

ter mostrado maior proximidade com os fornecidos por Mittal (1998).
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Como conclusdo, pode-se dizer que os codigos desenvolvidos neste trabalho
apresentam resultados muito bons em problemas nos quais os escoamentos sao altamente
compressiveis. Porem, a medida que a velocidade do escoamento diminui, 0 escoamentos
torna-se menos compressivel e, conforme isto acontece, os resultados obtidos vao se

degradando. Além disso, a convergéncia torna-se lenta.

Os problemas mencionados acima manifestam-se, especialmente, no caso dos fluidos
nao viscosos, quando as Equacdes de Euler sao utilizadas como balango de Quantidade de

Movimento.

A razdo pela qual isto ocorre pode, provavelmente, dever-se ao fato de que o esquema
de Taylor-Galerkin “ndo seria indicado” para resolver problemas envolvendo escoamentos
predominantemente subsonicos, com o mesmo enfoque que o utilizado para abordar regimens

supersonicos.

Segundo Satya Sai et al (1998), o esquema de Taylor-Galerkin torna-se improprio a
medida que o grau de compressibilidade diminui. Nesta referéncia utiliza-se um esquema de
avanco no tempo baseado nas trajetorias caracteristicas que, segundo naquele trabalho se

indica, seria apropriado para simular escoamentos envolvendo toda a gama de regimens.

Como conseqiiéncia, pode-se dizer que o objetivo deste trabalho foi alcancado: tém-se
desenvolvido cddigos para a simulagdo de escoamentos compressiveis, mais toda uma
metodologia de geracdo de dados e visualizacdo dos resultados (em ambos os casos utilizando

utilitarios disponiveis), que t€ém mostrado serem efetivos.

Mas, este trabalho sé representa uma etapa entre varias necessarias para obter um
aplicativo que permita resolver, por exemplo, problemas de Interacdo Fluido-Estrutura,

envolvendo escoamentos nos mais variados regimens.

Neste sentido, apresentam-se aqui algumas sugestoes que poder-se-iam considerar nos

futuros trabalhos relacionados:

a) Na intencdo de melhorar os resultados obtidos para escoamentos de baixa
compressibilidade, ou até para simular escoamentos incompressiveis, podem-se
implementar diferentes esquemas de solu¢ao, como por exemplo o utilizado no
trabalho de Satya Sai et al (1998), sem necessidade de modificar os codigos em

forma substancial.
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d)
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Deve-se testar o algoritmo de movimentacdo da malha quando se utiliza a

descri¢ao A.L.E., dado que neste trabalho este teste ndo foi realizado.

As técnicas de adaptacdo de malha permitiriam obter resultados muito mais
precisos nas regides de altos gradientes. Portanto, a implementagdo destas técnicas
¢ imprescindivel para simular problemas de engenharia onde espera-se que os

resultados sejam muito proximos a realidade fisica dos fendmenos da natureza.

Por se tratar de um algoritmo que utiliza um esquema explicito de integragao no
tempo e, considerando que na maioria dos problemas ¢ necessaria a utilizacao de
malhas com muitos elementos e muitos nds, o tempo de CPU necessario para
resolver estes problemas ¢, em geral, elevado. Sugere-se, entdo, a utilizagdo de
passos de tempo que variam ao longo do dominio, de acordo com as dimensdes dos

elementos finitos.

A introducdo de um modelo de turbuléncia favoreceria a simulagdo de escoamen-

tos onde a consideragao deste fendmeno € essencial.
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ANEXO A: EXPANSAO DOS TERMOS DIFUSIVOS

Os termos difusivos e de condutibilidade térmica ficam representados pelas seguintes

expressoes:

0
— Ty
G'= —Tis (A.1)
— T3
—z'ijVJ—Ka—u
OX;
ov. OV, ov.
Ty =M+ — |+ A5 (A.2)
OX;  OX OX;

(1j=123)

Como pode observar-se em (A.1) e (A.2), os termos correspondentes ao vetor G|
envolvem derivadas primeiras das variaveis V; e U. Levando em conta que nas equagdes de
conservagio aparece o termo 6G!' /dx; , verifica-se que os termos difusivos contém derivadas
segundas das variaveis vV, e U. Portanto, para relaxar as condi¢des de continuidade impostas
as fungdes de interpolagdao quando ¢ aplicado o método de Galerkin, convém trabalhar com a
forma “fraca” da equacdo integral. Integrando por partes o termos difusivos e de
condutibilidade térmica, obtém-se:

J'[q)]TaaGTin 40 = j [0 ', dr - Ia[%r G" dO (A.3)

Qe Qe

Assim, pode-se observar que no lado direito desta tltima expressdo, ficam integrais

contendo apenas derivadas primeiras das variaveis de campo.

A primeira integral do lado direito da expressdao (A.3) corresponde aos termos de
contorno. Estes termos ja foram desenvolvidos no Capitulo 4 e, portanto, ndo serdo tratados

aqui. Interessa, entdo, estudar a segunda integral do lado direito da expressdo anterior.

Expandindo o vetor G nesta Gltima integral, observa-se que a mesma ndo aporta

nenhuma contribui¢do na Equacdo de Conservacdo da Massa, enquanto que as suas
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respectivas contribuicdes nas Equacdes de Conservacdo de Quantidade de Movimento e de

Energia, sdo as seguintes:

Equacao de Conservagao da Quantidade de Movimento:

—J‘MGFdQ:—JM(—TP)dQ=J‘Mr;— do (A4)

OX, ! OX,

i
Qp Qe Q¢

Equacao de Conservagao da Energia:

_IMG?dgz—jM(—ri?V?)dQ—J.—KG[CD]TG—“dQ:

oX; oX; oX; OX;
Qe Qe Qe (A.5)
T T
= @rgvj” g0+ [ kAL g
oX; oX; OX,
Qe Qe

Expandir-se-4, unicamente e a modo de exemplo, a integral correspondente & Equagdo
de Conservagao da Quantidade de Movimento. Introduzindo a expressao (A.2) em (A.4),

obtém-se:

J- G[q)]T Tirj] 4o - J. 8[(1)]T I:/u(av. +vaj J_l_ljxvi 5”] do (A.6)

oX;

. ~ [ . . n
Substituem-se, entdo, as varidveis aproximadas V;, pelas suas correspondentes

expressoes interpoladas que se mostram abaixo:

v =[o] o’ (a7

i o i aXj
QE QE QE

(A.8)
t, dla]' dfo]

dQ !
ox, X, tut

Qe
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Esta expressdo poderia ser utilizada diretamente, mas, ainda pode-se efetuar uma

transformagao que permite reduzir a quantidade de termos necessarios.

Se a expressdo (A.8) é expandida para os subindices 1i,j,k = 1,2,3, obtém-se trés
equacdes contendo nove termos cada uma. Se, sobre esta equagdes, ¢ efetuado um agrupa-
mento dos termos extraindo as componentes de velocidade como fator comum e, logo apos, se
levam as equagdes novamente a forma compacta, pode-se provar que a equagao (A.8) ¢

equivalente a seguinte expressao:

[ECEp a9
sendo:

2

[ofo-2 el g, [, ol el

H) ox; X X, OX,
Qe Qe
i=1->k=23
sei=],eqi=2—>k=13
i=3—->k=12 (A.10)

[l g, el el

oX;  OX, ox; X, ’
QE QE

sei#]

onde o paréntese no subindice indica que ndo ¢ aplicada a convengdo da soma, mesmo que 0s

indices estejam repetidos.

Para os termos iterativos, as matrizes sdo as mesmas, isto é:

_ a[q)]T n-+1 _ a[q)]T _ n+1 _ a[(D]T n+l
_[—ax. AG!™ dQ = - (~Az) do = o An Ao (A11)

i i i
Qe Qe Qe

sendo:
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j L e a0 =[], fav (A12)

Qe

Um processo similar ao efetuado acima, deve ser realizado para expandir os termos
difusivos e de condutibilidade térmica correspondentes a Equacdo de Conservacdo da

Energia. Porém, deve-se observar que os termos difusivos da Equag¢do de Conservacao da
Energia contém um produto de fungdes, isto ¢, o produto zj v," que aparece na expressio

(A.7).

Isto conduz a aparicdo de matrizes adicionais unicamente para os termos iterativos,
. . 1 . J4
devido a que o incremento temporal A(rij v, )'H tem que ser desenvolvido através da regra da

derivada de um produto, da seguinte maneira:

Aley v, )" = v Al + 2 Ay, (A.13)

i ij

No Capitulo 3, aquelas matrizes adicionais tém sido denominadas [E* ]i .
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ANEXO B: EXEMPLOS DE INTEGRACAO DAS MATRIZES DE ELEMENTO

No Capitulo 4 foi mostrado o procedimento de integracdo analitica empregado neste

trabalho. Porém, foram indicados os resultados das integrais sem aparecer a integracdo
propriamente dita. Aqui, apresentam-se as integracfes das matrizes [C]i a modo de exemplo.

Também, indica-se aqui como devem ser integradas as matrizes [D];, [E], e [K].

MATRIZES [C];:

No Capitulo 4, a expressdo (4.29) indicava:

i 8 n ob,, ob
CiMN:J (Zq)M Vij 8M = dQ =

M =1 Xk 8xi
(B.1)
1 ] Jn D
(g ] (e o
(ij,kh=2123; MN=12..8)
Também foi visto naquele capitulo que:
°0) - 370 - 2 ®2

(&

(0

S

Entdo, lembrando que ﬁ sdo |J(0)| constantes no elemento, a expressdo (B.1) pode

ser transformada da seguinte maneira:

1o J_
N T gZVkM
M=1

oD, oD
= dg,dg,dg,
g 0, s1fe (B.3)

-1-1-1

Como tinha-se visto no Capitulo 4, as funcbes de interpolagdo sdo dadas segundo a
seguinte expressao:
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D, :%[14'&11\1 &1][14'&21\1 ‘:2][1+§3N és] (B.4)

onde o indice N indica o nimero do no local, que varia de 1 até 8. Portanto, &, , &,, € &;,

sdo as coordenadas naturais do né N e sdo valores conhecidos e fixos que podem ser

agrupados nos seguintes arranjos:

,)'={-1 -1 1 1 -1-1 1 1} (B.5)

Entdo, as derivadas que aparecem em (B.3) podem ser expressas da seguinte forma:

oD, 1
%, 8

E-‘jM [1+E"aM é(fﬂl)][:l'+&bm é(b)] (B.6)

onde o paréntese nos subindices indica que nao se aplica a convencao de soma, mesmo que 0S

indices estejam repetidos. Na expressao (B.6) tem-se:

se j=1 — a=2 b=3
j=123, e <se j=2 — a=1 b=3 (B.7)
se j=3 > a=1 b=2
Entdo, substituindo (B.6) em (B.3), resulta:
10 Jy
C... = 1=D>Dv, | ———.
N (8 Mzzll ij 64/3(0) (B.5)

111

: j j j &1 G 1+ Ean o )L Eony G )L+ G & )L+ Eay Eia)] dE10E,TE,

-1-1-1

onde:
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seh=1 —> c¢c=2 d
h=123, e {seh=2 — c¢=1 d
se h=3 —- c¢=1 d

3
3 (B.9)
2

Adotando a seguinte denominacao:

v =S &hNJ.J.J. L+t 2B+ Eon B JBrEen £ l+Eey Ea)] dEude,de, (B-10)

-1-1-1

e, lembrando que:

Q. =8[3(0) (B.11)

a expresséo (B.8) fica:

_ (13 J= (B.12)
N (8Mz ) 8Q i

A integral em (B.10) pode ser calculada para um caso particular e depois inferir o0 uma

expressao genérica a partir do caso particular. Por exemplo,se j=1 e h=2 tem-se:

j:]. —> a=2 b=3 (Bl3)
h=2 — c¢=1 d=3

Assim, integrando, resulta:

lizum =& Eon j j j L+8,, & J+Eay & ]L+Esy & JL+Es, &) dE,dE,dE, =
-1 (B.14)

=[al+&m %} Eim Ean j j [Lreo &l o & llires, & de,de
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Mas, o fator integrado entre colchetes resulta:

{gﬁgm %} = {1+§1N %} - {(—1)+g1N %} =2 (B.15)

Entdo, substituindo (B.15) em (B.14) e integrando, obtém-se:

lomn = 2 &1y San Ij [1+é2|v| &2][1+§3M §3][1+é3N és] dg,dg, =

-1 -1

2 {aﬁam %} Can amj[uaw o llray 2] des =
N | (B.16)

48 & _[ Lt £y + 8o By +Eay Ban £7) dE, =

=4 {iﬁém %4'&31\1 %+EJ3M Ean %} SR

onde para o fator entre colchetes, tem-se:

e L & £y’ } - { o 13}
§3+E.\3M _+E.~3N _+E.>3Mé3N 5 | 1+E.\3|v| _+E.\3N _+E.>3M ‘:SN 5| T
[ 2 2 2 |, 2 2 2 (B.A7)
e ), Y 1| _ [ 1 }
|:( l)+&31v| 2 +é3N 2 +§3Mé3N 2 - 2 1+ 3§3M &SN

Substituindo (B.17) em (B.16) resulta, finalmente:

s = 8 & B | 145 B G | ®.19

A expressao (B.18) indica o valor da integral | paraocasonoqual j=1 e h=2,

JUIVIN
Porém, a partir de (B.18), pode-se inferir o valor da integral para o caso genérico. De fato,
observa-se que:
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. 1
se j=h — 1y =8E&; &y Ll+§§(S)M isNJ (B.19)

onde:

se j=1e h=2 — s=3
se j=1e h=3 — s=2 (B.20)
se j=2 e h=3 — s=1

Por sua vez, se j=h, das expressdes (B.7) e (B.9) tém-se as seguintes igualdades:

(B.21)

S o
I

motivo pelo qual, uma vez substituidas as expressdes (B.21) em (B.10), a integracdo desta

Gltima conduz a seguinte expressao:

. 1 1
e =N > 1y =B, G |16 g fu, b || 10 S0 G | B2
onde:
se J=h=1 —» s=2e h=3
se j=h=1 — s=1e h=3 (B.23)
se j=h=2 —> s=1le h=2
Entéo, fazendo:
|
jh
Apn = % (B.22)
a expresséo (B.12) resulta, finalmente:
8
(B.23)

1 1
C = L ZV” J_ai
MN kM Q. ki MN

8
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onde:

Ay = Iy (O) ‘]ih(o) Aj, MN (B.24)

eo fator A, fica definido da seguinte maneira:

e ) {uéaw ékNJ

sei=le j=2 > k=3
.Sei#]j, sendo:<sei=2¢e j=3 > k=1
sei=3e j=1—>k=2

i~ (B.25)

1 1
=&y E’:jN |:1+§&(k)M &kN}|:1+§é;(h)M thN:|

sei=j=1—>k=2eh=3
.Sei=1], sendo:ssei=j=2 > k=1e h=3
sei=j=3>k=1eh=2

onde o paréntese no subindice indica que ndo é aplicada a convengédo da soma, mesmo que 0s

indices estejam repetidos.

MATRIZES [D];, [K], e [E].

Baseando-se no processo de integracdo das matrizes [C]i , outras matrizes podem ser
rapidamente integradas considerando a sua similaridade com aquelas. E o caso das matrizes
[D];. [K]. e [E] as quais contem integrais da forma da integral da express&o (B.1). No caso
das matrizes [D]; e [K], os coeficientes x, 4 e k sdo fungGes da temperatura e, dado que a
temperatura é funcdo da posicdo, estes coeficientes sdo, também, funcdo da posicdo. Para
simplificar a sua integragdo, calculam-se os valores nodais destes coeficientes através da lei
de Sutherland e, depois, tomam-se os valores médios destes coeficientes no elemento. Assim,
os coeficientes 1, A e k séo considerados constantes no elemento e podem sair fora das

respectivas integrais.
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ANEXO C: CONVENCOES E NOTACAO

Neste anexo apresentam-se as convengdes adotadas neste trabalho e alguns exemplos

de aplicagao das mesmas:

a) Os subindices constituidos por letras minasculas indicam as componentes espaciais
da variavel ou quantidade fisica a que pertencem e, a ndo ser que se indique o contrario,
correm de 1 até 3, como por exemplo i,j,k = 1,2,3. Estes subindices seguem a convengdo da
soma de Einstein. Isto ¢, em qualquer expressdo na que aparecam subindices repetidos no
mesmo termo deve-se considerar que existe uma soma desenvolvida para esse subindice. A
excecdo desta regra indica-se colocando o subindice entre parénteses. Desta forma, quando
um dos subindices repetidos aparece entre parénteses significa que a convengdo da soma nao

deve ser aplicada. Esta notagao ¢ ilustrada através dos seguintes exemplos:

a,b, =ab, +a,b, +a;b, (C.1)
ab,(c,, +¢,, +¢y,) para i=1
a;bC; =1a,b,(c,, +¢ypy +Cy3) para i=2 (C.2)
a3b3(cll +C,, +C33) para i=3
(j=123)

b) Os subindices constituidos pelas letras maitusculas M e N indicam os valores nodais
da variavel ou quantidade fisica a que pertencem. A nao ser que se indique o contrario, sao
aplicados aos elementos dos vetores de elemento ¢ correm de 1 até 8. Estes subindices ndo
seguem a convengdo da soma de Einstein e, quando existe uma soma desenvolvida para esse

subindice, isto ¢ indicado através do correspondente simbolo de somatdrio.

¢) O subindice E indica que a quantidade que leva o subindice esté referida ao elemento
finito. Este subindice ¢ utilizado quando as quantidades fisicas proprias do elemento devam
ser distinguidas das correspondentes quantidades fisicas globais, mas, ¢ omitido quando

aquela disting@o ndo seja imprescindivel a compreensdo do texto.

d) O superindice n indica o passo de tempo ao que se refere a varidvel a que pertence.

. , .y . 1 -
Assim, por exemplo, a" € a variavel a no passo de tempo “anterior”, enquanto que a"" ¢é a

variavel a no passo de tempo “atual”. O incremento de a correspondente ao tempo atual

n+1 n+1 _ah

indica-se através da expressao Aa' =a a.
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