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Servigo
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RESUMO

O objetivo deste trabalho € apresentar um modelo para analise probabilistica de
estruturas de concreto armado, sob estado plano de tensdo, através do método dos elementos
finitos. O modelo permite mostrar como as incertezas presentes nos principais parametros do
comportamento de vigas e pilares afetam a variabilidade da resposta destas estruturas.

Inicialmente é desenvolvida, através do Principio dos Trabalhos Virtuais, uma
formulacdo para analise nao-linear fisica e geomeétrica de estruturas, submetidas a um estado
plano de tensdo, utilizando-se a formulagéo Lagrangeana Total.

E apresentado um modelo para analise ndo-linear de estruturas de concreto através do
método dos elementos finitos. O concreto € modelado através de elementos isoparamétricos
bidimensionais, quadraticos, de oito nos, com dois graus de liberdade por n6. A armadura é
representada através do modelo incorporado. Para resolver o sistema de equagdes ndo-lineares
resultante, emprega-se 0 método BFGS, com o uso de “line-searches”.

O modelo constitutivo bidimensional para o concreto € baseado naquele proposto por
DARWIN, empregando-se 0 conceito de deformacgdo uniaxial equivalente e o critério de
ruptura bidimensional de KUPFER e GERSTLE. Apds a fissuracdo, o modelo inclui o efeito
de tension-stiffening e a rigidez ao corte no plano da fissura. O aco € modelado como um
material elasto-plastico perfeito ou com um endurecimento linear, apos o0 escoamento.

E feita a comprovacdo experimental do modelo de elementos finitos, comparando-se
analises numéricas com os resultados de ensaios de vigas, de pilares, e de uma viga-parede.

Para a analise probabilistica de estruturas, através do método de Monte Carlo, as
propriedades do concreto tém a sua variabilidade modelada através de um campo estocastico
bidimensional, gerado através do metodo da representacdo espectral. As propriedades da
armadura e as dimensbes da estrutura sdo consideradas como varidveis aleatorias de
distribuicdo normal.

Séo realizados testes paramétricos para vigas e pilares de concreto armado. O efeito da
variacdo dos parametros estatisticos do concreto, da armadura e da geometria na resposta da
estrutura é verificado.

Apos a definicdo do indice de confiabilidade B, é feita uma analise probabilistica de
vigas e de pilares projetados de acordo com as prescricoes da NBR-6118/1980. Estas
estruturas tém o seu nivel de seguranca avaliado, para uma determinada distribuicdo de
carregamento, tanto em relacé@o aos Estados Limites de Servigco, como em relacdo aos Estados

Limites Ultimos.
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ABSTRACT

The objective of this work is to present a model for probabilistic analysis of
reinforced concrete structures, under a plane stress state, through the finite element method.
This model allows to show how the uncertainties that appear in the main parameters of the
behavior of beams and columns affect the variability of the mechanical response of these
structures.

Initially, it is developed, through the Principle of the Virtual Work, a formulation for
physical and geometric nonlinear analysis of plane structures, submitted to a plane stress state,
using the Total Lagrangean formulation.

A model is presented for nonlinear analysis of concrete structures through the finite
element method . The concrete is modeled through two-dimensional isoparametric quadratic
elements, with two degrees of freedom per node. The reinforcement is represented through the
embedded model. To solve the resultant nonlinear system of equations, the BFGS technique
is used, with additional line-searches.

The two-dimensional constitutive model for concrete is based on that proposed by
DARWIN, using the concept of equivalent uniaxial strain and the two-dimensional failure
criterion of KUPFER and GERSTLE. After the cracking of concrete, the model includes the
tension-stiffening effect and the shear stiffness in the plane of the crack. The steel is modeled
as a perfect elasto-plastic material or with a linear hardening after yielding.

The experimental validation of the finite element model is made, comparing the
numerical analysis with tests results of beams, columns, and a shear-wall.

For the probabilistic analysis of structures, through Monte Carlo's method, the
concrete properties have their variability modeled through a two-dimensional stochastic field,
generated through the spectral representation method. Reinforcement properties and structure
dimensions are considered as normal distribution random variables.

Parametric tests are accomplished for beams and columns of reinforced concrete. The
effect of the variation of the statistical parameters of concrete, steel and dimensions in the
structure response is verified.

After the definition of the reliability index B, a probabilistic analysis of beams and
columns, designed in agreement with the prescriptions of NBR-6118/1980, is made. These
structures have their level of safety evaluated for a fixed load distribution, for both Service

and Ultimate Limit States.
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1 - INTRODUCAO

Os ultimos trinta anos assistiram a uma grande evolugdo nos métodos de anélise e
projeto de estruturas de concreto armado. Passou-se da tradicional andlise elastica linear para
modelos complexos de analise ndo-linear de estruturas, através do método dos elementos
finitos.

Estes novos modelos permitem a inclusdo de fendmenos como o da nédo-linearidade da
relagdo tenséo-deformacdo dos materiais; a fissuracgdo, a fluéncia e a retragdo do concreto; o
comportamento elasto-plastico da armadura; ndo-linearidades de origem geométrica; etc. Tal
nivel de sofisticacdo possibilita que se acompanhe a resposta de uma estrutura de concreto,
desde os estagios iniciais de carga até as imediacGes da ruptura, com muito boa precisdo
(DARWIN, 1991).

Esta evolucdo nos processos de andlise foi impulsionada em grande parte pelo enorme
progresso atingido na fabricacdo de computadores digitais, notadamente o desenvolvimento
de microcomputadores de uso pessoal (PC), com grande capacidade de processamento
numerico. Este fato permitiu a utilizacdo em larga escala de métodos numéricos na solugéao de
problemas de engenharia, principalmente na area de Estruturas, além de incentivar o
desenvolvimento de novas ferramentas de analise.

Contudo, a analise de estruturas de concreto, linear ou ndo-linear, normalmente ainda
é feita com base em valores deterministicos adotados para as propriedades dos materiais e
para as dimensdes da estrutura. Usualmente sdo empregados os valores médios, entre 0s
diversos dados obtidos experimentalmente, para as propriedades mecanicas dos materiais.
Para as dimensdes da estrutura costumam ser utilizados os valores nominais, especificados em
projeto.

Porém, sempre existe alguma incerteza sobre que valor as propriedades mecénicas dos
materiais irdo assumir na estrutura, e sobre quais serdo as suas caracteristicas geometricas
finais, ap0s a construcdo. Portanto, as resisténcias dos materiais e as dimensdes da estrutura
sdo, na realidade, variaveis aleatérias que possuem um determinado valor médio, uma certa
medida de dispersdo (variancia ou desvio padrdo) e uma distribuicdo de probabilidade, que
pode ser estimada.

Assim sendo, a resposta da estrutura a um determinado carregamento &, na verdade,

uma funcdo de diversas varidveis aleatorias, que afetam o seu desempenho. Desta forma, a



prépria resposta da estrutura serd também uma variavel aleatéria. Deslocamentos,
deformac6es, tensdes e esforgos solicitantes séo, por via de consequiéncia, variaveis aleatorias,
que podem ser caracterizadas por um valor esperado, desvio padrdo e uma distribuicdo de
probabilidade.

Portanto, embora uma analise feita com base nas propriedades médias dos materiais e
nas dimensdes nominais da construgdo produza uma boa estimativa do seu comportamento, €
importante determinar-se 0 quanto a variabilidade destas propriedades e dimensbes pode
afetar a resposta da estrutura.

Uma maneira de se determinar o efeito da variabilidade da geometria e das
propriedades dos materiais no comportamento da estrutura é a utilizacdo do método de
simulacdes de Monte Carlo (ANG e TANG, 1984). Em primeiro lugar, as variabilidades dos
principais parametros que influem no comportamento da estrutura devem ser representadas
através de distribuicbes de probabilidade matematicamente definidas. Em segundo lugar,
deve-se dispor de um modelo matematico que relacione os principais parametros do
comportamento da estrutura com o seu desempenho sob determinado carregamento.

Entdo, os dados de entrada podem ser gerados aleatoriamente e, através do modelo, a
correspondente resposta da estrutura pode ser obtida. Cada analise, feita desta forma, chama-
se de uma simulacdo. Apos a realizacdo de inUmeras simulagGes obtém-se uma amostra
suficientemente grande de respostas da estrutura. Finalmente, através de uma analise
estatistica, pode-se estimar os principais momentos e a distribuicdo de probabilidade dos
parametros da resposta da estrutura como deslocamentos, deformacGes, tensGes, reagdes de
apoio e carga de ruptura.

Deste modo, pode-se determinar como a dispersdo dos parametros da estrutura
influencia a variacdo de sua resposta. Este procedimento pode ser designado por analise
probabilistica de estruturas.

Os principais empecilhos a utilizagdo do método de Monte Carlo sdo os recursos
computacionais e o tempo de processamento necessarios para a realizacdo de numerosas
simulacgdes, para que se tenha a convergéncia estatistica dos resultados. Contudo, dados os
rapidos avancos que tém sido alcangados pela industria da informatica, estas dificuldades vém
sendo cada vez mais reduzidas, dia ap6s dia, e 0 método de Monte Carlo firma-se como uma
ferramenta poderosa para analise probabilistica de estruturas (SHINOZUKA e DEODATIS,
1996).

Sob o ponto de vista do projeto de estruturas de concreto armado, também houve um

grande progresso, quando se passou do método deterministico das tensfes admissiveis, para 0



método semi-probabilistico de calculo, com a utilizacdo de coeficientes de seguranca parciais
(FUSCO, 1977). O emprego do método semi-probabilistico no dimensionamento
proporcionou a construcdo de estruturas ao mesmo tempo mais esbeltas, econémicas e
seguras.

O projeto de estruturas de concreto armado, de acordo com a norma NBR-6118/1980,
“Projeto e Execugdo de Obras em Concreto Armado” (ABNT, 1980b), é feito através de um
processo semi-probabilistico. Assim, sdo utilizados valores nominais para as dimensdes da
estrutura, e valores caracteristicos (correspondentes ao quantil inferior de 5%) para as
resisténcias dos materiais concreto e aco. Para as cargas sdo empregados valores
caracteristicos correspondentes ao quantil superior de 5%. Aplicam-se coeficientes de
minoracdo sobre as resisténcias e de majoracdo para as cargas, chegando-se a um determinado
valor para a resisténcia da estrutura.

Contudo, como as resisténcias dos materiais e as dimensdes da estrutura sdo variaveis
aleatorias, existe sempre alguma incerteza sobre que valores assumirdo na estrutura concluida.
Isto faz com que a propria resisténcia da estrutura seja também uma variavel aleatoria.

Por outro lado, embora os valores caracteristicos das cargas a serem utilizadas no
dimensionamento estejam especificados na norma NBR-6120/1980, “Cargas para o Calculo
de Estruturas de Edificacdes” (ABNT, 1980a), as a¢Oes, permanentes ou variaveis, que vao
atuar sobre a estruturas s@o também variaveis aleatorias, que apresentam uma certa dispersédo
em torno de seu valor médio. Logo, o valor maximo da carga ao qual a estrutura estara
submetida ao longo de sua vida Gtil também ndo pode ser previsto com exatiddo.

Consequentemente, a margem de seguranca, ou seja, a diferenca entre a resisténcia da
estrutura e a carga atuante, devera sofrer oscilagdes. Portanto, um dos objetivos primordiais
de uma norma técnica de projeto de estruturas é assegurar que a probabilidade da margem de
seguranca de uma determinada estrutura anular-se seja minima.

Uma das formas de se avaliar o nivel de seguranga atingido no projeto de uma
estrutura € determinar o indice de confiabilidade (8) (ANG e TANG, 1984), e a
correspondente probabilidade de falha (Pf) associada a B, tanto no que se refere aos Estados
Limites de Servigo, como aos Estados Limites Ultimos.

O objetivo deste trabalho € apresentar um modelo para analise probabilistica de
estruturas de concreto armado, sob um estado plano de tensdo, através do método dos
elementos finitos. Este modelo mostra como as incertezas presentes nos principais parametros
do comportamento de vigas e pilares afetam a variabilidade da resposta da estrutura, sob um

determinado carregamento.



No Capitulo 2, é desenvolvida, de forma analitica, através do Principio dos Trabalhos
Virtuais, uma formulacdo para analise ndo-linear fisica e geométrica de estruturas planas,
submetidas a um estado plano de tensdo. Para a inclusdo dos efeitos de grandes deslocamentos
é empregada a formulacdo Lagrangeana Total, que utiliza como sistema de referéncia a
geometria indeformada da estrutura.

A andlise ndo-linear fisica e geométrica de estruturas de concreto armado somente é
possivel atraves da utilizagdo de métodos numericos. Portanto, no Capitulo 3, é apresentado
um modelo para analise ndo-linear de estruturas de concreto através do metodo dos elementos
finitos. O concreto é modelado através de elementos isoparamétricos bidimensionais,
guadraticos, de oito nds, com dois graus de liberdade por né6 (OWEN e HINTON, 1980). A
armadura € representada através do modelo incorporado, proposto por ELWI e HUDREY
(1989). Cada barra de armadura é considerada como uma linha mais rigida dentro do
elemento de concreto, que resiste apenas a esforgos axiais. Para resolver o sistema de
equacdes ndo-lineares resultante, emprega-se 0 Método BFGS, com o uso de “line-searches”
(MATTHIES e STRANG, 1979).

No Capitulo 4, sdo descritos os modelos constitutivos adotados para 0s materiais
concreto e ago. O modelo constitutivo bidimensional para o concreto é baseado no modelo
proposto por DARWIN (1977), empregando-se o conceito de deformacdo uniaxial
equivalente e o critério de ruptura bidimensional de KUPFER e GERSTLE (1973). Para o
concreto tracionado, apés a fissuragcdo, adota-se uma curva de tension-stiffening, para levar
em conta a colaboragdo do concreto entre fissuras na resisténcia a tragdo. A rigidez ao corte
no plano da fissura também é considerada. O aco é modelado como um material elasto-
plastico perfeito ou com um endurecimento linear, apos 0 escoamento.

No Capitulo 5, é feita a comprovacgédo experimental do modelo de elementos finitos
comparando-se analises numéricas com o0s resultados experimentais obtidos para vigas,
pilares, e uma viga-parede de concreto armado.

O Capitulo 6 trata da geracdo das propriedades aleatdrias da estrutura e do método de
Monte Carlo. As propriedades do concreto tém a sua variabilidade no espaco modelada
atraveés de um campo estocastico bidimensional, gerado através do método da representacédo
espectral (SHINOZUKA e DEODATIS, 1996). As propriedades da armadura e as dimensdes
da estrutura s&o consideradas como variaveis aleatdrias simples, de distribuicdo normal. O
procedimento para a realizacdo das simulacGes de Monte Carlo também € detalhado neste

capitulo.



Para se ter uma idéia de como as variabilidades das propriedades geométricas e dos
materiais, consideradas isoladamente, afetam o comportamento da estrutura, no Capitulo 7,
sdo realizados testes paramétricos para vigas e pilares de concreto armado. A variacdo dos
principais parametros das distribuicdes das propriedades do concreto, da armadura e das
dimens0es é considerada separadamente e seu efeito na resposta da estrutura verificado.

No Capitulo 8, sdo apresentadas algumas das possiveis aplicacdes do modelo
desenvolvido neste trabalho. Inicialmente é apresentada a definicho do indice de
confiabilidade . Apds é feita uma andlise probabilistica de vigas, sendo em seguida realizada
uma analise probabilistica de pilares. Estas estruturas, que foram projetadas de acordo com as
prescricdes da NBR-6118/1980, tém o seu nivel de seguranca avaliado para uma determinada
distribuicdo de carregamento, tanto em relagcdo aos Estados Limites de Servico como em
relacio aos Estados Limites Ultimos.

As conclus@es obtidas durante a elaboracéo e a aplicacdo deste modelo para anélise
probabilistica de estruturas de concreto séo resumidas no Capitulo 9. Também sao sugeridos
futuros desenvolvimentos para o modelo.

Entre os diversos estudos ja realizados nesta linha, porém empregando diferentes
modelos para a analise da estrutura e para as distribuicdes de probabilidade das propriedades
dos materiais e da geometria, podem ser citados os de ALLEN (1970), GRANT et al. (1978),
MIRZA e MACGREGOR (1982), TEIGEN et al. (1991a e 1991b), DUPRAT et al. (1993),
RAJASHEKHAR e ELLINGWOOD (1995), REAL e CAMPOS FILHO (1995a, 1995b,
1999, 2000a, 2000b), GOMES et al. (1996), FRANGOPOL et al. (1996), os de ARAUJO
(1997 e 1998), e 0 de SOARES e VENTURINI (1999).



2 — ANALISE DE PROBLEMAS DE ESTADO PLANO DE TENSAO

2.1 - INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo € apresentar uma formulagédo para analise de estruturas que
satisfacam as condi¢des de estado plano de tensdo. Esta formulacdo permite a inclusdo de um
comportamento ndo-linear dos materiais e a possibilidade de ocorrerem grandes
deslocamentos.

O problema caracteristico do estado plano de tensdo € o de uma chapa de pequena
espessura, submetida a um carregamento externo contido no plano médio da placa, conforme
é mostrado na FIGURA 2.1.
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FIGURA 2.1 - Situacéo de estado plano de tensdo

As componentes de tensdo oz, Txz € Ty S&0 nulas em ambas as faces da chapa,
podendo admitir-se, em principio, que sdo nulas também no interior da chapa. O estado de
tensdes fica definido apenas pelas componentes ox, oy € Txy, € € denominado estado plano de
tensdo. Como uma aproximacao, pode também ser considerado que estas trés componentes
sdo independentes de z, ou seja, elas s@o constantes ao longo da espessura. Tais componentes
séo, portanto, fungdes apenas de x e de y (TIMOSHENKO e GOODIER, 1980).



A formulagdo desenvolvida abaixo, para a situacdo de estado plano de tenséo, podera
ser aplicada inclusive nos casos em que a espessura h ndo seja pequena. Contudo, é necessario
que ndo existam cargas fora do plano xoy e que o carregamento atuante seja constante ao
longo da espessura da chapa (DYM e SHAMES, 1973).

Na Teoria da Elasticidade, bem como na sua versdo simplificada que é a Resisténcia
dos Materiais, trabalha-se com a hipdtese de comportamento elastico linear dos materiais.
Embora esta simplificagdo permita resolver uma série de problemas de interesse pratico, é
bem sabido que diversos materiais, entre eles o concreto armado, apresentam um
comportamento acentuadamente ndo-linear, para estagios mais avangados de carga, além de
apresentarem deformacdes plasticas residuais quando descarregados.

Para poder modelar corretamente o comportamento fisico real dos materiais é preciso
lancar méo de equac@es constitutivas (leis tensdo-deformacdo) mais sofisticadas que o simples
modelo linear. Dentre os modelos nédo-lineares mais empregados pode-se citar os modelos
baseados na Teoria da Elasticidade N&o-linear e na Teoria da Plasticidade (CHEN, 1982).

A ndo-linearidade fisica, ou seja, a forma ndo-linear das relagcdes tensdo-deformacéo,
impede o estabelecimento das equacfes de equilibrio de forma direta. Torna-se, entéo,
necessaria a utilizacdo de metodos alternativos como o Principio dos Trabalhos Virtuais, que
leva a equacéo de equilibrio do sistema, sem envolver a equacao constitutiva dos materiais.

Além da consideracdo de que o comportamento dos materiais é elastico linear, &
comum também ser empregada a hipotese de que as deformacdes e os deslocamentos
sofridos pela estrutura serdo pequenos. Em termos praticos, isto significa que a configuragéo
deformada do corpo carregado ndo difere em muito da sua forma inicial indeformada.

Este fato acarreta duas consequéncias muito importantes. A primeira é que se torna
possivel o emprego apenas das parcelas lineares das relagdes deformacédo-deslocamento. A
segunda € que as equacdes de equilibrio podem ser estabelecidas com relacdo a geometria
indeformada do corpo, sem que se cometa grande erro com esta aproximacdo. Além disso, as
tensbes sdo calculadas com relacdo a um cubo de arestas de comprimento unitério e orientado
segundo o sistema de eixos coordenados original.

Na pratica ocorrem situagdes em que, mesmo quando as deformacdes permanecem
pequenas, a configuracdo deformada do corpo pode afastar-se bastante de sua geometria
inicial indeformada. Nestes casos, a determinacdo precisa dos deslocamentos exige a
consideracdo dos termos ndo lineares das relacdes deformacdo-deslocamento e as equacdes

de equilibrio devem ser formuladas sobre a geometria deformada do corpo.



Ora, para se conhecer a geometria deformada de um corpo, é necessario adicionar as
coordenadas iniciais de seus pontos os deslocamentos provocados pelo carregamento. No
entanto, estes deslocamentos sdo justamente as incognitas principais do problema.

Depreende-se dai, que o problema deve ser resolvido de forma incremental e iterativa
marchando-se através de pequenos incrementos de tempo (ou de carga), e determinando-se
configuracBes deformadas sucessivas até que as equacdes de equilibrio sejam satisfeitas.
Trata-se, portanto, de um problema de ndo-linearidade de origem geométrica.

Além disso, 0 cubo que inicialmente servia de referéncia para as tensbes se
transforma. Ele sofre encurtamentos ou alongamentos em suas arestas e distor¢des angulares
entre as mesmas. O mesmo pode, ainda, ser submetido a rotacdes de corpo rigido.

A tensdo € uma forca elementar que atua sobre um elemento de area orientado. Logo,
para se chegar as tensdes que sdo fisicamente corretas no corpo deformado (tensdes de
Cauchy), € necessério lancar-se mao de tensores de tensdo auxiliares como o0 Primeiro e 0
Segundo tensores de Piola-Kirchhoff, que levam em conta as transformagdes sofridas pelo
sistema de referéncia.

Para obter uma formulacdo que permita a andlise de estruturas com grandes
deslocamentos, sera inicialmente feita uma descrigdo matematica da deformacdo do corpo. A
seguir serdo definidos os tensores de tensdo de Cauchy e os de Piola-Kirchhoff, sendo
também mostradas as relacdes existentes entre eles.

Finalmente, sera desenvolvido o Principio dos Trabalhos Virtuais, que permitira o
estabelecimento das condicbes de equilibrio do corpo de forma independente do material
constituinte do mesmo. Sera empregada a formulagdo Lagrangeana Total, em que o sistema
de referéncia é fixado na configuracdo indeformada do corpo e os deslocamentos sdo
determinados sempre a partir deste ponto.

Como as equacdes de equilibrio serdo independentes do material, as mesmas poderao
ser adaptadas a materiais de comportamento ndo-linear como o concreto e 0 ago, 0 que sera

feito posteriormente.
2.2 - CONFIGURACOES E DEFORMACOES
Nos desenvolvimentos tedricos mostrados a seguir serd utilizada a notagdo classica da

Teoria da Elasticidade, conforme € utilizada no livro de TIMOSHENKO e GOODIER (1980).

No entanto, para que certas deducdes possam ser apresentadas de forma mais sintética, sera



também empregada a notagdo indicial, que é usualmente empregada em textos mais modernos
de Mecanica do Continuo (DYM e SHAMES, 1973 e FUNG, 1965).

Como neste trabalho serdo abordados apenas problemas de estado plano de tenséo,
fica subentendido que os indices poderdo assumir apenas os valores 1 e 2, que estdo
associados aos eixos cartesianos x e Yy, respectivamente. Além disso, nas figuras que se
seguem, 0s corpos serdo representados apenas pelo seu plano médio, que é suposto coincidir
com o plano xoy.

Inicialmente é feita a descricdo do movimento de um solido deformavel, que passa de
uma configuracdo inicial indeformada no tempo t = 0, para um estado deformado no instante t

atual, conforme ilustra a FIGURA 2.2.

FIGURA 2.2 - Movimento de um corpo deformavel

Definindo-se X como o vetor posicdo da particula na posic¢do indeformada, dado por

gins;

e X como o vetor posicao da particula na posicao deformada, na forma,

et
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o0 vetor deslocamento u, sera dado por

)l
u=x—X= = : (2.3)
Vv u,

A transformacdo de uma configuragdo em outra pode ser definida através de uma

funcdo vetorial biunivoca, que permite obter x em funcéo de X e de t, na forma
X =X(X,t). (2.4)

E possivel, entdo, definir-se o tensor gradiente de deformagéo F, dado por

OX  OX
X _|oX oY
F=—"= : 2.5
x|y ¥ 9
oX oY
tal que
dx=FdX. (2.6)

O tensor F ndo é necessariamente simétrico, em geral, tem-se que F=F'.

O determinante Jacobiano J é dado por

J :dethﬁ

OX|’ @7

sendo necessario que J > 0, para que uma transformacéo seja véalida.
O determinante Jacobiano permite relacionar o elemento de volume deformado dv

com o elemento de volume indeformado dV, através da equagao

dv=JdV, (2.8)

sendo

dV =hdS, (2.9)

onde h é a espessura do corpo e dS é um elemento de superficie.
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Com base nas definicBes anteriores é possivel obter-se a expressdo do tensor de

deformagdes de Green, a partir da relagcdo entre um elemento de linha no sistema deformado

dl e outro no sistema indeformado dL. Ou seja,

dI? —dL? =dx"dx — dX"dX =dX" (FTF=1)dX .

O tensor de deformacdes de Green E sera dado, entdo, por

1 7
E==(FTF-I
5 )

onde | é uma matriz identidade 2x2 (COIMBRA, 1981).

Expandindo-se (2.11), tem-se que:

ox oy 2 1

E:{ E, Exy:|_1 (a_X) +£(9—Xj -
Exy Ey 2 OX OX oy oy

X oY X oY

[

ox ox oy oy |
OX oY oX oY
OX

%) (&)

oY

(2.10)

(2.11)

(2.12)

onde Ex e Ey sdo as deformaces especificas axiais nas direcdes x e y, respectivamente e Eyy €

a deformagcdo especifica de distorcao.

Empregando-se a relagdo (2.3) é possivel expressar-se o tensor de deformagdes de

Green em funcdo dos deslocamentos u, na forma

E=%(HT +H+HH)

onde
au
_du_|oX
SoX | oV,
oX

Ou ainda,

ou

oY
oV

oY

(2.13)

(2.14)



E=c+n

sendo € a parcela linear do tensor de deformacdes de Green dada por

en

ou ;(8_u+ﬂJ
g:E(HjLHT): oX 2\0Y 0X
2 tfou ov)  ov
_2 oY o0X oY
a parcela néo linear do mesmo dada por
B 2 2
ou N oV ou 8u4_av oV
oX oX oX oY oXoY

1, 7 1
=Z(H"H)==
772( )2

ou du oV oV

_I_
OX dY oX aY

) (5]
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(2.15)

(2.16)

(2.17)

No regime de pequenas deformacdes e pequenos deslocamentos, o produto H™H

pode ser desprezado em presenca das demais parcelas de (2.13), restando

E:g:%ﬂ4+HT)

2.3 - O PROBLEMA DAS TENSOES

(2.18)

Seja um elemento de um corpo solido, que na sua configuracdo indeformada possui

uma area elementar dS em sua face, cujo vetor normal unitario € N, conforme é mostrado na

FIGURA 2.3. Quando este corpo é carregado, este elemento se deforma passando a ter uma

area elementar ds, cuja orientacdo é a do vetor normal unitario n. Sobre este elemento

deformado atua uma forca elementar dF.
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FIGURA 2.3 - O problema das tensoes

Segundo sua definicdo classica, o vetor tenséo t, atuante no sistema deformado, é dado

por

_dF

t__
ds

(2.19)

De acordo com a Lei de Cauchy, o vetor tensdo, também pode ser expresso na forma
t=on (2.20)

onde O é o tensor de tensdes de Cauchy, também chamado de tensor de tensdes fisicas ou

verdadeiras, pois representam as forcas elementares atuantes no sistema deformado por
unidade de area da configuracdo deformada. Sao estas tensdes que devem ser empregadas em

critérios de plastificacdo e critérios de ruptura. O tensor G em componentes cartesianas,

para o problema de estado plano de tenséo, é dado por

o, T o O
O'—|: X xy}:{ 11 12:|. (2.21)
Txyy Oy O1p O
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Entdo, é valida a relacdo
dF=tds=onds . (2.22)

Transladando-se, de modo ficticio, as forcas elementares atuantes no sistema
deformado para a configuracdo indeformada, tem-se entdo pseudo-forcas, e passa a valer a

seguinte equagéo:
dF =tdS =TNdS (2.23)

onde o vetor de tenséo ficticio t é paralelo ao vetor de tensdo realmente atuante t, porém seu
modulo € ajustado de acordo com a mudanca de area, para produzir a mesma resultante dF
(CREUS, 1985).

O tensor de tensdes ficticiasT é chamado de Primeiro Tensor de Piola-Kirchhoff,
sendo normalmente empregado nas equacdes de equilibrio.

Por equilibrio deve ter-se que

dF =tdS =t ds, (2.24)
entao

TNdS =onds. (2.25)

Aplicando-se a Formula de Nanson, conforme se encontra em BATHE (1982), que
relaciona um elemento de area ds no sistema deformado, com vetor normal unitério n, com
um elemento de area na configuracao original indeformada dS, com vetor normal unitario N

( ver FIGURA 2.3), através da expressao
nds=JF TNdS , (2.26)

resulta

TNdS=cJF NS , (2.27)
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donde
T=JoF . (2.28)

A equacdo (2.26) expressa a relagdo existente entre o Primeiro Tensor de Piola-
Kirchhoff e o tensor de tensbes de Cauchy, dela se conclui que aquele ndo possui a condicéo

de simetria, ao contrario deste.

Para se obter um tensor de tensdes ficticias simétrico, pré-multiplica-se T por F™*,

chegando-se a

T=FT=JFEET . (2.29)

O tensor T é chamado de Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff, possui a condicéo de

simetria, e é proprio para ser utilizado em equacgdes constitutivas. Sobre o Segundo Tensor de

Piola-Kirchhoff também é possivel afirmar que T é obtido a partir de O, da mesma maneira

que um elemento de linha deformado dx € transformado em um elemento de linha
indeformado dX (BATHE, 1982).

Assim sendo, uma vez conhecidas as componentes do Segundo Tensor de Piola-
Kirchhoff, é possivel determinar-se as tensdes de Cauchy através da expressao

o x ooy

T Tyl 1 ox o || Twlax ax| s
Iy Oy OX g_@y% oy oy Txy Ty % ﬂ
X oY ax oY Lax oY N oY

2.4 - O PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Na solucdo de problemas de equilibrio em Mecénica dos Solidos é largamente
empregado o Principio dos Trabalhos Virtuais (P.T.V.), cujo enunciado, segundo DYM e
SHAMES (1973), é:
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“A condicdo necessaria e suficiente para que um corpo deformével esteja em
equilibrio é que, para qualquer campo de deformacédo cinematicamente compativel (éui,
OEij ), o trabalho virtual externo, com forgas de volume e de superficie estaticamente
compativeis, deve ser igual ao trabalho virtual interno.”

Este principio possui a vantagem de permitir a obtencdo das equacfes de equilibrio
para um determinado problema, sem que seja necessario 0 emprego da equacgdo constitutiva
do material. O sistema de equacdes assim determinado é bastante genérico e pode ser
adaptado a materiais de comportamento linear e ndo-linear.

Na dedugdo do Principio dos Trabalhos Virtuais (P.T.V.), para a situagdo de grandes
deslocamentos serd adotada a formulacdo Lagrangeana Total em que o movimento das
particulas do corpo € medido a partir de um referencial fixado na configuracdo original
indeformada (BATHE, 1982).

A FIGURA 2.4 serve para ilustrar algumas das grandezas envolvidas na deducgéo

deste principio.

Y,y

FIGURA 2.4 — O Principio dos Trabalhos Virtuais
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As equac0es de equilibrio na configuracéo de referéncia B sdo:
-Fij,j +bi =0, (2.31)

onde 'I_'ij € o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff e Bi sdo as pseudo-forcas de volume, ou

seja, forcas com a orientagdo do sistema deformado, aplicadas sobre um elemento de volume
do sistema indeformado.

Introduzindo-se um campo de deslocamentos virtuais du; e integrando no volume de

referéncia Vo, obtém-se

j Tijj ou; dV +J' bi su; dV =0. (2.32)
Vo Vo

Aplicando a regra de derivagdo do produto na primeira parcela da equagdo acima,

resulta,

injé'ui,jdV:I (fij5ui),jdV+'[6i5UidV, (233)
Vo Vo Vo

e, posteriormente, utilizando-se o Teorema de Gauss e a Lei de Cauchy (FUNG, 1965), dadas

respectivamente por

[ Tijou),;dv = (TijNj)su;ds (2.34)
Vo So
e
ti=Ti N, (2.35)

onde t; sdo as pseudo-forcas por unidade de superficie, que sdo as forcas com a orientacéo
do sistema deformado aplicadas sobre um elemento de area do sistema indeformado, e Nj as
componentes do vetor unitario normal ao elemento de area do sistema indeformado, conforme
a FIGURA 2.3, chega-se a
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[ Tiou,jdv= [ tisuds+|[ bisudv . (2.36)
Vo So Vo

O Primeiro Tensor de Piola-Kirchhoff se relaciona com o Segundo Tensor de Piola-

Kirchhoff (ver equagdo (2.29)) através da expressao
Tij =Xi i Ty (2.37)

As coordenadas do sistema deformado sdo obtidas adicionando-se as coordenadas do
sistema indeformado os deslocamentos sofridos pelo corpo durante o processo de
carregamento, ou seja,

Calculando-se as derivadas desta ultima equacdo em relacdo as coordenadas

cartesianas do sistema indeformado chega-se a
Xi 1k =0k +Ujk (2.39)

onde dik € 0 operador Delta de Kronecker (FUNG, 1965).
Substituindo-se as equacdes (2.37) e (2.39) na equacgéo (2.36), resulta

I (TU 5Ui,j+ui,kaj 5ui’j )dV: j Eiaui dS+I 6i5ui dV . (240)
Vo So Vo

Define-se o tensor de deformac6es de Green como

1
Ej =§[Ui.j Ui+ U uk,j]zgij + 17 (2.41)

sendo &jj € Mij » respectivamente, as parcelas linear e ndo-linear, dadas por
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1
&jj :E[ui,j +uj; ] ’ (2.42)
e
1
77ij ZE[Uk’i uk,j] . (243)
Calculando-se a primeira variacdo do tensor de deformacdes de Green, tem-se que
OE;; = S¢jj +om;; (2.44)
onde
§€ij=£[§ui,j+5uj,i] (245)
2

¢ a primeira variacdo da parcela linear, e
1
ij — 5 LOUhiUsj T UioUjf :
on 2[5u Ug,j+ Ug,jou ] (2.46)

é a primeira variacdo da parcela ndo-linear.
Por outro lado, ¢ interessante analisar os produtos tensoriais entre 0 Segundo Tensor
de Piola-Kirchhoff e as parcelas da primeira variacdo do tensor de deformacdes de Green.

Em primeiro lugar observa-se o produto tensorial:
1
Tijcsgij-E[Tijaui,j+Tij5uj,i] . (2.47)
Como o tensor Tjj & simétrico, resulta que
1 1
ijocij —5 Lot T i Ot i LT et O i T O i '
T, 0 -2[T5u +Tiou;, | 2[2T Suj.i |=T; Su (2.48)

pois os indices i e j s&o mudos, logo podem ser trocados.
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Em segundo lugar estuda-se o produto tensorial:
1
ij OThj = 5 1ij ki Yk j ki 9Yksjl - -
T on 2T [5u Ug,j+ Ug,jou ] (2.49)
Tirando-se partido da simetria do tensor Tjj , tem-se que

1 1
Tij o1; =5 [5uk’iTijuk’j+uk’iTij5uk’j]:§ [5uk’iTij uk’j+uk’iTji5uk’j]

(2.50)
e, sendo os indices i, j e k, todos mudos, resulta
Tij o133 -1 [5ui’kaj Uiy j+ Uj Tig 5ui,j]= Ui Ty O Uiy (2.51)
2
Substituindo-se as equacdes (2.48) e (2.51) na equagdo (2.40), chega-se a
[ Tyse+Tyomdv= [ tisuds+[ bisudv (2.552)
Vo So Vo
ea
jTij(58ij+ 577,J)dV=j Eiaui dS+I 6i5uidv . (253)
Vo So Vo

Comparando-se 0 termo entre parénteses da equacdo (2.53) com a equacdo (2.44)

obtém-se, finalmente,

_[ Tjj OE;; dV = I Ei5ui dS+I 5i5ui dv , (2.54)
Vo So Vo

gue € a expressao analitica para o Principio dos Trabalhos Virtuais, para a hip6tese de grandes

deslocamentos, segundo a formulacdo Lagrangeana Total.
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Observe-se que os incrementos de cargas e tensGes associados ao campo de
deslocamentos arbitrario oui ndo aparecem na expressao analitica do principio, o que permite
aplica-lo “como se” as forcas e tensdes permanecessem constantes. Por isto se chama ao
campo de deslocamentos arbitrérios oui de campo de deslocamentos virtuais e o principio
recebe o nome de Principio dos Trabalhos “Virtuais” (P.T.V.).

Sendo o P.T.V. valido para campos de deslocamentos Aui arbitrarios, este principio é
equivalente as equacdes de equilibrio e condi¢cdes mecénicas de contorno, independentemente
das equaces constitutivas dos materiais envolvidos no problema (BIGNON, 1987).

O Principio dos Trabalhos Virtuais, na forma em que foi em que foi apresentado, é
especialmente util na solucdo de problemas envolvendo n&o-linearidade fisica e geométrica
através de métodos numéricos, como o método dos elementos finitos, por exemplo, o0 que sera

feito no capitulo seguinte.
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3 - APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1- INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo € estabelecer uma formulacdo para analise ndo-linear de
estruturas sob estado plano de tensdo atraves do método dos elementos finitos, com solucgéo
em deslocamentos.

Inicialmente é feita uma descri¢do da formulacdo em deslocamentos para elementos
isoparamétricos, para o concreto. A partir das relacdes deformacdo-deslocamento séo obtidas
as matrizes de deformacéo, linear e ndo-linear, do elemento. A seguir séo definidos os vetores
de tensdo que serdo utilizados. Finalmente aplica-se o Principio dos Trabalhos Virtuais
(P.T.V.), na forma obtida no Capitulo 2, deduzindo-se o sistema de equagdes ndo-lineares de
equilibrio que governa o problema.

No que se refere a equacdo constitutiva para o material, poderdo ser empregadas
relacOes lineares ou ndo-lineares, conforme descritas no Capitulo 4.

A formulagdo para o caso particular importante do material eléstico linear no regime
de pequenas deformagdes e pequenos deslocamentos é deduzida. Esta formulagéo € util como
parte do processo de solucdo de sistemas de equacgdes nao-lineares.

Apbs, é descrito 0 modelo de elementos finitos para a armadura, que é designado por
“modelo incorporado”.

Para a solucdo do sistema de equacOes ndo-lineares é apresentado o método de
Newton-Raphson. Com o objetivo de acelerar a convergéncia do processo de solugdo é
descrito o método BFGS. O esquema incremental-iterativo empregado na solucdo dos

problemas ndo-lineares é mostrado no final do capitulo.

3.2-ELEMENTOS FINITOS PARA O CONCRETO

3.2.1 - Geometria do elemento

Seja a estrutura plana representada na FIGURA 3.1 (a) atraves de seu plano medio,

que se encontra submetida a um carregamento formado pelas forcas distribuidas tx e ty,
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atuando respectivamente nas direcdes x e y, bem como pelas cargas concentradas Px e Py,
agindo correspondentemente nas direcbes x e y.

O procedimento inicial do método dos elementos finitos consiste em dividir-se o plano
médio da estrutura a ser analisada em pequenos elementos de superficie (elementos finitos),
que estdo conectados entre si por meio de pontos nodais. Na solu¢do em deslocamentos, as
incognitas do problema sdo os deslocamentos dos pontos nodais; sendo as deformacdes e
tensdes no interior do elemento e as reacdes de apoio calculadas a partir destes.

Na FIGURA 3.1 (b) é mostrada uma possivel discretizacdo de uma estrutura plana em

elementos finitos de oito nos.

ty ty
—>¢ ¢ ¢ ¢ ¢ —>v .ci. += ¢= 4
tx ) Py tx Sy "0'.'1»'1l Py
Px
R A . *—9-—o . Px
y > : > y —> . 9,208 2y ——»
. > ® E [ ] . ® - ®
- e I o A% O 505
P maBE .e. _3. 3
® - K I 5 [ ]
L paN L : g . . é
> X >
0 0 ’

(a) (b)

FIGURA 3.1 - Discretizagdo de uma estrutura plana em elementos finitos de 8 nos

Neste trabalho sdo utilizados elementos isoparamétricos quadraticos, de 8 nds, da
familia Serendipity, cuja geometria se encontra descrita na FIGURA 3.2. Como sistema de
referéncia local do elemento é adotado um sistema de coordenas curvilineas & e n. Os pontos
nodais se encontram numerados de 1 a 8.

Os elementos isoparamétricos quadraticos sdo muito versateis, pois permitem
discretizar placas com contornos curvilineos, além de sua excelente performance estar
comprovada em diversos estudos (HINTON, 1977; OWEN, 1980; ZIENKIEWICZ, 1989,
1991).



24

3.2.2 — O campo de deslocamentos

O primeiro passo em uma analise de estruturas sob estado plano de tensdo, através do
método dos elementos finitos, com solucdo em deslocamentos, é descrever de forma Unica o
campo de deslocamentos no interior do elemento em fungdo dos deslocamentos dos pontos
nodais. Isto é feito mediante o emprego de func¢des de interpolagdo bidimensionais.

Conforme a formulacdo classica do método dos elementos finitos apresentada em
ZIENKIEWICZ (1989), o campo de deslocamentos no interior do elemento € obtido através
dos deslocamentos nodais, mediante o emprego de fungdes de interpolagdo, a partir da

expressao

u=NU°® , (3.1)

bl
u={ \, (3.2)
Vv

é o0 vetor de deslocamentos nodais em um ponto qualquer do elemento, sendo u a componente

onde

na direcdo x, e v acomponente na direcaoy.
A matriz N, denominada matriz de interpolacdo do elemento, é da ordem de 2x16,

sendo definida por
N=[N;,N,,...,N;,...Ng | , (33)

onde Ni é uma submatriz 2x2, dada pelo produto Ni(&,7) I2, no qual Ni(&,7) € a funcéo de
interpolagdo correspondente ao n6 “i” e 1> é uma matriz identidade 2x2.
O vetor de deslocamentos nodais do elemento U® é definido por

utT ={U,,U,,..,U;,..Ug } , (3.4)

onde U; é o vetor de deslocamentos do n6 “i”, dado por

Ui
U, { } a5
Vi
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Ponto de integracéo n

Yy A

@ —> Uj

3

yil S |

@ i )

l .

o

FIGURA 3.2 — Geometria do elemento isoparamétrico quadratico

As funces de interpolacdo quadréaticas bidimensionais da familia Serendipity Ni(&,7),
séo as seguintes, conforme HINTON (1977), sendo que a numeragdo dos nos corresponde a
da FIGURA 3.2

Ny (6m)=- 5 A= &))@+ +n) | @5)
N, ()= +2 (- £2) ). @)
Na(é )=+ @+ E)A-7)(E —7 =) @9)
No(E )=+ @+ E)a-n?). 9)
No(& )=+ () @rm) (& -+ =) 3.10)
No(& )=+ 2 (& 2)(L+) @11)
Ny (€ m)=+ 30 @rm)(~E+ 1), 3.12)

Ns(f,n)=+%(l—§)(1—772) . (313)
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Cada funcéo de interpolacdo deve assumir o valor unitério, quando séo fornecidas as
coordenadas naturais do n6 que lhe corresponde e deve anular-se, quando forem dadas as
coordenadas de outro né. Em um ponto qualquer no interior do elemento, a soma dos valores
das func@es de interpolacdo para as coordenadas naturais deste ponto deve ser igual a unidade.

O elemento isoparamétrico € aquele no qual sdo empregadas as mesmas fungdes tanto
para interpolar a geometria, como para interpolar os deslocamentos. Desta forma, adotando-
se o sistema de coordenadas naturais (¢, 7) no elemento, as coordenadas cartesianas x(&, 7) e

y(&, 1) em um ponto no interior do elemento sdo fornecidas pelas expressoes

8
X(&,m) =D Ni(E.m) X (3.14)
i=1
e
8
y(E.7) =D N; (E.m) Y;, (3.15)
i=1

onde xi e yi sdo as coordenadas cartesianas do nd “i”.

A matriz Jacobiana do elemento ¢ definida pela seguinte expressao,

o oyl [N, goN
j_og og|_|Toe T Tag”

= , 3.16
ox oy |T|&oN,  &oN o
on onj |Ton ' Ton
sendo seu determinante, |J|, dado por
‘\]‘ — Qﬂ_%a_y (3.17)

o0& o onoE’

resultado este que serd empregado mais adiante.
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3.2.3 = O campo de deformacoes

O campo de deformacgdes no interior do elemento € obtido atraves do campo de

deslocamentos, empregando-se as relagdes deformacao-deslocamento em sua forma completa

ou seja,
E=& +&\ , (3.18)
onde
Ex
€= £y (3.19)
yxy

, (3.20)

EnL T2

2 2
j +(@ > , (3.21)

a parcela nédo-linear.
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Levando-se em conta a equacgéo (3.1) e as relacdes deformagao-deslocamento dadas
por (3.20) e (3.21), pode-se escrever, para as componentes de deformacdo no interior do

elemento, a seguinte expressao
8:(8L+%BNL(Ue)j u® . (3.22)

Para a parcela linear tem-se que

€ =B, U* | (3.23)
onde
B, =[B.;.,...Bis ] . (3.24)
sendo
_ﬁ 0 _
X
Bu=| 0 i (3.25)
2
N AN
| & &

a chamada matriz de deformac6es linear associada ao no i.
A parte ndo linear das relagdes deformacdo-deslocamento serd dada por (OWEN e
HINTON, 1980) :

SNinBNL UezlAge , (3.26)
2 2
onde
Bne :[BNle--’BNLs ] (3.27)

sendo



BNU:AHGh
e
I
X X
AH:OOQQ
&
a & a A
N Y K K
e
a
X
X
0= Xl-cue
2
X
2
onde

G=[G,,...Ggl,

sendo a matriz gradiente Gi , associada ao no i, dada por

o &2 o »[2

2|2 o 22 o
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(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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Para que posteriormente possa ser desenvolvido o Principio dos Trabalhos Virtuais, é
necessario agora realizar o calculo da primeira variagdo das componentes de deformagéo e,
conseqlientemente, das relacfes deformacao-deslocamento.

Assim, para a parcela linear das relacGes deformagéo-deslocamento tem-se que
58L=5(BLU6) = BL&Je y (333)

onde 3U° é a primeira variacdo do vetor de deslocamentos nodais do elemento.
Ja para a parcela ndo-linear das relagcdes deformacgéo-deslocamento resulta a seguinte

expressao

58NL=%5(AQG):%[5A96+A956 ]. (3.34)

Contudo, ap6s algum procedimento algébrico trabalhoso, é possivel mostrar-se que,

logo

Lembrando-se as equacOes de (3.27) a (3.32), resulta,

SENL = ByLoU®. (3.37)

Em sintese, tem-se que
SE=5E +0&y =BsU=(B_ +By )sU® . (3.38)
Entdo, a matriz de deformacdes B assume a forma
B=[B,,...,Bg |, (3.39)

sendo a matriz de deformagdes Bi associada ao no i, dada por
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(3.40)

o 22 o 2

22 o 2
2222 o
+
NIEEEE
DD o D
2222 o
2222 o

22 o %2 o

Com o objetivo de alcangar-se uma forma mais sucinta para o calculo da matriz Bi, €
util lembrar-se que as componentes de deslocamento u e v podem ser obtidas subtraindo-se
das coordenadas de um ponto na configuracdo deformada ( x», yn) as coordenadas originais

da configuracéao indeformada ( x, y), ou seja,

-l

Substituindo-se as defini¢cbes das componentes de deslocamento dadas por (3.41), na

(3.41)

equacdo (3.40), resulta uma forma mais abreviada para o calculo da matriz B;, atraves da

expressao

0X, ON; oY, ON;
ax ox ox ox
B;= 0%y ONy OYn ON; : (3.42)
gy oy oy ay
axnaNi+8xn8Ni 8yn8Ni+8ynaNi
| 0y 0x O0x 0y 0y 0x 0x 0y |

Para calcular-se a matriz Bi, conforme a equagéo (3.42), é necessario antes determinar

a matriz Jacobiana da transformacéo de coordenadas entre a configuracdo indeformada e a

configuracdo deformada, designada por F, dada por



(0%, 0%, ] |<&oN; 8 AN,
ox 0y Z Z

9Yn OYn| |&0N, S ON;
_ax ay_ Zﬁyni Za—yyni

O determinante da matriz F é dado por

‘F‘:axnayn_axnayn
ox oy oy ox

3.2.4 — Definigéo das tensoes

32

(3.43)

(3.44)

Para serem utilizadas dentro da formulacdo do método dos elementos finitos, as

componentes de tensdo sdo organizadas na forma de um vetor.

Assim sendo, as tensfes de Cauchy (ver Capitulo 2), organizadas vetorialmente, serdo

dadas por

(3.45)

Ja as componentes de tensdo de Piola-Kirchhoff Il (ver Capitulo 2), dadas na forma de

um vetor, assumem o seguinte aspecto

(3.46)
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As componentes de tensdo de Cauchy se relacionam com as componentes de tensao de

Piola-Kirchhoff Il através da seguinte expressao

T, & (3.47)

OXn Y 2 OXn Y 2 OX, 0X,
(;X\ oX oy ox 0y
|F| O0X oy oxX 0oy
fxy) 6xn 8yn axn 5yn axn axn +8xn ayn
ox OX oy o0y oX 0y 0y OX

que é o resultado final de uma elaboragéo algébrica da equacéo (2.30), que no Capitulo 2 foi

dada na forma tensorial.

3.2.5 — Definicao das forcas atuantes

Neste trabalho, admite-se como hip6tese que o carregamento da estrutura ndo seja

alterado pela deformacao da mesma.

A rigor, no regime de grandes deslocamentos, estd hipdtese somente € valida para

cargas concentradas que ndo mudam de direcdo em funcdo da deformacéo da estrutura

(BATHE, 1982).

Para a definicdo das forcas de superficie e das forcas de volume é necessario um

raciocinio mais elaborado.

Para as forcas de volume € valida a seguinte relacéo:

bdv, = badv,,

onde

(3.48)

(3.49)

é o vetor de forcas de volume atuando sobre um elemento de volume da configuragédo

deformada dV¢, e sendo



34

b={""1, (3.50)

o vetor de pseudo-forcas de volume, que séo as forcas de volume atuando com a orientacéo do

sistema deformado, aplicadas sobre um elemento de volume do sistema indeformado dVo.

Portanto, os vetores b e b, possuem a mesma direcdo e o mesmo sentido, contudo 0s
modulos sdo diferentes para que a variacdo de volume provocada pela deformacao possa ser
considerada.

Para as forcas de superficie € valida a seguinte relacéo:
tdS, = tds,, (3.51)

sendo

t=< " (3.52)

o vetor de forcas de superficie agindo sobre um elemento de superficie da configuragédo

deformada dSt, e sendo

_ [t
t=4_"\, (3.53)
ty

o0 vetor de pseudo-forcas de superficie, que sdo as forcas de superficie atuando com a

orientacdo do sistema deformado, aplicadas sobre um elemento de superficie do sistema

indeformado dSo. Logo, 0s vetores t e t, possuem a mesma direcdo e 0 mesmo sentido,
contudo os modulos sdo diferentes para que a variacao de superficie causada pela deformacéo
possa ser incluida (FUNG, 1965).

Para que se possa determinar os modulos dos vetores b e t é necessario conhecer
previamente as variacdes de volume e de superficie que o corpo ir4 sofrer durante o
carregamento. Ora, isto somente é possivel com o conhecimento dos deslocamentos do corpo,
que sdo justamente as incdgnitas iniciais do problema. Esta situacdo indica que o problema

deve ser resolvido de forma iterativa.
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Neste momento, € importante observar que o0 objetivo de ser haver incluido neste
trabalho a formulacdo para anélise ndo-linear geométrica foi tornar possivel a analise de
pilares esbeltos de concreto armado.

Para este tipo de estrutura tem-se a situacdo de pequenas deformacGes, grandes
deslocamentos e rotacbes moderadas. Neste caso, as variagdes de volume e de superficie da
configuracdo original para a configuragdo deformada séo pequenas, e podem, portanto, ser
desprezadas.

Assim sendo, na definicdo das acdes nodais equivalentes as forcas de volume serdo
empregados 0s pesos especificos dos materiais e serd considerado o volume indeformado do
corpo. Da mesma forma, na definicdo das acBes nodais equivalentes as forgas de superficie
serdo empregados os valores iniciais das forgas distribuidas sobre a superficie indeformada

da estrutura.
3.2.6 — O Principio dos Trabalhos Virtuais

Utilizando-se as definicbes feitas anteriormente, a expressdo do Principio dos
Trabalhos Virtuais, para a formulagdo Lagrangeana Total , dada por (2.54) em notagéo
indicial, assume o seguinte aspecto, em uma nota¢do matricial apropriada ao método dos

elementos finitos:

j SETTAV = j su’ Ed5+j su' badv | (3.54)
Vo So Vo

onde Vo e So referem-se respectivamente ao volume e a superficie carregada de um elemento
finito no sistema indeformado.

Lembrando-se que a primeira variagdo do vetor de deslocamentos u em um dado

ponto do elemento sera dada por
ou=NsU°®, (3.55)
e que a correspondente variacao das componentes de deformacéo serd dada na forma

0E=BosU® | (3.56)

resulta
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j SUSTBTTdV = j SUSTNT tds +j SUSTNT bdv . (3.57)
Vo So Vo

e
Porém, como a variacdo do vetor de deslocamentos nodais 6U pode ser arbitraria,

tem-se que

j BTTdvzj NTEdS+j N bdVv . (3.58)
Vo So Vo

A equacdo (3.58) expressa a condicdo de equilibrio na Formulagdo Lagrangeana Total
para um elemento, no instante t. Esta equacdo é valida para qualquer material, uma vez que
até o0 momento ndo se lancou méo de nenhuma equacdo constitutiva. Pode-se, também,

coloca-la na forma

AR (U®)=P® (3.59)
onde
A% =| B'Tdv (3.60)
Vo

é o vetor de a¢cOes nodais ndo-lineares do elemento e

Pe = j N' tdS +j N" bdv (3.61)
So Vo

é o vetor a¢Bes nodais equivalentes as cargas externas aplicadas sobre o elemento.

Somando-se, para cada n6 de elemento em que foi discretizada a estrutura, para cada

grau de liberdade, as contribui¢cfes dos elementos que para ele concorrem, chega-se a
Ay (U)=P, (3.62)

que é a equacdo de equilibrio global da estrutura no instante t, onde Anc(U) é o vetor de acGes
ndo-lineares da estrutura e P é o vetor de cargas nodais aplicadas sobre a estrutura. Ou ainda,
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P-Ay (U)=0, (3.63)

onde U é o vetor de deslocamentos nodais global da estrutura, e 0 é um vetor nulo, ambos
com as dimensdes nx1, sendo n o nimero de graus de liberdade total da estrutura.
Se o vetor U, ndo for a solucdo exata para a equacgdo (3.63), resultara um vetor de

forcas desequilibradas \JJ (U) , dado na forma:

W (U)=P-Ay(U). (3.64)

O problema da analise ndo-linear fisica e geométrica de estruturas, através do Método
dos Elementos Finitos, com solucdo em deslocamentos, consiste em encontrar o vetor de

deslocamentos nodais U, que torne o vetor de forcas desequilibradas nulo, ou seja,

W (V) =0. (3.65)

Para realizar esta tarefa existem diversos métodos de solucdo de sistemas de equagtes
ndo-lineares, dados na forma da equacéo (3.65), tais como o método de Newton-Raphson, o

método de Newton-Raphson modificado, 0 método BFGS, que serdo descritos mais adiante.
3.2.7 — Material elastico-linear no regime de pequenas deformacoes

Para que se possa desenvolver o algoritmo de solucdo da equacéo (3.65), € necessario
estabelecer a equacgdo de equilibrio da estrutura, para um material el&stico linear, dentro do
regime de pequenas deformacdes e pequenos deslocamentos.

Considerando que a estrutura seja formada por um material que obedeca a Lei de
Hooke, cujo médulo de deformacdo longitudinal é E, e cujo coeficiente de Poisson é v, a
equacdo constitutiva para o problema de estado plano de tensdo pode ser estabelecida na

forma

o =D¢&, (3.66)
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onde O é o vetor de componentes de tensdo de Cauchy, conforme definido em (3.45), que

para o0 caso de pequenas deformacdes e pequenos deslocamentos coincide com o vetor de

componentes de tensdo de Piola-Kirchhoff 11, conforme (3.47); € é o vetor de componentes

de deformacéo, dado por ( 3.19), neste caso coincidente com o vetor de componentes lineares
definido em (3.20); e

(3.67)

H
|
<
N
[
l o o

N ‘

é a matriz constitutiva, ou matriz de constantes elasticas, para o problema de estado plano de
tensdo (HINTON, 1977).
Substituindo a equacéo (3.66) na equacdo (3.58), e fazendo uso da definicdo da

primeira variacdo da parcela linear das relagcbes deformacéo-deslocamento conforme (3.33),

resulta
[ BIDB dvU°= | NTtds+[ N'bdv , (3.68)
Vo So Vo
ou ainda,
K{ U® =P®, (3.69)

onde a matriz

K® =j B{DB dV (3.70)
Vo

é denominada matriz de rigidez linear do elemento, possuindo a dimensdo 16x16, sendo 16 o
numero total de graus de liberdade do elemento isoparamétrico quadratico de 8 nos, para o
problema de estado plano de tensao.

Efetuando o somatoério em cada grau de liberdade nodal da estrutura das contribui¢es

dos elementos que incidem em um mesmo nd, segundo a equacao (3.69), chega-se a
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K _U=P, (3.71)

onde K. é a matriz de rigidez linear global da estrutura.

Resulta, entdo, um sistema de equacdes lineares de equilibrio nxn, onde n é o nimero
total de graus de liberdade da estrutura; que, uma vez resolvido, fornece os deslocamentos
nodais para o carregamento aplicado. A partir do vetor de deslocamentos nodais da estrutura
U, é possivel montar-se o vetor de deslocamentos nodais do elemento U®. Pode-se, agora,
calcular as deformacgGes através de (3.23), e as tensdes por meio de (3.66).

A equacdo (3.71) sera empregada como parte do processo de solucdo do sistema de

equacOes ndo-lineares dado por (3.65), conforme serd mostrado adiante.

3.2.8 — Matriz de rigidez do elemento

A matriz de rigidez linear do elemento KeL possui as dimensdes 16x16, pois existem

oito nés, cada um com dois graus de liberdade. Para um elemento de estado plano de tenséo,
com espessura h constante, a equacéo (3.64) pode ser escrita na forma

K{ = [B{DB_hdS , (3.72)
Se

onde Se ¢ a area do elemento contida no plano xoy e dS é um elemento infinitesimal desta
mesma superficie.

A integral da equacdo (3.71) normalmente é calculada através de métodos numéricos,
como a Quadratura de Gauss-Legendre. Para isso, introduz-se na equacgdo (3.72) as

coordenadas naturais do elemento & e n, passando a mesma a assumir o aspecto

+1+1
t = [ [BIDB_hPjd&dr (3.73)
11

onde |J| ¢ o determinante da matriz Jacobiana do elemento.

Neste trabalho a integral da equacdo (3.73) é resolvida através do método da

Quadratura de Gauss-Legendre, empregando-se a regra com 3x3 pontos de integracao.
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3.3 -ELEMENTOS FINITOS PARA A ARMADURA

Na literatura sobre analise ndo-linear de estruturas de concreto armado encontram-se
basicamente trés métodos para a inclusdo da armadura em um modelo de elementos finitos: o
modelo distribuido, 0 modelo incorporado e 0 modelo discreto (DARWIN, 1991).

No modelo distribuido, considera-se que a armadura seja uniformemente distribuida
no elemento de concreto. Adota-se a hipotese de aderéncia perfeita entre 0 aco e o concreto.
Este modelo € apropriado para estruturas em que a armadura é composta por barras pouco
espacadas, formando malhas normalmente ortogonais.

No modelo discreto, representa-se a armadura através de elementos de barra de trelica
plana, que se conectam a malha de elementos finitos para o concreto por meio de seus nos de
extremidade. Neste modelo, a disposicdo das barras da armadura é limitada pela malha de
elementos de concreto, e vice-versa. Além disso, sendo linear o campo de deslocamentos no
elemento de trelica, para que haja compatibilidade rigorosa de deslocamentos, o elemento de
concreto deve também ser do tipo linear.

No modelo incorporado, a armadura é considerada como uma linha de material mais
rigido no interior do elemento de concreto. Adotando-se a hip6tese de aderéncia perfeita, 0s
deslocamentos de um elemento de armadura serdo os mesmos do elemento de concreto que o
envolve, resultando em um unico campo de deslocamentos. As barras de aco podem assumir
uma posicéo arbitraria dentro do elemento de concreto.

Neste estudo foi empregado o modelo incorporado, devido a sua maior generalidade
na disposicdo das armaduras em relagdo aos modelos distribuido e discreto, tendo por base o0s
trabalhos de ELWI e HRUDEY (1989) e de PRATES JUNIOR (1992).

3.3.1 — Modelo incorporado

No modelo incorporado para a armadura, considera-se que a barra de ago resiste
apenas a esforcos axiais e que os deslocamentos de qualquer ponto da barra séo coincidentes
com os do elemento de concreto na mesma posicdo. Desta forma, a barra de aco pode ser
disposta de maneira arbitraria no interior do elemento de concreto, sem que sejam
introduzidas incognitas adicionais no problema.

As barras de ago sdo representadas por elementos unidimensionais isoparamétricos.

Através destes elementos podem ser modeladas barras retas e curvas. Os deslocamentos ao
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longo da barra de aco sdo determinados a partir dos deslocamentos nodais do elemento de
concreto.

Deste modo, a matriz de rigidez da armadura possui as mesmas dimensdes da matriz
de rigidez do elemento de concreto, sendo a matriz de rigidez do concreto armado a soma das
duas. A expressdo para o calculo da matriz de rigidez do elemento de “concreto armado” €

dada por

nb
i=1

onde nb é o nimero de segmentos de barra de ago contidos no elemento de concreto.

A matriz de rigidez de cada barra de armadura é definida pela expressao

Ks=As Es [Bg BS ds, (3.75)
L

onde L é o comprimento da barra de ago, As € a area da secdo transversal da armadura, Es € 0
modulo de deformacéo longitudinal do aco e Bs € o vetor que contém as relacdes deformacao-

deslocamento para a armadura.
3.3.2 — Formulagdo geomeétrica

A geometria das barras de aco € definida em coordenadas cartesianas globais,
independentemente da malha de elementos finitos. A geometria das barras retas fica definida
por dois pontos. Para as barras curvas sdo necessarios trés pontos para a sua definicao.

O elemento de concreto, mostrado na FIGURA 3.3, é descrito utilizando-se
coordenadas globais (x,y). As coordenadas naturais locais do elemento séo (£ ,7). De acordo
com o procedimento usual para 0 mapeamento isoparamétrico, as coordenadas globais (x,y)

de qualquer ponto no interior do elemento séo obtidas através das fungdes de interpolagéo

x| & Nij(&.m) 0 X;
{y}_é{ 0 Ni(fiﬂ)Hyi}' (3.76)

Ni(&,n), na forma
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Xi € yi sd0 as coordenadas cartesianas do no “i”.

N
(xi,yi)
y A \
<:> = -5
(Xsi,Ysj) S
barra de aco
>
0 X

FIGURA 3.3 — Barra de ago inserida no elemento de concreto

As diferenciais das coordenadas cartesianas x e y, serdo dadas por

ot
dy dn

onde J é a matriz Jacobiana do elemento, conforme definida na equacdo (3.16).

Uma vantagem significativa desta formulacdo é que a localizacdo e a geometria da
barra de aco podem ser estabelecidas independentemente da malha global. Uma vez criada a
malha de elementos de concreto, a armadura deve ser especificada por um conjunto de pontos
nodais.

Para assegurar uma continuidade interelementar adequada, é necessario colocar nos
nos elementos de barra, onde a armadura atravessa o elemento de concreto. As coordenadas
dos nds da barra de aco, posicionados entre os nos de definicdo da mesma, sdo obtidas por
interpolacdo. Deste modo, nos adicionais sdo colocados dentro do elemento de concreto.

Sendo xsj e ys;j as coordenadas globais dos nds de uma barra de armadura associados a
um dado elemento de concreto, as coordenadas de um ponto qualquer ao longo da barra,

dentro deste elemento, sdo dadas por
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K o[Hi ) 0 fx
{y}_iZ:l{ 0 Hj(z)Hysj}' &

onde Hij(y) séo fungdes de interpolagédo unidimensionais, que sdo expressas em funcgéo de uma
coordenada normalizada independente y.

No célculo da rigidez associada a uma barra de armadura, é necessario fazer
integracOes ao longo da mesma. Para isto é necessario determinar um elemento diferencial de
comprimento ds, ao longo da armadura, que pode ser obtido de (3.78). Conforme a FIGURA

3.4, a orientacdo tangente a barra de aco é dada pelo angulo £, onde

dx dxdy
cosf=—=—-2, 3.79
b ds dy ds (379)
€
dy_dydy
sen f=—"=—"——, 3.80
P ds dyds (3:80)

sendo cosp e senf os cossenos diretores da reta tangente a barra de a¢o no ponto considerado.

nNa

dx

FIGURA 3.4 — Coordenadas ao longo do eixo da barra de ago

Lembrando-se que

ds? = dx? + dy?, (3.81)
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resulta
2 2
oo (o) -
dy \\dx dy
onde
dx [dH |
dy| < dy Xsj
— , (3.83)
dy i dy |
logo
dx
cos f= 3—3 (3.84)
dy
e
dy
sen B= 3—3 (3.85)
dy

Desta forma, os cossenos diretores da reta tangente, em qualquer ponto ao longo da
armadura, assim como o fator ds/dy, podem ser facilmente determinados empregando-se as

equac0es acima.
Um elemento de volume dVs da barra de aco pode ser expresso por

Utilizando-se o fator descrito em (3.82), as integrais envolvendo elementos de volume ao

longo da armadura podem ser escritas em termos da coordenada natural y, como

d
[f)avs=[1(x) A idz, (387)

Vs X
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onde f(y) é uma funcéo de posicéo ao longo da armadura.
3.3.3 — Determinacéo dos trechos de armadura

As barras de aco sdo posicionadas dentro da estrutura de concreto através de suas
coordenadas globais (x,y). Para a obtencdo da matriz de rigidez total (concreto+aco) de um
determinado elemento, necessita-se saber quais barras interceptam este elemento, atribuindo-
Ihe uma rigidez adicional.

A determinacdo dos segmentos de barras de aco que ficam no interior de um certo
elemento de concreto é feita de forma automatica atraveés de uma subrotina computacional
extraida do trabalho de PRATES JUNIOR (1992). Uma vez encontrados estes trechos, é
realizado o célculo da matriz de rigidez da armadura.

A primeira etapa deste processo consiste na transformacdo das coordenadas globais
Pj(xp ,yr), dos pontos de definicdo da geometria da barra, para as coordenadas naturais

Pj(&,np) dos mesmos. Para um dado ponto Pj de definicdo da barra de aco, é vélida a

8 I'N;(&p.7p) 0 X;
{ } 'gl{ Ni(fPa’?P)Hyi}' (3.88)

onde (xi, yi) sdo as coordenadas dos nds do elemento de concreto considerado.

seguinte relacédo

A obtencdo de uma forma explicita para & enp a partir da equagédo (3.88) ndo é tarefa
simples de ser realizada. ELWI e HRUDEY (1989) sugerem a utilizagcdo do algoritmo de
Newton-Raphson para a sua determina¢do numeérica. Desta forma, a determinacgdo de & e 7p

estd baseada no fato de que estas coordenadas sdo as raizes do seguinte sistema de equacdes

S IN;(&.m) 0 X | |0
Hem= { } 21{ 0 Ni(f’ﬂ)Hyi}_{o} o5

Empregando-se 0 método de Newton-Raphson, tem-se, apos k+1 iteracdes,

nao-lineares
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k+1 k k+1
RS A
) p e AR,
onde
A ,—1{ } 2 N(ép %) 0 {Xi}
{An}p ] [ 2 Nk ) ) O

kT i : . «
sendo [J } a inversa da matriz Jacobiana transposta do elemento de concreto, na iteracéo

k.
7 6 5 / elemento de
° concreto
n
P1(Em)
A 8 @ & ® 4
y
P2(&n) \ i —
P3(&,
® ° ® &mn)
1 2 \ 3
> barra de ago
0]

FIGURA 3.5 — Curva que define a barra de aco

A segunda etapa do processo, apés a determinacdo das coordenadas naturais dos
pontos Pj(&,7p), € a definicdo da curva que passa por estes pontos, conforme ilustrado pela
FIGURA 3.5.

As coordenadas dos pontos da curva que define o eixo da barra de aco podem ser
obtidas, mediante o emprego de polindmios interpoladores de Lagrange (ZIENKIEWICZ,

1989), através das seguintes expressdes
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np
=Y fimé&, (3.92)
i=1l
e
np
n=>9i(&)n, (3.93)
i=

onde, para os np pontos de definicdo da barra de ago, sdo calculadas as funcdes (polinémios

de Lagrange)

(n-n;)

f. .

(M) = ,_Hl(n. 7 (3.94)
j#I

e

P i

9i ($) }:[_1(&_5]). (3.95)
j#i

Esta forma de definir as coordenadas dos pontos da curva vem a facilitar o calculo das
interseccdes desta com os bordos do elemento de concreto.

A terceira etapa consiste na determinacdo da intersecdo da curva Pi, P2,...,Pnp cOM
cada um dos quatro lados do elemento de concreto. Para tal, fixa-se a coordenada {=+1, do
elemento de concreto, e calcula-se a coordenada m da interseccdo lado do elemento de

concreto - curva da barra. Caso—1<n<+1 , significa que a barra intercepta este lado do
elemento. De forma anéloga, fixa-se n= 1, e se verificase —1<E<+1.

A quarta e ultima etapa do processo consiste em criar nos intermediarios no segmento
de armadura, no interior do elemento de concreto. Dependendo do grau da curva que define a
barra, s&o criados zero, um ou dois nos intermediarios, conforme é mostrado na FIGURA 3.6.

3.3.4 — Funcoes de forma para os elementos de armadura

As funcdes de interpolacdo para o elemento de armadura sdo polinémios de Lagrange,
definidos de acordo com ZIENKIEWICZ (1989), a partir da expressdo



(=20 — )X = xs) (X — xm)

H' (1)=

que possui valor unitéario para y =y «, € anula-se para y =y i, sendo i =k .

k= 20k = )k = Xwe) (k= Xm) |

-1 +1 X
@, o—>»
-1 +1 X
O O—>
-1 -1/3 +1/3 +1 X
O (Y (Y O —>

FIGURA 3.6 — Segmento de armadura dentro do elemento de concreto

Para o elemento de 2 nos, tem-se as seguintes funcdes de forma:

1-—
Hl :—ZZ
H, :1+;(
2

Para o elemento de 3 nos, resultam as seguintes funcdes de forma:

oA

1_ ]
2

H, =1- 4%,
2
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(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)
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Finalmente, para o elemento de 4 nos, as func¢des de forma sdo dadas pelas expressdes:

H, =—%(9l3—912 - x+1), (3.102)
H, =+%(3z3—12 =3y +1), (3.103)
Ha 2—%(3Z3+Z2 -3x-1), (3.104)
Hy :+%(913+9Z2 -x-1). (3.105)

3.3.5 — Matriz de rigidez e vetor de a¢des nodais para a armadura

Considerando-se a hipdtese de aderéncia perfeita entre 0 ago e o concreto que o
envolve, o campo de deslocamentos da armadura é idéntico aquele do elemento de concreto
no qual a barra de ago esta inserida.

No entanto, formula-se também a hipdtese de que uma barra de aco resiste apenas a
esforgos normais, na direcdo tangente ao seu eixo. Portanto, a deformagdo ao longo da
armadura € igual a deformacdo normal, no elemento de concreto, na direcdo tangente ao eixo
da barra.

Assim sendo, as componentes de deformagdo em um ponto do elemento de concreto,
que coincide com um ponto por onde passa uma barra de aco, serdo calculadas a partir da
equacdo (3.23), dentro da hipdtese de pequenas deformacfes e pequenos deslocamentos. A

deformacéo da armadura, na direcao tangente ao seu eixo, sera dada por (POPQOV, 1984)

g5 =&, C0S” B+&,5en® B+y, sen BCos . (3.106)
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A equacdo anterior também pode ser colocada na forma
> Ou ou ov 5 OV
Ec =| COS —4+ Sen pCcos p— |+| Sen H COoS O —+Sen — 1, (3.107)
s ( B x pcosp 8yj ( pcosp x B &

donde, lembrando a defini¢cdo do campo de deslocamentos do elemento de concreto, dada por
(3.1), resulta

8 . -
&g :Z(cos2 IB%-F sen ﬂcosﬂ%)ui +
= (3.108)

8 ON; » . ON;
Z(senﬂcosﬁa+ sen ﬂajvi :

=1

A equacdo (3.108) também pode ser organizada na forma de um produto escalar entre

dois vetores, ou seja,

e =BL U®, (3.109)

onde U® é o vetor de deslocamentos do elemento de concreto, e Bs é o vetor das relaces

deformagéo-deslocamento para a armadura dado por

BY ={BL..BL,....BY;....BLs (3.110)

onde um subvetor genérico Bsi € fornecido pela expresséo

cos? ,B%+ sen ﬁcosﬂ%

B = X oy | (3.111)
N, N

sen fcos f—-+sen” f—

OX oy
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Na equacdo (3.11), as derivadas das funces de forma em relacdo as coordenadas
naturais cartesianas x e y, sdo calculadas a partir das derivadas em relagdo as coordenadas

naturais e 7, através da expressao

oN; ON,
ekl ON§
oX | _ -1 J OX
N, _ZzlJ N[ (3.112)
oy OX

A primeira variacdo da deformacéo na armadura &, entdo, dada por
Ses =BL SU°. (3.113)

Na aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais, a contribuicdo da armadura para o

trabalho virtual interno pode ser calculada a partir da expressao

&Ns = &JE’T (ANL )g :j5gs CTS dV y (3114)
Vs

onde (A, ) é o vetor de agbes nodais néo-lineares equivalentes da armadura, os € a tenséo

normal atuante na armadura e Vs é o volume da mesma.

Substituindo-se a equacéo (3.113) na (3.114), resulta

SUST (A )i =0V Bs osdV. (3.115)
Vs

Sendo a primeira variagdo do vetor de deslocamentos nodais do elemento de concreto

arbitraria, tem-se que

(A ) =[BsosdV, (3.116)
Vs

ou ainda, lembrando-se a equacdo (3.87),
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d
(AnL)g :_[BS os As idll (3.117)

V4

que é a expressdo que permite calcular as a¢bes nodais equivalentes auto-equilibradas,
correspondentes ao estado de tensdo a que se encontra submetida a armadura.

Admitindo-se um comportamento elastico linear para 0 aco, 0 que normalmente
acontece do inicio do carregamento até as imediacGes da ruptura da estrutura, a equagao

constitutiva para o agco assume a forma
O-S:ES &g, (3118)

onde Es é o modulo de deformacéo longitudinal para o aco utilizado.
Fazendo-se a substituicdo de (3.118) em (3.117), e aplicando-se a equacgéo (3.109),
tem-se que
e T ds
(AL)S :st EsBs Ag d

—dyUu®, (3.119)
X
X

onde (AL)‘; é o vetor de agBes nodais lineares para a armadura. A equacdo (3.119) pode,

ainda, ser escrita na forma

(AL ) =K§ U®, (3.120)
onde
e T ds
dy
X

é a definicdo da matriz de rigidez da armadura contida em um dado elemento de concreto.
A integral dada na equacgdo (3.121) é calculada numericamente, através da Quadratura

de Gauss-Legendre, empregando-se a formula
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e ng T dS
K& = (Bs ) Es (B )i As O™ (3.122)
i=1

onde ng é o numero de pontos de integracdo de Gauss, as grandezas associadas ao indice ”i”,
sdo calculadas na posicdo do ponto de integracdo ”i”, e w;i é o fator de peso de integracdo
associado ao ponto de integragéo "i”.

3.3.6 — Modelo néo-linear geométrico para a armadura

Para tornar possivel a analise de pilares esbeltos de concreto armado é necessario
incluir a ndo-linearidade geométrica também no modelo para a armadura.

A deformacdo em um dado ponto ao longo da armadura (es) continua a ser calculada a
partir da equacdo (3.106). No entanto, agora passam a ser utilizadas as componentes de
deformacéo no concreto (ex, ey € yxy), incluindo as suas parcelas linear e ndo-linear, calculadas
a partir da equacéo (3.22).

A tensdo neste ponto da armadura (os) sera obtida substituindo-se a deformacéo do
aco neste ponto, na equagdo constitutiva adotada para 0 ago, que se encontra exposta no
Capitulo 4.

Antes de realizar-se o calculo das acdes nodais ndo-lineares da armadura, € necessario
calcular a primeira variacdo da deformacdo da armadura, incluindo a ndo-linearidade

geométrica. Partindo-se da equacéo (3.106), chega-se a

des =(cos? p)oe, + (sen? ﬂ)&gy + (sen Bcos By, =

. (3.123)
{(c052 ,B), (sen2 ﬂ), (sen /3 cos ,B)}5 &
ou ainda, utilizando-se a equacao (3.38),
Ses :{(cos2 ,B), (sen2 ﬂ), (sen 3 cos ,B)}é&‘: | 124

{(cos2 ﬂ), (sen2 ﬂ) (sen /3 cos ,B)}B sU®

donde vem
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Seg = {(cos2 ﬂ) (sen2 ﬂ), (senﬂcosﬂ)}zsz B. oU; ,

(3.125)
i=1

onde Bi é a matriz de deformagdes completa (soma das parcelas linear e ndo-linear) associada
ao no “i” do elemento de concreto, conforme definida pela equacao (3.42)
Reorganizando-se a equacdo (3.125), chega-se a

Ses =(Bg )y OU° (3.126)

onde (BS)NL é o vetor de relagdes deformacéo-deslocamento para a armadura incluindo a
ndo-linearidade geométrica, dado por

Bs )y = (Bs s (Bs g (B i (Bs s

N[ RAE NL8 (3.127)
sendo
osz,Baﬁ—aNi + enzﬁaﬁ—al\Ii +senﬁcos,8(axn oNi | 0%, aNi)
(B ) B oX OX 0 8y oy OXx 0OX 0Y
S/NLi —
2 aynGNi ayn
COS” f————+sen
p OX OX ﬁ 0

\
+sen,Bcos,B( Yo ONi | 0¥ aN‘j

ay oy ox ox dy
(3.128)

0 subvetor associado ao n6 “i” do elemento de concreto

Aplicando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais, de forma analoga ao que foi feito na

equacéo (3.114), porém utilizando-se as definicdes de geometria, de deformacdes e de tensdes
proprias para a consideracdo da nao-linearidade geométrica, chega-se a

ds
ANL g I NL Og AS @dz, (3129)

que é a expressao para o célculo das agdes nodais ndo-lineares para a armadura, incluindo a
possibilidade de ocorrerem grandes deslocamentos.
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3.4 - SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES NAO-LINEARES.

Uma analise rigorosa de estruturas de concreto armado exige a consideracdo do
comportamento mecanico ndo-linear dos materiais concreto e aco, além da possibilidade de
ocorrerem grandes deslocamentos para estagios mais avancados do carregamento.

Atraves da aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais, com a inclusdo dos fatores
supracitados, chega-se a um sistema de equacfes ndo-lineares dado pela equacédo (3.64). O
objetivo deste item € apresentar um algoritmo numérico para a solucdo do sistema de
equac0es (3.64), ou seja, encontrar o vetor de deslocamentos nodais U para o qual se verifique
o0 equilibrio.

Inicialmente descreve-se 0 método de Newton-Raphson padrdo, para a solucdo de
sistemas de equacdes ndo-lineares. Com o objetivo de reduzir o custo computacional do
processo, é introduzido o método de Newton-Raphson modificado, com matriz de rigidez na
origem mantida constante durante toda a analise.

Como forma de acelerar a convergéncia do processo de solugdo adota-se 0 método
BFGS. Os resultados obtidos com a aplicacdo deste processo, em termos de economia de

tempo de computacdo, sdo significativos.
3.4.1 — O método de Newton-Raphson padréao

Conforme visto anteriormente, da aplicacdo do Método dos Elementos Finitos na
andlise de estruturas de concreto armado, resulta um sistema de equagfes ndo-lineares, dado

na forma
W (U)=P-Ay_ (V). (3.130)

Expandindo-se a equacdo (3.130) em série de Taylor, em torno do vetor de
deslocamentos nodais Uy, e retendo-se apenas até o termo que contém derivadas de primeira

ordem, chega-se a

Tr+1;‘{’r+(a—wj AU, (3.131)
U ).
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onde ‘Pr é o vetor de desequilibrio que resultou da iteracéo atual, AU, é o incremento de

deslocamentos dado na forma

AU, =U,,,-U,, (3.132)

oy

e onde o termo (%j corresponde a uma matriz nxn, sendo n 0 nudmero de graus de
r

liberdade da estrutura, cujo componente generico da linha ”i” e coluna “j” é dado por

L (3.133)
1)
ouU i ouU i

{%J _ O(AnL) __K

em que Kij representa um termo genérico da matriz de rigidez tangente da estrutura Kr.

Agora, a equacao (3.131) pode ser expressa matricialmente através da equacéao
Y, =W, -(K;) AU, (3.134)

Sendo o objetivo do método de Newton-Raphson padrdo anular o vetor de

desequilibrio da iteracdo seguinte, deve-se exigir que
\Pr+1E\Pr _(KT )I’ AU r :O, (3135)

donde provém a formula de recorréncia do método de Newton-Raphson padrdo aplicado a

solucéo de problemas de analise estrutural, dada na forma
-1
AU, =(K7*) [P - Ay (U))] (3.136)

U,,=U, +AU,. (3.137)
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Conhecido o vetor de deslocamentos da iteragdo anterior U, é possivel calcular o
vetor de acOes ndo-lineares Anc(Ur) e a matriz de rigidez tangente da estrutura Kr(Uy).
Através das equac0es (3.136) e (3.137), determina-se a solugdo Ur+1, mais proxima da solucéo
exata do sistema de equagdes (3.130).

Procede-se assim, iterativamente, até ser satisfeito o critério de convergéncia adotado.
A FIGURA 3.7 ilustra este procedimento, para o caso unidimensional.

A Ko K1 K2
s)
ANLn
AnNL3
ANL2
ANL1
@ @ L g @ -
0 Ui U2 Us Un U

FIGURA 3.7 — O método de Newton-Raphson padréo para o caso unidimensional

A convergéncia deste metodo é de segunda ordem, porque envolve a fungdo ¥, e sua
derivada primeira Kr. A atualizacdo e a inversédo (ou decomposi¢do) da matriz de rigidez
tangente em cada iteracdo tornam este processo computacionalmente oneroso, e, em
problemas com muitos graus de liberdade, podem inviabilizar a sua utilizac&o.

Esta dificuldade pode ser superada com o emprego do método de Newton-Raphson

modificado, embora com sua adocao, se perca a propriedade da convergéncia quadratica.

3.4.2 — O método de Newton-Raphson modificado

O método de Newton-Raphson modificado consiste em realizar o calculo e a inversdo
(ou decomposi¢do) da matriz de rigidez apenas uma vez, no inicio do processo, trabalhando-
se com a matriz de rigidez inicial K, em todas as iteragdes. O algoritmo de recorréncia fica

sendo, entdo,
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AU, :(Kgl)r [P—An (U))] (3.138)
U,.,=U, +AU, . (3.139)

A utilizacdo de uma matriz de rigidez inicial constante Ko traz uma grande economia
computacional, em relacdo a solucdo do sistema através do método de Newton-Raphson
padrdo, pois apenas torna-se necessario realizar substituicdes para diante e retrosubstituicdes
sobre o vetor de forcas desequilibradas . Todavia, deve-se considerar o fato de, devido a
matriz de rigidez ndo ser atualizada, o nimero de iteracfes devera ser maior. A FIGURA 3.8
mostra 0 desenvolvimento deste processo para 0 caso unidimensional.

A convergéncia do método ¢é de primeira ordem, porque se redefine apenas o vetor de
forcas desequilibradas . A presenca de patamares pronunciados dentro da resposta estatica

da laje pode gerar uma convergéncia muito lenta, com um numero indefinido de iteracdes
(BIGNON, 1987).

Ko Ko Ko
P >
ANLn
ANL3
ANL2
ANL1
9—0—@ L -
o | Ul U2 Us Un U

FIGURA 3.8 — O método de Newton-Raphson modificado para o caso unidimensional



59

3.4.3 - O método BFGS

Como alternativa para acelerar a convergéncia, surgem os métodos Quasi-Newton
(STRICKLIN et al., 1973). Eles nascem da idéia de atualizar a matriz de rigidez tangente de
uma maneira mais simples em cada iteracdo, ao invés de recalculd-la de forma completa
(método de Newton-Raphson padrdo) ou de manté-la constante (método de Newton-Raphson
modificado).

Existem diversas formulas para uma atualizacdo simplificada da matriz tangente,
contudo, algumas restricdes devem ser impostas (MATTHIES e STRANG, 1979):

a) A nova matriz K deve satisfazer a equacdo Quasi-Newton, dada na forma

K,au, =¥, -, ., (3.140)

que, para um problema unidimensional, equivale a aproximar a diregéo tangente por uma reta

secante a curva em dois pontos sucessivos, conforme ¢é ilustrado pela FIGURA 3.9.

ANLn

cVv

FIGURA 3.9 — O método Quasi-Newton para o caso unidimensional

b) Se K.1 é simétrica, entdo, a nova matriz K também deve ser simétrica.
c) Se Kr.1 € uma matriz positivo-definida, entdo, a nova matriz K, também deve ser positivo-
definida.
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d) Como condicéo essencial, 0 novo vetor de incremento de deslocamentos AU deve poder
ser calculado com um pequeno custo computacional.
Uma férmula de atualizacdo da matriz tangente que satisfaz a todas as exigéncias

fixadas acima é a atualizacdo de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), que pode ser

: : . = I «
escrita de forma mais conveniente em termos de K, , ao invés de ser dada em funcéo de K, .

A atualizacdo aproximada da matriz tangente inversa, segundo o método BFGS, pode

ser dada na forma
K * :(I +erI)K;fl(l +v, Wi ) (3.141)

onde | é uma matriz identidade nxn, sendo n o nimero de graus de liberdade da estrutura, e wy
e Vvr sdo vetores de atualizagdo, com n componentes, que serdo definidos adiante. Observe-se

que os requisitos de simetria e a condi¢cdo de matriz positivo-definida sdo satisfeitos de forma

. . . A . -1
imediata devido ao fato de que os fatores que multiplicam a matriz K,, serem um o

transposto do outro.

Assim, é possivel, partindo-se da matriz de rigidez tangente na origem Ko, obter-se
sucessivas atualizacGes aproximadas da matriz de rigidez tangente a cada nova iteragéo.
Substituindo-se o célculo rigoroso da matriz de rigidez tangente por sua atualizacéo
aproximada dada por (3.141), pode-se utilizar-se a férmula de recorréncia do método de
Newton-Raphson padrao dada por (3.136) e (3.137).

Para evitar o processo de inversdo da matriz de rigidez e acelerar o célculo do novo
vetor de deslocamentos, é interessante adotar-se o procedimento alternativo proposto por
MATTHIES e STRANG (1979), ou ainda o algoritmo que se encontra em ARAUJO e
BIGNON (1993). Observe-se que MATTHIES e STRANG (1979) ainda propdem a adi¢éo de
um processo de busca (line search), para definir o tamanho do passo na dire¢cdo do vetor
incremento de deslocamentos.

Para definir os vetores de atualizacdo wr e vi , € interessante antes introduzir-se as

diferencas

0, =U,-U,_, (3.142)

V=V -V, (3.143)
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Os vetores de atualizagcdo podem, entéo, ser escritos na forma

(3.144)

A :Wr _l//r—l 1+

1
Wr:Wé‘r. (3145)

A convergéncia dos métodos Quasi-Newton é denominada de superlinear, ou seja,
superior a convergéncia de primeira ordem, e suas condi¢cdes de convergéncia e estabilidade
tem sido estudadas por diversos autores. A eficiéncia computacional varia de acordo com o
problema, tendo sido observados ganhos de até 35% em relacdo ao método de Newton-
Raphson (STRICKLIN et al., 1973).

3.4.4 - O algoritmo incremental-iterativo

A carga total a ser aplicada sobre a estrutura é dividida em um certo numero de partes

iguais, obtendo-se assim o vetor de incremento de carga AP, ou seja,

P

AP= ,
Netap

(3.146)

onde P é o vetor de cargas externas total e Netap é o nimero de etapas de carga que serdo
aplicadas na estrutura.
O vetor de cargas no final de cada etapa de carga Pi € obtido adicionando-se o vetor de

incremento de cargas ao vetor de cargas da etapa anterior Pi.1, isto é
Pi :Pi—l + AP . (3147)
Cada etapa do processo de carregamento inicia-se com um desequilibrio AP entre o

vetor de cargas aplicadas Pi é o vetor de a¢des nodais ndo-lineares (AnL)i. Portanto, deve ser

empregado um processo iterativo que permita determinar o vetor de deslocamentos nodais U,
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para 0 qual seja estabelecido o equilibrio entre cargas externas e esforcos internos. Neste
trabalho emprega-se 0 método BFGS, para o0 ajuste do equilibrio em cada etapa de carga.

Em uma dada etapa do processo de solucdo do sistema de equacdes ndo-lineares,
considera-se que tenha sido atingida a convergéncia, quando forem satisfeitas

simultaneamente as duas condigdes abaixo, em uma dada iteracdo “r”

Wil < 0,01, (3.148)
AP

(S
M <0,01, (3.149)
U]

onde:

Hlﬂr H é a norma euclidiana do vetor de forcas desequilibradas;
|aP| € anorma euclidiana do vetor de incremento de cargas;

lau, | é a norma euclidiana do vetor de incremento de deslocamentos;

|U.| éanorma euclidiana do tltimo vetor de deslocamentos obtido.

Quando o material chega ao esgotamento de sua capacidade de oferecer esforgos
resistentes que equilibrem o carregamento externo, é sinal que a estrutura atingiu a ruptura.

Este fato é detectado pelo algoritmo, quando ndo é mais possivel satisfazer o critério de
convergéncia dado por (3.148) e (3.149), pois o vetor de desequilibrio ¥ ndo pode ser

reduzido a valores proximos de zero, por maior que seja 0 nimero de iteracdes.

Estudos numéricos realizados com o modelo aqui desenvolvido indicam que, quando o
namero de iteracfes em uma dada etapa de carga alcanga um valor igual ou superior a 100,
sem convergir, significa que a capacidade de resisténcia da estrutura foi esgotada.

Quando esta situacdo é atingida, o incremento de carga inicial é dividido por 2,
retorna-se a configuracdo do inicio da etapa, e tenta-se novamente obter a convergéncia. N&o
sendo logrado éxito, divide-se o incremento inicial de carga por 4, volta-se a situacdo do
inicio da etapa, e busca-se novamente um ponto de equilibrio. Se apds estas 3 tentativas uma
configuracdo estavel nao for alcancada, admite-se que a estrutura tenha atingido o colapso.
Este procedimento permite a determinagdo da carga de ruptura da estrutura com muito boa

preciséo.



63

4 — MODELOS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS

4.1 - MODELO CONSTITUTIVO BIDIMENSIONAL PARA O CONCRETO

Neste trabalho é empregado um modelo constitutivo bidimensional para o concreto
baseado naquele desenvolvido por DARWIN (DARWIN e PECKNOLD, 1977a e 1977b), que
¢ apropriado para o emprego na analise ndo-linear de estruturas, através do método dos
elementos finitos, sendo também recomendado pelo Codigo Modelo CEB-FIP 1990 (CEB,
1993).

4.1.1 - Equacao constitutiva bidimensional ortotrdpica

O concreto, antes de se ter atingido um estado de fissuracdo ou de esmagamento, é
modelado como um material ortotrépico elastico linear, com os eixos de ortotropia
coincidindo com os eixos principais de deformacdo, designados por 1 e 2. A equagdo
constitutiva, segundo as direcdes 1 e 2, sera dada por

o] 1 El 1% E1E2 O 81
(o)) :1—2 V4/ E1E2 E2 0 &y 1y (41)
o &I g 0 oflo

onde E1 e E> sdo os modulos de deformagdo secantes segundo as direcBes 1 e 2,
respectivamente, e v é o coeficiente de Poisson do concreto.

Entdo, a matriz constitutiva do material € definida em funcdo das propriedades Ei, E>
e v, que sdo consideradas como dependentes do estado de tensdo e de deformacéo atual do
ponto considerado. Os modulos secantes, E1 e Ez, segundo as dire¢Bes principais de
deformacdo, sdo determinados a partir de curvas tensdo-deformacdo semelhantes a curva
tensdo-deformacéo obtida para o concreto sob solicitagcdo uniaxial. O coeficiente de Poisson v

foi considerado constante, igual 0,20.
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4.1.2 — Deformacao uniaxial equivalente

Em um estado biaxial de tensdes, a deformagdo em uma direcdo ndo é funcdo apenas
da tensdo naquela direcdo, mas sim, devido ao efeito de Poisson, dependente da tensdo atuante
na diregdo ortogonal. O conceito de deformacdo uniaxial equivalente fornece um meio de
separar o efeito de Poisson das deformaces acumuladas e permite uma representagéo
conveniente dos resultados experimentais.

Para uma melhor compreenséo da definicdo de deformacdo uniaxial equivalente, € util
analisar-se o comportamento de um material elastico linear, conforme é ilustrado pela
FIGURA 4.1. Uma curva representa o gréfico tensdo-deformacdo para a situacdo de
compressdo uniaxial. A outra curva representa a relacao tensdo-deformacéo segundo a direcéo

mais comprimida, para um estado de compressdo biaxial, onde o, =a.c,. E possivel, entdo,

observar-se o efeito enrijecedor que a compressao transversal exerce.

Biaxial: O2=—""82
1—0ov
A i
-Oc Uniaxial: €iu =
i
Cil l()'z
o1 =0 02
0o -€i -€iu -Ec

FIGURA 4.1 — Deformagéo uniaxial equivalente para um material linear

Para cada relagcdo entre as tensfes principais o, a verdadeira relagcdo tensdo-
deformacéo tera uma inclinacao diferente, enquanto que uma unica curva uniaxial equivalente
representa a resposta de um material elastico linear.

Para um material de comportamento ndo-linear, as deformagbes uniaxiais

equivalentes, segundo as direc¢des de ortotropia 1 e 2, sdo dadas por
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& —# & +v Es (4.2)
1u (1—1/2) 1 E, 2 | :
e
1 =
Eoy=———| Er+V_ |[— & |, (4.3)
2u (1—1/2) 2 E, 1

onde e1e & sdo as deformagdes principais.

Para um material ndo-linear, a deformacdo uniaxial equivalente representa a parcela da
deformacdo (isto é, sem o efeito de Poisson) na i-ésima direcdo, que controla o
comportamento do material, incluindo a reducao progressiva da rigidez e a ruptura final.

Deve ser salientado que & e &y ndo séo realmente deformacoes, e, portanto, néo se
transformam como as deformacgdes verdadeiras, sob uma rotacdo dos eixos de referéncia.
Além disso, elas sdo determinadas nas dire¢des principais de deformacéo, as quais geralmente
vao variando durante o carregamento. Deste modo, &w, por exemplo, ndo fornece uma
“historia de deformacdo” segundo uma direcdo fixa, mas sim em uma direcdo que muda
continuamente e que corresponde a deformacao principal &1 .

Contudo, a introdugdo destas varidveis permite representar o0 comportamento biaxial
do concreto através de duas curvas tensdo-deformacdo uniaxiais equivalentes separadas,
bastante semelhantes a curva correspondente a solicitagdo uniaxial do material.

Empregando-se as equacdes (4.2) e (4.3), a equacado (4.1) pode ser colocada na forma

o] El 0 O 51u
Oy r= 0 E2 0 gzu . ( 44)
0 0O 0 0|0

Observa-se, entdo, que as tensdes principais podem ser obtidas de relacbes
unidimensionais para o concreto, a partir das deformacdes uniaxiais equivalentes &1, € &u. Isto
é possivel em virtude de a equacdo (4.4) estar na forma desacoplada. Entretanto, para se obter
as deformac0es uniaxiais equivalentes, € necessario conhecer os modulos secantes que, por
sua vez, depende das primeiras. Um processo iterativo torna-se, entdo, necessario para a
solucdo do problema (ARAUJO e CAMPOS FILHO, 1992). Felizmente, 4 ou 5 itera¢es s&o

suficientes para se atingir a convergéncia dos mddulos secantes E; e Eo.
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4.1.3 - Critério de ruptura de KUPFER e GERSTLE

As expressdes analiticas do critério de ruptura bidimensional para o concreto,
propostas por KUPFER e GERSTLE (1973) e recomendadas pelo Cdodigo Modelo CEB-FIP
1990 (CEB, 1993), servem de envoltoria para as tensdes maximas oir € o2, que podem ser
atingidas pelo material, em cada uma das duas dire¢Bes principais de tensdo. O critério de
ruptura de KUPFER e GERSTLE é ilustrado pela FIGURA 4.2, onde as tensdes principais
estdo normalizadas pelo modulo da resisténcia média a compressdo cilindrica uniaxial do

concreto fe.

O2
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FIGURA 4.2 — Critério de ruptura de KUPFER e GERSTLE

Na situacdo de compressédo-compresséo (o1 <0 e o» <0), ou na situagdo de tragéo-

compressdo (o1 >0e o» <0), com o < -0,96 fc , valem as seguintes expressoes:
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a=21 (4.5)
2P
S (1+3,80c) o “6)
Q+ay
(S

Para o caso de tragdo-compressdo (o1 > 0 e o2 < 0), com o2 > -0,96 fc , séo

empregadas as expressdes

sz :—fC, (48)

O1f :£1+ O,8%J fCt, (49)

sendo fct a resisténcia a tracdo uniaxial do concreto.
Na situacéo de tragdo-tracdo (o1 >0 e o» > 0), permanecem validas as resisténcias
uniaxiais, ou seja,

oy = fct, (4.10)
o, = fct. (4.11)

4.1.4 — Deformacéo correspondente a tensdo maxima

Na situacdo de solicitacdo biaxial, a deformacdo correspondente a tensdo méaxima em
cada direcdo, €1 e e2f , devem ser determinadas conforme a combinagéo de tensGes principais

atuantes o1 e o2 (CEB, 1993).
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Na compressdo biaxial tem-se que, se ait <- 0,96 f¢, entdo

O'.
£t = —0,0022{— 3f—'f - 2] , (4.12)

c

senao

3 2
Oif Oif Oif

&qr =—0,0022 —1,6[——J +2,25[——J +0,35£——j , (4.13)
f f f

c c c

onde o indice “i” pode assumir os valores 1 ou 2.

Na situacéo de tracdo-compressdo, com oz <-0,96 fc, valem as seguintes equacdes

Ot
Ecat :—0,0022[—3]:——2}, (4.14)
C
e
&as =0,00015. (4.15)
Para o estado de tensdo de tragcdo-compressdao, com o» > -0,96 f;, adotam-se as
férmulas
(o) ’ (o g o
gy =—0,0022 16| ——2" | +2,25 - =21 | 035 -2 ||, (a1
fe f. f.
e
£t =0,00015. (4.17)

No caso de tracdo-tracdo, as deformacdes Ultimas permanecem as mesmas da situacéo

de tracdo uniaxial, ou seja,

g7 =0,00015, (4.18)

£.o¢ =0,0015. (4.19)
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4.1.4 — Curvas uniaxiais equivalentes

Se as curvas tensdo-deformacdo obtidas em ensaios de solicitacdo biaxial para
diferentes relagdes entre as tensdes principais o1 e o2 s80 normalizadas em relagdo as tensbes
méaximas e correspondentes deformagdes maximas observadas (scif, oif), hota-se que as curvas
resultantes sdo aproximadamente coincidentes. Portanto, é possivel representa-las atraves de
uma Unica expressdo analitica para a curva tensdo-deformacdo (DARWIN e PECKNOLD,
1977a).

Entdo, partindo-se de uma Unica expressdo analitica, uma vez conhecidas as tensfes
méaximas e correspondentes deformag¢fes méximas (scir, cif), determinadas conforme o item
anterior, pode-se estabelecer a uma curva uniaxial equivalente em separado para cada diregéo
principal de deformacéo.

A partir destas curvas uniaxiais equivalentes, determinam-se 0os mddulos de
deformacéo secantes E; e E», segundo as diregdes principais 1 e 2, que séo requeridos pela
equacdo constitutiva ortotrdpica, definida pela equacéo (4.1).

Para representar o comportamento do concreto comprimido, até ser atingida a tensao
de esmagamento, é empregada a equacdo tensdo deformacédo proposta pelo Cédigo Modelo
CEB-FIP 1990 (CEB, 1993), que pode ser escrita na forma abaixo.

Se &y > &if, entao

)
Oj = Ojt LS il : (4.20)
1+(k—-2)n
onde
=" (4.21)
Eif
sendo
k = i, (4.22)
Ecsi
e
O'.
By =—0. (4.23)
cif

Na equacédo (4.22), Eco € 0 mddulo de deformacdo longitudinal tangente a origem do
diagrama tensdo deformac&o. J& a varidvel Ecsi representa o modulo de deformagéo secante do
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concreto na direcdo principal “i”, associado a tensdo limite oir e a deformacao &cir, conforme é
ilustrado pela FIGURA 4.3.

O concreto tracionado também é modelado conforme o Cddigo Modelo CEB-FIP

Oj :ECOE

porém, quando 0,9 ait < i < air, vale a expresséo

O,lO'if

iu’

0j=0ijt —

Oif
O,OOOlS—O,QE—

(0,00015- &, ).

co

sendo, evidentemente, Eco, 0 mddulo de deformacéo longitudinal na origem.

Oc A Eco
Ecsz
-O2f L __
|
|
|
|
|
|
|
|
|
0200x| / 4N
+Ectu +Eci1f : :
| I >
\ (@) -Ec2f -Ecu -Ec
i +0,60'1f
' +0,901f
+O1f

FIGURA 4.3 — Curva tensdo-deformacao uniaxial equivalente para o concreto

1990 (CEB, 1993), através das equacdes que se seguem. Quando oi <0,9 oit , tem-se que

(4.24)

(4.25)
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4.1.6 — Procedimento iterativo

Para se determinar as tensGes o1 € o» a partir das deformagdes principais &1 e &, é
necessario empregar-se um procedimento iterativo.

Inicialmente admite-se um comportamento isotropico, com E; = E> = Eco. Calculam-se
as deformagdes uniaxiais equivalentes ey e &u, a partir das equacdes (4.2) e (4.3).

Com a equacdo (4.4), calculam-se as tensdes principais o1 € o, a partir de e € au.

Com estas tensdes, ingressa-se no critério de ruptura bidimensional de KUPFER e
GERSTLE, e extrai-se os valores para as tensdes limites oir € o»r. Com estas tensdes maximas
e suas correspondentes deformacdes, sdo definidas novas curvas tensdo-deformacao uniaxiais
equivalentes.

A partir destas curvas uniaxiais equivalentes para as dire¢cbes 1 e 2, com as
deformac@es uniaxiais equivalentes &1y € &y, determinam-se 0s novos modulos secantes E; e
Es.

Com estes novos modulos, ajustam-se o0s valores das deformacBes uniaxiais
equivalentes a partir de (4.2) e (4.3). Com estas novas deformacdes uniaxiais equivalentes,
determinam-se novas tensdes principais, utilizando (4.4). Estas novas tensdes geram novas
curvas uniaxiais equivalentes através do critério de ruptura de KUPFER e GERSTLE. Destas
novas curvas sdo extraidos valores corrigidos para os médulos secantes E; e Eo.

Procede-se assim, iterativamente, até que ocorra a convergéncia para os valores dos
madulos de deformag&o secantes E1 e E2. Se no decorrer do procedimento ocorrer a fissuragéo
ou o esmagamento do concreto, o procedimento é abandonado, e passa-se a adotar o modelo

correspondente ao concreto fissurado ou ao concreto esmagado, conforme descritos a seguir.

4.2 - MODELO PARA O CONCRETO FISSURADO

O concreto € um material que se caracteriza por possuir uma resisténcia a tracao
bastante inferior a sua resisténcia a compressdo. A resisténcia a tracdo € apenas algo em torno
de 10% da resisténcia a compressdo. Este tipo de comportamento faz com que, mesmo para
um nivel de carga ndo muito elevado, surjam rupturas localizadas em pontos submetidos a
tracdo, que sdo designadas por fissuras. A fissuracdo tem por efeito reduzir a rigidez das
estruturas de concreto, sendo uma das principais causas do comportamento néo-linear que as

mesmas apresentam.
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Neste trabalho um modelo de fissuras distribuidas é empregado. Este modelo tem a
vantagem de ndo ser necessario redefinir-se a malha de elementos finitos a cada nova fissura
que surge na estrutura. Apenas € necessario definir uma equacao constitutiva adicional para o
concreto no estado fissurado.

Se na regido do ponto considerado houver a presenca de armadura, a tenséo de tragao
no concreto ndo é anulada apos a fissuracdo. O esforco de tracdo € transmitido pela armadura
ao concreto situado entre duas fissuras, que empresta sua colaboracao na resisténcia a tracao.
Este efeito é conhecido na literatura internacional como “tension-stiffening”. Considera-se,
entdo, uma tensdo resistente ficticia, para levar em conta a colaboragdo que o concreto
situado entre duas fissuras fornece na absor¢ao dos esforgos de tragao.

Tambem € preciso levar em conta que uma certa parcela de esforgo de corte continua a
ser transmitida no plano da fissura, através dos mecanismos de engrenamento dos agregados e
do efeito de pino da barra de armadura que atravessa a fissura. Para incluir este efeito, €

necessario introduzir um maddulo de deformacao por corte reduzido para o concreto fissurado.

4.2.1 - Critério de fissuragdo

Durante o processo de analise de uma estrutura de concreto, se em algum ponto
submetido a combinacdo de tensbes de tracdo-tracdo, ou de tracdo-compressdo, a tensdo
principal o1 ultrapassar a tensdo limite determinada a partir da envoltéria do Critério de
Ruptura de KUPFER e GERSTLE, forma-se a primeira fissura neste local.

A partir deste instante, o angulo em que ser formou a primeira fissura € fixado e as
direcOes perpendicular e paralela ao plano da fissura passam a ser consideradas como os eixos
de ortotropia para o concreto.

4.2.2 — Equacdao constitutiva ortotropica

Apos ser formada a primeira fissura, as direcBes perpendicular ao plano da fissura,
direcdo 1, e paralela ao plano da fissura, direcdo 2, sdo fixadas como sendo os eixos de
ortotropia do material. Ap0s a fissuracdo, o coeficiente de Poisson, v, é anulado, e as direces

1 e 2 passam a funcionar de forma desacoplada.
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A equacdo constitutiva incremental ortotropica passa, entdo, a ser dada na forma

O-l Elf 0 0 81
Oy r= 0 E2 0 Ey 1 (4.26)
712 0 0 Gy | 112

onde Eir € 0 modulo de deformacéo ficticio na direcdo perpendicular ao plano da fissura, de
valor negativo, incluido para levar em conta a colaboracdo do concreto entre fissuras; E> é 0
modulo de deformacdo tangente segundo a direcdo 2; e Gior € 0 médulo de deformacdo por
corte reduzido, incorporado ao modelo para representar a transmissdo de esfor¢o de corte no
plano da fissura. As propriedades Eif, E2 € Gizr Sd0 dependentes do estado de tenséo e do
estado de deformacdo existentes no ponto considerado.

4.2.3 — Deformacéo uniaxial equivalente

Apos a fissuracdo, o efeito de Poisson é desprezado. As deformagdes uniaxiais
equivalentes axiais iy, para as diregdes 1 e 2, passam a ser determinadas a partir da rotacdo do
tensor de deformacéo, determinado no sistema de referéncia xoy, para o sistema de referéncia
102. Da mesma forma, depois de o concreto haver fissurado, passa-se a determinar a
deformacéo por corte no plano da fissura y12, a partir da rotagdo do tensor de deformagéo

determinado no sistema de referéncia xoy, para o sistema de referéncia 102.

4.2.4 — Colaboracéao do concreto entre fissuras

A colaboracdo do concreto entre fissuras na absorcdo dos esforcos de tragéo,
conhecida como “tension-stiffening”, é considerada através da inclusdo de um ramo linear
descendente no diagrama tensdo-deformagdo do concreto tracionado, ap6s a deformacdo de

fissuracéo do concreto &c1f, conforme consta da FIGURA 4.4.
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FIGURA 4.4 — Equacdo constitutiva para o concreto tracionado

A relacdo constitutiva para o concreto tracionado apdés a fissuracdo é a mesma que foi
empregada com sucesso por PRATES JUNIOR (1992), dada na forma

oy, =0,60,| 1,0—u | (4.27)
Eetu

Na FIGURA 4.4, a variavel eq indica a deformagéo limite para a qual a colaboragéo
do concreto entre fissuras ndo deve mais ser considerada. Neste trabalho, adota-se para ec 0
valor 0,002,

4.2.5 — Modulo de deformacéo por corte reduzido
Para poder representar a transmissdo de esforco cortante através do plano da fissura,

adota-se um modulo de deformacdo por corte reduzido Gior, cuja definicdo, na falta de
maiores dados experimentais, é dada por (PRATES JUNIOR, 1991)

1 &
G, =|=-|1-—M |G, 4.28
12r |:4( 0,004)} co ( )
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sendo G¢o 0 modulo de deformacéo por corte do concreto na origem, dado por

E
G =—2—. (4.29)
2(1+v)
Deste modo, a tensdo tangencial, transmitida através do plano da fissura, sera

calculada pela formula

712 =Gior 112 (4.30)

A equacéo (4.28) representa o produto de um fator de reducéo, contido entre colchetes,
pelo modulo de deformacdo do concreto na origem. Observe-se que quanto maior a
deformacédo na direcdo perpendicular ao plano da fissura, €1y, menor sera a tensdo de corte

transferida através da fissura.
4.3 - MODELO PARA O CONCRETO ESMAGADO
4.3.1 - Critério de esmagamento

Durante o processo de carregamento incremental de uma estrutura de concreto, em
algum ponto submetido a combinacdo de tensdes de compressdo-compressdo ou a
combinagéo de tragdo-compressdo com o> < -0,96 fc , for atingida a resisténcia a compressao
sob solicitagcdo biaxial, o2r, conforme determinada pelo Critério de Ruptura de KUPFER e
GERSTLE, este ponto é considerado como esmagado na diregdo 2, e somente consegue
suportar um acréscimo de deformacdo mediante um alivio da tensdo de compressdo aplicada.
Este tipo de comportamento é designado por “strain-softening”.

Assim sendo, apo6s ter sido ultrapassada a deformacao ecor, que corresponde a tensao
limite o2, adota-se para a equagdo constitutiva do concreto comprimido um ramo
descendente, cujo médulo de deformacéo tangente, Exc, sera negativo.

O coeficiente de Poisson, apds o concreto ter atingido 0 esmagamento em uma

direcéo, é considerado nulo.
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4.3.2 — Equacao constitutiva ortotrdpica

Uma vez que a resisténcia a compressdo biaxial do concreto tenha sido atingida, as
direcdes principais de deformacdo em que ocorreu 0 esmagamento séo fixadas como sendo 0s
eixos de ortotropia do material. A partir deste ponto o coeficiente de Poisson é anulado, e as
duas direcGes séo desacopladas.

A equacdo constitutiva incremental ortotropica, com o eixo 2 associado a direcdo em

gue ocorreu 0 esmagamento do concreto, assume, entdo, o seguinte aspecto

O-l El 0 O 51
Oy 1= 0 E2 0 Er (s (431)
712 0 0 Gy lr12

onde E; é o modulo de deformacdo secante do concreto na direcdo 1; E; € o mddulo de
deformacédo secante segundo a direcdo do esmagamento (direcdo 2); e Gioc € 0 modulo de
deformacéo por corte do concreto apos 0 esmagamento, considerado igual a

G
Gz =" (4.32)

4.3.3 — Deformacéo uniaxial equivalente

Para o concreto esmagado as deformacOes uniaxiais equivalentes sdo determinadas
através da rotacdo do tensor de deformacédo determinado em relacdo ao sistema de referéncia
X0y, para o sistema 102.

4.3.4 — Comportamento do concreto pos-esmagamento

A equacdo tensdo-deformacdo adotada para o concreto, apds o esmagamento, é dada
por (CEB, 1993)

Eoy 0,8 +n—0,2

Oy =02¢| —
gCZf n—l n—l

(4.33)
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onde “n” é o fator que determina quantas vezes a deformacao ultima do concreto gcy € maior

que a deformagdo ecof correspondente a tensdo maxima czf, OU Seja,
Ecu =Né&cos - (4.34)

Este fator, que define a “ductilidade” do concreto ap6s o esmagamento, é fornecido
pelo Codigo Modelo CEB-FIP 1990, em uma tabela que o relaciona com a classe do concreto
(fex). O valor de n varia entre 3,00, paro o concreto C20, e 1,20, para o concreto C80.

E possivel determinar-se uma funcdo de interpolacio, para obter o valor de n em

funcdo da resisténcia a compressdo uniaxial media do concreto fcm, na forma
n=481(fy, ~16450 %, (4.35)

sendo fem € o1c (desvio padréo de fc) fornecidos em kN/cm?,
O comportamento do concreto no regime pds-esmagamento se encontra ilustrado na
FIGURA 4.3.

4.4 - EQUACAO CONSTITUTIVA INCREMENTAL NO SISTEMA GLOBAL XOY.

Uma vez determinada a equagdo constitutiva segundo os eixos de ortotropia 1 e 2,
conforme o estado do concreto seja integro, fissurado ou esmagado, deve-se estabelecer a
equacdo constitutiva para o sistema de referéncia global xoy. Isto é feito aplicando-se uma
rotacdo na matriz constitutiva dos eixos de ortotropia 102, para o sistema de referéncia global

X0y.
4.4.1 — Célculo das direcdes dos eixos de ortotropia
Conhecidas as componentes de deformacdo em um ponto, no sistema de referéncia

X0Y, OU Seja, &, &y € Yxy, as deformacbes principais, €1 € €2, podem ser calculadas atraves das

expressdes classicas da Resisténcia dos Materiais (POPQOV, 1984), quais sejam
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2 2
g +e& &, —& 7
g=—T+ || —2 | +| 22
1 2 ( 2 ] [ 2 j , (4.36)
€
g, +e& -, (7.)
e = x %y x_ %y | 4| Do

A partir do conhecimento das deformagdes principais, € possivel determinar-se 0s
cossenos diretores e 0 angulo 6, que a direcao principal 1 forma com o eixo dos X, utilizando-

se as seguintes equag0es, respectivamente

cos(l, x) =cosé = 2 : (4.38)

cos(l, y) =sené = G) , (4.39)

@ =arc tan{w} : (4.40)
cos(l, x)

A FIGURA 4.5 serve para ilustrar a questdo das deformacdes principais e dos eixos de

ortotropia.
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FIGURA 4.5 — deformac®es principais e eixos de ortotropia

Conforme afirmado anteriormente, os eixos de ortotropia do material sdo considerados
coincidentes com as direcGes principais de deformacéo. Apos a ocorréncia de fissuragdo ou de
esmagamento do concreto, em uma dada etapa de carga, 0s eixos de ortotropia passam a ser
fixos, guardando-se as Gltimas dire¢Ges principais que foram determinadas.

4.4.2 — Transformacéo das deformacdes do sistema xoy para os eixos de ortotropia

As componentes do tensor de deformacdo segundo as dire¢des dos eixos de ortotropia
podem ser calculadas em funcdo das componentes do tensor de deformacéo determinadas para
0 sistema xoy, através de uma transformacdo de rotacao. O resultado final desta transformacéo

tensorial pode ser expresso matricialmente na forma (GILBERT e WARNER, 1978)

812 - ngxy y (441)
onde
T
&y = {51’ 52’712}’ (4.42)
T
Ey = {gx,ey : Q/Xy}, (4.43)
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c0s9 senlg SEN20

T =| sen20 cos2g -3N%0|

—-sen20 sen20 cos26

(4.44)

4.4.3 — Transformacao das tensdes dos eixos de ortotropia para o sistema xoy

As componentes do tensor de tensdes segundo as dire¢cdes dos eixos xoy podem ser
determinadas em funcdo das componentes do tensor de tensGes calculadas para as direcdes
dos eixos de ortotropia 102, através de uma transformacao de rotacdo. O resultado final desta

transformacéo tensorial pode ser colocado matricialmente na forma

O =T, 0y, (4.45)
onde
O, =1{01,05,11,}, (4.46)
Oy =lox0y.04) (4.47)
e

cos’d sen’d —sen20

T! =|sen’6 cos’0  sen26 |. (4.48)
sen 260 sen 26
- cos 26

2 2
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4.4.4 — Equacéo constitutiva no sistema xoy.

Com base nas equacOes de (4.41) a (4.48), é possivel demonstrar-se que a equacao

constitutiva no sistema xoy pode ser escrita na forma

O, =Dy& (4.49)

Xy ©xy

onde

D, = T/ D,,T,, (4.50)

€ a matriz constitutiva no sistema de referéncia xoy, que é obtida pela transformacdo de
rotacdo da matriz constitutiva D12, que é estabelecida nos eixos de ortotropia do material,
conforme o estado do concreto seja de integro, fissurado ou esmagado, de acordo com as

equacOes (4.1), (4.26) e (4.31), respectivamente.
4.5 - MODELO CONSTITUTIVO PARA O ACO

Conforme se encontra exposto no Capitulo 3, o modelo de elementos finitos
incorporado para a armadura considera que as barras de ago resistam apenas a esforgos
normais, na dire¢cdo tangente de seu eixo. Portanto, é necessario apenas um modelo
constitutivo uniaxial para modelar o comportamento do aco.

O aco é modelado segundo um esquema elastico bilinear, com a inclusdo de um
artificio de descarga para a retencdo de deformacBes plasticas apds o escoamento. Até ser
atingida a tensdo de escoamento fy, 0 modulo de deformac&o longitudinal é Esi. A partir deste
ponto é possivel considerar-se um certo enrijecimento do material através do modulo Es, até
ser alcangada a deformac&o de ruptura esu. As descargas apds 0 escoamento seguem uma reta
cuja declividade € Es;.

O comportamento do material em compresséo é simulado, por simplicidade, da mesma
maneira que quando tracionado. O diagrama da FIGURA 4.6 é expresso analiticamente
através das equagdes:

os=Eg(es +&y)— ), s€ 6,<—¢ (4.51)

y 1
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o;=Eq &, —¢, g <¢ (4.52)

y y?

os =Eg(es —&)) + fy,se 6y <g5<ey,, (4.53)

onde &y € a deformacéo que corresponde ao escoamento da aco sob tracdo uniaxial, dada por

h (4.54)
Ey=—. 4.54
y
Esl
Para os acos do tipo A, com patamar de escoamento bem definido, adota-se Es> = 0,00,
enquanto que para os agos do tipo B, cuja tensdo de escoamento é convencional, considera-se

para Es> um valor igual a 5% de Es;.

A
Os
|
f | S 1 |
Y : Es2 :
| |
| |
: :
| Esl |
—&y I |
| | |y
| O &y Esu &s
|
|
|
i
Esz |
] 'fy

FIGURA 4.6 — Modelo constitutivo bilinear para o ago
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5 - COMPROVACAO EXPERIMENTAL DO MODELO

5.1 - INTRODUCAO

Conforme foi afirmado no Capitulo 1 - Introducdo, um dos requisitos para a aplicacao
do Meétodo de SimulacGes de Monte Carlo é dispor de um modelo deterministico que
represente corretamente a resposta do problema que se deseja estudar.

Com o objetivo de verificar a eficiéncia do modelo para anélise ndo-linear de
estruturas de concreto, submetidas a um estado plano de tensdo, atraves do método dos
elementos finitos, apresentado nos Capitulos 3 e 4, neste capitulo sdo mostrados exemplos de
aplicacdo deste modelo na anélise de algumas estruturas. Estas pegas foram também estudadas
experimentalmente. Da comparagdo dos resultados obtidos numericamente com os dados dos
ensaios, podem-se tirar conclusdes sobre a capacidade do modelo matemético simular o
comportamento de estruturas reais.

O modelo numérico para estruturas de concreto, desenvolvido neste trabalho, permite
analisar vigas, pilares submetidos a flexo-compressdo normal, além de painéis e vigas-parede.
Inicialmente s@o mostrados os resultados obtidos na analise de uma série de nove vigas, com
diversas combinacdes de taxas de armadura longitudinal e transversal. Apds sdo apresentados
testes de pilares, cujos indices de esbeltez variam de 55 a 125. Finalizando este capitulo, é
exposto o estudo realizado com uma viga-parede com relacdo vao/altura aproximadamente
igual a 1.

Na avaliacdo dos resultados aqui apresentados, € preciso levar em conta as limitagdes
do modelo utilizado nas analises. E bem sabido que as estruturas de concreto armado
apresentam um comportamento mecénico nédo-linear. Dentre as causas deste comportamento
podem ser citadas: as curvas tensdo-deformacdo nédo-lineares dos materiais; a diferenca entre
as resisténcias a tracdo e a compressdo do concreto; a aderéncia imperfeita entre 0 aco e 0
concreto adjacente; os fenbmenos da retracdo e da fluéncia do concreto; a fissuracdo do
concreto e a transmissdo de esforcos entre fissuras; 0 comportamento ndo-linear geométrico
da estrutura, etc.

Um modelo completo para analise de estruturas de concreto armado deveria levar em
conta todos estes fatores. Contudo, é preciso estabelecer um compromisso, ainda mais

quando o objetivo é realizar inumeras simulacGes, entre a complexidade do modelo e os
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recursos de computacdo necessarios. Assim sendo, neste trabalho teve-se de buscar um
modelo numérico computacionalmente 0 menos oneroso possivel, que produzisse bons
resultados. Desta forma, diversos dos fatores acima citados tiveram de ser descartados, o que
por si so, impede o0 modelo de acompanhar exatamente os resultados experimentais.

Além disso, mesmo nos ensaios feitos em laboratério, existem incertezas quanto ao
valor da carga atuante; as grandezas relativas aos materiais, em especial aquelas do concreto;
em relacdo as condicbes de apoio da estrutura; e, finalmente, erros de construcdo podem
produzir variacGes nas dimensdes das pecas estruturais. Portanto, os parametros de entrada
utilizados nas analises (que normalmente sdo propriedades médias) poderdo sempre diferir,
em menor ou maior grau, das propriedades realmente existentes na estrutura ensaiada. Esta é
outra razdo fundamental pela qual os resultados de modelos matematicos ndo coincidem com
as respostas carga-deslocamento das estruturas.

Assim sendo, os resultados numéricos apresentados neste capitulo sdo apenas
aproximag0es limitadas do comportamento real das estruturas analisadas, e como tais devem

ser avaliados.

5.2 -VIGAS DE CONCRETO ARMADO

Com a finalidade de obter dados experimentais sobre os fenbmenos da deformacéo,
fissuragdo e ruptura de vigas armadas com acos de alta aderéncia, DECANINI e
colaboradores (DECANINI e GRILLO, 1970; SCHEGG e DECANINI, 1971) ensaiaram uma
série de 9 vigas biapoiadas, de secdo transversal nominal 15 x 24 cm, com 3,00 m de véo, sob
a acao de duas cargas concentradas situadas a 0,75 m dos apoios, com diversas combinacdes
de taxas de armadura longitudinal e transversal.

As pecas foram divididas em 3 conjuntos de 3 vigas, conforme a taxa de armadura
longitudinal. As vigas da série RC-075, possuem uma taxa de armadura longitudinal p =
0,75%, as da serie RC-100, tém p = 1,00%, e as da série RC-200, tém p = 2,00%.

A FIGURA 5.1 serve para ilustrar a geometria e 0 esquema de carregamento das vigas.
A TABELA 5.1 contém a resisténcia a compressdo cilindrica do concreto e as propriedades
geométricas das vigas ensaiadas. A TABELA 5.2 contém as propriedades das barras da

armadura.
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FIGURA 5.1 — Geometria e carregamento das vigas ensaiadas por DECANINI

TABELA 5.1 — Resisténcia a compressao do concreto e

propriedades geométricas das vigas de DECANINI

Viga fem b h d

(kN/cm?) (cm) (cm) (cm)
RC-075-1 3,11 15,3 24,6 22,1
RC-075-2 2,82 14,9 24,7 21,9
RC-075-3 2,96 14,6 24,8 22,1
RC-100-1 3,22 15,0 23,9 21,7
RC-100-2 3,40 14,6 23,9 21,6
RC-100-3 2,74 15,0 23,9 21,7
RC-200-1 2,64 15,0 24,0 21,2
RC-200-2 2,96 14,8 24,0 21,0
RC-200-3 2,40 15,2 23,7 20,9




86

A resisténcia a tracdo média do concreto, em kN/cm?, foi obtida a partir a resisténcia a

compressdo caracteristica, em kN/cm?, utilizando-se a equagio

fom =014 3 . | (5.1)
sendo fe, a resisténcia caracteristica a compressdo do concreto, em kN/cm?, dada por
fo = fom (L-1,645V ¢ ), (5.2)

onde o coeficiente de variacdo V., foi considerado igual a 0,11, conforme dados dos ensaios.
O modulo de deformagdo longitudinal do concreto na origem, em kN/cm?, foi

determinado através da expressao
Een = 2.150 §/f,, . (5.3)

com fem em kN/cm?. As equagdes (5.1) e (5.3) foram obtidas no Cédigo Modelo CEB-FIP
1990 (CEB-1993). Ambas expressdes foram transformadas da unidade MPa, para a unidade

kN/cm?.

TABELA 5.2 — Tenséo de escoamento do ago e propriedades da armadura

Viga fy As As’ Asw
(kN/cm?) (cm?) (cm?) (cm?/m)

RC-075-1 54,90 2,35 1,00 6,02
RC-075-2 53,80 (3 @ 10 mm) (2 @ 8 mm) (926 mm
RC-075-3 54,80 c/9,4cm)
RC-100-1 43,80 3,39 1,00 8,32
RC-100-2 42,70 (39 12 mm) (228 mm) (126 mm
RC-100-3 42,50 ¢/ 6,8cm
RC-200-1 48,40 6,28 1,00 10,47
RC-200-2 47,10 (2 @ 20 mm) (2 @ 8 mm) (15 & 6 mm
RC-200-3 48,70 c/ 5,4 cm)
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Aproveitando a simetria do problema em termos de geometria e de carregamento, foi
discretizada apenas metade da viga. Foi utilizada uma malha de 5 elementos ao longo do
comprimento, por 2 elementos ao longo da altura. Esta malha resulta num total de 10
elementos, 45 nds e 90 graus de liberdade. Nas integracbes numéricas foi empregada a
Quadratura de Gauss, com 3x3 = 9 pontos de integracdo por elemento, totalizando 90 pontos,
nos quais séo avaliadas deformacdes e tensdes.

Nas analises das vigas das séries RC-075 e RC-100, foram empregados incrementos
de carga de 1 kN, enquanto que para a série RC-200 foi utilizado um passo de 2 kN, iterando-
se até ser atingido o equilibrio ou a ruptura. A FIGURA 5.2 serve para ilustrar a malha de
elementos finitos empregada nas analises das vigas.
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FIGURA 5.2 — Malha de elementos finitos empregada nas andlises das vigas de DECANINI

As curvas carga-deslocamento obtidas numericamente sdo comparadas com os dados
experimentais nas FIGURAS de 5.3 a 5.11. Nestas FIGURAS também € possivel cotejar a
carga de ruptura determinada pelo modelo com o valor determinado experimentalmente.

Observa-se que ha uma boa concordancia entre os deslocamentos previstos pelo
modelo e aqueles medidos nos ensaios. A relacdo entre a carga de ruptura prevista pelo
modelo e a carga de colapso de cada viga, medida experimentalmente, encontra-se na
TABELA 5.3. O valor médio encontrado para esta relacdo foi igual a 1,03, com um

coeficiente de variagdo igual a 0,029. O valor minimo obtido foi 0,97 e 0 méximo 1,07.
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FIGURA 5.3 — Curva carga-deslocamento para a viga RC-075-1
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FIGURA 5.4 — Curva carga-deslocamento para a viga RC-075-2
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FIGURA 5.5 — Curva carga-deslocamento para a viga RC-075-3
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FIGURA 5.6 — Curva carga-deslocamento para a viga RC-100-1
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FIGURA 5.7 — Curva carga-deslocamento para a viga RC-100-2
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FIGURA 5.8 — Curva carga-deslocamento para a viga RC-100-3
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FIGURA 5.9 — Curva carga-deslocamento para a viga RC-200-1
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FIGURA 5.10 — Curva carga-deslocamento para a viga RC-200-2
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FIGURA 5.11 - Curva carga-deslocamento para a viga RC-200-3

TABELA 5.3 — Comparacao da carga de ruptura medida experimentalmente

com o valor determinado pelo modelo, para as vigas de DECANINI

Viga Pu Pu Pu mod
experimental modelo Texp
(kN) (kN)
RC-075-1 35,85 37,13 1,04
RC-075-2 35,67 35,88 1,01
RC-075-3 35,67 36,88 1,03
RC-100-1 38,16 40,88 1,07
RC-100-2 38,67 40,13 1,04
RC-100-3 37,41 39,38 1,05
RC-200-1 69,16 69,75 1,01
RC-200-2 67,84 69,75 1,03
RC-200-3 69,16 66,75 0,97

92
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5.3 -PILARES ESBELTOS DE CONCRETO ARMADO

Para demonstrar a capacidade do modelo de analisar problemas que incluam, além do
comportamento ndo-linear dos materiais, uma nao-linearidade de origem geomeétrica, s@o
apresentados estudos de pilares esbeltos de concreto armado. Estes pilares, birrotulados,
foram submetidos a flexo-compressdo normal. A FIGURA 5.12 mostra as principais

caracteristicas geometricas dos pilares esbeltos analisados.

M=P.e M=P.e
P ;: ; P
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FIGURA 5.12 — Caracteristicas geométricas dos pilares esbeltos

5.3.1 - Pilares de GOYAL e JACKSON

Com a finalidade de estudar o comportamento de pilares esbeltos de concreto armado,
GOYAL e JACKSON (1971) ensaiaram uma série 46 de colunas, tanto sob carga de curta,
como de longa duracdo. Todos os pilares eram birrotulados e tinham secdo transversal
quadrada, com b =7,62cm, h=7,62 cm, d =6,35 cm.

Foram considerados pilares com valores de indice de esbeltez A iguais a 55, 83 e 125.
Para um melhor controle dos resultados, ensaiaram-se pares de pilares com 0s mesmos
valores nominais para as propriedades dos materiais e dimensdes da estrutura.

Para a determinacdo da resisténcia a compressdo do concreto foram ensaiados corpos
de prova cilindricos de 15 cm de diametro por 30 cm de altura; e prismaticos, com a mesma
secdo transversal dos pilares e com uma altura igual a 3 vezes o lado da base. Naturalmente,
as resisténcias obtidas num e noutro corpo de prova foram diferentes. Nas analises numéricas

foram adotados os valores para a resisténcia do concreto correspondentes aos corpos de prova
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prisméticos, designados por for, por retratarem melhor a forma e a secdo transversal dos
pilares. A resisténcia a tragdo e o0 modulo de deformacdo longitudinal foram determinados a
partir da resisténcia a compressdo, com equacOes propostas pela norma ACI-318-63,
conforme recomendado por GOYAL e JACKSON (1971), para esta série de pilares.

Os pilares foram armados com uma barra longitudinal em cada quina, tendo sido
utilizados estribos de mesma bitola que a armadura longitudinal, com espagamento s = 7,62
cm.

O incremento de carga adotado nas andlises foi de 1 kN. A malha de elementos finitos
empregada foi a mesma que foi ilustrada pela FIGURA 5.2, e descrita no item anterior.

A FIGURA 5.13 apresenta a resposta carga-deslocamento para um pilar com as
carateristicas dos pilares P1 e P2, obtida numericamente, comparando-a com os resultados
dos ensaios experimentais.
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FIGURA 5.13 - Curva carga-deslocamento para os pilares P1 e P2, de GOYAL e JACKSON

Na TABELA 5.4 sdo comparados os resultados obtidos numericamente com os valores

experimentais, relativos a carga de ruptura de 26 pilares ensaiados por GOYAL e JACKSON.



TABELA 5.4 — Comparacdo entre a carga de ruptura tedrica e a experimental
para 26 pilares ensaiados por GOYAL e JACKSON

Pilar ex/h fc Pu—exp. | Pu—=mod. | Pumod
(kN/em?) (kN) (kN) Puexp
L =182,88 cm; As = A’ = 0,71 cm?; f, = 35,16 kN/cm?; 1 = 83
Al 0,500 1,99 33,14 34,63 1,04
A2 0,500 1,99 33,36 34,63 1,04
C1 0,333 2,33 44,48 48,63 1,09
C2 0,333 2,33 46,80 48,63 1,04
El 0,167 2,19 66,72 67,88 1,02
E2 0,167 2,19 65,39 67,88 1,04
Gl 0,250 2,22 55,38 55,63 1,00
G2 0,250 2,22 53,02 55,63 1,05
L = 182,88 cm; As = A’ = 0,50 cm?; f, = 31,02 kN/cm?; 1 = 83
(W 0,167 2,27 60,05 62,63 1,04
12 0,167 2,27 57,38 62,63 1,09
K1 0,250 2,28 46,57 48,13 1,03
K2 0,250 2,28 45,59 48,13 1,06
M1 0,333 2,29 37,14 39,13 1,05
M2 0,333 2,29 37,01 39,13 1,06
L =121,92 cm; As = A’ = 0,50 cm?; f, = 31,02 kN/cm?; 1 =55
01 0,167 2,36 82,29 86,13 1,05
02 0,167 2,36 92,39 86,13 0,93
P1 0,250 2,36 64,50 67,63 1,05
P2 0,250 2,36 72,73 67,63 0,93
Q1 0,333 1,99 51,38 49,88 0,97
Q2 0,333 1,99 48,93 49,88 1,02
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TABELA 5.4 — Comparacdo entre a carga de ruptura tedrica e a experimental
para 26 pilares ensaiados por GOYAL e JACKSON (continuacao)

Pilar ei/h fe Pu—-exp. | Pu-mod. Pu mod
(kN/cm?) (kN) (kN) Puexp

L = 274,32 cm; As = A’ = 0,50 cm?; f, = 31,02 kN/cm?; 1 =125

R1 0,167 2,14 33,45 35,88 1,07
R2 0,167 2,14 31,14 35,88 1,15
S1 0,250 2,09 23,00 27,13 1,18
S2 0,250 2,09 24,33 27,13 1,12
T1 0,333 2,07 19,44 22,63 1,16
T2 0,333 2,07 20,55 22,63 1,10

Observe-se que, embora estes pares de pilares tivessem 0s mesmos valores nominais
para as propriedades dos materiais e suas dimensdes, na realidade, acabaram apresentando
respostas distintas durante o ensaio. Este fato é devido a variagdes aleatorias sofridas por estes
parametros, na estrutura construida.

O valor médio obtido para a relagéo entre a carga de ruptura determinada pelo modelo
e aquela medida experimentalmente foi igual a 1,05, com um coeficiente de variacdo igual a

0,057. O valor minimo obtido foi de 0,93 e 0 méximo de 1,18

5.3.2 — Pilares de CLAESON e GYLLTOFT

Em seu estudo sobre o comportamento de pilares executados com concreto de alta
resisténcia, submetidos a flexo-compressdao normal, CLAESON e GYLLTOFT (1998)
ensaiaram também alguns pilares elaborados com concreto de resisténcia normal, para efeito
de comparacéo de resultados. O pilar #32 NSC (Normal Strength Concrete), que pertence ao
segundo grupo, serd empregado na validacdo experimental do modelo desenvolvido neste
trabalho.

O pilar #32 NSC possui as seguintes propriedades geométricas: b =20 cm, h =20 cm,
d =16,90 cm, L = 400 cm, As = A5’ = 4,00 cm?, estribos de 8 mm, com s = 24 cm. O indice de
esbeltez A deste pilar é aproximadamente igual a 70.

As propriedades mecénicas do concreto, fornecidas por CLAESON e GYLLTOFT
(1998), séo fcm = 3,70 KN/cm?, fem = 0,37 kN/cm? e Eem = 2.750 kN/cm?. As propriedades
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mecénicas da armadura sdo f, = 63,60 kN/cm? e Es = 20.700 kN/cm?, para as barras
longitudinais, e fy = 46,60 kN/cm? e Es = 22.100 kN/cm?, para os estribos.

A excentricidade do ponto de aplicacdo da carga em relacdo ao eixo geométrico do
pilar, designada por e na FIGURA 5.12, é igual a 2,0 cm, ou seja, 0,10 h. A malha de
elementos finitos empregada foi a mesma que foi ilustrada pela FIGURA 5.2, e descrita no
item 5.2. O incremento de carga utilizado no estudo numérico foi de 10 kN.

Na FIGURA 5.14 ¢ mostrada a resposta carga-deslocamento para o pilar #32 NSC,
obtida numericamente, comparando-a com os resultados do ensaio experimental. Para este
pilar, a razdo entre a carga de ruina prevista pelo modelo e aquela medida no ensaio foi igual
a1,04.
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FIGURA 5.14 - Curva carga-deslocamento para o pilar #32 NSC,
de CLAESON e GYLLTOFT

5.3.3 — Viga-coluna de Zirich

A viga-coluna de Zurich utilizada por VIANA (1984), na comprovacdo experimental

de seu modelo numérico, € também empregada aqui com a mesma finalidade.
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A viga-coluna de Zirich possui as seguintes propriedades geométricas: b =25 cm, h =
15cm, d = 12,3 cm, L = 433 cm, As = As ’= 3,14 cm?, sendo que a disposigdo dos estribos ndo
é informada. O indice de esbeltez A deste pilar é aproximadamente igual a 100.

As propriedades mecénicas do concreto, obtidas em VIANA (1984), séo fem = 2,80
kN/cm?, fem = 0,28 kN/cm? e Ecm = 2.350 kN/cm?. As propriedades mecénicas da armadura
sdo f, = 45,00 kN/cm? e Es = 21.000 kN/cm?,

A excentricidade do ponto de aplicacdo da carga em relacdo ao eixo geométrico do
pilar, designada por e na FIGURA 5.6, é igual a 3,75 cm, ou seja, 0,25 de h. A carga foi
incrementada de 10 em 10 kN.

A malha de elementos finitos empregada foi a mesma que foi ilustrada pela FIGURA
5.2, e descrita no item 5.2,

A FIGURA 5.15 serve para comparar os resultados obtidos pelo modelo numérico,
para curva carga-deslocamento da viga-coluna de Zirich, com os dados do ensaio
experimental. Para este pilar, a relacdo entre a carga de ruptura prevista pelo modelo e aquela

medida experimentalmente foi igual a 1,08.
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FIGURA 5.15 - Curva carga-deslocamento para viga-coluna de Zirich
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5.4 - VIGA-PAREDE DE CONCRETO ARMADO

Para a mostrar a capacidade de o modelo simular estruturas submetidas a um estado de
tensdes tipicamente bidimensional, é apresentada a analise de uma viga-parede, de relagédo
vao sobre altura aproximadamente igual a 1, que foi ensaiada por LEONHARDT e
WALTHER (1966). A viga-parede estudada aqui, WT3, possui espessura constante e igual a
10 cm, no véao e sobre os apoios. A carga externa, uniformemente distribuida, é aplicada na

face superior da peca, conforme € ilustrado pela FIGURA 5.16.
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FIGURA 5.16 — Detalhamento da viga-parede WT3

O concreto da viga-parede WT3 apresentou uma resisténcia cilindrica a compressao
igual a 3,02 kN/cm?2. O moédulo de deformagio na origem médio Ecm, e a resisténcia a tragio
axial media fctm, foram obtidos respectivamente através das equacdes (5.2) e (5.1).

A armadura de flexdo da viga-parede é composta por barras retas de 8 mm de
diametro, de aco classe B, com tensdo de escoamento igual a f, = 42,80 kN/cm?. A viga-

parede possui estribos, verticais e horizontais, de 5 mm de didmetro espacados a cada 26 cm.
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O aco usado na armadura transversal é classe A, com tensdo de escoamento igual a fy = 22,00
kN/cm?2,

Tirando-se partido da simetria de geometria e carregamento do problema, a viga-
parede foi analisada discretizando-se apenas metade da estrutura, empregando-se uma malha
de elementos quadrados, com 5 elementos até o meio do véo, na dire¢cdo horizontal, e 10
elementos ao longo da altura.

Esta malha resulta em 50 elementos finitos, com 181 nds e 362 graus de liberdade. O
numero total de pontos de integracdo de Gauss é igual a 450, pois adota-se a regra de 3x3 =9
pontos por elemento. A FIGURA 5.17 mostra os detalhes da malha utilizada na analise da
viga-parede WT3.
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FIGURA 5.17 — Malha de elementos finitos para a viga-parede WT3

A FIGURA 5.18 permite comparar a resposta estrutural da viga-parede WT3 prevista
pelo modelo com aquela determinada experimentalmente. O modelo aproxima razoavelmente
bem a curva carga-deslocamento experimental, enquanto que a relagdo obtida entre a carga de

ruptura prevista e aquela medida no ensaio foi igual a 0,99.
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FIGURA 5.18 — Curvas carga-deslocamento para a viga-parede WT3

Contudo, para que se possa aplicar este modelo na anélise probabilistica de vigas-
parede e painéis, com outras configuracbes de geometria, armadura e carregamento, Sao
necessarios estudos mais aprofundados sobre o comportamento deste tipo de estruturas.
Trabalhos desta natureza foram desenvolvidos por GUPTA e MAESTRINI (1989a, 1989b) e

por VECCHIO (1990), tal tarefa, no entanto, foge aos objetivos iniciais desta tese.
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6 - SIMULACOES - O METODO DE MONTE CARLO

6.1 — INTRODUCAO

No decorrer dos ultimos anos, varios modelos sofisticados tém sido desenvolvidos,
para analise ndo-linear de estruturas de concreto. No entanto, todos os calculos sao
normalmente feitos com base em valores deterministicos para a geometria da estrutura, para
as propriedades mecanicas dos materiais e para o carregamento aplicado.

Na realidade, hd sempre uma variabilidade nestes parametros de entrada dos
programas. Existe incerteza quanto ao valor da carga atuante. As grandezas relativas aos
materiais, em especial aquelas do concreto, apresentam uma certa dispersdo em relagéo aos
valores médios usualmente adotados. Finalmente, erros de construcdo podem produzir
variacdes nas dimensdes das pecas estruturais.

Portanto, a resposta estatica de uma estrutura é, na verdade, uma funcdo de varias
variaveis aleatorias, ou campos estocasticos, (carregamento, propriedades dos materiais e
geometria, por exemplo), cujas distribuigdes de probabilidade sdo conhecidas ou podem ser
estimadas.

Ultimamente, diversas tentativas tém sido feitas no sentido de incluir estas incertezas
guanto aos parametros de entrada no processo de andlise estrutural. Entre as principais
técnicas utilizadas pode-se citar 0 método de Monte Carlo de simulacdo direta, 0 método da
Expansdo de Neumann e o método da Expansdo em Série de Taylor em funcéo das variaveis
aleatdrias. Esta Gltima técnica, quando associada ao método dos elementos finitos, da origem
ao que se conhece por metodo dos elementos finitos probabilistico.

Uma descri¢do e um estudo comparativo destes métodos podem ser encontrados nos
trabalhos de LIU, BELYTSCHKO e MANI (1986a-1986b), em YAMAZAKI e
SHINOZUKA (1986), e em ARAUJO e AWRUCH (1992). Dentre as diversas aplica¢es do
método dos elementos finitos na analise probabilistica de estruturas de concreto, pode-se citar
os artigos de TEIGEN et al. (1991a e 1991b), DUPRAT et al. (1994), RAJASHEKHAR e
ELLINGWOOD (1995), REAL e CAMPOS FILHO (1995a, 1995b, 1999, 2000a, 2000b),
GOMES et al. (1996), FRANGOPOL et al. (1996), e os de ARAUJO (1997 e 1998).

Neste trabalho, é empregado o método de Monte Carlo de simulacdo direta, sendo

gerados aleatoriamente os dados de entrada do problema, realizada uma andlise deterministica
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para cada conjunto de dados gerado e, depois, feito o processamento estatistico dos
resultados, para determinagdo de valores esperados e variancias de deslocamentos, reacoes,
deformacdes e tensoes.

Inicialmente, é apresentado o0 modelo para a geracdo de uma variavel aleatoria de
distribuicdo normal. Aborda-se, a seguir, a geracdo de um campo estocastico para uma
variavel em um espaco bidimensional. Apé6s é apresentada a aplicacdo do método de Monte
Carlo na andlise probabilistica de estruturas de concreto armado, atraves do metodo dos

elementos finitos, e as diversas analises estatisticas envolvidas.

6.2 - PROPRIEDADES ALEATORIAS DA ESTRUTURA

Neste estudo sdo consideradas como propriedades aleatorias da estrutura as seguintes
grandezas: resisténcia a compressao do concreto (fc), resisténcia a tragdo do concreto (fe),
modulo de deformacdo longitudinal do concreto (Ec), tensdo de escoamento do ago (fy),
modulo de deformacéao longitudinal do aco (Es), largura da secdo transversal (b), a altura da
secdo transversal (h), e 0 véo da estrutura (L).

As propriedades do concreto, tidas como correlacionadas entre si, sdo representadas
através de um modelo de campo estocastico bidimensional. Assim sendo, as propriedades do
concreto terdo as suas variacdes ao longo do comprimento e da altura da estrutura levadas em
conta.

As demais propriedades randémicas da estrutura serdo geradas através de um modelo
de varidvel aleatdria, admitindo um Unico valor constante para toda a estrutura, sendo

consideradas independentes umas das outras.

6.3 - GERACAO DE VARIAVEIS ALEATORIAS GAUSSIANAS

Antes de ingressar no método de Monte Carlo, é interessante rever alguns conceitos
béasicos da Teoria de Probabilidades e da Estatistica.

Denomina-se evento a cada resultado possivel de um fenémeno aleatorio. O conjunto
de todos os resultados possiveis de um fendmeno aleatério chama-se espago amostral.

Uma varidvel aleatéria € uma funcdo que associa um numero real a cada resultado
possivel de um fendmeno aleatorio (evento), ou seja, atribui um valor numérico para cada
elemento de um determinado espaco amostral (ANG e TANG, 1975). Assim, por exemplo, a

resisténcia a compressdo de um corpo de prova cilindrico de concreto (f)) pode ser
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considerada como uma variavel aleatoria, pois ela atribui um valor numérico a um evento
aleatdrio, que é a tensdo para a qual aconteceu a ruptura de um certo corpo de prova de
concreto.

Como uma variavel aleatdria representa um evento, ela somente pode assumir um
valor numérico associado a uma probabilidade de ocorréncia deste evento. A lei que descreve
a medida de probabilidade associada a cada um dos valores possiveis de uma variavel
aleatdria é chamada de distribuicéo de probabilidade.

Nas consideracOes que se seguem, a variavel aleatoria genérica serd designada por
uma letra maidscula, enquanto que uma realizacdo desta variavel sera designada atraves de
uma letra mindscula.

A distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatdria X pode ser descrita através

de sua funcao distribuicdo de probabilidade acumulada (FDPA), dada por
Dy (X)=P(X LX), (6.1)

para todos os valores possiveis de X.

Uma variavel aleatéria X é dita continua se existe uma medida de probabilidade
definida para qualquer valor de x. Sendo a variavel aleatoria X continua, as probabilidades
somente poderdo estar associadas a intervalos definidos sobre a reta dos numeros reais.
Assim, a probabilidade de a varidvel aleatdria X estar contida no intervalo x < X <x+dx, €

definida pela expresséo
P(x< X <x+dx) = fy (x)dx, (6.2)

sendo a fungéo fx(x) definida como a funcéo de densidade de probabilidade da variavel X.
Com base em (6.2), é possivel definir a funcdo distribuicdo de probabilidade

acumulada (FDPA) da variavel aleat6ria X na forma

Oy () =P(X <x) = [ fx(&)d&. (6.3)

Como consequiéncia direta de (6.3), tem-se que
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ch (x)

fx () = (6.4)

ou seja, a fungdo densidade de probabilidade de uma variavel aleatoria X é igual a derivada
da funcdo de distribuicdo de probabilidade em relacéo a x.

Qualquer funcéo escolhida para representar a funcao distribuicdo de probabilidade de
uma variavel aleatoria X, deve satisfazer os axiomas da definicdo de probabilidade (ANG e

TANG, 1975). Portanto, a funcdo @x(x) deve possuir as seguintes propriedades:

a) @x (- 0)=0; Dx (+ ) =1,0;
b) @« (x) >0, e ndo ser decrescente com X;

C) ser continua com X.

Com base nas equagOes anteriores, a probabilidade de a varidvel aleatoria X estar

contida no intervalo a < X <b, é definida por
b
P(a< X <b)=[ fx (X)dx =Dy (b) Dy (a). (6.5)
a
O valor esperado da variavel aleatdria X, E[X] ou px, € definido pela expressao
—+00
E[X]=ux = [xfx(x)dx, (6.6)
sendo a variancia, Var[X] ou ox?, dada por
+00
Var[X]=oy” = [(x=uy)? fx (x)dx. 6.7)

A funcdo de distribuicdo de probabilidade mais conhecida e mais usualmente
empregada € a distribuicdo normal, também conhecida por distribuicdo gaussiana, que é

definida pela sua funcéo densidade de probabilidade na forma
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_EMZ
2 JX

1
f =—— € , 6.8
X (X) (TX \/Z ( )

onde ox é o desvio padrdo da variavel aleatoria X, dado por

oy =/Var[X], (6.9)

e e é a base dos logaritmos neperianos (e = 2,718281...).

Definindo-se a variavel aleatoria normal reduzida & na forma

g=XTHx (6.10)
Ox

a equacdo (6.8) assume o seguinte aspecto
1 2
LO-te 2 .11
d N2 ’ '
que ¢ a expressdo da distribuicdo normal padronizada, de média zero e variancia unitaria.

A funcdo densidade de probabilidade da distribui¢cdo normal, nas suas formas comum
e padronizada, é ilustrada pela FIGURA 6.1.
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FIGURA 6.1 - Funcéo densidade de probabilidade para a distribuicdo normal

Uma tarefa fundamental na utilizacdo de simula¢Ges de Monte Carlo é a geracdo de
valores apropriados para as variaveis aleatorias, de acordo com as distribuicbes de
probabilidade que lhes foram atribuidas. Isto normalmente ¢ feito atraves da geracdo digital
de nimeros randémicos.

Sendo X uma varidvel aleatéria com uma funcdo de distribuicdo de probabilidade
@x(x), entdo, para uma dada probabilidade acumulada @x(x) = u, o valor correspondente da

variavel X é

x =0y (u). (6.12)

Para uma variavel aleatoria U, de distribui¢do de probabilidade uniforme, entre 0,00 e
1,00, uma probabilidade acumulada u corresponde ao valor da variavel u, ou seja,

@y (u)=u. (6.13)

Portanto, para gerar um numero randémico x, com uma funcdo de distribuicdo de

probabilidade @x(x), primeiro gera-se um numero randomico u, de distribuicdo de
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probabilidade uniforme entre 0,00 e 1,00, e apds aplica-se a equagdo (6.12). O problema deste
método € que nem sempre € possivel determinar-se uma forma explicita para a funcéo inversa
de @x(x), sendo necessario recorrer-se a métodos numéricos iterativos para o célculo de x.
Este procedimento, também é conhecido como método da transformacdo inversa.

Para a geracdo de numeros randémicos de distribuicdo uniforme é empregada uma
subrotina escrita na linguagem de programacdo FORTRAN, que contém um gerador
congruencial multiplicativo, extraida do livro de GORDON (1969).

A distribuicdo normal de probabilidade padece do problema levantado anteriormente,
ou seja, ndo é possivel obter-se uma forma explicita para a funcdo inversa de sua fungédo de
distribuicdo de probabilidade acumulada. Embora seja possivel a obtencdo de uma solugéo
numerica para o problema da transformacdo inversa, quando a quantidade de nameros
randdmicos a ser gerada é muito grande, este tipo de procedimento torna-se
computacionalmente oneroso.

Para contornar esta dificuldade, adota-se o procedimento proposto por Box e Miller,
citado por ANG e TANG (1975), que permite gerar nimeros randémicos com distribuigdo
normal de probabilidade de forma mais rapida e eficaz.

Primeiramente sdo gerados dois numeros randdmicos u; e Uup, estatisticamente
independentes, com distribuicdo de probabilidade uniforme entre 0,00 e 1,00. Ap6s, um par
de nimeros randémicos estatisticamente independentes x1 e x2, com distribuicdo normal de

média px e desvio padréo ox, pode ser obtido atraves das expressoes

X| = Uy +0x+/—2Inuy cos2zu,, (6.14)
e
X2 :lUX +GX1¢—2|nU1 SGHZ?Z'UZ (615)

Para evitar a simulagéo de valores extremos de X com pequena probabilidade de serem
encontrados na realidade, os valores gerados pelo procedimento descrito acima sao limitados

ao intervalo

Uy —2,3250y < X < uy +2,3250y , (6.16)

que possui uma probabilidade de ocorréncia de 98% (Araujo, 1995).



109

6.4 - GERACAO DO CAMPO ESTOCASTICO DAS PROPRIEDADES DO CONCRETO

A variacdo das propriedades do concreto ao longo da estrutura é considerada apenas
em seu plano médio, considerado como contido no plano xoy. A variacdo das propriedades ao
longo da espessura ndo é considerada, ou melhor, considera-se que o valor em cada ponto seja

o valor médio ao longo da espessura.
6.4.1 - Definicdo das propriedades medias e coeficientes de variacao

As propriedades mecanicas médias do concreto, resisténcia média a compressao (fem),
resisténcia média a tracdo (fctm) € modulo de deformagéo longitudinal médio (Ecm) podem ser
obtidas através de ensaios de laboratorios especificos para cada uma.

No entanto, o mais usual € determinar-se experimentalmente apenas a resisténcia
média a compressao (fcm), por ser este 0 ensaio mais simples de realizar, e calcular-se as
demais propriedades a partir de formulas de correlacdo consagradas nas normas técnicas.
Neste trabalho sdo adotadas as expressdes recomendadas pelo Codigo Modelo CEB-FIP 1990.

Assim, o médulo de deformacdo longitudinal médio do concreto (em kN/cm?) pode
ser calculado em funcdo da resisténcia a compressdo média (em kN/cm?), através da

expresséo:

Een =2150 3/ f,, - (6.17)

O coeficiente de variacdo, razdo entre o0 desvio padrdo e a média, do médulo de
deformacéo longitudinal do concreto é suposto igual ao coeficiente de variacdo da resisténcia

a compressao do concreto, ou seja,
VEC :VfC (618)

Jé& para calcular-se a resisténcia média a tracdo (em kN/cm2), é primeiro necessario
determinar-se a resisténcia a compressdo caracteristica (fe), através da equagdo usual, ou

seja,

fo = fom (1,001,645 V), (6.19)
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onde Vi é o coeficiente de variacdo da resisténcia & compressao do concreto considerado.
Conhecido fe (em kN/cm2), a resisténcia a tragdo é obtida através da expressao:

W N

fum =014(fy ) (6.20)

O coeficiente de variacdo da resisténcia a tracdo do concreto é adotado igual a 1,20

vezes valor atribuido para o coeficiente de variacdo da resisténcia & compressdo do concreto,
ou seja,

VfCt :1’20Vf0 . (621)

Isto € feito para levar em conta a maior variabilidade da resisténcia a tracdo do concreto em

relacdo a resisténcia a compresséo (CEB, 1993).
6.4.2- Campo estocéstico bidimensional: 0 método da representacdo espectral

Um campo estocastico gaussiano, bidimensional e homogéneo fo(x,y), com média
igual a zero e funcgdes de autocorrelagdo Rfofo(&1,<2), do tipo quadrante, pode ser simulado
pelas seguintes séries, quando N1 e N2 tendem ao infinito simultaneamente, (SHINOZUKA e
DEODATIS, 1996),

N1 N2

f(x,y)=v2Y ZAnlnz[cos(klnlx+ k2., y + % ) +cos(kly x—k2,,y+ 0,
n1=1n2=1 622)

onde
Aninz = /28 1ofo (K 1 nps & 2 n2) Ak 1 Ak 5, (6.23)

sendo

klnl =n1 AK]. e k2n2 =I’12 AKZ (624)
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As variélveisq)f]ll)nz e CDEEI),IZ representam dois conjuntos independentes de angulos de

fase randdmicos, distribuidos uniformemente no intervalo de 0 a 2.
A fungdo densidade espectral de poténcia Sfofo(x1,x2), empregada neste trabalho é

definida pela expresséo

2 2
S fofo (K1,K2) =0 Z%GXD —(%j —(bz%j , (6.25)

onde o é o desvio padrdo do campo estocastico fo(x,y); e b1 e bo sdo pardmetros proporcionais
a distancia de correla¢do do campo estocastico ao longo das direcdes x e y, respectivamente.
A funcdo de autocorrelacdo Rfofo(&1,&), que forma um par de transformadas de

Wiener-Khintchine com Sfofo(x1,4x2), € dada por

2 2
Rtofo (61,62) = o’ EXp| — L%j - [g—zj : (6.26)
1 2

onde &; e &> sdo, respectivamente, as distancias entre dois pontos, segundo as diregdes x e .

O desvio padrdo do campo estocastico fo(X,y), designado por o, corresponde ao
coeficiente de variagcdo da propriedade, Vi, no caso.

Assim, restam ser definidos os parametros b1 e b2, para que o campo estocastico de fc
possa ser gerado. Para se poder avaliar o efeito da variacdo dos parametros b: e b, sobre a
forma do campo estocastico, estudos parametricos foram realizados para a geracdo de um
campo estocastico de média zero e desvio padrdo unitario, sobre uma regido quadrada de 100
cm de lado. Foram considerados os valores bi1 = b, =10 cm, by = b2 =50 cm, e, finalmente,
b1 = b, = 100 cm, ou seja, iguais a comprimento do lado da regi&o.

As FIGURAS 6.2, 6.3 e 6.4 apresentam os graficos da funcdo densidade espectral de
poténcia Sfofo(x1,x2), para estes valores de b: e b.. As FIGURAS 6.5, 6.6 e 6.7 mostram 0s
graficos da funcéo de autocorrelagdo Rfofo(1,<2), para estes valores de by e b2. As FIGURAS
6.8, 6.9 e 6.10 indicam a conformacéo superficial assumida pelo campo estocastico, para 0s

diversos valores de b; e ha.
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FIGURA 6.2 — Funcéo densidade espectral Sfofo(x1,42), com b1 = b = 10 cm
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FIGURA 6.5 — Fungdo de autocorrelacdo Rfofo(&1,&), com by = b2 =10 cm
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FIGURA 6.10 — Campo estocastico f(x,y), com b1 = b,

Observando-se as FIGURAS de 6.2 a 6.10, nota-se que quanto maiores forem 0s

de onda abrangidos pela funcdo de

s

umeros

tros b1 e by, menor sera a faixa de n

parame

densidade espectral; conseqlientemente maior serd a correlacdo existente, entre dois pontos

afastados de uma certa distancia; e, finalmente, menor ser4d a variabilidade do campo

estocastico.

6.4.3 - Introducéo da correlacéo existente entre as propriedades do concreto

Orias

leat

a

és varidveis a

do sdo tr

~

As propriedades mecénicas do concreto f¢, fct € Ec, n

estatisticamente independentes. Sabe-se, atraves de estudos experimentais, que existe pelo

menos uma dependéncia ndo-linear entre estas trés grandezas.

Portanto, € necessario um modelo de geracdo de variaveis aleatdrias que leve em

a

30, resisténcia a

consideragdo a correlacdo existente entre as varidveis resisténcia & compress

dulo de deformacéo longitudinal do concreto.

tracdo e mo

A primeira etapa deste processo consiste na geracdo de trés variaveis aleatorias

para representar a parcela flutuante das

gaussianas, de média zero e desvio padrdo unitario

, at(x,y) e ae(x,y).

y)
tre estas trés variaveis aleatdrias, dada na

fct € Ec, que sdo designadas respectivamente por ac(x

propriedades fe,

A seguir, define-se a matriz de covariancia en

forma
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O¢ PctOcOt  PceOc0¢
B 2
Cete =| PctOO1 Ot PteOt0%¢ |» (6.27)
2
PceOcOe Pre0t0¢ O¢

onde o, ot € oe SA0 respectivamente o desvio padrdo das variaveis ac, at € a, ou ainda, 0s
coeficientes de variagédo das propriedades fc, fct € Ec; € poct, e € oce S80, COrrespondentemente,
os coeficientes de correlagdo linear entre as propriedades f; e fe, entre fe: e Ec, e entre fc e E.
Neste trabalho consideram-se os seguintes valores: p¢t = 0,80, pe = 0,70 e pee = 0,90,
seguindo a orientacdo de MIRZA e MacGREGOR (1979).

Da decomposicao de Cholesky da matriz de covaridncia entre as trés variaveis resulta

Cue=LL", (6.28)

A parte flutuante das variaveis fc, fe: € Ec, na forma correlacionada é dada por

a(xy) t=|ly Ly O a(x,y)r- (6.29)

A geracdo das varidveis aleatorias fc, fct € Ec, na sua forma correlacionada e feita a

partir das seguintes expressoes

f (X, y) = fon[1+ac(x, y) 1, (6.30)

fCt (X’ y) = fC’[m [1+ a (X1 y)*] ' (6.31)

e, finalmente,

E.(XY) = Eqy[1+a, (X, y) 1. (6.32)
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As varidveis aleatorias definidas pelas equacdes (6.30), (6.31) e (6.32) é que séo
efetivamente empregadas para simular a variabilidade das propriedades mecénicas do

concreto ao longo da estrutura.

6.5 - GERACAO DAS PROPRIEDADES MECANICAS DA ARMADURA

As propriedades mecanicas mais importantes do ago, dentro do modelo constitutivo
adotado para a armadura, sdo a sua tensdo de escoamento (fy) e o seu mddulo de deformacéo
longitudinal (Es).

A variabilidade de f, € modelada através de uma variavel aleatéria de distribuicéo
normal, de valor esperado fym e coeficiente de variacdo Vy. A tenséo de escoamento para um

dado tipo de ago utilizado em uma dada peca estrutural (fy) € obtida a partir da expressao
fy=fum@+2Vy), (6.33)

onde z1 é uma variavel aleatoria de distribuicdo gaussiana, de média zero e variancia unitéria.

A dispersdo de Es é representada por meio de uma variavel aleatoria de distribuicéo
normal, de média Esm e coeficiente de variagdo Ves. O modulo de deformacdo longitudinal
para um dado tipo de aco utilizado em uma dada peca estrutural (Es) é determinado a partir da

equacéo

Es = Esm (1+ ZZVEs ) ' (6.34)

onde z> uma variavel aleatoria de distribuigdo gaussiana, de média zero e variancia unitaria.

6.6 - GERACAO DAS PROPRIEDADES GEOMETRICAS DA ESTRUTURA

As caracteristicas geométricas mais importantes, em se tratando de estruturas planas
de concreto armado, s@o suas dimensfes: comprimento (L), altura (h) e espessura (b); a

posicao das barras de ago da armadura; e as condic¢des de vinculo existentes nos apoios.
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A FIGURA 6.11 serve para ilustrar as principais caracteristicas geométricas de

estruturas planas de concreto armado.
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FIGURA 6.11 — Caracteristicas geométricas de uma estrutura plana de concreto armado

As dimensbes da estrutura de concreto armado, comprimento (L), altura (h) e
espessura (b) sdo consideradas como variaveis aleatorias, sendo fornecidos como parametros
de entrada do programa o seu valor nominal, a variagdo média e o desvio padrao da variagéo.
Para cada simulacéo, valores diferentes destas variaveis sdo gerados aleatoriamente, conforme
descrito a seguir.

Uma vez definidas as dimensdes da estrutura para uma dada simulacéo, e escolhido o
refinamento da discretizacdo em elementos finitos a ser empregada na anéalise, a malha de
elementos finitos para estado plano de tensdo € gerada. Para esta finalidade é empregado um
gerador automatico de malhas retangulares, para elementos isoparamétricos quadraticos,
incorporado ao programa.

A disposicdo das barras de aco da armadura é gerada atraves do fornecimento das
coordenadas de seus pontos extremos em relacdo a um sistema de referéncia fixo xoy, ao qual
também ¢é referida a malha de elementos finitos para o concreto. Como a posicao das barras da

armadura é fixa em relacéo ao sistema xoy e as dimens@es da estrutura no plano (comprimento
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e altura) sdo variaveis aleatdrias, a disposi¢do das barras com relagcdo aos bordos inferior e
superior da estrutura e em relacdo aos seus extremos laterais também pode variar
aleatoriamente.

Este mecanismo pode, entdo, ser utilizado para representar a variabilidade que existe
na altura util (d) e na distancia da armadura comprimida em relag¢do ao bordo da peca (d’), das
armaduras longitudinais de vigas e pilares, devido a erros de construgéo.

As condicdes cinematicas de contorno, que definem os deslocamentos impedidos nos
pontos de apoio da estrutura, sdo consideradas como deterministicas, ou seja, estas condic¢des
sdo definidas no inicio do processo de analise e mantidas constantes durante todas as
simulagdes.

Para representar as variabilidades de uma propriedade geométrica admite-se que a

mesma possua um valor nominal de projeto bn, por exemplo para a largura da se¢éo, uma

variagdo média em relagdo a este valor nominal Ab, e que o desvio padrdo desta variagdo

seja dado por oy,. Adota-se para a lei de distribuicdo de probabilidade da variacdo Ab a

curva normal, de média ADb e desvio padrdo o}, (UDOEYO e UGBEM, 1995).

Entdo, uma variacdo aleatdria, em relacdo ao valor nominal da dimenséo, serd dada

pela expressao:

Ab=Ab+2; 0y, (6.35)

onde z3 € uma variavel aleatdria normal reduzida, de média zero e desvio padrdo unitario.

O valor da propriedade geométrica a ser utilizado na simulacédo atual seré dado por:
b=b, +Ab. (6.36)

Procede-se de maneira idéntica para a determinagéo da altura h da segéo transversal e

do vao L da estrutura, de forma aleatoria.
6.7 — CARREGAMENTO

O objetivo primordial da aplicacdo do método de Monte Carlo, na analise ndo-linear

de estruturas de concreto armado, através do método dos elementos finitos, & conhecer-se a
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variabilidade da resposta da estrutura em presenca da variabilidade dos parametros de entrada
do sistema.

Assim sendo, o carregamento é aplicado de forma deterministica sobre a estrutura, ou
seja, a direcdo, o sentido e a forma de distribuicdo das cargas sdo fixados no inicio da analise,
e apenas 0 modulo das cargas é aumentado incrementalmente até que a estrutura atinja a
ruptura.

Uma vez conhecidas as estatisticas do comportamento resistente da estrutura, é
possivel realizar-se diversas analises quanto a seguranca e a confiabilidade da mesma,
combinando-se este conhecimento com os dados da variabilidade do carregamento. No
entanto, este tipo de analise serd abordado apenas no Capitulo 8, que trata das aplicagdes deste

modelo.

6.8— O METODO DE MONTE CARLO

Simulacdo é o processo de tentar reproduzir o mundo real com base em um conjunto
de hipoteses e modelos idealizados da realidade. Para fins de engenharia, a simulacdo pode
ser aplicada para prever ou estudar a resposta de um sistema. Através de repetidas simulagdes,
a sensibilidade da resposta do sistema a variacdo dos parametros de entrada pode ser avaliada.
Para problemas envolvendo variaveis aleatorias com distribuicbes de probabilidade
conhecidas (ou supostas), emprega-se a técnica de simulacdo de Monte Carlo (ANG e TANG,
1975).

O principio do método de Monte Carlo é desenvolver um modelo analitico, baseado
em um programa de computador, capaz de reproduzir o comportamento do sistema. Sendo um
ou mais parametros do sistema variaveis aleatorias, a analise do sistema é realizada varias
vezes. Cada analise (chamada de ciclo de simulacdo ou tentativa) é baseada em um conjunto
de parametros de entrada do sistema, obtidos de forma aleatéria, de acordo com as
distribuicGes de probabilidade que lhes foram atribuidas. Como resultado, diversas previsées
de comportamento do sistema sdo obtidas. Entdo, métodos estatisticos sdo empregados para
determinar os momentos e os tipos de distribuicdo de probabilidade das varidveis da resposta,
que representam o comportamento do sistema. A FIGURA 6.12, adaptada de GRANT, L.H. et
al. (1978), esquematiza o funcionamento do método de Monte Carlo.
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FIGURA 6.12 — Esquema do funcionamento do método de Monte Carlo

As etapas analiticas e computacionais que Sd0 necessarias para a realizacdo de

simulacgdes de Monte Carlo sdo (AYYUB e MCCUEN, 1995):

— definicdo do sistema;

— geracdo das variaveis aleatorias de entrada do sistema;

— realizacéo da analise do sistema através do modelo matematico elaborado;
— andlise estatistica da resposta obtida;

— estudo da eficiéncia e da convergéncia do método.

A definicdo do sistema deve incluir a definicdo de suas condicGes de contorno,
parametros de entrada, parametros da resposta € 0 modelo que relaciona os dados de entrada
com os resultados. A definicho dos dados de entrada do sistema deve incluir suas
caracteristicas probabilisticas, isto €, 0 conhecimento de seus momentos estatisticos e o tipo
de suas distribuicdes de probabilidade. Os parametros de entrada sdo, entdo, gerados e

fornecidos a0 modelo para a obtencdo dos parametros da resposta. Através da repeticdo do
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processo n vezes (para n ciclos de simulagdo), n conjuntos de parametros de resposta sdo
obtidos. Métodos estatisticos podem ser agora empregados para determinar, por exemplo, o
valor esperado (média), a variancia, ou o tipo de distribuicdo de probabilidade dos parametros
da resposta do sistema.

Neste trabalho os sistemas em analise séo estruturas de concreto armado submetidas a
um estado plano de tensao.

Os parametros de entrada do sistema sdo: a geometria da estrutura (dimensoes:
comprimento, altura e espessura), ai incluidas as condigdes cinematicas de contorno e a
disposicdo da armadura; as propriedades mecénicas dos materiais concreto e ago; e,
finalmente, as caracteristicas do carregamento, ou seja, 0 médulo, a dire¢do, o sentido e a
forma de distribuicéo das cargas aplicadas sobre a estrutura.

O modelo utilizado para representar 0 comportamento de estruturas de concreto
armado consiste na aplicacdo do método dos elementos finitos, na analise ndo-linear de
estruturas de concreto armado, sob estado plano de tenséo.

Os parametros da reposta da estrutura sdo os deslocamentos nos pontos nodais, as
deformacdes e as tensdes no concreto nos pontos de integracdo de Gauss, as reacdes de apoio,
e as deformacdes e tensdes ao longo da armadura.

Apos a realizacdo das simulagdes, é possivel determinar-se para um pardmetro da
resposta previamente escolhido, cujos valores obtidos durante as n simulacdes sao
armazenados, o Vvalor esperado (média), o desvio padrdo, o coeficiente de variacdo, a
convergéncia do valor esperado e do desvio padrdo com o aumento do tamanho da amostra, o
intervalo de confiangca com uma certa probabilidade de ocorréncia, além de outras

caracteristicas estatisticas da resposta.

6.9 — ANALISES ESTATISTICAS

Apos a realizacdo de n simulagdes de Monte Carlo, tem-se a disposi¢do um conjunto
de dados representando a variabilidade dos parametros da resposta da estrutura.

Assim sendo, cada parametro da resposta (deslocamentos, reacdes de apoio,
deformac6es e tensdes no concreto e na armadura) pode ser agora tratado como uma variavel
aleatoria, da qual se conhece uma amostra de n componentes. Mediante uma analise estatistica
desta amostra, torna-se possivel caracterizar os principais momentos e o tipo de distribuicéo

de probabilidade desta variavel aleatoria.
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Abaixo seguem algumas caracteristicas estatisticas de uma dada variavel aleatoria da
resposta da estrutura, que podem ser determinadas ap6s a realizacdo de n simulagdes de

Monte Carlo.

Uma estimativa justa do valor esperado (média) X da variavel aleatoria X, obtida a

partir da amostra com n elementos, é calculada pela expressao
-1
X = —Z (6.37)
n;z

A estimativa justa do desvio padrdo da varidvel aleatéria X, calculada a partir da

amostra, é, entdo, dada por

1

= Zn:(x —x) . (6.38)

n-1i3

Uma vez obtidas estimativas do valor esperado e do desvio padrdo de X, seu
coeficiente de variagdo Vx pode ser estimado pela relacao

Vy = (6:39)

< || »

Calculadas as estatisticas acima, € possivel, através do Teste de y-quadrado ou do
Teste de Kolmogorov-Smirnov, determinar se a distribuicdo de probabilidade da variavel
aleatoria ajusta-se a distribuicdo normal de probabilidade. A utilizacdo de gréficos de
probabilidade normal, também permite avaliar se a distribuicdo de uma variavel aleatoria
adapta-se a uma distribuicdo normal ou ndo. Analise estatisticas adicionais podem ser
encontradas no livro de ANG e TANG (1975).

Concluindo, vale lembrar que as estimativas das propriedades de uma variavel
aleatdria X, calculadas a partir de uma amostra com n elementos, serdo tanto mais precisas
quanto maior for o nimero n de componentes da amostra. Portanto, é conveniente verificar a
convergéncia dos momentos da varidvel aleatoria na medida em que o tamanho da amostra (n)

cresce, para que se tenha a certeza de que o numero de simulacgdes realizadas é o suficiente.
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7. TESTES PARAMETRICOS

7.1 - INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é apresentar uma série de testes paramétricos, que mostrem
como a variabilidade das propriedades dos materiais, e a variabilidade das caracteristicas
geomeétricas da estrutura afetam os resultados fornecidos pelo modelo.

Quanto as propriedades do concreto, sua variabilidade é controlada pelo coeficiente de
variacdo da resisténcia a compressdo, que € um dos indices da qualidade de um concreto
produzido. Outro fator importante é a distancia de correlacdo, que determina o grau de variacdo
das propriedades do concreto ao longo da extensdo da estrutura.

No que se refere as propriedades da armadura, estuda-se o efeito da variabilidade da
tensdo de escoamento, determinada pelo seu coeficiente de variacdo, que € um indicador da
qualidade do aco fabricado. Além disso, é analisado o efeito da pequena variacdo do modulo de
deformacéo longitudinal nos resultados.

Consideram-se, também, os efeitos causados pela variacdo aleatdria das dimensdes da
secdo transversal, tanto para um tipo de constru¢cdo com um bom controle de execugdo, como
para uma construcdo com um controle de qualidade ruim das dimensdes das pecas.

Tendo em vista que uma mesma variagcdo de uma propriedade pode produzir resultados
diferentes, dependendo do tipo de estrutura analisada, sdo estudados vigas e pilares
moderadamente esbeltos, com taxas de armadura distintas. No final, apresenta-se um estudo

comparativo dos resultados obtidos para as diversas estruturas analisadas.
7.2 - PARAMETROS AVALIADOS
7.2.1 - Propriedades do concreto
Conforme o modelo de geragdo de propriedades aleatérias do concreto, que foi

apresentado no Capitulo 6, a variabilidade das propriedades do concreto é determinada por dois

parametros, quais sejam: o coeficiente de variacdo da resisténcia a compressédo e a distancia de
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correlacdo do campo estocéstico de fc. A importancia de cada um destes parametros € discutida a
sequir.

O principal parametro do concreto a ser especificado, quando se trata do projeto de uma
estrutura em concreto armado, € a sua resisténcia caracteristica a compressao (fc). A resisténcia
caracteristica é aquela que possui uma probabilidade de apenas 5% de serem obtidos valores
inferiores a ela na obra. Admitindo-se que a resisténcia a compressao do concreto, medida em
corpos de prova cilindricos, tenha uma distribuicdo normal de probabilidade, a resisténcia

caracteristica sera dada por:

fox = fom (1-1,645V ), (7.1)

onde fcm € a resisténcia média & compressdo do concreto, e Vic € 0 coeficiente de variacdo da

resisténcia a compressdo do concreto, dado por:

e (7.2)

© fem

sendo o ¢, 0 desvio padréo da resisténcia a compressao.

A partir da resisténcia caracteristica especificada pelo projetista da estrutura, o engenheiro
responsavel pela tecnologia de producdo do concreto, que conhece o desvio padrdo do processo
de producdo, ird determinar a resisténcia média fcm que deve ser atingida, para garantir o valor do
fok desejado. O valor de fom necessario sera o principal determinante da composigdo do concreto a
ser utilizada, ou seja, consumo de cimento, proporc¢édo de agregados, fator &gua/cimento, etc.

O coeficiente de variacgdo de fc, Vi, relagdo entre o desvio padrdo e a média, é uma medida
do grau de dispersdo existente na obtencdo dos valores de f.. Portanto, Vic € um pardmetro
indicador do controle de qualidade adotado na producédo do concreto. Quanto menor for Vi, mais
concentrados em torno da média estardo os valores de fc, indicando um bom controle de
qualidade.

Conforme pode-se deduzir da equagdo (7.1), para um mesmo valor de fem, um concreto
com maior valor de Vg, terd um menor valor de fe, e, conseqlientemente, tera uma qualidade

inferior sob o ponto de vista estrutural. Este fato é ilustrado pela FIGURA 7.1, onde os concretos
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1 e 2 possuem a mesma resisténcia média fem = 3,00 KN/cm?, porém o concreto 1 possui Vie =
0,10 e f« = 2,50 kN/cm?, enquanto o concreto 2, que possui Vi = 0,30, resulta com fo = 1,52
kN/cm?.,

fem = 3,00 kN/em2

Fregiiéncia relativa
(=]
[es]
L]
|

040 —

- (2)

0.00 m—

! |
fok2 400 500 6.00

T
0.00 1.00 2.00 fek1 3.00

Resisténcia a compressao fc (KNfcm2)

FIGURA 7.1 — Histograma para concretos de mesma resisténcia média fcm

Por outro lado, fixado o valor de fc,, um concreto cujo processo de produgdo apresente um
valor elevado para Vs, necessitara atingir uma resisténcia média fcm mais alta, o que implica o
aumento do consumo de cimento por m3, e um maior custo de producdo. Esta situacdo é
apresentada na FIGURA 7.2, onde os concretos 1 e 2 possuem 0 mesmo fe = 2,00 kN/cm?. O
concreto 1 possui Vi = 0,10, e uma resisténcia média fem = 2,39 kN/cm?2. Porém, o concreto 2, que
possui uma maior dispersao, com Vfc = 0,30, necessita atingir uma resisténcia média fon = 3,95

kN/cm?, para garantir o mesmo fe.
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FIGURA 7.2 — Histograma para concretos de mesmo fcx

Portanto, foram realizados testes paramétricos fixando-se o valor de fe, e fazendo-se Vic
assumir os valores 0,10, 0,15 e 0,20, observando-se de que forma esta variacdo afeta a resposta da
estrutura. O valor de Vi = 0,10 corresponde a um concreto produzido com um controle de
qualidade rigoroso, Vi = 0,15 corresponde ao concreto com um controle de qualidade médio, e
Vi = 0,20 corresponde ao um concreto com um controle de qualidade fraco (MIRZA et al.,
1979c).

No Capitulo 6, foi apresentado um modelo de geracdo de campo estocastico para
representar a variagao da resisténcia a compressao ao longo da extensdo da estrutura baseado na
técnica da representacao espectral (SHINOZUKA e DEODATIS, 1996).

A base para a geracdo de um campo estocastico gaussiano, bidimensional e homogéneo
fo(X,y), € uma serie de cossenos, cujos coeficientes dependem da fungdo de densidade espectral
adotada Stofo( k1, 52).

A funcdo densidade espectral de poténcia Srofo(x1,42), Utilizada para definir os coeficientes

da série € dada pela expressdo
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2 2
Sfofo(Kl,Kz):O-ZTE):eXp _(%j _(bz%j , (7.3)

onde o é o desvio padrdo do campo estocastico fo(X,y); e b1 e b2 sdo parametros proporcionais a
distancia de correlagdo do campo estocéstico ao longo das direcdes x e y, respectivamente.

Conforme ja foi explicado no Capitulo 6, o desvio padrdo o do campo estocastico fo(X,y)
corresponde ao coeficiente de variacdo da propriedade, Vi, no caso. Assim, restam ser definidos
0s parametros bz e bz, para que o campo estocastico de fc possa ser gerado.

Este € um problema dificil de ser solucionado, pois a determinacgéo correta da distancia de
correlacdo, para 0 campo estocastico da resisténcia a compressao, exige o conhecimento do valor
de fc em diversos pontos P(x,y), ao longo tanto do comprimento como da altura da estrutura. Isto
requer uma pesquisa experimental de vulto, a ser feita em laboratorio ou em estruturas prontas,
seja através de métodos ndo-destrutivos, como a esclerometria e o ultrassom, ou através da
extracdo de testemunhos de pequeno didmetro, para serem ensaiados a compressao.

Além disso, a resisténcia a compressao do concreto num elemento estrutural varia de
maneira aleatoria, de forma sistematica e em uma combinacdo de ambas (GUTSCHOW, 1995).

A variacdo aleatdria da resisténcia se deve ao processo de producdo do concreto, e ocorre
em qualquer situacdo, diminuindo com o aumento do rigor do controle de qualidade do processo
produtivo.

A variacdo sistemética da resisténcia a compressao do concreto € determinada pelo tipo de
elemento estrutural considerado. Os principais elementos estruturais, lajes, vigas e pilares,
possuem formas geométricas bem diferentes. Isto faz com que as condi¢des de langamento,
compactacdo e cura alterem-se significativamente de peca para peca, levando a uma variagéo
sistematica na resisténcia do concreto. A FIGURA 7.3, extraida por GUTSCHOW (1995) do
trabalho de BUNGEY (1989), mostra as curvas de variacdo da resisténcia do concreto ao longo
da altura de diversos elementos estruturais, determinadas por este ultimo autor, através da analise

de uma série de ensaios nao-destrutivos.
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FIGURA 7.3 — Variacdo da resisténcia do concreto ao longo da altura de diversos elementos
estruturais (BUNGEY, 1989, citado por GUTSCHOW, 1995, p. 16)

Nos trabalhos de GUTSCHOW (1995) e de BUNGEY(1989), sdo citados diversos
estudos sobre a variacdo da resisténcia do concreto ao longo dos elementos estruturais. Estes
estudos permitem formar uma idéia qualitativa, de como a resisténcia varia dentro da estrutura.
Contudo, normalmente os resultados obtidos s&o muito pouco numerosos, para que se possa fazer
uma determinacdo numeérica da distancia de correlacdo da resisténcia do concreto em lajes, vigas
e pilares.

Assim sendo, os estudos paramétricos foram realizados, em primeiro lugar, para valores
de by e b2 iguais a altura h da secdo transversal. Estes valores permitem que a resisténcia do
concreto varie tanto ao longo da altura, como ao longo do comprimento da peca estrutural.

Apos, foram realizados testes com valores de b: e b2 iguais a quatro vezes o valor da
altura h da secdo transversal. Estes valores produzem uma resisténcia & compressao praticamente
constante ao longo da altura da secdo, enquanto que uma variagéo ao longo do comprimento da

estrutura ainda é permitida.
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Finalmente estes resultados foram comparados com um modelo de correlacéo perfeita, ou
seja, uma distancia de correlacdo infinita, que produz valores constantes para fc ao longo de toda a
peca estrutural.

As FIGURAS de 7.4 a 7.6 ilustram o efeito que o aumento da distancia de correlagédo
exerce sobre a variabilidade do campo estocastico da resisténcia a compressdo do concreto. Este
concreto possui uma resisténcia média fom = 2,66 kN/cm? e um coeficiente de variagéo Vi = 0,15.

O campo foi gerado sobre uma regido retangular, com 500 cm de comprimento e 50 cm de altura.

FIGURA 7.5 — Campo estocastico de fc, com by = b, =200 cm



132

FIGURA 7.6 — Campo estocastico de fc, com bs = b, = 10.000 cm

7.2.2 - Propriedades da armadura

A resisténcia ao escoamento do aco fy, embora ndo afete o desempenho da estrutura sob
cargas de servigo, € um fator determinante da carga de ruptura de estruturas de concreto armado,
principalmente no caso de vigas subarmadas.

Entdo, a andlise da dispersdo desta variavel, através do estudo do seu coeficiente de
variacdo Vi, € importante para a determinacdo do grau de dispersdo da carga de ruptura de
estruturas, que rompem por escoamento da armadura.

O aco, sendo um material produzido em industria siderargica, sob um controle de
qualidade rigoroso, normalmente apresenta coeficientes de variacdo bastante inferiores aos do
concreto. Embora o coeficiente de variagdo da tenséo de escoamento costume variar de bitola
para bitola, sendo geralmente menor para as barras de maior didmetro, podem ser adotados os
valores basicos de Vy = 0,05, para agos com um bom controle de qualidade, e Vs = 0,10, para
acos com controle de qualidade ruim. Estes valores estdo de acordo com estudos sobre 0s acos
produzidos no Brasil feitos por FUSCO (1977).

Admitindo-se uma distribuicdo normal de probabilidade para a resisténcia ao escoamento
do aco, uma analise semelhante a que foi feita para o concreto pode ser feita para a armadura.
Assim, para um valor fixado da resisténcia caracteristica ao escoamento fy, um tipo de aco que
apresente uma maior dispersdo na fabricagdo (maior Vy), devera alcancar uma maior resisténcia
média ao escoamento fym, para garantir o limite minimo de escoamento, conforme se pode

deduzir da equacdo (7.4), dada por:
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f = fym (1-1645Vf, ), (7.4)
sendo Vi calculado por:
O f
Vi =—, (7.5)
v f
ym

onde Oy é 0 desvio padrdo da resisténcia ao escoamento do ago.

Nos testes parametricos serdo adotados valores de Vi = 0,05, e de Vi = 0,10, tanto para o
aco CA-50, como para 0 aco CA-60. A tensdo caracteristica de escoamento para 0 aco CA-50 é
especificada como sendo fyx = 50 kN/cm?, enquanto que para o ago CA-60 tem-se o0 valor de fyx =
60 kN/cm?.

Conforme dados apresentados por MIRZA e MacGREGOR (1979b), a variabilidade do
modulo de deformacdo longitudinal do acgo, Es, € pequena. Seu coeficiente de variacao, Ves, € da
ordem de 2% a 3%. Nos testes paramétricos serd empregado um valor médio para Es dado por
Esm = 20.000 kN/cm?, e um valor fixo para o coeficiente de variagdo Ves = 2,5%.

O valor de Es afeta 0 valor da rigidez da estrutura, sob cargas de servico, e influi na

definicdo da deformacéo que determina o inicio do escoamento do aco, &, dada por

f
E., =

y
. 7.6
YT E, (79)

7.2.3 - Propriedades geométricas

As variagdes das propriedades geométricas das estruturas de concreto decorrem das
diferencas existentes entre os valores especificados nos projetos (valores nominais), para as
dimensbes da secdo transversal e a posicdo das barras da armadura, e aqueles realmente
encontrados na obra finalizada.

As variagOes nas dimensdes da estrutura dependem do tamanho, da forma e da qualidade
das formas utilizadas, e, em parte, das operagdes de langcamento e vibragdo do concreto dentro
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das férmas. Portanto, dependem da qualidade do controle de execucdo adotado, e, por este
motivo, costumam variar de pais para pais.

Diversos autores tém se dedicado a quantificar a variabilidade das propriedades
geométricas em estruturas de concreto armado. A fim de se uma idéia da ordem de grandeza dos
valores encontrados, relacionam-se abaixo o0s resultados de pesquisas realizadas por MIRZA e
MacGREGOR (1982), sobre estruturas construidas no Estados Unidos e Canad4, e os de
UDOEYO e UGBEM (1995) sobre construgdes da Nigéria. Infelizmente, uma analise detalhada
sobre as variacBes geométricas encontradas nas estruturas construidas no Brasil ndo pode ser
localizada, na revisao bibliografica feita pelo autor.

Assim, as TABELAS 7.1 e 7.2 apresentam os resultados obtidos por MIRZA e
MacGREGOR (1982), para as variacOes geométricas em vigas e pilares. Estes autores
recomendam a adocdo de uma distribuicdo normal de probabilidade, para as variagfes das

dimensoes.

TABELA 7.1 — VariagOes das dimensdes de vigas: MIRZA e MacGREGOR (1982)

Variagdo das dimensdes das Construcéo de qualidade Construcgéo de excelente
vigas em relagdo aos valores média qualidade
nominais de projeto. (pecas moldadas in-loco) (pecas pré-moldadas)
Média Desvio padrédo Média | Desvio padrao
(cm) (cm) (cm) (cm)
Largura da alma (bw) +0,23 0,48 0,00 0,48
Altura total (h) -0,30 0,64 +0,30 0,41
Altura util (d) -0,48 1,27 +0,30 0,86
Espacamento dos estribos (s) 0,00 1,35 0,00 0,69
Espacamento entre vigas e vao 0,00 1,75 0,00 0,86
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TABELA 7.2 — Variag0Oes das dimens6es em pilares: MIRZA e MacGREGOR (1982)

Variacdo das dimensdes dos pilares em relacdo aos valores nominais de
projeto.

Construgdo de qualidade média| Meédia Desvio Padrédo
(pecas moldadas in-loco). (cm) (cm)
Altura total e largura +0,15 0,64
Cobrimento para um | Barras exteriores +0,81 0,43

pilar de 46 x 46 cm. | Barras interiores +0,10 2,01

A TABELA 7.3 contém os resultados obtidos na Nigéria por UDOEYO e UGBEM
(1995), para as variacdes dimensionais de vigas e pilares. Estes autores também recomendam a
utilizacdo da distribuicdo normal de probabilidade, para as variacdes de dimensdo das estruturas

de concreto armado.

TABELA 7.3 — VariacOes das dimensdes de vigas e pilares: UDOEYO e UGBEM (1995)

Descricdo da dimensdo do| Intervalo de Variagdo média | Desvio Padréo
elemento variagcdo nominal em relagéo ao (cm)
(cm) valor nominal
(cm)
Altura da secdo do pilar (h) 30-83 +0,039 0,369
Largura da secdo do pilar (b) 20-34 +0,079 0,549
Altura da secdo da viga (h) 34-115 +0,235 0,618
Largura da secdo da viga (bw) 23-40 +0,222 0,607
Altura util da viga (d) 41 -0,068 0,872

Na falta de dados de campo sobre as construgdes brasileiras, nos testes paramétricos sera
adotado o critério utilizado por OSTLUND (1991), para determinar o efeito das variacOes

geomeétricas na seguranca das estruturas.
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Considera-se que o valor médio da propriedade geométrica coincida com o seu valor
nominal de projeto. Admite-se ainda que uma dimensdo tenha um valor nominal, mais uma

tolerancia de construcéo, dada por: X *t, ondet é a tolerdncia de construcéo. Supde-se ainda,

que o desvio padrdo de X, que depende do nivel do controle de qualidade da construcdo, seja da
ordem de l.
2

Para um nivel de controle bom, uma tolerancia limite de até 1,00 cm é razoavel. Isto
resulta em um desvio padréo para a variacdo geométrica em torno de 0,50 cm. Este valor esta de
acordo com a ordem de grandeza dos valores do desvio padrdo apresentados nas tabelas acima.
Este critério também foi empregado nos trabalhos de VISMAN e ZILCH (1995) e de GOMES,
AWRUCH e ROCHA (1996).

Para um controle de qualidade fraco, tem-se uma tolerancia limite da ordem de 2,00 cm.
Ent&o, o desvio padrdo da variagdo dimensional seria da ordem de 1,00 cm. Este valor é bastante
superior aos encontrados nas tabelas acima, indicando um controle de qualidade inferior.

A posicdo das barras da armadura, que sdo referenciadas de forma fixa em relacdo aos
bordos extremos da secdo transversal, sofre uma variacdo semelhante aquela atribuida a altura h

da secdo transversal.
7.3-ESTUDO DE VIGAS

Para determinar o efeito da variabilidade das propriedades geométricas e dos materiais em
vigas, foram estudadas trés pecas. Estas vigas foram projetadas de acordo com as prescri¢fes da
NBR-6118/1980, possuem sec¢éo transversal retangular 20 cm x 50 cm, com 5,00 m de véo, e
encontram-se submetidas a uma carga uniformemente distribuida, conforme € ilustrado pela
FIGURA 7.7.
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FIGURA 7.7 — Geometria e carregamento das vigas VA, VB e VC, para testes parameétricos

A primeira viga, designada por VA, foi dimensionada para uma carga px = 10 kN/m, a
segunda viga, VB, foi calculada para uma carga px = 20 kN/m, e a terceira viga, VC, foi
projetada para uma carga de servico px = 40 kKN/m.

A TABELA 7.4 contém as propriedades mecénicas dos materiais, aco e concreto,
utilizadas nas analises das vigas VA, VB e VC. As equagdes que constam desta tabela foram
extraidas do Cédigo Modelo CEB-FIP 1990 (CEB, 1993), e transformadas para a unidade de
kN/cm?,

A TABELA 7.5 contém os resultados do dimensionamento das trés vigas para a flexao.

Nesta TABELA, a taxa geométrica de armadura longitudinal é dada por:

_As

“od (7.7)

P

Como todos os trés dimensionamentos resultaram em armadura simples, adotou-se uma
armadura superior, de montagem, As’ = 1,00 cm?, formada por 2 barras de 8 mm de didmetro, em

todos o0s casos.
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TABELA 7.4 — Propriedades mecéanicas dos materiais para as vigas

CONCRETO ARMADURA
fok = 2,00 kN/cm? Longitudinal: CA-50
fyk = 50 kN/cm?

fox ) Estribos: CA-60
fem = - (kN/cm?) _ )
(1 1’645VfC) fyk 60 kN/cm
2 , fo ,
fom = 0,14 (o )3 (kN/cm?) f (kN/cm?)

M (1-1,645Vy,)

E 2 150( f 1 ) Mddulo de Deformacédo Longitudinal:
" ( o )3 (e) Esm = 20.000 kN/cm?

TABELA 7.5 — Dimensionamento a flexdo das vigas VA, VB e VC

Viga Pk Pd As Yo,
(KN/m) (KN/m) (cm?) (%)
VA 10,00 14,00 2,24 0,24
VB 20,00 28,00 4,70 0,50
VC 40,00 56,00 10,78 1,15

Estas vigas foram dimensionadas ao esfor¢o cortante de forma a atingir a ruptura para
uma carga igual a sua resisténcia a flexdo. A TABELA 7.6 contém a tensdo convencional de
cisalhamento twq = V4 / bd, e a quantidade de armadura transversal (estribos) para as vigas VA,
VB e VC, que satisfazem o critério de dimensionamento anterior. Nesta TABELA, a taxa de

armadura transversal pw € dada por:

Asw (7.8)

Pw = H100sene
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sendo Asw a quantidade de armadura transversal em cm?/m, b a largura da viga em cm e a 0

angulo que os estribos formam com o eixo longitudinal da viga, no caso fixado igual a 90°.

TABELA 7.6 — Armadura transversal (estribos) para as vigas VA, VB e VC

Viga P Pk Vd Tid Pw Asw
(%) (kN/m) (kN) (kN/cm?) (%) (cm?/m)
VA 0,24 10,00 35,00 0,04 0,14 2,80
VB 0,50 20,00 70,00 0,07 0,14 2,80
VC 1,15 40,00 140,00 0,15 0,24 4,79

Para se ter uma idéia do comportamento mecénico destas vigas, foram realizadas anélises
até ser atingida a carga de ruptura, obtendo-se a resposta carga-deslocamento completa. Estes
resultados foram obtidos com uma anélise ndo-linear atraves do método dos elementos finitos.
Foram empregadas as propriedades mecénicas médias dos materiais, que constam da TABELA

7.7, e os valores nominais das dimensdes da secdo transversal.

TABELA 7.7 — Propriedades mecénicas médias dos materiais para as vigas VA, VB e VC

CONCRETO ARMADURA
Resisténcia a compressao: Longitudinal: CA-50
fem = 2,66 kN/cm? (Vi = 0,15) fym = 54,48 kN/cm? (Viy = 0,05)
Resisténcia a tragdo: Estribos: CA-60
ferm = 0,22 kN/cm? fym = 65,38 kN/cm? (Vs = 0,05)
Maodulo de Deformacéo Longitudinal: Maodulo de Deformacéo Longitudinal:
Ecm = 2.979 kN/cm? Esm = 20.000 kN/cm?

Nestas andlises foi empregada uma malha de 5x2 = 10 elementos isoparamétricos de oitos
nos, para discretizar metade da viga, aproveitando-se as condi¢fes de simetria de geometria,

propriedades e carregamento, quando possivel. Esta malha encontra-se ilustrada na FIGURA 7.8.
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FIGURA 7.8 - Malha de elementos finitos para metade da viga: simetria geral

Contudo, quando se considera a variabilidade das propriedades do concreto ao longo da
extensdo da viga, ndo ha mais simetria quanto as propriedades mecanicas dos materiais. Assim,
nos casos em que se utiliza 0 modelo de campo estocastico para representar as propriedades do
concreto, é necessario discretizar toda a viga, em uma malha de 10x2 = 20 elementos. A malha

empregada com o modelo de campo estocastico é apresentada na FIGURA 7.9.
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FIGURA 7.9 — Malha de elementos finitos para toda a viga: sem simetria

As curvas carga-deslocamento obtidas para as vigas VA, VB e VC encontram expostas
nas FIGURAS 7.10, 7.11 e 7.12.



141

20.00 pu = 20,13 kN/m
15.00 —
£
>
\x/ -
(1]
S k = 10,00 kN/m
2 1000 PRo=
o
©
I _
(@)]
]
O
5.00 —
0.00 \ \ \ \ \
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00

Flecha central (cm)

FIGURA 7.10 — Curva carga-deslocamento para a viga VA.
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FIGURA 7.11 - Curva carga-deslocamento para a viga VB.
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FIGURA 7.12 — Curva carga-deslocamento para a viga VC.

A fim de detectar a influéncia na resposta da viga da variabilidade de cada propriedade,
foram realizadas 250 simulacBes de Monte Carlo. Este numero de simulagGes mostrou-se
suficiente para atingir a convergéncia estatistica dos resultados, tanto para a flecha sob carga de
servico, como para a carga de ruptura. Em cada simulacdo a varidvel em estudo foi gerada
aleatoriamente, e a viga levada até a ruptura sob carregamento sempre crescente.

As variaveis aleatdrias cujas influéncias nos resultados foram analisadas, seus principais

parametros e distribuicdes de probabilidade adotadas encontram-se resumidos na TABELA 7.8.
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TABELA 7.8 — Parametros e distribuicdo de probabilidade das variaveis aleatorias analisadas,
para as vigas VA, VB e VC

Variavel | Unidade | Distribuicéo Média Desvio | Coef. de Valor
aleatoria de 1 Padrdo | Variagéo | caracteristico
Probabilidade o \Y Xk
fe kN/cm? Normal fem - 0,10
0,15 fok
0,20
fy kN/cm? Normal fym - 0,05 fyk
0,10
Es kN/cm? Normal Esm - 0,025 -
b cm Normal b nominal 0,50 - b nominal
1,00
h cm Normal h nominal 0,50 - h nominal
1,00

Os gréficos das FIGURAS 7.13 e 7.14 mostram a convergéncia estatistica do valor

esperado e do desvio padréo da flecha sob carga de servigo, respectivamente, para a viga VB.

Este grafico foi obtido considerando um concreto com coeficiente de variagdo Vfc = 0,15,

supondo-se que a resisténcia a compressdao assuma um valor constante ao longo de toda a

estrutura. As demais propriedades foram consideradas com seu valor médio.

Os graficos das FIGURAS 7.15 e 7.16 apresentam a convergéncia estatistica do valor

esperado e do desvio padrdo da carga de ruptura, respectivamente, para a viga VB. Na obtencéo

destes graficos foi admitido um coeficiente de variacdo para a tensdo de escoamento da armadura

Vfy = 0,05. As demais propriedades foram consideradas com seu valor médio.
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FIGURA 7.13 — Convergéncia estatistica do valor esperado da flecha central da viga VB
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FIGURA 7.14 — Convergéncia estatistica do desvio padrao da flecha central da viga VB
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FIGURA 7.15 - Convergéncia estatistica do valor esperado da carga de ruptura da viga VB
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FIGURA 7.16 — Convergéncia estatistica do desvio padrdo da carga de ruptura da viga VB
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A TABELA 7.9 relne os resultados obtidos para a viga VA, tanto em termos de flecha
sob carga de servigo, como para carga de ruptura, incluindo a influéncia da variabilidade das
propriedades do concreto, das propriedades da armadura e das dimensfes da secdo transversal.
Nesta TABELA, os simbolos ua e Va representam respectivamente o valor esperado e o
coeficiente de variacdo da flecha sob carga de servi¢co a. De modo analogo, os simbolos /s e Vr
designam o valor esperado e o coeficiente de variacdo da carga de ruptura da viga R,
correspondentemente.

O item 1 desta TABELA, Propriedades do concreto, mostra como a variagdo do
coeficiente de variagdo da resisténcia do concreto (Vi) afeta as estatisticas da flecha sob carga de
servico e da carga de ruptura. O valor de fe foi mantido fixo e foram considerados valores de Vic
iguais a 0,10, 0,15 e 0,20.

O item 2 desta TABELA, Campo estocastico, mostra a influéncia dos parametros bz e by,
que sdo proporcionais a distancia de correlagdo do campo estocastico, na distribui¢do da flecha
sob carga de servigo e da carga de ruptura da viga. O valor de fe foi mantido fixo e foi adotado
um coeficiente de variagdo Vi igual a 0,15. Foram considerados valores para os pardmetros b; e
b2 iguais a 50 cm, 200 cm e um valor infinito.

O item 3 desta TABELA, Propriedades da armadura, mostra como o coeficiente de
variacdo da resisténcia ao escoamento da armadura (V) afeta as estatisticas da flecha sob carga
de servico e da carga de ruptura. O valor de fyk foi mantido fixo, tanto para o agco CA-50, como
para 0 aco CA-60. Foram considerados valores de Vi iguais a 0,05 e 0,10. O coeficiente de
variacdo do médulo de deformacéo longitudinal do aco (Es) foi mantido constante e igual a 0,025.

O item 4 desta TABELA, Propriedades geometricas da secdo transversal, mostra como as
variacdes da largura (b) e da altura (h) afetam as estatisticas da flecha sob carga de servico e da
carga de ruptura. Foi admitido que os valores médios das dimens@es coincidem com 0s seus
valores nominais de projeto. Foram considerados valores de desvio padréo para estas dimensdes
iguais a 0,50 cm e 1,00 cm.

As TABELAS 7.10 e 7.11 contém os resultados dos testes paramétricos para as vigas VB
e VC, de forma respectiva. Estas TABELAS foram montadas da mesma forma que a TABELA

7.9, conforme descrito acima.
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TABELA 7.9 — Resultados dos testes paramétricos para a viga VA

Viga: VA

Taxa de armadura: p =0,24%

1.Propriedades do concreto

Vic 0,10 0,15 0,20
La (€M) 0,27 0,28 0,28
Va 0,48 0,59 0,68
R (KN/m) 19,55 19,42 19,29
VR 0,02 0,02 0,02
2. Campo estocastico
b1 = b2 (cm) 50 200 ©
La(Ccm) 0,26 0,25 0,28
Va 0,30 0,52 0,59
1R (KN/m) 19,35 19,23 19,42
VR 0,02 0,02 0,02
3. Propriedades da armadura
Viy 0,05 0,10 VEes = 0,025
La (cm) 0,19 0,19 Este valor permanece
Va 0,09 0,10 constante, enquanto
1= (KN/m) 19,52 21,13 Vi varia entre 0,05 e
Vi 0,04 0,08 0,10.
4. Propriedades geométricas da secéo transversal
ob (cm) 0,50 1,00 Os valores medios
1 (CM) 020 0.22 das dimensdes b e h
VA 0.30 0.43 coincidem com o0s
i (RNTm) 19.32 19.30 val?res nominais de
Vr 0,02 0,03 Projeto.
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TABELA 7.10 — Resultados dos testes paramétricos para a viga VB

Viga: VB Taxa de armadura: p =0,50%
1.Propriedades do concreto
Vic 0,10 0,15 0,20
La (Cm) 0,86 0,84 0,81
Va 0,07 0,10 0,16
1R (KN/m) 38,33 38,54 38,800
VR 0,01 0,01 0,02
2. Campo estocastico
b1 = b2 (cm) 50 200 0
La (cm) 0,84 0,85 0,84
Va 0,04 0,09 0,10
1= (KN/m) 38,32 38,44 38,54
VR 0,01 0,01 0,01
3. Propriedades da armadura
Viy 0,05 0,10 VEs = 0,025
La(cm) 0,84 0,84 Este valor permanece
Va 0,02 0,02 constante, enquanto
ur (KN/m) 38,37 41,90 Vs varia entre 0,05 e
Vi 0,04 0,09 0,10.
4. Propriedades geométricas da se¢éo transversal
ob (cm) 0,50 1,00 Os valores médios
1 (Cm) 084 0.84 das dimensdes b e h
Vi 0,04 0.09 coincidem com o0s
i (RNTm) 3845 3851 vaI(.)res nominais de
VR 0,01 0,02 Projete
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TABELA 7.11 - Resultados dos testes paramétricos para a viga VC

Viga: VC Taxa de armadura = 1,15%
1.Propriedades do concreto
Ve 0,10 0,15 0,20
Lia (CM) 1,14 1,11 1,10
Va 0,04 0,07 0,09
1R (KN/m) 78,12 79,53 80,88
VR 0,01 0,02 0,03
2. Campo estocastico
b1 = b2 (cm) 50 200 0
Lia (cM) 1,11 1,11 1,11
Va 0,02 0,05 0,07
4= (KN/m) 78,88 79,29 79,53
VR 0,02 0,02 0,02
3. Propriedades da armadura
Viy 0,05 0,10 VEes = 0,025
La (cm) 1,11 1,10 Este valor permanece
Va 0,02 0,02 constante, enquanto
1= (KN/m) 79,16 85,97 Viy varia entre 0,05 e
Vi 0,04 0,08 0.10.
4. Propriedades geométricas da se¢éo transversal
ob (cm) 0,50 1,00 Os valores médios
1% (cm) 1.10 1.10 das dimensdes b e h
V. 0.03 0.06 coincidem com o0s
T (KNI 79.63 7971 vaIcIJres nominais de
VR 0,01 0,03 Projete
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7.4 — ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS PARA AS VIGAS

7.4.1 — Flecha sob carga de servico das vigas

A variabilidade das propriedades do concreto, dentre todos os pardmetros considerados, é
0 que mais afeta a distribuicdo da flecha sob carga de servigo.

Para um mesmo valor de fc, aumentando-se o coeficiente de variacdo Vs, 0 que resulta
em um valor maior para fem, 0 valor esperado da flecha, 1 ou E[a], para a viga VA manteve-se
estavel, enquanto que para as vigas VB e VC este valor diminuiu ligeiramente. A evolucdo da
relacdo E[a] / ac com o aumento da carga, onde a, € flecha correspondente a analise com as
propriedades médias do concreto, é apresentada nas FIGURAS 7.23, 7.24 e 7.25, para as vigas

VA, VB e VC, respectivamente.
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FIGURA 7.23 — Relacdo E[a] / ao x carga, para a viga VA
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FIGURA 7.24 - Relagdo E[a] / ao x carga, para a viga VB
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FIGURA 7.25 - Relagéo E[a] / ao x carga, para a viga VC
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Observa-se que, & exce¢do do entorno da carga de fissuracdo, a relagdo E[a] / a, mantém-
se proxima da unidade. Os afastamentos de E[a] / a0 em relacdo a unidade diminuem com o
aumento da taxa de armadura longitudinal, sendo maiores para a viga VA, que possui uma baixa
taxa de armadura.

Conclui-se, entdo, que a resposta da estrutura obtida com as propriedades médias dos
materiais e os valores nominais das dimensfes da secdo transversal é uma boa estimativa, para o
valor esperado da resposta da estrutura. Porém, deve-se atentar para o fato de que, nas
vizinhancas da carga de fissuracao, a relacdo E[a] / a, tende a ser maior que a unidade.

Para as trés vigas, o valor do coeficiente de variagéo da flecha central Va aumenta com o
crescimento de V. Contudo, observa-se que os valores de Va sdo muito maiores para a viga VA
do que para as vigas VB e VC. Este fendbmeno pode ser explicado pelo fato de que, para a viga
VA, a carga de servi¢co encontra-se muito proxima da carga de fissuracdo da viga, conforme se
pode observar na FIGURA 7.10. Assim, em uma dada simulacdo a flecha sob carga de servico
sera obtida com a viga trabalhando no Estadio |, secdo ndo-fissurada, enquanto que para outra,
dependendo das propriedades geradas aleatoriamente, a flecha serd determinada no Estadio I,
com a viga fissurada em diversos pontos. Esta oscilacdo entre o Estadio | e o Estadio Il, gera uma
maior dispersdo nos resultados.

Observando as FIGURAS 7.11 e 7.12, nota-Se que a carga de servigo das vigas VB e VC
¢ bastante superior a sua carga de fissuracdo, sendo, entdo, a flecha sob carga de servigo
determinada sempre no Estadio I, com a fissuragéo ja estabilizada, e por isso apresentando um
menor coeficiente de variacdo para a.

Além disso, € interessante notar que o coeficiente de variagdo para a flecha nédo
permanece constante durante a evolugdo do carregamento da viga. O seu valor € menor nos
estagios iniciais de carregamento, quando a viga funciona praticamente no Estadio I, cresce
bastante nas imediacdes da carga de fissuracdo, e diminui na medida em que a fissuracdo avanca
e a viga aproxima-se do escoamento da armadura. Este fendmeno pode ser observado para as
vigas VA, VB e VC, através das FIGURAS 7.26, 7.27 e 7.28, respectivamente.
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FIGURA 7.26 — Evolucao de Va com o aumento da carga, para a viga VA
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FIGURA 7.28 - Evolucdo de Va com o aumento da carga, para a viga VC

Quanto a distancia de correlagdo do campo estocastico de fc, percebe-se que o valor
esperado da flecha central sob carga de servico ndo sofre alteracdes significativas, quando os
parametros b1=b2 assumem os valores de 50 cm, 200 cm e um valor infinito. Por outro lado, o
coeficiente de variagdo da flecha sob carga de servigco cresce com o aumento da distancia de
correlacdo. Este fato indica que a adocdo da hipotese de correlagdo perfeita no espago, para a
resisténcia a compresséo do concreto, deve produzir resultados conservadores quanto a seguranca
em relacdo ao Estado Limite de Utilizacdo por deformacao excessiva. A dispersdo dos valores de
a diminui com o aumento da taxa de armadura longitudinal p.

A variacdo das propriedades da armadura praticamente ndo altera o valor esperado da
flecha central sob carga de servigo. A excecdo da viga VA, em que a variagio de Es produziu
coeficiente de variacdo para a flecha em torno de 10%, para as vigas VB e VC, o coeficiente de
variacdo da flecha ficou em torno de 2%. Estes valores sdo bastante inferiores aos produzidos
pela variagcdo das propriedades do concreto.

Embora ndo afetem em muito o valor esperado da flecha central sob carga de servico, as
variacOes das dimensdes da secdo transversal fazem com que o seu coeficiente de variacéo

cresca. Este efeito diminui com o aumento da taxa de armadura.
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7.4.2 — Carga de ruptura das vigas

Os parametros da distribuicdo de probabilidade da tensdo de escoamento da armadura, fy,
sdo as variaveis que mais influem na determinacdo da distribuicdo de probabilidade da carga de
ruptura da viga.

A dispersdo das propriedades do concreto ndo afeta significativamente, nem o valor
esperado ( maior variacdo por volta de 2%, em relacdo ao valor obtido com as propriedades
médias), nem o coeficiente de variacdo (que se mantém em torno de 2%), da carga de ruptura das
vigas, pois as mesmas foram projetadas para terem uma ruptura dactil, controlada pelo
escoamento da armadura.

A variabilidade de fy tem bastante influéncia na carga de ruptura de vigas de concreto
armado projetadas como subarmadas ou normalmente armadas, segundo a NBR-6118/1980. Para
0 aco CA-50, com fy = 50 kN/cm?, quando se passa de um coeficiente de variagdo Vs = 0,05,
para Vi, =0,10, a resisténcia média deve crescer de fyn = 54,48 kN/cm?, para fym = 59,84 kN/cm?,
um acréscimo de cerca de 10%. O valor esperado da carga de ruptura da viga, ur, também sofre
um acréscimo proporcional, em torno de 9%. Quando Vs dobra, o coeficiente de variacdo da
carga de ruptura, Vg, também dobra, passando de Vr = 0,04, para Vr = 0,08.

O efeito das variacdes sofridas pelas dimensdes da secdo transversal na distribuicdo da
carga de ruptura das vigas é pequeno. O valor esperado da carga de ruptura praticamente nao se
altera, quando se passa de um desvio padréo para as dimensdes b e h de 0,50 cm para 1,00 cm. O

coeficiente de variagdo oscila entre um minimo de 1% e um méaximo de 3%.

7.5—-ESTUDO DE PILARES MODERADAMENTE ESBELTOS

Trés pilares moderadamente esbeltos fora analisados, para estudar o efeito da
variabilidade das propriedades geométricas e dos materiais na resposta destas estruturas. Estes
pilares, birrotulados, foram projetados de acordo com as prescri¢des da norma NBR- 6118/1980.
Sendo designados por PA, PB e PC, tém secéo transversal quadrada de 30 cm x 30 cm, com 6,00
m de vao, e foram submetidos a duas cargas concentradas em seus apoios extremos, com uma

excentricidade de 1° ordem igual a 3 cm (e1/ h = 0,10), conforme é mostrado na FIGURA 7.17.
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FIGURA 7.17 — Pilar moderadamente esbelto, para testes paramétricos

Estes pilares possuem uma relagdo L / h = 20, e um indice de esbeltez 4 = 69,28,
podendo ser considerados como pilares moderadamente esbeltos, para os quais os efeitos de 2°
ordem podem ser considerados de forma simplificada, segundo a NBR-6118/1980.

A TABELA 7.12 contém as propriedades mecanicas dos materiais aco e concreto,

utilizadas nos testes paramétricos.

TABELA 7.12 — Propriedades mecanicas dos materiais para os pilares PA, PB e PC

CONCRETO ARMADURA
fo« = 3,00 kN/cm? Longitudinal: CA-50
fyk = 50 kN/cm?

foy Estribos: CA-60
fom = £ (kN/cm?)
(1-1,645Vy,) fyx = 60 kN/cm?
fon =014 (f )2 (KN/em?) f e (KN/cm?)
=Y, 3 cm = cm
ctm ck ym (1 _ 1,645ny)
1 Maodulo de Deformacéo Longitudinal:

Eem= 2-150(fcm )§ (kN/em?) Esm = 20.000 kN/cm?
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Os pilares foram projetados para cargas caracteristicas diferentes, mantendo-se constante
a relacdo ei/h =0,10. Assim, o pilar designado como PA, foi dimensionado para uma carga
caracteristica Pk = 675 kN, o pilar PB foi calculado com uma carga Pk = 850 kN, e o pilar PC foi
projetado para a carga Pk = 1150 kN.

A excentricidade de 2" ordem (e;) foi determinada de forma simplificada, de acordo com o
item 4.1.1.3C, da NBR-6118/1980, a partir da expressao:

f
, 10,0035+
L, E

= S 7.9
27790| (v+05)n 79

onde L. € o comprimento de flambagem do pilar, no caso igual a 600 cm, fyd € a tenséo de
escoamento de célculo da armadura, Es € o0 mddulo de deformacéo longitudinal do ago e v é o

esforco normal reduzido, dado por

I:)d
Ac fcd |

V= (7.10)

sendo Pq a forga normal de calculo, Ac a area da segdo transversal de concreto e fcd a resisténcia
a compressdo de calculo do concreto. Na equacgéo (7.9), h é o lado da se¢éo transversal paralelo a
direcdo de es.

A TABELA 7.13 mostra os principais dados e resultados do dimensionamento dos pilares
PA, PB e PC, a flexo-compressdo normal. Nesta tabela, o simbolo p representa a taxa de

armadura longitudinal total do pilar, dada por
D _A , (7.11)
A

onde As € a area de aco total da secéo transversal.
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TABELA 7.13 — Dados do dimensionamento dos pilares PA, PB e PC,

a flexo-compressao normal

Pilar Pk (KN) Pg (kN) e1 (cm) ez (cm) As (cm?) 0 (%)
PA 675 945 3,00 6,68 7,20 0,80
PB 850 1190 3,00 5,98 13,50 1,50
PC 1150 1610 3,00 5,01 27,00 3,00

A armadura transversal foi determinada de modo a garantir a protecdo contra a
flambagem das barras longitudinais, adotando-se Asw = 3,93 cm?m, formada por estribos e
grampos de 5 mm de didmetro, espacados a cada 15 cm. Esta armadura transversal foi mantida
constante para todos os pilares.

As FIGURAS 7.18, 7.19 e 7.20, mostram as curvas carga-deslocamento para os pilares
PA, PB e PC, obtidas em uma anélise ndo-linear. Foram empregadas as propriedades mecanicas
médias dos materiais, que constam da TABELA 7.14, e os valores nominais das dimens@es da

secdo transversal. Nestas analises foi utilizada a malha de elementos finitos da FIGURA 7.8.

TABELA 7.14 - Propriedades mecanicas médias dos materiais para os pilares PA, PB e PC

CONCRETO ARMADURA
Resisténcia a compressao: Longitudinal: CA-50
fem = 3,98 kN/ecm? (Vi = 0,15) fym = 54,48 kN/cm? (Viy = 0,05)
Resisténcia a tracao: Estribos: CA-60
ferm = 0,22 kN/cm? fym = 65,38 kN/cm? (Vs = 0,05)
Mddulo de Deformacéo Longitudinal: Mddulo de Deformacéo Longitudinal:
Ecm = 2.979 kN/cm? Esm = 20.000 kN/cm?

As variaveis aleatorias cujas influéncias nos resultados foram estudadas, para os pilares
PA, PB e PC, tém os seus principais parametros e distribuicGes de probabilidade apresentados na
TABELA 7.15.
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FIGURA 7.18 — Curva carga-deslocamento para o pilar PA
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FIGURA 7.19 - Curva carga-deslocamento para o pilar PB
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FIGURA 7.20 — Curva carga-deslocamento para o pilar PC
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TABELA 7.15 — Parametros e distribuicdes de probabilidade das variaveis aleatorias

analisadas, para os pilares PA, PB e PC

Variavel | Unidade | Distribuicdo Meédia Desvio | Coef. de Valor
aleatoria de 7 Padrdo | Variagdo | caracteristico
Probabilidade o \Y Xk
fc kN/cm? Normal fem - 0,10
0,15 fex
0,20
fy kN/cm? Normal fym - 0,05 fyk
0,10
Es kN/cm? Normal Esm - 0,025 -
b cm Normal b nominal 0,50 - b nominal
1,00
h cm Normal h nominal 0,50 - h nominal
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Assim como no caso das vigas, para os pilares também foram realizadas 250 simulagdes
de Monte Carlo. Este nimero de simulagdes mostrou-se suficiente, para atingir-se a convergéncia
estatistica dos resultados, para cada uma das propriedades cuja variabilidade foi estudada.

Os graficos das FIGURAS 7.21 e 7.22 mostram a convergéncia estatistica do valor

esperado e do desvio padrdo da carga de ruptura do pilar PB, para um concreto com fe« = 3,00
kN/cm? e Vi = 0,20.
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FIGURA 7.21 — Convergéncia estatistica do valor esperado da carga de ruptura do pilar PB
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FIGURA 7.22 — Convergéncia estatistica do desvio padrdo da carga de ruptura do pilar PB

As TABELAS 7.16, 7.17 e 7.18 relinem os resultados obtidos para os pilares PA, PB e
PC, para a carga de ruptura, incluindo a influéncia da variabilidade das propriedades do concreto,
das propriedades da armadura e das dimensbes da segdo transversal. Nestas TABELAS, os
simbolos /& e Vr designam o valor esperado e o coeficiente de variacdo da carga de ruptura do
pilar R, respectivamente.

O item 1 destas TABELAS, Propriedades do concreto, mostra como a variagdo do
coeficiente de variagao da resisténcia do concreto (Vi) afeta as estatisticas da carga de ruptura. O
valor de fck foi mantido fixo e foram considerados valores de Vi iguais a 0,10, 0,15 e 0,20.

O item 2 destas TABELAS, Campo estocastico, mostra a influéncia dos parametros b; e
b2, que sdo proporcionais a distancia de correlacdo do campo estocastico, na distribuicéo da carga
de ruptura do pilar. O valor de fe foi mantido fixo e foi adotado um coeficiente de variacdo Vi
igual a 0,15. Foram considerados valores para os parametros by e b iguais a 30 cm, 120 cm e um
valor infinito.

O item 3 destas TABELAS, Propriedades da armadura, mostra como o coeficiente de
variacdo da resisténcia ao escoamento da armadura (V) afeta as estatisticas da carga de ruptura

do pilar. O valor de fyk foi mantido fixo, tanto para o ago CA-50, como para 0 aco CA-60. Foram
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considerados valores de Vi iguais a 0,05 e 0,10. O coeficiente de variagdo do modulo de
deformacéo longitudinal do aco (Es) foi mantido constante e igual a 0,025.

O item 4 destas TABELAS, Propriedades geométricas da secdo transversal, mostra como
as variacgoes da largura (b) e da altura (h) afetam as estatisticas da carga de ruptura do pilar. Foi
admitido que os valores médios das dimensdes coincidem com os seus valores nominais de
projeto. Foram considerados valores de desvio padrdo para estas dimensdes iguais a 0,50 cm e
1,00 cm.

TABELA 7.16 — Resultados dos testes paramétricos para o pilar PA

Pilar: PA Taxa de armadura p = 0,80%
1.Propriedades do concreto
Ve 0,10 0,15 0,20
1R (KN) 1920,50 2063,40 2237,00
VR 0,08 0,13 0,17
2. Campo estocastico
b1 = bz (cm) 30 120 0
1w (KN) 1962,70 1999,10 2063,4000
VR 0,04 0,09 0,13
3. Propriedades da armadura
Vi 0,05 0,10 Ves = 0,025, é fixo,
4R (KN) 2062,50 2062,50 enquanto Vi varia.
Vr 0,00 0,00
4. Propriedades geométricas da sec¢éo transversal
ob (cm) 0,50 1,00 Os valores médios de
7r (KN) 2062.70 2067.10 b e h sdo iguais aos
Vi 0.03 0.06 valores nominais
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TABELA 7.17 — Resultados dos testes paramétricos para o pilar PB

Pilar: PB Taxa de armadura p = 1,50%
1.Propriedades do concreto
Vic 0,10 0,15 0,20
4R (KN) 2101,50 2280,00 2430,90
VR 0,07 0,11 0,15
2. Campo estocastico
b1 = bz (cm) 30 120 0
1w (KN) 2178,20 2211,90 2280,00
VR 0,04 0,08 0,11
3. Propriedades da armadura
Viy 0,05 0,10 Ves = 0,025, é fixo,
1R (KN) 2277,70 2278,10 enquanto Vi varia.
Vr 0,01 0,01
4. Propriedades geométricas da sec¢do transversal
ob (cm) 0,50 1,00 Os valores medios de
T (KN) 274,80 2277.10 b e h sdo iguais aos
Va 0.02 0.05 valores nominais
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TABELA 7.18 — Resultados dos testes paramétricos para o pilar PC

Pilar: PC Taxa de armadura p = 3,00%
1.Propriedades do concreto
Vic 0,10 0,15 0,20
4R (KN) 2601,50 2752,40 2967,4000
VR 0,06 0,09 0,13
2. Campo estocastico
b1 = bz (cm) 30 120 0
1R (KN) 2664,20 2705,90 2752,40
VR 0,03 0,06 0,09
3. Propriedades da armadura
Viy 0,05 0,10 Ves = 0,025, é fixo,
1R (KN) 2766,60 2766,30 enquanto Vi varia.
Vr 0,01 0,01
4. Propriedades geométricas da sec¢do transversal
ob (cm) 0,50 1,00 Os valores medios de
T (KN) 2769,70 2760,00 b e h sdo iguais aos
Va 0.02 0.03 valores nominais
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7.6 — ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS PARA OS PILARES

7.6.1 — Resposta carga-deslocamento dos pilares

Para os pilares analisados, que trabalham sob flexo-compressdo normal do inicio do
carregamento até a ruptura, a variabilidade das propriedades do concreto mostrou-se como o fator
determinante da distribuicdo da resposta estatica da estrutura.

E interessante analisar o que ocorre com a variabilidade da resposta da estrutura, na
medida em que o carregamento cresce. As FIGURAS 7.29, 7.30 e 7.31 mostram a evolugéo da
relagdo entre o valor esperado da flecha, E[a], e a,, com 0 aumento da carga, para os pilares PA,
PB e PC, de forma respectiva. Aqui, a, representa o valor da flecha central do pilar, obtido com o

emprego das propriedades médias dos materiais e 0s valores nominais das dimensées b e h.
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FIGURA 7.29 - Relagdo E[a] / a x for¢a normal, para o pilar PA
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FIGURA 7.31 - Relagéo E[a] / a0 x for¢a normal, para o pilar PC
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Nas FIGURAS 7.29, 7.30 e 7.31, observa-se que a relagcdo E[a]/a, tende a afastar-se da
unidade, na medida em que a forga normal cresce. Isto pode ser explicado pelo fato de quanto
mais avancgado for o estagio de carregamento, maior serd a ndo-linearidade do diagrama tenséo-
deformacdo do concreto comprimido, resultando numa maior dispersdo dos resultados. Estas
consideracdes sdo validas para a relacdo e1/h = 0,10, para a qual a totalidade da secéo transversal
permanece comprimida até as imediacgdes da ruptura.

As FIGURAS 7.32, 7.33 e 7.34 mostram que o coeficiente de variacdo da flecha Va
também cresce na medida em que a forca normal aumenta, fendbmeno explicado pelas mesmas

razdes expostas acima.
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FIGURA 7.32 - Evolucédo de Va com o aumento da forga normal, para o pilar PA



o da flecha central

Coeficiente de varia

FIGURA 7.33

o da flecha central

Coeficiente de varial

0.50 —

0.40 —

0.30

0.20 —

0.10 —

Pilar PB
—O— Vic=0,10
—@— Vic=0,15
—K— Vic=0,20

M

0.00

400 800 1200 1600
Forca normal (kN)

- Evolucédo de Va com o aumento da forga normal, para o pilar PB

0.50 —

0.40 —

0.30

0.20

0.10 —

Pilar PC
—— Vic=0,10
—@— Vic=015
—K— Vic=0,20

0.00

400 800 1200 1600 2000
Forca normal (kN)
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7.6.2 — Carga de ruptura dos pilares

Mantendo o f« constante, e fazendo crescer o coeficiente de variacdo Vi, e,
consequentemente, aumentando-se a resisténcia média fecm, 0 valor esperado da carga de ruptura
do pilar & cresce, porém o coeficiente de variacdo da carga de ruptura Vs tambem cresce. Este
efeito diminui com 0 aumento da taxa de armadura p.

O valor esperado da carga de ruptura zr € o coeficiente de variagdo da carga de ruptura
VR crescem com o aumento da distancia de correlagdo do campo estocéstico de fc. Contudo,
quando se passa de um valor para o parametro bi=b,= 30 cm, para b1=b,= oo, a carga de ruptura
média aumenta em torno de 5%, enquanto que o coeficiente de variacdo triplica de valor. Por
este motivo, a consideracdo da correlacdo perfeita do campo estocéstico de fc no espaco é uma
hipotese mais conservadora, no que se refere a seguranca do pilar em relacdo ao Estado Limite
Ultimo.

Como a ruptura dos pilares é controlada pelo esmagamento do concreto, sem que 0 ago
atinja a sua tensdo de escoamento, pelo menos para a relagéo ei/h considerada, variagcdes da
tensdo de escoamento do aco fy, e pequenas variagdes do modulo de deformacdo longitudinal Es,
praticamente ndo causam variacdes na carga de ruptura dos pilares.

Tomando para o valor medio das propriedades geométricas o seu valor nominal de
projeto, sendo a variagdo média nula, as variacbes das dimensdes da secdo transversal
praticamente ndo afetam o valor esperado da carga de ruptura z&. No entanto, o coeficiente de
variacdo da carga de ruptura Vg cresce com o0 aumento do desvio padrdo das dimensfes da secéo
transversal. Quando o desvio padréo das dimensdes dobra, o coeficiente de variagdo da carga de
ruptura praticamente também dobra. O efeito das variagdes geométricas diminui com o aumento

da taxa de armadura p do pilar.
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8 — APLICACOES

8.1 - INTRODUCAO

A finalidade deste capitulo é apresentar algumas das possiveis aplicacdes do modelo
desenvolvido neste trabalho, para a analise probabilistica de estruturas planas de concreto
armado, através do método dos elementos finitos.

Sdo estudados vigas e pilares projetados de acordo com 0s critérios da norma NBR-
6118/1980, “Projeto e Execucdo de Obras em Concreto Armado” (ABNT, 1980). Foram
consideradas as variabilidades existentes nas propriedades dos materiais, aco e concreto, e nas
dimensdes da se¢do transversal, em uma construgdo com um controle de qualidade médio.

De forma preliminar, € apresentada a definicdo do indice de confiabilidade (. Este
parametro permite avaliar o grau de seguranca oferecido pelos critérios de projeto da NBR-
6118/1980, em relagio a um Estado Limite Ultimo, por exemplo, para diversas estruturas. Ent&o,
é possivel realizar comparacdes entre os niveis de confiabilidade alcancados em cada uma delas.

Inicialmente sdo analisadas 3 vigas biapoiadas sob carga uniforme, de mesma secéo
transversal e mesmo vao, projetadas para 3 niveis de carga diferentes, o que resulta em taxas de
armadura distintas. S&o determinadas as distribuicdes de probabilidade para a flecha sob carga de
Servico, e para a carga de ruptura da viga. Estes resultados s&o comparados com as prescri¢des de
projeto da norma NBR-6118/1980, tanto para os Estados Limites de Servigo, como para 0s
Estados Limites Ultimos. Também é feita uma analise de confiabilidade, quanto ao Estado Limite
Ultimo, para uma distribuico de carregamento hipotética.

Os pilares costumam ser as pecas estruturais de maior responsabilidade no projeto
estrutural de um edificio de concreto armado. Com o objetivo de avaliar o nivel de seguranca
atingido no projeto de pilares de concreto armado, segundo a NBR-6118/1980, foram analisados
ao todo vinte e sete pilares, de mesma secdo transversal, com as mais variadas combinagdes de
esbeltez, taxa de armadura e excentricidade de primeira ordem.

Estas analises fornecem linhas gerais sobre o comportamento de vigas e pilares de
concreto armado no que se refere a seguranca, tanto quanto aos Estados Limites de Servico, como
para os Estados Limites Ultimos. Contudo, as mesmas nio tém como finalidade esgotar o
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assunto, ou estabelecer conclus6es definitivas sobre o tema. Para ser atingido este objetivo seriam
necessarias analises muito mais numerosas, e com a consideracdo das mais variadas combinagdes
de geometria, propriedades dos materiais e carregamento. Trabalho de tal vulto, no entanto, foge

do escopo desta tese.
8.2 — INDICE DE CONFIABILIDADE B
Definindo-se a variavel aleatoria margem de seguranca M (ANG e TANG, 1984), como
sendo a diferenca entre a resisténcia (carga de ruptura), R, da estrutura e a acdo, S, a qual a
estrutura é submetida, ou seja,
M=R-S, (8.1)
uma vez fixadas as distribuicdes de R e de S, € possivel determinar a distribui¢do da variavel M.
Se a distribuicdo de probabilidade de R for normal, a distribuicdo de probabilidade de S

também for normal, e, além disso, as variaveis R e S forem estatisticamente independentes, tem-

se que o valor esperado da margem de seguranca s, sera dado por:

My = HR — Hs, (8.2)

e que o desvio padrdo da margem owm Sera obtido a partir da expresséo:

Om =V OR 2+c752 : (8.3)

E possivel ainda definir uma variavel aleatéria normal padronizada para a margem de

seguranca, com média zero e desvio padrdo unitario através da equacéo:

m=— "M (8.4)
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O inicio da regido de falha ou ruptura ocorre quando a margem de seguranca M anula-se,

ou seja, para uma margem de seguranca padronizada m igual a:

(8.5)

A distancia deste ponto até o valor médio de m, ou seja, m = 0,00, tomada em valor
absoluto, € um indicativo do grau de seguranca contra a falha ou ruina da estrutura, e é designada

por indice de confiabilidade 3, dado por:
ﬁ: ‘U_M (8.6)

A partir da FIGURA 8.1, observa-se que a probabilidade de falha para uma estrutura, que
possua uma varidvel margem de seguranca padronizada de distribuicdo normal, seréd calculada

atraves da equacdo:

P =0(- ), 8.7)

onde @ ¢ a func¢do distribuicdo normal de probabilidade acumulada da variavel m.

Conclui-se, entdo, que quanto maior for o indice de confiabilidade de uma estrutura, em
relacdo a um certo Estado Limite, menor sera a sua probabilidade de falha em relagcdo a este
Estado Limite. Este parametro é util, portanto, para poder comparar o nivel de seguranca atingido
no projeto de diversas estruturas com relagéo a um determinado Estado Limite.

Neste trabalho, o indice de confiabilidade [, conforme definido acima, serd empregado
para avaliar o nivel de seguranca, em relacdo ao Estado Limite Ultimo, de vigas e pilares de

concreto armado, projetados de acordo com as prescricdes da norma NBR-6118/1980.
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FIGURA 8.1 — Variavel aleatoria margem de seguranca padronizada m, de distribui¢cdo normal,

e indice de confiabilidade {3

8.3 — ANALISE PROBABILISTICA DE VIGAS ISOSTATICAS

Para exemplificar o efeito da variabilidade das propriedades geométricas e dos materiais
sobre a seguranca em relacdo aos Estados Limites de Servico, e aos Estados Limites Ultimos,
foram estudadas trés vigas de concreto armado. Estas vigas, biapoiadas, de secdo transversal
retangular 12 cm x 40 cm, com 4,00 m de vao, foram submetidas a uma carga uniformemente
distribuida, conforme é ilustrado pela FIGURA 8.2.

Estas vigas foram denominadas de V1, V2 e V3. O projeto destas pecas foi feito de
acordo com as especificagdes da norma NBR-6118/1980, “Projeto e Execucdo de Obras em
Concreto Armado”. Foram utilizadas cargas de servigco px = gk + Qk, sendo a carga permanente gk
e a carga acidental gk, respectivamente iguais a 10 kN/m, 15 kN/m e 20 kN/m. Para as trés vigas
foi estabelecida uma relacéo gk /(gk+qx) = 0,75.

As propriedades mecanicas dos materiais, utilizadas nas analises das vigas V1, V2 e V3,
sdo apresentadas na TABELA 8.1.
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P=9g+q
YV IYIYIYIY I I IYIY Yy
T s 400 B
2¢8,0 estribos:
Q D S gD ¢ 5,0 c/18 (22x)
¥ As = Variavel 9
RE

FIGURA 8.2 — Viga biapoiada sob carga distribuida, de secao retangular,
para analise probabilistica

TABELA 8.1 — Propriedades mecénicas dos materiais para as vigas V1, V2 e V3

CONCRETO ARMADURA

fok = 2,00 kN/cm? Longitudinal: CA-50
fyk = 50 kN/cm?

foy Estribos: CA-60
fom = £ (kN/cm?)
(1-1,645Vy,) fyx = 60 kN/cm?
2 fo
foum =014 (fy )3 (kN/cm?) f Y (kN/cm?)

M (1-1,645V,)

E 2 150( f 1 ) Mddulo de Deformacéo Longitudinal:
o ( o )3 (kNlcm ) Esm = 20.000 kN/CI’]’]2
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A TABELA 8.2 contém os resultados do dimensionamento das trés vigas para a flexao.
Como todos os trés dimensionamentos resultaram em armadura simples, adotou-se uma armadura

superior, de montagem, formada por 2 barras de 8 mm de didmetro, para todas as vigas.

TABELA 8.2 — Dimensionamento a flexdo das vigas V1, V2 e V3

Viga Pk Pd As Yo,
(KN/m) (KN/m) (cm?) (%)
V1 10,00 14,00 1,88 0,42
V2 15,00 21,00 2,97 0,67
V3 20,00 28,00 4,19 0,94

A TABELA 8.3 contém os resultados do dimensionamento ao esforgo cortante, para
estribos verticais, para as vigas V1, V2 e V3, para as mesmas cargas com que foi feito o

dimensionamento a flexao.

TABELA 8.3 — Dimensionamento ao esforgo cortante para as vigas V1, V2 e V3

Viga P Pk Vd Twd Pw Asw
(%) (KN/m) (kN) (kN/cm?) (%) (cm?m)

vVl | 042 10,00 28,00 0,06 0,14 1,68

V2 0,67 15,00 42,00 0,10 0,14 1,68

V3 | 094 20,00 56,00 0,13 0,18 2,15

Como a NBR-6118/1980 limita o espacamento dos estribos em d / 2, onde d ¢ a altura util
da sec&o transversal, foram adotados estribos de 5 mm a cada 18 cm, o que equivale a 2,18 cm? /
m, cobrindo satisfatoriamente as armaduras determinadas pelo célculo.

A verificacdo dos Estados Limites de Servico, de Deformacdo Excessiva e de Abertura
Excessiva de Fissuras, foi feita considerando-se o funcionamento da viga no Estadio Il puro.

Entdo, foi admitido que os materiais, aco e concreto, trabalham no regime elastico linear, e a
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contribuigdo do concreto tracionado para a rigidez da viga ndo foi considerada, de acordo com as
recomendagdes da NBR-6118/1980.

Segundo o Anexo da norma NBR-7197/1989, “Projeto de Execucdo de Estruturas em
Concreto Protendido” (ABNT, 1989), que altera algumas disposicdes da NBR-6118/1980, a
verificacdo do Estado Limite por Deformacdo Excessiva deve ser feita para a combinagédo quase-
permanente das acOes. Esta combinacéo inclui a totalidade da carga permanente gk, € uma parcela
w2 Qk, da carga variavel, sendo y» um coeficiente que depende da utilizagdo da construgdo. Para
edificios residenciais, por exemplo, y» vale 0,20.

O mesmo Anexo define que a verificagdo do Estado Limite de Abertura Excessiva de
Fissuras deve ser realizada com a combinacdo freqliente das acOes. Esta combinacao consiste na
totalidade da carga permanente gk, € uma parcela w1 Qk, da carga variavel, sendo y1 um
coeficiente que depende da uso da edificacdo. Para edificios residenciais, por exemplo, y1 vale
0,30.

Assim sendo, as cargas para as quais devem ser verificados os Estados Limites de Servigo

séo aquelas descritas pela TABELA 8.4.

TABELA 8.4 — Combinagdes de a¢des para os Estados Limites de Servico

Viga Ok Qk Deformacgéo Abertura de Fissuras
(kN/m) (kN/m) Ok + v2 Ok Ok + 1 Ok
(kN/m) (kN/m)
V1 7,50 2,50 8,00 8,25
V2 11,25 3,75 12,00 12,375
V3 15,00 5,00 16,00 16,50

A TABELA 8.5 retne os resultados da verificagdo dos Estados Limites de Servico para as
Vigas V1, V2 e V3. Nesta TABELA, xii0 € (El)i0 S&0, respectivamente, a posi¢ao da linha neutra
em relacdo ao bordo comprimido da se¢éo transversal e a rigidez a flexdo no Estéadio Il puro.

A flecha central imediata é designada por a,. A consideracdo dos efeitos da fluéncia é
feita de forma simplificada, de acordo com o item 4.2.3.1B da NBR6118/1980. Disto resulta a

flecha central para a¢des de longa duracéo a.
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A tensdo na armadura mais tracionada é os. A abertura de fissura é indicada por w. Estas
grandezas foram calculadas de acordo com as determina¢Ges da NBR-6118/1980, e também em
conformidade com o Anexo da NBR-7197/1989. Na verificagdo da fissuragdo, foram
consideradas bitolas méximas de armadura iguais a 10 mm, 125 mm e 16 mm,

correspondentemente, para as vigas V1, V2 e V3.

TABELA 8.5 — Verificagdo dos Estados Limites de Servigo para as vigas V1, V2 e V3

Viga Xllo (EDo ao Ao Os w
(cm) (kNcm?) (cm) (cm) (kN/cm?) (mm)
V1 780 |39.611.996| 0,67 0,95 25,54 0,18
V2 955 |57.928.968| 0,69 1,05 24,63 0,17
V3 11,06 |76.154.073| 0,70 1,12 23,61 0,18

Observando-se a TABELA 8.5, conclui-se que, as trés vigas atendem tanto ao limite da
flecha maxima admissivel, igual a L / 300 = 1,33 cm, como ao limite de abertura maxima de
fissura, tomado como igual a 0,30 mm.

Para se ter uma idéia do comportamento mecanico destas vigas, sdo apresentadas na
FIGURA 8.3, as curvas carga-deslocamento obtidas em uma andlise ndo-linear. Este gréafico
apresenta as flechas imediatas, sem a consideragéo dos efeitos da fluéncia e da retragéo.

Estas curvas foram obtidas utilizando-se as propriedades médias dos materiais e 0sS
valores nominais para as dimensdes da secdo transversal. Na determinacdo das propriedades
médias do concreto foi considerado um coeficiente de variagdo Vfc = 0,15, enquanto que para a
armadura foi considerado um coeficiente de variagdo Vfy = 0,05, tanto para o ago CA-50, como
para 0 ago CA-60, utilizando-se as equacdes que constam da TABELA 8.1.

Nota-se, a partir da FIGURA 8.3, que por possuirem as mesmas propriedades médias dos
materiais, as trés vigas apresentam cargas de fissuragdo muito proximas, em torno de 6,50 kN/m,
0 que mostra a pequena influéncia da taxa de armadura neste aspecto. Sob a carga de servico,
portanto, as trés vigas trabalham no Estadio Il, com vérias sec¢des fissuradas. Contudo, por
apresentarem taxas de armadura de flexdo diferentes, as cargas de ruptura sdo completamente

distintas.
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FIGURA 8.3 — Curvas carga-deslocamento para as vigas V1, V2 e V3

Para estas vigas foram realizadas 250 simula¢fes de Monte Carlo. Para cada simulacéo
foram geradas aleatoriamente as propriedades mecénicas dos materiais e as dimensfes da secéo
transversal.

Dada a falta de resultados experimentais mais precisos sobre a distribuicdo da resisténcia
a compressdo do concreto em vigas, as propriedades do concreto foram consideradas como
perfeitamente correlacionadas no espago, ou seja, a distancia de correlagcdo foi considerada
infinita. Além disso, esta hipotese mostrou-se a mais desfavoravel no que se refere a dispersao
dos resultados, tanto no que se refere as flechas, como em relagdo a carga de ruptura ( ver
Capitulo 7 — Testes Paramétricos).

As propriedades (varidveis aleatorias) cujas variabilidades foram analisadas, seus
principais parametros e distribuigdes de probabilidade adotadas encontram-se resumidos na
TABELA 8.6.

Nas andlises, através do método dos elementos finitos, foi empregada uma malha de 5x2
= 10 elementos, discretizando-se apenas metade da viga, dadas as condi¢cdes de simetria de
geometria, propriedades e carregamento. A malha de elementos finitos utilizada é representada na
FIGURA 8.4.
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TABELA 8.6 — Parametros e distribuicdo de probabilidade das variaveis aleatorias analisadas,
para as vigas V1, V2 e V3

Variavel | Unidade | Distribuicao Média Desvio | Coef. de Valor
Aleatoria de M Padrdo | Variagéo | caracteristico
Probabilidade c \V Xk
fe kN/cm? Normal fem - 0,15 fox
fy kN/cm? Normal fym - 0,05 fyk
Es kN/cm? Normal Esm - 0,025 -
b cm Normal b nominal | 0,50 cm - b nominal
h cm Normal h nominal 0,50 cm - h nominal
45
@ L L L O
4 6 I 8 I 10 O
o @ @ L 4 L O
3 5 ® 7 °® 9 Yo
Y P I ® ® O
41

v

FIGURA 8.4 — Malha de elementos finitos empregada nas analises das vigas V1, V2 e V3

O grafico da FIGURA 8.5 apresenta a convergéncia do valor esperado da flecha central
imediata das vigas V1, V2 e V3, sob a combinacdo quase-permanente das a¢es, com o aumento
do tamanho da amostra. O grafico da FIGURA 8.6 mostra a convergéncia do desvio padrdo da

flecha imediata com o aumento do tamanho da amostra, para a mesma carga, para estas vigas.
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FIGURA 8.5 — Convergéncia estatistica do valor esperado da flecha central,
das vigas V1, V2 e V3
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FIGURA 8.6 — Convergéncia estatistica do desvio padréo da flecha central,

para as vigas V1, V2 e V3
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Das FIGURAS 8.5 e 8.6, pode-se observar que o aumento da taxa de armadura gerado
pelo dimensionamento a flexdo impede que o valor esperado do flecha imediata cresca
proporcionalmente a carga de servico; e, além disso, produz uma reducdo substancial no desvio
padréo da flecha central.

As FIGURAS 8.7, 8.8 e 8.9 apresentam os diagramas de distribuicdo de freqiéncia
(histogramas) para a flecha sob carga de servigo, enquanto que as FIGURA 8.10, 8.11 e 8.12,
mostram os Grafico de Probabilidade Normal para a flecha, para as vigas V1, V2 e V3.

Examinando os graficos das FIGURAS 8.7 a 8.12, conclui-se que a distribuicdo das
flechas sob carga de servigo, para as vigas consideradas, pode ser aproximada por uma
distribuicdo normal de probabilidade, cujos pardmetros sdo o valor esperado e o desvio padréo
determinados através das simulacdes de Monte Carlo. Com base nesta hipdtese, € possivel
estimar a probabilidade da flecha imediata sob carga de servico, determinada de acordo com as
recomendacdes da NBR-6118/1980, ndo ser ultrapassada. A TABELA 8.7 contém os resultados
deste tipo de andlise para as vigas V1, V2 e V3.

Viga: V1
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FIGURA 8.7 — Histograma da flecha central para a viga V1
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FIGURA 8.9 — Histograma da flecha central para a viga V3
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Gréfico de Probabilidade Normal
Viga: V1

Valor normal esperado
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FIGURA 8.10- Grafico de probabilidade normal, para a flecha central da viga V1

Gréfico de Probabilidade Normal
Viga: V2
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FIGURA 8.11- Gréfico de probabilidade normal para a flecha central da viga V2
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Gréfico de Probabilidade Normal
Viga: V3

Valor normal esperado
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FIGURA 8.12- Grafico de probabilidade normal para a flecha central da viga V3

TABELA 8.7 — Analise probabilistica da flecha sob carga de servigo das vigas V1, V2 e V3

Viga ao La Oa Va P(a<ap)
(cm) (cm) (cm) (%)
V1 0,67 0,34 0,11 0,32 99,87
V2 0,69 0,54 0,07 0,14 98,39
V3 0,70 0,63 0,06 0,10 87,83

Uma andlise da TABELA 8.7 revela que o modelo de previsdo de flechas imediatas da

NBR-6118/1980, baseado na rigidez da viga no Estadio Il puro, produz valores elevados para a

flecha, sob uma combinacdo de acbes quase-permanentes. H4 uma grande probabilidade de na

obra serem encontrados valores inferiores ao previsto pela norma. Contudo, este efeito diminui

com o aumento da taxa de armadura, e com o afastamento da carga de servi¢o em relagdo a carga

de fissuragéo.
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O gréfico da FIGURA 8.13 mostra a convergéncia estatistica do valor esperado da
resisténcia (carga de ruptura) das vigas V1, V2 e V3, com 0 aumento do tamanho da amostra. O
gréfico da FIGURA 8.14 apresenta a convergéncia do desvio padrdo da carga de ruptura com o
aumento do tamanho da amostra, para as mesmas vigas.

Estas vigas projetadas para uma ruptura ductil, por escoamento da armadura tracionada.
Observa-se que, sendo o coeficiente de variacdo da tensdo de escoamento da armadura Vfy =
0,05, a convergéncia do valor esperado da carga de ruptura com o aumento do tamanho da
amostra € bastante rapida. Percebe-se também que o valor esperado da carga de ruptura da viga é
muito préximo da carga de ruptura determinada em uma andlise ndo-linear com as propriedades
médias dos materiais e com as dimensdes nominais da secdo transversal, designada por Ro. Além
disso, nota-se que o coeficiente de variacdo da carga de ruptura das trés vigas aproxima-se
bastante do coeficiente de variacdo atribuido a f,. Estes resultados encontram-se resumidos na
TABELA 8.8.
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FIGURA 8.13 — Convergéncia estatistica do valor esperado da carga de ruptura, para as
vigas V1, V2 e V3
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FIGURA 8.14 — Convergéncia estatistica do desvio padrédo da carga de ruptura,

para as vigas V1, V2 e V3

TABELA 8.8 — Analise estatistica da carga de ruptura das vigas V1, V2 e V3

Viga Ro LR OR VR
(KN/m) (KN/m) (KN/m)
V1 19,38 19,30 0,93 0,0484
V2 29,38 29,42 1,38 0,0470
V3 40,13 39,85 2,03 0,0509
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As FIGURAS de 8.15 a 8.17 mostram os histogramas, para a carga de ruptura das vigas
V1, V2 e V3. As FIGURAS de 8.18 a 8.20 apresentam o0s correspondentes graficos de

probabilidade normal.
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FIGURA 8.17 — Histograma da carga de ruptura da viga V3
Gréfico de Probabilidade Normal
Viga: V1
3,5
o

o 25
o
=
o 1,5
o
8 os
©
E -05
S}
E -1,5
i)
T 2
> > [

-3,5

16,5 17,5 18,5 19,5 20,5 21,5 22,5

Carga de ruptura (KN/m)

FIGURA 8.18 — Grafico de probabilidade normal para a carga de ruptura da viga V1
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Gréfico de Probabilidade Normal
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FIGURA 8.19 — Grafico de probabilidade normal para a carga de ruptura da viga V2
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FIGURA 8.20 — Gréfico de probabilidade normal para a carga de ruptura da viga V3
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Observando os gréaficos das FIGURAS 8.15 a 8.20, pode-se concluir que a distribuicao
das resisténcias (cargas de ruptura), para as vigas analisadas, pode ser aproximada por uma
distribuicdo normal de probabilidade, cujos pardmetros sdo a média ur e 0 desvio padrdo or
apresentados na TABELA 8.8.

Para as vigas em questdo, admitindo-se que tanto a carga permanente g, como a carga
acidental g, possuam uma distribuicdo normal de probabilidade; e supondo um coeficiente de
variacdo Vg = 0,10, para a primeira, e um coeficiente Vq = 0,40, para a segunda, chega-se a
definicdo do carregamento encontrada na TABELA 8.9.

Na TABELA 8.9, o valor caracteristico da carga Sk corresponde ao quantil de 95% da

curva normal, sendo o valor medio da carga us dado por:

Sk
= , (8.8)
s = 1-1645V5)
onde Vs é o coeficiente de variagdo da carga considerada, calculado pela expresséao:
o
Vg =—>, (8.9)
Hs

onde os € o0 desvio padrdo da carga.

Observa-se através da TABELA 8.9, que como a carga permanente compde 75% do
carregamento, mesmo que a carga acidental possua um coeficiente de variacdo de 0,40, o
coeficiente de variacdo da carga total, igual a 0,11, aproxima-se bastante do coeficiente de
variacdo permanente, igual a 0,10. Esta é uma situacdo usual em edificios residenciais de

concreto armado.



TABELA 8.9 — Definicéo do carregamento para as vigas V1, V2 e V3

Viga Carga Sk s o5 Vs
(KN/m) | (kN/m) | (KN/m)

Permanente (g) 7,50 6,44 0,64 0,10
V1 Acidental (q) 2,50 1,51 0,60 0,40
Total (p) 10,00 7,95 0,88 0,11
Permanente (g) 11,25 9,66 0,97 0,10
V2 Acidental (q) 3,75 2,26 0,90 0,40
Total (p) 15,00 11,92 1,32 0,11
Permanente (g) 15,00 12,88 1,29 0,10
V3 Acidental (q) 5,00 3,02 1,21 0,40
Total (p) 20,00 15,90 1,76 0,11

Para esta definicdo de carregamento, o indice de confiabilidade 3, conforme definido pela
equacdo (8.6) é apresentado na TABELA 8.10. No célculo de B, foram consideradas as
variabilidades das propriedades mecéanicas dos materiais, e para as dimensfes da secédo
transversal, que constam na TABELA 8.6.

A TABELA 8.10 também contém o valor esperado uv € 0 desvio padrdo om para a
margem de seguranca M, conforme foi definida pela equacdo (8.1). Como uma informacao
adicional, também € indicada a ordem de grandeza da probabilidade de falha em relacdo ao

Estado Limite Ultimo.

TABELA 8.10 — Anélise de confiabilidade para as vigas V1, V2 e V3

Viga iy oM p Py =d(- 3)
(KN/m) (KN/m)

V1 11,35 1,28 8,85 < 1x101?

V2 17,50 1,91 9,15 < 1x107%

V3 23,95 2,69 8,91 < 1x10??
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Os valores alcancados para 3 sdo bastante elevados, indicando um alto nivel de seguranca.
Isto se deve basicamente ao fato de a carga de ruptura da viga ter uma pequena disperséo, com Vg
= 0,05. Sendo a viga esbelta e subarmada, a sua ruptura depende principalmente da tenséo de
escoamento da armadura longitudinal fy, que, por ser o aco um material produzido com um

elevado controle de qualidade, possui um coeficiente de variacdo baixo Vfy = 0,05.

8.4 — ANALISE PROBABILISTICA DE PILARES

Com o objetivo de avaliar como a seguranca de pilares, em relacdo ao Estado Limite
Ultimo, é afetada pelas variacdes das propriedades mecanicas dos materiais, e por variagdes das
dimensbes da sec¢do transversal, foram analisados 27 pilares. Estes pilares foram projetados
segundo as recomendacgfes da norma NBR-6118/1980, com as mais diversas combinagdes de
esbeltez, taxa de armadura e relagéo ei/h.

Todos os pilares sdo birrotulados, de secdo transversal quadrada de 40 cm de lado, e
foram submetidos a uma carga de compressao excéntrica em suas extremidades, conforme pode-
se observar na FIGURA 8.21.

Md =Fd . el Md =Fd . el
Fd 9 IA'_: Fd
__ As/2 N estribos:
© ¢ 5,0 c/15
Q 5 ) +1 grampo de
o™ o As/2 / ¢ 5,0

40 36

FIGURA 8.21 — Geometria e carregamento dos pilares de P1 a P27

Foram feitas combinacdes entre os indices de esbeltez 1 = 26, 52 e 78, as taxas de

armadura p = 0,80%, 1,50% e 3,00%, e relacdes e1 / h = 0,10, 0,20 e 0,30.
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Estes pilares foram dimensionados & flexo-compresséo, tendo os efeitos de 22 ordem sido
considerados de forma simplificada, de acordo com o item 4.1.1.3C da NBR-6118/1980.

A carga de servico de cada pilar é composta da seguinte forma: Fk = Gk + Qk, sendo a
carga permanente Gk, e a carga acidental Qk. Foi considerada uma relacdo Gk /(Gk+QKk) = 0,75,
ou seja, a carga permanente € preponderante. A carga de ruptura de projeto é Fd = 1,4 Fk.

As propriedades mecéanicas dos materiais, concreto e aco, utilizadas nas analises
encontram-se na TABELA 8.11.

As TABELAS 8.12, 8.13 e 8.14 contém os resultados do dimensionamento dos pilares de
P1aP9, com A =26; de P10 a P18, com A =52; e de P19 a P27, com A = 78; respectivamente.

Para a protecdo contra a flambagem das barras longitudinais, em todos os pilares foram

empregados estribos de 5,0 mm a cada 15 cm, mais um grampo também de 5,0 mm.

TABELA 8.11 - Propriedades mecanicas dos materiais para os pilares analisados

CONCRETO ARMADURA
fo« = 3,00 kN/cm? Longitudinal: CA-50
fyk = 50 kN/cm?

foy Estribos: CA-60
fom = £ (kN/cm?)
(1-1,645Vy,) fyx = 60 kN/cm?
o =014 (f )2 (KN/em?) f e (KN/cm?)
=V, 3 cm = cm
ctm ck ym (1 _ 1,645ny)
1 Modulo de Deformacéo Longitudinal:

Eem= 2-150(fcm )5 (kN/em?) Esm = 20.000 kN/cm?




TABELA 8.12 — Dimensionamento dos pilares com A = 26, de P1 a P9

Pilar Fk Fq ev/h e1 €2 As (cm?) | p (%)
(kN) | (kN) (cm) | (cm)
P1 1850 2590 0,10 4 1,00 12,80 0,80
P2 2130 2982 0,10 4 0,92 24,00 1,50
P3 2725 3815 0,10 4 0,78 48,00 3,00
P4 1450 2030 0,20 8 1,15 12,80 0,80
P5 1720 2408 0,20 8 1,04 24,00 1,50
P6 2230 3122 0,20 8 0,89 48,00 3,00
P7 1155 1617 0,30 12 1,25 12,80 0,80
P8 1400 1960 0,30 12 1,17 24,00 1,50
P9 1875 2625 0,30 12 0,99 48,00 3,00

TABELA 8.13 — Dimensionamento dos pilares com A =52, de P10 a P18

Pilar Fx Fa ei/h e1 ez |[As(em?) | p (%)
(kN) (kN) (cm) (cm)
P10 1500 2100 0,10 4 4,50 12,80 0,80
P11 1790 2506 0,10 4 4,07 24,00 1,50
P12 2400 3360 0,10 4 3,39 48,00 3,00
P13 1165 1631 0,20 8 5,01 12,80 0,80
P14 1430 2002 0,20 8 4,63 24,00 1,50
P15 1955 2737 0,20 8 3,86 48,00 3,00
P16 955 1337 0,30 12 5,01 12,80 0,80
P17 1180 1652 0,30 12 5,01 24,00 1,50
P18 1640 2296 0,30 12 4,29 48,00 3,00

195
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TABELA 8.14 — Dimensionamento dos pilares com A = 78, de P19 a P27

Pilar Fi Fq ei/h e1 ez |As(cm?) | p (%)
(kN) | (kN) (cm) (cm)
P19 1030 1442 0,10 4 11,28 12,80 0,80

P20 1275 1785 0,10
P21 1860 2604 0,10
P22 830 1162 0,20
P23 1075 1505 0,20 11,28 | 24,00 1,50
P24 1540 2156 0,20 9,99 48,00 3,00
P25 645 903 0,30 12 11,28 | 12,80 0,80
P26 935 1309 0,30 12 11,28 | 24,00 1,50
P27 1305 1827 0,30 12 10,92 | 48,00 3,00

11,05 | 24,00 1,50
8,96 48,00 3,00
11,28 | 12,80 0,80

| | oo &~

Para determinar a distribuicdo de probabilidade da carga de ruptura destes pilares,
analogamente ao caso das vigas, foram realizadas 250 simulaces de Monte Carlo. Em cada
simulacdo, foram geradas de forma aleatoria as propriedades mecanicas dos materiais e as
dimens0es da secdo transversal.

As propriedades do concreto foram consideradas como perfeitamente correlacionadas no
espaco, ou seja, assumem um valor constante ao longo de toda a extensdo do pilar. As
propriedades (varidveis aleatdrias) cuja variabilidade foi considerada, seus principais parametros
e distribuicdes de probabilidade adotadas sdo apresentadas na TABELA 8.15.

Os pilares foram analisados, através do método dos elementos finitos, empregando-se
uma malha de 5x2 = 10 elementos, sendo discretizada apenas metade do pilar, dadas as
condicgdes de simetria de geometria, propriedades e carregamento. A malha de elementos finitos
utilizada € a mesma mostrada na FIGURA 8.4.

O gréfico da FIGURA 8.22 apresenta a convergéncia estatistica do valor esperado da
carga de ruptura do pilar com o aumento do tamanho da amostra, para os pilares P04, P17 e P26.
O grafico da FIGURA 8.23 mostra a convergéncia do desvio padrdo da carga de ruptura do pilar

com o aumento do tamanho da amostra, também dos pilares P04, P17 e P26.
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TABELA 8.15 — Parametros e distribuicdo de probabilidade das variaveis aleatdrias consideradas

para os pilares de P1 a P27

Variavel | Unidade | Distribuicéo Média Desvio | Coef. de Valor
aleatoria de 1 Padrdo | Variagéo | caracteristico
Probabilidade o V Xk
fc kN/cm2 Normal fem - 0,15 fek
fy kN/cm2 Normal fym - 0,05 fyk
Es kN/cm2 Normal Esm - 0,025 -
b cm Normal b nominal 0,50 cm - b nominal
h cm Normal h nominal 0,50 cm - h nominal
4500 —
4000 —M PO4
<
s 3500
=]
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2 3000
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% 2500 N~
8 |
S 2000 —| P26
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500 —
0 \ \ \ \ \
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FIGURA 8.22 — Convergéncia estatistica do valor esperado da carga de ruptura,
dos pilares P04, P17 e P26
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FIGURA 8.23 — Convergéncia estatistica do desvio padrdo da carga de ruptura, dos pilares P04,
P17 e P26

Observa-se que, para 250 simulacgdes, ja existe uma boa convergéncia estatistica tanto
para o valor esperado como para o desvio padrdo da carga de ruptura dos pilares P04, P17 e P26.
Condicdes semelhantes de convergéncia estatistica dos resultados foram obtidas para os demais
pilares analisados.

Para que se possa ter uma idéia da forma da distribuicdo de probabilidade da carga de
ruptura dos pilares P04, P17 e P26, sdo apresentados os histogramas da carga de ruptura nas
FIGURAS 8.24, 8.25 e 8.26, respectivamente. Nas FIGURAS 8.27, 8.28 e 8.29 sdo mostrados os
gréaficos de probabilidade normal da carga de ruptura, para estes pilares.
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FIGURA 8.26 — Histograma da carga de ruptura para o pilar P26
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Gréfico de Probabilidade Normal
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FIGURA 8.28 — Grafico de probabilidade normal, para a carga de ruptura do pilar P17
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FIGURA 8.29 — Gréfico de probabilidade normal, para a carga de ruptura do pilar P26
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Estudando os gréficos das FIGURAS 8.24 a 8.29, pode-se concluir que a distribuicdo das
resisténcias (cargas de ruptura) para os pilares P04, P17 e P26, pode ser aproximada por uma
distribuicdo normal de probabilidade, cujos pardmetros sdo a média ur, e 0 desvio padrdo or,
obtidos atraves das simulacdes de Monte Carlo. A distribuicdo de probabilidade da carga de
ruptura dos demais pilares analisados também pode ser representada por uma curva normal, com
boa aproximagéo.

Para os pilares moderadamente esbeltos em estudo, admite-se que tanto a carga
permanente G, como a carga acidental Q, obedecam a uma distribuicdo normal de probabilidade.
Considerando-se um coeficiente de varia¢do Ve = 0,10, para G, e um coeficiente Vo = 0,40, para
Q, estabelece-se a definicdo do carregamento para todos os pilares. Esta definicdo do
carregamento é mostrada nas TABELAS 8.16, 8.17 e 8.18, respectivamente, para os pilares com
indice de esbeltez A = 26, 52 e 78.

Para todos os pilares, manteve-se a relacdo entre a carga permanente e a carga total igual a
Gk /(Gk+Qk) = 0,75. Além disso, convenciona-se que as acOes caracteristicas correspondam ao
quantil de 95% da curva de Gauss.

Na montagem destas TABELAS, foram utilizadas as seguintes relagdes:

Gk 20,75 Sk y (810)
Gy
= , 8.11
e T i1645v,) (611
Qx=0,255y, (8.13)
Qk

= , 8.14
#o T Ttir645v, ) ¢19



TABELA 8.16 — Definicdo do carregamento para pilares com A =26
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Pilar Sk Gk UG oG Qx HQ oQ
(kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN)
P1 1850| 1387,50| 1191,50 119,15 462,50 278,95 111,58
P2 2130| 1597,50| 1371,83 137,18 532,50 321,17 128,47
P3 2725| 2043,75| 1755,05 175,50 681,25 410,89 164,35
P4 1450| 1087,50 933,88 93,39 362,50 218,64 87,45
P5 1720| 1290,00| 1107,77 110,78 430,00 259,35 103,74
P6 2230 1672,50| 1436,24 143,62 557,50 336,25 134,50
P7 1155 866,25 743,88 74,39 288,75 174,16 69,66
P8 1400| 1050,00| 901,67 90,17| 350,00| 211,10 84,44
P9 1875| 1406,25| 1207,60 120,76 468,75 282,72 113,09
TABELA 8.17 — Definicéo do carregamento para pilares com A =52
Pilar Sk Gk UG oG Q« HQ oQ
(kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN)
P10 1500| 1125,00 966,08 96,61 375,00 226,18 90,47
P11 1790| 1342,50| 1152,86 115,29 447,50 269,90 107,96
P12 2400| 1800,00| 1545,73 154,57 600,00 361,88 144,75
P13 1165 873,75 750,32 75,03 291,25 175,66 70,27
P14 1430| 1072,50 921,00 92,10 357,50 215,62 86,25
P15 1955| 1466,25| 1259,12 125,91 488,75 294,78 117,91
P16 955 716,25 615,07 61,51 238,75 144,00 57,60
P17 1180| 885,00 759,98 76,001 29500 177,93 71,17
P18 1640| 1230,00| 1056,25| 105,62 410,00| 247,29 98,91




TABELA 8.18 — Definicdo do carregamento para pilares com A =78

Pilar

Sk

Gk

UG oG Qx 7o) 09

(kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN)
P19 1030 772,50| 663,37 66,34| 25750 155,31 62,12
P20 1275 956,25 821,17 82,12 318,75 192,25 76,90
P21 1860| 139500 1197,94| 119,79| 465,00 280,46| 112,18
P22 830| 62250| 534,56 5346| 20750 12515| 50,06
P23 1075| 806,25| 692,36 69,24| 268,75| 162,09 64,84
P24 1540 1155,00] 991,84 99,18| 385,00| 232,21 92,88
P25 645 483,75| 41541|  4154| 161,25 97,26| 38,90
P26 935 701,25| 602,19 60,22| 233,75 140,98| 56,39
P27 1305| 978,75 840,49 84,05| 32625| 196,77 78,71

204

Com base nestas definigdes de carregamento, apresentam-se nas TABELAS 8.19, 8.20 e

8.21, os resultados obtidos para o valor esperado, desvio padréo e coeficiente de variacdo para o
carregamento total S = G + Q. Na determinagcdo destes valores, considerando-se que as
componentes G e Q, possuam distribuicdo normal de probabilidade, forma utilizadas as seguintes

equacoes:

Hs =Hg + Hg, (8.16)
Og =1/Gé +Gé , (8.17)

e
Vg =458 (8.18)
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Além disso, também sdo mostrados nas TABELAS 8.19, 8.20 e 8.21, os valores
determinados para o valor esperado, o desvio padrdo e o coeficiente de variagdo da carga de
ruptura R. Concluindo, como forma de comparar o nivel de seguranca atingido no projeto de cada
pilar, é apresentado o indice de confiabilidade B, calculado para cada caso.

Como no caso das vigas, nos pilares também a carga permanente é preponderante (75%
da carga total), e o coeficiente de variacdo da carga total, igual a 0,11, aproxima-se bastante do
coeficiente de variagdo permanente, igual a 0,10. Isto acontece mesmo que a carga acidental
possua um coeficiente de variagdo de 0,40. Esta € uma situacdo usual em pilares de edificios
residenciais, com estrutura em concreto armado.

O indice de confiabilidade  para estes pilares oscilou entre um minimo de 5,27, para o
pilar P1 (1 =26, p= 0,80%, el/h =0,10), e um maximo de 7,04 para o pilar P27 (1 =78, p=
3,00%, e1/h = 0,30), correspondendo a probabilidades de falha Pf, da ordem de 1x10° a 1x1072,

TABELA 8.19 — Anélise de confiabilidade para os pilares com A = 26 (P1 a P9)

A =26
Pilar p(%) |e/h s o3 Vs LR OR VR yis
(kN) | (kN) (kN) | (kN)
P1 0,80 | 0,10| 1470,45| 163,24| 0,11| 5004,40| 650,57 0,13 5,27
P2 150 | 0,10 1693,00| 187,94| 0,11| 5525,10| 663,01 0,12 5,56
P3 3,00 | 0,10| 2165,93| 240,45| 0,11| 6232,10| 68553| 0,11| 5,60
P4 0,80 | 0,20 1152,51| 127,94| 0,11| 3773,10| 452,77 0,12 5,57
P5 150 | 0,20 1367,12| 151,77| 0,11| 4210,10| 463,11 0,11 5,83
P6 3,00 | 0,20 1772,49| 196,77| 0,11| 5133,70| 513,37 0,10 6,11
P7 0,80 | 0,30 918,04| 101,91 0,11 2797,70| 307,75 0,11 5,80
P8 150 | 0,30 1112,77| 123,53| 0,11| 3333,40| 333,34 0,10 6,25
P9 3,00 | 0,30 1490,32| 165/44| 0,11| 4190,80| 39394 0,09| 6,32




TABELA 8.20 — Anélise de confiabilidade para os pilares com A =52 (P10 a P18)
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A =52
Pilar p(%) |e/h s o3 Vs LR OR VR yis
(kN) | (kN) (kN) | (kN)

P10 0,80 0,10 1192,26| 132,36| 0,11| 4355,30| 566,19 0,13 5,44
P11 1,50 0,10 1422,76| 157,94| 0,11| 4802,10| 576,25 0,12 5,66
P12 3,00f 0,10 1907,61| 211,77| 0,11 5741,00| 631,51 0,11 5,76
P13 0,80 0,20 925,99| 102,80 0,11| 3114,80| 373,78 0,12 5,65
P14 1,50 0,20 1136,62| 126,18 0,11| 3582,00| 394,02 0,11 5,91
P15 3,00| 0,20 155391 172,50| 0,11| 4381,80| 416,27| 0,10 6,28
P16 0,80 0,30 759,07 84,27| 0,11| 213590| 21359 0,10 6,00
P17 1,50 0,30 937,91 | 104,12 0,11| 2641,30| 250,92 0,10 6,27
P18 3,00/ 0,30 1303,53| 144,71| 0,11| 3476,50| 278,12| 0,08 6,93

TABELA 8.21 — Analise de Confiabilidade para os pilares com A = 78 (P19 a P27)

A=T78
Pilar p(%) |e/h s o3 Vs LR OR VR yis
(kN) | (kN) (kN) | (kN)
P19 0,80| 0,10| 81868 90,88| 0,11| 3294,40| 42827 0,13| 5,65
P20 150 0,10| 1013,42| 112,50| 0,11| 3641,90| 437,03 0,12 5,82
P21 3,000 0,10, 147/8,40| 164,12| 0,11| 4467,80| 446,78 0,10 6,28
P22 0,80 0,20 659,71 73,24| 0,11 2141,00| 235,51 0,11 6,01
P23 1,50 0,20 854,45| 94,85| 0,11| 2496,50| 234,67 0,09 6,49
P24 3,000 0,20 1224,05| 135,89| 0,11| 3279,40| 262,35 0,08 6,96
P25 0,80| 0,30| 512,67 56,91| 0,11| 1390,30| 125,13| 0,09| 6,38
P26 1,50 0,30 743,17 82,50| 0,11 1855,50| 139,16 0,08 6,88
P27 3,00f 0,30| 1037,26| 115,15| 0,11| 2629,10| 194,55 0,07 7,04
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Estudando as TABELAS 8.19, 8.20 e 8.21, pode-se realizar algumas constatagdes
interessantes, para os pilares analisados.

Em primeiro lugar, nota-se que o indice de confiabilidade B cresce com o aumento da taxa
de armadura p. Este fato pode ser explicado porque, quanto maior for a taxa de armadura, maior
sera a contribuicdo do aco para a carga de ruptura do pilar. Como as propriedades do aco
possuem uma menor variabilidade que as propriedades do concreto, acaba resultando uma menor
variabilidade para a carga de ruptura da peca, e, consequentemente, um maior valor para 3, para
um determinado tipo de carregamento.

Os graficos das FIGURAS 8.30, 8.31 e 8.32 mostram o efeito da taxa de armadura p no
valor do indice de confiabilidade 3, para pilares com indice de esbeltez A igual a 26, 52 e 78,

correspondentemente.

8.00 —

7.00 —

5.00 — r=26
—@— elh=0,10
4.00 —
—— ellh=0,20
7 —¥— elh=0,30
3.00 \ ] \ \

0.50 1.00 1.50p (%)2.00 2.50 3.00

FIGURA 8.30 - Influéncia da taxa de armadura p no valor de £, para os pilares com A = 26
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8.00 —
7.00 —
6.00 /
Lo - //
007 =52
400 — —@— elh=010
' —&— elh=020
7 —X¥— e1h=0,30
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050 100  150p (%200 250  3.00

FIGURA 8.31 - Influéncia da taxa de armadura p no valor de g, para os pilares com A = 52

8.00 —
7.00 —
6.00 — //
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3.00 \ ] \ \

050 100  150p (%200 250 300

FIGURA 8.32 — Influéncia da taxa de armadura p no valor de g, para os pilares com A =78
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Em segundo lugar, percebe-se que o indice de confiabilidade f aumenta juntamente com a
relagcdo ei/h. Quanto maior for a excentricidade de primeira ordem e1 em relagdo a altura h da
secdo transversal, menor serd a zona de concreto comprimido na se¢éo transversal, por ocasido da
ruptura da peca. Neste caso, a influéncia da variabilidade das propriedades do concreto nos
resultados diminui, enquanto que a influéncia da armadura, que possui menor dispersdo em suas
propriedades, cresce. Disto decorre uma menor variabilidade da carga de ruptura do pilar, o que
produz um maior valor para f3.

Os graficos das FIGURAS 8.33, 8.34 e 8.35 mostram a influéncia da relacdo entre a
excentricidade de primeira ordem e1 e a altura h da segdo transversal do pilar, no valor do indice

de confiabilidade f, para os pilares com indice de esbeltez A igual a 26, 52 e 78, respectivamente.

8.00 —
7.00 —
6.00 — %
Lo | //
5.00 — =76
- .
| 9—3’000/0
i p=2
—k— '
3.00 ‘ ‘ ‘
0.10 0.20 0.30

el/h

FIGURA 8.33 — Influéncia da relacdo ei/h no valor de 3, para os pilares com A = 26
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FIGURA 8.34 — Influéncia da relacdo ei/h no valor de 3, para os pilares com A = 52
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FIGURA 8.35 — Influéncia da relacdo ei/h no valor de 3, para os pilares com A = 78
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Em terceiro lugar, observa-se que o valor do indice de confiabilidade B sofre um
acréscimo na medida em que o indice de esbeltez do pilar, A, aumenta. Este fenbmeno se explica
pelo fato de que, quanto maior a esbeltez do pilar, maiores serdo os deslocamentos transversais
do mesmo nas imediagdes da ruptura. Quanto maiores os deslocamentos, maiores as deformacdes
e menor a zona de concreto comprimido dentro da secdo transversal. Além disso, a armadura
menos comprimida passa a ser mais solicitada, podendo inclusive passar a resistir a esfor¢os de
tracdo, caso a linha neutra venha a situar-se dentro da secdo transversal. Estes fatores levam a
uma menor variabilidade da carga de ruptura do pilar, o que faz crescer o valor de .

Os graficos das FIGURAS 8.36, 8.37 e 8.38 apresentam a maneira como o indice de
esbeltez A afeta o valor do indice de confiabilidade 3, para pilares com taxa de armadura p igual
a 0,80%, 1,50% e 3,00%, correspondentemente.

8.00

7.00

—@— elh=0,10
4.00
—5— ellh=0,20
7 —K— el/h=0,30
20.00 40.00 by 60.00 80.00

FIGURA 8.36 — Influéncia do indice de esbeltez A no valor de 3, para pilares com p = 0,80%
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FIGURA 8.37 — Influéncia do indice de esbeltez A no valor de 3, para pilares com p = 1,50%
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FIGURA 8.38 — Influéncia do indice de esbeltez A no valor de 3, para pilares com p = 3,00%
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Finalizando, deve-se afirmar que as conclusfes aqui estabelecidas sdo validas para pilares
com as caracteristicas de geometria, propriedades e carregamento aqui consideradas. Conclusdes
de carater mais geral demandariam estudos probabilisticos mais exaustivos, para pilares com
combinagcbes mais variadas de secdo transversal, esbeltez, taxa de armadura, propriedades

mecanicas dos materiais e composi¢des de carregamento.
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9 - CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado um modelo para analise probabilistica de estruturas planas
de concreto armado através do método dos elementos finitos. Durante o desenvolvimento e a
aplicacdo deste modelo, foi possivel estabelecer algumas conclusdes, que sdo reunidas abaixo.

O modelo deterministico, desenvolvido para analise ndo-linear de estruturas de concreto,
submetidas a um estado plano de tensdo, mostrou-se capaz de acompanhar de forma bastante
aproximada as curvas carga-deslocamento experimentais, tanto para as vigas como para 0S
pilares, além da viga-parede, analisados. Houve uma boa concordancia também no que se refere a
carga de ruptura.

A realizacdo de testes parametricos, conjuntamente com as simulagdes de Monte Carlo,
permitiu a identificacdo dos principais pardmetros que afetam a variabilidade da resposta estatica
de vigas e pilares de concreto armado.

No que se refere a flecha imediata, sob carga de servigo, em vigas projetadas segundo as
especificacbes da NBR-6118/1980, mostrou-se que a sua Vvariabilidade é grandemente
influenciada pelas propriedades mecénicas do concreto e sua forma de distribuigdo. Para uma
resisténcia & compressdo caracteristica do concreto fex mantida fixa, o aumento do coeficiente de
variagdo Vi, produz um aumento do coeficiente de variacdo da flecha, embora o seu valor
esperado ndo se altere em muito.

Observou-se também, que quanto mais proxima a carga de servico estiver da carga de
fissuracdo da viga, maior sera a variabilidade da flecha. Sob este aspecto notou-se que uma
analise ndo-linear, com base nas propriedades medias dos materiais e com as dimensdes nominais
da secdo transversal, produz resultados proximos ao valor esperado da resposta da estrutura. Isto
é valido para os estagios iniciais de carga e para 0s estagios mais avancados, quando a fissuracéo
ja estd estabilizada. Contudo, nas vizinhangas da carga de fissuracdo da viga, ocorrem desvios
significativos da resposta obtida com os valores médios dos parametros em relacdo a resposta
média da estrutura.

VariacOes nas dimensdes da secdo transversal e nas propriedades mecéanicas da armadura
nédo produziram alteracgdes significativas na distribuicdo da flecha sob carga de servigo, nas vigas
analisadas.
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A distribuicdo da carga de ruptura de vigas projetadas para terem uma ruptura ddctil,
apresentando escoamento da armadura tracionada, é controlada pela variabilidade das
propriedades mecanicas da armadura. A carga de ruptura determinada com as propriedades
médias dos materiais e as dimensGes nominais da secdo transversal ficou bastante proxima do
valor esperado da carga de ruptura das vigas consideradas. O coeficiente de variagdo da carga de
ruptura acompanha o coeficiente de variagdo da tenséo de escoamento da armadura.

A distribuicdo das propriedades do concreto e a dispersdo das dimensbes da secdo
transversal influenciaram muito pouco a variabilidade da carga de ruptura das vigas estudadas.

O modelo possibilita, através da geracdo de um campo estocastico bidimensional, a
representacdo da variacdo das propriedades do concreto ao longo da extensdo da viga. Porém, a
hipdtese de correlacédo perfeita das propriedades do concreto, ou seja, a consideracdo de um valor
constante para as mesmas ao longo de toda a viga, mostrou-se ser a hipotese mais desfavoravel,
tanto no que se refere a seguranga quanto aos Estados Limites de Servigo, como em relacdo aos
Estados Limites Ultimos.

Para os pilares analisados, dimensionados a flexo-compressdo segundo a NBR-
6118/1980, a variabilidade das propriedades do concreto revelou-se ser o fator determinante da
distribuico da resposta estatica da estrutura. Mantendo-se o f« constante e fazendo crescer o
coeficiente de variacdo Vi, €, conseqiientemente, aumentando a resisténcia média fcm, 0 valor
esperado da carga de ruptura do pilar cresce. Contudo, o coeficiente de variacdo da carga de

ruptura também cresce acentuadamente. Este efeito diminui com 0 aumento da taxa de armadura.

A variabilidade da resposta do pilar cresce na medida em que o carregamento avanca, € 0
comportamento nao-linear do concreto comprimido torna-se mais intenso. A resposta média do
pilar tende a apresentar valores de deslocamentos um pouco maiores que aqueles determinados
com as propriedades médias dos materiais e as dimensGes nominais da secdo transversal.

Como no caso das vigas, a consideracdo da correlacdo perfeita do campo estocastico de f;
revelou-se a hipotese mais conservadora, no que se refere a seguranca dos pilares em relacdo ao
Estado Limite Ultimo.

A ruptura dos pilares é provocada pelo esmagamento do concreto, sem que 0 aco atinja a
sua tensdo de escoamento, pelo menos para as relagdes ei/h e os indices de esbeltez estudados.
Portanto, as variabilidades consideradas para as propriedades da armadura praticamente ndo

causaram variacOes na carga de ruptura dos pilares analisados.
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O efeito da variacdo das dimensdes da secédo transversal na carga de ruptura dos pilares
estudados foi pequeno. Contudo, sua influéncia foi bem maior nos pilares do que no caso das
vigas. O efeito das variagcdes geométricas diminui com 0 aumento da taxa de armadura do pilar.

Considerando-se as variacdes existentes nas propriedades dos materiais, concreto e aco, e
nas dimensdes da secdo transversal, para um padrdo médio de construcdo, foram estudados vigas
e pilares, projetados de acordo com os critérios da norma NBR-6118/1980. Foi avaliado o nivel
de seguranca atingido no projeto, tanto no que se refere aos Estados Limites de Servico, como
em relacdo aos Estados Limites Ultimos. Através da determinacéo do indice de confiabilidade B,
foi possivel comparar os niveis de seguranca obtidos em diversas estruturas.

Para as vigas analisadas, foi possivel observar que o aumento da taxa de armadura gerado
pelo dimensionamento a flex&o, para cargas de servigo sucessivamente maiores, impede que o
valor esperado da flecha central cresca proporcionalmente a carga de servigo. Além disso, ocorre
uma reducdo substancial no coeficiente de variacao da flecha central.

A analise da distribuicdo das flechas sob carga de servico para as vigas consideradas,
mostrou que a mesma pode ser aproximada por uma distribuicdo normal de probabilidade, cujos
parametros sdo o valor esperado e o desvio padrdo determinados através das simulacdes de
Monte Carlo. Com base nesta hipotese, foi estimada a probabilidade da flecha imediata, sob carga
de servico, determinada de acordo com as recomendacbes da NBR-6118/1980, ndo ser
ultrapassada. Esta analise revelou que o modelo de previsdo de flechas da NBR-6118/1980,
baseado na rigidez da viga no Estadio Il puro, conduz a valores elevados para a flecha, que
possuem uma probabilidade pequena de serem ultrapassados. Este efeito diminui com o aumento
da taxa de armadura e com o afastamento da carga de servico em relacéo a carga de fissuracdo da
viga.

Percebeu-se também, que o valor esperado da carga de ruptura da viga é muito proximo
da carga de ruptura determinada em uma analise ndo-linear, com as propriedades médias dos
materiais e com as dimensfes nominais da secdo transversal. Além disso, notou-se que o
coeficiente de variagdo da carga de ruptura das trés vigas aproxima-se bastante do coeficiente de
variacdo atribuido a fy. Constatou-se que a distribuicdo das cargas de ruptura para as vigas
analisadas pode ser aproximada por uma distribuicdo normal de probabilidade.

Outra observacado interessante foi que, sendo 75% do carregamento formado pela carga
permanente, mesmo que a carga acidental possua um coeficiente de variacdo de 0,40, o
coeficiente de variacdo da carga total, igual a 0,11, aproxima-se bastante do coeficiente de
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variacdo permanente, igual a 0,10. Esta é uma situacdo usual em edificios residenciais de
concreto armado.

Os valores alcangados para 3 foram bastante elevados, em torno de 9, o que corresponde a
probabilidades de falha menores que 1x1022, indicando um alto nivel de seguranca. Isto se deve
basicamente ao fato de a carga de ruptura de uma viga eshelta e subarmada depender
principalmente da tensdo de escoamento da armadura longitudinal f,. Por ser o agco um material
produzido com um elevado controle de qualidade, o coeficiente de variacdo de fy é baixo.

Com o objetivo de avaliar como a seguranca de pilares em relacdo ao Estado Limite
Ultimo é afetada pelas variacdes das propriedades mecanicas dos materiais, e por variacdes das
dimensdes da secdo transversal, foram analisados 27 pilares. Estes pilares, birrotulados, de secéo
transversal quadrada, com as mais diversas combinagOes de esbeltez, taxa de armadura e relacéo
ei/h, foram submetidos a flexo-compressao normal.

O indice de confiabilidade B para estes pilares moderadamente esbeltos, para o tipo de
carregamento considerado, oscilou entre um minimo de 5,27, e um maximo de 7,04,
correspondendo a probabilidades de falha Pt, da ordem de 1x10° a 1x1022,

Os resultados obtidos na andlise de confiabilidade do dimensionamento deste pilares
permitiram realizar algumas constatacdes interessantes. Em primeiro lugar, notou-se que o indice
de confiabilidade S cresce com 0 aumento da taxa de armadura p. Em segundo lugar, percebeu-se
que o indice de confiabilidade S aumenta juntamente com a relacdo ei/h. Em terceiro lugar,
observou-se que o valor do indice de confiabilidade £ sofre um acréscimo na medida em que o
indice de esbeltez do pilar, 4, aumenta.

Comparando-se as analises de confiabilidade realizadas para vigas e pilares, percebe-se
que o nivel de seguranca atingido no dimensionamento das vigas € bastante superior ao obtido no
projeto dos pilares. Isto se deve basicamente ao fato de que a ruptura das vigas € controlada pelo
escoamento do aco, que é um material que possui uma variabilidade muito menor que a do
concreto, do qual depende fundamentalmente a carga de ruptura dos pilares. Finalizando, deve-se
salientar que as conclusGes aqui estabelecidas sdo validas para vigas e pilares com as
caracteristicas de geometria, propriedades e carregamento aqui consideradas.

Uma importante ampliacdo deste modelo seria a inclusdo dos efeitos da fluéncia e da
retracdo do concreto, para permitir a analise probabilistica com carregamentos de longa duracéo.
Neste caso, 0 modelo constitutivo de rigidez secante teria de ser abandonado, e, em seu lugar,
adotado um modelo de rigidez tangente incremental, o que pode ser feito sem muita dificuldade.
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Outra contribuicdo significativa seria a incorpora¢do no programa de um modelo para
armaduras protendidas, pré e pos-tracionadas, o que, combinado com a modelagem dos
fendmenos da fluéncia e da retracdo do concreto, possibilitaria a analise probabilistica de
estruturas de concreto protendido.

No mesmo periodo em que esta tese estd sendo concluida, também esté sendo finalizada a
revisdo da norma NBR-6118/1980, antiga NB-1/78, que devera dar origem a NBR-6118/2000, a
qual reunira as prescricdes para 0 projeto e execucdo de obras de concreto simples, concreto
armado e concreto protendido.

Um trabalho interessante a ser feito seria, através da aplicacdo deste modelo, ou de sua
forma aperfeicoada, a realizacdo da comparagdo dos niveis de seguranca atingidos, quanto aos
Estados Limites de Servico e aos Estados Limites Ultimos, no projeto de estruturas feito com
base nas recomendacdes da NBR-6118/1980 e da NBR-6118/2000, para uma mesma defini¢édo de
carregamento. Este estudo seria importante, para se poder avaliar que alteracfes a revisdo desta

norma acarretard em termos da seguranca das estruturas de concreto.
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