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Resumo 

{ 
1 cos n. x sennx ~r} , Neste trabalho, vamos mostrar que ~, ft , ft , n E 1~ e 

v 27i 7i 

um conjunto ortonormal completo no espaço Li,. Conseqüentemente concluímos 

{ 

einx } 
que V2ii- , n E Z é um conjunto ortonormal completo no espaço L~. 

Abstract 

. . { 1 cosnx sennx } . 
In th1s work, we wlll show that ~' fo , ..j7i , n E N lS a com-

v 2ír 7i 7i 

plete orthonormal set in L~ . From this result follows that { ~, n E Z } is also 

a complete orthonormal set in L~ . 
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1. Introdução 

. , { 1 cos nx sen nx } , 
Nosso obJetivo neste trabalho e mostrar que ;;c, r,;; , r,;; , n E N e 

v2?T y?T y?T 

um conjunto ortonormal completo no espaço L~ . 

Toda função g E L~ é aproximada em L~ por f contínua. No teorema 3.1 

veremos que qualquer função contínua é o limite uniforme de uma soma finita de 

polinômios trigonométricos CTn (somas de Fejér): assim teremos que o conjunto 

{ 
1 cosnx sennx } , 

das combinações lineares finitas de ..j2W, .fi , .fi , n E N ser a denso no 

espaço L~. 

Usaremos então o teorema 2.7 para concluir que o sistema trigonométrico é 

completo no espaço ~. 
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2. Definições e Resultados Gerais 

Definição 1. Seja H um espaço vetorial real. Um produto interno em H é uma 

função ( , } : H X H--... JR, que associa a cada par ordenado de vetores x, y E H 

um número real (x, y) , chamado o produto interno de x por y, de modo a serem 

cumpridas as condições abai.xo, para x , y , z E H e a E JR arbitrários: 

1. (x, y) = (y, x); 

2. (x+y,z) = (x ,y) + (x ,z} ; 

3. (ax, y) = a (x , y); 

4. x f= O ::::} (x , x) > O. 

Definição 2. Seja H um espaço vetorial complexo. Um produto interno em H 

é uma função ( , } : H x H --... C, que associa a cada par ordenado de vetores 

x, y E H um número complexo (x, y), chamado o produto interno de x por y , 

de modo a serem cumpridas as condições abaixo, para x , y , z E H e a E C 

arbit rários: 

1. (y,x)=(x,y}; 

2. (X + y , Z) = (X, Z) + (y , Z); 
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3. (ax, y) =a (x, y); 

4. (x , x) ~O, 'ifx E H; 

5. (x,x) =O, somente se x =O; 

6. (x, ay) =a (x, y) . 

A partir do produto interno, define-se a norma de um vetor x E H pondo 

llxll = .j(x,x) . 

Algumas propriedades básicas: 

Desigualdade de Cauchy Schwarz: i(x, y)l ~ llxiiiiYII , para cada x e y E H. 

Desigualdade Triangular: para x e y E H , temos llx + Yll :::; llx ll + IIYII 

Segue da desigualdade triangular que: 

llx - zll :::; llx- Yll + IIY- z!l, para x, y e z E H. 

Sendo assim podemos definir a distância entre x e y por d(x, y) = llx- Yll · 

É fácil ver que os axiomas para um espaço métrico são satisfeitos. Se H é um 

espaço métrico completo, isto é, toda seqüência de Cauchy em H é convergente, 
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então chamamos H de espaço de Hílhert. 

Definição 3. Dizemos que x =/=O é ortogonal a y =/=O, se (x, y) = O para 

x e y E H e escrevemos x j_ y. 

Definição 4. Seja x .l o conjunto dos y E H que são ortogonais a x, isto é, 

x .l = {y / (x, y) = O}. 

Definição 5. M é um subespaço de H, seja M .l o conjunto dos y E H que são 

ortogonais a todo x EM, isto é, Jv[.l = {y / (y , x) = O, V x E J\1} . 

A partir de agora vamos considerar I um conjunto contável, mais precisamente 

I= Z ou I = N. 

Definição 6. Um conjunto de vetores Ón em um espaço de Hilbert, onde n varia 

num conjunto de índices I é chamado ortonormal se satisfaz a relação (8n , Óm) =O, 

para todo n =/= m, n em E H e, cada Ón é normalizado a fim de que ll8n ll = 1 

para cada n E I . Em outras palavras, {8n} é ortonormal desde que 

1 se n = m , 

O se n =/= m. 

5 



Definição 7. Dizer que {8n} é um conjunto ortonormal maximal, significa dizer 

que nenhum vetor de H pode ser acrescentado a {8n} de modo que o conjunto 

resultante ainda seja um conjunto ortonormal: em outras palavras { 8n} é um 

conjunto ortonormal maximal quando não existe x =f O em H que seja ortogonal 

a todo Ón. Um conjunto ortonormal maximal é freqüentemente chamado conjunto 

ortonormal completo. 

D efinição 8. Se { Ón : n E I} é ortonormal então associamos para cada x E H, 

espaço vetorial real ou complexo, uma função: tomando respectivamente valores 

reais ou complexos: x := {x(n) / n E I} definida no conjunto dos índices de I , por 

x(n) = (x, 8n) (n E I) . 

Algumas vezes os números x(n) são chamados os coeficientes de Fourier de x, 

com relação ao conjunto { Ón} . 

D efinição 9. Dizer que A é denso em B C H quer dizer que o fecho de A é B , 

ou seja, A= B. 

As demonstrações dos teoremas (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) e do corolário 1 encon

tram-se em [7) . 

Teorema 2.1. Seja M um subespaço fechado do espaço de Hilbert H. 
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a) Todo x E H tem então uma única decomposição x = P(x) + Q(x) em uma 

soma de P(x) E M e Q(x) E M J. . 

b) P ( x) e Q ( x) são os pontos mais próximos de x em 1\11 e em !VI J. , respecti-

vamente. 

c) As funções P: H~ j\IJ e Q : H~ JV/J. são lineares. 

As funções P e Q são chamadas respectivamente de projeção em M e projeção 

Definição 10. Dizemos que yl..M se y E JV! J.. 

Corolário 1. Seja M um subespaço fechado do espaço de Hilbert. Se JV! =/= H , 

então existe y E H, y =/= O tal que yl.M . 

k 

Teorema 2.2. Se 81 , ... , ók é um conjunto ortonormal e se x = L CnÓn , então 
n=l 

Cn = (x, Ón) , para 1 ~ n ~ k , 

k 

llxll 2 = L lenl2 
· 

n=l 

7 
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Teorema 2.3. Seja 81, ... , ók um conjunto ortonormal em H e seja x E H. Então 

k k 

X- L (X,Ój) Ój < X - LÀjÓj (2.1) 
j =l j = l 

para quaisquer escalares >.1 , ... , >.k. A igualdade em (2.1) é verdadeira se e somente 

se Àj = (x, Ój), para 1 :::; j :::; k. O vetor 

k 

L (x,ój}ói 
j=l 

é a projeção ortogonal de x sobre o subespaço !VI gerado por [ 81, ... , ók] e se d é a 

distância de x para este subespaço, isto é, 

d =inf {d(x,y)jyEl\1!} 

= inf 

= inf 

então 
k 

L l(x, ói)l2 = llxll2 - d2. 
j =l 

Teorema 2.4 (Desigualdade de Bessel). Se { Ón : n E I} é um conjunto orto-
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normal em H , x E H e x(n) = (x, ón) então 

L: lx(n)l 2
::; llxll2

. 
n e / 

Referimos ao leitor a [1] e [2} para resultados gerais sobre integral de Lebesgue. 

D efinição 11. f"' g # {x / lf(x)- g(x) l :f O} é um conjunto de medida nula. 

Nas duas definições subseqüentes é tomado o quociente do espaço vetorial módulo 

a relação de equivalência "'. 

g : [-?i, 7r] --t lR 

é uma função periódica de período 27r de quadrado integrável a Lebesgue. 

Como foi dito anteriormente, neste espaço vetorial identificamos f e g se f ""g. 

Cada g E L2 pode ser considerada como uma função definida no círculo 

unitário. 

Definimos no espaço L§. um produto interno real, tomando 

(f, g) = [~ f(t)g(t)dt. (2.2) 
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É fácil ver que (2.2) está bem definido e satisfaz as propriedades de produto 

interno tomando valores em JR. (Use a desigualdade de Cauchy Schwarz). 

Definimos a norma L~ de g, por 

ugn = L g(t) 2dt = v (g, g). 

Definição 13. L~ [-7r,7r] =L~ = {1 / {_7r if(t) i2 dt < oo} , onde 

f: [-7r, 7r] -+c 

é uma função periódica de período 21r de quadrado integrável a Lebesgue. 

Definimos no espaço L~ um produto interno complexo, tomando 

u, g) =L f(t)g(t)dt. (2.3) 

É fácil verificar que (2.3) está bem definido e satisfaz as propriedades de pro

duto interno tomando valores em C (Use a desigualdade de Cauchy Schwarz) . 

Definimos a norma L~ de g , por 

llgll = L ig(t)i
2

dt = V(g,g). 

10 



Os espaços Lf< [- 1r, 1r] e Lt [-1r, 1r] das funções periódicas de quadrado in-

tegrável a Lebesgue são espaços vetoriais completos, munidos de um produto 

interno, de dimensão infinita o que, na nossa terminologia, equivale a dizer que se 

tratam de espaços de Hilbert (Ver [1] e [2)) . 

O objetivo principal deste trabalho é provar o seguinte teorema: 

{ 
1 cosnx sennx } 

Teorema 2.5. ..j2ir, y7r , ft , n E N constitui um conjunto ortonormal 

completo no espaço L~ . 

Definição 14. Seja f E L~, a série de Fourier (na forma real) da f expressa por 

a oo 
~ +L (an cosnx + bnsennx) , 
2 n=l 

(2.4) 

onde seus respectivos coeficientes de Fourier são dados por 

1!1r - 01? an = - f ( t) cos nt dt , n - , , ~ , ... 
7f -7r 

bn = - f(t )senntdt , n = 1,2, 3, .... 1r· 
7f -To 

A expressão (2.4) chama-se série trigonométrica de Fourier na forma real. 

Será mostrado (Ver observação após teorema 2.6) que o sentido da expressão 

(2.4) é: 

11 
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(2.5) 

onde 1111 é a norma em~-

A expressão 

é chamada a soma parcial de Fourier de ordem k. 

Definição 15. Seja f E L~ , a série de Fourier (na forma complexa) da f é dada 

pela expressão 

00 

L 
n=-oo 

onde 

1 r· . Cn = - f(x)e - mxdx. 
21i - 7r 

Observação: dada 

a oo 
f= 

2
° +L (ancosnx + bnsennx) , 

n=l 

as séries trigonométricas reais podem ser eJ>.:pressas numa forma mais compacta 
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com ajuda das fórmulas de Euler 

cosnx = ----------
2 

e sennx = --------
2i 

Substituíndo estas expressões na série de Fourier na forma real, obteremos 

a oo 
; + ~ (an cosnx + bnsennx) 

n = l 

ao 
onde c0 = 2 e, para n ~ 1, 

an - i bn 
, n ~O , 

} 
Cn = 

2 (2.6) 
an + ibn 

C-n = 
2 

, n <O. 

Os coeficientes Cn se expressam através dos an e bn mediante as igualdades 

(2.6). 

D efinição 16 . O espaço f~ real é o conjunto constituído por todas as seqüências 
00 

x = ( ... , x_ 1 ,x0 , x 1 , x 2 , ... , Xn , ... )de números reais tal que ~ xi < oo. 
i=-oo 

13 



00 

Definindo o produto interno (x, y),. - L XiYi, introduzimos a norma no 
i=-oo 

espaço e& por 

llxll ~ ~J:= xf ~ .j(x,x). 

Definição 17. O espaço ft complexo é o conjunto constituído por todas as seqüências 

x = ( ... ,X-!JXo,XJ,X2, ... ,xn, ... ) de números complexos tal que 

i=-oo 
00 

Definindo o produto interno (x, y) * - L XiYi, introduzimos a norma no 
i=-oo 

espaço~ por 

llxll = 
00 

L jxil2 
= ..j(x,x)*. 

i=-oo 

Os espaços e~ e f~ são completos (Ver [6]). 

Exemplo 1. Definimos para cada i E N 

tal que { 
Xj = O , para i =J j 

Xj = 1 , para i = j. 

É possível mostrar que ei, i E N é um conjunto ortonormal completo. 
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{ 
1 cosnx sennx } . 

Para mostrarmos que íé'C, ;:;; , r:;; , n E N forma um conJunto 
v 27r y7í y7r 

ortonormal completo no espaço L~ equivale a mostrarmos que { ~' n E Z} 

é um conjunto or tonormal completo no espaço Li:_. 

Teorema 2.6. Seja { Ón : n E I} um conjunto ortonormal em H, espaço veto-

rial complexo de Hilbert, com a norma llxll = j(x,x) . Cada uma das seguintes 

condições sobre { Ón} implica nas outras três: 

a) { Ón} é um conjunto ortonormal maximal em H. 

b} O conjunto S de todas as combinações lineares finitas dos vetores de { ón} 

é denso em H. 

c) Para todo X E H, tem-se llxll2 =L lx(n)l2
) onde x(n) = (x,ón)' n E I. 

nE l 

d} Se X E H e y E H, então (x, y) = 2: x(n)y(n) . 
nE/ 

Esta última fórmula é conhecida como identidade de Parseval. 

Prova: 

a) :::} b) 

Por contradição, vamos supor que S não é denso em H , assim por definição 

S =I H. Como Sé fechado, pelo corolário 1 existe y E H, y =I O, tal que y j_ S , 

isto implica que { Ón} nEZ U {y} é ortogonal. Logo, quando S não é denso em H 

temos que { Ón} não é ma.."<imal em H. 
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b) =;.c) 

Vamos supor que S o conjunto de todas as combinações lineares finitas dos 

vetores de { 8n} seja denso em H. Fixe x E H , é > O. Como S é denso, existe um 

conjunto finito Dn1 , • •• , 8nk tal que alguma combinação linear destes vetores tem 

distância menor do que é de x. 

Pelo teorema 2.3 esta aproximação poderá ser melhorada se tomarmos x( ni) 

para o coeficiente de 8nj. Assim se 

teremos 

pms 

llx- zll <é=;. llxll < llzli +é, 

llx - zll 2 
= (x - z, x- z) 

= (x,x)- (x,z) - (z,x) + (z,z) 

= llxll2 - 2 (x, z) + llzll2 

2:: llxll2
- 2llxllllz ll + llzll

2 

= (llxll - llzll)2 
· 

16 
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Por (2.7) e pelo teorema 2.2, obtemos 

(llxll- ê? < llzll
2 

= lx(ni)I
2 + ... + Jx(nk)l2

::; L lx(n)l 2
. (2.8) 

n e l 

Como ê é arbitrário, c) segue de (2.8) e da desigualdade de Bessel. 

c) :::} d) 

A equação em (c) pode também ser escrita da forma (x, x) = (x, x) * . 

Se x E H , y E H e vale (c), então 

Portanto, pelas propriedades de produto interno ( , ),. e (, ), obtemos 

(x,x) + (x,>.y) + (>.y,x) + (y,y) = (x,x). + (x, >.fJ). + (>-.fj,x). +(f}, f})*, 

como (x,x) = (x,x) ,. e (y, y) = (fj,fj),., temos 

(x, >.y) + (>-.y, x) = (x, Ãfj),. + (>-.fj, x) * . 

17 



~ (x,y) + À (y, x) = ~ (x, Y). + À (fj,x) • . 

Tomando À = 1, obtemos 

(x,y) + (y, x) = (x, fJ). + (fj, x). , 

ou seja, 

(x, y) + (x, y) = (x, fJ). + (x , fi) •. (2.9) 

Tomando .À = i, obtemos 

- i (x ,y) +i (y,x) = - i (x,fJ). +i (fj,x)., 

(x, y) - (x , y) = (x, fj).. - (x, f}) ,. . (2.10) 

Somando (2.9) e (2.10) , obtemos 

(x ,y) = (x,fJ) •. 

18 



d) =*a) 

Por contradição, vamos supor que { Ón } não é um conjunto ortonormal max1-

mal em H, ou seja , existe x f= O em H tal que (x, Ón) = O, para todo n E J. 

Consideremos X = y , então (x, y) = llxll2 =I o, mas x(n) = o, para t odo n E J, 

portanto (d) é falso. o 

Observaçã o: no item c) segue de b) a propriedade que x -
n e i n (- k,k] 

converge a zero quando k ---t oo. 

De fato , usando a notação do teorema 2.6 e por (2.7) , notemos que dado ê >O, 

existe 

tal que 

llx- zll < t:. 

Se 
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onde {óm1 , ••• , Óm1} n {ón1 , ... , Ónk} = 0, então, considerando 

k+l 

z =L À;Ó;, onde 
j=l { 

À; X(n;) ~Ó; = Ón; , para j E ~1 , ... , k}, e 

>..7 -O e Ó7 - Óm;-k, para J E {k + 1, ... , k + l} 

e 

k+l 

z =L 3:;ój, onde 
j=l { 

X;=x(n;)eó;=Ón;,parajE{l, ... ,k}, e 

\ = x(m;-k) e Ó; = Óm;-k , para j E {k + 1, ... ,k + Z} , 

segue do terema 2.3 que llx- zll :S llx- zll <é. Isto mostra que neste caso (2.5) 

é verdadeiro. 

Teorema 2.7. Seja {ón: n E I} um conjunto ortonormal em H , espaço vetorial 

real de Hilhert, com a norma llxll = .j(x,x). Cada uma das seguintes condições 

sobre { Ón} implica nas outras três: 

a) { ón} é um conjunto ortonormal maximal em H. 

b) O conjunto S de todas as combinações lineares finitas dos vetores de { ón} 

é denso em H. 

c) Para todo x E H, tem-se llxll2 = L lx(n)l2
. 

nEJ 

d} Se x E H e y E H, então (x, y) = :Lx(n)y(n). 
nE/ 

P rova: A demonstração é feita de maneira análoga ao teorema anterior. O 
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3. O Teorema de Fejér e Conjuntos Ortonormais Completos 

Nesta seção, usaremos a seguinte notação: 
1 1 

Ón = ;;;:;. cosnx = ;;;:;. cos( -nx) , para n < O, 
y7r y7r 

1 
Ón = r,;;.sennx, para n > O, 

y7r 

1 
Óo = íiC. 

y21i 

A série de Fourier de uma função qualquer em L~ não necessariamente converge 

em cada ponto e, muitas vezes não se pode obt er f como a simples soma da sua 

série de Fourier em cada ponto. 

Seja f uma função contínua de período 27r definida sobre a reta. Esta função 

se definirá univocamente a partir da sua série de Fourier 

a oo 
~+L (an cosnx + bnsennx). 
2 n=l 

O seguinte teorema) que Fejér demonstrou em 1905, dá um método de apro-

ximação uniforme de uma função contínua a partir da média das somas parciais 

de Fourier. Seja 
k 

Sk(x) =~+L (ai cosjx + bisenjx) 
j =l 

a soma parcial da série de Fourier da função f. Note que não é verdade que Sk(x) 
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converge uniformemente a f. Tomemos 

crn(x) = So(x) + S1(x) + ... + Sn- l(x) . 
n 

(3 .1) 

As expressões CTn, a saber, as médias aritmétricas das somas S1. , chamam-se 

somas de Fejér da função f. 

Teorema 3.1. Se f for uma funç ão contínua de período 21r, então a seqüência 

CTn convergirá uniformemente para f sobre a reta toda. 

Prova: 

Antes da demonstração propriamente dita faremos algumas considerações so-

bre o núcleo e a integral de Fejér. 

Sejam 

aj = ~r f(x) cosjxdx; 
7T -;r 

1 !;r bi = - f (x) senjx dx; 
7T - ;r 

1 !;r 
ao= ;: -To f(x)dx. 

Consideremos 

(3.2) 
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Transformemos Sk(x), substituíndo em (3.2) os coeficientes aj , bj e a0 pelas 

suas expressões através das integrais acima. Denotando por t a variável de inte-

gração, obtemos 

Sk(x) =~+E [cosjx (; [J(t)cosjtdt) + senjx G [J<t)senjtdt) ] 

11" 1r k = 27r -nf(t)dt+; -r.~(f(t)cosjtcosjx+ f(t)senjtsenjx)dt 

= ; [, (t;t) + f(t) t (cosjt cosjx + senjt senjx)) dt 

= !_[ f(t) (~ + t_(cosjtcosjx+senjtsenjx)) dt 
7r -?r 2 . 1 ]= 

1 ' ( k ) =; [.,. f(t) ~ + ~ cosj(t- x) dt 

2k + 1 
1 r sen (t- x) 

= - f(t) 2 (t - ) dt. 
7r - r. 2sen 

2 
x 

Para mostrarmos a última igualdade, calculemos a seguinte expressão: 

k 

Sk(B) = 1 + LcosjB. 
j=l 

Observemos que 
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onde 

Assim 

k . . . . . . 1 _ ei(k+l)B 
1 + L ezJB = 1 + ew + e12e + ez3B + ... + etkB = _ iO 

i = I 1 e 

(
1 _ ei(k+I)O) (e-!f _ ei(k+~)o) 

= Re i8 = Re iO ifl 
1- e e-2 - e 2 

= Re { [cos ( -ü + isen ( -~)] - [cos ( k + De + isen ( k + ü e]} 
(cos ( -Ü + isen ( - Ü) - (cos ~ + isen ~] 

- { cos ~ - isen ~ - cos ( k + ~) e - isen ( k + ~) e } 
- Re o · o B · o cos 2 - tsen 2 - cos 2 - tsen 2 

= Re { -isen % - isen ( k + ~)_e +~os ~ - cos ( k + ! ) e } 
-2tsen 2 

= Re { sen ~ + sen ( k + ~) e + i cos ~ - i cos ( k + ~) e } 
2sen ~ 

_ sen ~ + sen ( k + ! ) e 
- 2sen~ 

2 

Logo, temos que 

k 

1 + Lcos je 
j=l 

- sen % + sen ( k + n e 
2sen ~ 2sen ~ 

1 k 

1 - 2 + L cos je -
j = l 

sen (k +~)e 
2sen~ 

24 



Portanto, 

1 k . sen ( k + ~) B 
2 +L COSJB = Q . 

i=l 2sen 2 

Fazendo B = ( t - x) , segue que 

2k + 1 
1 /r. sen ( t - x) 

Sk(x) = = f(t) 2 (t _ ) dt. 
n -r. 2sen 

2 
X 

(3.3) 

Efetuando a substituição t - x = z. O integrando em (3.3) sendo uma função 

periódica de período 27f, a integral desta, tomada sobre qualquer intervalo de com-

primento 27r, será a mesma. Logo integrando em relação a z, podemos conservar 

os mesmos limites -7f e 1r, obtendo-se 

2k + 1 
1 r sen ?. z 

S k (X) = = f (X + Z) ~ z dz. 
" - 71" 2sen-

2 

Substituíndo-as na igualdade (3.1): obteremos a seguinte expressão para O"n(x) : 

{ 

2k + 1 } 
1 , n-l sen z 

O"n(x) = -
2

- {_ L. 2z f(x + z)dz . 
1rn - ·· k=O sen 2 

Seja 
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A(z) = ~ sen (2k +I) z = Im (~ e'(2'+
1l') 

(

n - 1 ) ( n - 1 ) = 1m 2:::: eiz ei2kz = Im eiz 2:::: ei2kz 
k=O k=D 

= 1m e~z . = Im . . 
( 

. 1 - ei2(n-l+l)z) ( 1 - ei2nz ) 

1 - e~2z e-~z - e~z 

=1m ( 1- cos2nz- isen2nz ) 
cos(-z) +isen(-z)- cosz- isenz 

= Im (1- cos 2n~ - isen 2nz) 
-2~senz 

=1m (i- i cos 2nz + sen 2nz) 
2senz 

1- cos 2nz 
2senz 

. 1- cos 2x 
Ass1m, usando o fato que sen2x = 

2 
, obtemos 

n-1 1 2 2 "' (2k 1) - cos nz sen nz 
L..t sen + z = = . 
k=O 2sen z sen z 

Daí, 

( 

2 z ) 1 r. sen n-
an(x) = - j z 2 z f(x + z)dz 

2n7r - 71" sen -sen-
2 2 

1 r (senn~ ) 2 

= - z~ f(x + z)dz, 
2n7r - r. sen -

2 

conhecida como integral de Fejér. 
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(3.5) 



A expressão 

1 (senn~ )
2 

<lln(z) = - z 
2mr sen2 (3.6) 

chama-se núcleo de Fejér. Podemos reescrever (3.5) na forma 

O"n(x) = [_
10 

f(x + z)<I>n(z)dz. 

Para demonstrarmos o teorema 3.1 devemos mostrar que, quando n - oo. 

O" n ( x) tende uniformemente para f ( x). 

Para est a demonstração necessitamos das seguintes propriedades do núcleo de 

Fejér: 

l)<Pn(x) 2:: O, 

2) [_
10 

<I>n(z)dz = 1, 

3)Qualquer que seja ó >O fixado, ao se cumprir n- oo, teremos 

~~: <Pn(z)dz = fs <I?n(z)dz = Tln(ó)- O. 

A primeira destas propriedades é óbvia. A segunda se obtém das igualdades 

(3.4) e (3.6), pois 
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= - 2 dz r 1 ( senn~ )
2 

- 71" 2níí sen ~ 

2k + 1 
1 / 7f n - 1 sen 2 z 

=- L z dz 
2n7r - rr k = O sen -

2 

2k + 1 
1 n-lr sen z =-2::: 2z dz 

n7r k =O - 1f 2sen -
2 

1 n-lr· = - 2::: _ ( ~ + cos z + cos 2z + ... + cos nz) dz 
n1r k=O - .. 

1 
=-nJr 

n1r 

=1. 

A terceira propriedade é verificada pois, para ó < z :::; 7f temos 

2x 2x [ 1r] senx 2:: y =- =? senx 2:: - , para x E O, -
2 

. 
71" 7f 

z 
Fazendo x = '2, obtemos 

z 2z z 
sen- >- = -. 

2 - 27f 7r 

Assim 

z z ó z ó 
sen- > - > - =? sen- > - . 

2-Jr 7r 2 7f ' 
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por conseguinte 

f -é Ç[>n(z)dz = !7r <I>n(z)dz = r -1
- (sen ~~) 

2 

dz ~ 
- -rr é J é 2mr sen _ 

2 

r 1 (7r) 2 7r 17r 7r2 7r 
~ J 6 2n1r 8 dz = 2n62 z é = 2nõ2 - 2nõ ._ 0' 

quando n ._ oo. 

Baseando-se nestas propriedades do núcleo de Fejér, vamos a seguir mostrar o 

teorema 3.1. 

A função f sendo contínua e periódica está bem definida no compacto 8 1 

portanto, será limitada e uniformemente contínua sobre a reta toda. Em outras 

palavras, existe uma constante M tal que , para qualquer x, lf(x) l ~ M; por outro 

lado, dado é > O, se encontrará 6 > O tal que 

Para demonstrarmos o teorema, devemos estimar a diferença 

J(x)- O"n(x) = J(x) !~11 <I>n(z)dz- r 7r f(x + z)<I>n(z)dz 

= {_-rr [f(x)- f(x + z)] <I>n(z)dz, 
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a qual se representa como a soma das três integrais seguintes: 

J_ = J~: [f(x) - f(x + z)] <I>n(z)dz, 

Jo = j~6 [f(x)- f(x + z)] <I>n(z)dz, 

J+ = .[ [f(x)- f(x + z)] <I>n(z)dz. 

De lf(x)l :=:; Me lf(x2)- f(xi) l <~'resultam as seguintes estimativas: 

a) 

IJol = j~6 [f(x)- f(x + z)] <I>n(z)dz 

:::; j~6 lf(x)- f(x + z)l <I>n(z)dz 

ê !6 ê < 2 _
6 

<I>n(z)dz < 2, 

p OlS 

êr ê - <I>n(z)dz = -
2

, 2 _,. 

por 2). 
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b) 

IJ-1 = IJ~: [f(x) - f(x + z)] Wn(z)dz l 

:::; J~: lf (x)- f(x + z) l Wn(z)dz 

:::; J~: [lf(x) l - lf(x + z)IJ Wn (z)dz 

= J~: lf(x)l <Pn(z)dz + J~: lf(x + z)j ÇPn(z)dz 

:::; lv! J~: ÇPn(z)dz + M J~: ÇPn(z)dz 

= 21vf J~: <Pn (z )dz 

= 2M ryn(8). 

c) De maneira análoga a IJ-1, obtemos 

Usando 3) acima, escolhamos n0 suficientemente grande de modo que , para 

qualquer n ;::: no e o 8 em questão, cumpra a desigualdade 
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Então 

lf(x)- crn(x)l = j{_,. [f(x) - f(x + z)] <I>n(z)dzj 

= IJ- + Jo + J +I 

é é é 
<-+-+-

4 2 4 

=é 

donde, por ser é arbitrário, resulta a afirmação do teorema. 
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Vamos agora demonstrar o resultado principal deste trabalho. 

{ 
1 cosnx sennx } 

Teorema 3.2. .J2ir ' fo , fo , n E N constitui um conjunto ortonor-

mal no espaço L~. 

Prova: 

Vamos mostrar que o conjuntoS das combinações lineares finitas de 

{ 
1 cosnx sennx } , 
/iC' ft , fo ,n E N e denso no espaço L&, o que pelo teorema 2.7 

v 27r 7r 7r 

implica que este conjunto é ortonormal completo. 

Toda função g E L~ periódica é aproximada no espaço de Hilbert L~ por f 

contínua (Ver {1] e [2]). Pelo teorema de Fejér, qualquer função contínua é o limite 

uniforme (logo também na norma L~ [-7r, 7r)) de um soma finita de polinômios 

trigonométricos O"n, resulta que S é denso no espaço L~. Concluímos assim, do 

teorema 2.7, que o sistema trigonométrico é completo no espaço L~. o 

Observação: segue do teorema anterior que { :;;; , n E Z} também é um 

conjunto ortonormal completo no espaço L~ [- 1r, 1r]. 
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