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Resumo

-
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i} 1 COSTNT Sennc
Neste trabalho, vamos mostrar que { N}

) i . me
Vor' T VT

um conjunto ortonormal completo no espaco L%. Conseqiientemente concluimos

mnT
que { wors n e Z} é um conjunto ortonormal completo no espago LZ.
T

Abstract

1 cosnT senne

Vor JE | o7
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In this work, we will show that { € N} is a com-

plete orthonormal set in L. From this result follows that { n € Z} is also

a complete orthonormal set in L.
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1. Introdugao

= 2 o ) 1 cosnz sennx p
Nosso objetivo neste trabalho é mostrar que { N} é

H H !e
Br JE o JE

um conjunto ortonormal completo no espago L3.
Toda fungdao g € L% é aproximada em L% por f continua. No teorema 3.1
veremos que qualquer fungdo continua € o limite uniforme de uma soma finita de

polindmios trigonométricos ¢, (somas de Fejér), assim teremos que o conjunto

COSNT SENNT

1
1 ? ! EN
Vor' & JE

das combinacoes lineares finitas de { } sera denso no

espago L.
Usaremos entao o teorema 2.7 para concluir que o sistema trigonomeétrico é

completo no espaco L2.



2. Definicoes e Resultados Gerais

Definigao 1. Seja H um espago vetorial real. Um produto interno em H é uma
funcao (, ) : H x H — R, que associa a cada par ordenado de vetores z, y € H
um numero real (x.y), chamado o produto interno de x por y, de modo a serem

cumpridas as condigoes abaixo, para z, y, z € H e o € R arbitrarios:

L. (:II,:!,-‘) = (y:‘r);
2. (z+y,2) = (z,9) + (z,2);
3. (az,y) = alz,y);

4 x£0=242,%)>0.

Definicao 2. Seja H um espaco vetorial complexo. Um produto interno em H
é uma fungao (, ) : H x H — C, que associa a cada par ordenado de vetores
z, y € H um numero complexo (z,y), chamado o produto interno de x por y.
de modo a serem cumpridas as condi¢bes abaixo, para z, y, z € H ea € C

arbitrarios:

1. (y,z) = {z,y);

2. {+y,2) =(z,2) + (¥, 2);



(]

- oz, y) = a(z,y);

Vo

. {z,z) 2 0,Vz € H;

ot

. {z,z) = 0, somente se z = 0;
6. (z,0y) =a(z,y).

A partir do produto interno, define-se a norma de um vetor z € H pondo

[zl = /(2. ).

Algumas propriedades bésicas:
Desigualdade de Cauchy Schwarz: |(z,y)| < ||z|| ||ly]l , para cada z e y € H.
Desigualdade Triangular: para x e y € H, temos ||z + y| < ||z + ||¥] -

Segue da desigualdade triangular que:

lz—z|| < |lz—y||+ ly — 2|, para z, y e z € H.

Sendo assim podemos definir a distancia entre z e y por d(z,y) = ||z — y].
E facil ver que os axiomas para um espaco métrico sao satisfeitos. Se H é um

espago métrico completo, isto é, toda seqiiéncia de Cauchy em H é convergente,



entao chamamos H de espaco de Hilbert.

Definicao 3. Dizemos que z # 0 € ortogonal a y # 0, se (z,y) = 0 para

rey € H e escrevemos z L y.

Definicao 4. Seja z* o conjunto dos y € H que sao ortogonais a x, isto &,

- ={y/ (z,y) =0}.

Definigao 5. M é um subespaco de H, seja M~ o conjunto dos y € H que sao

ortogonais a todoz € M, isto é, M+ ={y / {y,z)=0,Vz € M}.

A partir de agora vamos considerar I um conjunto contdvel, mais precisamente

I'=%Zoul =N

Definigao 6. Um conjunto de vetores 6, em um espago de Hilbert, onde n varia
num conjunto de indices I é chamado ortonormal se satisfaz a relagao (6,,.6,) = 0,
para todon # m, n em € H e, cada 6, é normalizado a fim de que |6, = 1

para cada n € I. Em outras palavras, {6, } é ortonormal desde que

1 sen=m,
(6n,6m) =

0 se n # m.



Definicao 7. Dizer que {6,} é um conjunto ortonormal mazimal, significa dizer
que nenhum vetor de H pode ser acrescentado a {6,} de modo que o conjunto
resultante ainda seja um conjunto ortonormal, em outras palavras {6,} é um
conjunto ortonormal maximal quando nao existe  # 0 em H que seja ortogonal
a todo 6,. Um conjunto ortonormal maximal é freqiientemente chamado conjunto

ortonormal completo.

Definicao 8. Se {6, : n € I} é ortonormal entdo associamos para cada r € H,
espago vetorial real ou complexo, uma funcao, tomando respectivamente valores
reais ou complexos, T := {Z(n) / n € I} definida no conjunto dos indices de I, por

Z(n) = (z,6,) (n € I).

Algumas vezes os niimeros Z(n) sao chamados os coeficientes de Fourier de z,

com relagao ao conjunto {6, } .

Definigao 9. Dizer que A é denso em B C H quer dizer que o fecho de A é B,

ou seja, A = B.

As demonstragdes dos teoremas (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) e do corolério 1 encon-

tram-se em [7].

Teorema 2.1. Seja M um subespago fechado do espago de Hilbert H .

6



a) Todo x € H tem entdo uma dnica decomposi¢io x = P(z) + Q(x) em uma
soma de P(z) € M e Q(z) € M*.

b) P(z) e Q(z) sao os pontos mais prézimos de © em M e em M=, respecti-
vamente.

c) As fungoes P: H — M e Q : H — M* sdo lineares.

d) l|lzl|* = [|P(z)|* + |lQ()|*-

As fungdes P e Q sao chamadas respectivamente de projecdo em M e projecao

em M*.
Definigao 10. Dizemos que yl M sey € M+.

Coroldrio 1. Seja M um subespago fechado do espago de Hilbert. Se M # H,
entao existe y € H, y # 0 tal que y L M.

k

Teorema 2.2. Se 6y,...,0r € um conjunto ortonormal e se T = Z CnOn, entao
n=1

e =(%,8;); pare 1 <Nz k,

lall? = Z leal?



Teorema 2.3. Seja 61, ..., 6, um conjunto ortonormal em H e sejax € H. Entdo

k

= Z )\363

(2.1)

k
L— Z (I,(Sj) 6j
g=1

para quaisquer escalares Ay, ..., \x. A tgualdade em (2.1) € verdadeira se e somente

se Aj = (z,0;), paral < j < k. O vetor

3" (2,6 6;

j=1

€ a projecdo ortogonal de x sobre o subespago M gerado por [61,...,6:) e sed € a

distancia de x para este subespaco, isto €,

d =inf{d(z,y) /y€ M}

k
=inf{d(z, ) A;6;), A1, - ,\kER}

=1

ol

. GR}

entao
k

> e, &) = ||z)* — d?

=1

Teorema 2.4 (Desigualdade de Bessel). Se {6, :n € I} € um conjunto orto-



normal em H, x € H e Z(n) = (z,6,) enldo

> 2@ < el

nel
Referimos ao leitor a [1] e [2| para resultados gerais sobre integral de Lebesgue.

Definicao 11. f~g e {z / |f(z) — g(z)| # 0} € um conjunto de medida nula.
Nas duas defini¢oes subsegiientes é tomado o quociente do espago vetorial médulo
a relagao de equivaléncia ~.

T

Definicao 12. [2 (-7 7] =L = {g/ f g2(t)dt < oo}, onde

€ uma funcéao periddica de periodo 2m de quadrado integravel a Lebesgue.

Como foi dito anteriormente, neste espaco vetorial identificamos f e gse f ~ g.
Cada g € L? pode ser considerada como uma fungao definida no circulo
unitério.

Definimos no espago L2 um produto interno real, tomando

[R]
Q]
S

(f.9)= [ Fgat. e

9



E fécil ver que (2.2) estd bem definido e satisfaz as propriedades de produto
interno tomando valores em R. (Use a desigualdade de Cauchy Schwarz).

Definimos a norma L% de g, por

loll =/ [ syat=/ig.9)

Definigdo 13. L2 [-7,7] = [2 = { F/ f_ F(6)[2dt < oo}, Eia
fil-m,7]—C

€ uma fungédo periddica de periodo 27 de quadrado integrdvel a Lebesgue.

Definimos no espaco L2 um produto interno complexo, tomando
go Lg p p ;

(f.9)= [ ryala (23)

E facil verificar que (2.3) estd bem definido e satisfaz as propriedades de pro-
duto interno tomando valores em C. (Use a desigualdade de Cauchy Schwarz).

Definimos a norma L% de g, por

ol =1/ [ o dt = \/ig,9)

10



Os espagos L [—7, 7] e L& [—m, 7] das fungdes periédicas de quadrado in-
tegravel a Lebesgue sao espagos vetoriais completos, munidos de um produto
interno, de dimensao infinita o que, na nossa terminologia, equivale a dizer que se

tratam de espacos de Hilbert (Ver [1] e [2]).

O objetivo principal deste trabalho é provar o seguinte teorema:

1 cosnx sennz
Vor' ' 7

completo no espago L.

Teorema 2.5. { T E N} constitur um conjunto ortonormal

Definicao 14. Seja f € L2, a série de Fourier (na forma real) da f expressa por

929 A Z (@, cosnz + b,sennz) , (2.4)

n=1

onde seus respectivos coeficientes de Fourier sao dados por

a,n=—1*] f(t) cosntdt =012, ..
mJ -7

bn=—/q f(t)senntdt » »=1,2,3,....

A expressdo (2.4) chama-se série trigonométrica de Fourier na forma real.
Sera mostrado (Ver observagao apés teorema 2.6) que o sentido da expressao
(2.4) é

11

A



ao k
(_‘; 8 nzz:] (an cos nz + bysen nﬂ?)) — f(z)

4

Jim | -0 @)

onde ||| é a norma em L%.

A expressao

k
a
EO + Z (an cos nx + by sen nzx)
n=1
é chamada a soma parcial de Fourier de ordem k.

Definigao 15. Seja f € L%, a série de Fourier (na forma complexa) da f é dada

pela expressao

m 3
Z cnemxT

n=—0o0

onde

Observagao: dada
f= %‘3 + " (ancosnz + bysennz)

n=1

as séries trigonométricas reais podem ser expressas numa forma mais compacta

12



com ajuda das formulas de Euler

ez‘nz g e—z‘nx ez‘nz =o e-—z’n:c
COSNL = —— € Sennxr = .
2 2t

Substituindo estas expressdes na série de Fourier na forma real, obteremos

oo

a 1n:|: < e—mz ez’n:r _ e—in:r
= + Z (an cos nx + b,sen nx) = + Z (an — z'bn————-—)
2 n=1 ‘n=l 2

ao an — b an + by, .
_:_é__i_zﬂzﬂzﬂa:_{_znz nT
n=1 n=l1
o0
Z (.;nei'ﬂ.:rr
nN==—00
Q,

onde ¢y = 30 e, paran > 1,

n 2 b 1 putliy ] (2l6)
an +1
Con = —E—E——'—‘ n<0.

Os coeficientes ¢, se expressam através dos a, e b, mediante as igualdades

(2.6).

Definigao 16. O espaco £% real é o conjunto constituido por todas as seqiiéncias

oo
T = (., T_1, T, T, T2, e Tny -..) de niimeros reais tal que »  z} < oo.

I=—00

13



o0
Definindo o produto interno (z,y), = > ;v;, introduzimos a norma no

i=-—0c0

=] = l 3 ot =/l

Definigao 17. O espago £% complezo é o conjunto constituido por todas as seqiiéncias

espago ¢ por

z = (...,Z_1,%0Z1, T2, ..., Tn,...) de niimeros complexos tal que

o0
Z |.‘I3,;]2 < CcC.
I=—00
o0
Definindo o produto interno (z,y), = Z T;U;, introduzimos a norma no
i=—00

espago % por

i = 5 el

Os espagos £% e £Z sao completos (Ver [6]).
Exemplo 1. Definimos para cadai € N

z;=0, parai# j
tal que

z; =1, parat=j.

E possivel mostrar que e;, i € N é um conjunto ortonormal completo.

14



1 COSNE Sennc :
Para mostrarmos que ; : ., n €N} forma um conjunto
V2r' 7 NLS

int

- nEZ}

g

)

ortonormal completo no espago L% equivale a mostrarmos que {

¢ um conjunto ortonormal completo no espago L2.

Teorema 2.6. Seja {6, :n € I} um conjunto ortonormal em H, espaco veto-
rwal complezo de Hilbert, com a norma ||z|| = {/(z,z). Cada uma das seguintes

condigées sobre {6,} implica nas outras trés:

a) {6n} € um conjunto ortonormal mazimal em H.
b) O conjunto S de todas as combinagées lineares finitas dos vetores de {6,}

€ denso em H.

¢) Para todo z € H, tem-se |z||* = }_ |Z(n)|*, onde Z(n) = (z,6,), n € L.

nef

d) Sex € H ey € H, entdgo (z,y) = z:’ﬁ(n)@
nel
Esta ultima férmula é conhecida como identidade de Parseval.
Prova:
a) = b)
Por contradigao, vamos supor que S nao é denso em H, assim por defini¢ao
S # H. Como S é fechado, pelo coroldrio 1 existe y € H, y # 0, tal quey L S,

isto implica que {6n}, .z U {y} é ortogonal. Logo, quando S nao é denso em H

temos que {6,} nao é maximal em H.



b) = ¢)

Vamos supor que S o conjunto de todas as combinacoes lineares finitas dos
vetores de {6, } seja denso em H. Fixe z € H, £ > 0. Como S é denso, existe um
conjunto finito 6,,,...,6,, tal que alguma combinagao linear destes vetores tem
distancia menor do que ¢ de z.

Pelo teorema 2.3 esta aproximagao podera ser melhorada se tomarmos Z(n;)

para o coeficiente de 0,,. Assim se

z = f(nl)anl b Pt o E(nk)éﬂk’

teremos

lz—z|| <e= ||| <z} +e, (2.7)

pois
lz—z|* ={z—2z-2)
= (z,2) — (z,2) — (z,7) + (2, 2)
= ||lz|I* - 2 (2, 2) + |1=]®

> |lel|” — 2 ||zl lz]| + ll=1*

= (llzll = ll=)*.

16



Por (2.7) e pelo teorema 2.2, obtemos

(lzll = &)* < ll2]l* = [B(r)|* + ... + |8(ni)|* < 3 () . (2.8)

nel

Como ¢ é arbitrario, c) segue de (2.8) e da desigualdade de Bessel.
c) = d)
A equagao em (c) pode também ser escrita da forma (z,z) = (Z,Z), .

Sex € H, y € H e vale (¢), entéo

(z+Ay,z+My) =(Z+ A7, 2+ A\g),, Ve C.

Portanto, pelas propriedades de produto interno (, ), e (, ), obtemos

(z,z) + (z, \y) + (M, z) + (v,9) = (Z,2), + (T,29), + (A3, %), + (7,9),,

como (z,2) = (8,3), e (y,y) = (7, 3)., temos

(z, ) + My, z) = (2, A9), + (7§, 2),,



ou seja,

XMa,y) + Ay, z) = X(Z,9), + A (7,3), .

Tomando A = 1, obtemos

(z,9) + (v.z) = 2,7), + (7.2), ,

ou seja,

(z,9) + (z,9) = (2.9), + (2,9).. (2.9)

Tomando A = 7, obtemos

—i(z,y) +i(y,z) = —i(Z,0), +i(7,2).,

ou seja,

<$3y> - (m:y) = <EE:§>- = <£g>- (210)

Somando (2.9) e (2.10), obtemos

(z,y) = (Z,9)..

18



d) = a)

Por contradicio, vamos supor que {6,} ndo é um conjunto ortonormal maxi-
mal em H, ou seja, existe z # 0 em H tal que (z,6,) = 0, para todo n € I.
Consideremos z = v, entdo (z.y) = ||lz||> # 0, mas Z(n) = 0, para todo n € I,

portanto (d) é falso. O

Observagao: no item c) segue de b) a propriedade que

€T — Z E(n)é,,

neln [~k.k|

converge a zero quando k£ — ©o.

De fato, usando a notagéo do teorema 2.6 e por (2.7), notemos que dado £ > 0,

existe
= i(nl)énl + wea + f(nk)&»nk,
tal que
lz— 2| <e.
Se

(ml)éml + ...+ E(mg)ém“

o]
Il
]
+
8)

19



onde {6, ,...;6m } N {bp,, .., 6n, } = 0, entdo, considerando

E+l Aj =%(n;) e §;=6,,, paraj€ {1,...k}, e
2= Z /\36_.',, onde ) J g "
=1

Aj=0eb;=0n, ,, paraje{k+1,..k+1}

oy Aj =Z(n;) e 6; = 6,,,para j € {1,....k}, e

t

i=1 X
7

I
8)

(mj—x) € 6; =6m,_,,para j€ {k+1,...k+1},

segue do terema 2.3 que ||z — Z|| < ||z — z|| < £. Isto mostra que neste caso (2.5)

¢ verdadeiro.

Teorema 2.7. Seja {6, : n € I'} um conjunto ortonormal em H, espago vetorial
real de Hilbert, com a norma ||z| = \/@—55 Cada uma das seguintes condicées
sobre {6,} tmplica nas outras trés:

a) {6n} € um congunto ortonormal mazimal em H.

b) O conjunto S de todas as combinagies lineares finitas dos vetores de {6,}
€ denso em H.

¢) Para todo = € H, tem-se ||z|*> = |3(n)[*.

nel
d) Sex € H ey € H, entio (z,y) =Y Z(n)j(n).
nel
Prova: A demonstracédo é feita de maneira andloga ao teorema anterior. O

20



3. O Teorema de Fejér e Conjuntos Ortonormais Completos

Nesta segao, usaremos a seguinte notagao:

[I e g <0

n = COSNT = os(—nzx), a ,

7/ ﬁc para n
1

6ﬂ=ﬁsenm, paran >0,

50-_— 1

s

A série de Fourier de uma fungao qualquer em L% néo necessariamente converge
em cada ponto e, muitas vezes nao se pode obter f como a simples soma da sua
série de Fourier em cada ponto.

Seja f uma fungao continua de periodo 27 definida sobre a reta. Esta funcao

se definird univocamente a partir da sua série de Fourier

oo
+ Y (an cosnz + b, sennz).

Qg
2 n=1

O seguinte teorema, que Fejér demonstrou em 1905, dd um método de apro-
ximagao uniforme de uma funcao continua a partir da média das somas parciais
de Fourier. Seja

k

Selz)= % + > (ajcos jz + bjsen jz)

=1

a soma parcial da série de Fourier da fungao f. Note que nao é verdade que Si(x)

21



converge uniformemente a f. Tomemos

So(z) + Si(z) + ... + Sp_1() .

n

O'R(.'.E) == (31)

As expressOes 0,, a saber, as médias aritmétricas das somas Sy, chamam-se

somas de Fejér da funcao f.

Teorema 3.1. Se f for uma fungao continua de periodo 2w, entdo a segiiéncia

o, convergird uniformemente para f sobre a reta toda.

Prova:

Antes da demonstracao propriamente dita faremos algumas consideracoes so-

bre o nmicleo e a integral de Fejér.

Sejam
aj=%[ f(z) cos jzdz;
bj:%_/ f (z) sen jzdz;
1 T
ag = :__;/L” f(.'L‘)dIB
Consideremos
S(z) = a_; + Y (aj cos jz + bjsen jz) . (3.2)

i=1

22



Transformemos Si(z), substituindo em (3.2) os coeficientes a;, b; e ap pelas
suas expressoes através das integrais acima. Denotando por ¢ a varidvel de inte-

gracao, obtemos

k ey
Sk(z) = 2 3 [cos jo ( f f(t)cos jt dt) + sen jz (-]i f(t)sen jt dt)]

2 j=1 TJ =7 w -

1

- f( t)dt + — /7 Z(f cos jt cos jz + f(t)sen jt sen jz)dt

27 i3

k
= % /1 (L(;l + f(t) > (cos jt cos jz + sen jt sen j:I:)) dt
= e

o f(t) 2 + i (cos jt cos jz + sen jt sen jz) | dt
== gt 2, (el jtsenj

1 g . S .
o _,,f(t) §+;c053(t—3) dt

1

1 o sen%; (t — )

“ 7t oa /) (t—=) %k

Para mostrarmos a iltima igualdade, calculemos a seguinte expressao:

k
Sp(0) =1+ Zcosjt‘?.

j=1
Observemos que

Sk(6) = Re (1 - ije"fﬂ) ;

i=1

23



onde

k 1 — eilk+1)8
1+Ze£j9=1+ew+ei29+ei39+...+e£k8=—-————-—e :

1 — eilk+1)8 -2 _ gilk+3)e
—___'w_) =Re 0 @
1 —e "7 —e2

[cos (—%) + isen (—-g)] - [cos (k + %) 0 + isen (k + %) 9] }

)] — [cos% + isen %_

(e}
(o]
147}
/"]"‘\
<
_|..
e,
w
lp)
P
[
Il

TP P T e o
COS§“386n§ ('.'OS:2 ZSET&z

—isen%—isen()’c+%)9+cos% —cos(k-{—%)é?}

—2isen %

g
2sen 5

a {cos%—z’sen%—cos(k+%)9—isen(k+%)8}
= Re

seng-!—sen(k%-%)ﬁ-{—icosg-—icos(k-i—%)f?}

B sen%+sen(k+%)9

2sen %
Logo, temos que
1 0 = 2+
+ ng S 2sen g 2sen §
1 K sen (k + %) 0
1 — 9 = e_—
2 i Jy;;l - 2sen §
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Portanto,

1 & ~ sen (k‘ - %) g
2 i ; o = 2sen g
Fazendo 6 = (t — z), segue que
1 = sen%;l(t—m)
Sila) == / f(t) dt. (3.3)
mwJ - 5 (t - 33)
...Sen"——-s—-"-

-

Efetuando a substituigdo t — z = z. O integrando em (3.3) sendo uma fungao
periddica de periodo 27, a integral desta, tomada sobre qualquer intervalo de com-
primento 27, serd a mesma. Logo integrando em relacao a z, podemos conservar

os mesmos limites —7 e 7, obtendo-se

SenZk—l—lz
I 2

Se(x) = — flx + z2)——~45—
He) /‘:“ ( ) 2sen

- z
2

dz.

Substituindo-as na igualdade (3.1), obteremos a seguinte expressao para o, (z) :

2k +1
1 n-1sen—py —2
On(Z) = 7— f >, —5%— b fz + z)dz.
2mn J -x | i35 sen 5

Seja



1
Z sen(2k+1) 2 (Z %(2k+1J2)
k=0

___0
n—1 n—1
= Im (Z eize£2kz) — Im (eiz Z ei2k2)
k=0

:2(n 1+1)z 1 — ei2nz
ezz =T st
( Joe e:Zz ) o (e—';z s ezz)
1 —cos2nz —isen2nz
COS

Il

Im

I
g

z) +isen(—z) — cosz — isen z
1 — cos 2nz — isen 2nz

—2isen z )

1 —1icos2nz + sen 2nz)
2sen z

I
g

= Im

_ 1—cos 2nz

2sen z
. 1 —cos2z
Assim, usando o fato que sen’z = ~—5 obtemos
n—1 2
—cos2nz  sen‘nz
Z sen(2k+1)z= = :
=t 2sen z senz
Dali,

2 z
i - SEN"N—
on(z) = — [r 2

———=— | f(z + 2)dz
2n J - \ sen Zsen =
2
N 2
1 SEMN n;
= o f" = | flz+2)dz,
18I0 < SEN -2—

conhecida como integral de Fejér.

(3.4)



A expressao
2

Pn(2) = # (sen nzé) : (3.6)

sen—
2

chama-se nicleo de Fejér. Podemos reescrever (3.5) na forma

o(z) = ﬂ _[(@+2)®a(2)dz.

Para demonstrarmos o teorema 3.1 devemos mostrar que, quando n — 0o,
on(z) tende uniformemente para f(z).
Para esta demonstragao necessitamos das seguintes propriedades do nticleo de

Fejér:

3)Qualquer que seja § > 0 fixado, ao se cumprir n — oo, teremos

/_6 ®n(2)dz = f; ®,(2)dz = 1 (6) — 0.

A primeira destas propriedades é ébvia. A segunda se obtém das ignaldades

(3.4) e (3.6), pois
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2

: 1 SETL TZE
[ O,(2)dz = /-W - — 2| dz
- —x 2nm sen —
%
2k +1

— ,_/ Z 22 dz

T 2nw J —n & o
k=0  Sen 5
2k - 1
1 n 1 sen
= f dz
2sen -

1 n—1
=“_‘Z[ 1+cosx,+0052z+ +cosnz)dz

1
= —nT
nwT

= 1.

A terceira propriedade € verificada pois, para § < z < T temos

2z 2z T
senr >y=—=>8enr > —, parar € [0%}
s w Z

z
Fazendo £ = —, obtemos

2}

Z 2z z

sen—z—=i

X P W

Assim

z2._ 2 & z 6
sen— > — > — = sen—- > —,
A S - 2



por conseguinte

2
_# 5 1 [senng
3, (2)d =f z=f_ <
f-w n(2)dz 5 n(2) T \ sen s az <
2

T Tr? T

&5=2n62_2n6_>0’

quando n — oo.

Baseando-se nestas propriedades do niicleo de Fejér, vamos a seguir mostrar o
teorema 3.1.

A fungéo f sendo continua e periédica estd bem definida no compacto S*
portanto, sera limitada e uniformemente continua sobre a reta toda. Em outras

palavras, existe uma constante M tal que, para qualquer z, |f(z)| < M; por outro

lado, dado £ > 0, se encontrard § > 0 tal que
5
|f(z2) — f(z1)] < 5 se |zg — 24| < 6.

Para demonstrarmos o teorema, devemos estimar a diferenga

@) -0n(z) =f@) [ @n(a)dz— [ fla+2)@a(s)dz
= ]ZT [f(z) = f(z + 2)] @n(2)dz,
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a qual se representa como a soma das trés integrais seguintes

7= [T U@ - f@+ 2) ez,
Jo= [ 1f@) - flo+ )] @(a)dz
J4 —f[f )] r.(2)dz

& 2 o 3
(z1)| < =, resultam as seguintes estimativas:

De |f(z)| £ M e |f(z2) —

a)

ol =", 0) = fla+ )] (2
< / £ (@) = f(z + 2)| Bnl2)dz
<? f_a 2)dz < -
pois
3/ etz =3,
por 2).
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11 = ][ @ - e+ ) 0u(elas
< [T 17@) - 1o+ 2l @21z
< [ 1@~ 1+ 2)]| Ba2)ez
_f“5 2)[ @ dz-l-/ f(a + 2)| ®a(2)dz
<M f ™ ®a(2)dz+ M f ®,(z)dz
— oM ] _: ®,(2)d
— 2Mn.(6).

¢) De maneira anéloga a |J_|, obtemos

Usando 3) acima, escolhamos ng suficientemente grande de modo que, para

qualquer n > ng e o § em questao, cumpra a desigualdade

2Mna(6) <

=[] M
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Entao
1f () — o) 'f F(@ + 2)] Ba(2)dz

= 'J— -+ J(] + J+|
S -1+ ol + | T4

< S gy
2

= |
=] M

m

donde, por ser ¢ arbitrario, resulta a afirmacao do teorema.
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Vamos agora demonstrar o resultado principal deste trabalho.

1 cosnr sennz
Teorema 3.2. ; ; ,n € N} constitut um conjunto ortonor-
{m N v

mal no espago L.

Prova:

Vamos mostrar que o conjunto S das combinagdes lineares finitas de

1 cosnz sennx
, .n € N} é denso no espaco L2, o que pelo teorema 2.7

implica que este conjunto € ortonormal completo.

Toda fungao g € L} periédica é aproximada no espago de Hilbert L2 por f
continua (Ver [1] e [2]). Pelo teorema de Fejér, qualquer funcao continua € o limite
uniforme (logo também na norma L% [—7,7]) de um soma finita de polinémios

trigonométricos o, resulta que S é denso no espago LZ. Concluimos assim, do

teorema 2.7, que o sistema trigonométrico é completo no espago L. O
ine

Observagao: segue do teorema anterior que {\/T,n € Z} também é um
T

conjunto ortonormal completo no espago L2 [—7, 7.
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