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RESUMO

Meanismos �exíveis, nos quais a deformação elástia é aproveitada na atuação i-

nemátia, têm grande empregabilidade em dispositivos de meânia de preisão, engenharia

biomédia, e mais reentemente em miroeletromeanismos (MEMS). Entre as diversas téni-

as empregadas para o seu projeto, a otimização topológia tem se mostrado a mais genéria

e sistemátia. A grande di�uldade destes projetos é oniliar os requisitos inemátios

om a resistênia meânia da estrutura. Neste trabalho, é implementado um ritério de

resistênia dentro da formulação do problema de otimização, om o intuito de gerar mea-

nismos que umpram a tarefa inemátia desejada mas ao mesmo tempo não ultrapassem

limites de tensão predeterminados. Esta restrição adiional também visa aliviar o problema

bastante onheido do apareimento de artiulações. Não linearidade geométria e de mate-

rial (hiperelastiidade ompressível) são implementadas na solução das equações através do

método dos elementos �nitos para levar em onta os grandes desloamentos do meanismo.

O método das assíntotas móveis é usado para a atualização das variáveis de projeto. As

derivadas do problema de otimização são aluladas analitiamente, pelo método adjunto.

Ténias de projeção são apliadas para a garantia de topologias livres de instabilidades

numérias omuns em otimização topológia, e projetos otimizados mais próximos de um

espaço 0/1 para as densidades físias.

Palavras-Chave: Meanismos �exíveis, otimização topológia, não linearidade geométria

e de material, restrição de tensão.
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ABSTRACT

TOPOLOGYOPTIMIZATION OF COMPLIANTMECHANISMSWITHMAXIMUM STRESS

CONTROL CONSIDERING GEOMETRICAL AND MATERIAL NONLINEARITIES

Compliant mehanisms, in whih the elasti strain is the basis for kinemati atua-

tion are widely used in preision mehanis devies, biomedial engineering, and reently in

miroeletromehanial systems (MEMS). Among several tehniques applied in ompliant

mehanisms design, topology optimization has been one of the most general and systemati.

The great hallenge in these designs is to ouple both the kinematis and the mehanial

strength riteria requirements. In this work, a strength riteria for the optimization problem

is applied, with the aim of generating ompliant mehanisms that ful�ll the desired kine-

mati tasks while omplying with a stress threshold. The addition of a stress onstraint

to the formulation for ompliant mehanisms in topology optimization also aims to allevi-

ate the appearane of hinges in the optimized topology, a well known issue in the design

of ompliant mehanisms. Geometrial and material (ompressible hyperelastiity) nonlin-

earities are applied to the �nite element equilibrium equations, to take into aount large

displaements. The method of moving asymptotes is applied for design variables updating.

The derivatives are alulated analytially, by the adjoint method. Projetion �ltering teh-

niques are applied, in order to guarantee topologies free of ommon numerial instabilities in

topology optimization, and optimized designs near the 0/1 solution for the physial densities.

Keywords: Compliant mehanisms, topology optimization, material and geometrial non-

linearities, stress onstraint.
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1. INTRODUÇ�O

Métodos de otimização têm omo objetivo enontrar a melhor resposta possível

para um dado problema. Estudos sobre redução de ustos, e�iênia de proessos, forma

estrutural de omponentes, entre outros, têm sido objeto de pesquisa há algumas déadas.

A otimização topológia de meios ontínuos onstitui um ramo reente da otimiza-

ção, sendo que os primeiros trabalhos são atribuídos a Bendsøe e Kikuhi, em 1988. Desde

então foi amplamente utilizada nos mais diversos setores da tenologia, omo na indústria

aeronáutia e automotiva, tendo omo objetivo prinipal a redução de peso de estruturas

e melhores projetos no ontrole de vibrações [Bendsøe e Sigmund, 2003℄. Atualmente, a

otimização topológia é empregada em outros setores e om objetivos mais diversos omo,

por exemplo, apliações em biomeânia, miroomponentes para omputadores, et.

A área de meanismos �exíveis tem reebido bastante atenção nos últimos anos,

em função da possibilidade de redução de ustos em equipamentos de fabriação em massa.

As prinipais apliações de meanismos �exíveis estão em equipamentos de preisão para

a área média e em miroeletromeanismos (MiroEletroMehanial Systems - MEMS, na

sigla em inglês), este último sendo apliado em omponentes para omputadores e iruitos

eletr�nios integrados. MEMS são onstruídos em tamanhos reduzidos usando métodos

avançados de fabriação em miroesala, geralmente obtidos a partir de uma lâmina únia

de material [Howell, 2012℄. Devido a essa araterístia, o projeto não admite failmente

omponentes omuns a meanismos onvenionais omo dobradiças e pinos.

Uma apliação reentemente estudada é a utilização de ténias de otimização topo-

lógia, om o intuito de desenvolver projetos livres de dobradiças ou pinos que desempenhem

determinada função om a menor quantidade de material empregado possível. Entre as di-

versas ténias utilizadas para o projeto de meanismos �exíveis, a otimização topológia de

estruturas tem se mostrado a mais sistemátia e geral, uma vez que ela pode ser utilizada para

o álulo do omportamento de estruturas om geometria omplexa. Porém, o tratamento

de não linearidades geométrias na apliação do método de otimização topológia ainda ne-
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essita de um maior desenvolvimento [Pedersen et al., 2001℄. A onsideração de grandes

desloamentos em otimização topológia onstitui um desa�o a ser superado e são raros os

trabalhos que modelam o problema dessa forma. Entretanto, no que onerne o projeto

de um meanismo, seja ele �exível ou de orpo rígido, os requisitos inemátios neessários

normalmente exigem movimentos maiores que a teoria in�nitesimal pode desrever.

Além do problema itado anteriormente, uma das limitações na otimização topoló-

gia de meanismos �exíveis, utilizando o método dos elementos �nitos, é o surgimento de

elementos onetados por um únio nó ou regiões onetadas por elementos om densidade

intermediária [Wang, 2009℄. Esse problema numério é interpretado no projeto �nal omo

artiulações. Porém, omo expliado anteriormente, esses omponentes não são desejados no

projeto de meanismos fabriados em miroesala e devem ser evitados, uma vez que podem

tornar a fabriação inviável.

Uma possibilidade para superar esse problema pode ser a adição de um ritério

de resistênia a ser respeitado no proesso de otimização. O surgimento de artiulações

no resultado �nal onstitui uma solução enontrada através do algoritmo para aumentar

a e�iênia do meanismo. Esses pontos, normalmente, onstituem as regiões om maior

onentração de tensão no meanismo. Dessa forma, um ritério que limite os valores de

tensão pode ser uma alternativa para evitar o problema.

1.1 Motivação e objetivos desta pesquisa

O objetivo prinipal deste trabalho é estender a apliação do método de otimização

topológia ao projeto de meanismos �exíveis, onsiderando não linearidades geométria e

de material em onjunto om um limite para a máxima tensão. Essa extensão é proposta

por dois prinipais motivos.

Primeiro pela inlusão de um ritério de resistênia para o meanismo, uma vez

que a própria síntese de um meanismo �exível prediz a deformação do omponente para

umprir atuação inemátia exigida; segundo pelo intuito de permitir que no projeto seja

possível prever grandes desloamentos e rotações. Sem essa onsideração, a tarefa para que

o meanismo é projetado �a limitada.
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Figura 1.1: Topologia de meanismo apresentando artiulações e respetivo ampo de tensão

equivalente.

Este tema tem bastante relevânia, devido às formulações mais atuais de projeto de

meanismos �exíveis não onseguirem ombinar simultaneamente os requisitos inemátios

om a restrição de resistênia da estrutura. É notável, na literatura disponível sobre o

assunto, que muito progresso tem sido feito na implementação de melhores formulações

baseadas na inemátia do meanismo �exível, ou que tentam retirar as artiulações na

topologia otimizada. Porém, os ritérios de resistênia, que devem ser respeitados ao lado

da formulação inemátia, têm sido ignorados.

A Figura 1.1 ilustra a ideia disutida nesse trabalho. O problema da onexão por um

únio nó na malha de elementos �nitos resulta em pontos om tensões bastante superiores a

outros pontos do domínio. Portanto, uma formulação que onilia os requisitos inemátios e

limite o valor máximo de tensão pode gerar uma solução que atenda ambas as araterístias

do problema, ou seja, um meanismo que satisfaça um ritério de resistênia e que não

apresente onexões por artiulações, algo impossível de ser fabriado em miroesala.

Os pouos trabalhos enontrados são introduzidos na revisão bibliográ�a sobre o

assunto. Considerando-se, além da restrição de tensão, ainda a não linearidade geométria e

de material não se enontrou nenhuma disussão sobre o assunto na omunidade ientí�a.

Desta forma a motivação do trabalho é estender o estudo de uma formulação de

otimização topológia om restrição de tensão para meanismos �exíveis, sem a limitação

em pequenos desloamentos; om o objetivo de gerar meanismos livres de artiulações, e
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que respeitem ritérios de resistênia do material.

1.2 Organização do trabalho

O trabalho é organizado de maneira que os objetos de estudo sejam expliados

separadamente, ada um om a sua respetiva revisão bibliográ�a.

O apítulo 2 apresenta os meanismos �exíveis de forma suinta, suas áreas de estudo

e araterístias, dando ênfase aos meanismos om �exibilidade distribuída, por se tratar

do tópio de interesse nesta pesquisa.

O apítulo 3 expõe as equações básias da meânia dos sólidos, os omponentes e

medidas neessários para representar o equilíbrio são de�nidos neste apítulo.

O apítulo 4 apresenta o método empregado para a solução das equações difereniais

que surgem da análise de equilíbrio não linear da estrutura, bem omo o modelo de material

empregado.

O apítulo 5 apresenta uma breve desrição da otimização estrutural, om espeial

atenção à otimização topológia de estruturas. O método de otimização topológia é expli-

ado em maiores detalhes, om destaque para di�uldades inerentes ao método e questões

que podem surgir espeialmente quando apliado a problemas omo os que serão resolvi-

dos. Também neste apítulo é apresentado o método esolhido para resolver o problema de

otimização.

No apítulo 6 a formulação proposta é apresentada. Todas as ondições para re-

solver o problema estão expliadas nesta seção. A metodologia empregada na pesquisa para

obtenção dos resultados também é expliada.

O apítulo 7 apresenta o desenvolvimento da análise de sensibilidade, neessárias

para a solução do problema de otimização baseado em gradientes. Neste apítulo apresenta-se

todo o desenvolvimento das derivadas das equações difereniais neessárias para a resolução

do problema.

O apítulo 8 apresenta e disute os resultados.

No apítulo 9 são apresentadas as onlusões do trabalho, e sugestões para trabalhos

futuros baseadas na experiênia adquirida nesta pesquisa.
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2. MECANISMOS FLEXÍVEIS

Meanismos �exíveis usam a deformação elástia de seus omponentes para umprir

a tarefa inemátia desejada. Meanismos formados por omponentes rígidos neessitam de

juntas para aoplar as partes e, portanto, estão sujeitos a uma série de problemas inerentes

a esta araterístia onstrutiva.

Um exemplo de meanismos �exíveis om equivalentes em meanismos rígidos é

mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Exemplos de meanismos �exíveis que substituem um meanismo rígido. (Corte-

sia do Grupo de Pesquisa em Meanismos Flexíveis (CMR), Brigham Young University. Site

aessado em 05/10/2013).

Entre os tipos lássios de meanismos �exíveis, pode-se itar os meanismos om

�exibilidade loalizada e os meanismos om �exibilidade distribuída. Os primeiros onen-

tram a �exibilidade em alguns pontos da estrutura enquanto o resto do omponente realiza

movimentos de orpo rígido. O segundo armazena energia em todo o orpo através de sua

deformação e a utiliza para realizar determinada tarefa. A Figura 2.2 apresenta esses dois

tipos de meanismos �exíveis, ao lado da representação de um meanismo tradiional de

orpo de rígido.
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Figura 2.2: Meanismo de �exibilidade onentrada (esquerda), meanismo de �exibilidade

distribuída (entro) e meanismo de orpo rígido (direita). Adaptado de Sigmund [1997℄.

.

2.1 Vantagens dos meanismos �exíveis

Apesar de alguns meanismos �exíveis pareerem de difíil manufatura se ompara-

dos aos seus equivalentes de orpo rígido, os mesmos têm uma série de vantagens em suas

apliações. Além disso, as ténias de gravura, fabriação de materiais injetados e nano-

tenologia têm evoluído nas últimas déadas. Entre as prinipais vantagens de se apliar

meanismos �exíveis, pode-se itar [Howell, 2012℄:

• podem ser fabriados a partir de uma únia peça de material, tornando-os om-

patíveis om os métodos mais omuns de fabriação (MEMS);

• são ompatos pela própria araterístia onstrutiva, o que possibilita a onstru-

ção em esalas pequenas;

• estão livres de problemas inerentes a meanismos de orpo rígido omo frição,

desgaste e neessidade de lubri�ação, pois onexões omo pinos e juntas artiuladas são

eliminadas .

• alta preisão, em função da ausênia de omponentes que sofrem frição e desgaste,

om isso o surgimento de folgas é diminuído onsideravelmente, aumentando a on�abilidade

na repetibilidade de movimentos, o que é essenial para a fabriação de instrumentos de alta

preisão;

• múltiplas funções integradas, pois omo meanismos �exíveis usam a própria de-

formação para armazenar energia, a mesma pode ser usada para fazer o omponente retornar
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a sua posição original. Com isso, além da função exerida pelo movimento iniial, esses me-

anismos podem umprir outras tarefas ao liberar a energia interna armazenada na primeira

atuação.

Estas são apenas algumas das vantagens dos meanismos �exíveis em detrimento de

meanismos tradiionais, montados a partir de diversos omponentes rígidos.

Entre as desvantagens na apliação de meanismos �exíveis está, prinipalmente, a

maior sueptibilidade à fadiga do omponente. É importante itar que neste trabalho esse

problema não é abordado.

2.2 Análise de meanismos �exíveis

Meanismos �exíveis, por toda sua importânia e resente utilidade, têm despertado

o interesse não só da área aadêmia omo da indústria. O número de pesquisas neste tópio

é grande e novas áreas de estudo ontinuam surgindo. Entre as lasses mais importantes de

meanismos �exíveis estudadas estão os MEMS [Kota et al., 2001℄, equipamentos irúrgi-

os [Kota et al., 2005℄, meanismos metamorfos [Lu e Kota, 2003℄, meanismos bi-estáveis,

juntas �exíveis [Trease et al., 2005℄, et. A área de pesquisa em de�exões não lineares e

dinâmia de meanismos �exíveis são dois dos prinipais tópios em estudo atualmente.

Para o projeto de meanismos �exíveis utilizando otimização topológia, os únios

dados neessários são o domínio de projeto e a atuação desejada do meanismo. Dessa

forma, todas as on�gurações possíveis de distribuição de material dentro do domínio são

onsideradas. Consequentemente, é neessário pouo onheimento por parte do projetista

sobre o meanismo resultante. Essa é uma vantagem dessa abordagem pois elimina qualquer

predisposição do projetista [Freker et al., 1997℄.

A Figura 2.3 mostra um exemplo de problema de um MEMS sendo projetado uti-

lizando otimização topológia. O problema iniial é modelado de�nindo apenas o domínio e

as ondições de ontorno.

As vantagens itadas anteriormente tornam a utilização de meanismos �exíveis ex-

tremamente atrativos para uma série de projetos. Porém, existem muitos desa�os a serem

superados nessa área de pesquisa, omo a di�uldade em analisar e projetar esses ompo-

nentes. É neessário onheimento da síntese de meanismos e �exibilidade de estruturas.

Quando são ombinadas duas áreas de onheimento, não se deve apenas onheê-las indi-
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vidualmente, mas também os efeitos da interação entre elas [Howell, 2012℄.

(a) Domínio de projeto e ondições de on-

torno

(b) Topologia otimizada

Figura 2.3: Exemplo de um projeto de MEMS om otimização topológia.

Sendo assim, para um projeto mais ompleto algum ritério de resistênia preisa

ser levado em onsideração. Além disso, aso não linearidades geométrias sejam desonsi-

deradas no projeto, as tarefas as quais o meanismo se propõe �am limitadas.
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3. ELASTICIDADE FINITA

Neste apítulo é disutida omo a posição de ada partíula do orpo pode ser

desrita em um dado instante de tempo. Apenas os oneitos básios de deformação e

tensão são apresentados, de maneira a failitar a leitura dos próximos apítulos. Todas as

onsiderações são feitas em relação a uma análise dentro da meânia do ontínuo, ou seja,

mesmo quando uma região in�nitesimal é espei�ada o material nessa região está distribuído

por sua área ou volume.

3.1 Equações básias da meânia do ontínuo

Na meânia dos sólidos, a maior parte dos efeitos são de natureza não linear. En-

tretanto, em alguns asos uma análise linear, dentro da teoria linear in�nitesimal, é su�iente

para prever o omportamento da estrutura, pois essa não deve sofrer grandes desloamentos

ou deformações para manter sua integridade estrutural. Porém, mesmo sob essa a�rmação,

existem muitos problemas em meânia dos sólidos que neessitam onsiderar grandes deslo-

amentos e/ou rotações para desrever orretamente o fen�meno a que estão sujeitos. Esse

é o aso de problemas em análise de asas e plaas, vigas, entre outros [Wriggers, 2008℄.

f

f

Xiei

xiei

e1

e2

0

u

N

n

Figura 3.1: Um orpo genério sujeito a um desloamento em função de uma força externa

apliada.
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O mesmo oorre para meanismos de uma maneira geral, sejam eles �exíveis ou de orpo

rígido, sendo os primeiros o esopo deste trabalho. Nesse aso, apesar de não ser interessante

a onsideração de grandes deformações, pois é neessário que o mesmo retorne à sua posição

original quando essada a força externa apliada, a inlusão de grandes desloamentos e

rotações é fundamental para a síntese de meanismos. Caso ontrário, o projeto �nal pode

não ter apliação prátia, em função da limitada atuação inemátia.

A Figura 3.1 desreve o movimento de um orpo genério. Sendo assim, é pos-

sível determinar um ampo de desloamentos ui que desreve a posição instantânea de uma

partíula Xi [Atkins e Fox, 2005℄,

ui = xi −Xi, (3.1)

essa equação pode ser reesrita omo

xi = ui +Xi, (3.2)

onde xi é a posição da partíula na posição deformada e Xi é a posição da mesma partíula

na posição indeformada.

Derivando a Equação 3.2 em relação à sua posição iniial Xi, é possível determinar

o tensor gradiente de deformações

F = Fij = ∇u+ δij = ui,j + δij , (3.3)

onde δ é o delta de Kroneker, ∇ representa o operador gradiente, apliado no ampo de

desloamento, e ui,j = ∂ui/∂Xj .

Uma importante araterístia do gradiente de deformações é o signi�ado do seu

determinante

J = det(F) =
dv

dV
, (3.4)

onde J é onheido omo o jaobiano do gradiente de deformações e a ondição imposta de

que J > 0 india que o volume é sempre positivo e que F−1
sempre existe [Atkins e Fox,

2005℄. Na Equação aima dv e dV representam uma fração de volume do orpo deformado

e indeformado, respetivamente. A transformação entre áreas das superfíies indiadas na
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Figura 3.1 pode ser realizada através da fórmula de Nanson, que relaiona um vetor normal

na superfíie deformada e indeformada [Marsden e Hughes, 1983℄

n da = JF−TN dA , (3.5)

onde n é um vetor normal à superfíie da on�guração deformada e N é um vetor normal à

superfíie indeformada.

Uma vez de�nido o gradiente de deformações, o tensor de Cauhy-Green à direita é

esrito omo

C = FTF = FjiFij = ui,j + uj,i + um,ium,j + δij , (3.6)

onde, para um movimento de orpo rígido Cij = δij . Através dessa observação, também

é failmente entendido que a medida Cij − δij quanti�a uma mudança de forma/volume

no orpo. Essa é uma importante métria dentro da teoria da elastiidade, e dá origem ao

onheido tensor de deformações de Green-Lagrange

E =
1

2
(C− I) =

1

2
(ui,j + uj,i + um,ium,j) , (3.7)

onde, sendo as deformações sendo muito pequenas, o último termo da Equação 3.7 é despre-

zado, originando o tensor de deformações in�nitesimais [Wriggers, 2008℄.

3.1.1 Medidas de tensão

Na meânia linear in�nitesimal, as on�gurações deformada e indeformada se on-

fundem, e a disussão sobre qual referenial determinada quantidade é medida perde sua

importânia. Entretanto, para a teoria da elastiidade �nita, onde grandes desloamen-

tos e deformações oorrem, é neessário que se estabeleça orretamente em que referenial

determinada grandeza é medida.

As equações de equilíbrio do orpo, por exemplo, são apresentadas na on�guração

deformada do orpo ou on�guração atual. Uma vez que o orpo rotaiona e se deforma sob

um arregamento externo, é essa on�guração que está em equilíbrio e não a original. Essa

ideia torna o tensor de Cauhy a prinipal medida de tensão dentro da teoria da elastiidade,

visto que está de�nido na on�guração deformada do orpo.
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De�nido-se um vetor tração omo

t = lim
∆Ad→0

∆F

∆Ad
, (3.8)

onde ∆F é uma força agindo sobre um elemento de área ∆Ad, de�nido na on�guração

deformada.

Segundo a lei de Cauhy, existe um tensor tração que relaiona um vetor normal à

superfíie e o vetor tração dessa superfíie

t = τn , (3.9)

onde n é uma normal à superfíie onde Ad está de�nida, e τ é o tensor tensão de Cauhy,

onheido também omo tensão verdadeira [Boresi, 1965℄.

No entanto, muitas vezes é importante que se tenha onheimento dessas medidas

na on�guração original, indeformada do orpo. A apliação da fórmula de Nanson (eq. 3.5)

à de�nição do tensor tensão de Cauhy dá origem a outro tensor, de�nido na on�guração

indeformada do orpo [Wriggers, 2008℄

∫

Ωd

τnda =

∫

Ωd

τJF−TN dA =

∫

Ωd

P dA , (3.10)

onde P é onheido omo primeiro tensor tensão de Piola-Kirhho�. Esse tensor pode ser

esrito em termos do tensor tensão de Cauhy omo

P = JτF−T
. (3.11)

Através da Equação 3.11 é possível pereber que o tensor P é de�nido por apenas

uma rotação, ou seja, uma das bases refere-se à on�guração indeformada e a outra à on-

�guração deformada. Essa araterístia torna o primeiro tensor tensão de Piola-Kirhho�

não simétrio.

Para trabalhar om uma medida de tensão simétria na on�guração indeformada,

o segundo tensor tensão de Piola-Kirhho� é introduzido

S = F−1P = JF−1τF−T
. (3.12)

Embora o tensor S represente uma transformação total do tensor de Cauhy para
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a on�guração desejada, essa de�nição é puramente matemátia e não apresenta signi�ado

físio [Belytshko et al., 2014℄. Porém, o segundo tensor tensão de Piola-Kirhho� desem-

penha um papel fundamental na teoria onstitutiva por ser o onjugado energétio do tensor

deformação de Green-Lagrange (eq. 3.7) [Wriggers, 2008℄.

Uma vez de�nido o segundo tensor de Piola-Kirhho�, pode-se hegar à relação

inversa, ou seja, obter o tensor de Cauhy através do segundo tensor de Piola-Kirhho�

τ = J−1FSFT
. (3.13)

Essa relação é usada para reuperar o tensor de Cauhy quando uma análise não

linear é empregada. Como será visto na seção seguinte, o segundo tensor de Piola Kirhho�

surge naturalmente da difereniação do funional de energia de deformação em relação ao

tensor de Green-Lagrange.

Uma vez obtido o tensor de Cauhy, é interessante fazer mais uma transformação,

de maneira que se trabalhe om um valor equivalente para a tensão, que represente os

omponentes de τ em apenas um esalar. Além disso, é neessário ter um ritério para o

iníio do esoamento do material, de maneira a determinar se o material ontinua dentro do

seu limite elástio.

O ritério de resistênia de von Mises (ou teoria da máxima energia de distorção) [Po-

pov, 1978℄, estabelee que o esoamento de um material iniia quando o segundo invariante

do tensor desviador

∗
ultrapassa um valor rítio.

O segundo invariante do tensor desviador é dado por

I2 =
1

6

[

(τ11 − τ22)
2 + (τ22 − τ33)

2 + (τ33 − τ11)
2
]

+
(

τ 212 + τ 223 + τ 231
)

. (3.14)

Esse valor rítio é interpretado omo o quadrado da tensão de esoamento do ma-

terial em um estado de isalhamento puro, ou seja,

I2 = φ2
, (3.15)

∗
Um tensor, que representa um estado de tensão genério, pode ser dividido em dois tensores omponentes

aditivos. Um primeiro, que estabelee mudanças de volume do orpo (tensor hidrostátio), e um segundo,

que estabelee mudanças de forma do orpo (tensor desviador).
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onde φ é a tensão isalhante de esoamento.

O omeço do esoamento, em um estado de isalhamento puro, é

√
3 vezes menor

que o omeço do esoamento em um ensaio de tração simples

φ =
σ̄√
3
, (3.16)

onde σ̄ é a resistênia ao esoamento do material. E, ombinando as Equações 3.15 e 3.16,

obtêm-se

σ
vM

= σ̄ =
√

3I2 , (3.17)

e, usando a de�nição da Equação 3.14

σ
vM

=

√

1

2

[

(τ11 − τ22)
2 + (τ22 − τ33)

2 + (τ33 − τ11)
2 + 6 (τ 212 + τ 223 + τ 231)

]

, (3.18)

onde agora tem-se um esalar que representa o estado triaxial de tensão do orpo.

Considerando-se um estado plano de tensão, esse álulo é reduzido para

σ
vM

=
√

τ 211 − τ11τ22 + τ 222 + 3τ 212 . (3.19)

3.1.2 Prinípio da objetividade

O prinípio da objetividade estabelee que uma lei de material deve ser objetiva

quando está sob movimentos de orpo rígido em um sólido.

Como movimentos de orpo rígido (rotações e translações) não afetam o ampo de

deformações, esses não podem interferir no estado de forças internas do orpo.

Para identi�á-la, um movimento de orpo rígido é apliado da seguinte forma [Pi-

menta, 2006℄

u
′

(u, t) = u(u0, t) + q(t) +Q(t) (u(u, t)− u(u0, t)) , (3.20)

onde Q(t) e q(t) orrespondem a uma rotação e uma translação, respetivamente.

Usando a Equação 3.20 para de�nir novamente o gradiente de deformações (eq. 3.3),
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após a derivação do novo gradiente obtêm-se

F
′

= QF, onde QTQ = I . (3.21)

Baseado nesse novo gradiente de deformações, o tensor de deformações de Green-

Lagrange é esrito omo

E
′

=
1

2

(

F
′T
F

′ − I
)

=
1

2

(

FTQTQF− I
)

=
1

2

(

FTF− I
)

= E , (3.22)

ou seja, o tensor de Green-Lagrange não é afetado por movimentos de orpo rígido.

Para de�nição das tensões, reorre-se ao vetor tração de Cauhy

t = τn , (3.23)

de maneira que um movimento de orpo rígido é desrito omo [Pimenta, 2006℄

Qt = τ
′

Qn → Qτn = τ
′

Qn → τ
′

= QτQT
, (3.24)

o que prova que o tensor tensão de Cauhy é afetado por movimentos de orpo rígido.

O primeiro Piola-Kirhho� é esrito omo

P
′

F
′T

= J
′

τ
′

, (3.25)

onde

J
′

= det(F
′

) = det(QF) = det(Q) det(F) = det(F) = J . (3.26)

Após algumas manipulações algébrias, o primeiro Piola-Kirhho� é esrito omo

P
′

= QP . (3.27)

Por �m, o segundo tensor de Piola-Kirhho� é desrito após um movimento de orpo

rígido omo

S
′

= (F
′−1

)P
′

= (QF−1)QP = F−1Q−1QP = F−1P = S , (3.28)

ou seja, o tensor S é uma medida objetiva e invariante de tensão. Com isso, prova-se que o
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par onjugado S−E forma uma medida objetiva, invariante a movimentos de orpo rígido.

3.2 Relações onstitutivas

Com as de�nições estabeleidas aima, ainda não é possível modelar ompletamente

um problema físio real dentro da meânia do meio ontínuo. É neessário que se esta-

beleça uma relação que mapeie o omportamento do ampo de desloamentos do orpo em

deorrênia da apliação, por exemplo, de um arregamento externo. Essa ideia introduz o

oneito de relação onstitutiva para o material.

De aordo om Marsden e Hughes [1983℄, a relação onstitutiva exere dois papéis

fundamentais em um problema na meânia do ontínuo. Primeiro, funionais diferentes dis-

tinguem diferentes lasses de materiais (materiais elástios, �uidos, materiais om memória,

et.), e formas espeí�as de funionais determinam materiais espeí�os. Segundo, as re-

lações onstitutivas geram equações adiionais para a determinação do equilíbrio, tornando o

problema formalmente bem posto, ou seja, agora existem tantas equações quanto inógnitas.

3.2.1 Hiperelastiidade

Materiais elástios nos quais o trabalho é independente do histório do arregamento

e dependem somente da deformação são onheidos omo materiais hiperelástios. Esses

materiais são araterizados pela existênia de uma função de energia armazenada que é um

potenial para a tensão [Marsden e Hughes, 1983℄

S =
∂Ψ

∂E
, (3.29)

onde Ψ é um potenial que representa a energia armazenada e E é o tensor deformação de

Green-Lagrange, o resultado da derivada do potenial baseado na energia de deformação do

material em relação ao tensor deformação de Green-Lagrange é o segundo tensor tensão de

Piola-Kirhho�, seu onjugado energétio.

Uma vez obtido o segundo tensor tensão de Piola-Kirhhof, a relação estabeleida

na Equação 3.12 é usada para obter o tensor de Cauhy.

A relação onstitutiva tangente é obtida através da derivada do segundo Piola-

Kirhho� em relação ao tensor deformação de Green-Lagrange, de maneira que um tensor
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que mapeie a relação entre deformação e tensão seja obtido

D =
∂S

∂E
=

∂2Ψ

∂E∂E
, (3.30)

sendo esse tensor de quarta ordem onheido omo tensor elástio onstitutivo.

Neste trabalho, a relação onstitutiva tangente é neessária em função do método

iterativo apliado (seção 4.3.1), uma vez que o mesmo é implementado linearizando a rigidez

para ada inremento de arregamento.

3.2.2 Modelo de material de Kirhho� - Saint Venant

O modelo de material lássio, que representa a lei material linear de Hooke, é

onheido omo modelo de Kirhho� - Saint Venant e é esrito omo [Wriggers, 2008℄

Ψ
K-SV

=
1

2
λ (Ekk)

2 + µEijEij , (3.31)

onde notação indiial é apliada para melhor entendimento, λ e µ são a primeira e segunda

onstantes de Lamé, respetivamente. Estas onstantes estão diretamente relaionadas à

mudanças de volume do sólido, no aso de λ e à deformações, ou seja, mudanças de forma

do sólido no aso de µ.

Esreve-se o módulo de Young E e o oe�iente de Poisson ν através dessas ons-

tantes

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
. (3.32)

Esse modelo é usualmente utilizado em otimização topológia om análise linear,

quando a relação entre tensão e deformação é onsiderada onstante.

A tensão orrespondente ao material de Kirhho� - Saint Venant é esrito usando a

Equação 3.29

Sij = λEkkδij + 2µEij . (3.33)

O tensor elástio para o material é de�nido na Equação 3.30, e para o modelo
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apresentado, é dado por

Dijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) , (3.34)

onde �a evidente a independênia om o estado de deformações. Essa é uma das relações

mais simples entre tensão e deformação na elastiidade.

Embora seja su�iente, em muitos asos, utilizar esse modelo para a análise, para

problemas em otimização topológia onsiderando não linearidades essa simpli�ação pode

resultar em problemas na modelagem numéria.

3.2.3 Modelo de material Neo-Hookeano

Ao onsiderar não linearidade geométria ao problema de otimização topológia, es-

peial atenção deve ser dada às regiões que representam vazios (ou voids). Como a densidade

relaionada à essas regiões é baixa, esses elementos estão sujeitos a deformações exessivas.

A baixa rigidez imposta aos elementos pelo modelo de Kirhho� - Saint Venant

pode fazer om que elementos nas regiões de vazios tenham sua área tendendo a zero, ou

até mesmo apresentar elementos em que o jaobiano seja menor que zero. Esse problema faz

om que a formulação apresente erros de ondiionamento numério. Uma solução viável é

a apliação de modelos que imponham uma maior rigidez aos elementos da malha.

O modelo de material Neo-Hookeano

†
é uma extensão da lei isotrópia linear (Lei de

Hooke) para grandes deformações [Wriggers, 2008℄. Neste trabalho é apliada uma função

energia de deformação para um material hiperelástio ompressível Neo-Hookeano [Klarbring

e Strömberg, 2013℄

Ψ
NH

=
1

2
λ (ln J)2 +

µ

2
(Cii − 3)− µ lnJ , (3.35)

onde J é o jaobiano do gradiente de deformações (eq. 3.4) e C é o tensor de Cauhy-Green

à direita.

O segundo tensor tensão de Piola-Kirhho� pode ser obtido da mesma maneira que

o anterior

Sij = λ ln (J)C−1
ij + µ

(

δij − C−1
ij

)

, (3.36)

†
O termo Neo-Hookeano é sugerido por Rivlin [1948℄.
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onde foi usada a seguinte relação para a derivada aima [Wriggers, 2008℄

∂J

∂Eij
= JC−1

ij . (3.37)

O tensor onstitutivo tangente do material não é mais onstante, omo no aso da

lei de material de Kirhho� - Saint Venant, possuindo agora dependênia om o logaritmo

do jaobiano e o tensor de Cauhy-Green à direita

Dijkl = λC−1
ij C−1

kl − λ ln (J)Aijkl + µAijkl , (3.38)

onde

Aijkl = −
∂C−1

ij

∂Ekl
=
(

C−1

ik C−1

jl + C−1

il C−1

jk

)

, (3.39)

foi utilizado para simpli�ar os álulos.

A esolha de uma função energia de deformação diferente do modelo de material

linear de Kirhho� - St.Venant se deve ao seu omportamento quando sujeito a grandes

deformações na ompressão e tração.

3.2.4 Comparação entre os modelos

A Figura 3.2 demonstra o omportamento dos dois funionais em um ensaio uniaxial,

onde x1 = γX1, x2 = X2 e x3 = X3 para um alongamento γ ≥ 0. É possível observar que

para γ = 1, ambos modelos apresentam a mesma rigidez (k = ∂τ/∂γ).
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Figura 3.2: Tensão de Cauhy em função do alongamento γ na direção x1 (E = 1.0 e ν = 0.3).

O modelo de material de K - StV apresenta o omportamento de τ → 0 quando

γ → 0, além de tender a in�nito rapidamente quando sujeito a tração. No modelo Neo-

Hookeano, implementado neste trabalho, τ → −∞ quando γ → 0 e tendendo a in�nito mais

suavemente quando em tração.

Segundo Klarbring e Strömberg [2013℄, em problemas de otimização topológia, o

desempenho numério do modelo de K - StV é sempre pior para modelar a tensão do que

qualquer modelo que inlua um omportamento físio mais apropriado para a ompressão.

Isso se deve, prinipalmente, à modelagem das regiões de baixa densidade que surgem na

otimização topológia.

3.2.5 Estado plano de tensões

Uma vez que a tensão e a deformação são tensores de segunda ordem, um tensor

que os relaione será um tensor de quarta ordem, e este é o aso do tensor D. Para um

problema tridimensional, o tensor D possui 81 inógnitas (34) , ou seja, seriam neessárias

81 omponentes para que fosse possível desrever uma relação entre tensão e deformação

para um material linear elástio genério. Porém, a partir de algumas onsiderações é pos-

sível reduzir o número de omponentes independentes. O fato de os tensores de tensão e
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deformação serem simétrios levam a duas simpli�ações

τij = τji → Dijkl = Djikl , (3.40)

Ekl = Elk → Dijkl = Dijlk . (3.41)

Derivando a energia de deformação espeí�a, a sua forma quadrátia sugere mais

uma simetria no tensor onstitutivo, dado por

Dijkl = Dlkji . (3.42)

Com isso as 81 omponentes se tornam 21.

Além disso, onsiderando-se um material isotrópio, o tensor pode ser reduzido para
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Apliando as hipóteses da elastiidade plana (estado de tensões e deformações

planos) pode-se realizar mais uma simpli�ação para esse tensor. Para o aso do estado

plano de tensões (EPT), de�ne-se omo sendo nulos alguns omponentes do tensor tensão

que agem na direção perpendiular ao plano desonsiderado

τ13 = τ23 = τ33 = 0 . (3.43)

Então, o tensor é reesrito omo
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,

o que reduz as 81 onstantes elástias para apenas 2, uma vez que a omponente D∗
2323 pode

ser esrito omo função das outras duas.
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4. MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Dentre os diversos métodos apliados para a solução das equações difereniais que

surgem da determinação do equilíbrio linear ou não linear do meio ontínuo, o método

dos elementos �nitos (MEF) é o mais onheido e apliado. O MEF ganhou notoriedade

juntamente om o advento da omputação. Baseado no método de Rayleigh-Ritz, o MEF

prevê a divisão do domínio de integração em subdivisões, os elementos �nitos. Assim, ao

invés de busar uma função que atenda todo o domínio de integração, são busadas soluções

que atendam ada elemento �nito de forma individual. Existe uma vasta bibliogra�a itando

o MEF, as onsiderações neessárias para disretizar o problema ontínuo, as formulações

forte e fraa, o prinípio variaional, et.

Uma desrição mais detalhada do método não é o esopo deste trabalho, que pode

ser enontrado nos diversos textos sobre o assunto. Para uma ompleta desrição do MEF

é sugerida a leitura de livros omo Belytshko et al. [2014℄; Bathe [2010℄; Wriggers [2008℄;

Hughes [2000℄; Zienkiewiz e Taylor [2000℄, entre outros.

4.1 Elemento quadrilátero bilinear isoparamétrio

O elemento mais utilizado em problemas om não linearidade geométria em otimiza-

ção topológia é o elemento quadrilátero bilinear isoparamétrio Q4. Apesar do elemento

possuir um baixo grau de interpolação, esse é o elemento utilizado na maioria dos trabalhos

itados nesta pesquisa.

O elemento Q4 é omposto por quatro nós, loalizados nos vérties do elemento, e de-

�ne um ampo retangular de interpolação linear, ou seja, todos os valores intermediários aos

atribuídos aos nós têm sua posição de�nida dentro do elemento através de funções interpo-

ladoras de primeiro grau. Os valores atribuídos a esses nós servem para de�nir desloamentos

e geometria, por exemplo. Uma vez que o elemento é do tipo isoparamétrio, as mesmas

funções de interpolação são usadas para todos os asos.
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As funções de interpolação do elemento são de�nidas omo [Bathe, 2010℄

N1(ξ, ζ) = 0, 25(1− ξ)(1− ζ)

N2(ξ, ζ) = 0, 25(1 + ξ)(1− ζ)

N3(ξ, ζ) = 0, 25(1 + ξ)(1 + ζ)

N4(ξ, ζ) = 0, 25(1− ξ)(1 + ζ) (4.1)

A Figura 4.1 apresenta o elemento Q4, e seus pontos de integração, representados

no eixo paramétrio e artesiano.

0 1-1

-1

1

(X1), (X2)

ζ

ξ

ξζ

Figura 4.1: Elemento �nito quadrilátero isoparamétrio Q4 e transformação de oordenadas.

Através das funções de interpolação, apresentadas na Equação 4.1, é possível obter

o ampo de desloamentos

ui =

n
∑

i=1

Ni (ξ, ζ)di , (4.2)

onde n é o número de nós e di representa o ampo de desloamentos alulado nos nós do

elemento �nito.

Como visto na seção 3.1, o gradiente de deformações é alulado através da infor-

mação das derivadas dos desloamentos.

Essa derivada é obtida através de

ui,j =

n
∑

i=1

Ni,j (ξ, ζ)di , (4.3)
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onde

Ni,j =
∂Ni

∂Xj
, (4.4)

é a derivada das funções de interpolação em relação aos eixos artesianos.

Para um problema bidimensional, essa derivada é obtida fazendo
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,

é a matriz Jaobiana [Wriggers, 2008℄. Essa matriz arrega as informações do mapeamento

entre os sistemas de oordenada paramétrio e artesiano.

O álulo das integrais envolvidas na solução do problema de elementos �nitos é feito

através de integração Gaussiana. No elemento Q4 om 4 pontos de integração, os pesos e

pontos de integração dentro do elemento são dados pelos valores apresentados na Tabela 9.1,

no Anexo I. A únia medida que não é avaliada nos pontos de integração é a tensão de

Cauhy, avaliada no entroide do elemento �nito (ξ = ζ = 0).

4.2 Formulação Lagrangiana Total

Na formulação de elementos �nitos para elastiidade linear in�nitesimal, assume-

se que os desloamentos na malha do MEF são in�nitesimais, ou seja, as on�gurações

deformada e indeformada se onfundem.

Uma vez que a análise não linear é empregada, torna-se neessário se esolher a

formulação que desreve o movimento das partíulas do orpo. Existem diversas maneiras

de desrever a inemátia do orpo, e aompanhar o movimento dessas partíulas. Entre

as formulações mais onheidas estão o Lagrangiano Total e o Lagrangiano Atualizado.

Enquanto o primeiro observa o movimento a partir da on�guração indeformada do orpo,

o segundo desreve o movimento a partir de um sistema de oordenadas posiionado na

on�guração deformada.
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A esolha por uma formulação ou outra depende exlusivamente do problema que se

deseja modelar e da efetividade das relações onstitutivas empregadas. Os resultados para

ambas as abordagens devem ser os mesmos.

Neste trabalho, uma formulação baseada na desrição Lagrangiana Total do movi-

mento é implementada. Todas as integrais e matrizes para o problema de elementos �nitos

são avaliadas na on�guração indeformada do orpo. Essa formulação geralmente é esolhida

para a análise de sólidos e estruturas por representar uma aproximação mais natural e efetiva

do que a formulação Euleriana [Belytshko et al., 2014℄.

Usando a formulação do Lagrangiano Total para desrever o movimento do orpo em

uma análise estátia, esreve-se a seguinte equação, utilizando o prinípio dos desloamentos

virtuais,

∫

0V

S δE d

0V =

∫

0V

f b δu d0V +

∫

0S

f s δus
d

0S , (4.5)

onde f b e f s são as forças de orpo e de superfíie, respetivamente. No tensor S estão ontidas

as omponentes do segundo tensor tensão de Piola-Kirhho� omo na Equação 3.36, δE são as

omponentes do tensor deformação de Green-Lagrange, que orrespondem ao desloamento

virtual δu, δus
são os desloamentos virtuais em relação à superfíie

0S e

0V é o volume do

orpo na on�guração indeformada.

A Equação 4.5 em onjunto om as de�nições para S e E formam as equações básias

para a solução do problema estrutural em uma análise não linear, usando a formulação

Lagrangiana Total.

Entretanto, devido o alto grau de não linearidade nessas relações, o mais indiado é

realizar a linearização da equação 4.5 e, gradualmente, reduzir essa aproximação de maneira

iterativa [Wriggers, 2008℄.

4.3 Equações para a análise inremental

Na análise inremental, busa-se o equilíbrio da estrutura no instante t+∆t baseado

nos resultados já onheidos para o instante t, onde t é onheido omo pseudo tempo. Esse

parâmetro apenas auxilia o entendimento de que os arregamentos apliados variam para as

diferentes on�gurações.
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Para a análise inremental, os desloamentos, deformações e tensões são expressos

por

t+∆tui = tui +∆ui , (4.6)

t+∆tEij = tEij +∆Eij , (4.7)

t+∆tSij = tSij +∆Sij , (4.8)

onde

tui são os desloamentos,

tEij são as deformações e

tSij são as tensões já aluladas no

instante t e ∆ui, ∆Eij e ∆Sij são os inrementos a serem determinados.

Inserindo a Equação 4.6 no tensor deformação de Green-Lagrange e usando a Equa-

ção 4.7, o inremento de deformação é esrito da seguinte forma

∆Eij = ϑij + ηij , (4.9)

onde ϑij é um tensor que representa a parte linear do inremento de deformações

ϑij =
1

2

(

∂∆ui

∂0Xj
+

∂∆uj

∂0Xi
+

∂∆uk

∂0Xi

∂tuk

∂0Xj
+

∂tuk

∂0Xi

∂∆uk

∂0Xj

)

, (4.10)

e ηij é um tensor que representa a parela não linear do inremento de deformação

ηij =
1

2

(

∂∆uj

∂0Xi

)(

∂∆ui

∂0Xj

)

. (4.11)

Como as variações são determinadas em relação à on�guração no estado t +∆t, é

possível esrever

δ t+∆tui = δ∆ui e δ t+∆tEij = δ∆Eij . (4.12)

Usando a deomposição da Equação 4.8, a relação de equilíbrio estabeleida na

Equação 4.5 é esrita no estado t +∆t omo

∫

0V

∆Sij δ∆Eij d
0V +

∫

0V

tSij δηij d
0V =

∫

0V

t+∆tf b
i δ∆ui d

0V +

∫

0S

t+∆tf s
i δ∆us

i d
0S −

∫

0V

tSij δϑij d
0V . (4.13)
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Considerando as aproximações ∆Sij = Dijklϑkl e δ∆Eij = δϑij , a Equação 4.13 é

reesrita da seguinte forma

∫

0V

Dijkl ϑij δϑkl d
0V +

∫

0V

tSij δηij d
0V =

∫

0V

t+∆tf b
i δ∆ui d

0V +

∫

0S

t+∆tf s
i δ∆us

i d
0S −

∫

0V

tSij δϑij d
0V , (4.14)

onde o lado direito da Equação 4.14 representa o trabalho virtual, e o lado esquerdo é

onheido omo matriz tangente. A expressão não está iniialmente em equilíbrio, sendo

neessário que seja resolvida de forma iterativa até que o equilíbrio seja veri�ado.

A Equação 4.14 está esrita na forma ontínua, a transformação para uma formu-

lação de elementos �nitos é uma solução bastante e�az para resolvê-la.

Utilizando os inrementos de desloamento ∆ui e as matrizes de transformação

linear, o primeiro e último termo da Equação 4.14 são esritos omo

∫

0V

Dijkl ϑij δϑkl d
0V = ∆uT

∫

0V

BT
L

DB
L

d

0V δ∆u , (4.15)

∫

0V

tSij δϑij d
0V =

∫

0V

BT
L

s d0V δ∆u , (4.16)

onde D é o tensor onstitutivo do material, e s é um vetor ontendo as omponentes do

segundo tensor tensão de Piola-Kirhho�.

A relação não linear é desrita omo

∫

0V

tSij δη d
0V = ∆uT

∫

0V

BT
NL

SB
NL

d

0V δ∆u , (4.17)

onde S é uma matriz om as omponentes do segundo Piola-Kihho�, sendo as mesmas

ontidas no vetor s.

Para a análise por elementos �nitos, as forças externas apliadas e as forças de orpo

são transferidas para os nós do elemento �nito

t+∆tfext
T δ∆u =

∫

0V

t+∆tf bext δ∆u d0V +

∫

0S

t+∆tf sext δ∆us
d

0V . (4.18)
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O estado de deformação gera um ampo de esforços internos no orpo que também

são transferidos para os nós, da seguinte forma

tfint =

∫

0V

BT
L

ts d0V . (4.19)

Com os vetores de forças externas e internas de�nidos é possível obter o vetor resíduo

tr = t+∆tfext − tfint . (4.20)

A matriz de rigidez para pequenos desloamentos, que representa a parela linear,

é esrita omo

K
L

=

∫

0V

BT
L

DB
L

d

0V , (4.21)

e a parela não linear é esrita omo

K
NL

=

∫

0V

BT
NL

tSB
NL

d

0V . (4.22)

Com isso, a equação que representa o problema não linear, na forma de elementos

�nitos, é esrita omo

tK∆u =
(

tK
L

+ tK
NL

)

∆u = tr , (4.23)

onde a montagem das matrizes B
L

, B
NL

, S e s está melhor de�nido no Anexo I.

A Equação 4.23 é utilizada para alular os inrementos de desloamentos, que

são usados para avaliar os inrementos de deformação e tensão interna, orrespondentes à

on�guração do orpo no estado t+∆t.

Cada vez que os inrementos são alulados e somados aos valores obtidos no estado

t, o equilíbrio é onferido, ou seja, o estado de tensão interna representados nos nós da

malha devem ser iguais ao valor do arregamento externo apliado. Caso isso não se veri�que

dentro de uma tolerânia predeterminada, o proedimento ontinua e um novo onjunto de

inrementos é determinado, até que os estados de tensão se igualem.

Existem diversos métodos que podem ser empregados para se hegar à on�guração

no estado t+∆t que represente o equilíbrio. O método iterativo de Newton-Raphson é usado

neste trabalho para determinar o equilíbrio da estrutura.
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4.3.1 Método de Newton-Raphson

Dentre os diversos métodos iterativos utilizados para determinação do equilíbrio

estátio de análises não lineares, o método de Newton-Raphson surge omo a primeira esolha

pela sua simpliidade na apliação e preisão dos resultados.

Segundo Alves Filho [2012℄, o método iterativo de Newton-Raphson pode obter me-

lhores resultados se apliado juntamente om algum método inremental na apliação do

arregamento externo, ou seja, a apliação do arregamento externo é efetuada gradativa-

mente.

A Figura 4.2 apresenta um exemplo da apliação do método de Newton-Raphson

om o arregamento externo sendo dividido em duas etapas.

Esse método, ou alguma das variações dele, é bastante apliado em algoritmos de

solução de programas omeriais ou rotinas de álulo para análise não linear. Neste tra-

balho é apliado o método de Newton-Raphson padrão, onde a matriz tangente de rigidez é

alulada para ada inremento de desloamento.

u

f

tan(θ)→ K

θ

∆f1

∆f2

fe

∆uϕ1
∆uϕ2

u

∆u
1

∆u
2

r1

r2
r3

Figura 4.2: Exemplo da apliação do método de Newton-Raphson em onjunto om uma

análise inremental para o arregamento externo.
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O método onsiste em fazer, iniialmente, uma aproximação linear para o problema.

Isso signi�a alular o equilíbrio usando a matriz de rigidez linear do sistema e, gradual-

mente, atualizar a matriz de rigidez tangente om os inrementos de desloamentos obtidos

om a solução de um sistema linear.

Assim que o proedimento alança um erro menor do que uma tolerânia pré-

espei�ada, o inremento de arga é atualizado, e o proedimento é iniiado novamente.

O método de Newton Raphson em onjunto om o proedimento de inremento no

arregamento está desrito no pseudo ódigo abaixo.

Neste trabalho, o inremento de arregamento é estabeleido em ϕ1 = 0.5, ou seja,

∆f1 = ∆f2 = fext/2.

1. Iniializa o ontador do inremento de arga i = 1 e determina ϕ;

2. iniializa o ontador de iterações j = 0;

3. alula o vetor resíduo rj(u) = ϕfext − f
j
int(u);

4. alula o erro ||rj||2;

5. enquanto (erro > tolerânia):

(a) determina a matriz de rigidez tangente K(uj);

(b) resolve ∆uj = K−1rj;

() atualiza os desloamentos uj+1 = uj +∆uj
;

(d) alula o vetor resíduo rj+1(u) = ϕfext − f
j+1

int (u);

(e) alula o erro ||rj+1||2;

(f) atualiza o número da iteração j = j + 1.

6. atualiza o ontador do inremento de arga i = i+ 1;

7. atualiza o inremento de arga ϕi = ϕi−1 + ϕ, ϕi ≤ 1, e volta ao passo 2.

Apesar de muito utilizado, o método de Newton-Raphson possui algumas limitações.
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Enquanto a matriz de rigidez do problema é positiva de�nida, o método é bem suedido na

busa pela trajetória de equilíbrio do sistema.

No entanto, em asos onde a matriz de rigidez do sistema passa para uma ondição

de negativa de�nida, a trajetória de equilíbrio do sistema não pode mais ser seguida.

Em geral, essa transição na ondição da matriz de rigidez oorre quando a urva

arregamento por desloamento muda, ou seja, essa relação passa de asendente para um

treho desendente, onforme mostra a Figura 4.3. No ponto limite, de derivada zero, a

matriz de rigidez tende a se tornar singular.

u

f

ponto limite

Figura 4.3: Trajetória de equilíbrio om ponto limite.

Porém, mesmo antes desse ponto, quando o número de ondiionamento da matriz

de rigidez tangente omeça a aumentar exessivamente, o método de Newton-Raphson já

apresenta problemas.

Uma alternativa para superar esse problema é o uso de métodos baseados em om-

primento de aro [Fafard e Massiotte, 1993; Cris�eld, 1997℄.
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5. OTIMIZAÇ�O ESTRUTURAL

A otimização topológia pode ser onsiderada omo uma das rami�ações mais re-

entes da otimização estrutural [Haftka e Gürdal, 1991; Arora, 2004℄. Otimização estrutural

é um ampo bem estabeleido na área de meânia dos sólidos. Desde meados do séulo XIX

esse ampo vem sendo estudado e aprimorado. A importânia desse tipo de análise para o

projeto meânio rese om o ontínuo aumento da demanda por omponentes ada vez

mais e�azes, e que tenham a mínima quantidade de matéria-prima empregada.

5.1 Breve histório da otimização estrutural

A resolução dos primeiros trabalhos ientí�os de otimização estrutural são atribuí-

dos a Maxwell na déada de 1870, no qual seu objetivo era alular o ampo de tensões

prinipais a que um determinado volume estaria sujeito, onsiderando ondições de on-

torno. Usando teoria da elastiidade, Maxwell oloou barras dispostas de forma a estarem

alinhadas sobre o ampo de direções de tensões prinipais alulados, om isso ele hegou a

uma estrutura de treliças onde os omponentes (barras) estariam sujeitas a esforços apenas

de ompressão e tração. Essa on�guração seria o projeto ótimo onde a estrutura obtida

suporta o arregamento apliado om o menor volume de material.

Posteriormente Mihell [1904℄, utilizou a ideia para projetar diversos tipos de es-

truturas om a menor quantidade de material. Como os resultados obtidos por Mihell

eram onsiderados impossíveis de serem reproduzidos na époa, os seus trabalhos �aram

esqueidos por algumas déadas.

O desenvolvimento das ténias de programação linear por Dantzig [1963℄, junta-

mente om o advento da omputação digital, onduziram a apliação de ténias de pro-

gramação matemátia ao projeto de vigas e pórtios no regime plástio, omo desrito por

Heyman [Vanderplaats, 1999℄.

Um dos primeiros avanços nos métodos modernos de programação matemátia (PM)

para otimização estrutural foi feito por Shmit, em 1960, ele introduziu a ideia de unir a
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análise estrutural por meio do método dos elementos �nitos e um método de programação

matemátia não-linear para riar projetos de ótimo automatizados [Cheng, 1994℄. Entre-

tanto, os primeiros trabalhos usando PM sofreram om a inapaidade de resolver problemas

em larga esala, ompliados e om muitas variáveis de projeto.

Basiamente, um problema de otimização estrutural pode ser esrito na forma

padrão omo

min
x

: f (x)

s.a. : equações de equilíbrio

: gi(x) → a 6 a∗ i = 1, . . . , n

: hj(x) → b = b∗ j = 1, . . . , m (5.1)

onde f(x) é o funional que se deseja minimizar, x é o vetor que representa as variáveis de

projeto, gi(x) são as n restrições de desigualdade e hj(x) são as m restrições de igualdade. A

esrita do problema de otimização na sua forma padrão é reomendada para um entendimento

mais fáil do problema, e também para a maior failidade na implementação do método de

programação matemátio esolhido.

Convém lembrar que pequenas modi�ações podem ser feitas no problema para

esrevê-lo na forma padrão, por exemplo, maximizar um funional f é o mesmo que minimizar

−f ou

1

f
[Arora, 2004℄.

5.2 Otimização topológia de estruturas

O propósito da otimização topológia é enontrar a melhor distribuição de material

para uma estrutura dentro de uma região pré-espei�ada (domínio). As únias quantidades

onheidas no problema são, por exemplo, as argas apliadas, as ondições de apoio, o

volume da estrutura a ser onstruída e algumas restrições adiionais de projeto [Bendsøe e

Sigmund, 2003℄.

Otimização topológia passou a ser um tema disutido no meio aadêmio a partir

do trabalho publiado por Bendsøe e Kikuhi [1988℄. A partir desse momento, o método

foi rapidamente absorvido na indústria aeronáutia e automobilístia, prinipalmente na

Europa, EUA e Japão.
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Para o problema de otimização topológia, a aproximação para o onjunto de ten-

sores admissíveis onsiste em

D ∈ L∞(Ω)

D = 1ΩmatD0

1Ωmat =







1 se x ∈ Ωmat
,

0 se x ∈ Ω

Ωmat ,

∫

Ω
1Ωmat dΩ = Vol(Ωmat) ≤ V ,

(5.2)

onde a última integral alula a quantidade de material disponível, o tensor D é o tensor

onstitutivo que de�ne o material isotrópio base e, normalmente, se esreve a primeira linha

da Equação 5.2 para indiar o espaço de funções integráveis de Lebesgue, um indiativo que

a distribuição de material pode assumir valores desontínuos.

A aproximação geralmente usada para resolver esse problema é substituir as variáveis

inteiras por variáveis ontínuas, e então introduzir alguma forma de penalização que onduza

a solução à forma disreta de 0 ou 1 [Bendsøe e Sigmund, 2003℄. Uma das primeiras tentativas

nesta direção são os métodos de homogeneização [Bendsøe e Kikuhi, 1988℄.

Contudo, esses métodos se mostram satisfatórios apenas para problemas que en-

volvam a extremização de funionais baseados na �exibilidade, onde a miroestrutura que

otimiza a rigidez loalmente é onheida. Em asos que não envolvam a otimização de

�exibilidade outros métodos devem ser busados [Sigmund, 2001℄.

Um método que substitui om vantagens os métodos de homogeneização é o SIMP

(Solid Isotropi Material with Penalization, na sigla em inglês) [Bendsøe, 1989℄.

No SIMP, uma relação entre uma pseudo-densidade e o tensor onstitutivo do ma-

terial é esrito omo

D = ¯̃ρi
k
D0

, k > 1,
∫

Ω
¯̃ρi(x) dΩ ≤ V ; 0 ≤ ¯̃ρi(x) ≤ 1, x ∈ Ω,

(5.3)

onde D0
é o tensor onstitutivo do material base.

Se a miroestrutura do ompósito orresponde a um material bifásio, onde uma das

fases representa um vazio ou void e a outra é o material base, para que a mistura represente

um modelo termodinamiamente admissível, o módulo de ompressão volumétrio κ e o
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módulo isalhante µ do tensor D(¯̃ρi) devem satisfazer os limites de Hashin-Shtrikman [Jones,

1999℄.

Em um estado de elastiidade plana, esses limites orrespondem a

0 ≤ κ ≤
¯̃ρ κ0µ0

(1− ¯̃ρ)κ0 + µ0
e 0 ≤ µ ≤

¯̃ρ κ0µ0

(1− ¯̃ρ)(κ0 + 2µ0) + κ0
, (5.4)

onde κ0
e µ0

são os módulos volumétrio e de isalhamento do material base não penalizado,

respetivamente. Estes podem ser esritos omo

κ0 =
E0

2(1− ν0)
e µ0 =

E0

2(1 + ν0)
, (5.5)

substituindo as equações aima na Equação 5.4, hega-se a [Bendsøe e Sigmund, 1999℄

k ≥ max

{

2

1− ν0
,

4

1 + ν0

}

(em 2D) . (5.6)

Essa ondição, na prátia, india que para que o modelo proposto pelo SIMP res-

peite os limites da lei de mistura de Hashin-Shtrikman, o menor valor para o expoente de

penalização oorre para asos em que ν = 1

3
e, onsequentemente, k = 3.

Uma grande vantagem do SIMP é que as propriedades do material são ponderadas

por apenas uma variável de projeto. Por exemplo, o módulo de elastiidade de uma densidade

intermediária é esrito omo Ei = ¯̃ρiE
0
i .

Essa é uma das prinipais araterístias que fazem esse método superior ao método

de homogeneização, em que diversas variáveis são onsideradas, o que simpli�a o proesso

de solução do problema de otimização [Zuo et al., 2007℄.

Neste trabalho, om o intuito de evitar problemas de ondiionamento numério,

uma vez que as densidades físias

¯̃ρi podem assumir valores igual a zero, o módulo de Young

é penalizado da seguinte forma

Ei = Emin + ¯̃ρi
k
(E0 − Emin) , (5.7)

onde Emin é um valor mínimo apliado ao módulo de Young do i-ésimo elemento, para evitar

problemas numérios, e E0
é o módulo de Young do material base.
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5.2.1 Método das assíntotas móveis

O método das assíntotas móveis (MMA) [Svanberg, 1987℄, é um dos métodos ma-

temátios mais utilizados em otimização estrutural para a atualização das variáveis de pro-

jeto. Esse método pode ser entendido omo uma generalização de métodos de programação

matemátia amplamente apliados em otimização estrutural, omo o SLP (Sequential Linear

Programming, na sigla em inglês) [Noedal e Wright, 2006℄ e o CONLIN (CONvex LINeariza-

tion method, na sigla em inglês) [Fleury, 1989℄.

Basiamente, o problema primal do MMA é esrito omo

min
x

: f0 (x) (x ∈ R
n)

s.a. : fi(x) 6 f̄i i = 1, .., m (5.8)

onde n é o número de variáveis de projeto e m é o número de funções de restrição do

problema, e x é um vetor que ontém as variáveis de projeto.

Para resolver o problema da Equação 5.8, um subproblema estritamente onvexo é

gerado. Esse problema utiliza variáveis auxiliares que são usadas para a solução do subpro-

blema por um método dual [Svanberg, 1987℄, e que são de�nidas omo

yn(xn) =
1

xn − Ln
ou yn(xn) =

1

Un − xn
, (5.9)

onde Ln e Un são as assíntotas móveis inferiores e superiores, respetivamente, que ajudam a

estabilizar e aelerar a busa pela onvergênia. A possibilidade de se mover estas assíntotas

durante o proesso de onvergênia é que torna essa método mais e�iente e robusto que o

SLP e o CONLIN, por exemplo.

Durante a k-ésima iteração, as assíntotas móveis são esolhidas de maneira que

sempre satisfaçam

Lk
j < xk

j < Uk
j j = 1, . . . , n . (5.10)

Primeiro, de�ne-se para ada i = 0, 1, ..., m, a restrição fk
i omo

fk
i (x) = rkj +

nelem
∑

j=1

(

pkij
Uk
j − xj

+
qkij

xj − Lk
j

)

, (5.11)
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onde

pkij =







(

Uk
j − xk

j

)2
∂fi/∂xj , se ∂fi/∂xj > 0

0 , se ∂fi/∂xj ≤ 0
(5.12)

qkij =







0 , se ∂fi/∂xj ≥ 0

−
(

xk
j − Lk

j

)2
∂fi/∂xj , se ∂fi/∂xj < 0

(5.13)

rkj = fi(x
k)−

nelem
∑

j=1

(

pkij
Uk
j − xj

+
qkij

xj − Lk
j

)

, (5.14)

onde todas as derivadas ∂fi/∂xj são aluladas em x = xk
. E é visto que, se pij 6= 0, qij = 0

e vie-versa.

As derivadas segundas são dadas por

∂2fk
i

∂x2
j

=
2 pkij

(

Uk
j − xj

)3
+

2 qkij
(

xj − Lk
j

)3
, (5.15)

e

∂2fk
i

∂xlxj
= 0 se j 6= l ,

onde é visto que, omo pkij ≥ 0 e qkij ≥ 0, fk
i é uma função onvexa [Svanberg, 1987℄.

Considerando-se x = xk
, a Equação 5.15 se reduz a

∂2fk
i

∂x2
j

=







2 ∂fi/∂xj

Uk
j −xk

j

, se

∂fi
∂xj

> 0

−2 ∂fi/∂xj

xk
j−Lk

j

, se

∂fi
∂xj

< 0
, (5.16)

o que india que quanto mais próximos Lj e Uj são esolhidos de xj , maior o valor das

derivadas segundas. Consequentemente maior urvatura é dada às aproximações aluladas

por fi e, portanto, mais onservadoras são as aproximações do problema original [Christensen

e Klarbring, 2009℄.

Svanberg [1987℄ utiliza a seguinte aproximação heurístia para a determinação dos
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limites para as duas primeiras iterações (k = 0 e 1)

Lk
j = xk

j − s0
(

xj − xj

)

,

Uk
j = xk

j + s0
(

xj − xj

)

, (5.17)

onde xj e xj são os limites máximo e mínimo estabeleido para as variáveis de projeto, e

0 < s0 < 1.

Para k ≥ 2, se os sinais de xk
j − xk−1

j e xk−1
j − xk−2

j são diferentes, signi�a que

os valores das variáveis de projeto estão osilando, e uma aproximação mais onservadora é

estabeleida, ou seja, os valores das assíntotas são modi�adas para �arem mais próximas

de xk
j

Lk
j = xk

j − s
(

xk−1
j − Lk−1

j

)

,

Uk
j = xk

j + s
(

Uk−1
j − xk−1

j

)

, (5.18)

onde 0 < s < 1.

Caso os sinais da relação entre iterações sejam iguais

Lk
j = xk

j − s
(

xk−1
j − Lk−1

j

)

,

Uk
j = xk

j + s
(

Uk−1
j − xk−1

j

)

, (5.19)

onde s > 1, um proesso inverso é realizado, aelerando o proesso de onvergênia. Através

das equações aima, �a laro que as variáveis s estabeleem a aproximação para as assín-

totas. Observa-se também que, para valores de k ≥ 2 o método omeça a usar valores de

iterações anteriores para a esolha dos novos limites, aelerando a busa pela onvergênia.

Neste trabalho, devido a problemas na onvergênia, o MMA é reiniializado algu-

mas vezes durante o proesso de otimização. As informações referentes às iterações anteriores

são apagadas, e é neessário determinar s0 novamente.

Além disso, é proposta uma alteração no valor de s0 em relação aos valores tradi-

ionalmente usados. Como visto anteriormente, esse parâmetro determina o grau de ur-

vatura das duas aproximações iniiais do método.

Em função da di�uldade de ontrolar a restrição de tensão no problema de otimiza-

ção, é neessário que o MMA desonsidere os valores anteriores das variáveis de projeto, e
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use uma aproximação bastante onservadora para determinar os limites móveis durante as

duas iterações subsequentes às reiniializações.

Na seção 6.4 é expliado omo se dá a modi�ação de s0 e o problema que origina

a perda de onvergênia pelo método.

5.2.2 Otimização topológia em meanismos �exíveis

O projeto de meanismos �exíveis ganhou notoriedade justamente quando ténias

de otimização omeçaram a ser empregadas no projeto. Os primeiros trabalhos nesta área são

atribuídos a Ananthasuresh e Kota [1995℄, Sigmund [1997℄, Larsen et al. [1997℄, Nishiwaki

et al. [1998℄ e Kikuhi et al. [1998℄.

Sigmund [1997℄ utiliza uma função objetivo que busa maximizar a relação das forças

de saída e de entrada do meanismo, onheida omo vantagem meânia (VM), om uma

fração do volume iniial de projeto. Em projetos de meanismos de orpo rígido, a vantagem

meânia é um dos aspetos mais importantes da análise e, segundo o autor, através deste

proedimento seria apaz de ontrolar os níveis de tensão a que o meanismo está sujeito

através do ontrole do desloamento de entrada.

Esreve-se o problema de otimização no trabalho omo

min
ρ

: -VM

s.a. : V(ρ) ≤ V∗

: uin ≤ u∗
in (5.20)

: Kui = fi i = 1, 2

: 0 < ρmin ≤ 1

Para a solução do problema de otimização, programação linear sequenial é apliada.

Apesar de não estar presente nenhuma restrição à resistênia do material onstituinte do me-

anismo, o trabalho ita a importânia de aresentar algum ritério de resistênia/fadiga na

formulação do problema. O problema do surgimento de artiulações na topologia resultante

também é itado.
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Nishiwaki et al. [1998℄ inlui na formulação da função objetivo requisitos de atu-

ação inemátia e energia mútua de �exibilidade do meanismo. No trabalho é apliado

programação linear. Também pesquisa-se o efeito de tamanho de malha e volume �nal e,

para os modelos testados, veri�a-se que a topologia �nal é independente do re�namento da

malha, mas para diferentes restrições de volume, enontra-se topologias diferentes. Alguns

resultados mostram elementos onetados por um únio nó.

Apesar de nenhuma das duas formulações levar em onta efeitos de fadiga ou re-

sistênia máxima do material, ambos os trabalhos itam a importânia de onsiderar esses

efeitos para um projeto mais elaborado em meanismos �exíveis, dada a apliação dos mes-

mos.

A partir destes trabalhos, pioneiros em meanismos �exíveis utilizando otimiza-

ção topológia, diversas formulações são desenvolvidas. A seguir, ita-se alguns dos mais

importantes na área, e alguns que utilizam formulações difereniadas para o problema de

otimização.

Freker et al. [1999℄ esreve uma formulação para meanismos �exíveis que requerem

múltiplas saídas, e para isso utiliza duas formulações diferentes para a função objetivo.

A primeira maximizando uma relação entre a a energia potenial mútua

∗
e a energia de

deformação da estrutura. A segunda formulação faz uma soma ponderada dessa relação, no

qual o argumento do somatório é o número de saídas desejado. Para o trabalho utiliza-se um

domínio de projeto em que todos os nós são onetados por treliças (ground struture). Testa-

se no trabalho diferentes pontos de partida para o problema de otimização e, pelo menos para

os asos testados, enontra-se diferentes resultados �nais para diferentes pontos de partida.

Também é itada a neessidade de uma análise não-linear para meanismos �exíveis, e são

feitas onsiderações sobre as tensões a que meanismos deste tipo estão sujeitos.

Uma tentativa diferente de hegar a uma topologia para meanismos �exíveis é

apliado por Yin e Ananthasuresh [2001℄. No trabalho, os autores utilizam uma função de

distribuição normal para interpolar as propriedades do material em um meio ontínuo. Com

essa formulação é busado araterizar um meio om pelo menos dois tipos de material, um

sólido om as propriedades do material onstituinte e um om as propriedades do ar (vazio),

∗
Energia potenial mútua pode ser entendida omo o produto entre o desloamento na entrada do mea-

nismo e a força medida na saída.
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onde a variável da distribuição normal é a pseudo densidade ρi. Com essa formulação é

possível adiionar uma quantidade maior de diferentes tipos de material na formulação do

problema de otimização.

Um dos primeiros trabalhos a onsiderar grandes desloamentos é o de Pedersen et al.

[2001℄. Além das onsiderações relativas ao problema não linear de equilíbrio, destaa-se que,

por ter muitas vezes a possibilidade de um desloamento limitado na porta de entrada, a

onsideração de força de entrada e desloamento de entrada não deveriam ser ontabilizadas

na formulação da função objetivo, e sim em uma restrição do problema. Sugere-se um

problema onde o funional a ser extremizado leva em onta o desloamento de saída do

meanismo. No trabalho, é itado que inúmeros testes foram realizados para esolha da

função objetivo, sendo esolhida a de melhor desempenho para o problema não linear. A

Equação 5.21 mostra o problema de otimização que é resolvido.

min
ρ

: −uout

s.a. : V(ρ) ≤ V∗

: uin ≤ u∗
in (5.21)

: r(ρ) = 0

: 0 < ρmin < ρ ≤ 1 .

Devido aos grandes desloamentos é itada a neessidade, em alguns asos, do on-

trole do aminho realizado na porta de saída do meanismo, sendo neessário que se es-

reva um outro problema de otimização para que o meanismo realize a trajetória desejada.

Para tanto, esreve-se também um problema de mínimos quadrados para o desloamento na

porta de saída do meanismo. Realiza-se a análise de equilíbrio não linear om o método de

Newton-Raphson, e o problema de otimização é resolvido através do MMA.

Outro importante trabalho nesta área a onsiderar não linearidades é o de Bruns

e Tortorelli [2001℄. Além de não linearidades geométrias, um modelo hiperelástio é im-

plementado no trabalho. No trabalho uma função baseada em energia é minimizada on-

siderando apenas restrições de desloamento, equilíbrio e volume de material. Para a solução
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das equações não lineares, o método de Newton-Raphson é utilizado e, para o problema de

otimização, o MMA. O funional a ser extremizado é montado a partir do método do La-

grangeano Aumentado [Noedal e Wright, 2006℄.

Em Cardoso e Fonsea [2004℄, uma nova alternativa para a formulação da função

objetivo é proposta, om o prinipal intuito de evitar a surgimento de artiulações. No

trabalho, uma função baseada na energia de deformação é maximizada para armazenar o

máximo de energia de deformação nos elementos om os valores máximos de densidade. A

função energia de deformação do orpo é penalizada de forma a evitar o armazenamento

de energia nos elementos om densidade intermediária. Nas restrições do problema são

impostos limites inferiores e superiores para as portas de saída e entrada do meanismo.

Aplia-se programação linear para a solução do problema de otimização, e as equações de

equilíbrio do problema de elementos �nitos são resolvidas dentro da teoria de elastiidade

linear in�nitesimal. Com essa formulação, meanismos livres de artiulações são obtidos.

Porém, mais uma vez não garante-se que os meanismos obtidos passem por ritérios de

falha omo fadiga ou resistênia meânia.

Em Zhaokun e Xianmin [2006℄ não linearidade geométria é apliada no projeto de

meanismos �exíveis. No trabalho é feito uma análise das tensões em meanismos modelados

dentro da teoria linear in�nitesimal e teoria não linear. Para as mesmas ondições de on-

torno, meanismos projetados para grandes desloamentos apresentam valores máximos de

tensão menores que os equivalentes lineares, projetados om a teoria in�nitesimal. Porém,

o trabalho para nesse ponto. Apenas resultados preliminares são apresentados, e nenhum

estudo mais aprofundado sobre o assunto é realizado.

Em Werme [2007℄, uma restrição de tensão é onsiderada no projeto de meanismos

�exíveis. Programação linear sequenial inteira é usada, e uma série de problemas inerentes

à densidades intermediárias e tensão são evitados. No entanto, os resultados são muito

preliminares, para malhas muito grosseiras, e nenhuma informação sobre desempenho da

formulação é apresentado. Nenhuma sequênia do trabalho é enontrada na literatura.

No trabalho realizado por Wang [2009℄, é feito um estudo aprofundado do uso da

vantagem meânia (VM) e da relação entre os desloamentos de saída e de entrada, o-

nheida omo vantagem geométria (VG), no projeto de meanismos �exíveis. No trabalho,

explia-se porque o uso direto desses oneitos resulta inevitavelmente em meanismos om
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pontos de �exibilidade onentrada.

Em Lin et al. [2010℄ é proposto um novo esquema para programação de funções

multi-objetivo em meanismos �exíveis. O método utiliza programação físia [Messa, 1996℄

para substituir os pesos na função multi-objetivo, tentando-se eliminar mais uma entrada

subjetiva do projetista, na busa pela extremização do funional. Esreve-se uma função

que busa maximizar o desloamento na porta de saída do meanismo e, ao mesmo tempo,

minimizar a energia de deformação da estrutura. Porém, não aresenta-se nada novo om

relação a ritérios que o projeto �nal deve atender. Além disso, não há disussão sobre

porque os resultados apresentam topologias om artiulações.

A Figura 5.1 mostra um inversor de desloamento obtido om a formulação proposta

por Lin et al. [2010℄.

Figura 5.1: Inversor obtido usando programação físia para esolha dos pesos em um pro-

blema multi-objetivo. Adaptado de [Lin et al., 2010℄.

No trabalho de Lazarov et al. [2011℄ a formulação robusta [Sigmund, 2007; Wang

et al., 2011℄ é apliada em um problema om não linearidades geométrias. Os resultados

indiam que a formulação proposta é bem suedida em retirar as artiulações do meanismo,

através de um problema que prevê tolerânias para os erros de fabriação dos mesmos. No

entanto, nenhuma disussão sobre vantagens ou di�uldades de onsiderar não linearidades

geométrias para a síntese de meanismos �exíveis é abordada.

Uma função multi-objetivo onde minimiza-se um funional baseado na deformação

efetiva global

†
é proposto por Lee e Gea [2014℄. Programação físia é usada para a determi-

†
Deformação efetiva é a relação entre a energia de deformação e o módulo de Young do material base.
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nação dos pesos referentes à deformação efetiva, e à energia potenial mútua do meanismo.

Regiões om alto nível de deformação, diretamente assoiadas om artiulações, são alivi-

adas através da formulação proposta. Porém, nenhuma informação sobre o desempenho

inemátio dos meanismos é apresentada.

A remoção das artiulações em meanismos �exíveis também é uma das motivações

do trabalho de Fu e Zhang [2014℄. Um funional que relaiona a energia potenial mútua

e a energia de deformação é minimizado. Um segundo laço na iteração é inluído, e nós

andidatos a representarem artiulações são identi�ados. Uma segunda estratégia é im-

plementada, baseada no valor de densidade dos elementos vizinhos que ompartilham o nó.

Porém, os resultados indiam que a �exibilidade ontinua onentrada em alguns pontos do

meanismo.

Reentemente, em Meneghelli e Cardoso [2013℄, apresenta-se uma formulação que

ontempla ritérios de resistênia no problema de otimização. Uma restrição à tensão global

do meanismo é adiionada a um problema de maximização da energia baseado no trabalho

de Cardoso e Fonsea [2004℄.

O problema proposto é esrito omo

max
ρ

:

n
∑

e=1

ρu+k
e uTKu

s.a. : V(ρ) ≤ V∗

: uj ≤ u∗
j (5.22)

: ck ‖ σ
vM

k ‖P ≤ σ∗

: 0 < ρmin < ρ ≤ 1 ,

onde n é o número de elementos da malha, os parâmetros u e k são relaionados à uma

penalização da função e energia e o SIMP, respetivamente. No que onerne a restrição de

tensão, o trabalho de Le et al. [2010℄ deve ser onsultado. Para a solução do problema de

otimização aplia-se ténias de programação linear, e na solução do problema de equilíbrio

são onsiderados pequenos desloamentos.

A Figura 5.2 mostra um dos resultados obtidos om a formulação sugerida. Como o
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trabalho original de Cardoso e Fonsea [2004℄ já tinha por objetivo a remoção de artiulações

na topologia otimizada, não é possível que se onlua o efeito direto da restrição de tensão

no problema.

Figura 5.2: Exemplo de um meanismo obtido om a formulação apresentada na Equa-

ção 5.22. Adaptado de Meneghelli e Cardoso [2013℄.

Estes são alguns dos trabalhos mais relevantes no projeto de meanismos �exíveis

usando otimização topológia. Em suma, observa-se que diversas formulações têm sido

propostas.

Entretanto, perebe-se que araterístias importantes omo, por exemplo, a in-

lusão de ritérios de resistênia e a onsideração de grandes desloamentos para o mea-

nismo, apesar de bastante itadas, representam uma ín�ma parte dos trabalhos na área.

Uma formulação que aople esses dois requisitos na análise não é disutida na literatura.

5.3 Problemas om otimização topológia e não linearidade geométria

O método de otimização topológia é um ampo bem estabeleido na meânia dos

sólidos. O número de trabalhos não para de reser, uma vez que a neessidade por estruturas

e omponentes que exerçam uma função om menor quantidade de material possível é sempre

objeto de investimento.

Porém, é notório o reduzido número de trabalhos na área onsiderando não lineari-

dades (material e/ou geométria) nos problemas em otimização topológia. Os primeiros

trabalhos na área onsiderando não linearidade material (NLM) são atribuídos à Bendsøe

[1995℄, Swan e Kosaka [1997℄ e Maute et al. [1998℄, e os primeiros onsiderando não lineari-

dade geométria (NLG) são de Jog [1997℄ e Buhl et al. [2000℄.
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Desde então, podem ser itados os trabalhos de Bruns e Tortorelli [2001℄; Gea e Luo

[2001℄; Kawamoto [2003℄; Cho e Jung [2003℄; Stegmann e Lund [2004℄; Yoon e Kim [2005℄;

Kemmler et al. [2005℄; Gomes e Senne [2010℄; Xu et al. [2010℄; Klarbring e Strömberg [2013℄;

Lahuerta et al. [2013℄; van Dijk et al. [2014℄; Wang et al. [2014℄.

Basiamente, a grande di�uldade em apliar não linearidades geométrias dentro do

método de otimização topológia está em obter o equilíbrio em um problema onde a densidade

está mudando. A onsequênia direta disso é que os esforços internos nos elementos variam

muito, interferindo na busa pelo equilíbrio entre forças internas e arregamento externo.

A expliação do ponto de vista do MEF é que, quando a densidade de uma região

omeça a baixar para formar um vazio, os elementos de baixa rigidez podem ser distoridos

exessivamente, resultando em uma matriz de rigidez negativa de�nida. Essa araterístia

se torna um sério problema para os métodos iterativos enontrarem a onvergênia.

O trabalho de Buhl et al. [2000℄

‡
é o primeiro a relatar o problema de onvergênia

do método de Newton-Raphson para estruturas sofrendo grandes deformações em otimização

topológia. No trabalho, é sugerido que os nós que onetam elementos om baixa rigidez

sejam retirados da análise de onvergênia, uma vez que eles não são importantes para

estrutura, pois representam vazios.

Figura 5.3: Ténia utilizada por Buhl et al. [2000℄ para obtenção do equilíbrio. Os nós

irulados são retirados da análise de onvergênia. Adaptado de Buhl et al. [2000℄.

A Figura 5.3 mostra a ideia apresentada no trabalho. Relata-se que essa ténia

‡
O relato do problema e a estratégia implementada foram apresentadas em um trabalho anterior, em

1998. O trabalho foi publiado formalmente em 2000.
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funionou muito bem, apresentando raros problemas de onvergênia, e é mais e�iente do

que onsiderar uma relação não linear para o material, por exemplo.

No entanto, Jung e Gea [2004℄ apresentam uma omparação entre se onsiderar

ou não efeitos da não linearidade geométria e de material. Entre as quatro ombinações

possíveis entre linearidade e não linearidade material e geométria, onlui-se que, para a

obtenção dos melhores resultados, uma análise onsiderando NLG e NLM deve ser apliada

ao problema de otimização topológia.

No presente trabalho, a ténia desrita por Buhl et al. [2000℄ foi testada sem suesso

para a otimização de meanismos �exíveis. Os nós que onetam apenas elementos que

representam vazios são retirados da onvergênia. Porém, omo onsequênia disso, uma

análise bastante instável é observada durante o proesso de otimização, em alguns asos

levando o método de Newton-Raphson a não obter a onvergênia.

Kemmler et al. [1999℄ ignora a tensão induzida nos nós dos elementos que possuem

baixa densidade, retirando as parelas das matrizes não lineares que arregam essa infor-

mação durante a solução na análise de equilíbrio. Entretanto, essa também não é uma boa

alternativa pelo mesmo motivo da retirada dos nós expliado anteriormente. Essa ténia

pode interferir no álulo das derivadas induzindo deisões erradas ao algoritmo matemátio.

No trabalho de Bruns e Tortorelli [2001℄, uma lei de material hiperelástia é su-

gerida para modelar a relação onstitutiva do material. Não são reportados problemas de

onvergênia no trabalho, nem qualquer estratégia adiional para a análise de equilíbrio.

Em Bruns e Tortorelli [2003℄ é sugerido que sejam removidos os elementos que

representam vazios. Segundo os autores, o método tem a vantagem adiional de reduzir o

tamanho do problema, uma vez que esses elementos são retirados da análise de sensibilidade.

No entanto, retirar elementos de dentro do domínio de projeto, de maneira que os mesmos

não pertençam mais ao espaço de soluções, viola o preeito da otimização topológia, onde

todos os elementos dentro do domínio �xo estendido são andidatos a reeber ou não material.

A análise de sensibilidade �a extremamente prejudiada, levando o algoritmo de solução a

tomar deisões erradas om relação à atualização das variáveis de projeto, e ainda pode riar

sérios problemas para onvergênia do problema.

Bruns e Sigmund [2004℄ usam análise geométria não linear para a síntese de mea-

nismos que apresentam snap-through. A ténia de retirar e reintroduzir elementos da malha
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de elementos �nitos é empregada no trabalho. Diversos tipos de meanismos são testados

om 8 formulações diferentes onsiderando-se meanismos ativados por diferença de tempe-

ratura e arregamentos pontuais. Na análise dos resultados, o surgimento de artiulações é

reportado e a importânia de tratar esse problema é destaada.

Wang et al. [2014℄ sugere um esquema de interpolação baseado em um �ltro do tipo

Heaviside, em que elementos que estão om uma densidade abaixo de determinado patamar

sejam modelados dentro da teoria linear in�nitesimal, enquanto os outros entram na análise

de equilíbrio através do método de Newton-Raphson, om a onsideração de grandes deslo-

amentos. Entretanto, os resultados apresentados, espeialmente para meanismos �exíveis,

pareem não apresentar um ganho signi�ativo em omparação om métodos tradiionais,

além de resultar em mais um ondiionamento para o ódigo de análise em elementos �nitos.

No trabalho de van Dijk et al. [2014℄ um novo modelo de interpolação para o pro-

blema hamado EDS (Element Deformation Saling, na sigla em inglês) é implementado.

Uma penalização é apliada apenas à parela do desloamento relativo a deformações do

orpo (que geram esforços internos), deixando a parela de desloamento referente a movi-

mentos de orpo rígido de fora da penalização. Essa ténia apresentou bons resultados para

os exemplos testados. Porém, não foi possível testá-la até a onlusão do presente trabalho.

No trabalho de Klarbring e Strömberg [2013℄ uma série de funionais baseados na

energia de deformação da estrutura são testados, em um problema om desloamentos pres-

ritos. Os autores reportam que todos os modelos hiperelástios apresentados possuem bom

desempenho para problemas envolvendo não linearidade geométria. No entanto, a exeção é

o modelo de Kirhho�-St. Venant. A expliação é que todos os modelos hiperelástios apre-

sentados aumentam a rigidez do elemento, ajudando a ontrolar a distorção exessiva em

elementos de baixa densidade. Neste ponto o modelo de material linear apresenta problemas.

Essa é a mesma onlusão de Lahuerta et al. [2013℄. No trabalho é feito um profundo

estudo sobre o uso de uma relação onstitutiva diferente da lássia, omumente usada, lei

de Hooke para o problema. Além de uma série de onlusões no toante à esolha de simpli-

�ações 2D para o problema, também é onluído que a não polionvexidade [Ball, 1977℄ da

função de Kirhho�-St. Venant é responsável pelo pior desempenho desse modelo. Leis de

material que adotam um modelo baseado em uma função polionvexa têm a araterístia de

onduzir a análise de onvergênia de maneira mais estável e, além disso, sem a neessidade
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de que sejam retirados elementos ou nós da análise de equilíbrio.

Portanto, levando em onsideração o histório aima menionado, uma relação ons-

titutiva não linear para o material é apliada ao lado da onsideração de grandes desloa-

mentos. No presente trabalho, a Equação 3.35 desreve a função energia de deformação

utilizada para modelar a relação onstitutiva para a análise não linear.

A apliação um modelo material não linear torna desneessário a retirada de ele-

mentos de baixa densidade, ou de nós erados por tais elementos na análise de equilíbrio e,

mesmo assim, uma solução estável é atingida.
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6. PROJETO DE MECANISMOS FLEXÍVEIS COM RESTRIÇ�O DE

TENS�O

Um meanismo é um dispositivo onstruído para reagir quando uma força está

agindo sobre ele. Além disso, espera-se que o mesmo realize trabalho em um omponente

externo. Os pontos onde a força externa é apliada e onde a força é esperada a reagir são

hamados de porta de entrada e saída, respetivamente.

Figura 6.1: Problema genério representando ondições de ontorno para um meanismo.

A �gura 6.1 mostra um problema genério para a otimização topológia de mea-

nismos. Onde Ω representa o domínio físio, Ω = Ωd ∪ Ωs ∪ Ωv é dividido em três partes; o

domínio de projeto Ωd, uma região sólida presrita Ωs que pode existir ou não, e uma região

sem material presrita Ωv que também pode ou não existir à priori. O ontorno do domínio,

Γ = ΓD ∪ ΓN é omposto por duas partes, as ondições de ontorno de Dirihlet ΓD, om

desloamentos presritos, e as ondições de ontorno de Newman ΓN . A porta de entrada é

sujeita a uma força, fin, e a porta de saída apresenta um desloamento desejado, uout, devido

à deformação elástia do domínio Ω.
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Muitos atuadores possuem uma rigidez aoplada que neessita ser levada em onta,

juntamente om a rigidez do objeto externo [Sigmund, 1997℄. Para desrever �siamente

esse proesso, molas são adiionadas nas portas de entrada e saída. De maneira alternativa,

desloamentos presritos nas portas de entrada e saída podem ser usadas omo delimitadores.

É importante hamar a atenção que os resultados ótimos são altamente dependentes do valor

da rigidez externa, ou seja, os projetos ótimos obtidos funionam para objetos externos que

tenham exatamente a mesma rigidez. Isso é uma desvantagem uma vez que um meanismo

é esperado a operar om diferentes objetos, que possuem diferentes valores de rigidez [Cao

et al., 2013℄.

Como dito anteriormente, neste trabalho uma restrição de tensão é adiionada à

formulação proposta por Sigmund [1997℄

∗
, que visa minimizar o desloamento da porta de

saída do meanismo, sujeito às equações de equilíbrio não linear e uma restrição ao volume

total do material no domínio. A formulação original não prevê uma restrição de tensão nem

onsidera não linearidades geométrias para a análise de equilíbrio.

A formulação proposta neste trabalho é esrita omo

min
ρ

: f
(

¯̃ρ
)

= lTU

s.a. : r( ¯̃ρ) = 0

: fv( ¯̃ρ) =

∑

i∈Ne

¯̃ρivi

V
6 V ∗

(6.1)

: fs( ¯̃ρ) = max (σ) 6 σ∗

: 0 < ρmin 6 ρi 6 1 i ∈ Ne ,

onde o vetor ρ ontém as variáveis de projeto, Ne é o onjunto que ontém todos os elementos

que entram na ontabilidade da função, o vetor

¯̃ρ ontém as densidades físias assoiadas

às variáveis de projeto ρ. O vetor l ontém 0 em todas as suas posições, exeto naquelas

posições orrespondentes aos graus de liberdade dos nós na porta de saída, que assumem

valor igual a 1. O volume total do domínio de projeto é V , enquanto V ∗
é a fração de volume

∗
Embora o desloamento de saída apareça omo função objetivo a primeira vez no trabalho de Pedersen

et al. [2001℄, o autor atribui ao trabalho de Sigmund [1997℄ a autoria da formulação.
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permitida e vi é o volume do i-ésimo elemento. O vetor σ ontém as medidas de tensão dos

elementos, a serem de�nidas na seção 6.4, e σ∗
é o limite estabeleido para a máxima tensão

admissível entre todos os elementos da malha de �nitos.

6.1 Filtros para o ontrole de omprimento de esala

Considerando o problema omo esrito na equação 6.1, om o onjunto que repre-

senta as densidades físias

¯̃ρ sendo a mesma que o onjunto de variáveis de projeto ρ, leva

a solução do problema de otimização a duas instabilidades numérias bastante onheidas,

a instabilidade de tabuleiro e o projeto dependente da malha [Sigmund e Petersson, 1998℄.

O primeiro se deve a uma modelagem numéria de�iente em função da baixa ordem

de interpolação na disretização por elementos �nitos. O arranjo em forma de tabuleiro

de xadrez é a solução enontrada pelo algoritmo na busa por um extremo para a função

densidade de energia de deformação.

A �gura 6.2 mostra a topologia de um meanismo �exível que apresenta esse tipo de

instabilidade numéria. Caso nada seja feito para evitar essa anomalia, o algoritmo enontra

esse padrão de distribuição de material omo um ótimo.

Figura 6.2: Topologia apresentando o padrão de tabuleiro.

Segundo Díaz e Sigmund [1995℄ esse problema oorre e função da baixa ordem

de interpolação de alguns tipos de elementos �nitos tipiamente usados que aabam por

enontrar esse padrão, loalmente mais rígido do que qualquer outro arranjo usando dois

materiais onstituintes. Usando a aproximação das variáveis de projeto através do SIMP,

essa instabilidade somente é prevenida usando elementos om 8-9 nós e, mesmo assim, apenas

para baixos valores de penalização para o SIMP. A desvantagem dessa aproximação é o
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aumento substanial no esforço omputaional.

O segundo problema se deve à dependênia de malha. Com o aumento do número

de elementos na malha �nitos, ao invés de se obter imagens om melhor resolução e mesma

topologia, o algoritmo omeça a inserir pequenos detalhes nas regiões om material ou vazios,

gerando topologias diferentes para diferentes re�nos de malha.

Sigmund e Petersson [1998℄ sugerem uma série de esquemas que visam superar o

problema de dependênia de malha em otimização topológia, entre eles o uso de ténias

de �ltragem para as variáveis de projeto. Tanto �ltros de sensibilidade [Sigmund, 1997;

Sigmund e Maute, 2012℄ quanto �ltros de densidade[Bourdin, 2001; Bruns e Tortorelli, 2001℄

são bem suedidos em eliminar a instabilidade de tabuleiro e dependênia de malha, retirando

a dependênia do problema do tamanho do elemento para um parâmetro ontrolável pelo

projetista, o raio de atuação do �ltro.

Neste trabalho, um �ltro de densidades omo proposto por Bourdin [2001℄ e Bruns

e Tortorelli [2001℄ é apliado, de maneira que a densidade físia agora difere da variável de

projeto por

ρ̃i =

∑

j∈Ne,i
w(xj)vjρj

∑

j∈Ne,i
w(xj)vj

, (6.2)

onde Ne,i é o onjunto de elementos ujo entroide está ontido dentro do domínio da projeção

realizada pelo raio do �ltro para o elemento i, ρi é a variável de projeto, ρ̃i é a nova densidade

físia e w(xj) é uma função peso de�nida omo

w(xj) =
R − |xj − xi|

R
, (6.3)

onde R é o raio do �ltro de densidades, xj e xi são as oordenadas do entroide do elemento

j e i, respetivamente.

A Figura 6.3 mostra o efeito da ténia de �ltragem onde agora a densidade físia

ρ̃i do i-ésimo elemento assume um valor baseado na Equação 6.2 e, portanto, difere do valor

da variável de projeto ρi do mesmo elemento.

Como dito anteriormente, a dependênia do projeto está relaionada ao tamanho do

raio R e não mais à disretização da malha de elementos �nitos.
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Figura 6.3: Exemplo de apliação e domínio do �ltro de densidades

Desde o surgimento dessas ténias, a apliação de �ltros em problemas de otimiza-

ção topológia têm se mostrado a melhor alternativa para a prevenção de instabilidades

numérias, omuns a esse tipo de projeto.

6.2 Métodos de projeção

Considerar as densidades físias do problema de otimização agora omo ρ̃i leva a

outro problema, o apareimento de grandes áreas om densidades intermediárias. Uma

quantidade signi�ativa de densidades físias assumem valores entre 0 e 1, prinipalmente

na região de transição entre as fases om material base e vazio.

A Figura 6.4 mostra o efeito da ténia de �ltragem apliada neste trabalho.

filtro

Figura 6.4: Efeito da apliação do �ltro de densidades.

Em muitos problemas menos omplexos, omo o aso da minimização da �exibili-

dade, por exemplo, a simples projeção da região de transição através de alguma ténia de



55

interpretação do ontorno é su�iente para forneer uma boa resposta dos resultados. Entre-

tanto, em problemas que envolvam uma físia mais omplexa, que é o aso para meanismos

�exíveis, esse pós proessamento do projeto �nal pode induzir o projetista a obter onlusões

err�neas da topologia �nal.

Uma ferramenta relativamente reente é o uso de métodos de projeção para eliminar

áreas inzas na topologia �nal [Guest et al., 2004; Sigmund, 2009; Kawamoto et al., 2011℄.

Através desta ténia, as densidades �ltradas são projetadas em um espaço 0/1, através de

uma função ontrolada por um parâmetro que dita a suavidade da urvatura da mesma.

Embora Guest [2009℄ alegue que esse método possa ontrolar dimensões mínimas

para as fases sólida e vazio, o uso dele não previne o surgimento de detalhes loais em alguns

problemas de otimização topológia [Wang et al., 2011℄. No aso de meanismos �exíveis,

esses detalhes apareem na forma de elementos onetados por um únio nó (artiulações).

Para tanto, estes métodos preisam ser usados em alguma formulação que garanta o ontrole

do omprimento de esala.

Porém, omo o objetivo deste trabalho é estudar o efeito da inlusão de uma restrição

de tensão no problema, o método de projeção proposto por Guest et al. [2004℄ é apliado

apenas om o intuito de garantir uma menor região de inza na topologia otimizada, a-

raterístia a qual o mesmo é muito e�iente, de maneira a minimizar os efeitos de uma

subsequente interpretação dos resultados.

Para garantir difereniabilidade, o método de projeção apliado neste trabalho usa

uma função de Heaviside suavizada da forma

¯̃ρi =
tanh(βη) + tanh(β(ρ̃i − η))

tanh(βη) + tanh(β(1− η))
, (6.4)

onde β determina o grau de suavidade da urva e η é o parâmetro de orte, que de�ne a

partir de qual valor a densidade ρ̃i é projetada para 0 ou 1. A Figura 6.5 mostra a função

desrita na equação 6.4 para alguns valores de β e om η = 0.5.

Neste trabalho, um método de ontinuação para o grau de urvatura da função é

apliado, para que a função exposta na Equação 6.4 se aproxime gradualmente da função

de Heaviside. O valor de β é dobrado a ada 50 iterações, de maneira que as mudanças de

forma da função sejam suaves.
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Figura 6.5: Função de projeção apliada neste trabalho, para diferentes valores de β e η = 0.5.

Neste trabalho, as densidades físias estão ontidas no vetor

¯̃ρ. Portanto, elas são

função das densidades �ltradas que, por sua vez, dependem das variáveis de projeto

¯̃ρ (ρ̃ (ρ)) , (6.5)

e isso é levado em onta no momento de obter as derivadas exigidas pelo método de progra-

mação matemátia implementado.

Indiador de nível de inza

Neste trabalho, uma medida de onstraste é apliada para omparar o nível de

inza ainda presente na topologia otimizada. O indiador de nível de inza é introduzido

omo [Sigmund, 2007℄

EC =

∑nelem
i=1

4× ¯̃ρi (1− ¯̃ρi)

nelem
× 100% , (6.6)

onde nelem é o número de elementos na malha.

No aso de todos os elementos da malha possuirem densidade intermediária, ou seja,

¯̃ρi = 0.5, para todo i, o valor do indiador de esala de inza retorna EC = 100% e, se todos

os elementos possuírem densidade físia 0 ou 1, o valor do indiador é EC = 0%.
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Essa é uma boa medida para a e�iênia do algoritmo em diminuir o nível de inza

na topologia otimizada, e é utilizado neste trabalho de forma a omparar os resultados para

diferentes parâmetros apliados.

6.3 Restrição de volume

Conforme expliado ao longo deste trabalho, um �ltro de projeção é apliado às den-

sidades �ltradas. Esse operador ajuda o proesso de otimização a onvergir para topologias

om menor esala de inza, omparando-as om resultados sem a apliação dessas ténias.

No entanto, quando são utilizadas projeções baseadas em funções do tipo Heaviside,

que é o aso neste trabalho, uma questão importante é quanto a preservação de volume antes

e depois da apliação desses �ltros. Alguns �ltros de projeção, omo os propostos por Guest

et al. [2004℄ e Sigmund [2007℄ não garantem a preservação de volume [Xu et al., 2010℄.

A Figura 6.6 mostra a evolução da função de restrição do volume, onde apenas

pequenas perturbações são perebidas ao atualizar os valores do parâmetro de urvatura da

função suavizada de Heaviside.
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Figura 6.6: Histório da função restrição de volume, utilizando o �ltro de projeção da Equa-

ção 6.4.

A apliação de �ltros que garantem a preservação de volume é essenial para a

obtenção dos resultados, pois asseguram que a restrição de volume é respeitada na topologia

otimizada, a onvergênia é obtida de maneira mais rápida e estável.
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Neste trabalho, o �ltro apliado (Equação 6.4) possui os mesmos requerimentos

neessários para a preservação de volume que o proposto por Xu et al. [2010℄ e, portanto, a

preservação de volume é garantida.

6.4 Restrição de tensão

Otimização topológia om restrição de tensão ainda é um grande desa�o a ser

superado. A apliação de um ritério para a tensão em problemas de otimização topológia

impõe uma série de obstáulos na busa pela solução do problema estabeleido [Le et al.,

2010℄.

Cada um deles deve ser tratado de maneira diferente. Abaixo, os problemas são

desritos separadamente, bem omo as ténias utilizadas para superar ada um deles.

6.4.1 Problema de singularidade de tensão

Primeiro, o onheido problema de singularidade de tensão aparee quando elemen-

tos que estão se aproximando de densidade zero somem do espaço de soluções, resultando em

subespaços degenerados que não são identi�ados pelo algoritmo de solução, que aaba preso

em mínimos loais. Este problema é desrito por Kirsh [1990℄ e posteriormente por Cheng

e Jiang [1992℄, onde a área transversal de algumas barras de uma treliça se aproximam de

zero e σ → ∞, tornando aro para o algoritmo a retirada da barra. Esta é uma impreisão

do algoritmo pois quando uma barra é retirada do espaço de soluções a sua tensão deve ser

0.

O problema om treliças é superado através de funções que suavizam o espaço viável

de soluções, e ajudam o algoritmo a onvergir para soluções melhores [Cheng e Guo, 1997;

Rozvany e Birker, 1992℄. Porém, a adaptação destas funções de um meio disreto, no aso

das treliças, para um meio ontínuo mostrou iniialmente algumas impreisões omo, por

exemplo, a inapaidade de reuperar o valor original de tensão quando a densidade físia

do elemento é 1.

Apenas após algumas modi�ações essas funções foram adaptadas para problemas

no meio ontínuo [Duysinx e Sigmund, 1998; Duysinx e Bendsøe, 1998℄, tornando-se mais

e�ientes na representação do ampo de tensões da topologia.
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Neste trabalho, um esquema de relaxação baseado no método proposto por Duysinx

e Bendsøe [1998℄ é apliado à tensão de von Mises em ada elemento da malha.

A tensão em ada elemento é dada por

σi = ¯̃ρi
q
σ
vMi

, (6.7)

onde σi é a tensão relaxada,
¯̃ρi é a densidade físia do i-ésimo elemento, q é o parâmetro de

relaxação e σ
vMi

é a tensão efetiva de von Mises do i-ésimo elemento alulada no entroide

do elemento omo

σ
vMi

=
√

(τTi Vτi) , (6.8)

om V sendo uma matriz auxiliar de�nida omo

V =











1 −1

2
0

−1

2
1 0

0 0 3











, (6.9)

e o vetor om a tensão de Cauhy, τi = {τ11, τ22, τ12}T é alulado para o material base sólido

(om E = E0), ou seja, sem a apliação da interpolação material proposta pelo SIMP.

Figura 6.7: Função de penalização para a tensão, para alguns valores de q e tensão limite

σ = 1.
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O método de relaxação mostrado na Equação 6.7 permite que a tensão do i-ésimo

elemento vá para zero quando

¯̃ρi → 0 e reupere o valor original de tensão quando

¯̃ρi → 1,

resolvendo o problema de singularidade de tensão. A Figura 6.7 mostra o omportamento

da função de penalização apliada neste trabalho, onde pode ser visto que o expoente de

penalização q exere um importante papel na de�nição dos valores de tensão, prinipalmente

quando a densidade físia do elemento apresenta valores intermediários.

6.4.2 Relação entre tensão e densidade físia do elemento

Outra importante ondição que preisa ser superada no tratamento de tensões é o

alto grau de não linearidade na relação tensão e densidade do elemento. O nível de tensão

pode variar signi�ativamente quando novos furos ou antos vivos se formam durante o

proesso de otimização. Espeialmente om a ténia de atualização de β empregada neste

trabalho, o problema de se ontrolar a máxima tensão pode se tornar uma difíil tarefa.

A �gura 6.8 mostra um exemplo do omportamento da norma da tensão frente à

atualizações do problema de otimização. O ontrole sobre a restrição diverge quando o valor

de β é atualizado.
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Portanto, existe a neessidade de se empregar um algoritmo robusto para tratar

dessas variações, para que o proesso de otimização obtenha onvergênia aeitável e respeite

o limite de tensão imposto. Neste trabalho, omo expliado anteriormente, uma função de

projeção é apliada para levar as densidades físias para valores próximos de 0/1, isso é feito

através da atualização do parâmetro β que ontrola a urvatura de uma função baseada em

uma tangente hiperbólia.

O problema observado é que, para valores elevados de β (β ≥ 8), a função omeça

a se aproximar da função degrau de Heaviside, e om isso a projeção ρ̃ → ¯̃ρ omeça a

representar grandes saltos na densidade físia. Isso faz om que o omportamento da função

de restrição da tensão fs se torne instável, em função dessa relação altamente não linear.

Prinipalmente para valores de β mais altos, esse proedimento faz om que o al-

goritmo de programação matemátia pera o aminho da onvergênia. Em função disso,

para evitar problemas dessa natureza, neste trabalho é proposta uma alteração na esolha

das assíntotas móveis no MMA toda vez que o valor de β seja atualizado.

O proedimento onsiste em utilizar a ténia proposta por Guest et al. [2011℄, na

qual é sugerida uma iniialização diferente para o método das assíntotas móveis, de maneira

a propiiar que se iniie o problema já om altos valores de β, ao invés da apliação de

um método de ontinuação para o problema. Porém no aso deste trabalho, essa ténia é

apliada toda vez que o valor de β é atualizado, o que onsiste também em reiniializar o

MMA nesses pontos, ou seja, ignorar a informação das iterações anteriores.

Para reiniializar o MMA e reomeçá-lo om a distânia entre assíntotas proposta

por Guest et al. [2011℄, é neessário ajustar o valor de s0 na Equação 5.17, apliando

s0 =
0.2

β + 1
. (6.10)

Essa modi�ação tem dois efeitos diretos, ele ria uma aproximação bem mais on-

servadora para as assíntotas (omo expliado na seção 5.2.1) e delimita a estimativa iniial

para as variáveis de projeto, de maneira que os limites �quem bastante restritos [Guest et al.,

2011℄.

Isso laramente atrasa o proesso de onvergênia, mas permite que o algoritmo de

programação ontrole a restrição de tensão de maneira bem mais e�iente, espeialmente no

momento da atualização da urvatura da função de projeção (eq. 6.4).
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6.4.3 Natureza loal do problema de tensão

A tereira questão a ser superada no tratamento de tensão é a natureza loal do

problema. Embora existam métodos que possibilitam o tratamento de um grande número

de restrições no problema de otimização [Pereira et al., 2004; Emmendoerfer Jr e Fanello,

2014℄, a maneira mais omum para lidar om a restrição de tensão é eleger uma medida

global, que represente o ampo de tensões no domínio da topologia.

Neste trabalho uma medida global baseada na norma P proposta por Duysinx e

Sigmund [1998℄, e posteriormente modi�ada por Le et al. [2010℄ é apliada para representar

o valor máximo da tensão dentro do domínio de projeto. Esta formulação visa ontrolar o

nível de tensão apturando o omportamento da tensão máxima.

Dessa maneira, a restrição de tensão é esrita omo

σ
PN

=

(

∑

i∈Nσ

viσi
P

)
1

P

, (6.11)

onde Nσ representa o onjunto de elementos a serem restritos, vi é o volume do i-ésimo

elemento, σi é a medida de tensão elementar já relaxada (eq. 6.7) e P é o parâmetro para a

norma de tensão. Perebe-se que, quando P → ∞, a norma P retorna o valor máximo entre

todas as omponentes do onjunto Nσ.

Entretanto, quanto maior o valor de P , maior o grau de não linearidade da função, e

maiores as hanes do algoritmo enontrar mínimos loais [Le et al., 2010℄. Pela experiênia

nos problemas desritos neste trabalho, um valor de P = 12 aproxima o valor da norma de

maneira satisfatória em relação ao valor máximo de tensão alulada no onjunto Nσ, sem

onstituir em problema para o algoritmo a busa pela onvergênia.

No trabalho de Le et al. [2010℄ a medida de tensão normalizada é apresentada omo

σ
PN

= cσ
PN

, (6.12)

onde o parâmetro de normalização c é proposto para dar um signi�ado físio à norma P e

é de�nido para n ≥ 1, onde n é o número da iteração

cn = αnσ
n−1
max

σn−1

PN

+ (1− αn) cn−1
, (6.13)
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onde σ
max

é o atual valor máximo da tensão, retirado do tensor tensão de Cauhy e α é um

parâmetro que ontrola a atualização de c entre as iterações.

Neste trabalho, αn = 0.5 para todo n e c0 = 1 são usados. A normalização, da

maneira proposta, fornee uma aproximação bastante e�az para a tensão máxima

max(σ) ≈ σ
PN

, (6.14)

permitindo um ontrole mais e�iente da máxima tensão, quando usada uma tensão limite

σ∗
.

Portanto, a Equação 6.12 é esolhida omo a função restrição no problema de

otimização, ou seja, fs = σ
PN

na equação 6.1.

6.4.4 Metodologia e etapas do projeto

Uma vez determinado todos os omponentes do problema de otimização, pode-se

apliar a metodologia esolhida neste trabalho.

Os dados de entrada, tal omo propriedades do material, ondições de ontorno e

geometria são de�nidas em um arquivo externo, que é lido pelo ódigo. Neste trabalho toda

análise de elementos �nitos, álulo de tensão, equilíbrio e problema de otimização é esrito

em linguagem de programação C++, usando as biblioteas BLAS e UMFPACK.

Iniialmente, na iteração i = 0, um vetor ontendo as variáveis de projeto é de�nido,

bem omo o valor iniial do parâmetro de urvatura da função de projeção β e η. Demais

parâmetros, omo o expoente de penalização para o SIMP (k), o expoente de penalização

das tensões (q) e o raio do �ltro de densidades também são de�nidos nessa fase.

Após a etapa de iniialização, as variáveis de projeto são modi�adas pelo �ltro de

densidades, e o vetor ρ̃ é obtido. As variáveis de projeto �ltradas passam, então, pelo �ltro

de projeção, usando a função de Heaviside suavizada apresentada na Equação 6.4. Essas

densidades, agora tratadas omo densidades físias do problema, são usadas para análise

de equilíbrio om o método de Newton-Raphson. O equilíbrio é atingido dividindo a arga

externa em duas parelas iguais.

Uma vez obtido o equilíbrio, os desloamentos e deformações são usados para alu-

lar as tensões. As tensões são transformadas na tensão equivalente de von Mises, e a norma

P é obtida.
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Figura 6.9: Fluxograma do proesso de otimização.
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As derivadas são aluladas analitiamente usando um método adjunto, omo é visto

na seção 7. Assim que são aluladas as sensibilidades, a atualização das variáveis de projeto

é dada pelo MMA.

Um teste de onvergênia é realizado, sendo que o ritério de onvergênia para as

variáveis de projeto, e para β é dado por

max

{

|ρi−1 − ρi|
}

≤ 1× 10−3
e β = βmax . (6.15)

A Equação 6.15 india que, se a maior variação no valor das variáveis de projeto for

menor que uma tolerânia, e o valor de β é igual ao máximo espei�ado, o algoritmo atingiu

a onvergênia. Caso a onvergênia não seja veri�ada, o valor da iteração é atualizado.

A ada 50 iterações o valor de β é dobrado, o ontador interno do MMA é zerado e

o valor de s0 é modi�ado, de aordo om a Equação 6.10.

A Figura 6.9 apresenta um �uxograma om o esquema de otimização apliado neste

trabalho.

Na prátia, o número mínimo de iterações para o problema é 250, uma vez que β é

dobrado a ada 50 iterações até um máximo de βmax = 16, omeçando om 1.

A variável k que aparee no �uxograma se refere ao ontador interno do MMA, e

fazer k= 0 é o mesmo que fazer o método desonsiderar as informações anteriores, e reiniiar

o problema a partir daquele ponto.
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7. CÁLCULO DAS SENSIBILIDADES

Neste apítulo, a análise da sensibilidade das funções objetivo e restrições são alu-

ladas através do método adjunto. O álulo das derivadas de todas as funções envolvidas em

relação às variáveis de projeto são neessárias para o algoritmo de programação matemátia

obtenha o valor do novo onjunto de variáveis de projeto em ada iteração, omo visto na

seção 5.2.1.

Com exeção da derivada do volume, que possui uma relação direta om a variável

de projeto, para todos os outros asos, o método adjunto é apliado para obter as derivadas

analitiamente.

Iniialmente, omo expliado na Equação 6.5, as densidades físias

¯̃ρ diferem das

variáveis de projeto ρ, em função da apliação do �ltro de densidades e do método de

projeção.

Portanto, a derivada das funções objetivo e restrições em relação às variáveis de

projeto são reuperadas pela regra da adeia

∂f

∂ρj
=
∑

i∈Ne,j

∂f

∂ ¯̃ρi

∂ ¯̃ρi
∂ρ̃i

∂ρ̃i
∂ρj

, (7.1)

onde Ne,j é o onjunto de elementos que estão dentro do raio do �ltro de densidades, traçado

a partir do elemento j.

Os dois últimos termos da Equação 7.1 não diferem para ada função. O último

termo surge da transformação relizada pelo �ltro de densidades na variável de projeto original

∂ρ̃i
∂ρj

=
w(xj)vj

∑

j∈Ne,i
w(xj)vj

, (7.2)

e o penúltimo termo reupera a transformação realizada nas densidades físias, pelo método

de projeção proposto na Equação 6.4

∂ ¯̃ρi
∂ρ̃i

=

(

1− tanh (β (ρ̃i − η))2
)

β

tanh (βη) + tanh (β (1− η))
, (7.3)
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e, om esses dois termos alulados, pode-se dar iníio ao álulo das derivadas do primeiro

termo da Equação 7.1.

7.1 Derivada da função objetivo

A função objetivo do problema de otimização é esrita omo

f = lTu , (7.4)

e a sua derivada possui uma relação indireta om a variável de projeto

df

d ¯̃ρi
=

df

du

du

d ¯̃ρi
+ λT

(

dr

du

du

d ¯̃ρi
+

∂r

∂ ¯̃ρi

)

, (7.5)

onde r = fext − fint é o vetor resíduo da análise de equilíbrio, e

∂fext
∂ ¯̃ρi

=
∂fext
∂ui

= 0 , (7.6)

ou seja, o vetor de forças externas é independente do desloamento e da variável de projeto,

o que resulta em

∂r

∂ui
= −∂fint

∂ui
= −K , (7.7)

onde K é a matriz tangente proveniente da análise por elementos �nitos [Wriggers, 2008℄.

Portanto, a Equação 7.5 pode ser arranjada da seguinte forma

df

d ¯̃ρi
=

(

df

du
− λTK

)

du

d ¯̃ρi
− λT ∂r

∂ ¯̃ρi
, (7.8)

onde o primeiro termo entre parênteses é de�nido omo

df

du
= lT , (7.9)

e o último

∂r

∂ ¯̃ρi
= k ¯̃ρi

k−1
(E0 − Emin) f

0
int , (7.10)

onde f0int refere-se ao vetor de forças internas não penalizado, ou seja, usando Ei = E0
.

A dependênia do desloamento em relação à variável de projeto onstitui um álulo
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difíil de ser realizado, e omo o vetor adjunto λ ainda está por ser determinado, o mesmo

é esolhido de forma que

Kλ = l , (7.11)

e, om isso, não é neessário o álulo de du/dρi.

Portanto, a derivada da função objetivo em relação à variável de projeto é de�nida

pelo produto interno do vetor adjunto e o vetor om as derivadas da força interna em relação

à variável de projeto

df

d ¯̃ρi
= −λTk ¯̃ρi

k−1
(E0 − Emin) f

0
int , (7.12)

onde λ é o vetor solução do problema adjunto, esrito na Equação 7.11.

7.2 Derivada do volume

O volume possui dependênia linear om a variável de projeto, e é de�nido em um

problema de otimização topológia omo

V =

∫

Ω

¯̃ρ dΩ =
∑

i∈Ne

¯̃ρivi , (7.13)

onde o álulo da derivada da restrição volume, de�nido na Equação 6.1, é feito de maneira

direta por

dfv
d ¯̃ρi

= vi , (7.14)

onde vi é o volume do i-ésimo elemento.

7.3 Derivada da tensão

O álulo da derivada da tensão em relação à variável de projeto é o mais ompliado

entre todos neessários para este trabalho. Tanto matemátia quanto omputaionalmente,

a determinação da sensibilidade da norma de tensão para ada elemento onstitui o álulo

mais extenso entre os neessários neste trabalho.
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A restrição de tensão apliada neste trabalho é esrita omo

fs = c

(

∑

i∈Nσ

viσi
P

)
1

P

(7.15)

onde o problema adjunto é esrito omo

dfs
d ¯̃ρi

= c

[

dfs
du

du

d ¯̃ρi
+

∂fs
∂ ¯̃ρi

+ λT
σ

(

dr

du

du

d ¯̃ρi
+

∂r

∂ ¯̃ρi

)]

, (7.16)

e o primeiro termo da Equação 7.16 é esrito omo

dfs
du

=
∂σ

PN

∂σ
sum

∂σ
sum

∂σ
i

∂σ
i

∂σ
vM

∂σ
vM

∂τ

∂τ

∂u
, (7.17)

e a seguinte relação é esrita para auxiliar nos álulos

σ
sum

=
∑

i∈Nσ

viσi
P = v1σ

P
1 + v2σ

P
2 + ...+ vnσ

P
n , (7.18)

onde n é o número total de elementos pertenentes ao onjunto Nσ.

Os termos, um a um, da regra da adeia são desritos abaixo. A derivada da norma

em relação ao somatório, de�nido na equação 7.18, é esrito omo

∂σ
PN

∂σ
sum

=
1

P
σ
sum

1

P
−1

. (7.19)

A derivada do somatório em relação à tensão penalizada é esrito omo

∂σ
sum

∂σi
= Pviσi

P−1
. (7.20)

A tensão penalizada é função da tensão equivalente de von Mises, de maneira que

∂σi

∂σ
vM

= ¯̃ρi
q
. (7.21)

A relação entre a tensão equivalente de von Mises, e o tensor tensão de Cauhy é

esrito omo

∂σ
vM

∂τi
=

1

2

(

τTi Vτi
)

1

2
−1 ∂Vτ 2i

∂τi
=

1

2 σ
vM

∂Vτ 2i
∂τi

, (7.22)



70

onde o último termo é esrito omo

∂Vτ 2i
∂τi

= 2Vτi . (7.23)

Relembrando a de�nição do tensor de Cauhy τi, esreve-se

τi = J−1FSFT
, (7.24)

onde é importante lembrar que, omo demonstrado no apítulo 3, todos os termos na Equa-

ção 7.24 têm dependênia do desloamento.

Portanto, o último termo da Equação 7.17 é esrito omo

∂τ

∂ui
=

∂J−1

∂ui
FSFT + J−1 ∂F

∂ui
SFT + J−1F

∂S

∂ui
FT + J−1FS

∂FT

∂ui
. (7.25)

O primeiro termo da derivada pode ser esrito omo

∂J−1

∂ui
=

∂J−1

∂E

∂E

∂ui
, (7.26)

onde E é o tensor deformação de Green-Lagrange, e a seguinte relação é usada [Wriggers,

2008℄

∂E

∂ui
= B

L

, (7.27)

e, para o primeiro termo, esreve-se a seguinte relação [Wriggers, 2008℄

∂J

∂E
= JC−1

, (7.28)

onde C é tensor de Cauhy-Green à direita. Através da equação aima é possível de�nir a

seguinte relação

∂J−1

∂E
= −J−1C−1

. (7.29)

A derivada do gradiente de deformações em relação aos desloamentos é esrita

usando algumas de�nições anteriormente apresentadas

∂F

∂ui

=
∂F

∂E

∂E

∂ui

, (7.30)
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que resulta em

∂F

∂ui
= 2F−TB

L

. (7.31)

Da mesma maneira, a derivada do segundo Piola-Kirhho� em relação ao desloa-

mento é esrito omo

∂S

∂ui
=

∂S

∂E

∂E

∂ui
, (7.32)

onde o primeiro termo foi de�nido anteriormente. Ele dá origem ao tensor onstitutivo

∂S

∂E
= D , (7.33)

e o segundo termo é esrito omo

∂S

∂ui
= DB

L

. (7.34)

Usando as de�nições anteriores, do álulo das sensibilidades para a função objetivo,

é possível reesrever a Equação 7.16 de maneira a isolar a derivada do desloamento em

relação à densidade físia

dfs
d ¯̃ρi

= c

[

du

d ¯̃ρi

T (dfs
du

− λT
σK

)

+
∂fs
∂ ¯̃ρi

+ λT
σ

∂r

∂ ¯̃ρi

]

, (7.35)

de maneira que o problema adjunto é esrito omo

Kλσ =
∂fs
∂u

T

, (7.36)

e o lado direito é esrito omo

∂fs
∂ui

= c

(

σ
1

P
−1

sum

viσ
P−1
i

¯̃ρi
q 1

σ
vMi

Vτi

)T
{[

(

−J−1C−1B
L

)T
FSFT

]

+

2J

[

(

F−TB
L

)T
SFT +

1

2
(FDB

L

)T FT +
(

FSF−TB
L

)T
]}T

,

(7.37)

onde o álulo do lado direito da Equação 7.37 está desenvolvido ao longo dessa seção.

O segundo termo da Equação 7.16 é mais fáil de ser alulado. Uma vez que a

tensão é alulada sob a função energia não penalizada, ou seja Ei = E0
, o tensor de Cauhy
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não depende da densidade físia

∂fs
∂ ¯̃ρi

= c σ
sum

1

P
−1viσi

P−1q ¯̃ρi
q−1

σ
vMi

. (7.38)

O último termo da Equação 7.16 é apresentado na Equação 7.10.

Dessa forma, esreve-se a derivada omo

dfs
d ¯̃ρi

= c
(

σ
sum

1

P
−1viσi

P−1q ¯̃ρi
q−1

σ
vMi

+ λT
σk ¯̃ρi

k−1
(E0 − Emin) f

0
int

)

, (7.39)

onde o vetor adjunto λT
σ é obtido através da solução da Equação 7.37.

A derivada ompleta, que é enviada ao otimizador, é a da regra da adeia apresentada

na Equação 7.1.
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8. RESULTADOS E DISCUSSÕES

Para o projeto de meanismos �exíveis em otimização topológia, existem diversos

resultados padrão que são usados para veri�ar se determinada formulação onverge para

topologias livres de artiulações.

Neste trabalho, são implementados dois asos bastante onheidos e utilizados em

artigos ientí�os, om o intuito de testar formulações direionadas ao projeto de meanismos

�exíveis.

O primeiro exemplo, o inversor de desloamento, é usado para fazer uma extensa

pesquisa. Diversas ondições de ontorno e uma série de testes são realizados. O segundo

aso, o gripper, é usado para observar o efeito da restrição de tensão.

A Tabela 8.1 mostra as propriedades omuns aos dois asos. Propriedades materiais

e ritérios de onvergênia são apliados igualmente em ambos os asos. Dados referentes à

asos espeí�os são apresentados antes de ada problema.

Tabela 8.1: Propriedades meânias, geométrias e ritérios omuns à todos exemplos.

Módulo de Young do material base - E0 180 [GPa]

Módulo de elastiidade da fase vazio - E
min

1× 10−9E0

Coe�iente de Poisson - ν 0.3

Comprimento do meanismo - L 150 [µm]

Critério de onvergênia para Newton - Raphson (tolerânia) 1× 10−5

Critério de parada do problema de otimização 1× 10−3

Parâmetro de penalização material - k 3

Ponto de orte para a função de projeção - η 0.5

Número máximo de iterações para atualizar a urvatura - β 50

Raio do �ltro de densidades - R 8, 4 [µm]

Neste trabalho são apliadas as propriedades meânias do silíio poliristalino. Se-
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gundo Cook [2006℄, os limites de resistênia para o silíio dependem muito da geometria, das

ondições de ontorno, e, prinipalmente, da rugosidade da superfíie no aabamento �nal,

mas �am em uma faixa entre 1 − 10 [GPa℄. Este material é bastante apliado no projeto

de MEMS.

8.1 Inversor de desloamentos

A Figura 8.1 mostra o meanismo, onde simetria é utilizada tanto para a geometria

quanto para as ondições de ontorno, de maneira que seja possível que apenas metade do

domínio real seja modelado, om o intuito de poupar esforço omputaional na análise por

elementos �nitos.

No inversor de desloamentos, a porta de saída do meanismo é esperada a se mover

na direção oposta à porta de entrada. Os retângulos, em inza esuro nas partes superiores

direita e esquerda, são formadas por grupos de elementos que estão inativos, ou seja, eles

são designados omo tendo densidade físia igual a 1. Eles também não são omputados na

análise da tensão global e, portanto, não fazem parte do onjunto Nσ.

Figura 8.1: Problema do inversor de desloamento �exível.

Devido a maneira omo a arga e demais ondições de ontorno são apliadas nas

portas de entrada e saída, essas regiões exibirão altos valores de tensão, e podem esonder

ou se sobrepor à outras regiões om altos valores de tensão.

Como tanto o atuador quanto a peça externa possuem regiões de ontato �nita, ou
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seja, não atuam em únio ponto do domínio (ou nó, na malha de �nitos), essas regiões om

material presrito servem também para evitar problemas omputaionais ou de singularidade

de tensões.

A Tabela 8.2 mostra o valor das molas apliadas nas portas de entrada e saída do

meanismo. Os valores de força de entrada também estão desritos.

Tabela 8.2: Condições de ontorno para o inversor de desloamento.

Rigidez da mola de entrada - kin 1 [ N
µm

]

Rigidez da mola de saída - kout 1× 10−3 [ N
µm

]

Força apliada na porta de entrada - fin 10 [mN ]

Limite de volume admissível - V ∗ 30% do volume total do domínio

8.1.1 Efeito do parâmetro q

O primeiro teste realizado no trabalho é o estudo da in�uênia do parâmetro q, de

penalização da tensão. A expliação da importânia da apliação de uma penalização para

o ampo de tensões, em um problema de otimização topológia está desrito na seção 6.4.

A Figura 8.2 mostra um grá�o onde é possível veri�ar os valores �nais para função

objetivo e esala de inza (EC ) enontrados nas topologias ótimas, para diferentes esolhas

do parâmetro de penalização.

q = 0.5 q = 1.0 q = 1.5             q = 1.0 - 0.5

0.0

5.0

10.0

15.0

20.0

25.0

21.33 21 21.1 21.1

3.93 4.67 5.25 4.51

|uout|[µm] EC [%]

Figura 8.2: Função objetivo e esala de inza para diversas esolhas de q.
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É importante itar que o oe�iente mais estável e que garantiu um ontrole mais

e�iente da restrição de tensão foi usando q = 1. Isso pode ser expliado por o valor 1

representar uma interpolação linear para os valores de tensão (Figura 6.7).

Porém, omo a Figura 8.2 mostra, um valor de q = 0.5 ajudou o algoritmo a enon-

trar melhores valores para a função objetivo, e topologias ótimas om menor esala de inza

entre os testes realizados. Esse também é o valor usado por Le et al. [2010℄, por apresentar

os melhores resultados para aquele trabalho.

Para gerar esses resultados foram rodados asos om q = 0.5, 1.0, 1.5, e um método

de ontinuação onde, após a onvergênia da topologia om um valor de q = 1.0, esse número

era mudado para 0.5, até uma nova onvergênia. Em nenhum dos asos é enontrado

problemas para a onvergênia das topologias ou no ontrole das restrições.

Portanto, em todos os resultados apresentados neste trabalho, um valor de q = 0.5

é usado.

8.1.2 Valor onstante para β × método da ontinuação para β

No trabalho de Guest [2009℄ é disutida a possibilidade de se omeçar o problema de

otimização já om altos valores para β, ao invés da proposta de um método de ontinuação

para esse parâmetro. Segundo o autor, essa ténia é apaz de garantir topologias ótimas om

um número bastante reduzido de iterações, omparando-se om o método da ontinuação.

(a) f = −20.07, σ∗ = 1.0, EC = 10.43% (b) f = −21.00, σ∗ = 1.0, EC = 8.32%

Figura 8.3: Análise usando um valor onstante iniial para β = 16 (a) e om um método de

ontinuação para β (b). Os valores de f estão em [µm℄, e para σ∗
em [GPa℄.

Neste trabalho, os dois métodos foram omparados e a Figura 8.3 mostra um exemplo
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do que oorre em todos os testes realizados.

Com valores altos para β desde o iníio do proesso de otimização, o algoritmo

onverge para topologias om nível de inza maiores, e om valores da função objetivo

sempre piores do que os asos em que o método da ontinuação é apliado. O método da

ontinuação para β onsegue enontrar mínimos melhores do que om a ténia de iniiar o

problema om um alto valor para β.

É importante itar que o número de iterações é bastante superior usando o método

da ontinuação. Porém, quando se ompara a diferença enontrada nos resultados, o número

maior de iterações usando o método da ontinuação se torna irrelevante.

8.1.3 Limite para o valor de β

Como é visto na Figura 6.5, da seção 6.2, quanto maior o valor �nal esolhido para β,

mais próxima de 0 ou 1 é projetada a variável �ltrada ρ̃i no espaço de ¯̃ρi, e omo onsequênia

topologias om menos área inza podem ser obtidas.

Para um aso em que a análise de equilíbrio é feita dentro da teoria linear in�nitesi-

mal, a projeção das variáveis físias podem ser feitas om valores de β bastante altos (> 100),

pois a perturbação ausada pela atualização é ontrolada pela ténia de reiniialização do

MMA proposta neste trabalho.

Entretanto, para o aso de uma análise não linear isso não é observado.

O método de Newton-Raphson empregado neste trabalho se mostra bastante instável

nos momentos de atualização da urvatura da função de projeção.

A partir do momento em que a urvatura da função é ditada por valores de β > 16,

as subsequentes atualizações impedem o método de Newton de enontrar a onvergênia.

Diversas estratégias para a atualização do parâmetro de urvatura foram testadas,

omo atualizar os valores de β somando 1, ao invés de multipliar por 2, ou aumentar o

número de iterações até a nova atualização. Independente da ténia apliada, o algoritmo

sempre perde do aminho da onvergênia.

Portanto, para a metodologia empregada neste trabalho, o valor de β é atualizado

até o valor βmax = 16. Apesar de representar um valor baixo, omparado aos obtidos om

uma análise linear, o método de projeção ajuda o algoritmo a enontrar topologias ótimas

om uma baixa esala de inza.
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A Tabela 8.3 ompara dois resultados obtidos, om e sem o método de projeção para

as densidades.

Tabela 8.3: Resultados obtidos om e sem a apliação do método de projeção.

função objetivo [µm℄ EC

Método de projeção om βmax = 16 −21, 00 8, 32%

Sem método de projeção −15, 73 33, 85%

Como pode ser visto, existe uma grande queda de desempenho sem o método de

projeção, além de um nível de inza mais alto. Altos valores para o nível de inza na

topologia otimizada di�ultam uma subsequente interpretação dos resultados.

8.1.4 Efeito da restrição de tensão

Um dos prinipais objetivos da pesquisa realizada é estudar o efeito da restrição de

tensão nos meanismos �exíveis. Para estudar o efeito de tais restrições na topologia, nas

artiulações e no desempenho inemátio dos meanismos, diversos limites de tensão são

impostos ao problema de otimização.

A Figura 8.4 mostra o efeito direto de se apliar um limite de tensão para o projeto

do meanismo. Os limites variam entre σ∗ = 2, 0 [GPa℄, onde a restrição de tensão não

está ativa, até um valor mais baixo de σ∗ = 500 [MPa℄ onde a forma, espeialmente da

artiulação, varia bastante.

É possível observar que, om a diminuição do valor de σ∗
, as artiulações omeçam a

ser substituídas por omponentes �exíveis ada vez maiores, de maneira a distribuir melhor

as deformações e ontrolar o limite de tensão.

O otimizador usa a possibilidade de poder esolher valores intermediários para as

variáveis de projeto, om o objetivo de respeitar a restrição de tensão imposta. Apesar das

ténias de interpolação omo o SIMP, por exemplo, tornarem aro para o otimizador utilizar

valores intermediários, o alto grau de não linearidade na relação da tensão om a densidade

faz om que esses valores sejam opções válidas para atualizar as variáveis de projeto.

Com isso, esses omponentes �exíveis que surgem na topologia ajudam a aomodar

as tensões, sem que o meanismo pera muito de seu desempenho inemátio.
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(a) f = −21, 500 , σ∗ = 2, 0 (b) f = −21, 439, σ∗ = 1, 5 () f = −21, 267, σ∗ = 1, 4

(d) f = −21, 199, σ∗ = 1, 3 (e) f = −21, 150, σ∗ = 1, 2 (f) f = −21, 140, σ∗ = 1, 1

(g) f = −21, 000, σ∗ = 1, 0 (h) f = −20, 200, σ∗ = 0, 9 (i) f = −20, 089, σ∗ = 0, 8

(j) f = −19, 900, σ∗ = 0, 7 (k) f = −18, 540, σ∗ = 0, 6 (l) f = −16, 590, σ∗ = 0, 5

Figura 8.4: Topologias ótimas para diversos limites de tensão. Os valores para função

objetivo (f) estão em µm, e para tensão (σ∗) em GPa.

A Figura 8.5 mostra o ampo de tensões para as mesmas topologias apresentadas

na Figura 8.4. Onde é visto que as tensões iniialmente onentradas, espeialmente nos

exemplos onde a restrição de tensão não está ativa, passam a ter valores máximos mais

bem distribuídos pelo orpo do meanismo. Isso india que, onforme a restrição de tensão

imposta alança limites ada vez menores, o algoritmo distribui a tensão (e indiretamente

a �exibilidade) de maneira mais homogênea, passando de um meanismo de �exibilidade

onentrada (Figura 8.5(a)) para meanismos de �exibilidade mais bem distribuída.
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(a) f = −21, 500, σ∗ = 2, 0 (b) f = −21, 439, σ∗ = 1, 5 () f = −21, 267, σ∗ = 1, 4

(d) f = −21, 199, σ∗ = 1, 3 (e) f = −21, 150, σ∗ = 1, 2 (f) f = −21, 140, σ∗ = 1, 1

(g) f = −21, 000, σ∗ = 1, 0 (h) f = −20, 200, σ∗ = 0, 9 (i) f = −20, 089, σ∗ = 0, 8

(j) f = −19, 900, σ∗ = 0, 7 (k) f = −18, 540, σ∗ = 0, 6 (l) f = −16, 590, σ∗ = 0, 5

Figura 8.5: Campo de tensões para os meanismos mostrados na Figura 8.4. Cada sub-

�gura possui uma esala diferente, onde as ores vermelha e azul indiam valores máximos

e mínimos, respetivamente.

A Figura 8.6 mostra uma omparação entre o desloamento de saída e o limite de

tensão máxima imposto ao meanismo.

No grá�o, é mostrado a inversa do valor absoluto dos desloamentos, no eixo das

absissas, pelo limite de tensão que gradativamente é diminuído, representado no eixo das

ordenadas.

Os resultados mostram que existe uma lara relação entre o nível de tensão imposto
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e o desempenho inemátio do meanismo. O que é esperado, levando em onta que a

deformação do orpo é que gera o movimento.

Porém, outro ponto interessante nestes resultados é que existe uma faixa expressiva

de valores em que a tensão pode ser imposta, antes que a restrição de tensão omee a

in�ueniar efetivamente no desempenho inemátio do meanismo.

Desde o ponto onde a restrição de tensão está inativa até o antepenúltimo aso, a

função objetivo varia algo em torno de 7, 5%. Uma queda signi�ativa de desempenho só é

observada quando é imposto um limite bastante baixo para tensão, algo que represente uma

ordem de grandeza a menos que a tensão medida na topologia sem a restrição de tensão.

0.45 0.50 0.55 0.60
0

0.5

1

1.5

2

2.5

1
|uout |

[µm
−1](×10)

σ
∗

[G
P

a
]

Figura 8.6: Função objetivo em relação ao limite de tensão.

Com relação aos resultados, é válido também observar que é possível suavizar a

função desrita na Figura 8.6. Pode-se reiniiar o problema em pontos vizinhos aos indiados

pelos resultados obtidos, e apliar algum método de ontinuação de maneira a se enontrar

melhores mínimos para a função objetivo.

No entanto, isso apenas lança uma ideia de quanto omplexos são esses problemas,

pequenas mudanças em alguns parâmetros do problema podem fazer o algoritmo enontrar

outros mínimos para a solução do problema de otimização.

Como esse não é o esopo do trabalho, a urva obtida serve bem ao propósito de

mostrar a tendênia do problema.

A Figura 8.7 mostra o histório da função objetivo, das restrições de tensão e volume

para o aso mostrado nas Figuras 8.4(h) e 8.5(h).
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Figura 8.7: Histório do proesso de otimização para o aso da �gura 8.4(h).
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8.1.5 Efeito da rigidez externa

Em um meanismo ideal, onde toda a energia de entrada é entregue na saída, temos

o seguinte [Pedersen et al., 2001℄

Win = Wout → 1

2
kinu

2
in =

1

2
koutu

2
out , (8.1)

onde pode ser onluído que, meanismos projetados para trabalhar om um alto reque-

rimento para a rigidez externa entregam um pequeno desloamento de saída, mas elevada

força e vie versa.

Apesar de um meanismo �exível estar longe de ser um meanismo ideal, pois parte

da energia disponível na entrada é usada para deformar o orpo, a onlusão aima ainda é

válida.

O projeto de meanismos que espei�am elevadas forças de saída ou reduzidos

desloamentos de entrada indiretamente evitam o surgimento de artiulações, pois em ambos

os asos o desloamento de saída é pequeno. Portanto, algumas das formulações itadas na

revisão bibliográ�a onseguem evitar o surgimento de tais problemas, mas ao mesmo tempo

resultam em meanismos om uma limitada atuação inemátia.

Por sua vez, a inlusão de uma restrição de tensão não implia diretamente em um

aumento na rigidez global, e os meanismos podem apresentar um maior desloamento de

saída. A Figura 8.8 mostra resultados para diferentes valores para a mola oloada na porta

de saída, om e sem a restrição de tensão.

Nesta �gura, observa-se que a formulação que ontém a restrição de tensão garante

o não apareimento das artiulações em todos os asos.

Além disso, a espessura e o omprimento dos omponentes variam bastante om o

requerimento de rigidez externa. Um aumento na exigênia de força na porta de saída re�ete

em omponentes om maior espessura e menor omprimento, de maneira a ompensar a

maior soliitação de �exão no omponente.

Por outro lado, quando a força na porta de saída diminui, o desloamento na porta

de saída aumenta. Por onsequênia, a possibilidade de que apareçam artiulações é maior.
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(a) f = −6, 419 kout = 5× 10−2 N
µm

(b) f = −6, 629 kout = 5× 10−2 N
µm

() f = −9, 350 kout = 1× 10−2 N
µm

(d) f = −9, 867 kout = 1× 10−2 N
µm

(e) f = −21, 267 kout = 1× 10−3 N
µm

(f) f = −21, 500 kout = 1× 10−3 N
µm

(g) f = −25, 267 kout = 1× 10−4 N
µm

(h) f = −29, 867 kout = 1× 10−4 N
µm

Figura 8.8: Topologias para diversos valores de rigidez na porta de saída. Nos exemplos da

oluna esquerda, os limites de tensão impostos são σ∗ = 1.4 [GPa℄ para todos os asos. Nos

exemplos da oluna direita a restrição de tensão não está ativa.
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No entanto, omo isso não é possível em função da restrição de tensão, a solução

enontrada pelo algoritmo é alongar essas artiulações, de maneira a diminuir a resistênia

à �exão do omponente, indiretamente distribuindo a �exibilidade nessas regiões.

Outro detalhe interessante dessa análise é observar o ângulo do omponente à direita.

Esse ângulo pouo difere entre os asos om e sem restrição. Isso se deve justamente pelo

fato de que a restrição de tensão não interfere no desempenho inemátio do meanismo. Ao

invés de mudar o omprimento do braço de alavana, diminuindo o desloamento de saída e

o nível de tensão, o algoritmo muda a forma da artiulação omo expliado anteriormente.

Essa é uma araterístia positiva observada nos resultados, uma vez que se om-

prova que é possível inluir a restrição de tensão sem perda signi�ativa no desempenho do

meanismo.

Por �m, é importante itar que os mesmos exemplos mostrados nesta seção foram

analisados om uma formulação linear [De Leon et al., 2015℄. E as mesmas onlusões são

observadas.

8.1.6 Comparação om a análise linear

Os exemplos apresentados neste trabalho foram omparados om resultados obtidos

através de uma análise linear de equilíbrio. Para isso, uma análise linear in�nitesimal usando

a lei de material de Kirhho� - St. Venant (eq. 3.31), é usada.

Algumas diferenças são observadas quando omparados os meanismos om as mes-

mas ondições de ontorno. A maior diferença entre as duas análises está nos valores de

desloamento da porta de saída dos meanismos.

A Figura 8.9 mostra um exemplo onde duas topologias são omparadas.

Comparando o valor das funções objetivo para os dois asos, o valor de desloamento

na porta de saída do meanismo modelado om análise não linear é era de 4-5 vezes maior

do que o linear.

Além disso, a região da artiulação é bastante diferente para os dois asos. No

modelo linear, a substituição da artiulação é dada por um omponente om um, no máximo

dois elementos na espessura. No aso não linear são três a ino elementos na espessura.
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(a) f = −4, 296, σ∗ = 1.2 (b) f = −19, 900, σ∗ = 0, 7

Figura 8.9: Comparação entre meanismos obtidos (a) om análise linear e (b) om a análise

não linear. O desloamento está em [µm] e a tensão em [GPa℄.

8.2 Gripper �exível

O segundo aso apliado neste trabalho é o gripper �exível. Como pode ser visto na

Figura 8.10, o domínio é pareido om o aso do inversor de desloamentos, om a diferença

de que é neessário presrever uma região sem material, onde a peça externa é aomodada.

Uma região om material base é espei�ada abaixo da região da peça, de maneira que seja

garantida a presença de material para atuar na peça externa.

Figura 8.10: Esquema do problema do gripper �exível.

A exemplo do inversor, o domínio representa apenas metade do meanismo. O

retângulo no anto superior esquerdo segue a mesma ideia apresentada para o exemplo

anterior. Tanto esse ponto quanto a grande área de material base presrito abaixo da peça
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�am fora dos álulos para norma de tensão. Os dados de geometria, material e do proesso

de otimização estão na Tabela 8.1. Na Tabela 8.4 estão os dados espeí�os para o exemplo

do gripper.

Tabela 8.4: Dados de entrada para o gripper �exível.

Rigidez da mola de entrada - kin 1 [ N
µm

]

Rigidez da mola de saída - kout 2× 10−3 [ N
µm

]

Força apliada na porta de entrada - fin 10 [mN ]

Limite de volume admissível - V ∗ 25% do volume total do domínio

A Figura 8.11 mostra a mesma ideia apliada ao inversor, agora para o gripper.

Várias topologias otimizadas são mostradas, para diferentes valores de tensão limite σ∗
.

A Figura 8.12 mostra a distribuição de tensão nas topologias apresentadas na Fi-

gura 8.11. Diferente do observado no inversor, om a diminuição do limite de tensão imposto,

o meanismo apresenta mais pontos om pios de tensão. Existem mais pontos onde a tensão

está onentrada, e os meanismos não se aproximam de uma distribuição tão homogênea

de tensão quanto no exemplo anterior.

Porém, omo o limite de tensão é respeitado, a formulação é bem suedida em

diminuir a tensão máxima. O que aontee no aso do gripper é que mais pontos om �exi-

bilidade mais alta são busados para aomodar os requisitos de resistênia da formulação. As

artiulações não estão alongadas omo no aso anterior, mas as que existem não ultrapassam

os limites estabeleidos.
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(a) σ∗ = ∞, f = 2, 17601 (b) σ∗ = 2, 5, f = 2, 17292 () σ∗ = 2, 2, f = 2, 13037

(d) σ∗ = 2, 1, f = 1, 95565 (e) σ∗ = 2, 0, f = 1, 92363 (f) σ∗ = 1, 9, f = 1, 58546

(g) σ∗ = 1, 8, f = 1, 56083 (h) σ∗ = 1, 7, f = 1, 50308 (i) σ∗ = 1, 6, f = 1, 48304

(j) σ∗ = 1, 5, f = 1, 43898 (k) σ∗ = 1, 4, f = 1, 34340 (l) σ∗ = 1, 3, f = 1, 20303

Figura 8.11: Diversas topologias para o aso do gripper �exível. As medidas para tensão e

desloamento estão em GPa e µm, respetivamente.



89

(a) σ∗ = ∞, f = 2, 17601 (b) σ∗ = 2, 5, f = 2, 17292 () σ∗ = 2, 2, f = 2, 13037

(d) σ∗ = 2, 1, f = 1, 95565 (e) σ∗ = 2, 0, f = 1, 92363 (f) σ∗ = 1, 9, f = 1, 58546

(g) σ∗ = 1, 8, f = 1, 56083 (h) σ∗ = 1, 7, f = 1, 50308 (i) σ∗ = 1, 6, f = 1, 48304

(j) σ∗ = 1, 5, f = 1, 43898 (k) σ∗ = 1, 4, f = 1, 34340 (l) σ∗ = 1, 3, f = 1, 20303

Figura 8.12: Tensões para os meanismos da Figura 8.11. As medidas para tensão e deslo-

amento estão em GPa e µm, respetivamente. Cada sub�gura possui uma esala diferente,

onde as ores vermelha e azul indiam valores máximos e mínimos, respetivamente.

Os resultados de desloamento obtidos são mais uma vez omparados om o limite

de resistênia meânia exigido (Figura 8.13) e, a exemplo do inversor, pode-se notar uma

gradativa queda de desempenho inemátio em relação aos requerimentos de resistênia do

meanismo.

A exemplo do aso anterior, mais uma vez é observada uma faixa de valores para

tensão que podem ser impostos antes que os desloamentos de saída dos meanismos sejam
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afetados.
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Figura 8.13: Função objetivo em relação ao limite de tensão.

Nesse exemplo, é observado uma faixa menor de valores onde essa araterístia

aparee. Porém, ainda existe uma faixa signi�ativa de valores onde o omportamento

observado se aplia, e isso não interfere nas onlusões obtidas.

8.3 Interpretação dos resultados

Nesta seção uma interpretação da topologia otimizada é feita para os meanismos.

Interpretação signi�a projetar os valores de ada elemento da malha de �nitos para valores

0 ou 1.

Na prátia, é omo se as variáveis físias do problema passassem por uma nova função

de projeção, om um valor de β → ∞, apliando efetivamente uma função de Heaviside. Um

ponto de orte η = 0.5 é estabeleido, e valores de densidade ≥ 0.5 são projetados para 1 e

valores abaixo para 0.

Convém lembrar que, quanto menor o valor de esala de inza (EC) na topologia

otimizada, menor o efeito da interpretação nos resultados �nais. Porém, nem uma esolha

mais efetiva dos parâmetros q (tensão) e k (SIMP) no problema de otimização, nem valores

mais altos para β na projeção são apazes de garantir uma topologia otimizada livre de valores

intermediários. Em problemas que envolvem tensão, pequenas perturbações no valor da

densidade re�etem em grandes variações de tensão, e o otimizador sempre usará a vantagem

de poder esolher valores intermediários para as variáveis de projeto. Assim, �a evidente a
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importânia da etapa de projeção para a densidade. O nível de disretização da topologia

otimizada é maior (mais elementos 0 ou 1), e os efeitos da interpretação têm uma intensidade

menor nos resultados.

A Figura 8.14 mostra a interpretação do meanismo inversor, apresentado na Fi-

gura 8.4(k). Nessa �gura o meanismo inteiro é mostrado, e não apenas metade do domínio.

A Figura 8.15 mostra o mesmo proesso, apliado ao gripper �exível.

Os resultados da interpretação das topologias otimizadas indiam, em ambos os

exemplos, um derésimo dos valores de tensão máxima, e um arésimo dos valores de

função objetivo e volume �nal da estrutura.

Tanto no aso do gripper quanto do meanismo inversor, o arésimo no valor da

função objetivo e volume total da estrutura são expliados pela projeção dos elementos que

estão substituindo as artiulações. A projeção desses elementos para 1 aumenta a rigidez

do omponente, de maneira que a deformação é menor e um arésimo no desloamento da

porta de saída é observado. A mesma ideia é apliada para o volume �nal, e um valor um

pouo superior do limite estabeleido é observado. Porém, tanto o arésimo do desloamento

quanto do volume �nal são pequenos.

A maior diferença observada é para os valores de tensão. A expliação aima, em

parte, pode ser usada para expliar o efeito observado. O aumento da rigidez dos elementos

que possuem densidade intermediária diminui o valor das tensões, sobretudo nos elementos

que substituem as artiulações.

Porém, prinipalmente para o aso do gripper, uma outra observação é feita. A

retirada dos elementos da faixa de transição, que separam as fases de vazio e material, tem

grande in�uênia na interpretação.

O �ltro de densidades deixa uma faixa de elementos om valor intermediário entre os

elementos que formam o material base e a fase de vazio. Essa faixa não é retirada totalmente

pela projeção. Isso é bem evidente no aso do gripper. A região que ontinha a artiulação

possui alguns elementos om densidade baixa, ao redor dos elementos de mais alta densidade,

que estão substituindo a artiulação. Esses elementos ontribuem para o aumento da tensão

alulada pelo algoritmo, pois se deformam exessivamente, mas não ontribuem para alterar

o valor do desloamento de saída.

Quando esses elementos são retirados pela interpretação, os respetivos valores de
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tensão não são apturados pelo algoritmo que faz a análise por elementos �nitos. E estes

não olaboram mais na ontabilidade da norma da tensão.

A Tabela 8.5 mostra os valores enontrados após a interpretação dos resultados

para o inversor e o gripper. Esses valores são omparados aos enontrados para as topologias

otimizadas. Para o aso do inversor, o exemplo om limite de tensão estabeleido em 700

[MPa℄ e volume 30% é interpretado. No gripper, o aso om limite de tensão em 1800 [MPa℄

e limite de volume em 25% é usado na interpretação.

Tabela 8.5: Comparação entre os modelos ótimo e interpretado.

Inversor de desloamento

f [µm] fs [MPa℄ fv [µm
µm

]

otimizado −19, 900 700 0, 2999

interpretado −20, 308 688 0, 303

Gripper �exível

f [µm] fs [MPa℄ fv [µm
µm

]

otimizado 1, 5608 1800 0, 24999

interpretado 1, 5780 1588 0, 25299
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(a) Topologia otimizada (b) Interpretação da topologia

() Desloamento do meanismo (d) Campo de tensões equivalentes do meanismo

interpretado

Figura 8.14: Proesso de interpretação do meanismo inversor de desloamento.
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(a) Topologia otimizada (b) Interpretação da topologia

() Desloamento do meanismo (d) Campo de tensões equivalentes do meanismo

interpretado

Figura 8.15: Proesso de interpretação do gripper �exível.
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9. CONCLUSÕES

Nesse trabalho é estudado o efeito da adição de uma restrição de tensão na formu-

lação de otimização topológia para meanismos �exíveis. Uma formulação que maximiza

o desloamento da porta de saída do meanismo é modi�ada, de maneira que o projeto

otimizado atenda a um ritério de resistênia meânia. Além disso, uma análise não linear

para a geometria e o material é onsiderada para o equilíbrio.

Após a análise dos resultados, permite-se a formulação das onlusões a seguir.

Os resultados indiam que a restrição de tensão tem uma grande in�uênia no projeto

�nal. O problema do surgimento de artiulações no projeto �nal de meanismos �exíveis é

aliviado pela restrição imposta à máxima tensão do meanismo.

As artiulações, que iniialmente estão onentradas em alguns pontos do mea-

nismo, passam a ser substituídas por regiões �exíveis, que aomodam o limite de tensão e,

ao mesmo tempo, permitem que a atuação inemátia do meanismo seja preservada.

Além disso, a gradual diminuição no limite de tensão máxima india que o algoritmo,

indiretamente, onverge para projetos que distribuem a �exibilidade apenas nos pontos do

meanismo onde se faz neessário, ou seja, onde as artiulações estão surgindo.

O resultado disso é que os meanismos obtidos om a formulação que ontempla a

restrição de tensão são bem suedidos em retirar as artiulações e não distribuem exessi-

vamente a �exibilidade, quando omparados aos meanismos obtidos om uma formulação

similar, porém sem a restrição de tensão.

Apesar de a análise linear também apresentar as mesmas onlusões, os resultados

obtidos om o modelo linear mostram meanismos de limitada atuação inemátia, restrin-

gindo a apliação prátia desses projetos. Isso destaa a importânia da onsideração de

grandes desloamentos para o projeto de meanismos �exíveis.

A inserção de uma restrição à resistênia meânia do material, apesar de pouo

explorada, é de suma importânia no projeto desses meanismos. Além de indiretamente

agir na formação das artiulações, omo visto neste trabalho, a observação de um ritério de
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resistênia na formulação é muito importante, prinipalmente em omponentes que usam a

própria deformação para atender os requisitos inemátios exigidos.

9.1 Sugestões para trabalhos futuros

Esse trabalho onstitui um primeiro estudo no ontrole da tensão em otimização

topológia de meanismos �exíveis, usando não linearidade geométria e material. Uma

série de questões observadas ao longo da pesquisa, que não são abordadas no trabalho, mas

que seriam interessantes de serem estudadas em um trabalho futuro são desritas abaixo.

No que onerne a parte de análise de tensões, uma série de parâmetros ainda podem

ser investigados. Pode-se itar, entre eles:

• neste trabalho, as tensões são estimadas no entroide do elemento �nito. Existem

maneiras mais preisas para estimar a tensão em ada elemento, bem omo a transição

de valores entre elementos vizinhos. Métodos de suavização [da Silva, 2012℄ e estimativa

do erro no álulo das tensões [Varella, 2015℄ podem ser adiionados à formulação de

elementos �nitos, de maneira a se obter uma norma baseada em medidas mais preisas

da tensão equivalente no elemento;

• a medida de tensão nesse trabalho é feita globalmente, ou seja, um valor de tensão,

baseado na norma que ontém todos os elementos do onjunto, é esolhido para re-

presentar o estado de tensões do domínio. Isso signi�a que é neessário que a tensão

máxima esteja em uma região que se deseja ontrolar; sem isso o algoritmo trata de

uma região sem interesse. Quanto mais subregiões o domínio puder ser dividido, um

ontrole mais efetivo das tensões pode ser feito. Uma sugestão é o uso de medidas

regionais para tensão, omo por exemplo, o uso de lusters [Holmberg et al., 2013℄;

No que diz respeito aos grandes desloamentos, a exessiva distorção dos elementos

de baixa densidade é uma questão onheida em otimização topológia. Vários trabalhos são

itados na revisão bibliográ�a sobre o assunto. Além do modelo de material empregado, o

uso de algum algoritmo mais robusto, para evitar essa distorção exessiva, pode ser intro-

duzido na análise, de maneira a permitir desloamentos ainda maiores para os meanismos.

Estas são apenas algumas questões, que surgem quando a formulação proposta é

apliada e resolvida. O estudo de não linearidades para o projeto de meanismos �exíveis
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têm sido motivo de estudo ada vez maior, e novas estratégias de abordagem do problema

têm surgido e podem olaborar para um melhor projeto �nal.



98

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

Alves Filho, A. Elementos Finitos - A base da Tenologia CAE - Análise não

linear. Editora Éria Ltda, 2012.

Ananthasuresh, G. K.; Kota, S. Designing ompliant mehanisms, Journal of Me-

hanial Engineering, vol. 11, p. 93�96, 1995.

Arora, J. S. Introdution to Optimum Design. Elsevier Aademi Press, 2nd

edition, 2004.

Atkins, R. J.; Fox, N. An Introdution to the Theory of Elastiity. Dover

Publiations In., 2005.

Ball, J. M. Convexity onditions and existene theorems in nonlinear elastiity,

Arhive for Rational Mehanis and Analysis, vol. 4, p. 337�403, 1977.

Bathe, K. J. Finite Element Proedures. Prentie Hall Ltd., 2010.

Belytshko, T.; Liu, W. K.; Moran, B.; Elkhodary, K. L. Nonlinear Finite Ele-

ments for Continua and Strutures. Wiley, 2014.

Bendsøe, M. P. Optimal shape design as a material distribution problem, Strutural

and Multidisiplinary Optimization, vol. 1, p. 193�202, 1989.

Bendsøe, M. P. Optimization of Strutural Topology, Shape and Material.

Berlin, Heidelberg, New York: Springer, 1995.

Bendsøe, M. P.; Kikuhi, N. Generating optimal topologies in strutural design using

a homogenization method, Computer Methods in Applied Mehanis and Engineer-

ing, vol. 71, p. 197�224, 1988.

Bendsøe, M. P.; Sigmund, O. Material Interpolation shemes in topology optimiza-

tion, Arhive of Applied Mehanis, vol. 69, p. 635�654, 1999.

Bendsøe, M. P.; Sigmund, O. Topology Optimization - Theory, Methods and

Appliations. Springer-Verlag, 2003.



99

Boresi, A. P. Elastiity in Engineering Mehanis. Englewood Cli�s: Prentie

Hall, 1965.

Bourdin, B. Filters in topology optimization, International Journal for Numer-

ial Methods in Engineering, vol. 50, p. 2143�2158, 2001.

Bruns, T. E.; Sigmund, O. Towards the topology design of mehanisms that exhibit

snap-through behavior, Computer Method in Applied Mehanis and Engineering,

vol. 193, p. 3973�4000, 2004.

Bruns, T. E.; Tortorelli, D. A. Topology optimization of non-linear elasti strutures

and ompliant mehanisms, Computer Methods in Applied Mehanis and Engi-

neering, vol. 190, p. 3443�3459, 2001.

Bruns, T. E.; Tortorelli, D. A. An element removal and reintrodution strategy for

the topology optimization of strutures and ompliant mehanisms, International Journal

for Numerial Methods in Engineering, vol. 57, p. 1413�1430, 2003.

Buhl, T. B.; Pedersen, B. W.; Sigmund, O. Sti�ness design of geometrially nonlinear

strutures using topology optimization, Strutural and Multidisiplinary Optimiza-

tion, vol. 19, p. 93�104, 2000.

Cao, L.; Dolovih, A.; Zhang, W. J. On understanding of design problem formulation

for ompliant mehanisms through topology optimization,Mehanial Sienes, vol. 4, p.

357�369, 2013.

Cardoso, E. L.; Fonsea, J. S. O. Design of Fully Compliant Mehanisms using a

Strain Maximization Approah, Latin Amerian Journal of Solids and Strutures,

vol. 1, p. 263�275, 2004.

Cheng, G.; Jiang, Z. Study on topology optimization with stress onstraints, Engi-

neering Optimization, vol. 20, p. 129�148, 1992.

Cheng, G. D.; Guo, X. Epsilon-relaxed approah in strutural topology optimization,

Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 13, p. 258�266, 1997.



100

Cheng, H.-C. The Optimal Shape/Topology Design of Strutures for Dy-

nami Problems Using a Homogenization Method. PhD thesis, The University of

Mihigan, 1994.

Cho, S.; Jung, H.-S. Design sensitivity analysis and topology optimization of

displaement-loaded non-linear strutures, Computer Methods and Applied Mehan-

is Engineering, vol. 192, p. 2539�2553, 2003.

Christensen, P. W.; Klarbring, A. An Introdution to Strutural Optimization.

Springer - Verlag, 2009.

Cook, R. F. Strength and sharp ontat frature of silion, Journal of Materials

and Siene, vol. 41, p. 841�872, 2006.

Cris�eld, M. A. Non-linear Finite Element Analysis of Solids and Strutures.

volume 2. Wiley: New York, 1997.

da Silva, E. Uma Formulação de Otimização Topológia om Restrição de

Tensão Suavizada. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal do Rio Grande do Sul,

2012.

Dantzig, G. B. Linear Programming and Extensions. Prieton Publish Press,

1963.

De Leon, D. M.; Alexandersen, J.; Fonsea, J. S. O.; Sigmund, O. Stress-onstrained

topology optimization for ompliant mehanism design, Strutural and Multidisi-

plinary Optimization. DOI: 10.1007/s00158-015-1279-z, 2015.

Díaz, A.; Sigmund, O. Chekerboard patterns in layout optimization, Strutural

and Multidisiplinary Optimization, vol. 10, p. 40�45, 1995.

Duysinx, P.; Bendsøe, M. P. Topology optimization of ontinuum strutures with loal

stress onstraints, International Journal for Numerial Methods in Engineering, vol.

43, p. 1453�1478, 1998.

Duysinx, P.; Sigmund, O. New developments in handling stress onstraints in optimal

material distribution, AIAA Journal, vol. 4906, p. 1501�1509, 1998.



101

Emmendoerfer Jr, H.; Fanello, E. A. A level set approah for topology optimiza-

tion with loal stress onstraints, International Journal for Numerial Methods in

Engineering, vol. 99, p. 129�156, 2014.

Fafard, M.; Massiotte, B. Geometrial interpretation of ar-length method, Com-

puter and Strutures, vol. 46, p. 603�615, 1993.

Fleury, C. CONLIN: An e�ient dual optimizer based on onvex approximation

onepts, Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 1, p. 81�89, 1989.

Freker, M. I.; Ananthasuresh, G. K.; Nishiwaki, S.; Kikuhi, N.; Kota, S. Topologial

synthesis of ompliant mehanisms using multi-riteria optimization, Journal of Mehan-

ial Design, vol. 119, p. 238�245, 1997.

Freker, M. I.; Kikuhi, N.; Kota, S. Topology optimization of ompliant mehanisms

with multiple outputs, Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 17, p.

269�278, 1999.

Fu, Y.; Zhang, X. An optimization approah for blak-and-white and hinge-removal

topology designs, Journal of Mehanial Siene and Tehnology, vol. 2, p. 581�593,

2014.

Gea, H. C.; Luo, J. Topology optimization of strutures with geometrial nonlineari-

ties, Computers and Strutures, vol. 79, p. 1977�1985, 2001.

Gomes, F. A. M.; Senne, T. A. An algorithm for the topology optimization of ge-

ometrially nonlinear strutures, International Journal for Numerial Methods in

Engineering, vol. 0, p. 1�18, 2010.

Guest, J.; Asadpoure, A.; Ha, S.-H. Eliminating beta-ontinuation from Heaviside

projetion and density �lter algorithms, Strutural and Multidisiplinary Optimiza-

tion, vol. 44, p. 443�453, 2011.

Guest, J. K. Imposing maximum length sale in topology optimization, Strutural

and Multidisiplinary Optimization, vol. 37, p. 463�473, 2009.



102

Guest, J. K.; Prévost, J. H.; Belytshko, T. Ahieving minimum length sale in

topology optimization using nodal design variable and projetion funtions, International

Journal for Numerial Methods in Engineering, vol. 61, p. 238�254, 2004.

Haftka, R.; Gürdal, Z. Elements of Strutural Optimization. Kluver Aademi

Publishers, 3rd edition, 1991.

Holmberg, E.; Torstenfelt, B.; Klarbring, A. Stress onstrained topology optimization,

Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 48, p. 33�47, 2013.

Howell, L. L. Compliant Mehanisms. In MCarthy, J. M., editor, 21st Century

Kinematis, hapter 7, pages 189�216. Springer - Verlag, 2012.

Hughes, T. J. R. The Finite Element Method - Linear Stati and Dynami

Finite Element Analysis. Dover Publiations In., 2000.

Jog, C. S. Distributed-parameter optimization and topology design for nonlinear

thermoelastiity, Computer Methods and Applied Mehanis Engineering, vol. 132,

p. 117�134, 1997.

Jones, R. M. Mehanis of Composite Materials. Sripta Book Company, Wash-

ington, 2nd edition, 1999.

Jung, D.; Gea, H. C. Topology optimization of nonlinear strutures, Finite Elements

in Analysis and Design, vol. 40, p. 1417�1427, 2004.

Kawamoto, A. Stabilization of geometrially nonlinear topology optimization by the

Levenberg-Marquardt method, Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol.

37, p. 429�433, 2003.

Kawamoto, A.; Matsumori, T.; Yamasaki, S.; Nomura, T.; Kondoh, T.; Nishiwaki, S.

Heaviside projetion based topology optimization by a pde-�ltered salar funtion, Stru-

tural and Multidisiplinary Optimization, vol. 44, p. 19�24, 2011.

Kemmler, R.; Lipka, A.; Ramm, E. Large deformations and stability in topology

optimization, Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 30, p. 459�476,

2005.



103

Kemmler, R.; Shwarz, S.; Ramm, E. Topology optimization inluding geomet-

rially nonlinear response. In 3rd World Congress on Strutural and Multidisiplinary

Optimization, Niagara Falls-USA, 1999.

Kikuhi, N.; Nishiwaki, S.; Fonsea, J. S. O.; Silva, E. C. N. Design optimization

method for ompliant mehanisms and material mirostruture, Computer Methods in

Applied Mehanis and Engineering, vol. 151, p. 401�417, 1998.

Kirsh, I. On singular topologies in optimum strutural design, Strutural Opti-

mization, vol. 2, p. 133�142, 1990.

Klarbring, A.; Strömberg, N. Topology optimization of hyperelasti bodies inluding

non-zero presribed displaements, Strutural and Multidisiplinary Optimization,

vol. 47, p. 37�48, 2013.

Kota, S.; Joo, J.; Li, Z.; Rodgers, S. M.; Sniegowski, J. Design of Compliant Meh-

anisms: Appliations to MEMS, Analog Integrated Ciruits and Signal Proessing,

vol. 29, p. 7�15, 2001.

Kota, S.; Lu, K.-J.; Kreiner, Z.; Trease, B.; Arenas, J.; Geiger, J. Design and Ap-

pliation of Compliant Mehanisms for Surgial Tools, Journal of Biomehanial Engi-

neering, vol. 127, p. 981�989, 2005.

Lahuerta, R. D.; Simoes, E. T.; Campello, E. M. B.; Pimenta, P. M.; Silva, E. C. N.

Towards the stabilization of the low density elements in topology optimization with large

deformation, Computational Mehanis, vol. 52, p. 779�797, 2013.

Larsen, U. D.; Sigmund, O.; Bouwstra, S. Design and fabriation of ompliant mi-

romehanisms and strutures with negative poisson's ratio, Journal of Miroeletrome-

hanial Systems, vol. 6, p. 99�106, 1997.

Lazarov, B. S.; Shevenels, M.; Sigmund, O. Robust design of large-displaement

ompliant mehanisms, Mehanial Sienes, vol. 2, p. 175�182, 2011.

Le, C.; Norato, J.; Bruns, T. E.; Ha, C.; Tortorelli, D. A. Stress-based topology

optimization for ontinua, Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 41, p.

605�620, 2010.



104

Lee, E.; Gea, H. C. A strain based topology optimization method for ompliant

mehanism design, Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 49, p. 199�

207, 2014.

Lin, J.; Luo, Z.; Tong, L. A new multi-objetive programming sheme for topology op-

timization of ompliant mehanisms, Strutural and Multidisiplinary Optimization,

vol. 40, p. 241�255, 2010.

Lu, K.-J.; Kota, S. Design of ompliant mehanisms for morphing strutural shapes,

Journal of Intelligent Material Systems and Strutures, vol. 14, p. 379�391, 2003.

Marsden, J. E.; Hughes, T. J. R. Mathematial Foundations of Elastiity. Dover

Publiations In., 1983.

Maute, K.; Shwarz, S.; Ramm, E. Adaptive topology optimization of elastoplasti

strutures, Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 15, p. 81�91, 1998.

Meneghelli, L. R.; Cardoso, E. L., Optimization of Strutures and Compo-

nents, hapter Design of Compliant Mehanisms with Stress Constraints using Topology

Optimization, pages 35�48. Springer International Switzerland, 2013.

Messa, A. Physial programming: e�etive optimization for omputational design,

AIAA Journal, vol. 34, p. 149�158, 1996.

Mihell, A. G. M. The limit of eonomy of materials in frame-strutures, Philosoph-

ial Magazine, vol. 8(47), p. 589�597, 1904.

Nishiwaki, S.; Freker, M. I.; Min, S.; Kikuhi, N. Topology optimization of ompliant

mehanisms using the homogeneization method, International Journal for Numerial

methods in Engineering, vol. 42, p. 535�559, 1998.

Noedal, J.; Wright, S. J. Numerial Optimization. Springer-Verlag, 2006.

Pedersen, C. B. W.; Buhl, T.; Sigmund, O. Topology synthesis of large-displaement

ompliant mehanisms, International Journal for Numerial Methods in Engineer-

ing, vol. 50, p. 2683�2705, 2001.



105

Pereira, J. T.; Fanello, E. A.; Barellos, C. S. Topology optimization of ontinuum

strutures with material failure onstraints, Strutural and Multidisiplinary Opti-

mization, vol. 26, p. 50�66, 2004.

Pimenta, P. d. M. Fundamentos da Meânia dos Sólidos e das Estruturas. Apostila

do urso de Pós-graduação. Departamento de Engenharia de Estruturas e Fundações da

Esola Politénia da Universidade de São Paulo, 2006.

Popov, E. P. Introdução à Meânia dos Sólidos. Edgard Blüher, 1978.

Rivlin, R. S. Large elasti deformations of isotropi materials. I. Fundamental on-

epts, Philosophial Transations of the Royal Soiety of London. Series A, Math-

ematial and Physial Sienes, vol. 240, p. 459�490, 1948.

Rozvany, G. I. N.; Birker, T. On singular topologies in exat layout optimization,

Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 8, p. 228�235, 1992.

Sigmund, O. On the design of ompliant mehanisms using topolgy optimization,

Mehanis Based Design of Strutures and Mahines, vol. 25, p. 493�524, 1997.

Sigmund, O. Design of multiphysis atuators using topology optimization - Part I:

One-material strutures, Computer Methods in A, vol. 190, p. 6577�6604, 2001.

Sigmund, O. Morphology-based blak and white �lter for topology optimization,

Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 33, p. 401�424, 2007.

Sigmund, O. Manufaturing tolerant topology optimization, Ata Mehania

Sinia, vol. 25, p. 227�239, 2009.

Sigmund, O.; Maute, K. Sensitivity �ltering from a ontinuum mehanis perspetive,

Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 46, p. 471�475, 2012.

Sigmund, O.; Petersson, J. Numerial instabilities in topology optimization: a survey

on proedures dealing with hekerboards, mesh-dependenies and loal minima, Strutural

Optimization, vol. 16, p. 68�75, 1998.

Stegmann, J.; Lund, E. Nonlinear topology optimization of layered shell strutures,

Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 29, p. 349�360, 2004.



106

Svanberg, K. The method of moving asymptotes - a new method for strutural

optimization, International Journal for Numerial Methods in Engineering, vol. 24,

p. 359�373, 1987.

Swan, C. C.; Kosaka, I. Voigt-Reuss topology optimization for strutures with nonlin-

ear material behaviors, International Journal for Numerial Methods in Engineer-

ing, vol. 40, p. 3785�3814, 1997.

Trease, B. P.; Moon, Y.-M.; Kota, S. Design of large-displaement ompliant joints,

Journal of Mehanial Design, vol. 127, p. 788�798, 2005.

van Dijk, N. P.; Langelaar, M.; van Keulen, F. Element deformation saling for

robust geometrially nonlinear analyses in topology optimization, Strutural and Multi-

disiplinary Optimization, vol. 50, p. 537�560, 2014.

Vanderplaats, G. N. Strutural design optimization status and diretion, Journal of

Airarft, vol. 36, p. 11�20, 1999.

Varella, G. Apliação de um modelo substituto para otimização estrutural

topológia om restrição de tensão e estimativa de erro a posteriori. Dissertação

de Mestrado, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 2015.

Wang, F.; Lazarov, B. S.; Sigmund, O. On projetion methods, onvergene and

robust formulations in topology optimization, Strutural and Multidisiplinary Opti-

mization, vol. 43, p. 767�784, 2011.

Wang, F.; Lazarov, B. S.; Sigmund, O.; Jensen, J. S. Interpolation sheme for �titious

domain tehniques and topology optimization of �nite strain elasti problems, Computer

methods in applied mehanis and engineering, vol. 276, p. 453�472, 2014.

Wang, M. Y. Mehanial and geometri advantages in ompliant mehanism opti-

mization, Frontiers of Mehanial Engineering in China, vol. 4, p. 229�241, 2009.

Werme, M. Designing ompliant mehanisms with stress onstraints us-

ing sequential linear integer programming. In 7th World Congress on Strutural and

Multidisiplinary Optimization - Seoul, 21 May - 25 May, Korea. COEX, 2007.



107

Wriggers, P. Nonlinear Finite Element Method. Springer, 2008.

Xu, S.; Cai, Y.; Cheng, G. Volume preserving nonlinear density �lter based on

heaviside funtions, Strutural and Multidisiplinary Optimization, vol. 41, p. 495�

505, 2010.

Yin, L.; Ananthasuresh, G. K. Topology optimization of ompliant mehanisms with

multiple materials using a peak funtion material interpolation sheme, Strutural and

Multidisiplinary Optimization, vol. 23, p. 49�62, 2001.

Yoon, G. H.; Kim, Y. Y. Element onnetivity parametrization for topology opti-

mization of geometrially nonlinear strutures, International Journal for Solids and

Strutures, vol. 42, p. 1983�2009, 2005.

Zhaokun, L.; Xianmin, Z. Topology optimization of ompliant mehanisms with

geometrially nonlinear,Advaned Manufaturing Tehnology, vol. 1, p. 477�482, 2006.

Zienkiewiz, O.; Taylor, R. L. The Finite Element Method - Solid Mehanis.

volume 2. Elsevier Aademi Press, 5th edition, 2000.

Zuo, K.-T.; Chen, L.-P.; Zhang, Y.-Q.; Yang, J. Study of key algorithms in topology

optimization, International Journal of Advaned Manufaturing Tehnology, vol.

32, p. 787�796, 2007.



108

ANEXO I - Matrizes para o método dos elementos �nitos

Como é visto no apítulo 4, as matrizes de rigidez linear e não linear são neessárias

para enontrar o equilíbrio através do método dos elementos �nitos.

Esreve-se essas matrizes, para um problema 2D omo [Bathe, 2010℄

K
L

=

∫ +1

−1

∫ +1

−1

BT
L

DB
L

dA

K
NL

=

∫ +1

−1

∫ +1

−1

BT
NL

SB
NL

dA,

e o vetor de forças internas omo:

fint =

∫ +1

−1

∫ +1

−1

B
L

s dA.

A matriz B
L

arrega as relações lineares desloamento-deformação dos nós do ele-

mento, e pode ser esrita omo a soma de duas submatrizes B1
L

+B2
L

, sendo elas desritas

omo

B1
L

=











∂N1

∂x1
0 ∂N2

∂x1
0 ∂N3

∂x1
0 ∂N4

∂x1
0

0 ∂N1

∂x2

0 ∂N2

∂x2

0 ∂N3

∂x2

0 ∂N4

∂x2

∂N1

∂x2

∂N1

∂x1

∂N2

∂x2

∂N2

∂x1

∂N3

∂x2

∂N3

∂x1

∂N4

∂x2

∂N4

∂x1











,

B2
L

=











l11
∂N1

∂x1

l21
∂N1

∂x1

· · · l11
∂N4

∂x1

l21
∂N4

∂x1

l12
∂N1

∂x2
l22

∂N1

∂x2
· · · l12

∂N4

∂x2
l22

∂N4

∂x2
(

l11
∂N1

∂x2

+ l12
∂N1

∂x1

) (

l21
∂N1

∂x2

+ l22
∂N1

∂x1

)

· · ·
(

l11
∂N4

∂x2

+ l12
∂N4

∂x1

) (

l21
∂N4

∂x2

+ l22
∂N4

∂x1

)











,

l11 =
∑n

k=1

∂Nk

∂x1

uk
1, l22 =

∑n
k=1

∂Nk

∂x2

uk
2, l21 =

∑n
k=1

∂Nk

∂x1

uk
2, e l12 =

∑n
k=1

∂Nk

∂x2

uk
1,
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sendo n o número de nós.

A matriz B
NL

arrega as parelas não lineares da relação desloamento-deformação

B
NL

=

















∂N1

∂x1
0 ∂N2

∂x1
0 ∂N3

∂x1
0 ∂N4

∂x1
0

∂N1

∂x2
0 ∂N2

∂x2
0 ∂N3

∂x2
0 ∂N4

∂x2
0

0 ∂N1

∂x1

0 ∂N2

∂x1

0 ∂N3

∂x1

0 ∂N4

∂x1

0 ∂N1

∂x2
0 ∂N2

∂x2
0 ∂N3

∂x2
0 ∂N4

∂x2

















.

O segundo tensor tensão de Piola-Kirhho� é esrito omo na seção 3.1.1, e seus

termos são oloados em uma matriz na forma

S =

















S21 S12 0 0

S12 S22 0 0

0 0 S11 S12

0 0 S21 S22

















,

e, para esrever os mesmos termos em forma de vetor, para o álulo de fi

s =











S11

S22

S12











.

A Tabela 9.1 mostra os pontos de Gauss e pesos

Tabela 9.1: Coordenadas e pesos para os pontos de integração do elemento �nito.

p ξp ζp peso

1 − 1√
3

− 1√
3

1

2

1√
3

− 1√
3

1

3 − 1√
3

1√
3

1

4

1√
3

1√
3

1


