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RESUMO

Mecanismos flexiveis, nos quais a deformacao elastica é aproveitada na atuacao ci-
nemética, tém grande empregabilidade em dispositivos de mecanica de precisao, engenharia
biomédica, e mais recentemente em microeletromecanismos (MEMS). Entre as diversas técni-
cas empregadas para o seu projeto, a otimizacao topolégica tem se mostrado a mais genérica
e sistematica. A grande dificuldade destes projetos é conciliar os requisitos cineméticos
com a resisténcia mecanica da estrutura. Neste trabalho, é implementado um critério de
resisténcia dentro da formulagao do problema de otimizacao, com o intuito de gerar meca-
nismos que cumpram a tarefa cinemética desejada mas ao mesmo tempo nao ultrapassem
limites de tensao predeterminados. Esta restricao adicional também visa aliviar o problema
bastante conhecido do aparecimento de articulagoes. Nao linearidade geométrica e de mate-
rial (hiperelasticidade compressivel) sio implementadas na solu¢do das equagoes através do
método dos elementos finitos para levar em conta os grandes deslocamentos do mecanismo.
O método das assintotas moéveis é usado para a atualizacao das variaveis de projeto. As
derivadas do problema de otimizacao sao calculadas analiticamente, pelo método adjunto.
Técnicas de projecao sao aplicadas para a garantia de topologias livres de instabilidades

numéricas comuns em otimizacao topologica, e projetos otimizados mais proximos de um

espaco 0/1 para as densidades fisicas.

Palavras-Chave: Mecanismos flexiveis, otimizacao topologica, nao linearidade geométrica

e de material, restricao de tensao.
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ABSTRACT
TOPOLOGY OPTIMIZATION OF COMPLIANT MECHANISMS WITH MAXIMUM STRESS
CONTROL CONSIDERING GEOMETRICAL AND MATERIAL NONLINEARITIES

Compliant mechanisms, in which the elastic strain is the basis for kinematic actua-
tion are widely used in precision mechanics devices, biomedical engineering, and recently in
microelectromechanical systems (MEMS). Among several techniques applied in compliant
mechanisms design, topology optimization has been one of the most general and systematic.
The great challenge in these designs is to couple both the kinematics and the mechanical
strength criteria requirements. In this work, a strength criteria for the optimization problem
is applied, with the aim of generating compliant mechanisms that fulfill the desired kine-
matic tasks while complying with a stress threshold. The addition of a stress constraint
to the formulation for compliant mechanisms in topology optimization also aims to allevi-
ate the appearance of hinges in the optimized topology, a well known issue in the design
of compliant mechanisms. Geometrical and material (compressible hyperelasticity) nonlin-
earities are applied to the finite element equilibrium equations, to take into account large
displacements. The method of moving asymptotes is applied for design variables updating.
The derivatives are calculated analytically, by the adjoint method. Projection filtering tech-
niques are applied, in order to guarantee topologies free of common numerical instabilities in

topology optimization, and optimized designs near the 0/1 solution for the physical densities.

Keywords: Compliant mechanisms, topology optimization, material and geometrical non-

linearities, stress constraint.
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1. INTRODUCAO

Métodos de otimizacao tém como objetivo encontrar a melhor resposta possivel
para um dado problema. Estudos sobre reducao de custos, eficiéncia de processos, forma
estrutural de componentes, entre outros, tém sido objeto de pesquisa hé algumas décadas.

A otimizagao topoldgica de meios continuos constitui um ramo recente da otimiza-
¢ao, sendo que os primeiros trabalhos sao atribuidos a Bendsge e Kikuchi, em 1988. Desde
entao foi amplamente utilizada nos mais diversos setores da tecnologia, como na industria
aeronautica e automotiva, tendo como objetivo principal a reducao de peso de estruturas
e melhores projetos no controle de vibragoes [Bendsge e Sigmund, 2003]. Atualmente, a
otimizacao topoldgica ¢ empregada em outros setores e com objetivos mais diversos como,
por exemplo, aplicacoes em biomecanica, microcomponentes para computadores, etc.

A area de mecanismos flexiveis tem recebido bastante atencao nos tultimos anos,
em funcao da possibilidade de reducao de custos em equipamentos de fabricacdo em massa.
As principais aplicagoes de mecanismos flexiveis estao em equipamentos de precisao para
a area médica e em microeletromecanismos (MicroElectroMechanical Systems - MEMS, na
sigla em inglés), este ultimo sendo aplicado em componentes para computadores e circuitos
eletronicos integrados. MEMS sao construidos em tamanhos reduzidos usando métodos
avancados de fabricacao em microescala, geralmente obtidos a partir de uma lamina tnica
de material [Howell, 2012|. Devido a essa caracteristica, o projeto nao admite facilmente
componentes comuns a mecanismos convencionais como dobradigas e pinos.

Uma aplicacao recentemente estudada é a utilizagao de técnicas de otimizacao topo-
logica, com o intuito de desenvolver projetos livres de dobradicas ou pinos que desempenhem
determinada funcao com a menor quantidade de material empregado possivel. Entre as di-
versas técnicas utilizadas para o projeto de mecanismos flexiveis, a otimizacao topologica de
estruturas tem se mostrado a mais sistemética e geral, uma vez que ela pode ser utilizada para
o calculo do comportamento de estruturas com geometria complexa. Porém, o tratamento

de nao linearidades geométricas na aplicacao do método de otimizagao topoldgica ainda ne-
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cessita de um maior desenvolvimento [Pedersen et al., 2001]. A consideragao de grandes
deslocamentos em otimizagao topologica constitui um desafio a ser superado e sao raros os
trabalhos que modelam o problema dessa forma. Entretanto, no que concerne o projeto
de um mecanismo, seja ele flexivel ou de corpo rigido, os requisitos cinematicos necessarios
normalmente exigem movimentos maiores que a teoria infinitesimal pode descrever.

Além do problema citado anteriormente, uma das limitagoes na otimizacao topolo-
gica de mecanismos flexiveis, utilizando o método dos elementos finitos, é o surgimento de
elementos conectados por um tinico n6 ou regides conectadas por elementos com densidade
intermediaria [Wang, 2009]. Esse problema numérico é interpretado no projeto final como
articulacoes. Porém, como explicado anteriormente, esses componentes nao sao desejados no
projeto de mecanismos fabricados em microescala e devem ser evitados, uma vez que podem
tornar a fabricacao inviavel.

Uma possibilidade para superar esse problema pode ser a adicao de um critério
de resisténcia a ser respeitado no processo de otimizacao. O surgimento de articulacoes
no resultado final constitui uma solucao encontrada através do algoritmo para aumentar
a eficiéncia do mecanismo. Esses pontos, normalmente, constituem as regides com maior
concentracao de tensao no mecanismo. Dessa forma, um critério que limite os valores de

tensao pode ser uma alternativa para evitar o problema.

1.1 Motivacao e objetivos desta pesquisa

O objetivo principal deste trabalho é estender a aplicagao do método de otimizacao
topologica ao projeto de mecanismos flexiveis, considerando nao linearidades geométrica e
de material em conjunto com um limite para a maxima tensao. Essa extensao é proposta
por dois principais motivos.

Primeiro pela inclusao de um critério de resisténcia para o mecanismo, uma vez
que a propria sintese de um mecanismo flexivel prediz a deformacao do componente para
cumprir atuacao cinematica exigida; segundo pelo intuito de permitir que no projeto seja
possivel prever grandes deslocamentos e rotagoes. Sem essa consideracao, a tarefa para que

o mecanismo é projetado fica limitada.



Figura 1.1: Topologia de mecanismo apresentando articulacoes e respectivo campo de tensao

equivalente.

Este tema tem bastante relevancia, devido as formulacoes mais atuais de projeto de
mecanismos flexiveis nao conseguirem combinar simultaneamente os requisitos cinematicos
com a restricio de resisténcia da estrutura. E notavel, na literatura disponivel sobre o
assunto, que muito progresso tem sido feito na implementacao de melhores formulagoes
baseadas na cinematica do mecanismo flexivel, ou que tentam retirar as articulagoes na
topologia otimizada. Porém, os critérios de resisténcia, que devem ser respeitados ao lado
da formulagao cinemética, tém sido ignorados.

A Figura 1.1 ilustra a ideia discutida nesse trabalho. O problema da conexao por um
inico n6 na malha de elementos finitos resulta em pontos com tensoes bastante superiores a
outros pontos do dominio. Portanto, uma formulacao que concilia os requisitos cinematicos e
limite o valor méximo de tensao pode gerar uma solucao que atenda ambas as caracteristicas
do problema, ou seja, um mecanismo que satisfaca um critério de resisténcia e que nao
apresente conexoes por articulacoes, algo impossivel de ser fabricado em microescala.

Os poucos trabalhos encontrados sao introduzidos na revisao bibliogréafica sobre o
assunto. Considerando-se, além da restricao de tensao, ainda a nao linearidade geométrica e
de material nao se encontrou nenhuma discussao sobre o assunto na comunidade cientifica.

Desta forma a motivacao do trabalho é estender o estudo de uma formulacao de
otimizacao topologica com restricao de tensao para mecanismos flexiveis, sem a limitacao

em pequenos deslocamentos; com o objetivo de gerar mecanismos livres de articulacgoes, e



que respeitem critérios de resisténcia do material.

1.2 Organizacgao do trabalho

O trabalho é organizado de maneira que os objetos de estudo sejam explicados
separadamente, cada um com a sua respectiva revisao bibliografica.

O capitulo 2 apresenta os mecanismos flexiveis de forma sucinta, suas areas de estudo
e caracteristicas, dando énfase aos mecanismos com flexibilidade distribuida, por se tratar
do topico de interesse nesta pesquisa.

O capitulo 3 expoe as equagoes bésicas da mecanica dos soélidos, os componentes e
medidas necesséarios para representar o equilibrio sao definidos neste capitulo.

O capitulo 4 apresenta o método empregado para a solucao das equacoes diferenciais
que surgem da analise de equilibrio nao linear da estrutura, bem como o modelo de material
empregado.

O capitulo 5 apresenta uma breve descricao da otimizacao estrutural, com especial
atencao a otimizacao topologica de estruturas. O método de otimizacao topologica é expli-
cado em maiores detalhes, com destaque para dificuldades inerentes ao método e questoes
que podem surgir especialmente quando aplicado a problemas como os que serao resolvi-
dos. Também neste capitulo é apresentado o método escolhido para resolver o problema de
otimizacao.

No capitulo 6 a formulacao proposta é apresentada. Todas as condi¢oes para re-
solver o problema estao explicadas nesta secao. A metodologia empregada na pesquisa para
obtencao dos resultados também é explicada.

O capitulo 7 apresenta o desenvolvimento da andlise de sensibilidade, necessarias
para a solucao do problema de otimizacao baseado em gradientes. Neste capitulo apresenta-se
todo o desenvolvimento das derivadas das equacoes diferenciais necessarias para a resolugao
do problema.

O capitulo 8 apresenta e discute os resultados.

No capitulo 9 sao apresentadas as conclusoes do trabalho, e sugestoes para trabalhos

futuros baseadas na experiéncia adquirida nesta pesquisa.



2. MECANISMOS FLEXIVEIS

Mecanismos flexiveis usam a deformacao elastica de seus componentes para cumprir
a tarefa cineméatica desejada. Mecanismos formados por componentes rigidos necessitam de
juntas para acoplar as partes e, portanto, estao sujeitos a uma série de problemas inerentes
a esta caracteristica construtiva.

Um exemplo de mecanismos flexiveis com equivalentes em mecanismos rigidos é

mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Exemplos de mecanismos flexiveis que substituem um mecanismo rigido. (Corte-
sia do Grupo de Pesquisa em Mecanismos Flexiveis (CMR), Brigham Young University. Site

acessado em 05/10/2013).

Entre os tipos classicos de mecanismos flexiveis, pode-se citar os mecanismos com
flexibilidade localizada e os mecanismos com flexibilidade distribuida. Os primeiros concen-
tram a flexibilidade em alguns pontos da estrutura enquanto o resto do componente realiza
movimentos de corpo rigido. O segundo armazena energia em todo o corpo através de sua
deformacao e a utiliza para realizar determinada tarefa. A Figura 2.2 apresenta esses dois
tipos de mecanismos flexiveis, ao lado da representacao de um mecanismo tradicional de

corpo de rigido.



Figura 2.2: Mecanismo de flexibilidade concentrada (esquerda), mecanismo de flexibilidade

distribuida (centro) e mecanismo de corpo rigido (direita). Adaptado de Sigmund [1997].

2.1 Vantagens dos mecanismos flexiveis

Apesar de alguns mecanismos flexiveis parecerem de dificil manufatura se compara-
dos aos seus equivalentes de corpo rigido, os mesmos tém uma série de vantagens em suas
aplicacoes. Além disso, as técnicas de gravura, fabricagdo de materiais injetados e nano-
tecnologia tém evoluido nas tltimas décadas. Entre as principais vantagens de se aplicar
mecanismos flexiveis, pode-se citar [Howell, 2012]:

e podem ser fabricados a partir de uma tnica peca de material, tornando-os com-
pativeis com os métodos mais comuns de fabricagao (MEMS);

e sao compactos pela propria caracteristica construtiva, o que possibilita a constru-
¢cao em escalas pequenas;

e estao livres de problemas inerentes a mecanismos de corpo rigido como fric¢ao,
desgaste e necessidade de lubrificagao, pois conexoes como pinos e juntas articuladas sao
eliminadas .

e alta precisao, em funcao da auséncia de componentes que sofrem fric¢ao e desgaste,
com isso o surgimento de folgas ¢ diminuido consideravelmente, aumentando a confiabilidade
na repetibilidade de movimentos, o que é essencial para a fabricacao de instrumentos de alta
precisao;

e miultiplas funcoes integradas, pois como mecanismos flexiveis usam a propria de-

formacao para armazenar energia, a mesma pode ser usada para fazer o componente retornar
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a sua posicao original. Com isso, além da funcao exercida pelo movimento inicial, esses me-
canismos podem cumprir outras tarefas ao liberar a energia interna armazenada na primeira
atuacao.

Estas sao apenas algumas das vantagens dos mecanismos flexiveis em detrimento de
mecanismos tradicionais, montados a partir de diversos componentes rigidos.

Entre as desvantagens na aplicacao de mecanismos flexiveis esta, principalmente, a

maior suceptibilidade a fadiga do componente. E importante citar que neste trabalho esse

problema nao é abordado.

2.2 Analise de mecanismos flexiveis

Mecanismos flexiveis, por toda sua importancia e crescente utilidade, tém despertado
o0 interesse nao so da area académica como da induastria. O nimero de pesquisas neste topico
é grande e novas areas de estudo continuam surgindo. Entre as classes mais importantes de
mecanismos flexiveis estudadas estao os MEMS [Kota et al., 2001], equipamentos cirirgi-
cos [Kota et al., 2005], mecanismos metamorfos [Lu e Kota, 2003], mecanismos bi-estéveis,
juntas flexiveis [Trease et al., 2005|, etc. A &area de pesquisa em deflexdes nao lineares e
dinamica de mecanismos flexiveis sao dois dos principais topicos em estudo atualmente.

Para o projeto de mecanismos flexiveis utilizando otimizacao topologica, os tinicos
dados necessarios sao o dominio de projeto e a atuacao desejada do mecanismo. Dessa
forma, todas as configuragoes possiveis de distribuicao de material dentro do dominio sao
consideradas. Consequentemente, é necessario pouco conhecimento por parte do projetista
sobre o mecanismo resultante. Essa é uma vantagem dessa abordagem pois elimina qualquer
predisposi¢ao do projetista [Frecker et al., 1997].

A Figura 2.3 mostra um exemplo de problema de um MEMS sendo projetado uti-
lizando otimizacao topologica. O problema inicial é modelado definindo apenas o dominio e
as condicoes de contorno.

As vantagens citadas anteriormente tornam a utilizacao de mecanismos flexiveis ex-
tremamente atrativos para uma série de projetos. Porém, existem muitos desafios a serem
superados nessa area de pesquisa, como a dificuldade em analisar e projetar esses compo-
nentes. E necessario conhecimento da sintese de mecanismos e flexibilidade de estruturas.

Quando sao combinadas duas areas de conhecimento, nao se deve apenas conhecé-las indi-



vidualmente, mas também os efeitos da interacao entre elas [Howell, 2012].

7

Y/,

(a) Dominio de projeto e condigoes de con- (b) Topologia otimizada

torno

Figura 2.3: Exemplo de um projeto de MEMS com otimizagao topologica.

Sendo assim, para um projeto mais completo algum critério de resisténcia precisa
ser levado em consideracao. Além disso, caso nao linearidades geométricas sejam desconsi-

deradas no projeto, as tarefas as quais o mecanismo se propoe ficam limitadas.



3. ELASTICIDADE FINITA

Neste capitulo é discutida como a posicao de cada particula do corpo pode ser
descrita em um dado instante de tempo. Apenas os conceitos basicos de deformacao e
tensao sao apresentados, de maneira a facilitar a leitura dos proximos capitulos. Todas as
consideracoes sao feitas em relacao a uma anélise dentro da mecanica do continuo, ou seja,
mesmo quando uma regiao infinitesimal é especificada o material nessa regiao esta distribuido

por sua area ou volume.

3.1 Equacgoes basicas da mecénica do continuo

Na mecanica dos solidos, a maior parte dos efeitos sao de natureza nao linear. En-
tretanto, em alguns casos uma anéalise linear, dentro da teoria linear infinitesimal, é suficiente
para prever o comportamento da estrutura, pois essa nao deve sofrer grandes deslocamentos
ou deformacoes para manter sua integridade estrutural. Porém, mesmo sob essa afirmacao,
existem muitos problemas em mecanica dos solidos que necessitam considerar grandes deslo-
camentos e/ou rotagoes para descrever corretamente o fendmeno a que estao sujeitos. Esse

é o caso de problemas em anélise de cascas e placas, vigas, entre outros [Wriggers, 2008].

Figura 3.1: Um corpo genérico sujeito a um deslocamento em fungao de uma forca externa

aplicada.
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O mesmo ocorre para mecanismos de uma maneira geral, sejam eles flexiveis ou de corpo
rigido, sendo os primeiros o escopo deste trabalho. Nesse caso, apesar de nao ser interessante
a consideracao de grandes deformagdes, pois é necessario que o mesmo retorne a sua posi¢ao
original quando cessada a forca externa aplicada, a inclusao de grandes deslocamentos e
rotacoes é fundamental para a sintese de mecanismos. Caso contrario, o projeto final pode
nao ter aplicacao pratica, em funcao da limitada atuacao cinematica.

A Figura 3.1 descreve o movimento de um corpo genérico. Sendo assim, é pos-
sivel determinar um campo de deslocamentos u; que descreve a posi¢ao instantanea de uma

particula X; [Atkins e Fox, 2005],

u; = x; — X, (3.1)
essa equacao pode ser reescrita como

T = u; + X, (3.2)

onde x; é a posicao da particula na posicao deformada e X; é a posicao da mesma particula
na posicao indeformada.
Derivando a Equacao 3.2 em relagao a sua posicao inicial X;, é possivel determinar

o tensor gradiente de deformacoes
F = F’ij = V'LL + 5@']’ = ui,j + 5,‘]‘ s (33)

onde ¢ é o delta de Kronecker, V representa o operador gradiente, aplicado no campo de
deslocamento, e u; ; = Ju; /0X;.

Uma importante caracteristica do gradiente de deformacoes é o significado do seu
determinante

dv

J: det(F) = W,

(3.4)

onde J é conhecido como o jacobiano do gradiente de deformacoes e a condicao imposta de
que J > 0 indica que o volume é sempre positivo e que F~1 sempre existe [Atkins e Fox,
2005]. Na Equagao acima dv e dV representam uma fracao de volume do corpo deformado

e indeformado, respectivamente. A transformacao entre areas das superficies indicadas na
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Figura 3.1 pode ser realizada através da formula de Nanson, que relaciona um vetor normal

na superficie deformada e indeformada [Marsden e Hughes, 1983]
nda=JF 'NdA, (3.5)

onde n é um vetor normal & superficie da configuracao deformada e N é um vetor normal a
superficie indeformada.
Uma vez definido o gradiente de deformacoes, o tensor de Cauchy-Green a direita é

escrito como
C = FTF = F’]zF’z] = uiyj + Ujﬂ‘ + umyiumd + 5ij s (36)

onde, para um movimento de corpo rigido C;; = 6;;. Através dessa observagao, também
¢ facilmente entendido que a medida C;; — d;; quantifica uma mudanga de forma/volume
no corpo. Essa é uma importante métrica dentro da teoria da elasticidade, e d& origem ao

conhecido tensor de deformacoes de Green-Lagrange

1 1
E= 5 (C — I) = 5 (um + Ujﬂ‘ + um,iumd) s (37)

onde, sendo as deformacoes sendo muito pequenas, o ultimo termo da Equacao 3.7 é despre-

zado, originando o tensor de deformagoes infinitesimais [Wriggers, 2008].

3.1.1 Medidas de tensao

Na mecanica linear infinitesimal, as configuracoes deformada e indeformada se con-
fundem, e a discussao sobre qual referencial determinada quantidade é medida perde sua
importancia. Entretanto, para a teoria da elasticidade finita, onde grandes deslocamen-
tos e deformagoes ocorrem, é necessario que se estabeleca corretamente em que referencial
determinada grandeza é medida.

As equagoes de equilibrio do corpo, por exemplo, sao apresentadas na configuracao
deformada do corpo ou configuragao atual. Uma vez que o corpo rotaciona e se deforma sob
um carregamento externo, é essa configuracao que esta em equilibrio e nao a original. Essa
ideia torna o tensor de Cauchy a principal medida de tensao dentro da teoria da elasticidade,

visto que estd definido na configuracao deformada do corpo.
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Definido-se um vetor tracao como

AF

t= Adpb0 AAy (3:8)

onde AF é uma forca agindo sobre um elemento de area AA,, definido na configuracao
deformada.
Segundo a lei de Cauchy, existe um tensor tracao que relaciona um vetor normal &

superficie e o vetor tracao dessa superficie
t=7n, (3.9)

onde n é uma normal & superficie onde A, esta definida, e 7 é o tensor tensao de Cauchy,
conhecido também como tensao verdadeira [Boresi, 1965].

No entanto, muitas vezes é importante que se tenha conhecimento dessas medidas
na configuracao original, indeformada do corpo. A aplicacao da formula de Nanson (eq. 3.5)
a definicao do tensor tensao de Cauchy da origem a outro tensor, definido na configuracao

indeformada do corpo [Wriggers, 2008]

/Tnda:/ TJF_TNdA:/ PdA, (3.10)
Qd Qd Qd

onde P é conhecido como primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff. Esse tensor pode ser

escrito em termos do tensor tensao de Cauchy como
P=JrF 1. (3.11)

Através da Equacao 3.11 é possivel perceber que o tensor P é definido por apenas
uma rotacao, ou seja, uma das bases refere-se a configuracao indeformada e a outra a con-
figuracao deformada. Essa caracteristica torna o primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff
nao simétrico.

Para trabalhar com uma medida de tensao simétrica na configuracao indeformada,

o segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff é introduzido
S=F'"P=JF'7F T, (3.12)

Embora o tensor S represente uma transformacao total do tensor de Cauchy para
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a configuracao desejada, essa definicao é puramente mateméatica e nao apresenta significado
fisico |Belytschko et al., 2014|. Porém, o segundo tensor tensdao de Piola-Kirchhoff desem-
penha um papel fundamental na teoria constitutiva por ser o conjugado energético do tensor
deformacao de Green-Lagrange (eq. 3.7) [Wriggers, 2008].

Uma vez definido o segundo tensor de Piola-Kirchhoff, pode-se chegar a relacao

inversa, ou seja, obter o tensor de Cauchy através do segundo tensor de Piola-Kirchhoff
T =J 'FSFT. (3.13)

Essa relacao é usada para recuperar o tensor de Cauchy quando uma anélise nao
linear é empregada. Como serd visto na secao seguinte, o segundo tensor de Piola Kirchhoff
surge naturalmente da diferenciacao do funcional de energia de deformacao em relacao ao
tensor de Green-Lagrange.

Uma vez obtido o tensor de Cauchy, é interessante fazer mais uma transformagao,
de maneira que se trabalhe com um valor equivalente para a tensao, que represente os
componentes de 7 em apenas um escalar. Além disso, é necessario ter um critério para o
inicio do escoamento do material, de maneira a determinar se o material continua dentro do
seu limite el&stico.

O critério de resisténcia de von Mises (ou teoria da méxima energia de distor¢ao) [Po-
pov, 1978, estabelece que o escoamento de um material inicia quando o segundo invariante
do tensor desviador * ultrapassa um valor critico.

O segundo invariante do tensor desviador é dado por

IQ = [(7’11 — 7'22)2 + (7'22 — 7'33)2 + (7'33 — 7’11)2} + (7’122 + 7'223 + 7'321) . (314)

=

Esse valor critico é interpretado como o quadrado da tensao de escoamento do ma-

terial em um estado de cisalhamento puro, ou seja,

I, = ¢*, (3.15)

*Um tensor, que representa um estado de tensao genérico, pode ser dividido em dois tensores componentes
aditivos. Um primeiro, que estabelece mudancas de volume do corpo (tensor hidrostéatico), e um segundo,

que estabelece mudancgas de forma do corpo (tensor desviador).
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onde ¢ é a tensao cisalhante de escoamento.
O comeco do escoamento, em um estado de cisalhamento puro, ¢ v/3 vezes menor

que o comego do escoamento em um ensaio de tragao simples

9
\/g )

onde ¢ é a resisténcia ao escoamento do material. E, combinando as Equagoes 3.15 e 3.16,

¢ = (3.16)

obtém-se

OyM — o = \ 3]2 s (317)

e, usando a definicao da Equacao 3.14

1

Oym = \/5 [(r11 = 722)% + (22 — 733)* + (133 — T1)° + 6 (T + 75+ 731)] (3.18)

onde agora tem-se um escalar que representa o estado triaxial de tensao do corpo.

Considerando-se um estado plano de tensao, esse calculo é reduzido para

OyM = \/7'121 — T11722 +7’222 + 37’122. (319)

3.1.2 Principio da objetividade

O principio da objetividade estabelece que uma lei de material deve ser objetiva
quando estad sob movimentos de corpo rigido em um soélido.

Como movimentos de corpo rigido (rotagoes e translagoes) nao afetam o campo de
deformacoes, esses nao podem interferir no estado de forcas internas do corpo.

Para identificd-la, um movimento de corpo rigido é aplicado da seguinte forma |Pi-

menta, 2006]
u'(u,t) = u(u, t) + q(t) + Q(t) (u(u, t) — u(ug,t)) , (3.20)

onde Q(t) e q(t) correspondem a uma rotagdo e uma translagao, respectivamente.

Usando a Equacao 3.20 para definir novamente o gradiente de deformagoes (eq. 3.3),
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apos a derivacao do novo gradiente obtém-se
F=QF, onde Q'Q=I. (3.21)

Baseado nesse novo gradiente de deformacoes, o tensor de deformacoes de Green-

Lagrange é escrito como

E/ _ 1 (F/TF/ _ I) _

5 (F'F-1I) =E, (3.22)

1
TNT
(F'Q'QF 1) = ;

1
2
ou seja, o tensor de Green-Lagrange nao é afetado por movimentos de corpo rigido.

Para definicao das tensoes, recorre-se ao vetor tracao de Cauchy
t=7n, (3.23)
de maneira que um movimento de corpo rigido é descrito como [Pimenta, 2006]
Qt =7 Qn — Qmn=7Qn — r =QrQT, (3.24)

0 que prova que o tensor tensao de Cauchy é afetado por movimentos de corpo rigido.

O primeiro Piola-Kirchhoff é escrito como
PF =J71, (3.25)
onde
J = det(F/) = det(QF) = det(Q) det(F) = det(F) = J. (3.26)
Apos algumas manipulagoes algébricas, o primeiro Piola-Kirchhoff é escrito como
P =QP. (3.27)

Por fim, o segundo tensor de Piola-Kirchhoff é descrito ap6s um movimento de corpo

rigido como

’ r—1

S =F P =(QF HQP=F'Q 'QP=F 'P =8, (3.28)

ou seja, o tensor S é uma medida objetiva e invariante de tensao. Com isso, prova-se que o
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par conjugado S — E forma uma medida objetiva, invariante a movimentos de corpo rigido.

3.2 Relagoes constitutivas

Com as definicoes estabelecidas acima, ainda nao é possivel modelar completamente
um problema fisico real dentro da mecanica do meio continuo. E necessario que se esta-
beleca uma relacao que mapeie o comportamento do campo de deslocamentos do corpo em
decorréncia da aplicacao, por exemplo, de um carregamento externo. Essa ideia introduz o
conceito de relacao constitutiva para o material.

De acordo com Marsden e Hughes [1983], a relagdo constitutiva exerce dois papéis
fundamentais em um problema na mecéanica do continuo. Primeiro, funcionais diferentes dis-
tinguem diferentes classes de materiais (materiais elasticos, fluidos, materiais com memoria,
etc.), e formas especificas de funcionais determinam materiais especificos. Segundo, as re-
lacoes constitutivas geram equagoes adicionais para a determinacao do equilibrio, tornando o

problema formalmente bem posto, ou seja, agora existem tantas equacoes quanto incognitas.

3.2.1 Hiperelasticidade

Materiais elasticos nos quais o trabalho é independente do histérico do carregamento
e dependem somente da deformacao sao conhecidos como materiais hiperelasticos. Esses
materiais sao caracterizados pela existéncia de uma funcao de energia armazenada que é um

potencial para a tensao [Marsden e Hughes, 1983]

ov
S= 5 (3.29)

onde ¥ é um potencial que representa a energia armazenada e E é o tensor deformacao de
Green-Lagrange, o resultado da derivada do potencial baseado na energia de deformagao do
material em relacao ao tensor deformacao de Green-Lagrange é o segundo tensor tensao de
Piola-Kirchhoff, seu conjugado energético.

Uma vez obtido o segundo tensor tensao de Piola-Kirchhof, a relacao estabelecida
na Equacao 3.12 é usada para obter o tensor de Cauchy.

A relagao constitutiva tangente é obtida através da derivada do segundo Piola-

Kirchhoff em relagao ao tensor deformacao de Green-Lagrange, de maneira que um tensor
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que mapeie a relacao entre deformacao e tensao seja obtido

oS 0*w

D= E - JEE’ (3.30)

sendo esse tensor de quarta ordem conhecido como tensor elastico constitutivo.
Neste trabalho, a relacao constitutiva tangente é necessaria em funcao do método
iterativo aplicado (segdo 4.3.1), uma vez que o mesmo é implementado linearizando a rigidez

para cada incremento de carregamento.

3.2.2 Modelo de material de Kirchhoff - Saint Venant

O modelo de material classico, que representa a lei material linear de Hooke, é

conhecido como modelo de Kirchhoff - Saint Venant e é escrito como [Wriggers, 2008
1 2
Visv = 5A (Ew)” + pEiEij (3.31)

onde notacao indicial ¢ aplicada para melhor entendimento, A e i sao a primeira e segunda
constantes de Lamé, respectivamente. FEstas constantes estao diretamente relacionadas a
mudancas de volume do so6lido, no caso de A e & deformacoes, ou seja, mudancas de forma
do so6lido no caso de p.

Escreve-se o modulo de Young F e o coeficiente de Poisson v através dessas cons-
tantes

vE FE

A aToa=my M T

(3.32)

Esse modelo é usualmente utilizado em otimizacao topologica com anélise linear,
quando a relagao entre tensao e deformacao é considerada constante.
A tensao correspondente ao material de Kirchhoff - Saint Venant é escrito usando a

Equacao 3.29

O tensor elastico para o material é definido na Equacao 3.30, e para o modelo
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apresentado, ¢ dado por
Dk = X0k + o (0irdji + 0udjk) (3.34)

onde fica evidente a independéncia com o estado de deformagoes. Essa é uma das relagoes
mais simples entre tensao e deformacao na elasticidade.

Embora seja suficiente, em muitos casos, utilizar esse modelo para a andlise, para
problemas em otimizacgao topologica considerando nao linearidades essa simplificacao pode

resultar em problemas na modelagem numérica.

3.2.3 Modelo de material Neo-Hookeano

Ao considerar nao linearidade geométrica ao problema de otimizacao topologica, es-
pecial atencao deve ser dada as regides que representam vazios (ou voids). Como a densidade
relacionada & essas regioes é baixa, esses elementos estao sujeitos a deformacoes excessivas.

A baixa rigidez imposta aos elementos pelo modelo de Kirchhoff - Saint Venant
pode fazer com que elementos nas regides de vazios tenham sua area tendendo a zero, ou
até mesmo apresentar elementos em que o jacobiano seja menor que zero. Esse problema faz
com que a formulagao apresente erros de condicionamento numérico. Uma solucao viavel é
a aplicagao de modelos que imponham uma maior rigidez aos elementos da malha.

O modelo de material Neo-Hookeano! é uma extensao da lei isotropica linear (Lei de
Hooke) para grandes deformacgoes [Wriggers, 2008|. Neste trabalho é aplicada uma fungao
energia de deformagao para um material hiperelastico compressivel Neo-Hookeano [Klarbring

e Stromberg, 2013|

1 2 M
onde J é o jacobiano do gradiente de deformagoes (eq. 3.4) e C é o tensor de Cauchy-Green
a direita.

O segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff pode ser obtido da mesma maneira que

0 anterior

Sij =An(J)C;t + 1 (6, — C5') (3.36)

1]

TO termo Neo-Hookeano é sugerido por Rivlin [1948)].
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onde foi usada a seguinte rela¢ao para a derivada acima [Wriggers, 2008]

oJ

= JC;'. (3.37)

O tensor constitutivo tangente do material nao ¢ mais constante, como no caso da
lei de material de Kirchhoff - Saint Venant, possuindo agora dependéncia com o logaritmo

do jacobiano e o tensor de Cauchy-Green a direita

Dijir = AXC;'Ct = AN (J) A + 1A » (3.38)
onde
80231 1,1 —1,v—1
Aijrr = OB, (Co'Ci' +C Oy (3.39)

foi utilizado para simplificar os calculos.
A escolha de uma funcao energia de deformacao diferente do modelo de material
linear de Kirchhoff - St.Venant se deve ao seu comportamento quando sujeito a grandes

deformacoes na compressao e tracao.

3.2.4 Comparagao entre os modelos

A Figura 3.2 demonstra o comportamento dos dois funcionais em um ensaio uniaxial,
onde x1 = vXy, xr9 = Xy e x3 = X3 para um alongamento v > 0. E possivel observar que

para v = 1, ambos modelos apresentam a mesma rigidez (k = 97/0).
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Figura 3.2: Tensao de Cauchy em funcao do alongamento v na diregao x; (E = 1.0e v = 0.3).

O modelo de material de K - StV apresenta o comportamento de 7 — 0 quando
v — 0, além de tender a infinito rapidamente quando sujeito a tracao. No modelo Neo-
Hookeano, implementado neste trabalho, 7 — —oo quando v — 0 e tendendo a infinito mais
suavemente quando em tracao.

Segundo Klarbring e Stromberg [2013], em problemas de otimizagao topologica, o
desempenho numérico do modelo de K - StV & sempre pior para modelar a tensao do que
qualquer modelo que inclua um comportamento fisico mais apropriado para a compressao.
Isso se deve, principalmente, & modelagem das regioes de baixa densidade que surgem na

otimizacao topologica.

3.2.5 Estado plano de tensoes

Uma vez que a tensao e a deformacao sao tensores de segunda ordem, um tensor
que os relacione serd um tensor de quarta ordem, e este é o caso do tensor D. Para um
problema tridimensional, o tensor D possui 81 incognitas (31) , ou seja, seriam necessarias
81 componentes para que fosse possivel descrever uma relacao entre tensao e deformagao
para um material linear eléstico genérico. Porém, a partir de algumas consideracoes é pos-

sivel reduzir o numero de componentes independentes. O fato de os tensores de tensao e
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deformacao serem simétricos levam a duas simplificacoes

Tij = Tji — Dijir = Dy (3.40)
Ey = By, — Dijkl = Dijlk- (3-41)

Derivando a energia de deformacao especifica, a sua forma quadratica sugere mais

uma simetria no tensor constitutivo, dado por
Dijii = Digji - (3.42)

Com isso as 81 componentes se tornam 21.

Além disso, considerando-se um material isotropico, o tensor pode ser reduzido para

T11 Diiin Diiza Diioe 0 0 0 En
T22 D111 D1z 0 0 0 Es
a3 | Dy 0 0 0 Es3
To3 - Dozaz 0 0 2E53
Ti3 sim. Da3a3 0 2F3
| 712 | i Da3a3 11 2F i

Aplicando as hipoteses da elasticidade plana (estado de tensdes e deformagoes
planos) pode-se realizar mais uma simplificacdo para esse tensor. Para o caso do estado
plano de tensdes (EPT), define-se como sendo nulos alguns componentes do tensor tensao

que agem na direcao perpendicular ao plano desconsiderado
T3 = Tog = T33 = 0. (3.43)

Entao, o tensor é reescrito como

* *
T11 Diyp Dijg 0 Ey
—_— *
T2 | — Diyp 0 Ey )
3 *
T12 sim. D304 2F19

o que reduz as 81 constantes elasticas para apenas 2, uma vez que a componente D3,,, pode

ser escrito como funcao das outras duas.
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4. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Dentre os diversos métodos aplicados para a solucao das equagoes diferenciais que
surgem da determinacao do equilibrio linear ou nao linear do meio continuo, o método
dos elementos finitos (MEF) é o mais conhecido e aplicado. O MEF ganhou notoriedade
juntamente com o advento da computagao. Baseado no método de Rayleigh-Ritz, o MEF
prevé a divisao do dominio de integracao em subdivisoes, os elementos finitos. Assim, ao
invés de buscar uma funcao que atenda todo o dominio de integracao, sao buscadas solucoes
que atendam cada elemento finito de forma individual. Existe uma vasta bibliografia citando
o MEF, as consideragoes necessarias para discretizar o problema continuo, as formulagoes
forte e fraca, o principio variacional, etc.

Uma descrigao mais detalhada do método nao é o escopo deste trabalho, que pode
ser encontrado nos diversos textos sobre o assunto. Para uma completa descricao do MEF
é sugerida a leitura de livros como Belytschko et al. [2014]; Bathe [2010]; Wriggers [2008];
Hughes [2000]; Zienkiewicz e Taylor [2000], entre outros.

4.1 Elemento quadrilatero bilinear isoparamétrico

O elemento mais utilizado em problemas com nao linearidade geométrica em otimiza-
¢ao topologica é o elemento quadrilatero bilinear isoparamétrico Q4. Apesar do elemento
possuir um baixo grau de interpolacao, esse é o elemento utilizado na maioria dos trabalhos
citados nesta pesquisa.

O elemento Q4 é composto por quatro nos, localizados nos vértices do elemento, e de-
fine um campo retangular de interpolacao linear, ou seja, todos os valores intermediarios aos
atribuidos aos nos tém sua posicao definida dentro do elemento através de funcoes interpo-
ladoras de primeiro grau. Os valores atribuidos a esses n6s servem para definir deslocamentos
e geometria, por exemplo. Uma vez que o elemento é do tipo isoparamétrico, as mesmas

funcoes de interpolagao sao usadas para todos os casos.
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As fungoes de interpolacao do elemento sao definidas como [Bathe, 2010]

Ni(€,¢) = 0,25(1=¢)(1 =)
Ny(€,¢) = 0,25(1+&)(1 ()
N3(&,¢) = 0,25(1+&)(1+¢)
Ny(&,¢) = 0,25(1 =& (1 +¢) (4.1)

A Figura 4.1 apresenta o elemento Q4, e seus pontos de integracao, representados

no eixo paramétrico e cartesiano.

* * LX), &(X2)

>
>

-1 0 1

[
.. L&

Figura 4.1: Elemento finito quadrilatero isoparamétrico Q4 e transformacao de coordenadas.

Através das funcoes de interpolacao, apresentadas na Equacao 4.1, é possivel obter
o campo de deslocamentos

n

up =Y N;i(£¢)di, (4.2)

i=1
onde n é o nimero de nos e d; representa o campo de deslocamentos calculado nos nés do
elemento finito.
Como visto na secao 3.1, o gradiente de deformagoes é calculado através da infor-
macao das derivadas dos deslocamentos.

Essa derivada é obtida através de

U5 = Z Ni,j (57 C) dz ) (43)
=1
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onde

ON;

é a derivada das funcoes de interpolagao em relagao aos eixos cartesianos.

Para um problema bidimensional, essa derivada é obtida fazendo

BNZ' aNi
0X1 — JfT o€
AN; aN; |’
0X2 ¢
onde
1 9Xs  _9Xo
J-T — aC D€
det(J) | _oxa  oxy |’
aC o€

¢ a matriz Jacobiana [Wriggers, 2008]. Essa matriz carrega as informagoes do mapeamento
entre os sistemas de coordenada paramétrico e cartesiano.

O calculo das integrais envolvidas na solucao do problema de elementos finitos é feito
através de integragao Gaussiana. No elemento Q4 com 4 pontos de integracao, os pesos e
pontos de integracao dentro do elemento sao dados pelos valores apresentados na Tabela 9.1,
no Anexo I. A unica medida que nao é avaliada nos pontos de integracao é a tensao de

Cauchy, avaliada no centroide do elemento finito (£ = ¢ = 0).

4.2 Formulagao Lagrangiana Total

Na formulagao de elementos finitos para elasticidade linear infinitesimal, assume-
se que os deslocamentos na malha do MEF sao infinitesimais, ou seja, as configuragoes
deformada e indeformada se confundem.

Uma vez que a andlise nao linear é empregada, torna-se necessario se escolher a
formulacao que descreve o movimento das particulas do corpo. Existem diversas maneiras
de descrever a cinematica do corpo, e acompanhar o movimento dessas particulas. Entre
as formulagoes mais conhecidas estao o Lagrangiano Total e o Lagrangiano Atualizado.
Enquanto o primeiro observa o movimento a partir da configuracao indeformada do corpo,
o segundo descreve o movimento a partir de um sistema de coordenadas posicionado na

configuracao deformada.
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A escolha por uma formulacao ou outra depende exclusivamente do problema que se
deseja modelar e da efetividade das relacoes constitutivas empregadas. Os resultados para
ambas as abordagens devem ser os mesmos.

Neste trabalho, uma formulagao baseada na descricao Lagrangiana Total do movi-
mento é implementada. Todas as integrais e matrizes para o problema de elementos finitos
sao avaliadas na configuragao indeformada do corpo. Essa formulacao geralmente é escolhida
para a analise de solidos e estruturas por representar uma aproximacao mais natural e efetiva
do que a formulacao Euleriana [Belytschko et al., 2014].

Usando a formulagao do Lagrangiano Total para descrever o movimento do corpo em
uma analise estatica, escreve-se a seguinte equacao, utilizando o principio dos deslocamentos

virtuais,

/ SéEdOV:/ f”éudOV+/ £ su®d’s, (4.5)
oy oy 0s

onde f? e £* sdo as forcas de corpo e de superficie, respectivamente. No tensor S estdao contidas
as componentes do segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff como na Equacao 3.36, E sao as
componentes do tensor deformacao de Green-Lagrange, que correspondem ao deslocamento
virtual du, Ju® sao os deslocamentos virtuais em relacao a superficie °S e °V & o volume do
corpo na configuracao indeformada.

A Equacao 4.5 em conjunto com as defini¢coes para S e E formam as equagoes basicas
para a solucao do problema estrutural em uma andlise nao linear, usando a formulacao
Lagrangiana Total.

Entretanto, devido o alto grau de nao linearidade nessas relagoes, o mais indicado é
realizar a linearizacao da equacao 4.5 e, gradualmente, reduzir essa aproximacgao de maneira

iterativa [Wriggers, 2008].

4.3 Equacgoes para a andlise incremental

Na anélise incremental, busca-se o equilibrio da estrutura no instante ¢+ At baseado
nos resultados ja conhecidos para o instante ¢, onde t é conhecido como pseudo tempo. Esse
parametro apenas auxilia o entendimento de que os carregamentos aplicados variam para as

diferentes configuracoes.
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Para a analise incremental, os deslocamentos, deformacoes e tensoes sao expressos

por
HAtui = tui -+ AUZ s (46)

AR = "B+ AEy, (4.7)

t+AtSij — tSij + ASU ) (48)

onde "u; sdo os deslocamentos, "E;; sdo as deformagoes e *S;; sdo as tensoes ja calculadas no
instante ¢ e Au,;, AF;; e AS;; sao os incrementos a serem determinados.
Inserindo a Equagao 4.6 no tensor deformacao de Green-Lagrange e usando a Equa-

¢ao 4.7, o incremento de deformacao é escrito da seguinte forma
AEZ']' = ﬂij + T]ij s (49)

onde ¥;; ¢ um tensor que representa a parte linear do incremento de deformagoes

1 <8Aui OAu; — OAuy O'uy  O'uy 8Auk)

V=5 PX; T PX, | PX, X, OX; DX, (4.10)

e 1;; € um tensor que representa a parcela nao linear do incremento de deformacao

Como as variacoes sao determinadas em relacao a configuracao no estado t + At, é

possivel escrever
5t+Atui = 5Auz e 5t+AtEZ‘j = 5AEU . (412)

Usando a decomposicao da Equacao 4.8, a relacao de equilibrio estabelecida na

Equagao 4.5 é escrita no estado t + At como

/ ASZ] 5AEU d°v + / tSij 5’/]” AV = / t+Athb WYAXTE d°v +
oy oy oy,

/ t+Atfl-s 5Auf dOS - / tSZ'j 5’192J dOV . (413)
0g oy
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Considerando as aproximacoes AS;; = D,V e 0AE;; = 69,;, a Equagao 4.13 é

reescrita da seguinte forma

/ Dijkl ﬁij 519]@1 dOV + / tSZ‘j 5’/]” dOV = / H—Atfib 5Aul dOV +
oy oy oy,

/ t+Atfis 5Auf dOS — / tSij 519@] dOV s (414)
08 \%4

0

onde o lado direito da Equacao 4.14 representa o trabalho virtual, e o lado esquerdo é
conhecido como matriz tangente. A expressao nao estd inicialmente em equilibrio, sendo
necessario que seja resolvida de forma iterativa até que o equilibrio seja verificado.

A Equacao 4.14 esta escrita na forma continua, a transformacao para uma formu-
lacao de elementos finitos é uma solucao bastante eficaz para resolvé-la.

Utilizando os incrementos de deslocamento Aw; e as matrizes de transformagao

linear, o primeiro e tltimo termo da Equacao 4.14 sao escritos como

/ Diji0ij 09, d°V = Au” / B/ DB d°ViAu, (4.15)
oy oy

/ 1Sy 00, A"V = / Blsd’ViAu, (4.16)
oy oy

onde D é o tensor constitutivo do material, e s ¢ um vetor contendo as componentes do
segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff.

A relagao nao linear é descrita como
/ £S;;ond°V = Au” / B SBxr d°ViAuU, (4.17)
oy oy

onde S é uma matriz com as componentes do segundo Piola-Kichhoff, sendo as mesmas
contidas no vetor s.

Para a analise por elementos finitos, as forcas externas aplicadas e as forcas de corpo
sao transferidas para os nos do elemento finito

bratg T oAu = / BrAtgh  sAud’V + / Fratgs sAutd°V . (4.18)

ext
oy 08
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O estado de deformagao gera um campo de esforcos internos no corpo que também

sao transferidos para os nos, da seguinte forma
0 = / Bl 'sdV . (4.19)
oy
Com os vetores de forcas externas e internas definidos é possivel obter o vetor residuo
t — t+Atf _ tf' 4 20
r ext int - ( . )

A matriz de rigidez para pequenos deslocamentos, que representa a parcela linear,

é escrita como
Ky, :% B{DB.d"V, (4.21)
1%
e a parcela nao linear é escrita como
Ky, = z BL, 'SByy, d°V . (4.22)
1%

Com isso, a equacao que representa o problema nao linear, na forma de elementos

finitos, é escrita como
tKAll = (tKL + tKNL) Au = tI‘, (423)

onde a montagem das matrizes By, Bnr,, S e s estd melhor definido no Anexo I.

A Equacao 4.23 é utilizada para calcular os incrementos de deslocamentos, que
sao usados para avaliar os incrementos de deformacao e tensao interna, correspondentes a
configuracao do corpo no estado t + At.

Cada vez que os incrementos sao calculados e somados aos valores obtidos no estado
t, o equilibrio é conferido, ou seja, o estado de tensao interna representados nos noés da
malha devem ser iguais ao valor do carregamento externo aplicado. Caso isso nao se verifique
dentro de uma tolerancia predeterminada, o procedimento continua e um novo conjunto de
incrementos é determinado, até que os estados de tensao se igualem.

Existem diversos métodos que podem ser empregados para se chegar a configuracao
no estado t+ At que represente o equilibrio. O método iterativo de Newton-Raphson é usado

neste trabalho para determinar o equilibrio da estrutura.
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4.3.1 Meétodo de Newton-Raphson

Dentre os diversos métodos iterativos utilizados para determinacao do equilibrio
estatico de analises nao lineares, o método de Newton-Raphson surge como a primeira escolha
pela sua simplicidade na aplicacao e precisao dos resultados.

Segundo Alves Filho [2012], o método iterativo de Newton-Raphson pode obter me-
lhores resultados se aplicado juntamente com algum método incremental na aplicagao do
carregamento externo, ou seja, a aplicacao do carregamento externo é efetuada gradativa-
mente.

A Figura 4.2 apresenta um exemplo da aplicacdo do método de Newton-Raphson
com o carregamento externo sendo dividido em duas etapas.

Esse método, ou alguma das variacoes dele, é bastante aplicado em algoritmos de
solugao de programas comerciais ou rotinas de calculo para anélise nao linear. Neste tra-
balho é aplicado o método de Newton-Raphson padrao, onde a matriz tangente de rigidez é

calculada para cada incremento de deslocamento.

fl\

Af, 0 |
tan(0) — K i
f -J4---- M- ___-—_-—_-Z--Z|Z~ Y :
, , L ? |
| 2 |
Af; o r| |
Au! Au? |

—_ T : : >I/t
, Aug Aug, :
| u |

Figura 4.2: Exemplo da aplicagao do método de Newton-Raphson em conjunto com uma

andlise incremental para o carregamento externo.
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O método consiste em fazer, inicialmente, uma aproximacao linear para o problema.
Isso significa calcular o equilibrio usando a matriz de rigidez linear do sistema e, gradual-
mente, atualizar a matriz de rigidez tangente com os incrementos de deslocamentos obtidos
com a solucao de um sistema linear.

Assim que o procedimento alcanca um erro menor do que uma tolerancia pré-
especificada, o incremento de carga é atualizado, e o procedimento é iniciado novamente.

O método de Newton Raphson em conjunto com o procedimento de incremento no
carregamento esta descrito no pseudo codigo abaixo.

Neste trabalho, o incremento de carregamento é estabelecido em ! = 0.5, ou seja,

Afl - Afg - ezt/2-

1. Inicializa o contador do incremento de carga i = 1 e determina ¢;
2. inicializa o contador de iteracoes j = 0;

3. calcula o vetor residuo r;(u) = @f.., — 7, (u);

4. calcula o erro ||r}||;

5. enquanto (erro > tolerancia):

(a) determina a matriz de rigidez tangente K(u);
(b) resolve Au/ = K™ 'r;

(c) atualiza os deslocamentos /™! = v/ + Au/;

(d) calcula o vetor residuo r; (1) = pf.,, — £25 (u);

(e) calcula o erro |[|r;i1]]2;

(f) atualiza o nimero da iteracao j = j + 1.
6. atualiza o contador do incremento de carga ¢ =1 + 1;

7. atualiza o incremento de carga ¢’ = ¢! + p, ¢ < 1, e volta ao passo 2.

Apesar de muito utilizado, o método de Newton-Raphson possui algumas limitagoes.
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Enquanto a matriz de rigidez do problema é positiva definida, o método é bem sucedido na
busca pela trajetoria de equilibrio do sistema.

No entanto, em casos onde a matriz de rigidez do sistema passa para uma condi¢ao
de negativa definida, a trajetoria de equilibrio do sistema nao pode mais ser seguida.

Em geral, essa transicao na condicao da matriz de rigidez ocorre quando a curva
carregamento por deslocamento muda, ou seja, essa relagao passa de ascendente para um
trecho descendente, conforme mostra a Figura 4.3. No ponto limite, de derivada zero, a

matriz de rigidez tende a se tornar singular.

f

ponto limite

Figura 4.3: Trajetoria de equilibrio com ponto limite.

Porém, mesmo antes desse ponto, quando o niimero de condicionamento da matriz
de rigidez tangente comeca a aumentar excessivamente, o método de Newton-Raphson ja
apresenta problemas.

Uma alternativa para superar esse problema é o uso de métodos baseados em com-

primento de arco [Fafard e Massicotte, 1993; Crisfield, 1997].
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5. OTIMIZACAO ESTRUTURAL

A otimizacao topoldgica pode ser considerada como uma das ramificagoes mais re-
centes da otimizagao estrutural [Haftka e Giirdal, 1991; Arora, 2004]. Otimizagao estrutural
¢ um campo bem estabelecido na area de mecanica dos solidos. Desde meados do século XIX
esse campo vem sendo estudado e aprimorado. A importancia desse tipo de analise para o
projeto mecanico cresce com o continuo aumento da demanda por componentes cada vez

mais eficazes, e que tenham a minima quantidade de matéria-prima empregada.

5.1 Breve histoérico da otimizacgao estrutural

A resolucao dos primeiros trabalhos cientificos de otimizacao estrutural sao atribui-
dos a Maxwell na década de 1870, no qual seu objetivo era calcular o campo de tensoes
principais a que um determinado volume estaria sujeito, considerando condicoes de con-
torno. Usando teoria da elasticidade, Maxwell colocou barras dispostas de forma a estarem
alinhadas sobre o campo de direcoes de tensoes principais calculados, com isso ele chegou a
uma estrutura de trelicas onde os componentes (barras) estariam sujeitas a esforgos apenas
de compressao e tracao. Essa configuracao seria o projeto 6timo onde a estrutura obtida
suporta o carregamento aplicado com o menor volume de material.

Posteriormente Michell [1904], utilizou a ideia para projetar diversos tipos de es-
truturas com a menor quantidade de material. Como os resultados obtidos por Michell
eram considerados impossiveis de serem reproduzidos na época, os seus trabalhos ficaram
esquecidos por algumas décadas.

O desenvolvimento das técnicas de programagao linear por Dantzig [1963], junta-
mente com o advento da computacao digital, conduziram a aplicacao de técnicas de pro-
gramagao matemética ao projeto de vigas e poérticos no regime plastico, como descrito por
Heyman [Vanderplaats, 1999].

Um dos primeiros avangos nos métodos modernos de programagao matematica (PM)

para otimizacao estrutural foi feito por Schmit, em 1960, ele introduziu a ideia de unir a
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analise estrutural por meio do método dos elementos finitos e um método de programacao
matemaética ndo-linear para criar projetos de 6timo automatizados [Cheng, 1994]. Entre-
tanto, os primeiros trabalhos usando PM sofreram com a incapacidade de resolver problemas
em larga escala, complicados e com muitas variaveis de projeto.

Basicamente, um problema de otimizacao estrutural pode ser escrito na forma

padrao como

min : f (x)
X
s.a. : equacoes de equilibrio
cgi(x) > a<a i=1,...,n

chi(x) =b=b"  j=1,....m (5.1)

onde f(x) é o funcional que se deseja minimizar, & é o vetor que representa as variaveis de
projeto, g;(x) sdo as n restri¢oes de desigualdade e h;(x) sdo as m restrigdes de igualdade. A
escrita do problema de otimizacao na sua forma padrao é recomendada para um entendimento
mais facil do problema, e também para a maior facilidade na implementacao do método de
programagcao matematico escolhido.

Convém lembrar que pequenas modificacoes podem ser feitas no problema para
escrevé-lo na forma padrao, por exemplo, maximizar um funcional f é o mesmo que minimizar

—f ou % [Arora, 2004|.

5.2 Otimizacgao topolégica de estruturas

O proposito da otimizagao topoldgica é encontrar a melhor distribuicao de material
para uma estrutura dentro de uma regiao pré-especificada (dominio). As tinicas quantidades
conhecidas no problema sao, por exemplo, as cargas aplicadas, as condigoes de apoio, o
volume da estrutura a ser construida e algumas restrigoes adicionais de projeto [Bendspe e
Sigmund, 2003].

Otimizacao topologica passou a ser um tema discutido no meio académico a partir
do trabalho publicado por Bendsge e Kikuchi [1988]. A partir desse momento, o método
foi rapidamente absorvido na industria aerondutica e automobilistica, principalmente na

Europa, EUA e Japao.
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Para o problema de otimizacao topologica, a aproximacgao para o conjunto de ten-

sores admissiveis consiste em

D € L>(Q)
D — 1QmatD0
1 se xeQmat (5.2)
]_Qmat =

0 se xe%,

[, Tgmer dQ = Vol(Qmet) <V,

onde a ultima integral calcula a quantidade de material disponivel, o tensor D é o tensor
constitutivo que define o material isotropico base e, normalmente, se escreve a primeira linha
da Equagao 5.2 para indicar o espaco de funcoes integraveis de Lebesgue, um indicativo que
a distribuicao de material pode assumir valores descontinuos.

A aproximacao geralmente usada para resolver esse problema é substituir as varidveis
inteiras por variaveis continuas, e entao introduzir alguma forma de penalizacao que conduza
a solugao a forma discreta de 0 ou 1 [Bendsge e Sigmund, 2003]. Uma das primeiras tentativas
nesta diregao sdo os métodos de homogeneizacao [Bendsge e Kikuchi, 1988].

Contudo, esses métodos se mostram satisfatorios apenas para problemas que en-
volvam a extremizagao de funcionais baseados na flexibilidade, onde a microestrutura que
otimiza a rigidez localmente é conhecida. Em casos que nao envolvam a otimizacao de
flexibilidade outros métodos devem ser buscados [Sigmund, 2001].

Um método que substitui com vantagens os métodos de homogeneizagao é o SIMP
(Solid Isotropic Material with Penalization, na sigla em inglés) [Bendsge, 1989).

No SIMP, uma relagao entre uma pseudo-densidade e o tensor constitutivo do ma-

terial é escrito como

D=5"D’ k>1,

_ ) (5.3)
fofi(@)dQ<V; 0< (@) <1, zeQ,

onde DY ¢ o tensor constitutivo do material base.
Se a microestrutura do composito corresponde a um material bifasico, onde uma das
fases representa um vazio ou void e a outra é o material base, para que a mistura represente

um modelo termodinamicamente admissivel, o modulo de compressao volumétrico k e o
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modulo cisalhante p do tensor D(p;) devem satisfazer os limites de Hashin-Shtrikman [Jones,
1999|.

Em um estado de elasticidade plana, esses limites correspondem a

~ 0,0 ~ ..0,,0
PrER e 0<u< prE

0<k< = _ ,
T (1=p)RO+ 0 0 T (T =p) (KO +2u0) + KO

(5.4)

onde % e 1° sdo os modulos volumétrico e de cisalhamento do material base nao penalizado,

respectivamente. Estes podem ser escritos como

0 EO 0 EO
_ _ 5.5
TToa—wy ¢ P T aa oy (5:5)

substituindo as equages acima na Equagio 5.4, chega-se a [Bendsge e Sigmund, 1999]

2 4
1—20" 1410

k> max{ } (em 2D). (5.6)

Essa condicao, na pratica, indica que para que o modelo proposto pelo SIMP res-

peite os limites da lei de mistura de Hashin-Shtrikman, o menor valor para o expoente de

1

penahzagao ocorre para CasoSs em que vV = 3

e, consequentemente, k = 3.

Uma grande vantagem do SIMP é que as propriedades do material sao ponderadas
por apenas uma variavel de projeto. Por exemplo, o médulo de elasticidade de uma densidade
intermediéria é escrito como E; = p; E?.

Essa é uma das principais caracteristicas que fazem esse método superior ao método
de homogeneizacao, em que diversas variaveis sao consideradas, o que simplifica o processo
de solucao do problema de otimizagao [Zuo et al., 2007].

Neste trabalho, com o intuito de evitar problemas de condicionamento numérico,

uma vez que as densidades fisicas p; podem assumir valores igual a zero, o modulo de Young

é penalizado da seguinte forma
E; = Epin + 5ik(E0 — Enin) 5 (5.7)

onde E,,;, ¢ um valor minimo aplicado ao modulo de Young do i-ésimo elemento, para evitar

problemas numeéricos, e £° é o modulo de Young do material base.
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5.2.1 Meétodo das assintotas moveis

O método das assintotas moveis (MMA) [Svanberg, 1987], é um dos métodos ma-
tematicos mais utilizados em otimizacao estrutural para a atualizacao das varidveis de pro-
jeto. Esse método pode ser entendido como uma generalizacao de métodos de programacao
mateméatica amplamente aplicados em otimizagao estrutural, como o SLP (Sequential Linear
Programming, na sigla em inglés) [Nocedal e Wright, 2006] e 0 CONLIN (CONwvex LINeariza-
tion method, na sigla em inglés) [Fleury, 1989].

Basicamente, o problema primal do MMA ¢é escrito como

m:gn : fo(x) (x € R")

s.a.: fi(x) < f; i=1,..,m (5.8)
onde n é o numero de variaveis de projeto e m é o ntimero de funcoes de restricao do
problema, e  é um vetor que contém as variaveis de projeto.

Para resolver o problema da Equacao 5.8, um subproblema estritamente convexo é
gerado. Esse problema utiliza variaveis auxiliares que sao usadas para a solucao do subpro-

blema por um método dual [Svanberg, 1987|, e que sao definidas como

1 1

) =5 —gy o =g

(5.9)

onde L,, e U, sao as assintotas moéveis inferiores e superiores, respectivamente, que ajudam a
estabilizar e acelerar a busca pela convergéncia. A possibilidade de se mover estas assintotas
durante o processo de convergéncia é que torna essa método mais eficiente e robusto que o
SLP e o CONLIN, por exemplo.

Durante a k-ésima iteracao, as assintotas moveis sao escolhidas de maneira que

sempre satisfacam
Lh<ab<ur  j=1,....n. (5.10)

Primeiro, define-se para cada i = 0,1, ...,m, a restrigao fF como

nelem pk qk
k k iJ ij
/ = " 5.11

J
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onde
Uk—l?zaia., aza>0
Py = (U} —a5)" 0fi/0z;, se 0fif0x; (5.12)
0, se 9fi/0w; <0
0, se Ofy/0x; > 0
% = 2 ' (5.13)
— (af = L})" 0fi/0x;, se 0f;/0x; <0
nelem k k
ri = fi(x") — Z (U’? _] - + - _JLI?> , (5.14)
_]=1 J 7

onde todas as derivadas 0f;/0z; sdo calculadas em z = z*. E é visto que, se p;; # 0, ¢;j =0
e vice-versa.

As derivadas segundas sao dadas por

o2 fk 2 pk. 2 gk
af;: e ) (5.15)
o (U =) (w - L)
e
o2 £t
i =0 se j#I,
Oz
onde é visto que, como pfj >0e qu >0, fF é uma funcio convexa |Svanberg, 1987).
Considerando-se z = z¥, a Equacao 5.15 se reduz a
28fi/811,‘j afz
o2 fk Sl se >0
b oz R (510
O — x,fZ_/L,f] ,  se % <0
J J

o que indica que quanto mais proximos L; e U; sao escolhidos de x;, maior o valor das
derivadas segundas. Consequentemente maior curvatura é dada as aproximacoes calculadas
por f; e, portanto, mais conservadoras sao as aproximagoes do problema original [Christensen
e Klarbring, 2009].

Svanberg [1987] utiliza a seguinte aproximagao heuristica para a determinacao dos
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limites para as duas primeiras iteragoes (k=0 e 1)

L = af —so (T — ;) |

onde T; e z; sao os limites maximo e minimo estabelecido para as varidveis de projeto, e
0<sg< 1.

Para k > 2, se os sinais de a:;“ — xf’l e xf’l — a:f’Q sao diferentes, significa que

os valores das variaveis de projeto estao oscilando, e uma aproximacao mais conservadora é
estabelecida, ou seja, os valores das assintotas sao modificadas para ficarem mais proximas

k
de T

J
Uy =ab+s (U =2, (5.18)

onde 0 < s < 1.

Caso os sinais da relacao entre iteragoes sejam iguais

k k = (k-1 k—1
Li=af -5z = Lj) .
Uy =i +5 (U —ab™) | (5.19)

onde s > 1, um processo inverso é realizado, acelerando o processo de convergéncia. Através
das equacoes acima, fica claro que as variaveis s estabelecem a aproximacao para as assin-
totas. Observa-se também que, para valores de £ > 2 o método comeca a usar valores de
iteragoes anteriores para a escolha dos novos limites, acelerando a busca pela convergéncia.

Neste trabalho, devido a problemas na convergéncia, o MMA ¢é reinicializado algu-
mas vezes durante o processo de otimizagao. As informacoes referentes as iteracoes anteriores
sao apagadas, e é necessario determinar s, novamente.

Além disso, é proposta uma alteracao no valor de sy em relacao aos valores tradi-
cionalmente usados. Como visto anteriormente, esse parametro determina o grau de cur-
vatura das duas aproximacoes iniciais do método.

Em funcao da dificuldade de controlar a restricao de tensao no problema de otimiza-

¢ao0, é necessario que o MMA desconsidere os valores anteriores das variaveis de projeto, e
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use uma aproximacao bastante conservadora para determinar os limites moveis durante as
duas iteracoes subsequentes as reinicializacoes.
Na secao 6.4 é explicado como se d& a modificacao de sy e o problema que origina

a perda de convergéncia pelo método.

5.2.2 Otimizacgao topolégica em mecanismos flexiveis

O projeto de mecanismos flexiveis ganhou notoriedade justamente quando técnicas
de otimizacao comecaram a ser empregadas no projeto. Os primeiros trabalhos nesta area sao
atribuidos a Ananthasuresh e Kota [1995], Sigmund [1997|, Larsen et al. [1997], Nishiwaki
et al. [1998] e Kikuchi et al. [1998].

Sigmund [1997] utiliza uma fungao objetivo que busca maximizar a relacao das forcas
de saida e de entrada do mecanismo, conhecida como vantagem mecanica (VM), com uma
fragao do volume inicial de projeto. Em projetos de mecanismos de corpo rigido, a vantagem
mecanica ¢ um dos aspectos mais importantes da anélise e, segundo o autor, através deste
procedimento seria capaz de controlar os niveis de tensao a que o mecanismo esti sujeito
através do controle do deslocamento de entrada.

Escreve-se o problema de otimizacao no trabalho como

min : -VM
p
s.a. V(p) <V*
i < 1 (5.20)

Klli:fi 221,2

Para a solucao do problema de otimizacao, programacao linear sequencial ¢ aplicada.
Apesar de nao estar presente nenhuma, restricao a resisténcia do material constituinte do me-
canismo, o trabalho cita a importancia de acrescentar algum critério de resisténcia/fadiga na
formulagao do problema. O problema do surgimento de articulacoes na topologia resultante

também é citado.
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Nishiwaki et al. [1998] inclui na formulagao da fungao objetivo requisitos de atu-
acao cinemética e energia mutua de flexibilidade do mecanismo. No trabalho é aplicado
programacao linear. Também pesquisa-se o efeito de tamanho de malha e volume final e,
para os modelos testados, verifica-se que a topologia final é independente do refinamento da
malha, mas para diferentes restricoes de volume, encontra-se topologias diferentes. Alguns
resultados mostram elementos conectados por um tnico no6.

Apesar de nenhuma das duas formulacgoes levar em conta efeitos de fadiga ou re-
sisténcia maxima do material, ambos os trabalhos citam a importancia de considerar esses
efeitos para um projeto mais elaborado em mecanismos flexiveis, dada a aplicacao dos mes-
mos.

A partir destes trabalhos, pioneiros em mecanismos flexiveis utilizando otimiza-
¢ao topologica, diversas formulacoes sao desenvolvidas. A seguir, cita-se alguns dos mais
importantes na area, e alguns que utilizam formulacoes diferenciadas para o problema de
otimizacao.

Frecker et al. [1999] escreve uma formulagao para mecanismos flexiveis que requerem
multiplas saidas, e para isso utiliza duas formulacoes diferentes para a funcao objetivo.
A primeira maximizando uma relacao entre a a energia potencial miutua* e a energia de
deformacao da estrutura. A segunda formulacao faz uma soma ponderada dessa relacao, no
qual o argumento do somatorio é o niimero de saidas desejado. Para o trabalho utiliza-se um
dominio de projeto em que todos os nos sao conectados por treligas (ground structure). Testa-
se no trabalho diferentes pontos de partida para o problema de otimizacao e, pelo menos para
os casos testados, encontra-se diferentes resultados finais para diferentes pontos de partida.
Também é citada a necessidade de uma andlise nao-linear para mecanismos flexiveis, e sao
feitas consideracoes sobre as tensoes a que mecanismos deste tipo estao sujeitos.

Uma tentativa diferente de chegar a uma topologia para mecanismos flexiveis é
aplicado por Yin e Ananthasuresh [2001]. No trabalho, os autores utilizam uma funcao de
distribuicao normal para interpolar as propriedades do material em um meio continuo. Com
essa formulacao é buscado caracterizar um meio com pelo menos dois tipos de material, um

solido com as propriedades do material constituinte e um com as propriedades do ar (vazio),

*Energia potencial mitua pode ser entendida como o produto entre o deslocamento na entrada do meca-

nismo e a forca medida na saida.
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onde a variavel da distribuicao normal é a pseudo densidade p;. Com essa formulacao é
possivel adicionar uma quantidade maior de diferentes tipos de material na formulacao do
problema de otimizagao.

Um dos primeiros trabalhos a considerar grandes deslocamentos é o de Pedersen et al.
[2001]. Além das consideragoes relativas ao problema nao linear de equilibrio, destaca-se que,
por ter muitas vezes a possibilidade de um deslocamento limitado na porta de entrada, a
consideracao de forca de entrada e deslocamento de entrada nao deveriam ser contabilizadas
na formulacao da funcao objetivo, e sim em uma restricao do problema. Sugere-se um
problema onde o funcional a ser extremizado leva em conta o deslocamento de saida do
mecanismo. No trabalho, é citado que inimeros testes foram realizados para escolha da
funcao objetivo, sendo escolhida a de melhor desempenho para o problema nao linear. A

Equacao 5.21 mostra o problema de otimizacao que é resolvido.

min : —Ugy;

p

sa.: V(p) <V”*
DU < U, (5.21)
:r(p) =

:O<pmin<p§1-

Devido aos grandes deslocamentos ¢ citada a necessidade, em alguns casos, do con-
trole do caminho realizado na porta de saida do mecanismo, sendo necessario que se es-
creva um outro problema de otimizagao para que o mecanismo realize a trajetoria desejada.
Para tanto, escreve-se também um problema de minimos quadrados para o deslocamento na
porta de saida do mecanismo. Realiza-se a anélise de equilibrio nao linear com o método de
Newton-Raphson, e o problema de otimizagao é resolvido através do MMA.

Outro importante trabalho nesta area a considerar nao linearidades é o de Bruns
e Tortorelli [2001]. Além de nao linearidades geométricas, um modelo hipereléastico é im-
plementado no trabalho. No trabalho uma funcao baseada em energia é minimizada con-

siderando apenas restricoes de deslocamento, equilibrio e volume de material. Para a solugao
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das equagoes nao lineares, o método de Newton-Raphson é utilizado e, para o problema de
otimizacao, o MMA. O funcional a ser extremizado é montado a partir do método do La-
grangeano Aumentado [Nocedal e Wright, 2006].

Em Cardoso e Fonseca [2004], uma nova alternativa para a formulagao da fun¢ao
objetivo é proposta, com o principal intuito de evitar a surgimento de articulacoes. No
trabalho, uma funcao baseada na energia de deformacao é maximizada para armazenar o
maximo de energia de deformagcao nos elementos com os valores maximos de densidade. A
funcao energia de deformacao do corpo é penalizada de forma a evitar o armazenamento
de energia nos elementos com densidade intermedidria. Nas restricoes do problema sao
impostos limites inferiores e superiores para as portas de saida e entrada do mecanismo.
Aplica-se programacao linear para a solucao do problema de otimizacao, e as equagoes de
equilibrio do problema de elementos finitos sao resolvidas dentro da teoria de elasticidade
linear infinitesimal. Com essa formulacao, mecanismos livres de articulacoes sao obtidos.
Porém, mais uma vez nao garante-se que os mecanismos obtidos passem por critérios de
falha como fadiga ou resisténcia mecanica.

Em Zhaokun e Xianmin [2006] ndo linearidade geométrica é aplicada no projeto de
mecanismos flexiveis. No trabalho é feito uma analise das tensoes em mecanismos modelados
dentro da teoria linear infinitesimal e teoria nao linear. Para as mesmas condicoes de con-
torno, mecanismos projetados para grandes deslocamentos apresentam valores maximos de
tensao menores que os equivalentes lineares, projetados com a teoria infinitesimal. Porém,
o trabalho para nesse ponto. Apenas resultados preliminares sao apresentados, e nenhum
estudo mais aprofundado sobre o assunto é realizado.

Em Werme [2007], uma restri¢do de tensdo é considerada no projeto de mecanismos
flexiveis. Programacao linear sequencial inteira é usada, e uma série de problemas inerentes
a densidades intermediarias e tensao sao evitados. No entanto, os resultados sao muito
preliminares, para malhas muito grosseiras, e nenhuma informacgao sobre desempenho da
formulacao é apresentado. Nenhuma sequéncia do trabalho é encontrada na literatura.

No trabalho realizado por Wang [2009], é feito um estudo aprofundado do uso da
vantagem mecanica (VM) e da relagao entre os deslocamentos de saida e de entrada, co-
nhecida como vantagem geométrica (VG), no projeto de mecanismos flexiveis. No trabalho,

explica-se porque o uso direto desses conceitos resulta inevitavelmente em mecanismos com
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pontos de flexibilidade concentrada.

Em Lin et al. [2010] é proposto um novo esquema para programagao de fungoes
multi-objetivo em mecanismos flexiveis. O método utiliza programacao fisica [Messac, 1996]
para substituir os pesos na funcao multi-objetivo, tentando-se eliminar mais uma entrada
subjetiva do projetista, na busca pela extremizacao do funcional. Escreve-se uma funcao
que busca maximizar o deslocamento na porta de saida do mecanismo e, ao mesmo tempo,
minimizar a energia de deformacao da estrutura. Porém, nao acrescenta-se nada novo com
relacao a critérios que o projeto final deve atender. Além disso, nao ha discussao sobre
porque os resultados apresentam topologias com articulagoes.

A Figura 5.1 mostra um inversor de deslocamento obtido com a formulacgao proposta

por Lin et al. [2010].

Figura 5.1: Inversor obtido usando programacao fisica para escolha dos pesos em um pro-

blema multi-objetivo. Adaptado de [Lin et al., 2010].

No trabalho de Lazarov et al. [2011] a formulagao robusta [Sigmund, 2007; Wang
et al., 2011] é aplicada em um problema com nao linearidades geométricas. Os resultados
indicam que a formulacao proposta é bem sucedida em retirar as articulacoes do mecanismo,
através de um problema que prevé tolerancias para os erros de fabricacao dos mesmos. No
entanto, nenhuma discussao sobre vantagens ou dificuldades de considerar nao linearidades
geométricas para a sintese de mecanismos flexiveis é abordada.

Uma funcao multi-objetivo onde minimiza-se um funcional baseado na deformacao

efetiva global' é proposto por Lee e Gea [2014]. Programacao fisica ¢ usada para a determi-

"Deformacdo efetiva é a relacio entre a energia de deformacio e o médulo de Young do material base.
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nacao dos pesos referentes a deformacao efetiva, e & energia potencial mitua do mecanismo.
Regioes com alto nivel de deformacao, diretamente associadas com articulacoes, sao alivi-
adas através da formulacao proposta. Porém, nenhuma informacao sobre o desempenho
cinemético dos mecanismos é apresentada.

A remocao das articulacoes em mecanismos flexiveis também é uma das motivagoes
do trabalho de Fu e Zhang [2014]. Um funcional que relaciona a energia potencial mutua
e a energia de deformacao é minimizado. Um segundo lago na iteracao é incluido, e nos
candidatos a representarem articulagoes sao identificados. Uma segunda estratégia é im-
plementada, baseada no valor de densidade dos elementos vizinhos que compartilham o noé.
Porém, os resultados indicam que a flexibilidade continua concentrada em alguns pontos do
mecanismo.

Recentemente, em Meneghelli e Cardoso [2013], apresenta-se uma formulagao que
contempla critérios de resisténcia no problema de otimizagao. Uma restri¢ao a tensao global
do mecanismo é adicionada a um problema de maximizacao da energia baseado no trabalho
de Cardoso e Fonseca [2004].

O problema proposto é escrito como

n
max : E pFu"Ku
p

e=1

sa.: V(p) <V*
ruy; < uj (5.22)
| o ||lp < 07

:0<pmin<p§17

onde n é o numero de elementos da malha, os parametros u e k sao relacionados & uma
penalizacao da funcgao e energia e o SIMP, respectivamente. No que concerne a restricao de
tensao, o trabalho de Le et al. [2010] deve ser consultado. Para a solugao do problema de
otimizacao aplica-se técnicas de programacao linear, e na solugao do problema de equilibrio
sao considerados pequenos deslocamentos.

A Figura 5.2 mostra um dos resultados obtidos com a formulagao sugerida. Como o
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trabalho original de Cardoso e Fonseca [2004] ja tinha por objetivo a remogao de articulagoes
na topologia otimizada, nao é possivel que se conclua o efeito direto da restricao de tensao

no problema.

Temsteen B¢ vim Mo {Pa}

a i3 AT Parin

Figura 5.2: Exemplo de um mecanismo obtido com a formulacao apresentada na Equa-

¢ao 5.22. Adaptado de Meneghelli e Cardoso [2013].

Estes sao alguns dos trabalhos mais relevantes no projeto de mecanismos flexiveis
usando otimizagao topologica. Em suma, observa-se que diversas formulacoes tém sido
propostas.

Entretanto, percebe-se que caracteristicas importantes como, por exemplo, a in-
clusao de critérios de resisténcia e a consideracao de grandes deslocamentos para o meca-
nismo, apesar de bastante citadas, representam uma infima parte dos trabalhos na area.

Uma formulagao que acople esses dois requisitos na analise nao é discutida na literatura.

5.3 Problemas com otimizacgao topolégica e nao linearidade geométrica

O método de otimizacao topologica é um campo bem estabelecido na mecanica dos
solidos. O namero de trabalhos nao para de crescer, uma vez que a necessidade por estruturas
e componentes que exercam uma funcao com menor quantidade de material possivel é sempre
objeto de investimento.

Porém, é notorio o reduzido niimero de trabalhos na area considerando nao lineari-
dades (material e/ou geométrica) nos problemas em otimizagao topologica. Os primeiros
trabalhos na érea considerando nao linearidade material (NLM) sdo atribuidos & Bendsge
[1995], Swan e Kosaka [1997] e Maute et al. [1998], e os primeiros considerando nao lineari-

dade geométrica (NLG) sao de Jog [1997] e Buhl et al. [2000].
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Desde entao, podem ser citados os trabalhos de Bruns e Tortorelli [2001]; Gea e Luo
[2001]; Kawamoto [2003]; Cho e Jung [2003]; Stegmann e Lund [2004]; Yoon e Kim [2005];
Kemmler et al. [2005]; Gomes e Senne [2010]; Xu et al. [2010]; Klarbring e Strémberg [2013];
Lahuerta et al. [2013]; van Dijk et al. [2014]; Wang et al. [2014].

Basicamente, a grande dificuldade em aplicar nao linearidades geométricas dentro do
método de otimizacao topologica estd em obter o equilibrio em um problema onde a densidade
estd mudando. A consequéncia direta disso é que os esfor¢os internos nos elementos variam
muito, interferindo na busca pelo equilibrio entre forcas internas e carregamento externo.

A explicacao do ponto de vista do MEF é que, quando a densidade de uma regiao
comeca a baixar para formar um vazio, os elementos de baixa rigidez podem ser distorcidos
excessivamente, resultando em uma matriz de rigidez negativa definida. Essa caracteristica
se torna um sério problema para os métodos iterativos encontrarem a convergéncia.

O trabalho de Buhl et al. [2000]* é o primeiro a relatar o problema de convergéncia
do método de Newton-Raphson para estruturas sofrendo grandes deformacgoes em otimizacao
topologica. No trabalho, é sugerido que os nos que conectam elementos com baixa rigidez
sejam retirados da anélise de convergéncia, uma vez que eles nao sao importantes para

estrutura, pois representam vazios.

Figura 5.3: Técnica utilizada por Buhl et al. [2000] para obten¢ao do equilibrio. Os nés

circulados sao retirados da andlise de convergéncia. Adaptado de Buhl et al. [2000].

A Figura 5.3 mostra a ideia apresentada no trabalho. Relata-se que essa técnica

10 relato do problema e a estratégia implementada foram apresentadas em um trabalho anterior, em

1998. O trabalho foi publicado formalmente em 2000.
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funcionou muito bem, apresentando raros problemas de convergéncia, e é mais eficiente do
que considerar uma relacao nao linear para o material, por exemplo.

No entanto, Jung e Gea [2004| apresentam uma compara¢ao entre se considerar
ou nao efeitos da nao linearidade geométrica e de material. Entre as quatro combinagoes
possiveis entre linearidade e nao linearidade material e geométrica, conclui-se que, para a
obtencao dos melhores resultados, uma analise considerando NLG e NLM deve ser aplicada
ao problema de otimizacao topologica.

No presente trabalho, a técnica descrita por Buhl et al. [2000] foi testada sem sucesso
para a otimizacao de mecanismos flexiveis. Os noés que conectam apenas elementos que
representam vazios sao retirados da convergéncia. Porém, como consequéncia disso, uma
analise bastante instavel é observada durante o processo de otimizacao, em alguns casos
levando o método de Newton-Raphson a nao obter a convergéncia.

Kemmler et al. [1999] ignora a tensao induzida nos nos dos elementos que possuem
baixa densidade, retirando as parcelas das matrizes nao lineares que carregam essa infor-
macao durante a solucao na analise de equilibrio. Entretanto, essa também nao é uma boa
alternativa pelo mesmo motivo da retirada dos nds explicado anteriormente. Essa técnica
pode interferir no calculo das derivadas induzindo decisoes erradas ao algoritmo matematico.

No trabalho de Bruns e Tortorelli [2001], uma lei de material hiperelastica é su-
gerida para modelar a relacao constitutiva do material. Nao sao reportados problemas de
convergéncia no trabalho, nem qualquer estratégia adicional para a andlise de equilibrio.

Em Bruns e Tortorelli [2003] é sugerido que sejam removidos os elementos que
representam vazios. Segundo os autores, o método tem a vantagem adicional de reduzir o
tamanho do problema, uma vez que esses elementos sao retirados da anélise de sensibilidade.
No entanto, retirar elementos de dentro do dominio de projeto, de maneira que os mesmos
nao pertencam mais ao espaco de solucoes, viola o preceito da otimizacao topologica, onde
todos os elementos dentro do dominio fixo estendido sao candidatos a receber ou nao material.
A anélise de sensibilidade fica extremamente prejudicada, levando o algoritmo de solucao a
tomar decisoes erradas com relagao a atualizacao das variaveis de projeto, e ainda pode criar
sérios problemas para convergéncia do problema.

Bruns e Sigmund [2004] usam andlise geométrica nao linear para a sintese de meca-

nismos que apresentam snap-through. A técnica de retirar e reintroduzir elementos da malha
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de elementos finitos é empregada no trabalho. Diversos tipos de mecanismos sao testados
com 8 formulacoes diferentes considerando-se mecanismos ativados por diferenca de tempe-
ratura e carregamentos pontuais. Na andlise dos resultados, o surgimento de articulacoes é
reportado e a importancia de tratar esse problema é destacada.

Wang et al. [2014] sugere um esquema de interpolagao baseado em um filtro do tipo
Heaviside, em que elementos que estao com uma densidade abaixo de determinado patamar
sejam modelados dentro da teoria linear infinitesimal, enquanto os outros entram na anélise
de equilibrio através do método de Newton-Raphson, com a consideracao de grandes deslo-
camentos. Entretanto, os resultados apresentados, especialmente para mecanismos flexiveis,
parecem nao apresentar um ganho significativo em comparagao com métodos tradicionais,
além de resultar em mais um condicionamento para o codigo de anélise em elementos finitos.

No trabalho de van Dijk et al. [2014] um novo modelo de interpolagao para o pro-
blema chamado EDS (Element Deformation Scaling, na sigla em inglés) é implementado.
Uma penalizacao é aplicada apenas a parcela do deslocamento relativo a deformacoes do
corpo (que geram esforcos internos), deixando a parcela de deslocamento referente a movi-
mentos de corpo rigido de fora da penalizacao. Essa técnica apresentou bons resultados para
os exemplos testados. Porém, nao foi possivel testa-la até a conclusao do presente trabalho.

No trabalho de Klarbring e Stromberg [2013] uma série de funcionais baseados na
energia de deformacao da estrutura sao testados, em um problema com deslocamentos pres-
critos. Os autores reportam que todos os modelos hiperelésticos apresentados possuem bom
desempenho para problemas envolvendo nao linearidade geométrica. No entanto, a excecao é
o modelo de Kirchhoff-St. Venant. A explicacao é que todos os modelos hipereléasticos apre-
sentados aumentam a rigidez do elemento, ajudando a controlar a distor¢cao excessiva em
elementos de baixa densidade. Neste ponto o modelo de material linear apresenta problemas.

Essa é a mesma conclusiao de Lahuerta et al. [2013]. No trabalho é feito um profundo
estudo sobre o uso de uma relacao constitutiva diferente da classica, comumente usada, lei
de Hooke para o problema. Além de uma série de conclusoes no tocante a escolha de simpli-
ficagoes 2D para o problema, também é concluido que a nao policonvexidade [Ball, 1977] da
funcao de Kirchhoff-St. Venant é responsavel pelo pior desempenho desse modelo. Leis de
material que adotam um modelo baseado em uma funcao policonvexa tém a caracteristica de

conduzir a anélise de convergéncia de maneira mais estavel e, além disso, sem a necessidade
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de que sejam retirados elementos ou nos da analise de equilibrio.

Portanto, levando em consideracao o historico acima mencionado, uma relacao cons-
titutiva nao linear para o material é aplicada ao lado da consideragao de grandes desloca-
mentos. No presente trabalho, a Equacao 3.35 descreve a funcao energia de deformacao
utilizada para modelar a relagao constitutiva para a anélise nao linear.

A aplicacao um modelo material nao linear torna desnecessario a retirada de ele-
mentos de baixa densidade, ou de nos cercados por tais elementos na andlise de equilibrio e,

mesmo assim, uma solucao estavel é atingida.
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6. PROJETO DE MECANISMOS FLEXIVEIS COM RESTRICAO DE
TENSAO

Um mecanismo é um dispositivo construido para reagir quando uma forca esta
agindo sobre ele. Além disso, espera-se que o mesmo realize trabalho em um componente
externo. Os pontos onde a forca externa é aplicada e onde a forca é esperada a reagir sao

chamados de porta de entrada e saida, respectivamente.

x FN

Figura 6.1: Problema genérico representando condi¢oes de contorno para um mecanismo.

A figura 6.1 mostra um problema genérico para a otimizacao topoldgica de meca-
nismos. Onde 2 representa o dominio fisico, 2 = Q, U Q, U Q, é dividido em trés partes; o
dominio de projeto €24, uma regiao solida prescrita {2, que pode existir ou nao, e uma regiao
sem material prescrita 2, que também pode ou nao existir a priori. O contorno do dominio,
I'=TpUTI'y é composto por duas partes, as condicoes de contorno de Dirichlet I'p, com
deslocamentos prescritos, e as condicoes de contorno de Newman I'y. A porta de entrada é
sujeita a uma forca, f;,, e a porta de saida apresenta um deslocamento desejado, ., devido

a deformagao elastica do dominio (2.
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Muitos atuadores possuem uma rigidez acoplada que necessita ser levada em conta,
juntamente com a rigidez do objeto externo [Sigmund, 1997|. Para descrever fisicamente
esse processo, molas sao adicionadas nas portas de entrada e saida. De maneira alternativa,
deslocamentos prescritos nas portas de entrada e saida podem ser usadas como delimitadores.
E importante chamar a atencao que os resultados 6timos sao altamente dependentes do valor
da rigidez externa, ou seja, os projetos 6timos obtidos funcionam para objetos externos que
tenham exatamente a mesma rigidez. Isso é uma desvantagem uma vez que um mecanismo
é esperado a operar com diferentes objetos, que possuem diferentes valores de rigidez [Cao
et al., 2013].

Como dito anteriormente, neste trabalho uma restricao de tensao é adicionada a
formulacao proposta por Sigmund [1997]*, que visa minimizar o deslocamento da porta de
saida do mecanismo, sujeito as equacoes de equilibrio nao linear e uma restricao ao volume
total do material no dominio. A formulagao original nao prevé uma restricao de tensao nem
considera nao linearidades geométricas para a anéalise de equilibrio.

A formulacgao proposta neste trabalho é escrita como

2 fo(p) = = <V (6.1)

onde o vetor p contém as variaveis de projeto, N, é o conjunto que contém todos os elementos
que entram na contabilidade da funcdo, o vetor p contém as densidades fisicas associadas
as variaveis de projeto p. O vetor 1 contém 0 em todas as suas posicoes, exceto naquelas
posicoes correspondentes aos graus de liberdade dos n6s na porta de saida, que assumem

valor igual a 1. O volume total do dominio de projeto é V', enquanto V* é a fracao de volume

*Embora o deslocamento de saida apareca como funcao objetivo a primeira vez no trabalho de Pedersen

et al. [2001], o autor atribui ao trabalho de Sigmund [1997] a autoria da formulag&o.
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permitida e v; é o volume do i-ésimo elemento. O vetor o contém as medidas de tensao dos
elementos, a serem definidas na secao 6.4, e ¢* é o limite estabelecido para a méxima tensao

admissivel entre todos os elementos da malha de finitos.

6.1 Filtros para o controle de comprimento de escala

Considerando o problema como escrito na equacao 6.1, com o conjunto que repre-
senta as densidades fisicas p sendo a mesma que o conjunto de variaveis de projeto p, leva
a solucao do problema de otimizacao a duas instabilidades numéricas bastante conhecidas,
a instabilidade de tabuleiro e o projeto dependente da malha [Sigmund e Petersson, 1998|.

O primeiro se deve a uma modelagem numérica deficiente em funcao da baixa ordem
de interpolacao na discretizagao por elementos finitos. O arranjo em forma de tabuleiro
de xadrez é a solugao encontrada pelo algoritmo na busca por um extremo para a fungao
densidade de energia de deformacao.

A figura 6.2 mostra a topologia de um mecanismo flexivel que apresenta esse tipo de
instabilidade numérica. Caso nada seja feito para evitar essa anomalia, o algoritmo encontra

esse padrao de distribuicao de material como um 6étimo.

Figura 6.2: Topologia apresentando o padrao de tabuleiro.

Segundo Diaz e Sigmund [1995] esse problema ocorre e fungao da baixa ordem
de interpolacao de alguns tipos de elementos finitos tipicamente usados que acabam por
encontrar esse padrao, localmente mais rigido do que qualquer outro arranjo usando dois
materiais constituintes. Usando a aproximacao das variaveis de projeto através do SIMP,
essa instabilidade somente é prevenida usando elementos com 8-9 nés e, mesmo assim, apenas

para baixos valores de penalizacao para o SIMP. A desvantagem dessa aproximacao é o



23

aumento substancial no esforco computacional.

O segundo problema se deve a dependéncia de malha. Com o aumento do ntimero
de elementos na malha finitos, ao invés de se obter imagens com melhor resolucao e mesma
topologia, o algoritmo comeca a inserir pequenos detalhes nas regioes com material ou vazios,
gerando topologias diferentes para diferentes refinos de malha.

Sigmund e Petersson [1998]| sugerem uma série de esquemas que visam superar o
problema de dependéncia de malha em otimizacao topologica, entre eles o uso de técnicas
de filtragem para as variaveis de projeto. Tanto filtros de sensibilidade [Sigmund, 1997;
Sigmund e Maute, 2012| quanto filtros de densidade|Bourdin, 2001; Bruns e Tortorelli, 2001]
sao bem sucedidos em eliminar a instabilidade de tabuleiro e dependéncia de malha, retirando
a dependéncia do problema do tamanho do elemento para um parametro controlavel pelo
projetista, o raio de atuacao do filtro.

Neste trabalho, um filtro de densidades como proposto por Bourdin [2001] e Bruns
e Tortorelli [2001] é aplicado, de maneira que a densidade fisica agora difere da variavel de

projeto por

o 2jen., w(®;)vip;
ZjeNeyi w(z;)v;

onde N ; ¢ o conjunto de elementos cujo centroide estd contido dentro do dominio da proje¢ao
realizada pelo raio do filtro para o elemento ¢, p; é a variavel de projeto, p; é a nova densidade

fisica e w(z;) é uma funcao peso definida como

way) = T =] (6.3)
onde R é o raio do filtro de densidades, x; e x; sao as coordenadas do centroide do elemento
J e 1, respectivamente.

A Figura 6.3 mostra o efeito da técnica de filtragem onde agora a densidade fisica
pi do i-ésimo elemento assume um valor baseado na Equacao 6.2 e, portanto, difere do valor
da variavel de projeto p; do mesmo elemento.

Como dito anteriormente, a dependéncia do projeto esté relacionada ao tamanho do

raio R e nao mais a discretizacao da malha de elementos finitos.
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Figura 6.3: Exemplo de aplicacao e dominio do filtro de densidades

Desde o surgimento dessas técnicas, a aplicacao de filtros em problemas de otimiza-
cao topologica tém se mostrado a melhor alternativa para a prevencao de instabilidades

numéricas, comuns a esse tipo de projeto.

6.2 Meétodos de projecao

Considerar as densidades fisicas do problema de otimizacao agora como p; leva a
outro problema, o aparecimento de grandes &reas com densidades intermediirias. Uma
quantidade significativa de densidades fisicas assumem valores entre 0 e 1, principalmente
na regiao de transicao entre as fases com material base e vazio.

A Figura 6.4 mostra o efeito da técnica de filtragem aplicada neste trabalho.

filtro

Figura 6.4: Efeito da aplicacao do filtro de densidades.

Em muitos problemas menos complexos, como o caso da minimizacao da flexibili-

dade, por exemplo, a simples projecao da regiao de transicao através de alguma técnica de
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interpretacao do contorno é suficiente para fornecer uma boa resposta dos resultados. Entre-
tanto, em problemas que envolvam uma fisica mais complexa, que é o caso para mecanismos
flexiveis, esse pos processamento do projeto final pode induzir o projetista a obter conclusoes
erroneas da topologia final.

Uma ferramenta relativamente recente é o uso de métodos de projecao para eliminar
areas cinzas na topologia final [Guest et al., 2004; Sigmund, 2009; Kawamoto et al., 2011].
Através desta técnica, as densidades filtradas sdo projetadas em um espago 0/1, através de
uma func¢ao controlada por um parametro que dita a suavidade da curvatura da mesma.

Embora Guest [2009] alegue que esse método possa controlar dimensoes minimas
para as fases solida e vazio, o uso dele nao previne o surgimento de detalhes locais em alguns
problemas de otimizagao topologica [Wang et al., 2011]. No caso de mecanismos flexiveis,
esses detalhes aparecem na forma de elementos conectados por um tnico né (articulagoes).
Para tanto, estes métodos precisam ser usados em alguma formulacao que garanta o controle
do comprimento de escala.

Porém, como o objetivo deste trabalho é estudar o efeito da inclusao de uma restricao
de tensdo no problema, o método de projegdo proposto por Guest et al. [2004] é aplicado
apenas com o intuito de garantir uma menor regiao de cinza na topologia otimizada, ca-
racteristica a qual o mesmo é muito eficiente, de maneira a minimizar os efeitos de uma
subsequente interpretacao dos resultados.

Para garantir diferenciabilidade, o método de projecao aplicado neste trabalho usa

uma func¢ao de Heaviside suavizada da forma

5 = tanh(5n) + tanh(5(p; — n))
" tanh(Bn) + tanh(8(1 — 7))’

(6.4)

onde 3 determina o grau de suavidade da curva e 1 é o parametro de corte, que define a
partir de qual valor a densidade p; é projetada para 0 ou 1. A Figura 6.5 mostra a funcao
descrita na equagao 6.4 para alguns valores de § e com n = 0.5.

Neste trabalho, um método de continuacao para o grau de curvatura da funcao é
aplicado, para que a funcao exposta na Equagao 6.4 se aproxime gradualmente da funcao
de Heaviside. O valor de § é dobrado a cada 50 iteracoes, de maneira que as mudancas de

forma da funcao sejam suaves.
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Figura 6.5: Funcao de projecao aplicada neste trabalho, para diferentes valores de 5 en = 0.5.

Neste trabalho, as densidades fisicas estdo contidas no vetor p. Portanto, elas sio

funcao das densidades filtradas que, por sua vez, dependem das variaveis de projeto

(p(p) (6.5)

X

e isso é levado em conta no momento de obter as derivadas exigidas pelo método de progra-

macao matematica implementado.

Indicador de nivel de cinza

Neste trabalho, uma medida de constraste é aplicada para comparar o nivel de
cinza ainda presente na topologia otimizada. O indicador de nivel de cinza é introduzido

como [Sigmund, 2007|

o S K (- )

100 6.6
nelem x %, (6.6)

onde nelem é o nimero de elementos na malha.
No caso de todos os elementos da malha possuirem densidade intermediaria, ou seja,
p; = 0.5, para todo i, o valor do indicador de escala de cinza retorna EC' = 100% e, se todos

os elementos possuirem densidade fisica 0 ou 1, o valor do indicador ¢ EC = 0%.
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Essa é uma boa medida para a eficiéncia do algoritmo em diminuir o nivel de cinza
na topologia otimizada, e é utilizado neste trabalho de forma a comparar os resultados para

diferentes parametros aplicados.

6.3 Restricao de volume

Conforme explicado ao longo deste trabalho, um filtro de projecao é aplicado as den-
sidades filtradas. Esse operador ajuda o processo de otimizagao a convergir para topologias
com menor escala de cinza, comparando-as com resultados sem a aplicagao dessas técnicas.

No entanto, quando sao utilizadas projecoes baseadas em funcoes do tipo Heaviside,
que é o caso neste trabalho, uma questao importante é quanto a preservacao de volume antes
e depois da aplicacao desses filtros. Alguns filtros de projecao, como os propostos por Guest
et al. [2004] e Sigmund [2007] ndo garantem a preservacao de volume [Xu et al., 2010].

A Figura 6.6 mostra a evolucao da funcao de restricio do volume, onde apenas
pequenas perturbacoes sao percebidas ao atualizar os valores do parametro de curvatura da
funcao suavizada de Heaviside.
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Figura 6.6: Historico da fungao restricao de volume, utilizando o filtro de projecao da Equa-

¢ao 6.4.

A aplicagao de filtros que garantem a preservacao de volume é essencial para a
obtencao dos resultados, pois asseguram que a restricao de volume ¢é respeitada na topologia

otimizada, a convergéncia é obtida de maneira mais rapida e estavel.
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Neste trabalho, o filtro aplicado (Equagao 6.4) possui os mesmos requerimentos
necessarios para a preservagao de volume que o proposto por Xu et al. [2010] e, portanto, a

preservacao de volume é garantida.

6.4 Restricao de tensao

Otimizacao topologica com restricao de tensao ainda é um grande desafio a ser
superado. A aplicacao de um critério para a tensao em problemas de otimizacao topologica
impoe uma série de obstaculos na busca pela solugao do problema estabelecido [Le et al.,
2010].

Cada um deles deve ser tratado de maneira diferente. Abaixo, os problemas sao

descritos separadamente, bem como as técnicas utilizadas para superar cada um deles.

6.4.1 Problema de singularidade de tensao

Primeiro, o conhecido problema de singularidade de tensao aparece quando elemen-
tos que estao se aproximando de densidade zero somem do espaco de solugoes, resultando em
subespacos degenerados que nao sao identificados pelo algoritmo de solucao, que acaba preso
em minimos locais. Este problema é descrito por Kirsch [1990] e posteriormente por Cheng
e Jiang [1992], onde a area transversal de algumas barras de uma trelica se aproximam de
zero e 0 — 00, tornando caro para o algoritmo a retirada da barra. Esta é uma imprecisao
do algoritmo pois quando uma barra é retirada do espaco de solucoes a sua tensao deve ser
0.

O problema com trelicas é superado através de fungoes que suavizam o espaco viavel
de solugoes, e ajudam o algoritmo a convergir para solugdes melhores [Cheng e Guo, 1997;
Rozvany e Birker, 1992]|. Porém, a adaptagio destas fungdes de um meio discreto, no caso
das trelicas, para um meio continuo mostrou inicialmente algumas imprecisoes como, por
exemplo, a incapacidade de recuperar o valor original de tensao quando a densidade fisica
do elemento é 1.

Apenas apoés algumas modificagoes essas fungoes foram adaptadas para problemas
no meio continuo [Duysinx e Sigmund, 1998; Duysinx e Bendsge, 1998|, tornando-se mais

eficientes na representacao do campo de tensoes da topologia.
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Neste trabalho, um esquema de relaxacao baseado no método proposto por Duysinx
e Bendsge [1998] é aplicado a tensao de von Mises em cada elemento da malha.

A tensao em cada elemento é dada por
0; = p:iquMi ) (6-7)

onde o; é a tensao relaxada, p; é a densidade fisica do i-ésimo elemento, g é o parametro de
relaxacao e oy, é a tensao efetiva de von Mises do i-ésimo elemento calculada no centroide

do elemento como

O-VM,L‘

com V sendo uma matriz auxiliar definida como

N [—=

(6.9)

N[ =

w o O

- T, . 1
e o vetor com a tensao de Cauchy, 7; = {711, Teo, 712}~ € calculado para o material base solido

(com E = Ej), ou seja, sem a aplicacao da interpolagao material proposta pelo SIMP.
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Figura 6.7: Funcao de penalizacao para a tensao, para alguns valores de ¢ e tensao limite

o=1.
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O método de relaxacao mostrado na Equacao 6.7 permite que a tensao do i-ésimo
elemento va para zero quando p; — 0 e recupere o valor original de tensdo quando p; — 1,
resolvendo o problema de singularidade de tensao. A Figura 6.7 mostra o comportamento
da funcao de penalizacao aplicada neste trabalho, onde pode ser visto que o expoente de
penalizacao ¢ exerce um importante papel na definicao dos valores de tensao, principalmente

quando a densidade fisica do elemento apresenta valores intermediarios.

6.4.2 Relacao entre tensao e densidade fisica do elemento

Outra importante condicao que precisa ser superada no tratamento de tensoes é o
alto grau de nao linearidade na relacao tensao e densidade do elemento. O nivel de tensao
pode variar significativamente quando novos furos ou cantos vivos se formam durante o
processo de otimizacao. Especialmente com a técnica de atualizacao de 5 empregada neste
trabalho, o problema de se controlar a maxima tensao pode se tornar uma dificil tarefa.

A figura 6.8 mostra um exemplo do comportamento da norma da tensao frente a
atualizagoes do problema de otimizacao. O controle sobre a restricao diverge quando o valor
de S é atualizado.
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Figura 6.8: Comportamento da tensao com atualizacoes de 3 a cada 50 iteragoes. A linha

pontilhada indica o limite de tensao estabelecido.



61

Portanto, existe a necessidade de se empregar um algoritmo robusto para tratar
dessas variagoes, para que o processo de otimizacao obtenha convergéncia aceitavel e respeite
o limite de tensao imposto. Neste trabalho, como explicado anteriormente, uma funcao de
projecao é aplicada para levar as densidades fisicas para valores proximos de 0/1, isso é feito
através da atualizacao do parametro S que controla a curvatura de uma funcao baseada em
uma tangente hiperbolica.

O problema observado é que, para valores elevados de 8 (5 > 8), a fun¢ao comega
a se aproximar da funcio degrau de Heaviside, e com isso a projecdo p — p comeca a
representar grandes saltos na densidade fisica. Isso faz com que o comportamento da fungao
de restricao da tensao f se torne instavel, em funcao dessa relacao altamente nao linear.

Principalmente para valores de [ mais altos, esse procedimento faz com que o al-
goritmo de programacao matemaética perca o caminho da convergéncia. Em funcao disso,
para evitar problemas dessa natureza, neste trabalho é proposta uma alteracao na escolha
das assintotas moveis no MMA toda vez que o valor de [ seja atualizado.

O procedimento consiste em utilizar a técnica proposta por Guest et al. [2011], na
qual é sugerida uma inicializacao diferente para o método das assintotas moéveis, de maneira
a propiciar que se inicie o problema ja com altos valores de [, ao invés da aplicacao de
um método de continuacao para o problema. Porém no caso deste trabalho, essa técnica é
aplicada toda vez que o valor de 3 é atualizado, o que consiste também em reinicializar o
MMA nesses pontos, ou seja, ignorar a informacao das iteragoes anteriores.

Para reinicializar o MMA e recomecéa-lo com a distancia entre assintotas proposta
por Guest et al. [2011], é necessario ajustar o valor de sq na Equagao 5.17, aplicando

0.2

~ 51 (6.10)

S0

Essa modificagao tem dois efeitos diretos, ele cria uma aproximacgao bem mais con-
servadora para as assintotas (como explicado na se¢ao 5.2.1) e delimita a estimativa inicial
para as variaveis de projeto, de maneira que os limites fiquem bastante restritos [Guest et al.,
2011].

Isso claramente atrasa o processo de convergéncia, mas permite que o algoritmo de
programacao controle a restricao de tensao de maneira bem mais eficiente, especialmente no

momento da atualizacdo da curvatura da fungao de projecao (eq. 6.4).
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6.4.3 Natureza local do problema de tensao

A terceira questao a ser superada no tratamento de tensao é a natureza local do
problema. Embora existam métodos que possibilitam o tratamento de um grande niimero
de restri¢oes no problema de otimizagao [Pereira et al., 2004; Emmendoerfer Jr e Fancello,
2014], a maneira mais comum para lidar com a restri¢do de tensao é eleger uma medida
global, que represente o campo de tensoes no dominio da topologia.

Neste trabalho uma medida global baseada na norma P proposta por Duysinx e
Sigmund [1998], e posteriormente modificada por Le et al. [2010] é aplicada para representar
o valor maximo da tensao dentro do dominio de projeto. Esta formulacao visa controlar o
nivel de tensao capturando o comportamento da tensao maxima.

Dessa maneira, a restricao de tensao é escrita como

opN = (Z vmﬁ) ’ , (6.11)

i€Ng

onde N, representa o conjunto de elementos a serem restritos, v; é o volume do i-ésimo
elemento, o; é a medida de tensao elementar ja relaxada (eq. 6.7) e P é o parametro para a
norma de tensao. Percebe-se que, quando P — 0o, a norma P retorna o valor maximo entre
todas as componentes do conjunto N, .

Entretanto, quanto maior o valor de P, maior o grau de nao linearidade da funcao, e
maiores as chances do algoritmo encontrar minimos locais [Le et al., 2010]. Pela experiéncia
nos problemas descritos neste trabalho, um valor de P = 12 aproxima o valor da norma de
maneira satisfatoria em relacao ao valor maximo de tensao calculada no conjunto N, sem
constituir em problema para o algoritmo a busca pela convergéncia.

No trabalho de Le et al. [2010] a medida de tensao normalizada ¢ apresentada como
OpN = COPN , (6.12)

onde o parametro de normalizacao ¢ é proposto para dar um significado fisico & norma P e

é definido para n > 1, onde n é o nimero da iteracao

o.nfl
=a" (1 — ™) (6.13)
OpN
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onde onay € 0 atual valor maximo da tensao, retirado do tensor tensao de Cauchy e v é um
parametro que controla a atualizacao de c entre as iteracoes.
Neste trabalho, a” = 0.5 para todo n e ¢ = 1 sao usados. A normalizacdo, da

maneira proposta, fornece uma aproximacao bastante eficaz para a tensao maxima
max(o) ~ Tpy, (6.14)

permitindo um controle mais eficiente da méaxima tensao, quando usada uma tensao limite
or.
Portanto, a Equagao 6.12 é escolhida como a fungao restricao no problema de

otimizacgao, ou seja, f; = opyx na equacao 6.1.

6.4.4 Metodologia e etapas do projeto

Uma vez determinado todos os componentes do problema de otimizagao, pode-se
aplicar a metodologia escolhida neste trabalho.

Os dados de entrada, tal como propriedades do material, condi¢oes de contorno e
geometria sao definidas em um arquivo externo, que é lido pelo codigo. Neste trabalho toda
analise de elementos finitos, calculo de tensao, equilibrio e problema de otimizacao é escrito
em linguagem de programacao C++-, usando as bibliotecas BLAS e UMFPACK.

Inicialmente, na iteracao ¢ = 0, um vetor contendo as variaveis de projeto é definido,
bem como o valor inicial do parametro de curvatura da fungao de projecao 8 e n. Demais
parametros, como o expoente de penalizacao para o SIMP (k), o expoente de penalizac¢ao
das tensoes (q) e o raio do filtro de densidades também sdo definidos nessa fase.

Apos a etapa de inicializagao, as variaveis de projeto sao modificadas pelo filtro de
densidades, e o vetor p é obtido. As variaveis de projeto filtradas passam, entao, pelo filtro
de projecao, usando a funcao de Heaviside suavizada apresentada na Equacao 6.4. Essas
densidades, agora tratadas como densidades fisicas do problema, sao usadas para andlise
de equilibrio com o método de Newton-Raphson. O equilibrio é atingido dividindo a carga
externa em duas parcelas iguais.

Uma vez obtido o equilibrio, os deslocamentos e deformagoes sao usados para calcu-

lar as tensoes. As tensoes sao transformadas na tensao equivalente de von Mises, e a norma

P é obtida.
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Figura 6.9: Fluxograma do processo de otimizacao.
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As derivadas sao calculadas analiticamente usando um método adjunto, como é visto
na secao 7. Assim que sao calculadas as sensibilidades, a atualizacao das variaveis de projeto
é dada pelo MMA.

Um teste de convergéncia é realizado, sendo que o critério de convergéncia para as

variaveis de projeto, e para 3 é dado por
max {|p"" = p'|} <1x107% e B = Bnu- (6.15)

A Equacao 6.15 indica que, se a maior variacao no valor das variaveis de projeto for
menor que uma tolerancia, e o valor de 3 é igual ao maximo especificado, o algoritmo atingiu
a convergéncia. Caso a convergéncia nao seja verificada, o valor da iteracao é atualizado.

A cada 50 iteragoes o valor de 3 é dobrado, o contador interno do MMA é zerado e
o valor de sy é modificado, de acordo com a Equacao 6.10.

A Figura 6.9 apresenta um fluxograma com o esquema de otimizacao aplicado neste
trabalho.

Na pratica, o nimero minimo de iteragoes para o problema é 250, uma vez que 3 é
dobrado a cada 50 iteracoes até um maximo de (3,,,, = 16, comecando com 1.

A variavel k que aparece no fluxograma se refere ao contador interno do MMA, e
fazer k= 0 é o mesmo que fazer o método desconsiderar as informacoes anteriores, e reiniciar

o problema a partir daquele ponto.
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7. CALCULO DAS SENSIBILIDADES

Neste capitulo, a analise da sensibilidade das funcoes objetivo e restrigoes sao calcu-
ladas através do método adjunto. O calculo das derivadas de todas as funcoes envolvidas em
relacao as variaveis de projeto sao necessarias para o algoritmo de programacao matemaética
obtenha o valor do novo conjunto de variaveis de projeto em cada iteracao, como visto na
secao 5.2.1.

Com excecao da derivada do volume, que possui uma relacao direta com a variavel
de projeto, para todos os outros casos, o método adjunto é aplicado para obter as derivadas
analiticamente.

Inicialmente, como explicado na Equacdo 6.5, as densidades fisicas p diferem das
variaveis de projeto p, em funcao da aplicacao do filtro de densidades e do método de
projecao.

Portanto, a derivada das funcoes objetivo e restricoes em relacao as variaveis de
projeto sao recuperadas pela regra da cadeia

af of dpi Ipi
Ip; N 9pi Opi Op;

(7.1)

onde N, ; é o conjunto de elementos que estao dentro do raio do filtro de densidades, tracado
a partir do elemento j.
Os dois ultimos termos da Equacao 7.1 nao diferem para cada funcao. O tultimo
termo surge da transformacao relizada pelo filtro de densidades na variavel de projeto original
Opi _ w(xy)y;
dp; ZjeNeyiw(Xj)Uj ,

(7.2)

e o peniltimo termo recupera a transformacao realizada nas densidades fisicas, pelo método

de projecao proposto na Equacao 6.4

op: (1 —tanh (8 (5; — n))*) B
dp;  tanh (8n) +tanh (8 (1 —n))’

(7.3)
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e, com esses dois termos calculados, pode-se dar inicio ao calculo das derivadas do primeiro

termo da Equagao 7.1.

7.1 Derivada da funcao objetivo

A funcao objetivo do problema de otimizacao é escrita como
f=1u, (7.4)

e a sua derivada possui uma relacao indireta com a variavel de projeto

d df d dr d 0
[ _ddu  yr(drdu Or) (7.5)
dp;  dudp; dudp; — Op;
onde r = f,.,; — f;,,; € o vetor residuo da anélise de equilibrio, e
fez fez
et _ 0 L—o, (7.6)

8/31' B Ou;
ou seja, o vetor de forcas externas é independente do deslocamento e da variavel de projeto,

o que resulta em

8[' _ 8flnt

- K, (7.7)

onde K ¢ a matriz tangente proveniente da andlise por elementos finitos [Wriggers, 2008].

Portanto, a Equacao 7.5 pode ser arranjada da seguinte forma

a _ (df T du ror
i (du A K) i o (78)

onde o primeiro termo entre parénteses é definido como

df  .r
=1 (7.9)

e o ultimo

a]ﬁ' = k-1 0
= =FK i Ey — Emln fzn )
8ﬁ@ p ( 0 ) t

(7.10)

onde ) refere-se ao vetor de forgas internas nio penalizado, ou seja, usando E; = E°.

A dependéncia do deslocamento em relacao a variavel de projeto constitui um calculo
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dificil de ser realizado, e como o vetor adjunto A ainda esta por ser determinado, o mesmo

é escolhido de forma que
KA =1, (7.11)

e, com isso, nao é necessario o calculo de du/dp;.

Portanto, a derivada da funcao objetivo em relacao a variavel de projeto é definida
pelo produto interno do vetor adjunto e o vetor com as derivadas da forca interna em relagao
a variavel de projeto

df
dp;

— —ATk’ﬁik_l (EO - Emzn) fo

wnt

(7.12)

onde A é o vetor solucao do problema adjunto, escrito na Equacao 7.11.

7.2 Derivada do volume

O volume possui dependéncia linear com a variavel de projeto, e é definido em um

problema de otimizacao topologica como

RZUEDY (7.13)

onde o céalculo da derivada da restricao volume, definido na Equacao 6.1, é feito de maneira

direta por

df,
dp;

=V, (714)

onde v; é o volume do i-ésimo elemento.

7.3 Derivada da tensao

O céalculo da derivada da tensao em relacao a variavel de projeto é o mais complicado
entre todos necessarios para este trabalho. Tanto matematica quanto computacionalmente,
a determinacao da sensibilidade da norma de tensao para cada elemento constitui o calculo

mais extenso entre os necessarios neste trabalho.
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A restricao de tensao aplicada neste trabalho é escrita como

fs=c (Z UiUz‘P> (7.15)

onde o problema adjunto é escrito como

dfs dfs d Ofs dr d 0
Vo _ | Wadu  Ofs | yr(drdu | OrQl (7.16)
dp; dudp; — Op; dudp;  Ip;
e o primeiro termo da Equacao 7.16 é escrito como
d_fs _ 8UPN Oosum 601 80’VM 8_’7’ , (717)
da  OJogym Oo; Ooyy OT Ou
e a seguinte relacao é escrita para auxiliar nos célculos
Oqum = Z viol = vlaf + v20§ + ...+ vnaf , (7.18)

i€Ny
onde n é o niimero total de elementos pertencentes ao conjunto N, .

Os termos, um a um, da regra da cadeia sao descritos abaixo. A derivada da norma

em relacao ao somatorio, definido na equacao 7.18, é escrito como

0 1 1
IPN ST (7.19)

aasum

A derivada do somatorio em relacao a tensao penalizada é escrito como

a sum —
ga — Puo,m 1. (7.20)

A tensao penalizada é funcao da tensao equivalente de von Mises, de maneira que

do; =q

8UVM

A relacao entre a tensao equivalente de von Mises, e o tensor tensao de Cauchy é

escrito como

19V 1 0Vr}

873 a 2UVM 873

8JVM o 1
87’2‘ N 2

(TiTVTi) , (7.22)
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onde o ultimo termo é escrito como

Vi?
aa:@ — 2V (7.23)

Relembrando a definicao do tensor de Cauchy 7;, escreve-se
7 = J 'FSFT, (7.24)

onde é importante lembrar que, como demonstrado no capitulo 3, todos os termos na Equa-
cao 7.24 tém dependéncia do deslocamento.

Portanto, o tltimo termo da Equacao 7.17 é escrito como

or oJ! OF S OFT
= FSF” + J'—SF" + J'F—F" + J'FS : 7.25
O primeiro termo da derivada pode ser escrito como
oJt  9J'OE
= 2

onde E é o tensor deformagao de Green-Lagrange, e a seguinte relacao é usada |[Wriggers,

2008]

OE
8’&2‘ N

BL ) (727)

e, para o primeiro termo, escreve-se a seguinte relagao [Wriggers, 2008

O 725)

onde C é tensor de Cauchy-Green a direita. Através da equagao acima é possivel definir a

seguinte relacao

aJ !
OE

=-—J'C™. (7.29)

A derivada do gradiente de deformacoes em relacao aos deslocamentos é escrita

usando algumas defini¢coes anteriormente apresentadas

OF  OF OE

(7.30)
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que resulta em

OF

o 2F "By . (7.31)

Da mesma maneira, a derivada do segundo Piola-Kirchhoff em relacao ao desloca-

mento é escrito como

gS 9SO

(7.32)

onde o primeiro termo foi definido anteriormente. Ele d& origem ao tensor constitutivo

oS

=~ _D 7.33
8E ? ( )
e o segundo termo é escrito como
oS
= DB, . 7.34
aui L ( )

Usando as defini¢oes anteriores, do calculo das sensibilidades para a funcao objetivo,
é possivel reescrever a Equacao 7.16 de maneira a isolar a derivada do deslocamento em
relacao a densidade fisica

df s
dp;

du’ df s T Ofs 7 or
= — — — A K — — .
c |:dﬁi (du A, ) + R + A, 8/3@} : (7.35)

de maneira que o problema adjunto é escrito como

ofs"
KM\, = , 7.36
Tu (7.36)
e o lado direito é escrito como
of - 1 ’
3 S =c (aslflm viol 715 VTZ') { [(—J‘lC_lBL)TFSFT] +
i OvM; (7.37)

T
2.J {(F‘TBL)T SF” + % (FDB;,)" FT + (FSF‘TBL)T} } ,

onde o calculo do lado direito da Equagao 7.37 esta desenvolvido ao longo dessa secao.
O segundo termo da Equacao 7.16 é mais facil de ser calculado. Uma vez que a

tensao é calculada sob a funcao energia nao penalizada, ou seja E; = E°, o tensor de Cauchy
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nao depende da densidade fisica

gffs e T Ly (7.38)
Pi

O ultimo termo da Equagao 7.16 é apresentado na Equacao 7.10.

Dessa forma, escreve-se a derivada como

d S = g— = k—
alJi =¢ (Usum%flvzo'zpflqpiq 1O'VM¢ + Afkpi’“ ' (Eo — Enin) fiont) ) (7.39)
Pi

onde o vetor adjunto )\Z é obtido através da solucao da Equacao 7.37.

A derivada completa, que é enviada ao otimizador, é a da regra da cadeia apresentada

na Equagao 7.1.
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8. RESULTADOS E DISCUSSOES

Para o projeto de mecanismos flexiveis em otimizagao topologica, existem diversos
resultados padrao que sao usados para verificar se determinada formulacao converge para
topologias livres de articulacoes.

Neste trabalho, sao implementados dois casos bastante conhecidos e utilizados em
artigos cientificos, com o intuito de testar formulacgoes direcionadas ao projeto de mecanismos
flexiveis.

O primeiro exemplo, o inversor de deslocamento, é usado para fazer uma extensa
pesquisa. Diversas condi¢oes de contorno e uma série de testes sao realizados. O segundo
caso, o gripper, &€ usado para observar o efeito da restricao de tensao.

A Tabela 8.1 mostra as propriedades comuns aos dois casos. Propriedades materiais
e critérios de convergéncia sao aplicados igualmente em ambos os casos. Dados referentes a

casos especificos sao apresentados antes de cada problema.

Tabela 8.1: Propriedades mecanicas, geométricas e critérios comuns a todos exemplos.

Modulo de Young do material base - Ej 180 [GPa]
Moédulo de elasticidade da fase vazio - Eiyi, 1 x 1077E,
Coeficiente de Poisson - v 0.3
Comprimento do mecanismo - L 150 [um]

Critério de convergéncia para Newton - Raphson (tolerancia) | 1 x 1075

Critério de parada do problema de otimizacao 1x1073
Parametro de penalizacao material - k 3
Ponto de corte para a funcao de projecao - n 0.5
Nimero méaximo de iteracoes para atualizar a curvatura - 50
Raio do filtro de densidades - R 8,4 [um]

Neste trabalho sao aplicadas as propriedades mecanicas do silicio policristalino. Se-
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gundo Cook [2006], os limites de resisténcia para o silicio dependem muito da geometria, das
condigoes de contorno, e, principalmente, da rugosidade da superficie no acabamento final,
mas ficam em uma faixa entre 1 — 10 [GPa]. Este material é bastante aplicado no projeto

de MEMS.

8.1 Inversor de deslocamentos

A Figura 8.1 mostra o mecanismo, onde simetria é utilizada tanto para a geometria
quanto para as condicoes de contorno, de maneira que seja possivel que apenas metade do
dominio real seja modelado, com o intuito de poupar esforco computacional na analise por
elementos finitos.

No inversor de deslocamentos, a porta de saida do mecanismo é esperada a se mover
na direcao oposta a porta de entrada. Os retangulos, em cinza escuro nas partes superiores
direita e esquerda, sao formadas por grupos de elementos que estao inativos, ou seja, eles
sao designados como tendo densidade fisica igual a 1. Eles também nao sao computados na

analise da tensao global e, portanto, nao fazem parte do conjunto N, .

kz’n kout

3 fzn Uout ¥

LIxLL

L

N~

A
Y

z L

Figura 8.1: Problema do inversor de deslocamento flexivel.

Devido a maneira como a carga e demais condi¢oes de contorno sao aplicadas nas
portas de entrada e saida, essas regioes exibirao altos valores de tensao, e podem esconder
ou se sobrepor a outras regioes com altos valores de tensao.

Como tanto o atuador quanto a peca externa possuem regioes de contato finita, ou
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seja, nao atuam em unico ponto do dominio (ou n6, na malha de finitos), essas regices com
material prescrito servem também para evitar problemas computacionais ou de singularidade
de tensoes.

A Tabela 8.2 mostra o valor das molas aplicadas nas portas de entrada e saida do

mecanismo. Os valores de for¢a de entrada também estao descritos.

Tabela 8.2: Condigoes de contorno para o inversor de deslocamento.

Rigidez da mola de entrada - k;, 1 [Him]
Rigidez da mola de saida - Ky, 1x1073 [}%]
Forca aplicada na porta de entrada - f;, 10 [mN]
Limite de volume admissivel - V'* 30% do volume total do dominio

8.1.1 Efeito do parametro ¢

O primeiro teste realizado no trabalho é o estudo da influéncia do parametro ¢, de
penalizacao da tensao. A explicacao da importancia da aplicacao de uma penalizagao para
o campo de tensoes, em um problema de otimizacao topologica esta descrito na secao 6.4.

A Figura 8.2 mostra um grafico onde é possivel verificar os valores finais para func¢ao
objetivo e escala de cinza (FC' ) encontrados nas topologias 6timas, para diferentes escolhas

do parametro de penalizacao.

25.0 | I Iuoutl[um] |EC %1
21.33 21 21.1 21.1
20.0 | .
150 .
10.0 | .
50 3 93 4. 67 4.51 |
0.0/ D .
q=0.5 —10 q—15q—10 0.5

Figura 8.2: Funcao objetivo e escala de cinza para diversas escolhas de q.
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E importante citar que o coeficiente mais estavel e que garantiu um controle mais
eficiente da restricao de tensao foi usando ¢ = 1. Isso pode ser explicado por o valor 1
representar uma interpolagao linear para os valores de tensao (Figura 6.7).

Porém, como a Figura 8.2 mostra, um valor de ¢ = 0.5 ajudou o algoritmo a encon-
trar melhores valores para a fungao objetivo, e topologias 6timas com menor escala de cinza
entre os testes realizados. Esse também é o valor usado por Le et al. [2010], por apresentar
os melhores resultados para aquele trabalho.

Para gerar esses resultados foram rodados casos com ¢ = 0.5, 1.0, 1.5, e um método
de continuagao onde, ap6s a convergéncia da topologia com um valor de ¢ = 1.0, esse niimero
era mudado para 0.5, até uma nova convergéncia. Em nenhum dos casos é encontrado
problemas para a convergéncia das topologias ou no controle das restricoes.

Portanto, em todos os resultados apresentados neste trabalho, um valor de ¢ = 0.5

é usado.

8.1.2 Valor constante para  x método da continuacgao para [

No trabalho de Guest [2009] é discutida a possibilidade de se comegar o problema de
otimizacao ja com altos valores para (3, ao invés da proposta de um método de continuacao
para esse parametro. Segundo o autor, essa técnica é capaz de garantir topologias 6timas com

um numero bastante reduzido de iteracoes, comparando-se com o método da continuacao.

(a) f = —20.07, 0* = 1.0, EC = 10.43% (b) f = —21.00, o* = 1.0, EC = 8.32%

Figura 8.3: Anélise usando um valor constante inicial para 5 = 16 (a) e com um método de

continuacao para ( (b). Os valores de f estao em [um], e para o* em [GPal.

Neste trabalho, os dois métodos foram comparados e a Figura 8.3 mostra um exemplo
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do que ocorre em todos os testes realizados.

Com valores altos para [ desde o inicio do processo de otimizagao, o algoritmo
converge para topologias com nivel de cinza maiores, e com valores da funcao objetivo
sempre piores do que os casos em que o método da continuacao é aplicado. O método da
continuacao para 3 consegue encontrar minimos melhores do que com a técnica de iniciar o
problema com um alto valor para [.

E importante citar que o niimero de iteracoes é bastante superior usando o método
da continuacao. Porém, quando se compara a diferenca encontrada nos resultados, o niimero

maior de iteracoes usando o método da continuacao se torna irrelevante.

8.1.3 Limite para o valor de [

Como é visto na Figura 6.5, da secao 6.2, quanto maior o valor final escolhido para (3,
mais proxima de 0 ou 1 é projetada a variavel filtrada g; no espaco de p;, e como consequéncia
topologias com menos area cinza podem ser obtidas.

Para um caso em que a andlise de equilibrio é feita dentro da teoria linear infinitesi-
mal, a projecao das variaveis fisicas podem ser feitas com valores de /3 bastante altos (> 100),
pois a perturbacao causada pela atualizacao é controlada pela técnica de reinicializacao do
MMA proposta neste trabalho.

Entretanto, para o caso de uma anéalise nao linear isso nao é observado.

O método de Newton-Raphson empregado neste trabalho se mostra bastante instavel
nos momentos de atualizacao da curvatura da funcao de projecao.

A partir do momento em que a curvatura da funcao é ditada por valores de 3 > 16,
as subsequentes atualizacoes impedem o método de Newton de encontrar a convergéncia.

Diversas estratégias para a atualizacao do parametro de curvatura foram testadas,
como atualizar os valores de § somando 1, ao invés de multiplicar por 2, ou aumentar o
numero de iteracoes até a nova atualizacao. Independente da técnica aplicada, o algoritmo
sempre perde do caminho da convergéncia.

Portanto, para a metodologia empregada neste trabalho, o valor de § é atualizado
até o valor (,,.. = 16. Apesar de representar um valor baixo, comparado aos obtidos com
uma analise linear, o método de projecao ajuda o algoritmo a encontrar topologias 6timas

com uma baixa escala de cinza.
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A Tabela 8.3 compara dois resultados obtidos, com e sem o método de projecao para

as densidades.

Tabela 8.3: Resultados obtidos com e sem a aplicacao do método de projecao.

funcao objetivo [um| | EC
Método de projecao com B4, = 16 —21,00 8,32%
Sem método de projecao —15,73 33, 85%

Como pode ser visto, existe uma grande queda de desempenho sem o método de
projecao, além de um nivel de cinza mais alto. Altos valores para o nivel de cinza na

topologia otimizada dificultam uma subsequente interpretacao dos resultados.

8.1.4 Efeito da restricao de tensao

Um dos principais objetivos da pesquisa realizada é estudar o efeito da restricao de
tensao nos mecanismos flexiveis. Para estudar o efeito de tais restricoes na topologia, nas
articulacoes e no desempenho cinemético dos mecanismos, diversos limites de tensao sao
impostos ao problema de otimizacao.

A Figura 8.4 mostra o efeito direto de se aplicar um limite de tensao para o projeto
do mecanismo. Os limites variam entre ¢* = 2,0 |GPal, onde a restri¢do de tensdo nao
esta ativa, até um valor mais baixo de ¢* = 500 [MPa] onde a forma, especialmente da
articulacao, varia bastante.

E possivel observar que, com a diminuicao do valor de ¢*, as articulacoes comecam a
ser substituidas por componentes flexiveis cada vez maiores, de maneira a distribuir melhor
as deformagoes e controlar o limite de tensao.

O otimizador usa a possibilidade de poder escolher valores intermediirios para as
variaveis de projeto, com o objetivo de respeitar a restricao de tensao imposta. Apesar das
técnicas de interpolacao como o SIMP, por exemplo, tornarem caro para o otimizador utilizar
valores intermediérios, o alto grau de nao linearidade na relacao da tensao com a densidade
faz com que esses valores sejam opcoes vélidas para atualizar as variaveis de projeto.

Com isso, esses componentes flexiveis que surgem na topologia ajudam a acomodar

as tensoes, sem que o mecanismo perca muito de seu desempenho cinematico.



79

=/ h/ >/

a f=-21,500, 0" =2,0 f=-21,439,0" = 1,5 f=-21,267,0"=1,4
f=-21,199,0" =1,3 e f=-21,150,0" = 1,2 f=-21,140, 0" = 1,1
f=-21,000,0c" =1,0 f=-20,200, 0" =0,9 i f=-20,089, 0" =0,8
f=-19,900, c* = 0,7 f=-18,540, 0" = 0,6 f=-16,590, c* = 0,5

Figura 8.4: Topologias 6timas para diversos limites de tensao. Os valores para funcao

objetivo (f) estdo em um, e para tensao (c*) em GPa.

A Figura 8.5 mostra o campo de tensoes para as mesmas topologias apresentadas
na Figura 8.4. Onde é visto que as tensoes inicialmente concentradas, especialmente nos
exemplos onde a restricao de tensao nao estid ativa, passam a ter valores maximos mais
bem distribuidos pelo corpo do mecanismo. Isso indica que, conforme a restricao de tensao
imposta alcanca limites cada vez menores, o algoritmo distribui a tensido (e indiretamente
a flexibilidade) de maneira mais homogénea, passando de um mecanismo de flexibilidade

concentrada (Figura 8.5(a)) para mecanismos de flexibilidade mais bem distribuida.
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(a) f = —21,500, * = 2,0 (b) f = —21,439, c* = 1,5 (¢) f=—21,267, 0% = 1,4

Figura 8.5: Campo de tensoes para os mecanismos mostrados na Figura 8.4. Cada sub-
figura possui uma escala diferente, onde as cores vermelha e azul indicam valores maximos

e minimos, respectivamente.

A Figura 8.6 mostra uma comparacao entre o deslocamento de saida e o limite de
tensao maxima imposto ao mecanismo.

No grafico, é mostrado a inversa do valor absoluto dos deslocamentos, no eixo das
abscissas, pelo limite de tensao que gradativamente é diminuido, representado no eixo das
ordenadas.

Os resultados mostram que existe uma clara relacao entre o nivel de tensao imposto
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e o desempenho cineméatico do mecanismo. O que é esperado, levando em conta que a
deformacao do corpo é que gera o movimento.

Porém, outro ponto interessante nestes resultados é que existe uma faixa expressiva
de valores em que a tensao pode ser imposta, antes que a restricao de tensao comece a
influenciar efetivamente no desempenho cinemético do mecanismo.

Desde o ponto onde a restricao de tensao estd inativa até o antepentultimo caso, a
funcao objetivo varia algo em torno de 7,5%. Uma queda significativa de desempenho s6 é
observada quando é imposto um limite bastante baixo para tensao, algo que represente uma

ordem de grandeza a menos que a tensao medida na topologia sem a restricao de tensao.

2.5
2| % .
E 1.5+ X N
S X
* X
© 1 x a
X
X
X
X
0.5 x .
| | |
8.45 0.50 0.55 0.60

L [um="1(x10)

‘Mnm |

Figura 8.6: Funcao objetivo em relacao ao limite de tensao.

Com relacao aos resultados, é valido também observar que é possivel suavizar a
fungao descrita na Figura 8.6. Pode-se reiniciar o problema em pontos vizinhos aos indicados
pelos resultados obtidos, e aplicar algum método de continuagao de maneira a se encontrar
melhores minimos para a funcao objetivo.

No entanto, isso apenas lanca uma ideia de quanto complexos sao esses problemas,
pequenas mudancas em alguns parametros do problema podem fazer o algoritmo encontrar
outros minimos para a solucao do problema de otimizacao.

Como esse nao é o escopo do trabalho, a curva obtida serve bem ao propoésito de
mostrar a tendéncia do problema.

A Figura 8.7 mostra o historico da funcao objetivo, das restri¢oes de tensao e volume

para o caso mostrado nas Figuras 8.4(h) e 8.5(h).
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Figura 8.7: Historico do processo de otimizacao para o caso da figura 8.4(h).
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8.1.5 Efeito da rigidez externa

Em um mecanismo ideal, onde toda a energia de entrada é entregue na saida, temos

o seguinte [Pedersen et al., 2001|

1 1
VVin - Wout — Ekznu?n - §koutuguta (81)

onde pode ser concluido que, mecanismos projetados para trabalhar com um alto reque-
rimento para a rigidez externa entregam um pequeno deslocamento de saida, mas elevada
forca e vice versa.

Apesar de um mecanismo flexivel estar longe de ser um mecanismo ideal, pois parte
da energia disponivel na entrada é usada para deformar o corpo, a conclusao acima ainda é
valida.

O projeto de mecanismos que especificam elevadas forcas de saida ou reduzidos
deslocamentos de entrada indiretamente evitam o surgimento de articulagoes, pois em ambos
os casos o deslocamento de saida é pequeno. Portanto, algumas das formulacoes citadas na
revisao bibliografica conseguem evitar o surgimento de tais problemas, mas ao mesmo tempo
resultam em mecanismos com uma limitada atuacao cinemética.

Por sua vez, a inclusao de uma restricao de tensao nao implica diretamente em um
aumento na rigidez global, e os mecanismos podem apresentar um maior deslocamento de
saida. A Figura 8.8 mostra resultados para diferentes valores para a mola colocada na porta
de saida, com e sem a restricao de tensao.

Nesta figura, observa-se que a formulagao que contém a restricao de tensao garante
0 nao aparecimento das articulacoes em todos os casos.

Além disso, a espessura e o comprimento dos componentes variam bastante com o
requerimento de rigidez externa. Um aumento na exigéncia de forca na porta de saida reflete
em componentes com maior espessura e menor comprimento, de maneira a compensar a
maior solicitacao de flexao no componente.

Por outro lado, quando a forca na porta de saida diminui, o deslocamento na porta

de saida aumenta. Por consequéncia, a possibilidade de que aparecam articulacoes é maior.
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>/

(a) f=—6,419 koyr =5 x 1072 XL = —6,629 ko =5 x 1072 XL

pum pum

(€) f=-9,350 koue =1 x 1072 20 (d) f = —9,867 kour = 1 x 1072 2L
h | .
() f=—21,267 koue =1x107% T (F) f=—21,500 kour =1 x 1073 2L

(8) f = —25,267 ko =1 x 1074 2L f=—29,867 ko =1 x 104 2L

Figura 8.8: Topologias para diversos valores de rigidez na porta de saida. Nos exemplos da
coluna esquerda, os limites de tensao impostos sao o* = 1.4 [GPa| para todos os casos. Nos

exemplos da coluna direita a restricao de tensao nao esta ativa.
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No entanto, como isso nao é possivel em funcao da restricao de tensao, a solucao
encontrada pelo algoritmo é alongar essas articulagoes, de maneira a diminuir a resisténcia
a flexao do componente, indiretamente distribuindo a flexibilidade nessas regioes.

Outro detalhe interessante dessa anélise é observar o angulo do componente a direita.
Esse angulo pouco difere entre os casos com e sem restricao. Isso se deve justamente pelo
fato de que a restricao de tensao nao interfere no desempenho cineméatico do mecanismo. Ao
invés de mudar o comprimento do braco de alavanca, diminuindo o deslocamento de saida e
o nivel de tensao, o algoritmo muda a forma da articulagao como explicado anteriormente.

Essa é uma caracteristica positiva observada nos resultados, uma vez que se com-
prova que é possivel incluir a restricao de tensao sem perda significativa no desempenho do
mecanismo.

Por fim, é importante citar que os mesmos exemplos mostrados nesta secao foram
analisados com uma formulacao linear [De Leon et al., 2015]. E as mesmas conclusoes sao

observadas.

8.1.6 Comparacgao com a andlise linear

Os exemplos apresentados neste trabalho foram comparados com resultados obtidos
através de uma anadlise linear de equilibrio. Para isso, uma anélise linear infinitesimal usando
a lei de material de Kirchhoff - St. Venant (eq. 3.31), é usada.

Algumas diferencas sao observadas quando comparados os mecanismos com as mes-
mas condi¢oes de contorno. A maior diferenca entre as duas anélises estd nos valores de
deslocamento da porta de saida dos mecanismos.

A Figura 8.9 mostra um exemplo onde duas topologias sao comparadas.

Comparando o valor das funcoes objetivo para os dois casos, o valor de deslocamento
na porta de saida do mecanismo modelado com andlise nao linear é cerca de 4-5 vezes maior
do que o linear.

Além disso, a regiao da articulacdo é bastante diferente para os dois casos. No
modelo linear, a substituicao da articulacao é dada por um componente com um, no maximo

dois elementos na espessura. No caso nao linear sao trés a cinco elementos na espessura.
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(a) f = —4,296, 0* = 1.2 (b) f = —19,900, o* = 0,7

Figura 8.9: Comparacao entre mecanismos obtidos (a) com anélise linear e (b) com a anélise

nao linear. O deslocamento esta em [um| e a tensdo em [GPal.

8.2 Gripper flexivel

O segundo caso aplicado neste trabalho é o gripper flexivel. Como pode ser visto na
Figura 8.10, o dominio é parecido com o caso do inversor de deslocamentos, com a diferenca
de que é necessario prescrever uma regiao sem material, onde a pega externa ¢ acomodada.
Uma regiao com material base é especificada abaixo da regiao da peca, de maneira que seja

garantida a presenca de material para atuar na peca externa.

Figura 8.10: Esquema do problema do gripper flexivel.

A exemplo do inversor, o dominio representa apenas metade do mecanismo. O
retangulo no canto superior esquerdo segue a mesma ideia apresentada para o exemplo

anterior. Tanto esse ponto quanto a grande area de material base prescrito abaixo da peca
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ficam fora dos calculos para norma de tensao. Os dados de geometria, material e do processo

de otimizacao estao na Tabela 8.1. Na Tabela 8.4 estao os dados especificos para o exemplo

do gripper.
Tabela 8.4: Dados de entrada para o gripper flexivel.
Rigidez da mola de entrada - k;, 1 [Him]
Rigidez da mola de saida - Ky 2x 1073 [ﬂ%]
Forca aplicada na porta de entrada - f;, 10 [mN]
Limite de volume admissivel - V/* 25% do volume total do dominio

A Figura 8.11 mostra a mesma ideia aplicada ao inversor, agora para o gripper.
Viérias topologias otimizadas sao mostradas, para diferentes valores de tensao limite o*.

A Figura 8.12 mostra a distribuicdo de tensao nas topologias apresentadas na Fi-
gura 8.11. Diferente do observado no inversor, com a diminuicao do limite de tensao imposto,
0 mecanismo apresenta mais pontos com picos de tensao. Existem mais pontos onde a tensao
estd concentrada, e os mecanismos nao se aproximam de uma distribuicao tao homogénea
de tensao quanto no exemplo anterior.

Porém, como o limite de tensao é respeitado, a formulacao é bem sucedida em
diminuir a tensao méaxima. O que acontece no caso do gripper é que mais pontos com flexi-
bilidade mais alta sao buscados para acomodar os requisitos de resisténcia da formulagao. As
articulagoes nao estao alongadas como no caso anterior, mas as que existem nao ultrapassam

os limites estabelecidos.
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o* =00, [ =2,17601 b) o* = 2,5, f =2,17292 ) o*=2,2, f =2,13037
d) o* =2,1, f =1,95565 e) o* =2,0, f =1,92363 f) o* =1,9, f =1,58546

(g) o* = 1,8, f = 1,56083 (h) o* = 1,7, f = 1,50308 (i) o* = 1,6, f = 1,48304

St>6

(i) o* = 1,5, f = 1,43898 o* =1,4, f =1,34340 o* =1,3, f =1,20303
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Figura 8.11: Diversas topologias para o caso do gripper flexivel. As medidas para tensao e

deslocamento estao em GPa e pum, respectivamente.
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(a) o* = 0o, f = 2,17601 (b) o* = 2,5, f = 2,17292 (c) o* = 2,2, f = 2,13037

(d) o* = 2,1, f = 1,95565 (e) o* = 2,0, f = 1,92363 (f) o* = 1,9, f = 1,58546

(g) o* = 1,8, f = 1,56083 (h) o* = 1,7, f = 1,50308 (i) o* = 1,6, f = 1,48304

(G) o* = 1,5, f = 1,43898 (k) o = 1,4, f =1,34340 (1) o* = 1,3, f = 1,20303

Figura 8.12: Tensoes para os mecanismos da Figura 8.11. As medidas para tensao e deslo-
camento estao em GPa e um, respectivamente. Cada subfigura possui uma escala diferente,

onde as cores vermelha e azul indicam valores méximos e minimos, respectivamente.

Os resultados de deslocamento obtidos sao mais uma vez comparados com o limite
de resisténcia mecanica exigido (Figura 8.13) e, a exemplo do inversor, pode-se notar uma
gradativa queda de desempenho cinemético em relacao aos requerimentos de resisténcia do
mecanismo.

A exemplo do caso anterior, mais uma vez é observada uma faixa de valores para

tensao que podem ser impostos antes que os deslocamentos de saida dos mecanismos sejam
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afetados.
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Figura 8.13: Funcao objetivo em relagao ao limite de tensao.

Nesse exemplo, é observado uma faixa menor de valores onde essa caracteristica
aparece. Porém, ainda existe uma faixa significativa de valores onde o comportamento

observado se aplica, e isso nao interfere nas conclusoes obtidas.

8.3 Interpretacao dos resultados

Nesta secao uma interpretacao da topologia otimizada é feita para os mecanismos.
Interpretacao significa projetar os valores de cada elemento da malha de finitos para valores
0 ou 1.

Na pratica, é como se as variaveis fisicas do problema passassem por uma nova fun¢ao
de projecao, com um valor de 5 — 00, aplicando efetivamente uma funcao de Heaviside. Um
ponto de corte n = 0.5 é estabelecido, e valores de densidade > 0.5 sao projetados para 1 e
valores abaixo para 0.

Convém lembrar que, quanto menor o valor de escala de cinza (EC) na topologia
otimizada, menor o efeito da interpretacao nos resultados finais. Porém, nem uma escolha
mais efetiva dos parametros ¢ (tensao) e k (SIMP) no problema de otimizagao, nem valores
mais altos para (3 na projecao sao capazes de garantir uma topologia otimizada livre de valores
intermediarios. Em problemas que envolvem tensao, pequenas perturbacoes no valor da
densidade refletem em grandes variacoes de tensao, e o otimizador sempre usara a vantagem

de poder escolher valores intermediarios para as variaveis de projeto. Assim, fica evidente a
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importancia da etapa de projecao para a densidade. O nivel de discretizacao da topologia
otimizada é maior (mais elementos 0 ou 1), e os efeitos da interpreta¢ao tém uma intensidade
menor nos resultados.

A Figura 8.14 mostra a interpretacao do mecanismo inversor, apresentado na Fi-
gura 8.4(k). Nessa figura o mecanismo inteiro ¢ mostrado, e nao apenas metade do dominio.
A Figura 8.15 mostra o mesmo processo, aplicado ao gripper flexivel.

Os resultados da interpretagao das topologias otimizadas indicam, em ambos os
exemplos, um decréscimo dos valores de tensao maxima, e um acréscimo dos valores de
fungao objetivo e volume final da estrutura.

Tanto no caso do gripper quanto do mecanismo inversor, o acréscimo no valor da
funcao objetivo e volume total da estrutura sao explicados pela projecao dos elementos que
estao substituindo as articulacoes. A projecao desses elementos para 1 aumenta a rigidez
do componente, de maneira que a deformacao é menor e um acréscimo no deslocamento da
porta de saida é observado. A mesma ideia é aplicada para o volume final, e um valor um
pouco superior do limite estabelecido é observado. Porém, tanto o acréscimo do deslocamento
quanto do volume final sao pequenos.

A maior diferenca observada é para os valores de tensao. A explicacao acima, em
parte, pode ser usada para explicar o efeito observado. O aumento da rigidez dos elementos
que possuem densidade intermediaria diminui o valor das tensoes, sobretudo nos elementos
que substituem as articulacoes.

Porém, principalmente para o caso do gripper, uma outra observacao é feita. A
retirada dos elementos da faixa de transicao, que separam as fases de vazio e material, tem
grande influéncia na interpretacao.

O filtro de densidades deixa uma faixa de elementos com valor intermediério entre os
elementos que formam o material base e a fase de vazio. Essa faixa nao é retirada totalmente
pela projecao. Isso é bem evidente no caso do gripper. A regiao que continha a articulacao
possui alguns elementos com densidade baixa, ao redor dos elementos de mais alta densidade,
que estao substituindo a articulacao. Esses elementos contribuem para o aumento da tensao
calculada pelo algoritmo, pois se deformam excessivamente, mas nao contribuem para alterar
o valor do deslocamento de saida.

Quando esses elementos sao retirados pela interpretacao, os respectivos valores de
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tensao nao sao capturados pelo algoritmo que faz a andlise por elementos finitos. E estes
nao colaboram mais na contabilidade da norma da tensao.

A Tabela 8.5 mostra os valores encontrados apds a interpretacao dos resultados
para o inversor e o gripper. Esses valores sao comparados aos encontrados para as topologias
otimizadas. Para o caso do inversor, o exemplo com limite de tensao estabelecido em 700
[MPa] e volume 30% ¢é interpretado. No gripper, o caso com limite de tensao em 1800 [MPa]

e limite de volume em 25% é usado na interpretagao.

Tabela 8.5: Comparacao entre os modelos 6timo e interpretado.

Inversor de deslocamento

f lum] | f [MPa] | f, [2]
otimizado | —19,900 700 0, 2999
interpretado | —20, 308 688 0,303

Gripper flexivel
[ lpm] | fs [MPa] | f, [E0]
otimizado 1,5608 1800 0, 24999

interpretado | 1,5780 1588 0, 25299




(a) Topologia otimizada (b) Interpretagao da topologia

(c) Deslocamento do mecanismo (d) Campo de tensoes equivalentes do mecanismo

interpretado

Figura 8.14: Processo de interpretacao do mecanismo inversor de deslocamento.
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(a) Topologia otimizada (b) Interpretagao da topologia

(c) Deslocamento do mecanismo (d) Campo de tensoes equivalentes do mecanismo

interpretado

Figura 8.15: Processo de interpretacao do gripper flexivel.
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9. CONCLUSOES

Nesse trabalho é estudado o efeito da adicao de uma restricao de tensao na formu-
lacao de otimizacao topoldgica para mecanismos flexiveis. Uma formulagao que maximiza
o deslocamento da porta de saida do mecanismo é modificada, de maneira que o projeto
otimizado atenda a um critério de resisténcia mecanica. Além disso, uma anéalise nao linear
para a geometria e o material é considerada para o equilibrio.

Apos a anélise dos resultados, permite-se a formulagao das conclusoes a seguir.

Os resultados indicam que a restrigao de tensao tem uma grande influéncia no projeto
final. O problema do surgimento de articulacoes no projeto final de mecanismos flexiveis é
aliviado pela restricao imposta 4 maxima tensao do mecanismo.

As articulacoes, que inicialmente estao concentradas em alguns pontos do meca-
nismo, passam a ser substituidas por regioes flexiveis, que acomodam o limite de tensao e,
ao mesmo tempo, permitem que a atuacao cineméatica do mecanismo seja preservada.

Além disso, a gradual diminuic¢ao no limite de tensao méaxima indica que o algoritmo,
indiretamente, converge para projetos que distribuem a flexibilidade apenas nos pontos do
mecanismo onde se faz necessario, ou seja, onde as articulagoes estao surgindo.

O resultado disso é que os mecanismos obtidos com a formulagao que contempla a
restricao de tensao sao bem sucedidos em retirar as articulacoes e nao distribuem excessi-
vamente a flexibilidade, quando comparados aos mecanismos obtidos com uma formulacao
similar, porém sem a restricao de tensao.

Apesar de a andlise linear também apresentar as mesmas conclusoes, os resultados
obtidos com o modelo linear mostram mecanismos de limitada atuagao cinemética, restrin-
gindo a aplicacao pratica desses projetos. Isso destaca a importancia da consideracao de
grandes deslocamentos para o projeto de mecanismos flexiveis.

A insercao de uma restricao a resisténcia mecanica do material, apesar de pouco
explorada, é de suma importancia no projeto desses mecanismos. Além de indiretamente

agir na formacao das articulagoes, como visto neste trabalho, a observacao de um critério de
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resisténcia na formulagao é muito importante, principalmente em componentes que usam a

propria deformagao para atender os requisitos cinematicos exigidos.

9.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Esse trabalho constitui um primeiro estudo no controle da tensao em otimizagao
topologica de mecanismos flexiveis, usando nao linearidade geométrica e material. Uma
série de questoes observadas ao longo da pesquisa, que nao sao abordadas no trabalho, mas
que seriam interessantes de serem estudadas em um trabalho futuro sao descritas abaixo.

No que concerne a parte de anélise de tensoes, uma série de parametros ainda podem

ser investigados. Pode-se citar, entre eles:

e neste trabalho, as tensoes sao estimadas no centroide do elemento finito. Existem
maneiras mais precisas para estimar a tensao em cada elemento, bem como a transicao
de valores entre elementos vizinhos. Métodos de suavizacao [da Silva, 2012] e estimativa
do erro no calculo das tensoes [Varella, 2015] podem ser adicionados a formulacao de
elementos finitos, de maneira a se obter uma norma baseada em medidas mais precisas

da tensao equivalente no elemento;

e a medida de tensao nesse trabalho é feita globalmente, ou seja, um valor de tensao,
baseado na norma que contém todos os elementos do conjunto, é escolhido para re-
presentar o estado de tensoes do dominio. Isso significa que é necessario que a tensao
méxima esteja em uma regiao que se deseja controlar; sem isso o algoritmo trata de
uma regiao sem interesse. Quanto mais subregioes o dominio puder ser dividido, um
controle mais efetivo das tensdes pode ser feito. Uma sugestao é o uso de medidas

regionais para tensiao, como por exemplo, o uso de clusters [Holmberg et al., 2013|;

No que diz respeito aos grandes deslocamentos, a excessiva distor¢ao dos elementos
de baixa densidade é uma questao conhecida em otimizac¢ao topologica. Varios trabalhos sao
citados na revisao bibliografica sobre o assunto. Além do modelo de material empregado, o
uso de algum algoritmo mais robusto, para evitar essa distor¢ao excessiva, pode ser intro-
duzido na andlise, de maneira a permitir deslocamentos ainda maiores para os mecanismos.

Estas sao apenas algumas questoes, que surgem quando a formulacao proposta é

aplicada e resolvida. O estudo de nao linearidades para o projeto de mecanismos flexiveis
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tém sido motivo de estudo cada vez maior, e novas estratégias de abordagem do problema

tém surgido e podem colaborar para um melhor projeto final.
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ANEXO I - Matrizes para o método dos elementos finitos

Como é visto no capitulo 4, as matrizes de rigidez linear e nao linear sao necessarias
para encontrar o equilibrio através do método dos elementos finitos.

Escreve-se essas matrizes, para um problema 2D como [Bathe, 2010]

+1 +1
K, — / / B!DB, d4
1 Ja

+1 41
Kyp, = / / B, SBy1 dA,
-1 -1

e o vetor de forcas internas como:

+1  p+1
fint = / / BLS dA.
-1 -1

A matriz By, carrega as relacoes lineares deslocamento-deformagao dos nos do ele-

mento, e pode ser escrita como a soma de duas submatrizes By, + Bs, , sendo elas descritas
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sendo n o numero de nos.

A matriz By, carrega as parcelas nao lineares da relacao deslocamento-deformacao
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O segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff é escrito como na secao 3.1.1, e seus

termos sao colocados em uma matriz na forma

So1 Sz 0 0

g _ Siz S 0 0 ,
0 0 Su Si
0 0 Su Sy

e, para escrever os mesmos termos em forma de vetor, para o célculo de f;

A Tabela 9.1 mostra os pontos de Gauss e pesos

Tabela 9.1: Coordenadas e pesos para os pontos de integracao do elemento finito.

Pl & (p | peso
1 1 1
V3 V3
1 1
2 7 ~7 1
1 1
3 ~ 7 1
1 1




