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RESUMO

Neste trabalho desenvolveu-se um modelo matemático para o escoa-

mento reativo em meios porosos. O modelo foi veri�cado em duas situações proble-

mas: escoamento com precipitação e/ou dissolução de minerais, onde a calcita é o

principal mineral; e combustão em meio poroso. O modelo baseia-se em um con-

junto de equações diferenciais não lineares constituído da equação da quantidade

de movimento, equação da temperatura, equações das concentrações das espécies

(minerais) e equações de frações de massa das espécies (combustão). O conjunto foi

discretizado pelo método de diferenças �nitas centrais com TVD (Total Variation

Diminishing) para o caso da combustão. O sistema foi resolvido através dos méto-

dos de Gauss-Seidel e de Runge-Kutta simpli�cado. Os testes realizados em ambos

os casos mostraram-se satisfatórios quando comparados com dados da literatura.
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ABSTRACT

This work develops a mathematical model for reactive �ow in porous

media. The model is veri�ed in two problem situations: �ow with precipitation

and/or dissolution of minerals, where calcite is the principal mineral, and combus-

tion in porous media. The model is based on a set of nonlinear di�erential equations

consisting of the quantity of momentum equation, temperature equation, equations

of species concentrations (minerals) and equations of mass fractions of species (com-

bustion) equation. The set is discretized by the central �nite di�erence method

with TVD (Total Variation Diminishing) in the event of combustion. The system

is solved by the Gauss-Seidel and the simpli�ed Runge-Kutta. The tests performed

in both cases were satisfactory when compared to data found in the literature.



1

1 INTRODUÇÃO

Neste capítulo, apresenta-se uma breve introdução do problema de �uxo

reativo em meios porosos, bem como os objetivos especí�cos e gerais da tese desen-

volvida.

A migração de �uidos em bacias sedimentares (depressões na super-

fície que com o tempo foram sendo preenchidas com sedimentos de matéria orgâ-

nica, substâncias químicas e rochas [4]), está muitas vezes relacionada com recursos

econômicos, como por exemplo: exploração do petróleo, reservas de gases e minérios

metálicos. Existe uma forte necessidade na geologia do petróleo em prever os efeitos

da migração de hidrocarbonetos. O problema físico de produção de óleo e gás em

fontes subterrâneas é um problema de �uxo de �uido em meios porosos, no qual

os poros contém hidrocarbonetos [5]. Reservas de óleo, às vezes, são encontradas a

mais de 150 quilômetros da rocha originária, outras são separadas verticalmente de

suas fontes por quilômetros de xisto (nome genérico de vários tipos de rochas me-

tamór�cas facilmente identi�cáveis por serem fortemente laminadas) pressurizados.

A exploração mineral e�ciente necessita do conhecimento das condições hidrológicas

do presente e do passado, bem como o entendimento dos processos físicos que levam

à formação do óleo [6, 7].

A formação de petróleo é um importante processo de mudança de fase,

onde o principal efeito da geração de petróleo é a transformação de sólidos (betume)

para um estado líquido, o que altera a porosidade do meio. O excesso de porosidade

na rocha fonte causado pela transformação de fase do petróleo gera altas pressões.

Minerais de carbonato constituem aproximadamente 20% da rocha sedimentar Fane-

rozóica (Éon geológico que abrange os últimos 543 milhões de anos, que é o período

no qual a abundância de vida é maior), e pelo menos 60% das reservas mundiais de

petróleo conhecidas ocorrem em reservas de carbonatos [8]. Sendo assim, a explora-

ção de reservas geotérmicas necessita de modelos de transporte reativos e�cientes e

poderosos [9].
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O estudo de �uxos em meios porosos ganhou atenção especial nas últi-

mas décadas. Uma das razões deste grande interesse é a sua aplicação em muitas

áreas, como: reatores químicos, problemas geofísicos, migração de mistura, trans-

porte de contaminantes através do solo, qualidade de águas subterrâneas, eliminação

de resíduos, depósitos de minerais, diagênese sedimentar, interação �uido/rocha em

sistemas hidrotérmicos, convecção natural, separação de processos em indústrias

químicas, produção de óleo, dentre outros. Destacam-se, ainda, as aplicações em

engenharia civil, engenharia agrícola, e em muitas indústrias, como a difusão e �uxo

de �uidos através de materiais cerâmicos como tijolos, além de extração de ener-

gia geotérmica, trocadores de calor, contaminantes químicos através do solo, entre

outros [10, 11, 6, 12, 13, 14, 15].

O conjunto de transformações físico-químicas das rochas onde os se-

dimentos são transformados em rochas sedimentares através do soterramento dos

materiais, fazendo com que a temperatura e pressão aumentem, é chamado de dia-

gênese [16, 17, 18]. Este é o maior processo de mudança de porosidade em bacias

sedimentares e é conduzido principalmente pela temperatura e pressão durante o

depósito de sedimentos, o que leva à estrati�cação vertical da bacia, fazendo com

que a porosidade e a permeabilidade decresçam do topo para o fundo da bacia [2, 7].

Experimentos mostraram que a porosidade é uma função da distância da parede da

estrutura ao meio poroso.

O �uxo de �uidos em camadas sedimentares induz a reações de pre-

cipitação e/ou dissolução dos carbonatos, pois existem grandes variações nas suas

propriedades termodinâmicas e os efeitos de salinidade ou de umidade são respon-

sáveis por alterações na densidade dos geo-�uidos. Além disso, o �uxo de água

em bacias sedimentares e o transporte de sólidos em solução também podem ge-

rar dissolução e/ou precipitação, o que in�uencia as características das rochas do

reservatório, que muitas vezes altera a porosidade e a permeabilidade da reserva

[19, 12, 20, 2, 21].
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O transporte reativo em Ciências da Terra tornou-se uma área de pes-

quisa altamente multidisciplinar, englobando áreas como geoquímica, geologia, fí-

sica, matemática, química, hidrologia e engenharia. As circulações de �uidos são

responsáveis por muitas transformações minerais, como mencionado anteriormente.

Estes fenômenos são analisados via modelos so�sticados de transporte que incluem

�uxo, difusão, dispersão e reações químicas. Tais modelos consideram as mudanças

na temperatura, pressão e composição mineral e do �uido e são baseadas em um

conjunto de equações diferenciais não-lineares [22, 9, 23].

O problema de �uxo reativo é complexo, começando pelas di�culdades

numéricas para resolver o conjunto de equações diferenciais parciais não-lineares

que descrevem o problema [24]. Além disso, o fenômeno de transferência de calor

e massa em meios porosos é mais complicado do que uma convecção térmica [25],

devido, por exemplo, às interações que podem ocorrer entre o sólido e o �uido.

Muitos trabalhos são desenvolvidos a partir de softwares comerciais

como o FLUENT [26, 27] para a parte do escoamento e o GIMRT para o trans-

porte reativo [28], o TOUGHREACT [29, 15], o MINTEQ/A2 para a especiação

geoquímica [30, 31], WATEQ4F para especiação química de águas naturais [32] o

VODE, o GRI 1.2 e o CHEMKIN para os mecanismos cinéticos químicos [33, 34], o

PREMIX [33, 35, 36] para a combustão pré-misturada. Diante da complexidade e

importância, tanto cientí�ca quanto econômica dos problemas que envolvem �uxos

reativos em meios porosos, visa-se a simulação de forma e�ciente destes problemas.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho foi desenvolver um modelo matemático

para o escoamento reativo em meios porosos. O modelo foi veri�cado em duas

situações:
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• primeiro para o escoamento com precipitação e/ou dissolução de mine-

rais, tendo como mineral principal a calcita;

• o segundo caso é a combustão pré-misturada em meios porosos.

1.1.2 Objetivos Especí�cos

Os objetivos especí�cos principais deste trabalho, tendo em vista a

modelagem de �uxos reativos em meios porosos foram:

1. desenvolver um modelo para migração de �uidos reativos em meio po-

roso;

2. estender o modelo para combustão em meio poroso;

3. validar os modelos através de suas aplicações em problemas encontrados

na literatura;

4. utilizar os mecanismos reduzidos desenvolvidos pelo grupo de pesquisa

GMS/RFD Grupo de Modelagem e Simulação em Dinâmica de Fluidos

Reativos na modelagem da combustão em meio poroso;

5. utilizar a técnica quadtree no problema da combustão;

6. divulgar o trabalho em periódicos da área.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Neste capítulo, apresenta-se uma breve introdução sobre meios porosos

com os principais conceitos a serem entendidos. Em seguida, uma breve revisão

bibliográ�ca sobre �uxos reativos, cinética química e combustão é apresentada.

2.1 Meios Porosos

Um meio poroso é um material que consiste de uma matriz sólida com

espaços vazios, denominados de poros e através dos quais um �uido pode escoar.

A fração do volume total do meio que é ocupado pelo espaço vazio é chamada de

porosidade, ϕ. Portanto (1− ϕ) corresponde à fração ocupada pelo sólido. Supõe-se

que a matriz sólida é rígida, que sofre pequenas deformações. A interconectividade

do espaço vazio permite o �uxo de um ou mais �uidos através do material. A

situação mais simples, denominada de �uxo unifásico, é aquela em que o vazio é

saturado por um único �uido. Já em �uxos bifásicos, o espaço vazio é preenchido

por um gás e um líquido, por exemplo. Nesta de�nição de porosidade, assume-se que

todo o espaço vazio está interligado, mas se alguns poros forem separados, então é

importante de�nir a porosidade efetiva, que é a razão entre o espaço vazio conectado

e o volume total [1, 2, 37].

Na Figura 2.1 apresenta-se alguns exemplos de meios porosos naturais,

como areia da praia, arenito, calcário, pão de centeio, madeira, pulmão humano.

Em meios porosos naturais a distribuição dos poros é irregular quando se trata da

forma e do tamanho; e tem porosidades menores que 0, 6; e no caso de sistemas

geotérmicos, mais de 90% da energia interna está contida na matriz rochosa [37, 38].

Outra propriedade de um meio poroso é a chamada tortuosidade que

não tem uma de�nição simples e geral, mas é um termo usado para descrever a inter-
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Figura 2.1: Exemplos de materiais porosos naturais: A) areia da praia, B) arenito,
C) calcário, D) pão de centeio, E) madeira, F) pulmão humano [1].

ligação do espaço poroso e a sinuosidade, visto que estes são processos de transporte

que ocorrem através do meio poroso [39, 40, 41].

As leis governantes em variáveis macroscópicas, normalmente, começam

a ser derivadas com as equações padrão médias para regiões contendo muitos poros.

As médias podem ser tomadas espacialmente ou estatisticamente. No primeiro caso

(espacial), a variável macroscópica é de�nida como uma média apropriada dentro

de um volume elementar representativo su�cientemente grande, onde o valor da

variável é assumido no centro do volume. O volume elementar representativo é

muito maior que a escala do poro, mas muito menor que a escala do domínio do

�uxo macroscópico. Na abordagem estatística a média é um conjunto de possíveis

estruturas dos poros que são macroscopicamente equivalentes.
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Segundo Bejan [1], um modelo contínuo para meios porosos foi cons-

truído baseado no conceito de volume elementar representativo, onde as médias não

são sensíveis à escolha do volume elementar. Desta forma, é feita uma distinção

entre a média tomada em relação ao elemento de volume Vm do meio e aquela que

é tomada em relação ao elemento de volume, Vf , do �uido. Assim, por exemplo, a

média da velocidade do �uido sobre Vm é denotada por v = (u, v, w). Esta veloci-

dade tem recebido vários nomes, mas aqui a chamaremos de velocidade de Darcy.

Tomando uma média da velocidade do �uido ao longo do volume Vf , obtém-se a

velocidade média intrínseca V, que se relaciona com v por

v = ϕV, (2.1)

conhecida como relação de Dupuit-Forchheimer.

Meios porosos são normalmente heterogêneos, ou seja, as propriedades

variam muito de um ponto para outro na estrutura. No caso de campos de óleos, eles

são chamados de campos de óleos fraturados, que consistem de um conjunto de blo-

cos de meio poroso separados por uma rede de fraturas. Embora tais reservatórios

sejam governados pelas mesmas equações com propriedades variando lentamente,

eles apresentam algumas propriedades especí�cas adicionais, que podem ser estuda-

das pela técnica chamada de homogeneização. Esta técnica é uma ferramenta para

estudar as propriedades médias de soluções de equações diferenciais parciais com

coe�cientes periódicos.

2.2 Escoamentos Reativos

O escoamento de �uxos reativos envolve muitos fenômenos físicos, que

interagem entre si ao longo do tempo em diferentes escalas espaciais. Entre eles,

pode-se citar:

a) o �uxo em chamas e detonações: há um acoplamento muito importante entre

as reações químicas e o calor liberado durante estas reações. Estes
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processos devem ser considerados simultaneamente com o escoamento

do �uido;

b) o �uxo na atmosfera solar: as reações entre fótons, elétrons, e espécies atômicas

neutras e ionizadas ocorrem na presença de fortes campos eletromag-

néticos.

Os �uxos em lasers químicos, oceanos terrestres, e estrelas também são

exemplos de �uxo reativos. Há diferenças físicas nestes exemplos de �uxos citados,

mas a forma de suas equações governantes é muito semelhante. Consequentemente,

os procedimentos numéricos adotados nas suas resoluções tornam-se semelhantes.

O grau e o tipo de acoplamento dos processos físicos envolvidos varia muito. A

radiação, muitas vezes, é um efeito de transporte de calor muito importante, e não

pode ser desconsiderada. Em outros casos, as reações podem ser dissociadas do �uxo

de �uido [42, 43].

O objetivo da modelagem dos �uxos reativos não é obrigatoriamente

produzir uma cópia exata de um sistema, mas de tentar reproduzir características

importantes do mesmo. Assim, os modelos podem ser classi�cados em três níveis:

Modelos Fundamentais: descrevem as propriedades do comportamento de um

sistema através de hipóteses físicas básicas.

Modelos Empíricos: são ajustes de dados para uma determinada fórmula mate-

mática ou dados usados diretamente de uma tabela.

Modelos Fenomenológicos: são baseados em uma fórmula ou algoritmo que re-

presente a compreensão de forma intuitiva e qualitativa de uma situação

física. Desta forma, ele deve ser calibrado com uma teoria mais básica

ou através de experimentos. A fórmula de Arrhenius para as reações

químicas é um bom exemplo destes modelos.

Entre as di�culdades encontradas na modelagem do transporte reativo

pode-se destacar as incertezas dos parâmetros físicos e químicos, dados de campo



9

esparsos, incertezas na composição do �uido, transição de fases, entre outras, o que

acaba gerando limitações nos modelos [19, 44].

As equações reativas de Navier-Stokes para descrever uma chama, por

exemplo, não são resolvidas para o comportamento individual das partículas, mas

assume-se que o meio é um contínuo e o �uido num meio macroscópico [43].

O estudo dos vários termos das equações que modelam os �uxos reativos

mostram que há basicamente cinco tipos de processos físicos que podem alterar a

densidade das espécies e o transporte de energia, onde três deles se referem às

reações das espécies, transporte difusivo e transporte reativo e dois deles referem-se

à convecção e propriedades de comportamento oscilatório [43]:

A convecção descreve o movimento da quantidade de �uido no espaço. Os efeitos

convectivos são representados matematicamente por �uxos de quanti-

dades conservadas através dos volumes; como por exemplo, ∇ · (vρ),

∇ · (vP ), ∇ · (vρv). Na convecção assume-se que quantidades como

densidade, velocidade e energia são funções da posição.

As reações entre as espécies são chamadas de fenômenos locais pois não depen-

dem dos gradientes espaciais. Há três tipos de reações a serem consi-

deradas: reações unimoleculares, bimoleculares e moleculares [43], que

geralmente, são escritas como

a
kf ,kr
 b+ c (2.2)

a+ b
kf ,kr
 c+ d (2.3)

a+ b+m
kf ,kr
 c+m (2.4)

onde a, b, c, d e m são as diferentes espécies químicas, e kf e kr repre-

sentam as taxas de reação direta e reversa, respectivamente.

As expressões para as taxas de ração de combustão são escritas normal-

mente em função da temperatura expressa na forma de Arrhenius ou
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forma de Arrhenius modi�cada [45], que são respectivamente,

Ae−E/RT (2.5)

ou

AT βe−E/RT , (2.6)

onde A é o fator de frequência, β é uma constante empírica, T é a tem-

peratura absoluta, E é a energia de ativação, R é a constante universal

do gases [36].

Os efeitos de difusão são, geralmente, representados como um divergente do �uxo,

como por exemplo ∇· (µ∆v), onde µ é a viscosidade dinâmica do �uido

e v a sua velocidade. O transporte difusivo expressa a transferência

de massa, movimento ou energia devido à presença de gradientes de

concentração, velocidade ou temperatura.

O transporte de radiação é representado pelo termo ∇·q na equação da energia,

onde q é o �uxo de calor. O fenômeno de transporte de radiação descreve

a troca de energia e propriedades do material de um sistema como

fótons, que são emitidos e absorvidos.

O comportamento oscilatório é descrito indiretamente nas equações do �uxo

reativo. Uma onda é um termo aplicado para qualquer frente ou des-

continuidade que se move através do sistema. Os principais tipos de

onda são as ondas de choque, mas ondas gravitacionais também podem

ocorrer na modelagem de �uxos reativos.

Uma solução especí�ca das equações de um �uxo reativo requer con-

dições iniciais para o conjunto de variáveis, bem como condições de contorno que

descrevam a geometria do sistema, trocas de massa, movimento e energia que ocor-

rem no sistema. As implicações destas condições in�uenciam na técnica de solução

a ser utilizada. Especi�car condições de contorno que sejam simples, matematica-

mente tratáveis e �sicamente precisas e estáveis, muitas vezes, torna-se uma tarefa

difícil.
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Também, é uma tarefa muito difícil obter soluções analíticas para o

conjunto de equações governantes da maioria dos �uxos reativos. Quando a teo-

ria não fornece uma solução, e há o desejo de se estudar as propriedades gerais do

sistema, comparações entre os sistemas tornam-se muito úteis. Como exemplo, con-

sidere dois sistemas com o mesmo tamanho, as mesmas condições de �uido ou até

mesmo �uidos diferentes. Em muitos casos, os comportamentos dos sistemas são se-

melhantes. Assim, métodos de análise dimensional são extremamente importantes.

Eles produzem taxas de quantidades físicas que descrevem o sistema e são chamados

de números adimensionais. A taxa adimensional que relaciona as forças viscosas e

inerciais é o chamado número de Reynolds, por exemplo.

O modelo de simulação numérica envolve, basicamente três etapas:

− determinar o modelo computacional e numérico;

− construção do modelo de simulação numérica;

− utilização do modelo de simulação numérica.

Um modelo numérico ideal é computacionalmente rápido e e�ciente,

necessita de pouca memória computacional, apresenta boa precisão numérica e física,

é robusto, �exível e de fácil alteração, rápido para produzir resultados úteis e bem

documentado.

Neste trabalho, o escoamento reativo em meio poroso com precipita-

ção/dissolução de minerais e combustão são os �uxos reativos de interesse. Assim,

as duas próximas seções apresentam uma breve revisão bibliográ�ca com alguns con-

ceitos ou dados relevantes. Os dois problemas serão tratados devido à semelhança

física e dos sistemas de equações resultantes.

2.2.1 Escoamento Reativo em Meio Poroso sem Combustão

Nesta seção, trata-se de aspectos importantes sobre o escoamento rea-

tivo, principalmente sobre a convecção natural em meio poroso. Resultados encon-

trados na literatura para este tipo de escoamento são apresentados.
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O gradiente de temperatura é frequentemente a principal causa de con-

vecção natural de �uidos na atmosfera, mas sabe-se que esta também pode ser

causada pelas alterações nas concentrações das espécies químicas envolvidas. A cir-

culação de �uidos em camadas sedimentares normalmente leva à precipitação ou

dissolução de minerais devido às grandes variações de suas propriedades termodi-

nâmicas. O �uxo é dirigido, simultaneamente, pelos gradientes de temperatura

e concentração de componentes químicos. A convecção térmica é um mecanismo

para o transporte de massa de materiais dissolvidos. A quanti�cação de fenômenos

baseia-se no desenvolvimento de modelos de transporte so�sticados que acoplam o

�uxo, difusão, dispersão e reações químicas. Estes modelos consideram as mudanças

de temperatura, pressão e composição dos minerais, e são baseados em conjuntos de

equações diferenciais não-lineares acoplados [46, 19, 2, 23].

A convecção de �uido em meios porosos foi investigada por muitos

pesquisadores. Entre eles menciona-se Wood e Hewett [47], que apresentaram um

modelo teórico para a convecção de �uido e transferência de massa em arenito. Eles

apresentaram o argumento que a cimentação e dissolução em reservas de arenito es-

tão rigorosamente associados com o movimento de �uidos, que surgem normalmente

em meios porosos da escala geológica. A partir disto, o mecanismo proposto por eles

é a transferência de massa pelo movimento de convecção livre do �uido induzido por

gradientes geotérmicos. Rabinowicz et al. [7] apresentaram um modelo para convec-

ção e o relacionaram com a diagênese e migração de hidrocarbonetos usando dados

da reserva de óleo do Mar do Norte. Wood e Hewett [48] examinaram os efeitos de

uma convecção fraca em uma reserva de rocha porosa com relação à transferência

de massa.

A convecção livre de um �uido Newtoniano ao longo de uma placa ver-

tical incorporada em uma camada dupla de meio poroso foi investigada por Beithou

et al. [11], para o caso da temperatura da parede e �uxo de calor constantes. Neste

estudo, o meio poroso foi considerado com duas camadas porosas com permeabi-

lidades diferentes. Os resultados mostraram que o uso da variável permeabilidade
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é vantajosa para obter maior taxa de transferência de calor ao invés de usar uma

camada porosa simples. Os efeitos de uma reação química de primeira ordem na

estabilidade da �utuação da camada limite difusiva em um meio poroso foram exa-

minados por Andres e Cardoso [49]. Eles mostraram que a relação Da/Ra2, onde

Da é o número de Damköhler e Ra o número de Rayleigh, governa a interação entre

o �uxo do �uido e a cinética química. Este parâmetro é uma medida da taxa de

difusão e reação comparada com a convecção.

Entre os trabalhos com convecção natural que não seguem a lei de

Darcy, El-Amin et al. [14] investigaram a convecção natural ao longo de uma placa

vertical em um meio poroso saturado com �uido, considerando os efeitos de gera-

ção de calor por dissipação viscosa, utilizando o método de elementos �nitos. Eles

concluíram que os efeitos da dissipação viscosa não parecem ter in�uência signi�ca-

tiva nas características do sistema de transferência de calor. Chamkha et al. [12]

apresentam uma solução numérica para a transferência de massa e calor acoplado

por convecção natural para um �uxo de �uido não Newtoniano passando por uma

placa vertical incorporada em um meio poroso, na presença dos efeitos das reações

químicas e dissipação viscosa. Mansour e Gorla [50] também trabalharam com con-

vecção natural, mas consideraram, além dos efeitos da dissipação viscosa, o efeito

da radiação ao longo de uma parede vertical permeável e concluíram que a dispersão

térmica e a radiação aumentaram as taxas de transferência de calor.

Além do fenômeno da convecção natural, as reações de precipitação

e/ou dissolução mineral ocorrem no escoamento em meio poroso, principalmente

quando se trata de processos geotérmicos. Por outro lado, difusão, e migração de-

vido às forças advectivas que levam à dispersão das espécies químicas no espaço e

no tempo são exemplos de processos de transporte hidrodinâmico. Desenvolvimen-

tos modernos consideram os processos de transporte geoquímico e hidrodinâmicos

interdependentemente, devido à relação entre a geoquímica e a hidrologia [9].

No estudo de �uxos em fraturas rochosas, sabe-se que o mecanismo que

forma as zonas de alterações hidrotérmicas ao longo da fratura é uma combinação
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de alguns fatores, como transporte de �uido, soluto e calor na fratura com o meio

geológico, as trocas de calor e solutos entre a fratura e a matriz rochosa, e ainda as

interações químicas dos componentes do �uido com a fase sólida. Neste processo,

encontra-se o chamado transporte reativo, que é a difusão, advecção e dispersão

de calor e soluto, e precipitação e dissolução de minerais que estão presentes nas

interações citadas, o que in�uencia diretamente a qualidade das reservas [19, 44].

As fraturas irão sedimentar-se por dois mecanismos [19]:

− transporte por difusão de sólidos a partir de rochas adjacentes e preci-

pitação de minerais na fratura;

− precipitação de minerais por �uxo de �uidos através da fratura.

O processo de transferência de massa da fase sólida em solução está

envolvido na dissolução de um mineral. A taxa de dissolução é afetada por várias

substâncias, incluindo matéria orgânica. Além disso, a taxa de dissolução de alguns

minerais é depende da taxa de transporte de reagente e produtos e envolve, obri-

gatoriamente, transferência de massa da fase sólida para a solução. Com base nos

princípios gerais da teoria de transferência de massa, é possível obter as equações da

camada limite para a difusão, que são análogas às equações de Prandtl da camada

limite hidrodinâmica [46, 51, 52].

Em transferência de massa existem dois tipos de reações químicas [12]:

− homogênea é a que ocorre uniformemente ao longo de uma fase;

− heterogênea ocorre em uma região restrita ou dentro de uma fronteira

de uma fase.

A dissolução, alteração completa ou parcial da composição de um mi-

neral, pode ocorrer devido à lixiviação (processo de extração de uma substância

presente em componentes sólidos através da sua dissolução num líquido). Este é um

termo utilizado em vários campos da ciência, tal como a geologia, ciências do solo,
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metalurgia e química. A dissolução simples de um mineral em seus íons componen-

tes é chamada de dissolução congruente. Por outro lado, quando há formação de

minerais secundários a dissolução é chamada de incongruente [53].

Alguns minerais primários como a calcita sofrem a dissolução congru-

ente em água até que o equilíbrio é atingido. Assim que o equilíbrio é atingido,

sua reação de dissolução torna-se irreversível [53]. Quando se trata da dissolução

da calcita, sabe-se que a sua dissolução em sistemas naturais é afetada por vários

parâmetros. Sjöberg e Rickard [54] apresentaram uma análise de resultados experi-

mentais com atenção especial à dependência da temperatura da reação numa faixa

de 1 a 62◦C e concluíram que existem três regimes para a dissolução da calcita em

termos do pH que são:

Dependência de H+: é controlado por processos de transferência de massa. Em

temperaturas menores a absorção de H+ na superfície da calcita torna-

se mais importante.

Independência de H+ (25◦C): este regime é caracterizado por cinéticas mistas.

Dois processos estão envolvidos: difusão de produto através da camada

limite e uma reação química de primeira ordem, provavelmente envol-

vendo água. O controle do transporte aumenta com o aumento da

temperatura.

Regime de transição: é caracterizado por uma cinética química mais complexa.

Qinjie et al. [8] investigaram a dissolução da calcita experimentalmente

em água pura à 10 MPa usando o método da coluna de �uxo contínuo com a tempe-

ratura variando entre 50◦ e 250◦. Os resultados indicaram que a dissolução da calcita

não somente aumenta com a temperatura, mas tem um rápido aumento entre 150◦

e 200◦ com �uxo constante. Sabe-se, também, que a porosidade e a permeabilidade

de um reservatório de arenito, por exemplo, diminuem geralmente com o aumento

da profundidade [21].
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Bethke [6] em seu trabalho apresentou um modelo para �uxos em bacias

sedimentares onde a taxa de precipitação e dissolução do carbonato é descrita por(
∂C

∂t

)
rxn

= krxn(Ceq − C) (2.7)

onde krxn é a taxa para a reação química e Ceq é a concentração do soluto em

equilíbrio.

Um sistema está em equilíbrio quando suas propriedades não sofrem

alterações ao longo do tempo. A Figura 2.2 mostra um esquema em estado de

equilíbrio para a concentração. Termodinamicamente, um sistema está em equilíbrio

quando a energia de Gibbs ∆rG para a reação é igual a zero [6, 55].

Tempo

C
o
n
c
e
n
tr
a
ç
ã
o

Figura 2.2: Representação do desenvolvimento da cinética de uma reação até atingir
o equilíbrio.

Em 2001, Xu e Pruess [15] apresentaram uma modelagem muito abran-

gente com métodos numéricos para �uxos de �uido multifásico não-isotérmico e

transporte geoquímico. Eles implementaram o simulador numérico TOUGHRE-

ACT com uma modelagem inovadora para sistemas geoquímicos complexos. Neste

modelo, a fase gasosa é ativa durante o �uxo, transporte químico e reação. São apre-

sentadas técnicas especiais para o �uxo reativo e transporte em fraturas rochosas.
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As reações químicas são tratadas por uma aproximação da solução, que tanto pode

ser tratado por um processo iterativo ou não. A precipitação ou dissolução mineral

podem estar sujeitas às condições de equilíbrio local ou restrições cinéticas. Um

dos pontos fortes do modelo apresentado é que ele pode ser aplicado em domínios

geológicos de uma, duas ou três dimensões.

A maneira mais comum para quanti�car a dissolução mineral é medir

a taxa de aumento das concentrações dos solutos como função do tempo. Além

disso, as taxas de dissolução de minerais altamente solúveis e insolúveis, tendem a

ser rápidas e lentas, respectivamente [56, 16].

A forma geral da lei da taxa de reação para a dissolução e precipitação

cineticamente controlada é dada por [15]

rm = f(S1)sgn

[
log

(
Qm

Km

)]
Amkfσ(ai)

∣∣∣∣1− (Qm

Km

)µ∣∣∣∣n (2.8)

onde m é o índice mineral, f(S1) representa a área da superfície em diferentes

saturações de água, sgn[log(Qm/Km)] determina o sinal da expressão (quando rm é

negativo indica dissolução, e valores positivos indicam a precipitação), Am é a área

da superfície reativa, σ(ai) é função das atividades dos íons individuais em solução,

kf é uma taxa que depende da temperatura, Km é a constante de equilíbrio para a

reação mineral-água escrita para o mineral m, Qm é o produto da atividade iônica.

Os parâmetros µ e n são determinados experimentalmente.

A dependência da taxa de reação com a temperatura pode ser expressa

pela equação de Arrhenius como [57, 15]:

k = k0
j exp

[
−Ea,j

R

(
1

T
− 1

T0

)]
, (2.9)

onde Ea,j é a energia de ativação da reação, k0
j é o valor da taxa na temperatura de

referência T0 e R é a constante dos gases. A taxa de dissolução aumenta exponen-

cialmente com o aumento da temperatura. Os efeitos de aquecimento fazem com

que haja uma alteração na solubilidade dos carbonatos na água do mar, facilitando

a formação de coberturas de carbonatos [58].
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Em cinética química heterogênea, a reação pode ser entendida como

vários processos físicos e químicos diferentes que podem ser descritos separadamente.

Para a dissolução, estes processos podem ser resumidos nos seguintes passos [55]:

− difusão do reagente;

− absorção dos reagentes;

− migração de reagentes;

− reação química entre o sólido e o reagente absorvido;

− migração de produtos para fora do local da reação;

− dessorção dos produtos (é o processo inverso da sorção que é a ação da

absorção e adsorção ocorrendo simultaneamente recebe o nome dessor-

ção);

− difusão dos produtos para longe da superfície da solução.

Zhao et al. [59] apresentaram um modelo conceitual para investigar

as interações entre advecção, difusão/dispersão e cinética química dos solutos e de-

monstraram que estes processos controlam o equilíbrio químico dentro da zona de

fratura permeável e que existem três tipos de padrões de reações químicas em rochas

permeáveis. Para espécies aquosas, a possibilidade de precipitação dos minerais é

controlada pela condição de estar ou não em equilíbrio químico. A espécie aquosa

está saturada no �uido, se esta é resultado de uma reação química e atinge o equi-

líbrio químico. Portanto, a sua concentração atinge o valor máximo no ambiente

natural. Em muito casos, a solubilidade de uma espécie aquosa é diretamente pro-

porcional à temperatura do ambiente. Em um sistema hidrotérmico resfriado, a

espécie aquosa saturada torna-se supersaturada, gerando, assim, um dos processos

que causam precipitação mineral. O transporte de uma espécie aquosa saturada,

dentro do poro, a partir de uma zona de alta para baixa temperatura, descreve

outro processo de precipitação.

Em seguida, alguns aspectos importantes sobre a combustão no meio

poroso são apresentadas.
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2.2.2 Combustão em Meio Poroso

Combustão em meios porosos oferece muitas vantagens comparada à

combustão de chama livre, principalmente pelas diferenças nos mecanismos de trans-

ferência de calor [60]. Para aplicações em combustão, o material poroso deve resistir

a altas temperaturas e, por isso, alumina, cerâmica, carboneto de silício e zircônia

são usadas nestas aplicações, conforme mostra a Figura 2.3. Um dos mecanismos

essenciais da combustão é a formação de NOx, que é geralmente térmico e depende

principalmente da temperatura da chama e da disponibilidade de oxigênio. Além

disso, o controle de processos físicos de combustão, evitando altas temperaturas,

é essencial para a redução de formação de NOx (poluente). Assim, a combustão

em meios porosos é uma maneira de alterar os mecanismos físicos e químicos da

combustão, já que a temperatura de chama, por exemplo, é menor.

Figura 2.3: Exemplos de materiais para utilização em queimadores porosos: zircônia
(a), alumina (b) e carboneto de silício (c).

Aquecedores domésticos podem ser melhorados e reduzidos em tamanho

utilizando o conceito de combustão em meios porosos. Além disso, queimadores

porosos podem ser usados em aplicações domésticas e industriais. A combustão em

queimadores porosos pode ser usada em turbinas a gás, por exemplo. Em processos

de fabricação, tal como de vidro temperado, as perdas de calor para o ambiente

podem ser reduzidas entre 20 e 30%. Queimadores porosos são usados em secagem
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de papéis e pinturas, onde um �uxo de calor radiativo uniforme pode ser obtido

usando materiais porosos inertes [37].

Experimentos con�rmam que queimadores irradiantes porosos tem mais

vantagens do que queimadores de chama livre convencionais. As principais vantagens

de um queimador poroso são [61]:

− eliminação de posições quentes (hot spots) no dispositivo de transferên-

cia de calor como resultado da condução de calor e radiação;

− menor emissão de NOx devido a menor temperatura da chama;

− aquecimento uniforme;

− projeto compacto;

− ampla taxa de potência;

− baixo ruído;

− maior e�ciência que se deve ao pré-aquecimento da mistura de ar e gás.

Geralmente, existem dois tipos de combustão: o que gera chama a baixa

velocidade ou de�agração, e a alta velocidade ou detonação. Para a combustão em

meios porosos inerte, a diferença entre de�agração e detonação não é muito clara.

Pesquisadores identi�caram seis modelos de combustão baseado na velocidade da

onda [62, 63]. Estes regimes são listados na tabela (2.1).

Quando as reações químicas liberam ou absorvem uma grande quan-

tidade de energia, a cinética das reações é fortemente acoplada a convecção por

meio da pressão e densidade. Isto acontece em simulação de chamas e detonações.

Quando a energia liberada ou emitida pelas reações químicas é pequena ou quando

os reagentes estão altamente diluídos, existe apenas um feedback (realimentação)

entre a dinâmica de �uido e a química. Desta forma, o maior efeito da química

nestes casos pode ser através de uma mudança da densidade, o que gera mudança

na pressão [43].

A formação de produtos depende, principalmente, do tipo de combustí-

vel e dos mecanismos físicos e químicos da combustão. Diferentes estratégias foram
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Tabela 2.1: Regimes de combustão no estado estacionário para gás em meio poroso
inerte. Dados extraídos de Dillon [3].

Regime Velocidade da Onda (m/s) Mecanismos de Pro-

pagação da Chama

Baixa velocidade 0 - 10−4 condutivo, interfase de

troca de calor

Alta velocidade 0, 1 - 10 alta convecção

Combustão rápida 10 - 100 convectivo, baixos gra-

dientes de pressão

Velocidade do som 100 - 300 convectivo, com gradi-

ente de pressão

Detonação a baixa velocidade 500 - 1000 auto-ignição sob intera-

ção de onda de choque

Detonação normal 1500 - 2000 detonação sob calor e

perdas de pulso

desenvolvidas para controlar a poluição, as quais podem ser classi�cadas em três

categorias chamadas de processos de pré-, in- e pós-combustão [61].

O �uxo é turbulento devido a pequenos vórtices que são gerados pela

matriz porosa sólida, como apresentado na Figura 2.4. A área de superfície por

unidade de volume da matriz porosa é muito grande, da ordem de 104m−1. As

propriedades termofísicas do meio poroso, tal como a condutividade térmica e ca-

pacidade calorí�ca, podem ser determinadas de acordo com a aplicação.

Como a transferência de calor aumenta dentro do meio poroso há a

redução da temperatura, e assim a formação de NOx diminui. A pressão através do

meio poroso pode ser controlada pela permeabilidade do material poroso. A Figura

2.5 ilustra os mecanismos de transferência de calor no meio poroso. A transferên-

cia de calor por radiação para dentro do meio poroso é maior do que em chamas

gasosas; por isso a transferência de calor aumenta dentro do meio, reduzindo a tem-

peratura da chama. Na Figura 2.5 está representado o espalhamento, que é uma
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Figura 2.4: Esquema do �uxo através de um meio poroso.

das propriedades radiativas do material. O aumento da condutividade térmica do

meio poroso, por exemplo, faz com que a condução de calor da zona de pré e pós

chama aumente. Veja a Figura 2.5 onde a condução ocorre em duas direções. Já a

propriedade de advecção indica o movimento do campo de �uxo. Estes mecanismos

podem ser controlados usando diferentes materiais porosos, ou trocando a topologia

do material [61].

Radiação

Advecção

Condução

Fluxo

Chama

Figura 2.5: Mecanismos de transferência de calor em um queimador poroso.

A propagação da chama em meios porosos tem sido estudada por muitos

autores como Korzhavin [64], Lyamin [65] e Badkin et al. [62]. Os experimentos
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realizados por esses pesquisadores consistem de tubos cheios de material poroso e

uma mistura homogênea com combustível e oxidante. As misturas que vem sendo

estudadas são misturas de hidrocarbonetos e ar, como metano-ar e propano-ar. A

motivação para a maioria destas pesquisas é melhorar a tecnologia do queimador.

Os queimadores porosos são ideais para tais aplicações. Obtém-se com-

bustão super-adiabática em meio poroso sempre que o calor é recirculado a partir

dos produtos quentes para os reagentes não queimados. Temperaturas adiabáticas

elevadas ocorrem em aplicações metalúrgicas, incluindo o processo de síntese de

auto-propagação em alta temperatura [61].

Muitos trabalhos foram realizados em queimadores de �uxo axial, onde

a mistura combustível/ar na camada porosa e a chama, normalmente, estabilizam

na saída. Assim, a radiação na saída do queimador é maximizada. Materiais porosos

metálicos e cerâmicos são normalmente usados, onde a combustão acontece nos poros

entre a matriz sólida. A temperatura da superfície do material é aproximadamente

de 1100◦C e não existe chama visível.

O esquema das con�gurações de três queimadores porosos é ilustrado

na Figura 2.6. No queimador de placa plana, Figura 2.6 (a), o ar �ui axialmente

através de uma área constante preenchida com uma camada porosa de espessura L.

Nos queimadores cilíndricos e esféricos, Figura 2.6 (c), o ar �ui radialmente atra-

vés de uma matriz anular porosa. As propriedades termofísicas do ar (densidade,

condutividade térmica e calor especí�co) são assumidas como sendo funções da tem-

peratura e da concentração das espécies. Geralmente, a queda de pressão através do

queimador poroso não é alta e seu efeito sobre as propriedades termofísicas pode ser

negligenciado. O desenvolvimento de queimadores porosos, bem como o estudo da

combustão pré-misturada em meios porosos inertes, vem aumentando devido a seus

baixos índices de emissão, além de oferecerem �exibilidade e capacidade para operar

à baixas taxas de equivalências, e por terem velocidade de chama efetiva maior do

que em chamas laminares [33, 66, 34, 67, 68].
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Figura 2.6: Esquemas de queimadores de (a) �uxo axial, (b) �uxo radial, (c) �uxo
esférico.

Os queimadores porosos recirculam calor da zona de pós-chama para

a de pré-chama através da radiação sólido-sólido e condução, o que leva a chamas

com excesso de entalpia. O mecanismo de estabilização de chamas pré-misturadas

dentro de meios porosos é complexo e um fenômeno muito importante do ponto de

vista de segurança dos queimadores [33, 67, 68]. Takeno et al. [69] introduziram o

conceito do uso de meio poroso em zona de radiação em uma chama pré-misturada

para obter a recirculação interna de calor.

Uma das di�culdades encontradas na combustão em meios porosos é

a estabilização da chama dentro do meio, além da durabilidade dos materiais que

tendem a rachar. Como exemplo destes materiais tem-se espumas cerâmicas porosas,
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que apesar de terem boa resistência à temperatura, tendem a rachar devido às forças

de expansão [34].

De maneira geral, queimadores porosos podem ser classi�cados em dois

grupos [70]:

− queimadores com chamas estáveis e queima dentro da matriz porosa;

− queimadores com estabilização da chama próxima ou na superfície do

material poroso, com parte da combustão fora da matriz porosa.

Existem diferentes con�gurações para os queimadores porosos, mas a

que se revela promissora consiste em duas seções com diferentes propriedades. Isto

se deve ao fato da velocidade de chama da matriz porosa ser determinada por várias

propriedades do meio poroso como diâmetro do poro, porosidade, condutividade do

sólido entre outras [33].

O processo de combustão pré-misturada no meio poroso pode ser resu-

mido da seguinte forma [34]:

− o combustível pré-misturado entra na matriz porosa;

− o combustível é aquecido na matriz devido à radiação e condução;

− o combustível pré-aquecido passa para a zona de reação;

− os produtos de reação por convecção são conduzidos à saída do meio

poroso;

− os produtos de combustão aquecem as vizinhanças por convecção, con-

dução e radiação;

− a condução e radiação tendem a pré-aquecer os gases não queimados,

elevando a velocidade de queima;

− os limites de �amabilidade da mistura são ampliados.

O processo de combustão em meios porosos é bastante complexo, pois

requer o acoplamento da transferência de energia e cinética química que ocorrem

localmente no meio. As equações da energia para a fase sólida e gasosa, normalmente
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são tratadas separadamente. Ainda deve-se considerar os efeitos de transferência de

calor por radiação e condução, bem como as interações entre a fase gasosa, que são

incluídas na equação da energia do sólido [34].

No próximo capítulo, o conjunto de equações governantes para �uxos

reativos em meio poroso é apresentado, bem como o procedimento para a adimen-

sionalização das mesmas.
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3 EQUAÇÕES GOVERNANTES DO
ESCOAMENTO REATIVO EM MEIO
POROSO

Neste capítulo, apresentam-se as equações governantes para o �uxo de

�uido em meio poroso com reações de precipitação e/ou dissolução e para a com-

bustão laminar pré-misturada. O modelo é baseado nas equações de Navies-Stokes

para ambos os casos. Para a modelagem do primeiro caso é usada a aproximação

de Boussinesq e a Lei de Darcy, que não serão consideradas no caso da combustão.

Outra diferença encontra-se nas equações de difusão, onde para o caso da combustão

são utilizadas as equações na forma da fração de massa ao invés das equações de

concentrações. A razão entre concentração e fração de massa é função da densidade.

3.1 Equações Governantes

A Lei de Darcy e a Lei de Archie são relações que descrevem o transporte

de propriedades em rochas sedimentares porosas. A Lei de Archie de�ne uma relação

da lei da potência entre a porosidade e condutividade elétrica da água salgada que

preenche as rochas, enquanto que a Lei de Darcy, de uma maneira geral, de�ne a

permeabilidade ou a capacidade de permitir o �uxo do �uido [71].

Nesta seção, breves considerações sobre a Lei de Darcy são apresenta-

das, juntamente com as principais equações e relações que podem ser consideradas

em diversos exemplos de tratamento de �uxos em meios reativos, dependendo da

situação-problema.

3.1.1 Lei de Darcy

Henry Darcy (1956) investigou o abastecimento de água de Dijon (ci-

dade francesa na região administrativa de Bergonha) e seus experimentos com �uxos
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unidirecionais em estado estacionário em um meio uniforme revelaram que existe

uma proporção entre a taxa de �uxo e a diferença de pressão aplicada, que pode ser

escrita como [1]

u = −K

µ

∂P

∂x
(3.1)

onde ∂P
∂x

é o gradiente de pressão na direção do �uxo e µ é a viscosidade dinâmica

do �uido, K é a permeabilidade especí�ca, que não depende da natureza do �uido

mas da geometria do meio [1, 5, 72].

Em três dimensões, a equação (3.1) é escrita de forma generalizada

u = µ−1K · ∇P, (3.2)

onde, agora, a permeabilidade K é um tensor de segunda ordem. Para o caso de um

meio isotrópico a permeabilidade é um escalar e a equação (3.2) é simpli�cada para

∇P = − µ

K
v. (3.3)

A Lei de Darcy é uma relação empírica baseada em observações ex-

perimentais em �uxo de água unidimensional a alta velocidade através de meio

arenoso [73]. A equação de Darcy, equação (3.2), é linear em relação à velocidade

de escoamento v, e conserva-se quando v é su�cientemente pequeno. Na prática,

su�cientemente pequeno signi�ca que o número de Reynolds Rep do �uxo, baseado

no diâmetro do poro característico ou da partícula, é da ordem da unidade ou me-

nor. À medida que v aumenta, a transição para o arraste não linear é suave; não

existe transição brusca quando Rep aumenta de 1 para 10. A quebra da linearidade

deve-se ao fato da forma como ocorre o arraste devido aos obstáculos sólidos. Desta

forma, é sugerida uma modi�cação na equação (3.3) que deve ser substituída por

∇P = − µ

K
v− cFK

−1/2ρf |v|v. (3.4)

onde cF é uma constante de arraste na forma adimensional, com valor que varia com

a natureza do meio poroso e pode ser pequeno como 0, 1 no caso de �bra de metal.

A equação (3.4) é conhecida como equação de Forchheimer [1].
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Uma alternativa para a equação de Darcy é a equação de Brinkman.

Omitindo os termos inerciais, ela assume a forma

∇P = − µ

K
v+ µ̃∇2v. (3.5)

Logo, existem dois termos viscosos: o primeiro é usualmente o termo de

Darcy e o segundo é análogo ao termo Laplaciano que aparece na equação de Navier-

Stokes. O coe�ciente µ̃ é a viscosidade efetiva. No processo mediado para um meio

poroso isotrópico, µ̃ = 1/φτ ∗, onde τ ∗ é a quantidade chamada de tortuosidade do

meio (2,5 - 50), mas µ̃/µ depende da geometria do meio.

Em materiais naturais a permeabilidadeK varia muito; como por exem-

plo para o cascalho limpo, a permeabilidade varia entre 10−7 e 10−9 m2. Trabalhos

de interesse geofísico, normalmente, utilizam o número de Darcy como unidade para

a permeabilidade, que é igual a 0, 987× 10−12m2.

Se a permeabilidade K é determinada pela geometria do meio, então

calcula-se K em termos dos parâmetros geométricos. Assim, muitas pesquisas vêm

sendo desenvolvidas neste aspecto. Por exemplo, no caso de partículas ou �bras,

introduz-se uma medida efetiva ou diâmetro Dp da �bra. Assim, a partir da teoria

de raio hidráulico de Carman-Kozeny, tem-se

K =
D2

p2
ϕ3

180(1− ϕ)
, (3.6)

onde

Dp2 =

∫∞
0

D3
ph(Dp)dDp∫∞

0
D2

ph(Dp)dDp

(3.7)

e h(Dp) é a função da distribuição de diâmetrosDp. A constante 180 da equação (3.6)

foi ajustada experimentalmente [1]. Geralmente, a migração de hidrocarbonetos em

meios porosos é governada pela Lei de Darcy [74].

A seguir é apresentado o conjunto de equações para a modelagem do

�uxo de �uido em um meio poroso, considerando que podem ocorrer reações de

dissolução e/ou precipitação. Desta forma, este conjunto é composto pela equação
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da continuidade, quantidade de movimento, energia e concentração. A hipótese de

Boussinesq é empregada para considerar as mudanças de densidade do �uido devido

às mudanças de temperatura e da concentração dos componentes do �uido.

Para a convecção em meios porosos, muitos autores usam uma extensão

da equação (3.3) da seguinte maneira

ρf

[
∂V
∂t

+ (V · ∇)V
]
= −∇P − µ

K
v, (3.8)

que, quando a relação de Dupuit-Forchheimer (2.1) é utilizada, torna-se

ρf

[
ϕ−1∂v

∂t
+ ϕ−2(v · ∇)v

]
= −∇P − µ

K
v. (3.9)

Esta equação foi obtida via analogia com a Equação de Navier-Stokes.

3.1.2 Equações para Precipitação/Dissolução de Minerais

Considere que o meio poroso é homogêneo e termicamente isotrópico, e

que o �uxo é laminar, instável e incompressível. O �uido saturado no meio está em

equilíbrio termodinâmico local com a matriz sólida e a porosidade e permeabilidade

do meio são uniformes em todo o domínio. As propriedades termofísicas do meio

poroso são assumidas como sendo constantes; e a dissipação viscosa e pressão são

consideradas desprezíveis.

Assim, as equações que descrevem o escoamento reativo com a aproxi-

mação de Boussinesq podem ser escritas como:

Continuidade
∂ρ

∂t
+ ∇⃗ · (ρv⃗) = 0 (3.10)

Quantidade de movimento

∂

∂t
(ϕρv⃗)+ ∇⃗ · (ϕρv⃗⊗ v⃗) = −ϕ∇⃗p+ ∇⃗ · (ϕµ∇⃗v⃗)−ϕ

µ

K
v⃗+ϕρg⃗[βT δT +βCδC] (3.11)

onde o termo de resistência inercial, IR = C2ρ|v⃗|v⃗/2, é desprezado.
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Energia

∂

∂t
(ϕρcpT ) + ∇⃗ · (ϕρv⃗cpT ) = ∇⃗ · (ϕκ∇⃗T ) + hv(Ts − T )− ϕ

N∑
i=1

hiω̇iWi (3.12)

Concentração das Espécies

∂

∂t
(ϕCi) + ∇⃗ · (ϕv⃗Ci) = ∇⃗ · (ϕD∇⃗Ci) + ϕω̇iWi (3.13)

onde t é o tempo, ϕ a porosidade do meio, v⃗ o vetor velocidade, p a pressão do

�uido, hv o coe�ciente de transferência de calor volumétrico, T temperatura do

meio poroso, N é o número de reações químicas, Ts é a temperatura do sólido, cp o

calor especí�co, κ a condutividade térmica, Wi a massa molecular da espécie i, Ci a

concentração da espécie i, ρ a densidade do �uido, K permeabilidade do meio, µ a

viscosidade dinâmica, ω̇i taxa de reação química, g⃗ a aceleração devido a gravidade,

βT o coe�ciente volumétrico de expansão térmica, βC o coe�ciente de expansão

volumétrica, D o coe�ciente de difusividade mássica, δT = T − T∞, δC = C − C∞ e

T∞ e C∞ a temperatura e concentração na corrente livre, respectivamente [12].

O conjunto de reações químicas considerado é o seguinte:

CaCO3 + H+ = HCO−
3 + Ca2+ (3.14)

H2O+ CO2(g) = H2CO
∗
3 (3.15)

H2CO
∗
3 = HCO−

3 + H+ (3.16)

HCO−
3 = CO2−

3 + H+ (3.17)

onde H2CO
∗
3 representa por convenção H2CO

0
3 + CO2(g) [2]. Genthon et. al [2]

apresentam um sistema com oito reações, que aqui é reduzido para quatro reações

sem perda signi�cativa de precisão nos resultados.

Os minerais altamente solúveis têm taxas de dissolução relativamente

rápida. Por outro lado, as velocidades de dissolução dos minerais insolúveis são

lentas [56].
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Para uma reação da forma A+B ↔ C, a taxa de dissolução é descrita

como [75, 44, 76]:

d[A]

dt
= −kf [A][B]

(
1− [C]

[A][B]Keq

)
= kf [A][B]

(
1− IAP

Keq

)
, (3.18)

onde kf é a taxa da reação direta, Keq é a constante de equilíbrio, e IAP é o produto

das atividades dos íons.

log( IAP
Keq

) é conhecido como índice de saturação (Ω) e indica o estado de

saturação da solução com respeito à fase mineral; e existem três situações possíveis

[77, 9, 55]:

a) IAP < Keq, Ω < 0 - indica a tendência de dissolução [53];

b) IAP > Keq, Ω > 0 - indica a tendência de precipitação;

c) Ω = 0, IAP = Keq - indica que a fase mineral está em equilíbrio

termodinâmico com uma solução.

A principal tarefa para calcular os índices de saturação é determinar as

atividades. Muitas vezes a concentração é usada para cálculos termodinâmicos mas,

mais rigorosamente, esta não é a forma verdadeira, pois para soluções concentradas

existe uma diferença entre a concentração (e�caz) real de componentes dissolvidos e

sua concentração aparente, geralmente menor do que a concentração verdadeira. Isto

acontece porque o eletrólito atua como se fosse parcialmente ionizado. Em outras

palavras, os componentes dissolvidos tornaram-se menos e�cazes do que o esperado,

quando as concentrações são consideradas. Assim, a concentração aparente do soluto

é chamada de atividade, a qual é diferente da concentração real devido as interações

com o soluto iônico [77].

A relação entre a concentração e atividade é de�nida como:

γi =
ai

Mi

(3.19)
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Tabela 3.1: Parâmetro A da Equação de Davies
Temperatura ◦C A

0 0, 4913
25 0, 5092
60 0, 5450
100 0, 5998

onde ai é a atividade, Mi a concentração molar e γi o coe�ciente de atividade. Em

soluções concentradas a atividade e a concentração podem ser muito diferentes, mas

em soluções diluídas γi é aproximadamente igual a um e, portanto, ai ≈ Mi.

É necessário calcular os efeitos de iterações iônicas que são determinados

pela chamada força iônica (I) da solução, a qual é de�nida como segue [77]

I =
1

2

∑
Miz

2
i , (3.20)

onde Mi é a molaridade das espécies i e zi a carga do íon.

Finalmente, a equação de Davies [77] é usada para calcular os coe�ci-

entes de atividade, e é dada por

log γi = −Az2i

( √
I

1 +
√
I
− 0.2I

)
, (3.21)

onde o valor do parâmetro A é dependente da temperatura, como mostra a tabela

3.1. O método de Lagrange [78, 79] é usado para interpolar os valores do parâmetro

A da tabela 3.1.

A equação (3.21) é usada para calcular os coe�cientes de atividade para

íons onde a força iônica é menor do que 0, 5 mol/L. Para o cálculo dos coe�cientes

de atividade é utilizado um método iterativo.

As concentrações de H+ e OH− em soluções aquosas são geralmente

números muito pequenos e, assim, são difíceis de serem avaliados. Em 1909 o di-

namarquês Soren Sorensen propôs uma medida mais prática chamada de pH, que

é o símbolo para a grandeza físico-química do potencial hidrogeniônico que indica
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a acidez, neutralidade ou alcalinidade de uma solução aquosa. Matematicamente,

para íons H+,

pH = − log10[aH+ ] (3.22)

onde aH+ é o valor da atividade. Assim, a relação (3.22) pode ser substituída por

pH = − log10[H
+] (3.23)

A mesma ideia pode ser usada para as concentrações de íons de OH−

que são representadas por pOH, embora este símbolo quase não seja utilizado. As

soluções ácidas terão pH abaixo de 7, as alcalinas acima de 7 e as neutras iguais a

7.

Conforme a concentração do íon de H+ decresce, o pH e a concentração

do íon de OH− crescem. Da mesma forma, à medida que descresce a concentração

do íon de OH−, cresce o pOH e a concentração do íon H+.

Note que as variações de pH, por menores que sejam, correspondem a

variações importantes na concentração de H+. O aumento de uma unidade de pH,

por exemplo, indica um decréscimo de 10 vezes na concentração de H+ [80, 81, 82].

Gases atmosféricos são pouco solúveis em água, exceto o CO2. A Lei de

Henry descreve a solubilidade dos gases, a qual estabelece uma proporcionalidade

entre a pressão parcial Pi do gás i sobre a solução e sua concentração na solução.

Sendo assim, se um gás simples é produzido, e a reação atinge o equilíbrio, a cons-

tante de equilíbrio pode ser formulada pela substituição da concentração do referido

gás por sua pressão parcial. Como exemplo, considere o seguinte processo:

CaCO3 ↔ CaO+ CO2(g), (3.24)

A constante de equilíbrio pode ser substituída, neste caso, pela pressão

parcial do CO2(g), denominada de pCO2, ou seja,

K =
[CaO][CO2]

[CaCO3]
. (3.25)
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Como as atividades de CaO e CaCO3 são iguais a 1, pois são sólidos

puros, a Equação (3.25) torna-se:

K = pCO2. (3.26)

Logo, a pressão parcial do gás CO2 é igual a constante de equilíbrio

[83, 84].

3.1.3 Equações para a Combustão em Meio Poroso

Para o modelo de combustão, considera-se a combustão laminar pré-

misturada de uma mistura estequiométrica de metano e ar em um meio poroso de

zircônia em uma geometria bidimensional. O material poroso é inerte, a radiação

da fase gasosa é desprezada. O �uxo que interage com a matriz sólida através

da transferência de calor é proporcional à diferença de temperatura entre o gás e o

sólido. Com estas hipóteses, o conjunto de equações para a equação da quantidade de

movimento, equação da energia para a fase gasosa e sólida, e difusão são [33, 66, 67]

Continuidade
∂ρ

∂t
+ ∇⃗ · (ρv⃗) = 0 (3.27)

Quantidade de movimento

∂

∂t
(ϕρf v⃗) + ∇⃗ · (ϕρf v⃗v⃗) = −ϕ∇⃗p+ ∇⃗ · (ϕµ∇v⃗) + ϕ

µ

K
v⃗ (3.28)

Energia para a fase gasosa

∂

∂t
(ϕρfh) + ∇⃗ · (ϕρf v⃗h) = ∇⃗ · (ϕκf∇Tg)− hv(Ts − Tf ) + ϕ

N∑
i=1

ω̇iMihi (3.29)

Energia para a fase sólida

∂

∂t
[(1− ϕ)ρscsTs] = ∇⃗ · [(1− ϕ)κs∇Ts] + hv(Tf − Ts) (3.30)
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Difusão das espécies

∂

∂t
(ϕyi) + ∇⃗ · (ϕv⃗yi) = ∇⃗ · (ϕD∇⃗ρyi) + ϕω̇iMi (3.31)

onde v⃗ é o vetor velocidade, ρf a densidade do �uido, ρs a densidade do sólido, ϕ a

porosidade do meio poroso, p a pressão, K a permeabilidade, µ a viscosidade, h a

entalpia do �uido, κs a condutividade térmica do sólido, κf a condutividade térmica

do �uido, Mi a massa molar da espécie i, cs calor especí�co do sólido, hv coe�ciente

de transferência de calor volumétrico entre o sólido e o gás, Tf a temperatura do

�uido, Ts a temperatura do sólido e N é o número de reações químicas. A variável

yi = [yF , yO, yP ]
T representa as frações de massa do combustível, do oxidante e dos

produtos, respectivamente; D é o coe�ciente de difusão, e ω̇i a taxa de reação.

O mecanismo de um passo da reação global para a combustão completa

do combustível é utilizado de acordo com Turns [85], no caso o metano:

CH4 + 2O2 → CO2 + 2H2O (3.32)

onde a taxa de reação é dada por

ω = −AymF y
n
O exp

(
− E

RT

)
(3.33)

com A = 1, 3× 108, E/R = 24.358 K, m = −0, 3 e n = 1, 3, onde E é a energia de

ativação da reação química e R é a constante do gases ideais.

O mecanismo de duas etapas para a combustão completa do metano é

representado pelas seguintes equações [85]:

CH4 +
3

2
O2 → CO+ 2H2O (3.34)

CO+
1

2
O2 → CO2. (3.35)

As taxas destas reações são dadas, respectivamente por

ω1 = 5× 1011 exp

(
−47800

RT

)
(3.36)

ω2 = 2, 24× 1012 exp

(
−40700

RT

)
. (3.37)
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Para determinar a equação da pressão, inicialmente, as equações (3.11)

são derivadas em relação a x e y [86], respectivamente, e assim, obtem-se

ϕ
∂2p

∂x2
= − ∂2

∂x∂t
(ϕρu)−u

∂2

∂x2
(ϕρu)−v

∂2

∂x∂y
(ϕρu)+

∂3

∂x3
(ϕρu)+

∂3

∂x∂y2
(ϕρu)+ϕ

µ

K

∂u

∂x
(3.38)

ϕ
∂2p

∂y2
= − ∂2

∂y∂t
(ϕρv)− u

∂2

∂y∂x
(ϕρv)− v

∂2

∂y2
(ϕρv) +

∂3

∂y∂x2
(ϕρv) +

∂3

∂y3
(ϕρv)

+ ϕ
µ

K

∂v

∂y
− ϕρg⃗

[
βT

∂

∂y
δT + βC

∂

∂y
δC

]
. (3.39)

Somando (3.38) e (3.39), obtém-se:

ϕ

(
∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2

)
= −∂M

∂t
−
(
u
∂M

∂x
+ v

∂M

∂y

)
+

(
∂2M

∂x2
+

∂2M

∂y2

)
− ϕµ

K
M + ϕρg⃗

[
βT

∂

∂y
δT + βC

∂

∂y
δC

]
(3.40)

onde

M =
∂

∂x
(ϕρu) +

∂

∂y
(ϕρu). (3.41)

Assim, a equação de Poisson (3.40) representa a equação a ser resolvida

para atualizar o campo de pressões. A equação da pressão para o caso da combustão

é obtida através deste procedimento utilizando, neste caso, as equações (3.28).

A seguir, o procedimento adotado para a solução do conjunto de equa-

ções obtidas neste capítulo é apresentado.
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4 PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO

Neste capítulo, apresenta-se os principais conceitos referentes à discre-

tização do conjunto de equações diferenciais parciais do problema de dissolução e/ou

precipitação de minerais, bem como para a combustão em meio poroso.

4.1 Aproximação das Equações em Diferenças Finitas

Para a resolução numérica de equações utilizando o computador é ne-

cessário a discretização destas equações, obtendo a solução em pontos (x, t). Para

tal são geradas malhas que variam conforme o fenômeno em estudo e o domínio de

interesse, que são constituídas por pontos discretos. Inicialmente, considere uma

malha com espaçamentos uniformes no plano bidimensional. Os pontos da malha

localizam-se na intersecção das linhas horizontais com as verticais, com espaçamen-

tos ∆x e ∆y, nas direções x e y, respectivamente, e não necessariamente iguais

[87, 88].

x

y

.

.

.

..

i,j+1

i,j-1

i+1,ji-1,j

i,j

Figura 4.1: Malha computacional utilizada no método de diferenças �nitas.

O método de diferenças �nitas é um método numérico aplicado à reso-

lução de equações diferenciais. A idéia básica deste método é substituir as derivadas

por diferenças �nitas [89, 90], as quais são obtidas via truncamento de séries de
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Taylor ou interpolação polinomial, por exemplo. Além disso, este método é de fácil

implementação e produz resultados satisfatórios para os problemas estudados neste

trabalho.

No método de discretização de diferenças �nitas a grade é normalmente

localmente estruturada, ou seja, cada ponto da grade pode ser considerado a origem

do sistema de coordenadas, onde os eixos coincidem com as linhas da grade. Cada

nodo da grade é identi�cado por um conjunto de índices, (i, j) para o caso bidimen-

sional. Portanto, um dado ponto (i, j) possui coordenadas (x0 + i∆x, y0 + j∆y),

onde o ponto (x0, y0) representa a origem do sistema de coordenadas [87, 88].

As soluções das equações diferenciais não são exatas, e existem três

motivos a serem considerados [87]:

• o processo de discretização devido ao truncamento da série de Taylor;

• o erro devido aos cálculos feitos pelo computador;

• a aproximação numérica das condições de contorno.

A de�nição de derivada para uma função f contínua é dada por [87, 91,

89, 90]:
df

dx
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
. (4.1)

As aproximações por diferenças �nitas podem ser pensadas como o

inverso do processo da determinação do limite (4.1), ou seja, uma aproximação para

a derivada de primeira ordem de f ( df
dx
) pode ser dada pelo lado direito de (4.1).

Aqui, vamos considerar as aproximações por diferenças �nitas baseadas

na expansão da série de Taylor de uma função f . Para isto, supõe-se que f seja con-

tínua no intervalo [a, b] de interesse e que possua derivadas até ordem M contínuas

nesse mesmo intervalo. Pelo Teorema de Taylor, para todo x ∈ [a, b], tem-se,

f(x) = f(x0) + (∆x)
df

dx

∣∣∣∣∣
x0

+
(∆x)2

2!

d2f

dx2

∣∣∣∣∣
x0

+
(∆x)3

3!

d3f

dx3

∣∣∣∣∣
x0

+ . . .+RM (4.2)
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onde ∆x = x− x0 e RM é o resto, e é de�nido por

RM =
(∆x)M

M !

dMf

dxM

∣∣∣∣∣
η

, η ∈ [a, b]. (4.3)

Considere uma malha unidimensional uniforme, ou seja, igualmente

espaçada com ∆x = xi − xi−1. A primeira derivada da função f no ponto xi = i∆x

pode ser determinada expandindo f(xi + ∆x) em série de Taylor em torno de xi e

dividindo todos os termos por ∆x, o que resulta em

∂f

∂x

∣∣∣∣∣
i

= f(xi) + (∆x)
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
i

+

[
(∆x)2

2!

∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
i

− (∆x)3

3!

∂3f

∂x3

∣∣∣∣∣
i

− . . .

]
. (4.4)

Logo, a primeira derivada de f é dada por

df

dx

∣∣∣∣∣
i

=
f(i+∆x)− f(xi)

∆x
+ ERRO, (4.5)

com

ERRO =

[
−(∆x)

2!

∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
i

− (∆x)2

3!

∂3f

∂x3

∣∣∣∣∣
i

− . . .

]
. (4.6)

O conjunto dos termos de (4.6) chama-se de erro local de truncamento,

que aparece devido à utilização de um número �nito de termos na expansão da série

de Taylor. A expressão (4.6) indica uma diferença entre o valor exato da derivada

e sua aproximação numérica, a qual varia com a redução do espaçamento ∆x, ou

seja, com o re�namento da malha.

Se escrevermos fi±k para f(xi ± k∆x), pode-se simpli�car a expressão

(4.4),
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
i

=
fi+1 − fi

∆x
+O(∆x). (4.7)

onde O(∆x) signi�ca da ordem de ∆x.

Esta expressão é uma equação de diferenças �nitas para a aproximação

de primeira ordem para a primeira derivada de f , utilizando diferenças progressivas.
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Expandindo f(x−∆x) em série de Taylor em torno do ponto xi obtém-

se uma segunda aproximação por diferenças �nitas,

f(xi −∆x) = f(xi)− (∆x)
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
i

+
(∆x)2

2!

∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
i

+O(∆x)3. (4.8)

Portanto,
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
i

=
fi − fi−1

∆x
+O(∆x) (4.9)

que é uma aproximação por diferenças para trás de primeira ordem de f .

Uma aproximação de O(∆x)2 para derivada primeira de f é obtida por

manipulação algébrica das seguintes expansões em série de Taylor:

f(xi −∆x) = f(xi)− (∆x)
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
i

+
(∆x)2

2!

∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
i

+O(∆x)3, (4.10)

f(xi +∆x) = f(xi) + (∆x)
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
i

+
(∆x)2

2!

∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
i

+O(∆x)3. (4.11)

As expansões (4.10) e (4.11) devem ser combinadas de forma a eliminar

as derivadas de segunda ordem de f . Desta forma, obtém-se

f(xi +∆x)− f(xi −∆x) = 2(∆x)
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
i

+O(∆x)3. (4.12)

ou ainda,
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
i

=
fi+1 − fi−1

2∆x
+O(∆x)2. (4.13)

A aproximação dada em (4.13) é chamada de diferenças centradas.

A Figura 4.2 mostra a representação geométrica das de�nições de deri-

vadas por aproximações em diferenças �nitas, onde a inclinação da reta L, K e O

está próxima à inclinação de f em (xi), mas note que quanto menor o espaçamento

∆x, maior será a inclinação das respectivas retas.
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f

.
.
L

f f

.

x
x x

K

.
.

. .
O

Derivadas progressivas Derivadas para trás Derivadas centrais

Figura 4.2: Pontos utilizados no cálculo da derivada primeira de f por diferenças
�nitas progressivas, para trás e centrais.

De forma semelhante às anteriores, a aproximação para as derivadas de

segunda ordem são obtidas combinando os termos de (4.10) e (4.11), mas agora a

derivada primeira de f deve ser eliminada. Assim, obtém-se

f(xi +∆x) + f(xi −∆x) = 2f(xi) + (∆x)2
∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
i

+O(∆x)4. (4.14)

Organizando os termos, resulta

∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
i

=
fi+1 − 2fi + fi−1

(∆x)2
+O(∆x)2. (4.15)

Logo, a expressão (4.15) é a aproximação por diferenças �nitas para

derivadas de segunda ordem.

Para a implementação do conjunto de equações adimensionais, inicia-se

em t = 0 com valores das variáveis de interesse pré-estabelecidos. O tempo �nal é

alcançado pelo incremento ∆t em cada passo do laço externo. Num dado t(n) todas

as variáveis são conhecidas e, portanto, é necessário determiná-las em t(n+1).

Para discretizar o termo temporal usa-se o método de Euler, o qual

emprega diferença de primeira ordem do tipo[
∂q

∂t

]
=

qn+1
i,j − qni,j

∆t
(4.16)
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Generalizando, considere um domínio tridimensional. Neste caso, as de-

rivadas espaciais de primeira e segunda ordens nas direções x, y e z são discretizadas

através do esquema de diferenças �nitas centrais como(
∂q

∂x

)
(i,j,k,n)

=
q(i+1,j,k,n) − q(i−1,j,k,n)

2∆x
+O(∆x2) (4.17)

(
∂q

∂y

)
(i,j,k,n)

=
q(i,j+1,k,n) − q(i,j−1,k,n)

2∆y
+O(∆y2) (4.18)

(
∂q

∂z

)
(i,j,k,n)

=
q(i,j+1,k,n) − q(i,j−1,k,n)

2∆z
+O(∆z2) (4.19)

(
∂2q

∂x2

)
(i,j,k,n)

=
q(i+1,j,k,n) − 2q(i,j,k,n) + q(i−1,j,k,n)

∆x2
+O(∆x2) (4.20)

(
∂2q

∂y2

)
(i,j,k,n)

=
q(i,j+1,k,n) − 2q(i,j,k,n) + q(i,j−1,k,n)

∆y2
+O(∆y2) (4.21)

(
∂2q

∂z2

)
(i,j,k,n)

=
q(i,j,k+1,n) − 2q(i,j,k,n) + q(i,j,k−1,n)

∆z2
+O(∆z2) (4.22)

onde

∆x =
xi+1,j,k,n − xi−1,j,k

2
, ∆y =

yi,j+1,k − yi,j−1,k

2
, ∆z =

zi,j,k+1 − zi,j,k−1

2
. (4.23)

Para utilizar o esquema com diferenças �nitas não precisa-se armazenar

a solução para todos os valores de tempo, mas apenas os dois mais recentes.

Para exempli�car a aplicação do método de diferenças �nitas, considere

a equação de Laplace ∇2f = 0 a ser discretizada em uma malha uniforme, através

do método de diferenças centrais de segunda ordem [87, 86]:

∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
i,j

+
∂2f

∂y2

∣∣∣∣∣
i,j

=
fi+1,j − 2fi,j + fi−1,j

(∆x)2
+

fi,j+1 − 2fi,j + fi,j−1

(∆y)2
+O[(∆x)2, (∆y)2].

(4.24)
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que é a aproximação mais usada na discretização das equações de Laplace e de

Poisson.

Para a equação do calor (ou equação de difusão)

ut = buxx, (4.25)

resulta, por exemplo,

un+1
i,j − un

i,j

∆t
= b

un
i+1,j − 2un

i,j + un+1
i−1,j

(∆x)2
, (4.26)

e de forma semelhante para as outras equações.

Para o problema da combustão no meio poroso as aproximações da deri-

vada de primeira ordem na direção x da fração de massa podem apresentar oscilações

pois o �uido move-se da esquerda para a direita no domínio de solução. No método

de diferenças �nitas, esquemas centrados são preferidos por não serem dissipativos.

Esses esquemas são mais sensíveis a oscilações para números de Peclet (ReSc) de

malha elevado. Para evitar oscilações (numéricas) da fração de massa adota-se um

limitador de �uxo, o qual limita as derivadas espaciais a valores realísticos. Os limi-

tadores de �uxo são usados em esquemas de alta ordem devido a choques, quando

ocorrem descontinuidades ou mudanças bruscas na solução. Portanto, aplica-se o

método de diferenças �nitas TVD (Total Variation Diminishing). A propriedade

TVD garante que a variação total da solução de uma equação não cresça na direção

progressiva do tempo [92, 93].

Para um esquema TVD as aproximações de primeira e segunda ordens

usando o método de diferenças �nitas para
(
∂q
∂x

)
(i,j,k,n)

, respectivamente, são dadas

por

f low
i,j,k,n

∼=
fi,j,k,n − fi−1,j,k

∆x
(4.27)

fhigh
i,j,k,n

∼=
fi+1,j,k,n − fi−1,j,k,n

2∆x
(4.28)

Logo, uma aproximação para a derivada de primeira ordem em x torna-

se (
∂f

∂x

)
i,j,k,n

∼= f low
i,j,k,n − Φ(ri)(f

low
i,j,k,n − fhigh

i,j,k,n) (4.29)
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onde Φ(ri) é chamado de limitador de �uxo de Van Leer e é dado por [94]:

Φ(ri) =
ri + |ri|
1 + ri

, (4.30)

com

ri =
fi,j,k,n − fi−1,j,k,n

fi+1,j,k,n − fi,j,k,n
(4.31)

Para a resolução do sistema de equações são necessárias condições de

contorno e condições iniciais para cada problema, que serão tratadas nos próximos

capítulos.

4.2 Método de Solução

A aproximação em diferenças �nitas fornece uma equação algébrica em

cada nodo da grade que contem, além do valor da variável, também seus valores

nos nodos vizinhos. As equações que simulam o �uxo possuem termos não lineares;

sendo assim o processo de solução numérica requer uma linearização.

Existem diversos métodos para a solução das equações de escoamento,

tanto explícitos quanto implícitos, tendo cada um suas vantagens e desvantagens.

Para os problemas em estudo, empregou-se o método de Gauss-Seidel e Runge-Kutta

simpli�cado.

4.2.1 Método de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel ou método de deslocamento sucessivos é um

método e�caz para sistemas de médio porte, economizando tempo computacional

[95, 96].

Considere o sistema

Ax = b, ou

n∑
j=1

aijxj = bi, (4.32)
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onde A é a matriz do sistema. No método iterativo de Gauss-Seidel, o sistema (4.32)

é equivalente X = CXm +D por separação dos elementos da diagonal. Para a sua

solução, calcula-se xk+1 com os valores já determinados nesta iteração. Tomando D

como a matriz diagonal principal de A, L como a matriz triangular inferior e U a

triangular superior, tem-se que A = D + L+ U . Assim,

x(k+1) = −D−1(Lx(k+1) + Ux(k)) +D−1b, (4.33)

logo,

x(k+1) = −(D + L)−1Ux(k) + (D + L)−1b. (4.34)

Este método é semi-implícito e converge se um dos seguintes critérios

for atendido:

• Critério das linhas:

max
1≤i≤n

n∑
j=1,j ̸=i

|aij| < 1. (4.35)

ou se a matriz for estritamente diagonal dominante

|aii| >
n∑

j=1,j ̸=i

|aij|. (4.36)

• Critério de Sassenfeld

max
1≤i≤n

βi < 1, onde βi =
i−1∑
j=1

|aij|βj +
n∑

j=i+1

|aij| (4.37)

O critério representado por (4.36) signi�ca que em cada linha da matriz

a magnitude do coe�ciente da diagonal deve ser maior do que a soma dos demais

coe�cientes da linha.

Para acelerar a convergência do método de Gauss-Seidel pode-se usar

os métodos SOR/SUR (sobre/sub-relaxações sucessivas). A correção do método de

relaxação é dada em cada linha i (i = 1, . . . , n) por:

x(k+1) = (1− w)x(k) + wx
(k+1)
GS , (4.38)

onde x
(k+1)
GS é o valor de x obtido na iteração de Gauss-Seidel em (k + 1) e w é o

parâmetro de relaxação. O procedimento pode ser classi�cado como segue:
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• se 0 < w < 1, o método empregado é o de Sub-relaxação Sucessiva

(SUR);

• se w = 1, não há relaxação, e portanto o método de resolução do sistema

é o Gauss-Seidel ;

• se 1 < w < 2, o método empregado é o de Sobre-relaxação Sucessiva

(SOR).

Note que o método SOR/SUR converge se e somente se 0 < w < 2. O

método de relaxação pode ser escrito em notação indicial conforme:

x(k + 1) = (1 + w)D−1[b− Lx(k + 1)− Ux(k)− wx(k)], (4.39)

que converge se [95]

∥[I + (1 + w)D−1L]−1 · [w + (1 + w)D−1U ]∥ ≤ 1, (4.40)

o que corresponde à condição de diagonal dominância.

4.2.2 Método de Runge-Kutta Simpli�cado

Outro método adotado nas simulações foi o método de Runge-Kutta

simpli�cado [95] o qual é caracterizado pelo baixo número de operações. Esse método

permite a seleção dos coe�cientes de modo a obter uma solução de alta precisão

temporal, fazendo com que as características de amortecimento do erro da solução

sejam otimizadas. Com o objetivo de estender a região de estabilidade usa-se mais

de dois estágios. O método de Runge-Kutta de 4 estágios é o método clássico, mas

normalmente este esquema gera problemas de memória. Já, o método de Runge-

Kutta simpli�cado requer menos memória computational. Este é dado por

−→u (0)
i,j = −→u (n)

i,j

−→u (s)
i,j = −→u (0)

i,j − αl∆t
−→
R

(s−1)
i,j,k (4.41)

−→u (n+1)
i,j = −→u (s)

i,j
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onde os sobrescritos n e n + 1 referem-se ao intervalo de tempo na sequência de

integração principal, e s é o número de estágios. Em outras palavras, s = 1, 2, 3,

4 e 5 referem-se aos passos de tempo intermediários na esquema Runge-Kutta [97].

Os coe�cientes dos estágios para segunda ordem de integração temporal são:

• 3 estágios:α1 =
1
2
, α2 =

1
2
, and α3 = 1.

• 4 estágios:α1 =
1
4
, α2 =

1
3
, α3 =

1
2
, e α4 = 1.

• 5 estágios:α1 =
1
4
, α2 =

1
6
, α3 =

3
8
, α4 =

1
2

e α5 = 1.

4.2.3 Interpolação de Lagrange

No capítulo 3, na subseção 3.1.2, foi apresentada a tabela 3.1 referente

aos valores do parâmetro A para as temperaturas de 0, 25, 60 e 100◦C. Para a

resolução do problema precisa-se dos valores de A em outras temperaturas, já que

este é dependente da temperatura e na situação física a temperatura varia entre 25

e 150◦C. Sendo assim, utilizou-se um polinômio interpolador dado pela fórmula de

Lagrange.

Existem vários métodos para determinar um polinômio interpolador

partindo de um conjunto de pares (x, y), mas o mais simples envolve a solução de

um sistema de equações lineares [78].

Para determinar os polinômios de Lagrange Pn(x) de grau não su-

perior a n, tendo os pontos xi e o valor da função f(x), considere inicialmente

(x0, y0),(x1, y1), . . . , (xn, yn), (n + 1) pontos distintos e yi = f(xi), i = 0, . . . . . . , n,

ou seja,

Ln(xi) = yi, i = 0, . . . . . . , n (4.42)

Assim,

Pi(xi) ̸= 0 e Pi(xj) = 0, ∀i ̸= j, (4.43)
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ou seja,

Pi(x) =
n∏

j=0,j ̸=1

(x− xj), i = 0, . . . . . . , n. (4.44)

Usando a relação (4.44) obtém-se:

P0(x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3) . . . (x− xn) (4.45)

P1(x) = (x− x0)(x− x2)(x− x3) . . . (x− xn) (4.46)

P2(x) = (x− x0)(x− x1)(x− x3) . . . (x− xn) (4.47)
... = (4.48)

Pn(x) = (x− x0)(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−1). (4.49)

Os polinômios Ln(x) podem ser escritos como uma combinação linear

dos polinômios Pi(x), o que resulta em

Ln(x) = c0P0(x) + c1P1(x) + c2P2(x) + . . .+ cnPn(x)

Ln(x) =
n∑

i=0

ciPi(x). (4.50)

Como Pi(xj) = 0, ∀i ̸= j, comparando (4.42) e (4.50), obtém-se

ci =
yi

Pi(xi)
, (4.51)

e subsituindo (4.51) em (4.50), tem-se

Ln(x) =
n∑

i=0

yi
Pi(xi)

Pi(x). (4.52)

Por (4.44), a fórmula do polinômio interpolador de Lagrange de grau n

é dada por

Ln(x) =
n∑

i=0

yi

n∏
j=0,j ̸=i

x− xj

xi − xj

, i = 0, . . . . . . , n. (4.53)

O caso implementado foi o linear, ou seja, o polinômio de Lagrange é

dado por

P1(x) =
(x1 − x)y0 + (x− x0)y1

(x1 − x0)
(4.54)
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que é exatamente a equação da reta que passa por (x0, f(x0)) e (x1, f(x1)).

A Figura 4.3 representa o �uxograma que descreve a sequência de ope-

rações lógicas do algoritmo.

Figura 4.3: Fluxograma do código computacional desenvolvido.

4.3 Estimativa do Erro de Discretização

O método usado para estimar o erro de discretização é o método de

extrapolação de Richardson [98]. Este método é baseado nas seguintes hipóteses

[99]:

− as soluções são suaves;

− o erro da expansão em série dos termos de alta ordem são pequenos;
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− para os testes, malhas uniformes devem ser usadas.

O método de extrapolação de Richardson é baseado na expansão em

série do erro de discretização. Ou seja, o erro deve ser uma solução discreta repre-

sentada por [100, 99]

φ = φext + g1h+ g2h
2 + g3h

3 + . . . (4.55)

onde h é o espaçamento da malha, e gi é o coe�ciente do termo de erro de i-ésima

ordem da solução exata φext.

Três soluções numéricas para diferentes malhas são necessárias para

calcular o ordem de precisão quando a solução exata não é conhecida. Assim, as

três malhas a serem consideradas são: uma malha �na, uma malha média e uma

malha grossa com espaçamentos h1, h2 e h3, respectivamente. Portanto, existem

dois casos possíveis.

Para malha uniforme: r = h2

h1
= h3

h2
, onde h1 = h, h2 = rh, h3 = r2h e três

equações para o erro de discretização

φ1 = φext + gph
p +O(hp+1) (4.56)

φ2 = φext + gp(rh)
p +O([rh]p+1) (4.57)

φ3 = φext + gp(r
2h)p +O([r2h]p+1). (4.58)

Os termos de alta ordem foram desprezados; portanto as Eqs. (4.56) -

(4.58) podem ser usadas para obter a ordem de precisão p do método dada por

p =
ln
(

φ3−φ2

φ2−φ1

)
ln r

(4.59)

Para malha não uniforme: r21 =
h2

h1
, r32 =

h3

h2
com(

φ3 − φ2

rp32 − 1

)
= rp21

(
φ2 − φ1

rp21 − 1

)
. (4.60)
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Considere h o espaçamento da malha de�nido por

h =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(∆Ai) (4.61)

onde ∆Ai é a área da ith célula e N é o número total de células. Seja φk a solução da

kth malha. A equação (4.60) pode ser reescrita usando operações simples e, assim a

ordem de aproximação aparente p do método é dada por [101]

p =
1

ln(r21)

∣∣∣∣ln ∣∣∣∣ε32ε21

∣∣∣∣+ q(p)

∣∣∣∣ , (4.62)

onde ε32 = φ3 − φ2, ε21 = φ2 − φ1 e

q(p) = ln

(
rp21 − s

rp32 − s

)
(4.63)

com

s = 1 · sign
(
ε32
ε21

)
(4.64)

A ordem p pode ser obtido usando o método do ponto �xo. Na equação

(4.62) o valor absoluto é necessário para garantir a extrapolação em h = 0. Valores

negativos de ε32/ε21 indicam uma convergência oscilatória. Quando ε32 ou ε21 é

muito próximo de zero, isto pode ser uma indicação de uma convergência oscilatória,

ou em alguns casos, indica que a solução exata foi atingida. Nestes casos, faz-se

necessário uma malha adicional, ou seja, uma quarta malha deve ser considerada.

Os erros relativos aproximados são dados por [101]

e21a =

∣∣∣∣φ1 − φ2

φ1

∣∣∣∣ (4.65)

e32a =

∣∣∣∣φ2 − φ3

φ2

∣∣∣∣ (4.66)

e para os valores extrapolados (para duas malhas) resulta

φ21
ext =

rp21ϕ1 − ϕ2

rp21 − 1
, (4.67)

φ32
ext =

rp32ϕ2 − ϕ3

rp32 − 1
, (4.68)
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com erros relativos extrapolados

e21ext =

∣∣∣∣φ21
ext − φ1

φ21
ext

∣∣∣∣ (4.69)

e32ext =

∣∣∣∣φ32
ext − φ2

φ32
ext

∣∣∣∣ (4.70)

Na equação (4.55), g1 = 0 para um método de segunda ordem. Combi-

nando duas soluções discretas φ1 e φ2, em duas malhas diferentes com espaçamentos

h1 e h2, o resultado é o valor extrapolado com h2 dado por[98]

φext =
h2
2φ1 − h2

1φ2

h2
2 − h2

1

+O (4.71)

onde O corresponde a termos de alta ordem. Substituindo r = h2/h1, o qual é a

taxa de re�namento da malha, em (4.71) obtém-se

φext = φ1 +
φ1 − φ2

r2 − 1
(4.72)

Inserindo o erro estimado da malha re�nada φ1 na equação (4.72), tem-

se

ef =
d

rp − 1
(4.73)

com d = φ2−φ1

φ1
. Assim, o índice de convergência da malha GCI (grid convergence

index ) é proposto e baseia-se na igualdade das estimativas de erro das malhas.

O GCI é derivado do cálculo da estimativa de erro através do uso do parâmetro

equivalente d. Logo, o índice de convergência da malha é de�nido por [98]

GCI21 =
3e21a

rp21 − 1
(4.74)

A seguir os resultados numéricos obtidos a partir do modelo desenvol-

vido são apresentados, bem como as estimativas dos erros de discretização.
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5 RESULTADOS NUMÉRICOS

Neste capítulo, inicialmente os resultados numéricos sobre o efeito da

porosidade e da permeabilidade em uma cavidade quadrada são apresentados. Em

seguida, os problemas de escoamento em meio poroso com precipitação/dissolução

de minerais e combustão do metano em meio poroso são apresentados. Em ambos

os casos, a geração da malha, as condições de contorno e as condições iniciais apli-

cados a cada problema são especi�cados, bem como os resultados obtidos através de

simulação numérica. Alguns resultados obtidos com malhas quadtree também são

mostrados.

5.1 Efeitos da Porosidade e da Permeabilidade em uma

Cavidade Quadrada

Um problema bastante encontrado na literatura é o do escoamento de

um �uido em uma cavidade. Nesta seção apresenta-se resultados sobre os efeitos

da porosidade e da permeabilidade (número de Darcy) nos per�s de velocidade e de

temperatura considerando um �uxo laminar em uma cavidade constituída de um

material poroso.

5.1.1 Geração da Malha e Condições de Contorno

O domínio é uma cavidade quadrada de dimensões 1 × 1. A malha

computacional é uniforme e contém 129× 129 pontos. As condições iniciais para o

problemas são apresentadas a seguir.
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• t = 0 :

u = 1,

v = 0,

P = 1, (5.1)

T = 1,

C = 0, ∀x, y.

As principais condições de contorno, bem como o domínio estão repre-

sentadas na Figura 5.1.

(0,1)

(1,0)

Figura 5.1: Domínio e condições de contorno para o problema da cavidade.

As condições de contorno são condições de Neumann e Dirichlet dadas

por:
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• t > 0, x = 0, y > 0

u = v = 0,

∂P

∂x
=

∂T

∂x
=

∂C

∂x
= 0. (5.2)

• t > 0, x = 1, y > 0

u = v = 0,

∂P

∂x
=

∂T

∂x
=

∂C

∂x
= 0. (5.3)

• t > 0, y = 0, x > 0

u = v = 0

T = C = 1. (5.4)

• t > 0, y = 1, x > 0

u = 1,

v = T = C = 0. (5.5)

5.1.2 Resultados para o Problema da Cavidade

O problema do escoamento de um �uido em uma cavidade foi analisado

por Ghia et al. [102]. Estes autores apresentam uma tabela com valores correspon-

dentes para os per�s de velocidade por linha passando pelo centro da geometria da

cavidade para alguns valores de números de Reynolds.

As Figuras 5.2 e 5.3 mostram os resultados para as componentes da

velocidade na direção x ao longo da linha P1 −P2, e na direção y, ao longo da linha

P3 − P4 como mostra a Figura 5.1, respectivamente, para Re = 100 e Re = 400,

com Re = V L
ν
, onde V é a velocidade de corrente livre do �uido, L é o comprimento

característico e ν é a viscosidade dinâmica. Estas �guras mostram que os resultados

estão de acordo com os dados apresentados por Ghia et al. [102]. Neste caso, a

porosidade e a permeabilidade são consideradas constantes.
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Figura 5.2: Comparação da velocidade u ao longo da linha P1 − P2 da cavidade.
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Figura 5.3: Comparação da velocidade v ao longo da linha P3 − P4 da cavidade.
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Alguns testes foram realizados com diferentes valores para o número de

Darcy (Da = K
L2 , onde K é a permeabilidade do meio poroso e L é o comprimento

característico), porosidade (ϕ), e para o parâmetro adimensional da reação química

(γ =) com o propósito de analisar a in�uência destes parâmetros nos per�s de

velocidade, temperatura e concentração ao longo da linha central da cavidade [103].

As Figuras 5.4 e 5.5 mostram os per�s de velocidade v e u para as

componentes na direção x e y, respectivamente, para Re = 100; Pr = ν
α

= 8;

Sc = ν
D

= 10, onde ν é a viscosidade dinâmica, α é a difusividade térmica, D é

o coe�ciente de difusividade mássica; ϕ = 0, 4, e diferentes números de Darcy; A

Figura 5.4 mostra que a velocidade diminui conforme o número de Darcy diminui,

ou seja, o per�l de velocidade tende a se tornar linear, o que está de acordo com os

dados apresentados por Mahapatra et al. [104]. Observe que para Da = 1 o efeito

da permeabilidade é desprezado. O mesmo efeito ocorre com os per�s de velocidade

na direção x, conforme a Figura 5.5.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.4

−0.3
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0

0.1

0.2

0.3

x

v

 

 
Da=1

Da=1x10−4

Da=1x10−3

Da=1x10−2

Da=1x10−1

Figura 5.4: Velocidade v ao longo da linha P3 − P4 da cavidade para vários valores
de Da.

A Figura 5.6 apresenta os per�s de velocidade para v gerada com os

parâmetros apresentados anteriormente, mas para Da = 10−4 e a porosidade vari-



59

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

u

y

 

 

Da=1

Da=1x10−4

Da=1x10−3

Da=1x10−2

Da=1x10−1

Figura 5.5: Velocidade u ao longo da linha P1 − P2 da cavidade para vários valores
de Da.

ando entre 0, 2 e 1. Quanto menor a porosidade, maior a velocidade, devido a menor

resistência ao �uxo através da cavidade [104].

De forma semelhante ao caso anterior, a Figura 5.7 mostra os per�s

de temperatura para números de Darcy variando na faixa de 10−4 a 10−1 e para

Pr = 8, GrT = gβT (T−T∞)L
V 2 = 0, 04, Re = 100, Sc = 10 e ϕ = 0, 6 ao longo da

linha P3 − P4; onde g é a aceleração da gravidade, βT é o coe�ciente de expansão

térmica, T é a temperatura, T∞ é a temperatura de corrente livre, L é o comprimento

característico e V é a velocidade de corrente livre. À medida que o número de Darcy

aumenta, a temperatura, ao longo da cavidade porosa cai mais rapidamente. A alta

permeabilidade do meio poroso é muito importante para a taxa de transferência de

calor.

A Figura 5.8 apresenta os per�s de temperatura para alguns valores de

Darcy (Da) e Grashof (GrT ) ao longo da linha P3 − P4 da cavidade. Quanto maior

o número de Grashof, maior é a in�uência da temperatura [104].
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Figura 5.6: Velocidade v ao longo da linha P3 − P4 da cavidade (direção x) para
Da = 10−4.
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Figura 5.7: Per�s de temperatura ao longo da linha P3−P4 da cavidade para valores
de Darcy (Da) entre 10−4 e 10−1 para Pr = 8, GrT = 0.04, Re = 100,
Sc = 10 e ϕ = 0.6.
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Figura 5.8: Per�s de temperatura ao longo da linha P3−P4 da cavidade para valores
de Darcy (Da) entre 1 e 104 e GrT variando entre 0.04 a 0.16 para
Pr = 8, Re = 100, Sc = 10 e ϕ = 0.4.

A Figura 5.9 mostra os per�s de concentração de um determinado ele-

mento, onde Pr = 8, Re = 100, Sc = 10, Da = 1, ϕ = 1 e alguns valores de γ

ao longo da linha P3 − P4 da cavidade. A in�uência do parâmetro adimensional da

reação química γ é muito importante, pois quando o γ aumenta, as concentrações

diminuem. Valores negativos de γ indicam o consumo de uma determinada espécie

química.

5.2 Solução do Escoamento em Meio Poroso com

Precipitação/Dissolução de Minerais

Nesta seção, apresenta-se o procedimento de solução utilizado para ob-

ter a solução numérica do escoamento reativo em um meio poroso, no qual ocorre

dissolução/precitação da calcita. Apresenta-se a geometria utilizada, bem como a

malha computacional, a condição inicial e as condições de contorno para as variá-
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Figura 5.9: Per�s de concentração ao longo da linha P3 − P4 da cavidade para γ =
0.5, γ = 1 e γ = 1.5 para Pr = 8, Re = 100, Sc = 10, Da = 1 e ϕ = 1.

veis do problema. Algumas soluções obtidas são apresentadas e comparadas com os

dados de Genthon et al. [2].

5.2.1 Geração da Malha

O domínio para a solução do problema é uma cavidade quadrada com

dimensões 1 × 1. A malha computacional usada para esta situação foi de�nida

com base no trabalho de Genthon et al. [2] e possui 51 × 51 pontos igualmente

espaçados, como mostra a Figura 5.10. Neste caso, usou-se uma malha uniforme

conforme Genthon et al. [2]. Não existe a necessidade de uma malha mais re�nada

ou com diferentes regiões de re�namento, pois não existem grandes variações locais

dos gradientes das variáveis de interesse.
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Figura 5.10: Representação da malha computacional usada na solução do escoa-
mento em meio poroso com reações de precipitação/dissolução.

5.2.2 Aplicação das Condições de Contorno e Iniciais

O sistema de equações diferenciais a ser resolvido pelo método de di-

ferenças �nitas requer condições de contorno e condições iniciais. Sendo assim, as

condições iniciais para as variáveis do problema são as seguintes:

• t = 0 :

u = v = T = 0,

CH = 1× 10−7,

CCaCO3 = 0, 7− CH ,

CH2O = 0, 18, (5.6)

CCO2 = 0, 12,

CCa = CHCO3 = CH2CO3

CCO3 = 0, ∀x, y.
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Condições de Dirichlet e de Neumann são usadas para de�nir as va-

riáveis nos contornos. As condições de Dirichlet são facilmente implementadas es-

peci�cando a solução nos pontos dos contornos. Para a condição de contorno de

Neumann existem muitas opções, mas a utilizada é a aproximação de derivada via

aproximação de primeira ordem. A representação das principais condições de con-

torno do problema é mostrada na Figura 5.11. Assim, as condições de contorno para

as variáveis do problema são dadas por:

• t > 0, x = 0, y > 0

u = v = 0,

∂P

∂x
=

∂T

∂x
= 0, (5.7)

CCaCO3 = 0,

• t > 0, x = 1, y > 0

u = v =
∂P

∂x
=

∂T

∂x
= 0, (5.8)

CCaCO3 = 0, 7.

• t > 0, y = 0, x > 0

u = v =
∂P

∂y
= 0

T = 1, (5.9)

CH = 4, 47× 10−8,

CCO2 = 9, 12× 10−3.

• t > 0, y = 1, x > 0

u = v =
∂P

∂y
= T = 0, (5.10)

CH = 8, 51× 10−9,

CCO2 = 5, 50× 10−4.
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(0,1)
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Meio Poroso
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B

Figura 5.11: Representação das principais condições de contorno para o problema do
escoamento no meio poroso com precipitação/dissolução de minerais.
O segmento AB indica a linha central utilizada para a representação
dos resultados numéricos.

5.2.3 Resultados do Escoamento Reativo no Meio Poroso

Para validar o modelo apresentado neste trabalho, alguns testes numé-

ricos foram realizados [105]. Os resultados foram veri�cados com os dados apresen-

tados por Genthon et al. [2]. Estes autores enfatizam a redistribuição da porosidade

usando um conjunto de oito reações que descrevem a diagênese de carbonatos. Eles

mostram que a dissolução do carbonato é um resultado da precipitação da calcita

associada à dissolução da dolomita.
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Como consequência do aumento da porosidade nas proximidades da

parede, a velocidade paralela as paredes aumenta e, como a parede está próxima,

esta velocidade passa por um máximo antes de diminuir para zero. Em geral, isso

leva a um aumento do volume de �uxo. Este fenômeno é conhecido como efeito de

canalização.

A Figura 5.12 mostra um vórtice, aproximadamente no centro da ca-

vidade, o que é esperado devido a variações de temperatura e de concentração.

Quando o �uido frio sobe o �uido quente desce, no caso da temperatura, o sistema

apresenta o fenômeno de convecção natural [6]. A partícula de �uido move-se em

torno de uma célula de convecção livre alternadamente e encontra regiões de altas

e baixas temperaturas e efeitos de transporte de calor de regiões mais quentes para

as mais frias. Se o �uido também carrega sólidos dissolvidos, então a temperatura

depende ainda da solubilidade [47].

Os resultados mostrados na Figura 5.13 foram comparados com os da-

dos apresentados no artigo de Genthon et al. [2], onde os coe�cientes de atividade

variam com a temperatura. Observa-se que as curvas para pCO2, pH e T ao longo

da linha central comparam adequadamente com os dados de Genthon et al. [2].

As Figuras 5.14, 5.15 e 5.16 apresentam os resultados numéricos obtidos

para a pressão parcial do CO2, pCO2, o pH e a temperatura, respectivamente, para

GrC = gβC(C−C∞)L
v2

= 0, 06, onde g é a aceleração da gravidade, βC é o coe�ciente

de expansão, C é a concentração, C∞ é a concentração de corrente livre, L é o

comprimento característico e V é a velocidade de corrente livre; e GrT = 0, 04. Note

que os per�s apresentados correspondem aos obtidos por Genthon et al. [2].

Enquanto o pH e o pCO2 diminuem com a profundidade, a temperatura

aumenta com a mesma. As de�ecções da curva são mais acentuadas para o pH e são

proporcionais ao valor do número de Grashof, conforme mostra a Figura (5.15).

Para gradientes de temperatura baixos, a transferência de massa deve

ser relativamente pequena e, na região onde o �uxo é quase paralelo às isotermas,
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Figura 5.12: Linhas de corrente e ampli�cação do campo de velocidade para o �uxo
no equilíbrio.
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Figura 5.13: Comparação de pCO2, pH e temperatura para os dados apresentados
por Genthon et al. [2] para Re = 50, Pr = 8, Sc = 10, Da = 1,
GrC = 0, 06, GrT = 0, 02, ϕ = 0, 6 e He = 10.

as alterações da rocha devem ser desprezadas, apesar do �uxo de massa do material

totalmente dissolvido nesta região possa ser alto. A Figura 5.16 apresenta as isoter-

mas; os gradientes de temperatura tornam-se íngremes e ocorre mais precipitação

ou dissolução de minerais. Nem sempre a convecção ocorre de regiões quentes para

regiões frias [47]. Para minerais como a calcita, os padrões de precipitação e/ou

dissolução são diferentes. A calcita pode dissolver em regiões frias e precipitar em

regiões aquecidas [47]. O mesmo acontece com o quartzo, por exemplo. A solubi-

lidade da calcita é uma função do pH do �uido, bem como das concentrações do

cálcio e íons de carbonatos. Assim, as zonas de dissolução e precipitação podem não

ser exatamente correspondentes aos gradientes de temperatura [47].
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Figura 5.14: Isolinhas de pCO2 para Re = 50, Pr = 8, Sc = 10, Da = 1, GrC =
0, 06, GrT = 0, 02, ϕ = 0, 6 e He = 10.
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Figura 5.15: Isolinhas do pH para Re = 50, Pr = 8, Sc = 10, Da = 1, GrC = 0, 06,
GrT = 0, 02, ϕ = 0, 6 e He = 10.
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Figura 5.16: Isolinhas da temperatura para Re = 50, Pr = 8, Sc = 10, Da = 1,
GrC = 0, 06, GrT = 0, 02, ϕ = 0, 6 e He = 10.

Em ambientes naturais, a taxa de dissolução da calcita pode ser relati-

vamente lenta e, também pode ser afetada pela pressão, temperatura, taxa de �uxo

do mineral, impurezas, condições de saída e os componentes da solução na entrada.

Isto pode contribuir para a formação de porosidade e permeabilidade secundárias,

o que afeta a qualidade do reservatório. A taxa de dissolução de qualquer mineral

é dependente da taxa de transporte de reagentes e de produtos entre a superfície

mineral e a solução principal.

Experimentalmente foi veri�cado que a taxa de dissolução de minerais,

tais como a calcita, varia de acordo com o grau de subsaturação [8, 21, 77, 52]. Em

graus elevados de subsaturação, as taxas são mais elevadas e com a aproximação da

solução de equilíbrio, tais comportamentos mudam.

A cinética da precipitação do carbonato de cálcio pode ser melhor en-

tendida através de estudos do oceano moderno acompanhado de experimentos em

laboratório [58].
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As Figuras 5.17 e 5.18 mostram a concentração da calcita CaCO3 e a

distribuição do pH ao longo da linha central na direção x. A taxa de dissolução

diminui e varia com os coe�ciente de atividade, os quais dependem diretamente da

temperatura.
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Figura 5.17: Concentração de CaCO3 ao longo da linha central do domínio (AB)
para Re = 50, Pr = 8, Sc = 10, Da = 1, GrC = 0, 06, GrT = 0, 02,
ϕ = 0, 6 e He = 10.



72

7.3 7.4 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8 8.1 8.2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Y

pH

Figura 5.18: Distribuição de pH ao longo da linha central do domínio (AB) para
Re = 50, Pr = 8, Sc = 10, Da = 1, GrC = 0, 06, GrT = 0, 02, ϕ = 0, 6
e He = 10.
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5.2.4 Estimativa do Erro de Discretização

Para estimar o erro de discretização, considerou-se três malhas para os

testes: 25 × 25, 51 × 51, 75 × 75. O método de Runge-Kutta simpli�cado de cinco

passos foi aplicado para resolver as equações que descrevem a situação.

A tabela 5.1 mostra um exemplo do procedimento de cálculo com três

malhas para o pH, T e pCO2. Observe que os erros relativos aproximados para o pH

não atingem 0, 5%. Os erros relativos para pCO2 permanecem em uma faixa menor

de 2%. Os dados da tabela mostram que, para as três variáveis, o menor erro ocorre

em malhas mais �nas, o que é esperado.

Tabela 5.1: Resultados dos erros de discretização para pH, T e pCO2

pH T pCO2

φ1 7,6906 0,5096 -2,5426
φ2 7,7045 0,4922 -2,5604
φ3 7,7327 0,4277 -2,6059
p 0,1748 1,2328 0,5756
φ21
ext 7,4913 0,5382 -2,4710

φ32
ext 7,4920 0,5380 -2,4707

e21a 0,18% 3,41% 0,70%
e32a 0,37% 13,10% 1,78%
e21ext 2,66% 5,31% 2,90%
e32ext 2,84% 8,51% 3,63%
GCI21 7,78% 16,83% 8,45%
GCI32 8,27% 27,92% 10,51%

A Figura 5.19 mostra a solução para a malha re�nada com barras do

erro para a malha de 51× 51 pontos. A ordem local de precisão p calculada com a

equação (4.62) varia entre 0, 0923 e 1, 0881. O mínimo da incerteza da discretização

é de 0, 0391% e o máximo é de 14, 4342%.

A Figura 5.20 indica o erro de discretização usando barras para a malha

de 51× 51 pontos. Neste caso, GCI21 varia de 0, 0932% a 9, 7749%, e o erro para as

malhas 2 e 3 tem valores entre 0, 1551% e 11, 8289% de acordo com a Figura 5.21.
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Figura 5.19: Solução obtida a partir da malha mais �na com o erro de discretização
ao longo da linha central.
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Figura 5.20: Grá�co do erro de discretização da malha mais �na.
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Figura 5.21: À esquerda, a solução para a malha re�nada para pCO2 é apresentada
para duas malhas: 25 × 25 e 51 × 51. Do lado direito, solução para a
malha re�nada para pCO2 para as malha de 51× 51 e 75× 75.

A Figura 5.22 (à esquerda) apresenta as linhas de contorno para a

temperatura com as três malhas bem como o valor extrapolado. A Figura 5.22 (à

direita) mostra a solução da malha re�nada com barras as quais representam o erro

para a malha de 51×51 pontos e GCI21. O valor do erro da malha re�nada aumenta

conforme a temperatura diminui, variando entre 18, 9131% e 28, 7780%.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Y

T

 

 
25 x 25 pontos
51 x 51 pontos
75 x 75 pontos
Extrapolados

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Y

T

Figura 5.22: Linhas de contorno para a temperatura (à esquerda) para três malhas:
25 × 25, 51 × 51, 75 × 75; e valor extrapolado. A solução da malha
re�nada com barras do erro de discretização é apresentada à direita

As simulações numéricas foram realizadas usando um código desenvol-

vido em Fortran90, parte de um conjunto de rotinas maior do grupo GMS/RFD -
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Grupo em Modelagem e Simulação em Dinâmica de Fluidos Reativos, e rodaram

até que a condição de equilíbrio fosse atingida, o que demorou cerca de 30 minutos

em um computador de Core i7 2600K, 3.40 GHz, 8MB L2 cache e 8GB de RAM

(LICC / PPGMAp / UFRGS).

5.3 Solução do Escoamento em Meio Poroso com

Combustão

Nesta seção, o procedimento adotado para a solução do escoamento em

meio poroso com combustão da mistura de metano e ar é apresentada. As malhas não

uniformes utilizadas nos testes são mostradas, bem como as condições de contorno

e iniciais apropriadas ao problema. Os resultados são apresentados e comparados

com os dados de Barra et al. [33].

5.3.1 Problema Bidimensional

Os primeiros testes de validação do problema da combustão no meio po-

roso foram realizados em um domínio bidimensional onde, primeiramente, considera-

se a reação global para a combustão completa do metano (reação 3.32) e, em seguida,

o mecanismo de dois passos (reações 3.34 e 3.35) para a combustão [106].

Geração da Malha

O domínio computacional bidimensional usado para a simulação da

combustão pré-misturada de metano e ar em meio poroso é uma cavidade retangular

com dimensões 6× 1. A malha possui 90× 41 pontos com diferentes espaçamentos,

pois apresenta re�namento na direção x. A diferença entre os nodos diminui a uma

taxa de 10% de 2, 5 a 3, 5; e de 3, 5 a 4, 5 a diferença entre os nodos aumenta a uma

taxa equivalente à anterior. Fora desta faixa, a malha tem espaçamento constante.

A Figura 5.23 apresenta a malha com as características mencionadas.
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Figura 5.23: Representação da malha computacional bidimensional usada na solução
do escoamento em meio poroso com combustão.

Aplicação das Condições de Contorno e Iniciais

As condições iniciais para as variáveis de interesse do problema são

dadas por:

• t = 0 :

u = v = T = 0,

YF = 0, 0643,

YO = 0, 1968,

YP = 0, ∀x, y.

As condições de contorno usadas na de�nição do domínio do problema

são as condições de Dirichlet e de Neumann. Assim, as condições de contorno para

as variáveis do problema são dadas por:
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• t > 0, x = 0, y > 0

u = T = 1,

v = 0,

YF = 0, 0643,

YO = 0, 1968,

YP = 0. (5.11)

• t > 0, x = 6, y > 0

∂u

∂x
=

∂v

∂x
=

∂T

∂x
= 0, (5.12)

∂YF

∂x
=

∂YO

∂x
=

∂YP

∂x
= 0.

• t > 0, y = 0, x > 0

u = v =
∂T

∂y
= 0

∂YF

∂y
=

∂YO

∂y
=

∂YP

∂y
= 0.

• t > 0, y = 1, x > 0

u = v =
∂T

∂y
= 0, (5.13)

∂YF

∂y
=

∂YO

∂y
=

∂YP

∂y
= 0.

A representação das condições de contorno do problema é mostrada na

Figura 5.24.
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Figura 5.24: Representação das condições de contorno do problema de combustão
no meio poroso. O segmento AB indica a linha central utilizada na
representação grá�ca dos resultados.

Resultados do Escoamento em Meio Poroso com Combustão

Para validar o procedimento numérico e os modelos apresentados nos

capítulos 3 e 4, alguns testes numéricos foram realizados. Os resultados foram

comparados com os dados apresentados por Barra et al. [33], os quais apresentam

um modelo numérico unidimensional composto pelas equações de conservação da

massa, energia para a fase gasosa, energia para a fase sólida e difusão das espécies. Os

resultados apresentados a seguir representam dois casos: reação global da combustão

completa do metano e mecanismo de dois passos, e são mostrados na linha central

(segmento AB da Figura 5.24) do �uxo após 2 segundos.

A Figura 5.25 mostra a fração de massa do combustível e do dióxido

de carbono. Veri�ca-se que a fração de massa do combustível diminui na mesma

posição onde ocorre o aumento da fração de massa do dióxido de carbono. Este ponto

da linha central corresponde à localização da superfície da chama. A espessura da

chama é muito pequena e o pico da fração de massa ocorre em uma faixa muito
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estreita. Nesta faixa, a malha foi re�nada para que os dados obtidos fossem mais

precisos. Os resultados apresentados estão em conformidade com os dados de Barra

et al. [33]. A pequena diferença deve-se às �utuações da frente de chama.

Uma característica das técnicas de combustão pré-misturada são as es-

truturas de chamas livres, as quais são muito �nas. As reações químicas ocorrem

em uma região muito estreita e a principal razão para a ocorrência de uma �na zona

de combustão deve-se na pobre transferência de calor da mistura gasosa [70].

A Figura 5.26 apresenta a fração de massa dos outros dois componentes

da reação. Semelhantemente ao que ocorre na Figura 5.25, enquanto o reagente é

consumido o produto é gerado em proporção estequiométrica na mesma posição da

�gura anterior. A mistura é realizada com excesso de O2, o que resulta em uma

fração de massa residual desse componente, como mostra a Figura 5.26.

O primeiro passo (reação 3.34) do mecanismo de duas etapas para a

combustão completa do metano corresponde à formação do monóxido de carbono,

o qual é consumido pelo segunda reação (3.35). A fração de massa do monóxido

do carbono ao longo da linha central do domínio é apresentado na Figura 5.27.

A concentração de monóxido de carbono vai aumentando conforme x aumenta e

atinge seu máximo próximo à região onde x = 3, 5. Em seguida, para x > 3, 5; a

concentração diminui.

A Figura 5.28 mostra o per�l da temperatura para o gás e o sólido

ao longo da linha central da cavidade. Existem uma pequena diferença entre a

temperatura do gás e a do sólido, pois o gradiente de temperatura no caso dos gases

é maior do que em sólidos, que é aquecido principalmente por transferência de calor

a partir dos produtos da reação. Segundo experimentos, os per�s de temperatura

não mudam signi�cativamente à medida que a chama avança através do meio.

A Figura 5.29 mostra a distribuição da temperatura do gás. Observe

que próximo à posição axial 3, 5 ocorre um aquecimento mais rápido do gás, o que é

esperado, já que a chama está localizada nestas proximidades, sendo esta muito �na.
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Figura 5.25: Fração de massa do combustível (CH4) e do dióxido de carbono no
estado estacionário ao longo da linha central na direção x da cavidade.
Grá�co superior utilizando a reação global da combustão do metano e
grá�co inferior para o mecanismo de 2 etapas.
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Figura 5.26: Fração de massa do vapor d'água e do oxigênio no estado estacionário
ao longo da linha central na direção x. Grá�co superior utilizando a
reação global da combustão do metano e grá�co inferior para o meca-
nismo de 2 etapas.
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Figura 5.27: Fração de massa do monóxido de carbono no estado estacionário ao
longo da linha central na direção x utilizando o mecanismo de 2 etapas.

Em torno da posição axial 4 existe uma região com temperatura mais elevada, da

ordem de 1800K; em seguida, acontece um leve resfriamento, devido ao afastamento

da posição da chama. O campo de temperatura é signi�cativamente curvado e está

de acordo com o per�l apresentado por Hackert et al. [67].

As Figuras 5.30 e 5.31 apresentam os campos de frações de massa para o

metano e vapor d'água, os quais possuem razões estequiométricas equivalentes. Em

torno da posição 3, 5, ocorre um alinhamento dos per�s das frações de massa, mas

em proporções diferentes. Enquanto a fração de massa de combustível se mantém

com valores altos, até este ponto, a fração de massa do vapor d'água é zero. Na

posição 3, 5, que é próxima a formação da chama, veri�ca-se o início do consumo do

combustível e, consequentemente, a formação de vapor d'água, até que o combustível

é totalmente consumido.

Soete [107] através de experimentos com um tubo de quartzo cilín-

drico cheio de areia seca e lavada, onde a combustão foi realizada com uma mistura
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Figura 5.28: Temperatura do gás e do sólido no estado estacionário ao longo da linha
central do domínio na direção x. Grá�co superior utilizando a reação
global da combustão do metano e grá�co inferior para o mecanismo de
2 etapas.
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Figura 5.30: Campo de frações de massa do metano.

Figura 5.31: Campo de frações de massa do vapor d'água.
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metano/oxigênio/nitrogênio, apresentou algumas conclusões dos fundamentos ter-

moquímicos de chamas em meios porosos. Ele observou que o per�l de temperatura

dos gases e dos sólidos são bem diferentes. Isto acontece porque existe um primeiro

estágio em que o calor é transferido do sólido para o reagente, que é o primeiro a

ser aquecido por condução térmica. Em seguida a reação exotérmica inicia e rapi-

damente é concluída. Nesta etapa, o gradiente de temperatura dos gases é muito

maior do que no sólido [107].

Durante o processo de formação da mistura metano-ar, inicialmente o

metano é oxidado e o calor é liberado, produzindo vapor d'água, que é a primeira

oxidação do combustível.
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Estimativa do Erro de Discretização

A tabela 5.2 mostra os valores dos erros para três malhas para os mé-

todos de Gauss-Seidel e Runge-Kutta simpli�cado de cinco passos. O erro é apre-

sentado para a fração de massa do combustível e do oxigênio.

Pelos resultados apresentados na tabela 5.2, o método de Gauss-Seidel

apresenta erro de discretização maior.

Tabela 5.2: Comparação do erro de discretização entre os métodos de Gauss-Seidel
e Runge-Kutta para r21 = 1, 3093, r32 = 1, 3228 onde x = 3, 5097 e
y = 0, 5000.

Gauss-Seidel Runge-Kutta

YF YO2 YF YO2

ϕ1 0,0616939 0,1916911 0,0616773 0,1916586
ϕ2 0,0616991 0,1917013 0,0616575 0,1916198
ϕ3 0,0616876 0,1916788 0,0621116 0,1925099
p 2,8371277 2,8279737 11,197955 11,198949
ϕ21
ext 0,0616893 0,1916822 0,0617678 0,1916605

ϕ32
ext 0,0617086 0,1917199 0,0616367 0,1915792

e21a 0,0084287% 0,0053211% 0,0321026% 0,0202443%
e32a 0,0186388% 0,0117370% 0,7364878% 0,4645135%
e21ext 0,0073419% 0,0046563% 0,0016508% 0,0010407%
e32ext 0,0153807% 0,0097322% 0,0335882% 0,0211757%
GCI21 0,0220242% 0,0139683% 0,0049527% 0,0031223%
GCI32 0,0461533% 0,0291993% 0,1007307% 0,0635388%

5.3.2 Problema Tridimensional

O problema tridimensional foi resolvido considerando o mecanismo de

dois passos para a combustão completa do metano. Juntamente com os resultados

do problema tridimensional, uma prova sobre a existência de soluções seguindo o

método de Faedo-Falerkin foi submetida em forma de artigo à uma revista internaci-

onal sob o título �Existence of solutions for the equations of combustion of methane

in the porous medium based on a mechanism of two-step�.
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Geração da Malha

O domínio computacional tridimensional usado para a simulação da

combustão pré-misturada de metano e ar em meio poroso é uma caixa retangular

com dimensões 6× 1× 1. A malha possui 90× 41× 41 pontos nas direções (x, y, z),

respectivamente, onde x corresponde à direção axial. A malha é semelhante à mos-

trada anteriormente sendo que nas direções y e z a malha é uniforme. A Figura 5.23

apresenta a malha com as características mencionadas. A geometria que representa

o queimador poroso para esta situação é representada na Figura 5.32.

x

y

z

A

B

   Mistura 

metano/ar
(6,0,0)

(0,0,1)

(0,0,1)

Figura 5.32: Geometria do queimador tridimensional para a combustão pré-
misturada, onde AB representa a linha central do domínio.

Aplicação das Condições de Contorno e Iniciais

As condições iniciais para o caso tridimensional são as mesmas que

foram consideradas no caso bidimensional. Da mesma forma, as condições de con-

torno usadas na de�nição do domínio do problema são as condições de Dirichlet e

Neumann como no caso 2D, sendo na direção z as mesmas consideradas na direção

y.
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Resultados do Escoamento em Meio Poroso com Combustão

Os resultados foram obtidos utilizando o método de Runge-Kutta sim-

pli�cado de 5 estágios juntamente com o método TVD (Total Variation Diminishing)

para as aproximações da derivada de primeira ordem na direção x.

Os resultados são apresentados ao longo da linha central do queimador

conforme mostra a Figura 5.32 para um tempo físico de 2 segundos. Os testes foram

realizados para Re = 650, Sc = 10, Pr = 0, 7, Ze = αβ = 10, onde α = Tb−Tu

Tb
é o

parâmetro de liberação adimensional, o subíndice u refere-se às condições no estado

não queimado e b no estado queimado; e ϕ = 0, 8. Como no caso bidimensional, os

resultados do caso tridimensional também foram comparados com os de Barra et al.

[33].

A Figura 5.33 mostra a fração de massa do combustível versus a fração

de massa do dióxido de carbono no estado estacionário ao longo da linha central na

direção axial. O resultado está de acordo com Barra et al. [33].

O comportamento de consumo e geração de produtos comporta-se como

no caso 2D, conforme vemos nas Figuras 5.34 e 5.35. Portanto continua valendo a

análise feita anteriormente. Note que, no problema tridimensional ocorrem mais

�utuações devido ao problema convectivo, por isso a quantidade fração de massa do

dióxido de carbono, por exemplo, começa a decrescer antes dos dados apresentados

por Barra et al. [33]. Para o caso bidimensional com a reação global do metano não

faz-se necessário a aplicação do esquema TVD, já no caso 3D é necessário usá-lo já

que as oscilações espúrias aumentam neste problema.
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Figura 5.33: Fração de massa do combustível (CH4) e do dióxido de carbono no
estado estacionário ao longo da linha central na direção x.
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Figura 5.34: Fração de massa do vapor d'água e do oxigênio no estado estacionário
ao longo da linha central na direção x.
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Figura 5.35: Fração de massa do monóxido de carbono no estado estacionário ao
longo da linha central na direção x.

5.3.3 Quadtree em Meio Poroso

Em combustão, normalmente, faz-se necessária a utilização de malhas

re�nadas, principalmente na localização da chama. Portanto, usou-se a técnica

computacional de geração de malhas conhecida como quadtree, que foi estudada e

implementada por Francisquetti [108].

O termo quadtree (ou árvore quaternária) é usado para descrever a

classe de estrutura de dados cuja propriedade comum é o princípio de decomposição

recursiva do espaço. Primeiramente, os algoritmos quadtree foram utilizados no

processamento de imagem e recentemente o seu potencial como geradores de malha

tem sido reconhecido. A abordagem mais estudada da representação de uma região

em quadtree é baseada na subdivisão sucessiva do domínio da malha em quatro

quadrantes de mesmo tamanho [109]. A Figura 5.36 apresenta um exemplo de uma

quadtree.
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Figura 5.36: Exemplo de uma malha quadtree.

Uma questão muito importante é a armazenagem de forma dinâmica e

e�ciente da estrutura de dados, que na prática deve seguir critérios como o acesso

a células vizinhas, por exemplo [110]. Outro aspecto importante é o critério de

re�namento da malha que pode tornar-se complicado, pois ao re�nar um certo qua-

drilátero podemos ter que re�nar os seus vizinhos, e assim sucessivamente por todo

domínio. O re�namento é feito como pré-processamento para a simulação. Esta

técnica também pode ser utilizada para re�nar partes do domínio onde a solução

possuir gradientes maiores, obtendo uma melhor aproximação. Note que em uma

malha quadtree, a diferença entre os nodos adjacentes não pode exceder 2 níveis.

Esta condição proporciona aumento do equilíbrio entre a �exibilidade da grade e a

precisão [111, 112, 113].
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Entre as vantagens de utilização de uma malha quadtree, cita-se [111,

114]:

− geração automática;

− regiões com alta resolução;

− obtenção de informação de forma estruturada de qualquer célula;

− estrutura robusta e de fácil implementação.

Por outro lado, as desvantagens do método são:

− perda da matriz banda em esquemas implícitos;

− perda da generalidade.

A malha representada na Figura 5.37 foi usada na simulação do pro-

blema de uma chama pré-misturada de metano e ar. As condições de contorno e

condições iniciais utilizadas aqui são as mesmas apresentadas anteriormente.

Figura 5.37: Malha quadtree com re�namento na região de x = 0, 35 a 0, 45.

Para a solução deste problema, o esquema TVD foi implementado e o

sistema resolvido através do métodos de Gauss-Seidel. Para mais detalhes sobre
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a discretização, interpolação na malha quadtree, consulte Francisquetti [108]. Os

resultados foram comparados com os de Barra et al. [33]. A Figura 5.38 mostra os

resultados para a fração de massa do metano e o do dióxido de carbono ao longo da

linha central do queimador. Neste caso, a fração de massa do dióxido de carbono

é um pouco maior que a apresentada em Barra et al. [33] em aproximadamente

x = 4. Este fato pode ser justi�cado devido as �utuações dos métodos aplicados,

bem como dos erros de interpolação, já que o algoritmo quadtree implementado

utiliza interpolações de primeira ordem, mas ainda assim os resultados obtidos são

satisfatórios.
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Figura 5.38: Fração de massa do combustível (CH4) e do dióxido de carbono ao
longo da linha central na direção x do queimador.

A Figuras 5.39 mostra os resultados obtidos para a fração de massa do

vapor d'água e do oxigênio e a Figura 5.40 os per�s de temperatura do gás e do

sólido, respectivamente. Ao longo das inúmeras simulações constatou-se que logo

que ocorre a ignição, a temperatura aumenta rapidamente e com isso um desloca-

mento maior da chama em direção à saída do duto; depois disso a chama tende a se
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estabilizar próximo a x = 3, 5; mas ainda assim continua tendo uma leve oscilação.

Sendo assim, percebe-se que nas Figuras 5.39 e 5.40 os per�s estão mais à esquerda

que os resultados apresentados na seção anterior, mas isto deve-se também às pe-

quenas oscilações da chama, além das diferenças de implementação. Ainda assim,

os resultados apresentados e comparados com Barra et al. [33] são satisfatórios, pois

aqui estamos ligando dois problemas que em si já são complexos: estrutura quadtree

e a combustão em meio poroso.
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Figura 5.39: Fração de massa do vapor d'água e do oxigênio ao longo da linha central
na direção x do queimador.



96

0 1 2 3 4 5 6
200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

T
em

pe
ra

tu
ra

 (
K

)

Distância Axial

Temperatura do gás e do sólido

 

 
Gás − Dados de Barra
Gás − Presente trabalho
Sólido − Dados de Barra
Sólido − Presente trabalho

Figura 5.40: Temperatura do gás e do sólido ao longo da linha central do domínio
na direção x do queimador.



97

6 CONCLUSÕES

Neste trabalho, o objetivo principal foi desenvolver um modelo mate-

mático para o escoamento reativo em meios porosos. Como já foi dito no Capítulo 1,

o problema de �uxo em meios poroso é complexo e vem sendo estudado por muitos

pesquisadores. O modelo matemático apresentado neste trabalho foi veri�cado em

duas situações principais:

• escoamento com precipitação e/ou dissolução de minerais;

• combustão em meio poroso.

Os resultados numéricos obtidos com o modelo desenvolvido, e suas

validações, são apresentados e estão de acordo com a literatura.

6.1 Contribuições

Existem muitos fenômenos físicos envolvidos na modelagem de �uxos

reativos em meios porosos. Entre as principais aplicações, pode-se destacar o �uxo

em chamas, lasers, oceanos, bacias sedimentares entre outros. Embora existam

diferenças físicas nos exemplos citados, a modelagem matemática é semelhante, ou

seja, a forma das equações matemáticas que descrevem esses diversos problemas é

muito parecida. Logo, os procedimentos numéricos adotados para a resolução destes

problemas tornam-se muito parecidos.

Neste trabalho, apresentou-se modelos convectivos reativos bidimen-

sionais, aplicado à migração de �uido em meio poroso, onde ocorrem reações de

precipitação e/ou dissolução de minerais, e aplicado à combustão do metano em

meio poroso.
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Assim, as principais contribuições da tese são as seguintes:

• modelo convectivo-difusivo-reativo para a precipitação/dissolução de

minerais;

• modelo para a combustão pré-misturada em meio poroso;

• comparação de resultados numéricos.

Atualmente existe um número reduzido de trabalhos na literatura que

acoplam o escoamento com a parte reativa, principalmente quando se trata de rea-

ções de precipitação e/ou dissolução de minerais. Aqui o �uxo é modelado tomando

como princípio as Equações de Navier-Stokes com a aproximação de Boussinesq. Já

para as concentrações das espécies, o problema mais importante é o tratamento do

termo fonte referente a parte reativa. O estudo da parte reativa é um problema com-

plexo, pois envolve parâmetros difíceis de serem encontrados e até medidos. Além

disso, a forma adequada para os cálculos das taxas de reação não são triviais e re-

querem bastante pesquisa. Neste estudo sugere-se que a parte reativa seja tratada

através do cálculo dos coe�cientes de atividade a partir da equação de Davies, bem

como o uso de um processo iterativo para o cálculo dos mesmos.

Para o caso da combustão, aplica-se o modelo para a situação pré-

misturada, mas o mesmo também pode ser usado (estendido) para a combustão

difusiva, onde as principais mudanças ocorrem nas condições de contorno do pro-

blema. Além disso, o modelo pode ser adaptado para outros combustíveis, inclusive

com mecanismos de várias etapas.
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6.2 Sugestões de Trabalhos Futuros

Entre as sugestões de trabalhos futuros, destaca-se:

• inclusão da variação da porosidade no modelo;

• modelar queimadores porosos com duas ou mais seções com proprieda-

des diferentes, como por exemplo, diferentes porosidades;

• estudar a combustão difusiva em meios porosos;

• modelar a combustão de outros combustíveis, como por exemplo, pro-

pano em meios porosos.
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