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Resumo

Neste trabalho, utilizando o método espectral de Galerkin, prova-
mos a existéncia de solugoes fracas (quando a dimensao n é maior que
2) e existéncia e unicidade de solugdes fracas (quando a dimenséo é
2) para um sistema de equagoes diferenciais parciais que descrevem o
movimento de um fluido quimicamente ativo em um dominio limitado

em R*, n > 2.

Palavras-chaves: Equagoes de Navier-Stokes, aproximacoes de Galerkin,

fluido quimicamente ativo, solugdes fracas.
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Abstract

In this work, by using the spectral Galerkin method, we prove the
existence of weak solutions (when the dimension n is great than 2) and
existence and uniqueness of weak solutions (when the dimension is 2)
for a system of partial differential equations that describes the motion

of a chemical active fluid in a bounded domain in R®, n > 2.

Keywords: Navier-Stokes equations, Galerkin approximations,

chemical active fluid, weak solutions.
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Notacao

Neste trabalho, utilizou-se a seguinte notacao normalmente usada
em estudos de equacoes diferenciais parciais:

R™ o Espa¢o Euclidiano

2 um aberto do R" e z = (21, ..., Zn)

90 a fronteira de 2

Q = 2x]0, 7 um dominio cilindrico

grad, A e div denotam os operadores gradiente, laplaciano e
divergente respectivamente. O operador gradiente também é denotado
por V.

I' a fronteira do cilindro @

C* (Q), funcdes k vezes continuamente diferencidveis em Q

C* (Q), funcdes indefinidamente diferencidveis em 2

C§° (92), fungoes em C* (§2) com suporte compacto

D (22) o espago das fungdes C§° (€2) com divergente nulo

H = D fecho de D em L? ()

H* (Q2) com s € R, espago de Sobolev usual

V, = D fecho de D em H* (Q2)

H; o espaco das fungdes de H' que se anulam na fronteira

V* o dual do espago de Banach

Vs, — V — H, o espac¢o funcional V; estd continuamente imerso no

espaco funcional V' que estd continuamente imerso no espaco funcional
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H

L (Vs,V;) o espago dos operadores lineares continuos de V; em V;

L? (Q) o espago de Hilbert com produto interno (f, g) = f f(z)g(z)dz
e norma associada a este produto na forma |u|? Q) = f u? dz

{ , ) o produto interno na dualidade V', V*

u; ou %‘ denota a derivada no tempo de u

L? () o espago das fungdes reais mensurdveis, tais que:

11l oy = (fnlf(::)]p d:c)% ot , L pL

H™(Q) o espago das fungdes reais mensurdveis tais que possuem

derivadas no sentido das distribui¢oes até ordem m e
f. BE .. P*f 20

LP(0,T, A) o espago das fungdes f (z,t) tais que para t € [0,T]

temos que f (-, t) pertence ao conjunto A (Espago de Banach) e satisfaz

T
/ 17 G OIB dt < oo
0

C([0,T],H) o espago das fungdes continuas em ¢ com valores no
espago H
(Hy) = H™



Capitulo 1

Introducao

Num fluido, a presenca de gradientes de densidade significa que a
atracao gravitacional terrestre provocard um movimento.

Estas diferencas de densidade podem ser induzidas através de dife-
rencas de concentracao neste fluido. Por exemplo, no movimento da
atmosfera terrestre quando aquecida desde as camadas mais baixas até
as mais altas através do calor emanado da terra. Num recipiente de
dgua apoiado numa parede (panela no fogo) as particulas de 4gua mais
aquecidas (perto da parede) terdao menos densidade e subirao provocan-
do assim um movimento neste fluido. Exemplos de movimento de um
fluido provocado por diferencas de concentracao podem ser vistos em
situacoes de laboratoério.

Neste trabalho, estudaremos o movimento de um fluido quimica-
mente ativo.

Vamos supor as seguintes hipéteses simplificadoras:

(1) O movimento é suposto incompressivel com a exce¢ao de que vari-
acoes de densidade nao sao ignoradas no termo da forga externa

na equagao de conservagao de momento.
(2) As mudancas de densidade sao induzidas por mudancas de tempe-
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ratura e concentragao e nao mudanca de pressao,

(3) Os gradientes de velocidade sdo suficientemente pequenos de forma

que a conversao de trabalho em calor pode ser ignorada.

(4) Viscosidade, condutividade térmica e calor especifico sao conside-

rados constantes.

(5) A equacao de estado p (7, C) é linearizada:
p=po(l—or(r—1)+ac(C—C))

Neste trabalho temos que p =7+ C.

Estas hipéteses ocorrem em situagoes prdaticas, por exemplo, numa
panela com dgua aquecida num fogao.

Tendo em mente estas hipéteses Boussinesq em 1903 derivou o
seguinte grupo de equagoes que representam aproximadamente o movi-
mento de um fluido sob a influéncia da diferenca de temperatura e
concentracao.

Sendo Q C R™(n > 2) o dominio limitado e T' > 0, estas equacdes

sa0:
(%%+uVu—pAu+gmdp=?+(7+c)9 em @
) divu=0 em Q (1.1)
g—:—l-uVT—krAT-_—h em @
k‘?5,—?-EML,:VC—kc:ﬂsc‘—“j em @
onde

u(z,t) € R®
denota a velocidade do fluido no ponto z € €2 e no tempo ¢ € [0, T);

T(z,t) R, C(z.t)eR e p(z,t)eR
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denotam respectivamente a temperatura, a concentracao do material

no fluido e a pressao do fluido:

g(z.t), f(z.t), h(z,t) e j(z.t)

sao fungdes de fonte, onde f denota um campo magnético e g uma forca

externa (gravitacional por exemplo);
pn>0
é a viscosidade do fluido;
ke>0 e k>0

sao a difusividade da solugdo e a difusividade térmica respectivamente.

O componente de ordem 7 de uVu é dado por:

(uVu), = Z Uj 6%.
J

uVyp = Zuj 7z

Na fronteira I', assumimos que:
u(z,t) =0, 7(z,t) =¢(z,t) e C(z,t)=1(2,t), (1.2)
onde ¢ e ¢ sao fungoes conhecidas e
w(z,0) =4 (2), 02,0 =0(z), C2,0)=0C(z) (1.3)

sao condicoes iniciais.

Neste trabalho, consideraremos o problema da existéncia e unici-
dade de solugoes fracas para (1.1) — (1.3). Os argumentos consistem
em transformaé-lo em outro problema de valor inicial com condigoes ho-
mogéneas de fronteira, que posteriormente serd tratado usandoapro-

ximacao de Galerkin.



Quando hd auséncia de reagdes quimicas (C =0), o problema ¢é
equivalente ao problema cldssico de Boussinesq, o qual tem sido inves-
tigado por muitos autores, como por exemplo, HISHIDA [5] (1991),
KORONEYV [7] (1997) e MORIMOTO [12] (1992).

O problema estaciondrio correspondente a solugoes de menor movi-
mento do sistema (1.1) — (1.2) foi considerado por Gil (1991), enquanto
que a questdo da estabilidade das solugdes do sistema (1.1) — (1.3) com
diferentes condicoes de fronteira foi analisado por Belov e Kapitonov
(1983).

ROJAS-MEDAR e LORCA [13], [14], [15], [16] estudaram a e-
xisténcia, unicidade e regularidade de solugoes locais e globais fortes
para (1.1) — (1.3) pelo uso do método de Galerkin. Além disto, eles
obtiveram otimizacoes de erro para as aproximacoes.

O método de Galerkin foi utilizado por MORIMOTO [12], no pro-
blema de Boussinesq, para obter resultados globais para solugoes fracas
com diferentes condigbes de fronteira.

A abordagem usada neste trabalho é paralela & de MORIMOTO
[12], mas com a diferenga que ele apenas considerou o casode 2 < n < 4.

Nota-se que trabalhando como MORIMOTO [12] (1992) é possivel
provar a existéncia de solucoes fracas (u, 7, C') tendo a propriedade de

reprodutividade
wiz,0) =u(z.I), vlali=r(T), Cl.0) =CzT)

Esse trabalho estd dividido em cinco capitulos: No primeiro capi-
tulo apresentamos uma introdugao e desenvolvemos uma formulagdo
abstrata para um sistema de equacgoes diferenciais parciais nao-lineares
de evolugao denominadas aproximacoes de O.B, as quais incluem vérios
problemas de mecénica dos fluidos, por exemplo, a equagao do calor,

as classicas equacoes de Navier-Stokes e outras.
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No segundo capitulo sao apresentados alguns preliminares e resulta-
dos bésicos para o estudo de solugoes fracas dessas equagoes diferenciais
parciais.

No terceiro capitulo apresentamos o teorema de existéncia de solugao
fraca e sua demonstragao para o sistema de equacgoes de Oberbeck-
Bousssinesq que descrevem o movimento de um fluido quimicamente
ativo.

No capitulo seguinte destacamos o teorema de unicidade e sua demons-
tracdo para o sistema de equacgdes de Oberbeck-Boussinesq.

Finalmente, o iltimo capitulo apresenta algumas conclustes a res-
peito do estudo que fizemos e propoe algumas sugestdes para futuros

trabalhos.



Capitulo 2

Preliminares

Nesta secao apresentaremos alguns resultados fundamentais e necessarios
no estudo das equacgoes diferenciais nao-lineares.

Estes resultados sdo apresentados na forma de defini¢des, lemas,
proposigoes e teoremas, todos importantes na demonstracao dos teore-
mas 1 e 2, os quais apresentam resultados de existéncia de solugdes e

unicidade de solugoes, respectivamente.

2.1 Definicao

Definimos H® (€2), com s € R o espaco de Sobolev usual, isto é:
He(Q)={ue L*(Q):||ullps < o}

onde:

llll s

|aj=m a o

-\ It 32 [ iDaulf)_;ﬁ;ﬁ(” F g

com

Ss=m-+o0o



sendo
meEZ e 0-< a1

considerando 91 regular (localmente Lipschitz).
Onde:

= 3 [107u(@)F do

lal<m g
e a € um multi-indice.

Conforme ADAMS [1] na pagina 214.

2.2 Definicao

Seja

H=2D0

onde o fecho de D é considerado na topologia de L*.

Considere também

V.=D

onde o fecho de D é considerado na topologia de H*.
No caso de 0f2 regular e s = 1 temos as seguintes caracterizacoes,

conforme TEMAM [17] nas pdginas 15 — 19.
H={ue (L*(Q)": divu=0e (u.T)|sn =0}
onde 7 é a normal exterior a 9%2.
Vi=V={ue (H; (Q))n sdiv u =0}

No caso de €2 limitado e regular temos as seguintes relacoes de in-

clusao:

VeV H paas> 1.



2.3 Teorema da Divergéncia

Sejam Q € R™ um aberto regular e F' um campo vetorial em R".

fdiv F d:r=/F.ﬁ ds.
Q a0

Demonstracao: Veja LIMA [9] na pagina 495.

Entao:

2.4 Identidade de Green

Sejam ¢. u € C?(Q2) onde 812 é de classe C*. entdo

f(OAu + VéVu) dz = o% ds.
) a9

2.5 Proposicao (Desigualdade de Young)

Vab>0; p g>1

satisfazendo
1 1
- +-=1
P q
e
£>0
temos:
P Ba
ab< C :_o:_ +e—.
P q

Demonstragao: Veja BREZIS [2] na pigina 56.



2.6 Desigualdade de Holder

Sejam f. g € L, entéo
[ 19 4z <117l
(¢}

onde

1 1
—+—-=1comp g>1
p g

Demonstragao: Veja MEDEIROS [11] na pégina 75.

2.7 Proposicao (Desigualdade de Gronwall-
Versao Integral)
Seja f (t) uma funcgéo nao-negativa, integravel em [0, 7] satisfazendo a
seguinte desigualdade:
t
FOSCHC [ f(6)ds  CLGa20

: 0
entao

f(t)<Cr—1+e%

Demonstragao: Veja HALE [4] na pégina 36.

2.8 Proposicao (Desigualdade de Gronwall-
Versao Diferencial)

Seja 7 (t) uma funcéao positiva em [0, 7], ¢ (t) e ¥ (t) fungdes positivas

e integraveis em [0, T satisfazendo n' (t) < ¢ (t) n(t) + ¢ (t). Entéo:

n(t) < exp (/@(S)dS) {n (0)+fw(s)d¢,}

0 0

Demonstracao: Veja EVANS [3] na pdgina 556.
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2.9 Proposicao (Algumas imersoes de Sobolev)
Seja 2 C R™ aberto limitado entao:
2.9.1) Para n =2

|[ullLe(e) £ Cal|Vu|| com 1 < g < o0,

onde Cn é uma constante que s6 depende de (2.

2.9.2) Para n >3
lull 22, < CallVul

Demonstragao: Veja TEMAM [17] na pégina 159.

2.10 Proposicao

Seja Q C R™ um aberto, definimos

b(u,v,w) = Z/ulg-%mj dz

=19
Entao:
2.10.1)
b(u,v,v)=0 VueV; YveHynL"
2.10.2)
b(u,v,w) =—b(u,w,v) VvueV; v, we HyNL"

Demonstracgao: Veja TEMANM [17] na pagina 163.
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2.11 Proposigao
Sejau e L2(0.T,V)NL>(0,T, H), entao:
we L4(0,T, IP (Q))

onde

Demonstragao: Veja LIONS [10] na pédgina 73.

2.12 Definicao (Tipos de Convergéncias)
Sejam E, F espacos de Banach e (X,) uma seqiiéncia contida em E.

2.12.1 Dizemos que X,, converge fortemente para X (X, — X. quando n — o)

se tivermos que
lim || X, — X||[g =0
N——s00

2.12.2 Dizemos que X,, converge fracamente para X (X,, — X, quando n — oc)

se, para todo f € E*, tivermos que
f(Xn) = F(X),
quando n — oc.

2.12.3 Suponhamos que £ = F*. Dizemos que X,, converge fraco—=

para X em E (Xn — X ) quando para todo f € F, tivermos que

X (f) — X (f)

quando n — Q.

11



Através da aplicacdo canénica, podemos considerar F um subcon-

junto de F**, assim, também podemos dizer
f (X)) — f(X).
Veja as defini¢des acima com mais detalhes em BREZIS [2] na pagina
35.
2.13 Proposicao

Seja B um espag¢o de Banach e (X,,) uma seqiiéncia limitada em B.

Entdo 3 (X, ) subseqiiéncia tal que X,,, — X em B.

2.14 Proposicao

Seja H um espaco de Hilbert e (X,) uma seqiiéncia limitada em H

entao 3 (X, ) subseqgiiéncia tal que X,, — X em H.

2.15 Lema

Seja n =2 e 2 C R? um aberto.

Entao:
llully € V21ull? |Vul| Yue H) ()

Demonstragao: Veja TEMAM [17] na pdgina 291.

2.16 Lema (Compacidade de Aubin-Lions)

Sejam By, B e B trés espacos de Banach tais que By C B C B, onde

B; é reflexivo com ¢ = 0.1 e By C B com imersao compacta.

12



Sejam
po. ;1 €R
tais que
1 <po,py <0
e defina
W={vivel™(0,T,B); v € " (0T, Bl)}
onde v' é a derivada no tempo. O conjunto W é munido da norma

||| Lro(0.1,B0) + HU’HLPI(O.T.BI)-
Entao
W c L™ (0,T, B)

compactamente.

Demonstragao: Veja LIONS [10] na pagina 58.

2.17 Lema

Sejam V', H, V* trés espagos de Hilbert tais que V' € H C V* onde
V* é o dual de V. Suponha que u € L*>(0,T,V) eu € L*(0,T,V>),
entdo u € C ([0.7], H), é integrdvel em ¢ e vale a seguinte equagao no
sentido de distribuigoes:

d

-dE l |u| |§i == 2(’0:’ E u) vV

Onde u(t) € V, v (t) € V= e {-.-),., ¢ a aplicacdo de dualidade
entre V* e V.
Demonstragao: Veja TEMAM [17] na pdgina 261.

13



2.18 Lema

Utilizando a mudanca de varidveis dependentes (7, C):
0 (z,t) =7(z,t) — &1 (2,1)
a(z,t) =C(z,t) — @ (z,1)

onde ¢; e @3 sao solugoes de:

I 2 Ay =0
¢ =¢e=7r(2,t), em I
| 91 (0) = o,
[ % gy =
{ $o=0=C(z,t), em T
| @2(0) = 9o
Obtemos a partir do sistema (1.1), supondo u = k, = k- = 1, o
resultado:
r‘f;,:—“+u‘\7u—i\fz,»:vf-'\_/;g:r=f—i—(é?—i-o;)g, €N t>0
) % +uVl+uVe — A = h, €N t>0
%%+uVa+uV@2—Aa-=j, ze€Nt>0
L div u =0
(2.1)
wlzd) =0, 8(z1)=0, afsi)=0 gel4>0 (2.2)
u(z,0) =uo(z), 0 (2,0) =6 (z), a(z,0) = ag (), z € (2.3)

2.19 Definicao de Solucao Fraca

Um trio de fungdes {u, €, a} é chamado solugdes fracas de (2.1) —

(2.3) sew € L2 (0.T.V), 8 € L?(0.T. H} (Q)), @ € L2(0,T. H} (Q)) e

14



(u, 8, a) satisfazem:

£ (u,v) + a(u,v) +b(u,u,v) = (f,v) + (0 +a)g,v),
L0,0)+a(0,0) +b(u,0,0) +b(w,61,0) = (hyp),  (24)

% (QL) +E(QTIJ) -:-E[ua,“d')) "L};(ua@??d") = (_?,'UL’).

onde:
b(u,v,w)= [ Zn: u; 2, sa (u,v) = (Vu, Vo)
Q ig=1 .
b (u, 6.9) =f{ Zluj%w 16 (8, 0) = (Vo, Vo)
J:

para quaisquer v € V N (L®(Q))", ¢, ¥ € H} (Q) N L™ (), onde a

derivada em relacio a t estd no senso da distribuicao D’ (0, 7).

Podemos considerar ainda, dentro desse capitulo, a aplicacao do
lema. preliminar 2.18 que ocorrera da seguinte forma:
Para n = &, obtemos a existéncia de ¢ = ¢, tal que ¢, é uma solugao

dnica para o problema,

o —Ap=0 em {2 x (0,7)
o= em I’ x (0,7)
¢ (0) = o
e mais adiante, ¢, ird satisfazer as conclusoes do lema. preliminar 2.18.
Analogamente, podemos obter a existéncia de ¢» tal que ¢, é uma
solucdo unica para o problema, com 1 = ¢ satisfazendo novamente as
condigoes do lema, preliminar 2.18.
Desse modo, podemos transformar (1.2) — (1.3) noutro problema,

através de uma mudanga de varidveis, da forma
B=7—0, e a=C— 0.

Obtemos como resultado (2.1), (2.2) e (2.3) onde

f=f+(01+@)g. 0p=7 — bo1; Qo=To— Qo2

15



No que segue, concentraremos nossa andlise em (2.1) —(2.3) ao invés
de (1.1) — (1.3).

Assumindo que {u,p.6,a} é uma solugéo cldssica de (2.1) — (2.3),
usaremos o produto interno em L? de v € D, ¢ € C§° e ¥ € Cf°,
primeira, segunda e terceira equagdes respectivamente de (2.1).

Entao, multiplicaremos a primeira equacao de (2.1) por v € D, e
integraremos em z, isto é:

[v'vdz+ [(u-Vu)-v dz— [(Au)v dz+ [(Vp)v dz
Q Q Q Q

=[] dx+f(5+a)gi.’ dz
Q Q

1°)

f =d£/ vdz“ u'v)
Q

Q
2°)

J(u-Vu) v dz = f(u -Vuy,u-Vus_u-Vuy) - (vi.....vy) dz
Q

Il I

(=113
D, e, St

5

@

[

i

Fu; Bu;
_____ un) x (EE’ 6:::,,) Uy dz

mn
Eujg—:;z:,- dz=[ 3 u;- g; v; dz

.~
Il
i

Il
"

i
L

Isto motiva a definigdo da seguinte forma trilinear:

(u,v,w) /Zujah

t,7=1

3%) De acordo com a identidade de Green, preliminar 2.4.

Assim:

/ Audz = — /Z:VT‘ - Vu, dm-!—/Zna_,

an =1

16



mas
/Ztria—iﬂi ds =0
omn
50 i=1
pois v|sn = 0.

Portanto:

—/1-‘-&:1. d..";:/ZVvi-\_fuz— dz
Q i=1

Q

Isto motiva a definigdo da seguinte forma bilinear:

ou; Ov;
o= [ 350 o

1,j=1

4°) Utilizando que: div (vp) = v Vp + p dive, tem-se:

/div (vp) dx = fv - Vp d:c-!—/p divv dzx

Q 9] 0

mas

/p dive dz =0
)

pois divy = 0 e de acordo com o teorema da divergéncia, preli-

minar 2.3, tem-se:

Q/div(vp) dm:l (v-p)- T ds

onde T é o vetor normal exterior a 9.

Mas

pois vlaa = 0.



Assim

/t:-Vp dz =0
Q

Finalmente, utilizando os quatro itens anteriores em (2.5) obtemos:

Ed;(u,?.-) +a(u,v)+b(u,u,v) =(f,v)+((8+a)g,v)

Agora, multiplicaremos a 2% equagédo de (2.1) por ¢ € C§°, e inte-

graremos em z, isto é:

/-63’:,: d:c+/(u—V9)g:: dr+](-u.-Vé1)¢ dx—]AE?-g-: dx:/h;_c dz
Q Q O

Q Q
(2.6)
1°)
' d d
¢ de=— D =—(0,p
f ¢ dz dtfé?g, dx dt(ﬂc,,)
Q 9)
2°)
J(u-V8) ey dr= [ (uy,us, up) - (aa—;,...,%) v dz
Q )
=[S wZy dr=>b(u,0,v)
Q i=1 .
Isto motiva a definicdo da forma trilinear:
" . n 9o
b(“:@-v)—/zuiéz‘r” dx
o 1=l
3°)

de acordo com o definido no 2° passo.
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4°)
—fAG-q; dx=/\79-w dz
Q Q

de forma semelhante a feita na terceira etapa da primeira equagao.

Isto motiva a defini¢do a (¢, ¢) = (V8,Vy).
Portanto a equagao (2.6) fica:

d -~ = 5
3% (0,0) +b(u,0,0) +b(u,01,0) +a(d,¢) = (h,p)

Por qltimo, multiplicamos a 3 equagao de (2.1) por v € Cg°, e

integraremos em z, isto é:

/a"&’; dm+[(u-Va)1;r dl“é——/(U‘Vég)‘lﬁJ dx—/Aa-ﬂ) d:c=/jtf'; dx
Q Q Q )

Q
(2.7)
1*]
/ d d
e = — (.
/awd:r dtfab dx it(av)
8! Q
2°)
f{(u'Va)'{b diﬁ_—‘hf(ulfuz ,,,,, Up) * (g’ﬁ,...,%;) Y dz
= Zui%—w dz = b (u, a.v)
Q i=1 £
onde b foi definida na 2° etapa da 2° equacéo de (2.1)
3°)

/(u Vo)t dx =5(u=¢92=’¢3‘)

Q

de acordo com o definido no 2° passo dessa equacao.
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4°)
—fAcr-ij) d:r:/Va--Vw dz =a(a, ),
Q Q

onde @ foi definida na 4* etapa da 2% equacao.
Portanto a equacao (2.7) fica:

= (0.8) + 5 (0, 9) + 5w, 62,8) +3 (0,8) = (,¥)

Como D é denso em V entdo a primeira formulagdo fraca anterior
continua valida, por continuidade, em V' N (L™ (Q2))" e como C§° (2) é
denso em H{ entdo as outras duas formulagdes fracas, por continuidade,
continuam vélidas em H} N L™ ().

Levando-se em consideracao as condigoes minimas necessdrias para
fazermos as formulacdes fracas anteriores somos levados a definicéo,

preliminar 2.19.



Capitulo 3

A existéncia de solucoes

fracas

Nesse capitulo, apresentaremos a demonstragao de Oberbeck-Boussinesq,
utilizando o Método de Galerkin. Teremos como resultado basico de

existéncia de solugao o teorema a seguir:

Teorema 1 Sejam f € L*(0,T,V*), g € L=(0,T. LI (), onde q¢ >
2, nocaso den = 2 e q =
L*(0,T,H ' (Q))., wo € H, 6y e ag € L*(Q). Entdo existe (u,0,a)
solugdo fraca de (2.1) — (2.3). Além disto, u € L (0,T,H) e 8, a €
L= (0,7, L2 ().

o3

quando n > 3. Suponhamos h,j €

A demonstracao deste teorema serd desenvolvida ao longo deste
capitulo em diversas sec¢Oes: primeiramente provaremos a existéncia de
solucdo em dimensao finita, em seguida obteremos algumas estimativas

a priori e finalmente passaremos o limite na formulagao fraca.



3.1 Existéncia de solugao em dimensao fini-

ta

Sejam {w;} . € {a; (z)} duas bases Hilbertianas (ortonormais e com-
pletas) de V;(Q2) e Hg () respectivamente satisfazendo as seguintes
equagoes:
(wi,v), = A (w;,v) Yv € V()
(ai, 0); = Bi (i, 9) Vo € H5 (D).
onde (w;,v), é o produto interno que da origem & norma da defini¢éo
2.1 na pégina 6 e (w;,v) é o produto interno em L2.
A existéncia de tais bases pode ser justificada em LIONS [10].
Definimos:
Vi = [wy, wo, ..., wy) C V5 ()
Hy = [ay, a9, ...;ax] C H§ ().
Para cada k& > 1 definimos as aproximacoes uy, 0 e ap de u, 8 e o

respectivamente da seguinte forma:

fat) = Zk:ci,k (t)w;(z) € Vi, t € (0,T);

i=1

6";: (:c,t) = id,‘_k (t) a; (CE) c Hk, t e (OT)

i=]

ok (z,t) = iEi.k (t)a;(z) € He, t € (0,T),

onde ¢, dix € € sao tais que ug, 0, e a; satisfazem as seguintes

equagoes:

(uk,t: v) + @ (ug, ) + b (uk, ux, v) — (O + k) g,v) — (f,v) =0 VveV
(3.1)

Ok, @) + @ (Bk. ) + b (ug, Bk, ) + b (ug, 01,0) — (h, @) =0 V€ Hy
(3:2)

(S]
E]



(O.;”: ?L’)+Q(Ckk ‘b)+b(‘uk A, W )+b(uk ég 'U) (Jl’i')=0 V@'EH;;
(3.3)

ug (0) = uro, Ok (0) = bro, o (0) = o, (3.4)
onde ug o € a projecao de ug em Vi , br0 € ai o sad as projecoes de & e
o, respectivamente, em Hy.

Upo — U em H
Oro0 — O em L? (Q)

Qro — Qo em L? ()

Substituindo novamente as expressoes, teremos o seguinte:

i=1

(farvn@+ fawa@)ar)-Gn=0  veew
f) d; () & (:r),so) +a(i=£1d,-‘k (t) Gi(l‘),(,o) +g(i=§;ci,k(t)w,- (x),tgdz—.k(t)ai (x),;,,>

k k k k
Z czk (t) w; (z) ) +a (E cix () w; (z) ,'v) +b (i;—ZICi'k (t) w; (2), ;Ci'k (t) w; (x),v)

‘.. L

7k
F(Lenu) one) ) =0 VeeH,
.k (t)ai(z), )—Pa(;etk (t)a; (z), ‘!,y)+b(chk )w; () Zet;h ) ai (z) ,u)

+ s
/_____\E.Ma-
Mp;— rm‘

Ct,;,-_ (t) wy (55'),(}52,‘@)) Y (j,w) = [} V’!,J = Hk.

-
I
i

Como as bases sao Hilbertianas e formadas de autofungoes, entao
os elementos da base também sao ortogonais em L?. Assim, o sistema

acima ficard da seguinte forma, fazendo-se:

V=, 7=12,....k
© = ay; §=1,2;:::k
¥ =a; J=12,...k



) +e(Een®ui@ w)+ b (e i (0). S ese s ) )
~((Stw0a@+Sewt f(x))g,wa)—(f,wlho

o)+ ( S (O ui (o) w2) +5 (£ cur (0 i 2), 3 (0 i (0),un )
(St 6@+ Zax0a@) 9:0) - (frwn) =0

c;k(t)-i-a(técw()wl(m) wk)-kb(‘ ’
-((Ste0a@+ e o (x))g ) - ) =0

dy (t)+3 (id,k i (z), al) +'b'( S eix (t)w ),idi,k(t)ai(x),al)

(S anOui@) onm) - (ha)

dy (t) +a édﬂc ) a; m),a2)+}5(

(

~ /[ k
% (chk(t w; (z) , ¢1, 2) h,a3) =0

o~
I
o

k [/ k k
e (t)+a (;e,k(t)a,(.r) a;) +b(§1c,-}k(t)w (z) gle k () a; (z) al)
+b (ic k(B w; (z) , D2, ai) =0
= . B .
ey (t)+a (; eix (t) a; (z), ag) +b (;1 cik (t)w; (z), ; x(t)a; (z) aa)
+~ (Z:{Ctk (t) wy (1:) ,é2 a?) == (j=a3) = 0



Note que estas equagoes podem ser escritas da forma
(11 (£) s oo ot (£)  dra (8) 4 ooy dii (8) s €11 (£) s ooy € (1)) = F (€21 (8) , oons ki (2))

onde f é localmente de Lipschitz. Assim, o sistema de equagoes difer-
enciais ordindrias possui solucao devido ao teorema de existéncia e uni-

cidade de equacgdes diferenciais ordindrias.

3.2 Estimativas a priori

Colocando

m (3.1) obtemos:

(%Uk,b‘»k) +a (Uk,uk) +b(uk,uk,uk) — ((Qk + ak)g:uk) = (f, uk) ==

Tem-se:
i)
% btie ) = o
dt R T g 1Tk
pois
i lluell” = 3 [ () dw= 3 [y (we) de
-—f’u,; Eu;\ d.’.!.‘"—‘(ltg EUL)
ii)

b (uka U, uk) =0

devido a proposi¢ao, preliminar 2.10, item 2.10.1.
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Portanto a equacao anterior fica:

%% llul® + @ (ug, ug) = (frur) + ((x + k) g ux)  (3.5)

Mas:

a (uk, uk) = (Vuk, V) = || Vug||*

ii)
(frur) < [ fllv= lluelly = I lly- Vel ;
utilizando a Desigualdade de Young, preliminar 2.5 obtemos:
1l 19l < el £ + 5 Ve
o que implica,
(fue) < ell £l + 5 IVl
iii)

(B + ax) g, ux) = S{ (Op + ax) g - up dz

1 1 1
< (f B0 + s dx) ; (f gl d:c) (f el dm)
9] 0 0
onde:
A 1 (-
atrave=1
= (|10k + ol llgllze NuellL-) -

Utilizando Young obtemos:

pie e s £ 5
< c. llgll2 16k + o} + 3 [
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para

. ; " 2n
n—2

teme-se:

= c. llgll;5 16x + all} 22, + 5 HWII.,‘Jz

utilizando a proposigao, preliminar 2.9 obtemos:

<6, llgl2s IV B+ a)ll* + 5 I Vuel.

Substituindo em (3.5) obtemos:

< lul® + 2a (uk, ur) = 2 (f, ux) + 2 ((6x + k) 9, uk)
2 Jlug)? + 2 [ Vul® < cllflly- + e IVurll® + cligl3g IV 8k + )| + £ || Ve |)?
2 lug|l? + (2 = 2¢) [|[Vuil® < c||fll3 +cllgls IV (6 + ar)|]?

Seja e > 0 tal que (2 —2¢) =1, isto é, £ =

L1

= sl + 1Vl < eI £15- +ellglizs 1V (8 + )

Integrando de 0 a t:

t

t t t
Ofa;nuku- dt+ofnwk||~ dtﬁ{]lfllff- dt+0.!l|9]]is- IV (6x + )|

2 dt
ek (rJ[F—uuk(onlhofuvfukn? dtécoftllfllf-- dt+cj||gllig IV (65 + o) |* dt

[l (2) u‘%-fnwkuﬁ dt < ||uy (0)]? +cfnf ()5

*CIHQ )23 IV 0k (s) + ax (s))]I* ds
Mas

lg ()23 < M9l (o.1,02 o) -
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Assim, a inequagao (3.6) fica:
1
e @I + [ [ Vuill®
0

< [l (0)|12+cjnf(s)ni- ds+cllgllw(o,ua(m)juv(ek (s) +ax (s)[I° ds.

Colocando
o =0
em (3.2):
d B b -
(agkaﬂk) + @ (O, Ok) + b (ug, Ok, 0k) + b (ur, @1,0k) = (h, 0r) .
Note que:
i)
d T, o 3
(506:) = 5 10
pois
1d ld/ g 1/ d d d
—— ||8. = —— g = — 20, — = L, — = — G
Sl =32 [ @) do= [20.2 0 da /Bmte" do = (6, 6:).
Q ) )
ii)
@ (01, 0x) = (VOk, Vi) = | VO
i)

b (U,'“ gk: 9!:) =0
devido a proposicao, preliminar 2.10, item 2.10.1.
Assim a equacao fica

1d 5 ~ . &
Y 161> + | V8||* = (h.6k) — b (u, 1, 6%) (3.7)
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(s 86) < 1hll -1 1By = Illg-s 1V8] < e [l + 5 1V8I1”

ii)
b (uk, 61, 0k) = —b (g, Ok, 61) = — (g - Vb, é1)
= - fuk (z) VO (z) ¢y (z) dx
< nolnm} [k (2) V8 (2)] - do < (61l luel) 178
< cl|on]|Zeeay llurll® + 5 V8|1
Substituindo em (3.7) obtemos:
3 1661 + 2| V0e|* = 2 (h, 6c) — 25 (us, 61, 6%)
< cllhflf-1 + € [I VOl + clln ]| ey lluxll® + & [ V8|
2116611 + (2 = 26) [IV8el1® < cllhllf—s + cllnllF ooy lull® -
Fazemos
e=13
L 106l> + 1V6klI> < cl1hllF-s + |Gl F oo el -
Integrando no tempo, entre 0 e t:
t
J% 165 (s)11* d8+fNV9k (s)°
t
<c Of s ds+ Cf 161 ()7 Il ()]* ds.
Mas

¢ € L7 (2x(0,T))

devido ao lema. preliminar 2.18.

<c [ k()i ds+cllérllpmy [ llue () ds.
for st
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Assim:
16 )1 = 116 ()] + f 165 (s)]? ds

'of”h(s HH 1 ds*"C”OlHLW(Q}f”uA (s)|I* ds

116 () u%ﬂwek (s)|I> ds

(3.8)
Colocando
Y=o
em (3.3):
d - ~ ~ , :
(a_tflk a,‘) + @ (ax, o) + b (uk, ok, ax) + b (ug, @2, k) = (J, i) -
Temos
i)
L onon ) = 22l
raalel i s
pelo mesmo raciocinio que o aplicado em (z) para 6.
ii)
@ (o, o) = (Va, Va) = [Vl
iii)

b (g, ag. ax) =0

devido a proposicdo. preliminar 2.10. item 2.10.1.
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Assim a equagao fica:

2dt 2 Nl + IVawll? = (G, ) — & (s, b2, ) (3.9)

)

= 2

(Gran) < Nillg= leellgg = Willg-2 Vel < ce lljllg- + 5 Vel

Lo |

g(uk-@’?‘ak) = —b (wk, g, @) = — (wi - Vg, @)

=—fuk ) Vag (z) é2 (z) dx
< 6allzmiey | T (2) - Ve @] d < (0ol el [ Vel
< c||82ll7 o oy lleell® + § 1| Vee1*.
Substituindo em (3.9) obtemos:
5 loll” + 2| Vau||* = 2, &) — 2b (e, 62, o)
< clljllz-s + eIVl + cllgelloq) luell® + € [ Ve
4 Nlowl® + (2 = 20) [IVawl® < cll5ll5-1 + e ll@alleeqey lusll®
Fazemos ¢ = 3
d 2 2 112 2 2
77 lowll” + IVexl™ < clljllz- + cligallze g el

Integrando no tempo, entre 0 e ¢:

2 Yl (s)[2 ds+ f||Vak () ds

13 @er ds-te [ 102 (6)Emiey lux (P s

IAN =«

Mas
Gy € L (2 % [0,1))

devido ao lema, preliminar 2.18.
t ;2
< [15@ ds+elloslimg [ () ds.
0 0
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Assim:
o (8)]12 = [lae (O] + 0f Ve ()] ds

¢ t
< Cf 1¥] (3)”}1—1 ds+c “@2”[,0@(@) f lluk (s)II° ds
0 0

llew ()| + j IVax (s)|I® ds

< flew )] + f 156 s ds el (o)lmey | I (I* .

(3.10)

Substituindo (3.8) e (3.10) em (3.6) vem:

[ (t)||2-+-jHVuk (s)I? ds
< fux Q)1 + ¢ bf I1f ()15~ ds+ cllgll poeqoz.ocey 6% (O + fle (0)f

r (I8 () + 15 (M) ds e (orlimg) + I0elnie) f e ()11 ds}

(3.11)
Dai, pela Compacidade de Aubin-Lions, 3 ug € H, 6y € L2, o €

L? tal que para alguma subseqiiéncia uyg, ko, Qgo, temos

U0 —7 Uo em H

luro — uol] <& sek > k., seja £ = |Jug|| entédo
[[ukoll = lluoll < [luko — uoll < & = [luoll

assim, |lugol < 2||uoll para k& > kg

=3¢ >0 tq |luroll L alluo]l Yk

Usando o argumento anterior para fo — 6 em L*(Q) e apo —
ag em L?(Q) obtemos que 3¢cs > 0 e 3 ¢c3 > 0 tais que

16roll < c2 6ol e |lakoll < c3llaoll V &.



Utilizando estes resultados em (3.11) obtemos:
t
llue (D11 + 6( [Vur ()™ ds
T 2 -y
< o Jluoll®* + Cf If ()3~ ds + cligll poeo7,Lo(eyy [C2 160]I + €3 lleoll?

+ ] (s + 15 @) ds -t (Rallmy+ llim) e ()P ]

lux O + [ [Vur ()I* ds Sc+e [ llu(s)]* ds (3.12)
/ /

— l @1 < e [ us ()P s
De acordo com a Desigualdade de Gronwall. preliminar 2.7, temos:
lue @ <e—1+e*<c—1+e7 =Cr (3.13)
Assim
u, € L*®(0,T,H)

com limitacao independente de k.

Por outro lado, da inequagao (3.12) obtemos:

t t
[1vu @ ds<cte [ ds
0 0

Utilizando (3.13):

. t
JIVue (s)]> ds<c+c[Cr ds
0 0

=c+cCrt < c+cCrT = Cp

=¢f§|\7uk (s)|I* ds < Cp (3.14)
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=y € L2(0,T,V)

com limitagdo independente de k.

Utilizando (3.13) em (3.8) obtemos:

t
16x N + [ V0 (s)|° ds
" 0 i T )
<c+efluc(s)|? ds<c+cfCr ds=Cr.
0 0
Assim:

6r € L* (0.T. Hy () N L= (0,T. L* (Q)) (3.15)

com limitagao independente de k.

Por outro lado, utilizando (3.13) em (3.10)obtemos:
t
llak @)IF + [ | Ve ()I* ds
T i 2 T "
<cHcfl|lug(s)||” ds<ec+e[Cr ds=Crp.
0 0
Assim:
ar € L* (0,7, Hy (Q)) nL>* (0,7, L* (22)) (3.16)

com limitacao independente de k.

No sentido de passarmos o limite nos termos nao-lineares necessita-
mos (assim como nas equacoes de Navier-Stokes) de uma convergéncia
forte.

Assim o préximo passo consiste em provar que (%uk) é uma seqiién-
cia limitada em L? (0,T,V;") e (£6k). (§ax) sdo seqiiéncias limitadas
em L2 (0. T, H~%()).

Defina

A): Ve — V=
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por

(A() w)v=a(u,v)=(Vu,Vv) Yu, veV,.

B:V, — V2
por
(B(v)u=b(v,v,u).

Primeiramente provaremos que (Auy) e (Buy) estio em conjuntos
limitados de L? (0,7, V7).
De fato. temos:
lAuilly, = sup [(Aug,v)l = sup |(Vux, Vo)l < sup || Vuel| [V
iy, <1 llvlly, <1 lofly, <1

(3.17)

Como

assim

Vi CV = luelly < cllully, = [Vl < lully,

[ Auglly. < i Vgl cllvlly, < cl[Vu|.-

Portanto:

T T
f A%, dt < c / IVuell? dt < e.
0 0
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Temos que:

[(Bu,.- v)| = [b (ug, ug, v)| = [=b (uk, v, )| =

n
3 fuk,lg—ziuk,j d:z:’
1,j=10 »

< (gmlp dm)% @wj ’ d:r)% (glum a::.:)%

=|[ux-Vvu dz
Q

2
= |Jukll, |Vl
onde
1 1 1 2 1
—+-+-=1 S+-=1
P 49 P P g
Seja p tal que
X3 4
p 2 2n
isto é,
2n
P= n—1
€ assim
g=n

Portanto devido a imerséo de Sobolev H*"1(Q) — L™ () obtemos:
[{Bues )| < Ml V01l < e lluslly 1ol -
O que implica:
|Buklly. = sup [(Buuv)| <c sup [l fivlly, < cflull;.
olly, <1 livlly, <1

Assim,

T T
f IBuill}. dt<e / lluellé dt < oo,
0 0

devido ao lema preliminar 2.11.
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Também observamos que,

10k +ax) glly. = sup [((6x +ax)g,v)}-

||1J|§V551

1((6k + @) 9, )] < f 6+l lol Il dz.  (3.18)
Q

Pela Desigualdade de Holder, preliminar 2.6 tem-se:

l((9k+ak)9,v)lSfi(9k+ak)l lgl ol dz < 16k + cull, llgll, NIl
Q

onde
)lv+711+%:1 e g=% p=:5ir=
< IV (6x) + V (e)ll Nlgll, il -
Mas
Il 22, < cl[Voll <cllully, <e
Dai

(6 + ax) g, v)| < c(IIV (Bl + [[Vaxl]) llgll, - (3.19)
Mas por hipétese g € L (0,7, L?) assim
g @)l < 9]l o o.7,9¢y) = €
Assim (3.19) fica:
< c([[V (8l + [[Vaxl) -

Portanto:

o

T ¥ 3y

Of 10k + ax) glly.. dt < c{ IV ()]l + [Vaxl)® at
T 3y b5

< c [V @)1 + [Vaul? dt=c({ IV @IF de+ [ [Vl dt) <
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devido a estimativas anteriores obtidas em (3.13), (3.14), (3.15) e (3.16).

Considere agora a func¢éo projegdo definida por:
P.: H— VW,

onde V. € o espaco de dimensdo k gerado por {w;,ws,...,wx} e Py é
definida por:

k

P {u)= Z (u, w;) w;.
i=1
Como V; € H e Vi C V, consideremos:
P.:V,— V..
Observe que P: é uma transformacao linear, isto é.
Py € L(V;,V5) (3:20)
Portanto sua adjunta,
PV — V7
definida por
(Piv,w) = (v, Pyw)
é uma transformacao linear, isto é,
F e L(V{.V{)
e satisfaz:
I1PEN < [[Pell < 1.
Pois os sistemas
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sdo ortonormais completos, respectivamente em H e Vi, entao

”Pk”L{Vs,V_,) = sup “Pk%?”v,
flefly, =1
5 ((=3%)), 2
= su R
el ||t e n ) v Vi,
3
#9, = ))
“‘;9“\/ ‘:1\/ J
2
< sup /) @—“’-’—)) =1.
!l‘ru\f,il\/= VA ) ) v,
Portanto
I Pell v vy < 15
CcOmo
(vrPk(;D>Vs',V, = (sz}:w)‘,f;,vg VEE 1'/:7 S 1/5-.
teremos

“PJ:||L(11»;-__\';)= sup ||[Fgv|l= sup (SUP |(P;:U=%’J>|)

”'””v;sl ”””v;ﬁl ”»"”wrﬁl

= sup ( sup I(U,PWH) < sup ||Bl |loll £ 1.

]|t;].'p; <1 []g“vs- <1 Jv| ve <1

Logo também
”P!:“L(V;,\z;‘) =

Observe que

isto é.
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Como
P.: L — Vi
é a projecao ortogonal em
Vi = [wy, wo, ..., w]
entao:
Py (w;) = wy, = LRk

Reescrevendo a equacao (3.1) utilizando as notagbes de A e de B,

isto &, (Au,v) = a(u,v) e (Bu,v) = b(u,u,v) obtemos:

(Lug, w;) = (—Auy, — Buy + (6 + i) g + fow;)

= (—Au — Bug + (6 + o) g + f, P (wi))

= (P; (—Aug — Bup + (0x + ) g + f) , wi)
comi= 1,2, ...k

Portanto. tomando as combinagoes lineares de w; , temos que
(%uk,w) = (P, (—Aux — Bup + (O +ar) g+ f) ,w)

onde w € uma funcao qualquer de V.

Dado

v eV
seja
w = P (v)
Note que v = w + w, onde w, é ortogonal a V.

(fiue,v) = (Fuew) + (Fuewp) = (Fuew) =
= (P (—Aur — Bup + (O + ax) g+ f) , P (v))
= (= Auy — Bug + (0 + ax) 9+ f, P (P (v)))
= (—Au — Bug + (0r + ar) g + [, P (v))

(P (—Au — Bug + (6x +ax) g+ f) . v)
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Portanto:

Lup = Py (—Au, — Bug + (6 + ax) g + f) em V'

| &uilly,. = 11P% (—Aue — Bug + (6 + o) g + f)lly;

< 1B (= Au)lly; + 1P (=Bun)lly; + B¢ (6 + o) glly: + 155 ()l
<IN NAuelly; + IBEN 1Buelly; +IBEN 18k + o) glly, + UEEN I1f o
< llAurlly; + I1Buglly, + 16k + ) gl + £y -

Mas

V,cVv=V*cV;=|Iflly. < Iflly-

2
“%uk“V; < (||Auk||‘.-s. + || Buklly, + (6 + ar) glly- + ”f”vs)
<4 (||Auk||?,; + || Buklly. + 16k + ) gll5. + I f ll'fx;)

D o 7 T " F .
{H;ﬂukn dt < 40f|IAu:cIIV; dt+40f||Bukl|;/; dt

3

T T
410+ ) glly; de+4]Ifly. dt<e.

Devido as hipéteses em f e desigualdades deduzidas em (3.13),
(3.14), (3.15) e (3.16), onde c ndo depende de k.
De forma semelhante, utilizando (3.2) e (3.3) com as hip6teses em

h e j obtemos que:

d d 2 -5
.d_t.gk e (—iECtk e L” (O~T~H . (‘Q’))

sao limitadas uniformemente em k (independentes de k).

3.3 Passagem ao limite

Das estimativas da sec¢ao anterior observamos que:

(ur,) & limitada em L?(0,T, V)
(6r.) ¢ limitada em L? (0,7, H™* (Q))
(ar,) ¢ limitada em L?(0,T, H=*(9Q)).

41



De acordo com as proposigoes 2.13 e 2.14 temos que existem subse-
qiiéncias das seqiiéncias acima (ainda, com o intuito de simplificacao,

denotadas por (u;), (6k:) € (azs)) tais que:

ur, — uy fracamente em L? (0,7, V)
6k — 0, fracamente em L? (0,T, H*(Q))

ars — o fracamente em L% (0,7, H° (Q)).

Além disto, devido a
(ug) € L= (0, T, H)NL*(0,T, V)

uniformemente em k. tem-se:

up — u fracamente em L? (0,7.V)

ur — u fraco-* em L* (0,7, H).

Como (0;) e (ax) estao limitadas uniformemente em k, nos espacos
L=(0,T,L?(Q)) e L*(0,T,H} ().

Entdo existem subseqiiéncias de (6;) e (ax) tais que:

0, — @ fraco-* em L™ (0,7.L*(Q))
ar — a fraco-* em L= (0,7, L*(Q))
0 — @ fraco em L% (0,7, H} (Q))
ar — a fracoem L? (0,7, HE (Q)).
No sentido de obtermos uma convergéncia forte (necessdria para
passarmos o limite nas equagoes) vamos utilizar o lema de Aubin-Lions,
preliminar 2.16.

Na notacao do lema definimos:
Po, P1=2, Bp=V, B=H, B,=V_.
Observe que
VeHCY,; VCEH
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compactamente,

sao reflexivos.

Assim, de acordo com o lema, preliminar 2.16 temos que:
W= {’u € I?(0,T,V), v € L*(0,T, V;*)} c L2 (0, T, H)

compactamente.

Mas
(ur) C W
com limitacao uniforme, assim (ux) forma uma subseqiiéncia tal que:
ue — u em L?(0,T, H).
Analogamente, para (6;) e (o) temos:

Bo=Hy; H=L*(Q); Bi=H™ py. p=2

Hy C L
compactamente.
H{} e H™

sao reflexivos.
Assim:
6, — 0 em L%(0.T.L*(Q))
ar — a em L2(0,7,L*(Q2))
Desta forma podemos passar o limite com & — oc em (3.1) a (3.4)
e garantir a existéncia de uma solugio fraca (u,f.a) para o sistema

(1.1).
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Capitulo 4

A Unicidade de Solucao
Fraca

Nesta etapa do trabalho vamos demonstrar o teorema que garante
a unicidade de solugao fraca para o sistema de equagdes de Oberbeck-

Boussinesq.

Teorema 2 Sejam n = 2, g € L*(0,T,L? (Q)) com p > 2, entio a
solugdo fraca (u,0,a) do teorema 1 é unica. Além disto, (u,6,a) é
quase sempre igual a uma fun¢do continua de [0,T] em H x L* (Q) x

L*{R).

Demonstragao: Primeiramente.

consequentemente
w & L? (0,7,V*) e uE€ B, 700,

Assim utilizando o lema, preliminar 2.17 obtemos que

a Nl f? =2 (U, Uy s - (4.1)

veC(0,T),H) e |
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Analogamente como

0,ac L*(0,T.H; () e 6o €L?(0,T.H(Q)

temos que:

0.0€C(0.T1.12Q@) & 0 =2(06)yor

d

= llall® =2 (a1, &) -1,

Vamos mostrar a unicidade:

Suponhamos que
(ulaglsal) e (u2:92: CtQ)

sao duas solugoes fracas de (2.4).

Assim:

% (u1,v) + a(ug, ) + b(w, ug,v) = (f,v) + ((61 + 1) g, v)

d _ A=113 —
= (01.0) + @ (61,0) +b(u, 61,90) +b (w1, 01,0) = (h, )

(—f;(al,w) ot 5 (o ) o B s ) B i ) = (000

% (u2,v) + @ (uz,v) + b(ua, uz,v) = (f,v) + ((62 + a2) g, v)

d & = = :
a (92' ‘P) +a (92(70) + b(“?a 921 (,9) ‘2 b(“‘?s @1, 59) = (h"‘p)

d - 2 Ly . .
E (0:2: 'Lf{’) +a (QQ: Trb) T b('U-g,O:g, w) =+ b (u21 (.32111’5) - (..?! w)

Denotando

u=u —U, OB=06—0, a=a;—a
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e fazendo as subtracdes:
(4.4) = (4.7); (45)—(48) e (4.6)— (4.9
obtemos:

Edz(u, v) +a(u.v) + by, ur,v) — bus, up,v) = (0 + ) g.v) (4.10)

d

EE (9150) +a(9(¢0) +E(u1191$§0) _E(UQ!QQJ fjo) +E(ul:¢11 {{9) —E(U2,¢1,§0) =0

(4.11)

é—i (@, %) + @ (e, ¥) + b (uy, 01, %) — b(uz, a2,9) + b (w1, ¢2,0) — b (us, 63,%) = 0

(4.12)
Mas:
(i)
b(u, uy,v) + blug, u,v) = b(uy, uy,v) — blug, us, v)
pois:

bu, uy, v) + bug, u, v) = b(uy — ug, uy,v) + blug. uy — us. v)

= b(uy, uy, v) — bug, uy, v) + b(ug, uy, v) — b(us. us, v)

= b(uy, uy, v) — blua, u2,v)
(i)

b (w01, 0) + b (up. 0.0) = b(u1,61,0) — b (us. s, )

pois:

b (u, 0y, 9) + b (u2.6,0) =E(U1 — up, 01, 0) + b(ua, O — 2. ¢)



(iii)

b(w,01,0) + b (us, @, ¥) = b (uy, 0q,0) — b (us, as, ¥)

Substituindo (i) em (4.10), (i7) em (4.11) e (4i2) em (4.12) obte-

mos, respectivamente:

& (w.v) +a(u,v) + by, ur,v) + blug, u,v) = (6 + @) g, v)
4(9,0) +a (6. ¢) +b(ubr,0) +b(us,0,0) +b(u,61,¢) =0
a(a,p)-:»a(a,z,b)-l-b(u,a'h’{i))+b(ueeaaf!f‘)+g(ue¢32slb)=0
(4.13)

Fazendo

utilizando
(4.1), 4.2), (4.3)
e a propriedade
b(u,v,v) =0 V ueV e v€EH;(Q

obtemos:

Jul? + | Vull® + b(u,uy,u) = (0 + a) g. )
1611 + ||V8]% + b(u, 61, 6) + blu, ¢1,0) =0 (4.14)
la]|® + || Ve + b(u, a1, a) + b(u, 62, ) =0

LT 1 P 5.1 [P
Bla Bln Bn

Observando que:



|b(u, uy, u)| = |=b(u, u,u1)| = < lully V]l Jlually -

Q/(u-Vu)ul dz

Utilizando o lema preliminar 2.15 obtemos:
Ib(w,ur,w)] < cllull? [[Vull? [Vull full, < cl|Vull? [ul® ful,.
Utilizando a desigualdade de Young. preliminar 2.5, com

p=% e g =4

o, )| < e[ VellE [l frall < & (19ulF)* + e (Jl? fall,)”
= e[|Vul® + . llull® Jlul;

(ii)
B, 61, 0)| = | -B(w,6,61)| =

[(u-V0) -6, dz
Q

< llully IVON 116l -

Utilizando a desigualdade de Young, preliminar 2.5, obtemos
T 2 2 2
[B(u,61,6)| < 811V +ce lully 613
Utilizando o lema, preliminar 2.15:
B, 61,0)| < 6IVOI +cs [lull 7wl f15.
Novamente, utilizando a desigualdade de Young teremos:

4

[5(2s,61,8)| < 811V + £ IVull® + e lul® l161115 -
(iii)
/ (u-V0) - o, d:rl

0

[Bu, 61,6)| = | -B(u.0.01)| =

e analogamente ao item (27) acima obtemos:

i‘é(u, @,9)} < 6 |IVOI + & [|Vulf? + cos lull® lonll?.
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(iv)

/u Va)-a; dz

Q

‘buala =

analogamente ao item (i7) acima obtemos (trocando § por « e 6,

por ay) :

P;(u, al,a)' < 8|\ Vall® + e[ Vul® + o Jul)? [

(v)
(B, 62, 0) | = | =blu, @, 62)
analogamente ao item (##7) acima (trocando ¢; por @, e 8 por a)
vem:
5w, 92,0)| < 811Val® + & [ Vull* + ol 16513
(vi)
(0 +0a)g,u) = (8g,u) + (ag,u) = gf; Ogu dz + s{ agu dz
< 161l llgll, lelly + llexll, llgll, lull,
onde
AESEEE
Seja
=2 e p>2

utilizando a imersao de Sobolev:

[ull, < cllVull,
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obtemos:

((0+a)g,u) <cloll lgll, [IVull +cllell llgll, IVl

S eVl +e 61 llglly + e IVull® +c llal® lgll;-
Substituindo as majoragoes obtidas nos itens (i) a (v) acima em

(4.14) obtemos:

14 1l + || Vul® < 3 || Vull® + e [[ull® luall} + c: 18117 lgll2 + ce llall® gl
14 16]% + ||V8)* < 26| V6]1* + 2¢ | Vul|® + ce s llull® (161117 + llnll)
14 110]% + [|Vel® < 2¢||Vul® + 26 | Vall + c=s llull® (leall; + lI621l3)

(4.15)
Somando-se as equagoes acima:
L (lull® + 1612 + llal®) + (IVull* + V6] + [ Val?)
< e |[Vull® + 26 | VO° + 26 [|Vall® + [jull® [e [luall}
+ees (161113 + llonlly) + ces (llealls + llo2ll2)]
+11611% cz llgll2 + llal® e g

(%10

Sejam =, 6 > 0 tais que

e D -
1‘—[5—5 e 1—25——5
Entao:

12 (Ilull® + 1617 + lle) + 3 (IVul* + V811 + [ Vall®)

d
2 4 4 : )
[ull® (clllls + cllBallz + cllealls + clionlly +cllg2ll)

IA

2 2 2 '
+ 16117 cllgll3 + lleeli® e llgli -
Seja
F(t) = cllgll? + cllwll; + clibally + clloalls + clloalls + e ligll; -

Assim a inequacad fica:

14 (llu]® + |6 + llal®) < 32 (el + 161* + [lell®)

L(|vul® + VO] + [[Val®)

Il F (&) + 16]° F () + llel® F (t) = F @) (luli® + 101 + [le]?) -

N+
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Assim:

| o

(lall® + 1612 + lei®) < F (@) (lull® + 11611 + llel®)  (4.16)

| =
2,

i

Por outro lado:

t T
] lgll? dt < [ loll? dt < oo
0 0

por hipétese.

t t y 174 T 5
[Nl at < ef (ol [Fur}) dt < e f ]|V
0 0 0

T
2 2 2
< cllwllzee o2,y .Df IV [ dt = ellunllzoe o7, luall 2o ) -

De forma totalmente andloga, obtemos as mesmas estimativas
para ; e a;, ou seja, usando a estimativa (3.13) em (3.8) e (3.10)
deduzimos que as seqiiéncias (fx) e (ax) permanecem limitadas

em L= (0,T,L? (Q))NL?(0,T, H} (Q)) quando k& — oc.

Além disto, como

o1, 92 € L7 (2 x(0,T))

tem-se:

T
f et dt < oo
0

onde? =1,2.

Utilizando a versdo diferencial da desigualdade de Gronwall, pre-

liminar 2.8, na inequacao (4.16) com

n (@) = |lul* + 161+ llel’. 6(t)=F(t) e ¢({t)=0
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obtemos:

9 2 ., a2 - H x -
ull® + 161 + lla] < exp (JF(s) ds) {o+ fo d.] ~0
— lufl® 4+ 181 + lell® = 0 = [ful® = [16) = lal® = 0

= u=f0=a=0 qs em [0,7].

Isto mostra a unicidade da solucao.

o
(8]



Capitulo 5

Conclusao e sugestoes para

trabalhos futuros

Neste trabalho provamos dois resultados fundamentais: o primeiro é
um resultado de existéncia de solugao fraca para o sistema de equacoes
de Oberbeck-Boussinesq sob hipdteses bastante semelhantes as exis-

tentes para o sistema de equacoes de Navier-Stokes, isto &, dados
feL*0,T, V"), uo€e H, g€ L*(0,T,L%(Q))
provamos a existéncia de solugao fraca
vwe L*®(0,T,H)NL*(0,T,V).

Observe que se a temperatura e a concentragao sao constantes, entao
obtemos o sistema de Navier-Stokes.

A demonstragao deste resultado é semelhante a feita para as equacoes
classicas de Navier-Stokes, sendo que a principal dificuldade é uma a-
dequada formulagao fraca no sentido de que as estimativas a priori
sejam suficientes para obter as limitagoes necessdrias nos espagos L?.

O segundo resultado provado é a unicidade de solucao em dimensao

N



Aqui, novamente como ocorre para o sistema de equacoes de Navier-
Stokes, ndo temos garantia de unicidade em dimensdes maiores, sendo
que a principal causa da existéncia deste resultado em dimensao 2 se
deve a certas imersoes de Sobolev especificas desta dimensao. Observe
que as hipéteses que garantem a unicidade em dimensao 2 sao as mes-
mas do teorema geral da existéncia.

Entre algumas sugestoes para trabalhos futuros destacamos:

Obter resultados semelhantes para o problema em dominios nao

cilindricos;

__ Supor que a viscosidade varia com a pressao e tentar obter resultados

de existéncia e uncidade de solucgao;

_ Deduzir um sistema de equagdes que descreve 0 movimento de um

fluido quimicamente ativo em um meio isotrépico poroso granular.
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