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Resumo 

Neste trabalho, ut ilizando o método espectral de Galerkin, prova­

mos a existência de soluções fracas (quando a dimensão n é maior que 

2) e existência e unicidade de soluções fracas (quando a dimensão é 

2) para um sistema de equações diferenciais parciais que descrevem o 

movimento de um fluido quimicamente ativo em um domínio limit ado 

em IRn, n 2: 2. 

Palavras-chaves: Equações de Navier-Stokes, aproximações de Galerkin, 

fluido quimicamente at ivo, soluções fracas. 

Vl 



Abstract 

In this work, by using the spectral Galerkin method, we prove the 

existence of weak solutions (when the dimension n is great than 2) and 

existence and uniqueness of weak solutions (when the dimension is 2) 

for a system of partial differential equations that describes the motion 

of a chemical active fl.uid in a bounded domain in JRn, n ~ 2. 

Keywords: Navier-Stokes equations, Galerkin approximations, 

chemical active fl.uid, weak solutions. 
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Notação 

Neste trabalho, ut ilizou-se a seguinte notação normalmente usada 

em estudos de equações diferenciais parciais: 

!Rn o Espaço Euclidiano 

r2 um aberto do JRn ex= (x1 , ... ,xn) 

an a fronteira de n 
Q = nx ]0, T[ um domínio cilíndrico 

grad, t1 e div denotam os operadores gradiente, laplaciano e 

divergente respectivamente. O operador gradiente também é denotado 

por \l. 

r a fronteira do cilindro Q 

Ck (f2) , funções k vezes continuamente diferenciáveis em f2 

eco ( f2) , funções indefinidamente diferenciá v eis em f2 

C0 (f2) , funções em coe (f2) com suporte compacto 

D (f2) o espaço das funções C0 (f2) com divergente nulo 

H = D fecho de D em L 2 (f2) 

H 5 (f2) com s E R, espaço de Sobolev usual 

115 = D fecho de D em H5 (f2) 

HJ o espaço das funções de H 1 que se anulam na fronteira 

V* o dual do espaço de Banach 

'Vs t.......t 11 t.......t H , o espaço funcional 'Vs está continuamente imerso no 

espaço funcional 11 que está continuamente imerso no espaço funcional 
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H 

L (Vs, Vs) o espaço dos operadores lineares contínuos de Vs em Vs 

L 2 (D) o espaço de Hilbert com produto interno (f, g) = f f (x) g (x) dx 
n 

e norma associada a este produto na forma ll ull~2(n) =f u 2 dx 
n 

( , ) o produto interno na dualidade V, V* 

Ut ou ~~ denota a derivada no tempo de u 

V (D) o espaço das funções reais mensuráveis, tais que: 

l 

ll fi iLP(n> = (fnu (x)lp dx);; < oo , 1 ~ p < oo 

Hm (D) o espaço das funções reais mensuráveis tais que possuem 

derivadas no sentido das distribuições até ordem m e 

f, Df, ... , Dmf E L2 (D) 

V (O, T , A) o espaço das funções f (x , t) tais que para t E [0, T ] 

temos que f(-, t) pertence ao conjunto A (Espaço de Banach) e satisfaz 

T f llf (·, t)l l~ dt < 00 

o 

C ([0, T] , H) o espaço das funções contínuas em t com valores no 

espaço H 

(HJ)* = H-l 

lX 



Capítulo 1 

Introdução 

Num fluido , a presença de gradientes de densidade significa que a 

atração gravitacional terrestre provocará um movimento. 

Estas diferenças de densidade podem ser induzidas através de dife­

renças de concentração neste fluido. Por exemplo, no movimento da 

atmosfera terrestre quando aquecida desde as camadas mais baixas até 

as mais altas através do calor emanado da terra. _ Tum recipiente de 

água apoiado numa parede (panela no fogo) as partículas de água mais 

aquecidas (perto da parede) terão menos densidade e subirão provocan­

do assim um movimento neste fluido. Exemplos de movimento de um 

fluido provocado por diferenças de concentração podem ser vistos em 

situações de laboratório. 

Neste trabalho, estudaremos o movimento de um fluido quimica­

mente ativo. 

Vamos supor as seguintes hipóteses simplificadoras: 

( 1) O movimento é suposto incompressível com a exceção de que vari­

ações de densidade não são ignoradas no termo da. força externa 

na equação de conservação de momento. 

(2) As mudanças de densidade são induzidas por mudanças de tempe-
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ratura e concentração e não mudança de pressão. 

(3) Os gradientes de velocidade são suficientemente pequenos de forma 

que a conversão de trabalho em calor pode ser ignorada. 

( 4) Viscosidade, condu ti vidade térmica e calor específico são conside­

rados constantes. 

(5) A equação de estado p (r, C) é linearizada: 

p = Po (1 - ar ( T - ro) + ac (C - Co)) 

Neste trabalho temos que p = r+ C. 

Estas hipóteses ocorrem em situações práticas, por exemplo, numa 

panela com água aquecida num fogão. 

Tendo em mente estas hipóteses Boussinesq em 1903 derivou o 

seguinte grupo de equações que representam aproximadamente o movi­

mento de um fluido sob a influência da diferença de temperatura e 

concentração. 

Sendo D Ç IRn (n 2:: 2) o domínio limitado e T > O, estas equações 

são: 

onde 

~~ + u\iu - J-t~U + grad p = f+ (T +C) g em Q 

div u =O em Q 

~~ +u\ir- k7~'T = h em Q 

~~ +u\lC-kc~C=j em Q 

u (x, t) E IRn 

(1.1) 

denota a velocidade do fluido no ponto X E n e no tempo tE [O, T); 
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denotam respectivamente a temperatura, a concentração do material 

no fluido e a pressão do fluido; 

são funções de fonte, onde f denota um campo magnético e g uma força 

externa (gravitacional por exemplo); · 

J.J->0 

é a viscosidade do fluido; 

kc > O e kr >O 

são a difusividade da solução e a difusividade térmica respectivamente. 

e 

O componente de ordem i de u\iu é dado por: 

~ Ôu· 
(u\iu)i = L Uj âx~ 

j=l J 

n Ô 
u\ic.p =L ui __f_ 

j=l ÔXj 

Na fronteira r , assumimos que: 

u (x, t) =O, T (x, t) = ê (x, t) e C (x, t) = T (x, t), (1.2) 

onde E e a são funções conhecidas e 

u (x, O) = uo (x), a (x, O) =ao (x) , C (x, O) = Co (x) (1.3) 

são condições iniciais. 

Neste trabalho, consideraremos o problema da existência e unici­

dade de soluções fracas para (1.1) - (1.3) . Os argumentos consistem 

em transformá-lo em outro problema de valor inicial com condições ho­

mogêneas de fronteira, que posteriormente será tratado usandoapro­

ximação de Galerkin. 
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Quando há ausência de reações químicas (C- 0), o problema é 

equivalente ao problema clássico de Boussinesq, o qual tem sido inves­

t igado por muitos autores, como por exemplo, HISHIDA [5) (1991), 

KORONEV [7) (1997) e MORIMOTO [12] (1992). 

O problema estacionário correspondente a soluções de menor movi­

mento do sistema (1.1)- (1.2) foi considerado por Gil (1991), enquanto 

que a questão da estabilidade das soluções do sistema (1.1) - (1.3) com 

diferentes condições de fronteira foi analisado por Belov e Kapitonov 

(1983). 

ROJAS-MEDAR e LORCA [13J, [14], [15), [16] estudaram a e­

xistência, unicidade e regularidade de soluções locais e globais fortes 

para (1.1) - (1.3) pelo uso do método de Galerkin. Além disto, eles 

obtiveram otimizações de erro para as aproximações. 

O método de Galerkin foi utilizado por MORIMOTO [12): no pro­

blema de Boussinesq, para obter result ados globais para soluções fracas 

com diferentes condições de fronteira. 

A abordagem usada neste trabalho é paralela à de MORIMOTO 

[12], mas com a diferença que ele apenas considerou o caso de 2 ~ n ~ 4. 

Nota-se que trabalhando como MORIMOTO [12] (1992) é possível 

provar a existência de soluções fracas ( u, r, C) tendo a propriedade de 

reprodutividade 

u (X) o) = u (X) T) ' 7 (X ) o) = T (X) T) ) c (X) o) = c (X) T) 

Esse trabalho está dividido em cinco capítulos: No primeiro capí­

tulo apresentamos uma introdução e desenvolvemos uma formulação 

abstrata para um sistema de equações diferenciais parciais não-lineares 

de evolução denominadas aproximações de O.B, as quais incluem vários 

problemas de mecânica dos fluidos, por exemplo, a equação do calor, 

as clássicas equações de Navier-Stokes e outras. 
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No segundo capítulo são apresentados alguns preliminares e resulta­

dos básicos para o estudo de soluções fracas dessas equações diferenciajs 

parciais. 

No terceiro capítulo apresentamos o teorema de existência de solução 

fraca e sua demonstração para o sistema de equações de Oberbeck­

Bousssinesq que descrevem o movimento de um fluido quimicamente 

ativo. 

No capítulo seguinte destacamos o teorema de unicidade e sua demons­

tração para o sistema de equações de Oberbeck-Boussinesq. 

Finalmente, o último capítulo apresenta algumas conclusões a res­

peito do estudo que fizemos e propõe algumas sugestões para futuros 

trabalhos. 
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Capítulo 2 

Preliminares 

Nesta seção apresentaremos alguns resultados fundamentais e necessários 

no estudo das equações diferenciais não-lineares. 

Estes resultados são apresentados na forma de definições, lemas: 

proposições e teoremas, todos importantes na demonstração dos teore­

mas 1 e 2, os quais apresentam resultados de existência de soluções e 

unicidade de soluções, respectivamente. 

2.1 Definição 

Definimos H5 (n) : com s E lR o espaço de Sobolev usual , isto é: 

onde: 

com 

s = m+a 

6 



sendo 

e Ü<o-<1 

considerando 80. regular (localmente Lipschitz). 

Onde: 

llu ll~m = 2::= f !D0
U (x) 12 dx 

la:l~mn 

e a é um multi-índice. 

Conforme ADAMS [1] na página 214. 

2 .2 Definição 

Seja 

onde o fecho de D é considerado na topologia de L2 . 

Considere também 

onde o fecho de D é considerado na topologia de H 5
. 

No caso de 80. regular e s = 1 temos as seguintes caracterizações, 

conforme TEMAl'vi [17] nas páginas 15 - 19. 

H = {u E (L2 (f2)) m : div u = O e (u.n) lan = O} 

onde 11: é a normal exterior a an. 

V1 = V = { u E ( HJ ( f2) r : di v u = O} 

No caso de f2 limitado e regular temos as seguintes relações de in­

clusão: 

V5 C V C H para s 2: 1. 
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2.3 Teorema da Divergência 

Sejam n c ~n um aberto regular e F um campo vetorial em iRn. 

Então: 

/ div F dx = / F.N ds . 

n an 

D emonstração: Veja LeviA [9} na página 495. 

2.4 Identidade de Green 

Sejam if;, u E C2 (f2) onde ôD é de classe C 1 , então 

/ (<f>6u + \id>\iu) dx = / <P :~ ds. 
n an 

2.5 Proposição (Desigualdade de Young) 

satisfazendo 

e 

temos: 

'r:/ a, b > O; p, q > 1 

1 1 
-+- = 1 
p q 

D emonstr ação: Veja BRÉZIS [2] na página 56. 
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2.6 Desigualdade de Hõlder 

Sejam f: g E L1 , então 

onde 

j fg dx ::; ll!IIPJigJJq 
n 

1 1 - + - = 1 com p. q > 1 
p q 

Demon stração: Veja YIEDEIROS [11] na página 75. 

2. 7 Proposição (Desigualdade de Gronwall­

Versão Integral) 

Seja f (t) urna função não-negativa: integrável em [0, T] satisfazendo a 

seguinte desigualdade: 

então 

Demonstração: Veja RALE [4) na página 36. 

2.8 Proposição (Desigualdade de Gronwall­

Versão Diferencial) 

Seja TJ (t) uma função positiva em [0, T], qy (t) e 'lj; (t) funções positivas 

e integráveis em [0. T] satisfazendo TJ' (t) :::; 0 (t) TJ (t) + w (t) . Então: 

~ (t) S exp (! </!(s)ds) [~(O)+ Í'" (s) ds] 

Demonstração: Veja EVANS [3] na página 556. 
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2.9 Proposição (Algumas imersões de Sobolev) 

Seja n c IRn aberto limitado então: 

2.9.1) Para n = 2 

onde Cn é uma constante que só depende de O. 

2.9.2) Para n 2: 3 

D emonstração: Veja TErviAM [17] na página 159. 

2.10 Proposição 

Seja n c ~n um aberto, definimos 

Então: 

2.10.1) 

b(u,v,v) =O 'ílu E 11; 'ílv E HJ nLn 

2.10.2) 

b(u,v,w) = -b(u,w,v) 'ílu E 11; v, w E HJ n Ln 

Demonstração: Veja TEivLA.l\I [17] na página 163. 
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2.11 Proposição 

Seja u E L2 (0: T, V) n L00 (0, T: H): então: 

onde 

1 1 
p 2 

-
1 

2n 

Demonstração: Veja LIONS [10] na página 73. 

2 .12 Definição (Tipos de Convergências) 

Sejam E , F espaços de Banach e (Xn) uma seqüência contida em E. 

2.12.1 Dizemos que Xn converge fortemente para X (Xn ----t X . quando n __.co) 

se tivermos que 

lim IIXn- XIIE =O 
n-oo 

2.12.2 Dizemos que Xn converge fracamente para X (Xn ~ X, quando n __. oo) 

se, para todo f E E*, tivermos que 

f (Xn) __. f (X) , 

quando n - oo. 

2.12.3 Suponhamos que E = F". Dizemos que Xn converge fraco-:;: 

para X em E (xn -; X). quando para todo f E F. tivermos que 

X n (f) ----t X (!) 

quando n- oo. 
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Através da aplicação canônica, podemos considerar F um subcon­

junto de F **, assim, também podemos dizer 

f (Xn) ~f (X). 

Veja as definições acima com mais detalhes em BRÉZIS [2] na página 

35. 

2.13 Proposição 

Seja B um espaço de Banach e (Xn) uma seqüência limitada em B. 

Então 3 (Xnk) subseqüência tal que Xnk __. X em B. 
* 

2.14 Proposição 

Seja H um espaço de Hilbert e (Xn) uma seqüência limitada em H 

então 3 (Xnk) subseqüência tal que Xnk ~X em H. 

2.15 Lema 

Seja n = 2 e n c IR2 um aberto. 

Então: 

Demonstração: Veja TEMA~11 [17] na página 291. 

2.16 Lema (Compacidade de Aubin-Lions) 

Sejam B0 , B e B1 três espaços de Banach tais que Bo C B c B1 onde 

Bi é reflexivo com i= 0.1 e Bo C B com imersão compacta. 
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Sejam 

Po, P1 E lR 

tais que 

e defina 

ltll = {v : v E LPG (0, T, B0 ) ; v' E LP1 (0, T, B1)} 

onde v' é a derivada no tempo. O conjunto W é munido da norma 

Então 

w c LPG (0, T, B ) 

compactamente. 

D emonstração: Veja LIONS [10] na página 58. 

2.17 Lema 

Sejam V, H , v· três espaços de Hilbert tais que V c H c V"' onde 

V* é o dual de V. Suponha que u E L 2 (0, T , V) e u' E L2 (O, T, V*) , 

então u E C ([0. T] , H ), é integrável em t e vale a seguinte equação no 

sentido de distribuições: 

Onde u (t) E V. u' (t) E V* e (-,->v- v é a aplicação de dualidade 

entre V* e V. 

Demonstração: Veja TE~'IAVI [17] na página 261. 

13 



2.18 Lema 

Utilizando a mudança de variáveis dependentes (T, C): 

fJ (x, t) = T (x , t) - cp1 (x, t) 

O! (x, t) = C (x1 t) - c/J2 (x1 t) 

onde c/J1 e c/J2 são soluções de: 

Ô~] - 6.cpl = o 
c/J1 = é = T (X 1 t) : em r 
c/J1 (O) = </>o,1 

Ôf!)2 - 6.0') =o 
ôt . -

c/J2 = C! = C (X: t) , em r 
c/J2 (O) = c/Jo,2 

Obtemos a partir do sistema (1.1), supondo f..l = kc = k, = 1, o 

resultado: 

'j;: +u\7u- 6.u+ Vp =f+ (O+a)g, 

~~ + u\70 + u\7cp1 - 6.0 =h, 

~~+uva+ u\71>2- 6.a = j , 

div u =O 

u (x , t) =O, e (x, t) =O, a (x , t) =O, 

X E Sl , t > 0 

X E f2, t > 0 

X E f2, t > 0 

(2.1) 

X E r , t > 0 (2.2) 

U (X, 0) = Uo (X) , e (X 1 0) = e o (X) 1 a (X: 0) = ao (X) 1 X E Q (2.3) 

2.19 Definição de Solução Fraca 

um trio de funções { u: e) a} é chamado soluções fracas de ( 2.1) -

(2.3) seu E L2 (0. T. \í), fJ E L2 (0. T. HJ (D)) . a E L2 (0. T. HJ (Çl)) e 

14 



( u , B, ex) satisfazem: 

onde: 

ft (u ,v) +a(u,v) +b(u, u, v) = (f, v )+ ((B+ cx)g, v), 

ft (B, 1,0) + ã (B,1,0) + b (u, B, 1,0) + b (u, cp1, cp) = (h, cp) , (2.4) 

:t (ex, 1,b) + ã (ex, V;)+ b (u, ex, V;)+ b (u, c/J2, V;) = (j, V;), 

n 

b ( U, V: W) = f L: Uj g~·. W i 
n i,j=l ' 

- ' n âd! 
b (u, q>, I.P) =f L Uj âx

3 
'P 

n j =l 

;a (u, v) = (vu, \?v) 

;ã(cp,r.p) = (\lcp, \?1,0) 

para quaisquer v E V n (Ln (n)t, <p, V; E HJ (O) n Ln (0), onde a 

derivada em relação à t está no senso da distribuição D' (0 , T ). 

Podemos considerar ainda, dentro desse capít ulo, a aplicação do 

lema, preliminar 2.18 que ocorrerá da seguinte forma: 

Para 77 = E, obtemos a existência de <p = </>1 tal que cp1 é uma solução 

única para o problema, 

'Pt - 6cp = o em n X (O, T) 

cp = 77 em r X (o) T) 

<p (O) = 'Po 

e mais adiante, cp1 irá sat isfazer as conclusões do lema, preliminar 2.18. 

Analogamente, podemos obter a existência de cp2 t al que c/J2 é uma 

solução única para o problema, com 77 = CJ sat isfazendo novamente as 

condições do lema, preliminar 2.18. 

Desse modo, podemos transformar (1.2) - (1.3) noutro problema, 

através de uma mudança de variáveis, da forma 

Obtemos como resultado (2.1) , (2.2) e (2.3) onde 

f=] + (<!>I+ (h ) g. Bo =To - 9o.I ; ao = To - c/Jo.2· 
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No que segue, concentraremos nossa análise em (2.1)- (2.3) ao invés 

de (1.1) - (1.3). 

Assumindo que {u,p.B,a} é uma solução clássica de (2.1) - (2.3) , 

usaremos o produto interno em L2 de v E D, <p E C0 e 'lj; E C0 , na 

primeira, segunda e terceira equações respectivamente de (2.1). 

Então, multiplicaremos a primeira equação de (2.1) por v E D , e 

integraremos em x, isto é: 

f u' v dx + f ( u · 'Vu) · v dx - f ( tl u) v dx + f (vp) v dx 
n n n n 
= f f v dx + f (e + a) gv dx 

(2.5) 

n n 

f u'v dx= :tf u.v dx= !(u,v) 
n n 

f (u ·\lu)· v dx = J (u · 'Vu1 , u · 'Vu2 .... ,u · 'Vun) · (vi , .... vn) dx 
n n 

n 

= L f ( u · \7 ui) · vi dx 
i= In 

= ~ f (u U ? u ) · ( ôu; ôu; ) v· dx !--t 1' - , ... , n ÔXt ' · · · ' ÔXn t 
t=l n n n n 

=L f L ujg;•v; dx =f L Uj · g;·.vi dx 
i=l n j = l ' n i,j= l ' 

Isto motiva a definição da seguinte forma trilinear: 

3°) De acordo com a identidade de Green, preliminar 2.4. 

Assim: 

f v · tl u dx = - f t 'V vi · \lu; dx + f t 'V;:; ds 
n n t=l an t =l 
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mas 

pois vlan = O. 

Portanto: 

- / v · f::::.u dx = f t \?vi · \7~ dx 
n n t=I 

Isto mot iva a definição da seguinte forma bilinear: 

fLn a~ avi 
a(u: v )= - · - dx ax· ax· n i.j=l J J 

4°) Utilizando que: div (vp) =v· \lp + p divv: tem-se: 

mas 

f div(vp) dx =f v · \7p dx+ f p divv dx 

n n n 

f p divv dx = O 
n 

pois divv = O e de acordo com o teorema da divergência , preli­

minar 2.3l tem-se: 

f di v ( vp) dx = f (v · p) · 1f ds 

n an 

onde rt é o vetor normal exterior a an. 

Mas 

pois vlan - O. 

f (v · p) · 1f ds = O 
an 
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Assim 

f v · \ip dx = O 
n 

Finalmente, utilizando os quatro itens anteriores em (2.5) obtemos: 

d 
dt (u ,v) +a(u, v) +b (u,u,v) =(f, v)+ ((B+a)g,v) 

Agora, multiplicaremos a 2a equação de (2.1) por <p E C0 , e inte-

graremos em x, isto é: 

f B' :.p dx +f (u · vB) <p dx +f (u ·V</>!} <p dx - f ~B · <p dx =f h<p dx 

n n n n n 

Isto motiva a definição da forma trilinear: 

j ( u · v <;&1) <p dx = b (-u, </>1 , <p) 
n 

de acordo com o definido no 2° passo. 
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-f 6e . cp dx = f v e . v cp dx 

n n 

de forma semelhante a feita na terceira etapa da primeira equação. 

Isto motiva a definição ã (e, cp) =(v e, vcp) . 

Portanto a equação (2.6) fica: 

Por último, multiplicamos a 3a equação de (2.1) por 'lj; E C0 , e 

integraremos em x, isto é : 

f o/ w dx + f ( u · v a) 'lj; dx + f ( u · v <!>2) 'ljJ dx - f 6a · 'lj; dx = f j 'l/; dx 

n n n n n 

onde b foi definida na 2a etapa da 2a equação de (2 .1) 

f (u · V</>2) 'lj; dx = b (u, <!>2, 1/;) 
n 

de acordo com o definido no 2° passo dessa equação. 
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- f .6.a · 'if; dx =f V' a· V''lj; dx = ã (a, 'ij;), 
n n 

onde ã foi definida na 4a etapa da 2a equação. 

Portanto a equação (2.7) fica: 

d - -
dt (a, 7,b) + b (u, a, 'lf; ) + b (u, </>2 , 7,b) + ã (a, 'lj;) = (j: 7,b) 

Como D é denso em V então a primeira formulação fraca anterior 

continua válida, por continuidade, em V n (Ln (D)t e como C0 (D) é 

denso em H6 então as outras duas formulações fracas, por continuidade, 

continuam válidas em H6 n Ln (D). 

Levando-se em consideração as condições mínimas necessárias para 

fazermos as formulações fracas anteriores somos levados a definição, 

preliminar 2.19. 
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Capítulo 3 

A existência de soluções 

fracas 

Nesse capítulo, apresentaremos a demonstração de Oberbeck-Boussinesq, 

utilizando o Método de Galerkin. Teremos como resultado básico de 

existência de solução o teorema a seguir: 

Teorema 1 Sejam f E L2 (0, T , V*), g E L00 (0, T , Lq (D)) , onde q > 

2, no caso de n = 2 e q = ~ quando n 2: 3. Suponhamos h , j E 

L2 (0, T, H-1 (f2)) , u0 E H, Bo e a0 E L2 (D). Então existe (u , B,a) 

solução fraca de (2.1)- (2.3). Além disto, u E L00 (O, T, H) e(), a E 

L 00 (O, T , L2 (D)). 

A demonstração deste teorema será desenvolvida ao longo deste 

capítulo em diversas secções: primeiramente provaremos a existência de 

solução em dimensão finita, em seguida obteremos algumas estimat ivas 

a priori e finalmente passaremos o limite na formulação fraca. 
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3.1 Existência de solução em dimensão fini-

ta 

Sejam { w; } jEI\i e {a; ( x)} duas bases Hilbertianas (ortonormais e com­

pletas) de V5 (D) e Hô (Q) respectivamente satisfazendo as seguintes 

equações: 

~v E Vs (n) 

~cp E Hô (Q). 

onde (wi, v) 5 é o produto interno que dá origem à norma da definição 

2.1 na página 6 e (wi, v) é o produto interno em L2 . 

A existência de tais bases pode ser justificada em LIONS [10]. 

Definimos: 

Vk = [w1, w2, .. . , wk] c Vs (Q) 

Hk = [a1 , a2 , ... , ak] c Hô (n) . 

Para cada k 2 1 definimos as aproximações uk , ek e ak deu, 8 e a 

respectivamente da seguinte forma: 

k 

uk (x, t) = 2:: ci,k (t) Wi (x) E Vk , tE (0, T ) ; 
i=l 
k 

8k (x, t) = 2:: di,k (t) ai (x) E H k, t E (0, T ); 
i=l 

k 

ak (x, t) = L ei,k (t) ai (x) E Hk, tE (0, T), 
i=l 

onde ci,k• di,k e ei,k são tais que uk, ek e ak satisfazem as seguintes 

equaçoes: 

- -
(8k,t, 1,0) + ã (Bk, 1,0) + b (uk, 8k ,IP) + b (uk , </>1, r.p)- (h , 1,0) =O 
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~ <p E Hk 

(3.2) 



(3.3) 

onde uk,o é a projeção de uo em Vk , Bk,O e ak,o saõ as projeções de 80 e 

ao , respectivamente, em Hk· 

uk,o ------; uo em H 

Bk,o ------; Bo em L2 (Sl) 

ak,o ------; ao em L2 (st) 

Substituindo novamente as expressões, teremos o seguinte: 

(~ c:,k (t) Wi (x), V) +a(~ Ci,k (t) Wi (x), V) + b (~ Ci,k (t) Wi (x), it Ci ,k (t) Wi (x), V) 
-( Ct di,k (t) ai(x) + ~ ei ,k (t) ai(x)) g , v) - (f, v)= O V v E Vk · 

(í (k (t) ai (x), <p) + ã (~ di,k (t) ai (x), cp) + b (~ ci,k (t) wi (x), ~ di,k (t) ai (x), cp) 

+b (~ Ci ,k (t) Wi (x) , c/>1, <p) -(h. cp) =O Vcp E Hk. 

(í e:,k (t) ai (x), '!f;) + ã (í ei,k (t) ai (x), 1/J) + b Ct Ci,k (t) Wi (x), t ei.k (t) ai (x), 'lj;) 
+b (~ Ci,k (t) Wi (x), c/J2, '!f; ) - (j, '1/;) = 0 V'lj; E Hk. 

Como as bases são Hilbertianas e formadas de autofunções, então 

os elementos da base também são ortogonais em L2 . Assim, o sistema 

acima ficará da seguinte forma, fazendo-se: 

V= Wj ; 

cp =ai; 

'!f; = ai; 
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( k ) (k k ) é1,k (t) +a ~ Ci,k (t) wi (x), w1 + b ~ Ci,k (t) wi (x), 1~ Ci,k (t) wi (x), w1 

- ( (~ di ,k (t) ai (x) + it ei,k (t) ai (x) ) g, w1) - (f, w1 ) =O 

c~,k (t) +a(~ Ci,k (t) Wi (x), w2) + b (t Ci ,k (t) wi (x), it Ci,k (t) wi (x), w2) 

-( Ct di,k (t) ai(x) + t ei,k (t) ai(x)) g, w2) - (f , w2) =O 

c~,k (t) +a Ct Ci,k (t) Wi (x), wk) + b Ct ci,k (t) Wi (x), it ci,k (t) wi (x), wk) 

-((t di ,k (t) ai (x) + t ei,k (t) ai (x)) g, wk) -(f, wk) = O 

t=l ( k t=l ) - ( k k ) 

d~,k (t) + ã ~ di,k (t) ai (x) , a1 + b i~ ci,k (t) wi (x) , i~ di,k (t) ai (x), a1 

+b (t Ci ,k (t) Wi (x), c/>1, a1) -(h, a1) =O 
t=l 

d2,k (t) + ã (t di,k (t) ai (x), a2) + b c~ Ci,k (t) Wi (x), ~ di,k (t) ai (x), a2) 

+b (t ci,k (t) Wi (x), c/>1, a2) - (h, a2) =O 

(
k ) _(k k ) ctk,k (t) + ã ~ di,k (t) ai(x) , ak + b ~ ci,k(t) wi (x), ~ di,k (t) ai (x), ak 

+b (~ Ci,k(t) wi(x), c/>1, ak) - (h, ak) =O 

e'Lk (t) + ã Ct ei.k (t) ai (x), a1 ) + b (~ Ci,k (t) wi (x), ~ ei,k (t) ai (x), a1) 

+b (~ ci,k (t) Wi (x), c/>2, a1) - (j, a1) =O 

e~,k (t) + ã (~ ei,k (t) ai (x), a2) + b c~ Ci,k (t) Wi (x), ~ ei.k (t) ai (x), ~) 
+b (~ ci,k (t) wi (x), c/>2, a2) - (j, a2) =O 
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Note que estas equações podem ser escritas da forma 

(c11 (t ), ... , ckk (t) , du (t), .. . , dkk (t), eu (t) , .. . , ekk (t))' = f (cu (t) , ... , ekk (t)) 

onde f é localmente de Lipschitz. Assim, o sistema de equações difer­

enciais ordinárias possui solução devido ao teorema de existência e uni­

cidade de equações diferenciais ordinárias. 

3.2 Estimativas a priori 

Colocando 

em (3.1) obtemos: 

( :t Uk, Uk ) +a (uk, Uk) + b (uk, Uk, Uk)- ((8k + O:k) g, Uk)- (f , Uk) = Ü 

Tem-se: 

i) 

pOIS 

~~ ll ukii 2 =~~J(uk)2 dx= ~J2uk~(uk) dx 
n n 

=f Uk ~Uk dx = (uk, ~Uk ) 
n 

ii) 

devido a proposição, preliminar 2.10. item 2.10.1. 
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Portanto a equação anterior fica: 

Mas: 

i) 

ii) 

utilizando a Desigualdade de Young, preliminar 2.5 obtemos: 

o que implica, 

iii) 

onde: 

Utilizando Young obtemos: 
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para 

tem-se: 

n 2n 
q - 7' =-- e - 2' n- 2 

2n 
p = n-2 

utilizando a proposição, preliminar 2.9 obtemos: 

Substituindo em (3.5) obtemos: 

1t llukll 2 + 2a (uk, uk) = 2 (f, uk) + 2 ((Bk + ak) g, uk) 

1t llukll
2 

+ 2llvukll2 ~c 11!11~- +c llvukll 2 
+c 11911~~ ll v (Bk + ak)ll

2 +c llvukll2 

1t llukll2 + (2- 2c) II V'uk ll
2 ~c 11/11~· +c 11911 ~~ ll \7 (Bk + ak)ll2 

Seja c> O tal que (2- 2c) = 1, isto é: c = ~ · 

Integrando de O a t: 

t t 

lluk (t)ll2 +f II V'ukll2 dt::; ll uk (0)11 2 +c f li! (s)ll~ · ds 
o o 

t 

+cfllg(s)11~711\7(Bk(s)+ak(s))ll 2 
ds 

o 
(3.6) 

Mas 
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Assim, a inequação (3.6) fica: 

Colocando 

em (3.2): 

Note que: 

i) 

pois 

~~ IIB-11 2 = ~~j (e )2 d 1 
;·?B d (B) d je de (e de) 2 dt k 2 dt k X = 2 ~ k dt k X = k dt k dx = k' dt k . 

n n n 

ii) 

iii) 

devido a proposição, preliminar 2.10, item 2.10.1. 

Assim a equação fica 

28 



i) 

ii) 

rvras 

b (uk , ifJ1, fh) = -b (uk , (Jk : </JI) = - (uk · \l(ik, </JI) 
= -f uk (x) · \?Bk (x) </J1 (x ) dx 

n 

::S 11</JdiLoo(n) f luk(x) 'VBk(x) l dx:::; ( 11 </>diLoo(n) llukll) II VBk ll 
n 

::S c l ld>1 ll ~oo(n) llukll2 + ~ II \7Bkll2
. 

Subst ituindo em (3.7) obtemos: 

d 2 2 -
di IIBkll + 211\?Bkll = 2 (h, ek) - 2b (uk, </J1 , ek) 

:::; C ll h ll~-1 +é ll \78kll 2 
+C 11</JI II ~oo (n) llukil2 +é ll \78k ll 2 

ft 118kll2 + (2- 2é) ll\78kll2 
:::; c ll h ll ~-~ +c 11</JI II~=(n) lluk ll 2

. 

Fazemos 

1 E = 2 

IntegTando no tempo, ent re O e t: 

L t 

f Js II Bk (s)ll2 
ds + f !I 'VBk (s) ll2 

ds 
o o 

t t 

:::; c f !Ih (s)ll~-~ ds + c f ll</>1 (s) ll~oo(n) lluk (s) ll2 
ds. 

o o 

devido ao lema, preliminar 2.18. 

t t 

:::; c f llh (s)ll~- ~ ds +c liQ>diLoo(Q) f lluk (s)ll 2 
ds. 

o o 
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i) 

ii) 

iii) 

Assim: 

L 

II Bk (t)ll2 -IIBk (0)11 2 +f II \7Bk (s)ll2 ds 
o 

:5 c j I Ih ( s) 11~- ~ ds + c II<PIII~oo(Q) j !luk ( s) 11 2 
ds 

o o 

t 

II Bk (t)ll2 +f IIV'Bk (s)ll2 ds 
o 

t t 

:5IIBk(O)II 2 +cJ!Ih(s) ll ~-~ ds+cii<PIIIu-~(Q) J II uk(s)ll2 ds 
o o 

(3.8) 

Colocando 

em (3.3): 

Temos 

pelo mesmo raciocínio que o aplicado em (i) para Bk. 

devido a proposição, preliminar 2.1 O, i tem 2.1 O .1. 

30 



i) 

ii) 

Assim a equação fica: 

1 d ? ? -

? -d llakll - + II 'Vakll- = (j, ak)- b (uk, 1>2, ak) (3.9) 
~ t 

b (uk,cP2, ak) = - b (uk,ak!<P2) = - (uk · 'Vak,</>2) 

= - f uk(x) · 'Vak(x) </>2 (x) dx 
n 

:S II<P2IIL=(n) f iuk (x) · 'Vak (x)l dx :S (111>2 IILoo(n) l!uk ll) II 'Vakll 
n 

:S c ll</>2ll~oo(n) l!ukll
2 + ~ II'Vakll2 . 

Substituindo em (3.9) obtemos: 

d 2 2 . -
dt llakll + 2II 'Vakll = 2 (J, ak) - 2b (uk, </>2, ak) 

:S c IIJII~-1 +é II'Vakll2 
+c II <P2I I ~co(n) llukll

2 +é IJ'Vak ll2 

1; l!akll2 + (2- 2é) II 'Vakll2 :S c IIJ II ~-1 + c II <P2II~oo(n) lluk ll
2 

· 

Fazemos é= ~ 

d l 12 ? .? 2 2 
dt iak I + II 'Vak ll- :S ciiJ IIli-1 +cii4>2IIL=(n) llukll . 

Integrando no tempo, entre O e t: 

L t 

f ;s llak (s)ll2 ds +f IIV'ak (s)ll2 ds 
o o 

t t 

::;cfllj(s) ll~- 1 ds+cf ll 4>2(s)ll~oo (n) lluk(s)ll 2 
ds. 

o o 

:Yias 

1>2 E L00 (n x [O, t)) 

devido ao lema, preliminar 2.18. 

L t 

:S c f IIJ (s)ll~-t ds +c II<P21!Loo(Q) f liuk (s)ll2 
ds. 

o o 
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Assim: 

t 

!la:k (t)ll2 - lla:k (0) 11 2 +f II 'Va:k (s)ll
2 

ds 
o 

t t 

s;cf !lj(s) ll~- ~ ds+c ll<b2IILoo(Q) f lluk(s)ll2 
ds 

o o 

t 

!!a:k (t)!l2 +f !I 'Va:k (s)!l2 ds 
o 

t t 

s; !lak (0)11 2 + c f IIJ (s)ll~- ~ 
o 

ds +c II<P2 (s)IIL=(Q) f lluk (s)ll 2 
ds. 

o 

(3.10) 

Substituindo (3.8) e (3.10) em (3.6) vem: 

t 

lluk (t)!l 2 +f !I'Vuk (s)!l 2 
ds 

o 

Da( pela Compacidade de Aubin-Lions, 3 u0 E H , ()0 E L 2 , a0 E 

L2 tal que para alguma subseqüência Uk,o, ek,O, O:k,o, temos 

lluk,O- uoll < ê se k > kê, seja ê = lluoll então 

lluk,o ll - !luo!l s; lluk,O- uo!l < ê = lluoll 
assim, !luk,oll < 2lluoll para k > ko 

~ 3 c1 > O tq lluk,oll s; c1 lluoll 'i/ k 

Usando o argumento anterior para ek.O ~ () em L2 (D) e O.k,O ~ 

a:0 em L2 (.D) obtemos que 3 c2 > O e 3 c3 > O tais que 

IIBk,oll s; c2!1Boll e !lak,oll s; c3lla:oll 'i! k. 
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Utilizando estes resultados em (3.11) obtemos: 

t 

lluk (t)ll2 +f l! vuk (s)ll
2 

ds 
o 

t t 

!!uk (t)ll2 +f II'Vuk(s)ll2 ds 5: c+ c f !!uk (s)ll2 ds (3.12) 
o o 

t 

==:;. li uk (t)ll2 S c+ c f lluk (s) ll
2 

ds. 
o 

De acordo com a Desigualdade de Gronwall, preliminar 2.7, temos: 

Jluk (t)ll 2 5: c - 1 + ect 5: c - 1 + ecT = Cr (3.13) 

Assim 

uk E L00 (0, T, H ) 

com limitação independente de k . 

Por outro lado, da inequação (3.12) obtemos: 

t t f II 'Juk (s) ll
2 

ds 5: c+ c f lluk (s)ll
2 ds. 

o o 

Utilizando (3.13) : 

t L 

f 11Vuk(s)ll2 ds 5: c+ c f Cr ds 
o o 

= c+ cCrt 5: c+ cCrT = C~ 

T 

==:;. f I! Vuk (s)ll2 ds::; c~ 
o 
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com limitação independente de k. 

Utilizando (3.13) em (3.8) obtemos: 

t 

IIBk (t)ll 2 + f JJ'VBk (s)ll
2 ds 

o 
T 

2 
T 

:S c+c f lluk(s)ll ds:5c+cfCr ds=C;. 
o o 

Assim: 

com limitação independente de k. 

Por outro lado, utilizando (3.13) em (3.10)obtemos: 

t 

llak (t)ll 2 +f li'Vo:k (s)ll 2 ds 
o 

T T 
:S c + c f 11 uk ( s) 11

2 
ds ::; c + c f C r ds = c;. 

o o 

Assim: 

com limitação independente de k. 

No sentido de passarmos o limite nos termos nãcr-lineares necessita­

mos (assim como nas equações de Navier-Stokes) de uma convergência 

forte. 

Assim o próximo passo consiste em provar que (ftuk) é uma seqüên­

cia limitada em L2 (0, T, Vs*) e (ftek), (fta:k) são seqüências limitadas 

em L2 (0. T , H-s (.0)). 

Defina 

A ( t) : 1~ ___... Vs* 
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por 

(A(t)·u)v=a(u,v) = ('Vu , 'Vv) 'ílu, vE Vs. 

e 

por 

(B (v))u = b(v,v, u) . 

Primeiramente provaremos que (Auk) e (Buk) estão em conjuntos 

limitados de L2 (0, T , V5*) . 

De fato, temos: 

I!Auk ll,r; = sup I(Auk,v)l = sup I('Vuk, 'Vv)l ~ sup II 'Vukiiii 'Vvll . 
llvllv,9 llvllv.9 llvll v.S l 

Como 

assim 

Portanto: 

IIAukilv.· ~ sup II'Vukll c llvllv. ~ c II 'Vukll · 
llvllv.9 

T T 

f I! Auk ll~; dt ~ c f II 'Vukll
2 

dt ~ c. 
o o 
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Temos que: 

n 

J(Buk:v)J = Jb(u~c : Uk , v)J = 1-b (u~c ,v, uk)J = L Juk,i fj;.uk,i dx 
i,j=l n ' 

1 I 1 

= ll uk · \lv Uk dxi $ (l lu~c J P dx) p (l lVvJ q dx ) q (l lu~cl P dx) p 

= JJu~cll~ JJ VvJJq 

onde 

1 1 1 - + - + - = 1; 
p q p 

2 1 
-+-=1. 
p q 

Seja p tal que 

isto é, 

e assim 

1 1 1 
p- 2 = - 2n' 

2n 
p=-­

n-1 

q = n . 

Portanto devido a imersão de Sobolev H5
-

1(f2) '----' Ln (0,) obtemos: 

O que implica: 

Assim, 

T T f II Bu~c ll~1; dt $ c f ll u~c ll; dt < oo, 
o o 

devido ao lema preliminar 2.11. 
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Também observamos que, 

ii (Bk + a:k) gllv- = sup I((Bk + ak) g, v)l . 
s llvllv,$1 

Mas: 

I((Bk + a:k) g, v)l ~ j I(Bk + a:k)l lgl lvl dx. (3.18) 

11 

Pela Desigualdade de Holder, preliminar 2.6 tem-se: 

I((Bk + ak) g, v)l ~ j I(Bk + ak)l lgl lvl dx ~ IIBk + akilp ll9 llq llvllr 
11 

onde 

::VIas 

Daí 

Mas por hipótese g E L00 (O, T , Lq) assim 

Assim (3.19) fica: 

Portanto: 

T T 
f II(Bk + ak) gll~~ - dt ~ c f (li v (ek ) 11 + llva:kll)2 

dt 
o $ o 

~c [ ll v (Bk)ll 2 + llvakll2 
dt = c ([ li v (Bk) ll2 

dt + [ llva:kll 2 
dt) <c 
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devido a estimativas anteriores obtidas em (3.13) , (3. 14), (3.15) e (3.16). 

Considere agora a função projeção definida por: 

onde 1/k é o espaço de dimensão k gerado por { w1, w2, ... , wk} e Pk é 

definida por: 

k 

Pk (u) =L (u, wi) wi· 
i =l 

Como 115 c H e Vk c 1(s consideremos: 

Observe que Pk é uma transformação linear, isto é, 

(3.20) 

Portanto sua adjunta, 

definida por 

é uma transformação linear, isto é, 

e satisfaz: 

Pois os sistemas 

(wi) e (:h) 
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são ortonormais completos, respectivamente em H e V5 , então 

Portanto 

como 

teremos 

II Pk' IIL(V; ,vs·> = sup IIPk'vll = sup ( sup I(P;v,<p)l ) 
Jlvll v; 9 li vil v,• S 1 llr,oll v

5
• S 1 

= sup ( sup !(v, Pk<p)l ) ~ sup IIPkll llvll :S 1. 
llv ll vs· 9 llr,olh'; S l llvllv

5
• 9 

Logo também 

Observe que 

isto é, 
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Como 

ê a projeção ortogonal em 

então: 

i = 1,2, ... , k . 

Reescrevendo a equação (3.1) utilizando as notações de A e de B , 

isto é, (Au, v)= a (u, v) e (Eu, v)= b (u, u , v) obtemos: 

(ftuk, wi) = (-Auk - Buk + (Bk + o:k) g +f, wi) 

= ( - Auk- Buk + (Bk + o:k) g +f, Pk (wi)) 

= (P; (- Auk- Buk + (Bk + o:k) 9 +f) ,wi) 

com i = 1,2, ... , k. 

Portanto, tomando as combinações lineares de wi , temos que 

( :t Uk, w) = ( p; (-Auk - Buk + ( ek + o:k) 9 + f) 'w) 

onde w é uma função qualquer de vk. 
Dado 

seja 

w = Pk (v) 

Note que v= w + wp onde Wp é ortogonal a 1fk· 

Ut uk , v) = (ftuk , w) + (ftuk, wp) = (ftuk , w) = 
= (P;; ( -Auk- Buk + (Bk + o:k) 9 +f), Pk (v)) 

= ( - Auk- Buk + (Bk + o:k) 9 +f, Pk (Pk (v))) 

= (- Auk - Buk + (Bk + o:k) 9 +f. Pk (v)) 

= (P; ( -Auk - Buk + (Bk + o:k) 9 + f), v) 
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Portanto: 

ftuk = Pk. ( - Auk - Buk + (Bk + ak) 9 +f) em V:* 
~~~ukllv · = II Pk. ( -Auk- Buk + (Bk + ak) 9 + f)llv · 

s $ 

::S II Pk. ( - Auk)ilv· + II Pk. ( - Buk) iiv· + IIPi.. (Bk + ak) 9llv · + IIP; (J) IIv· 
$ s .s s 

::S II Pi.. ll I! Aukllv· + IIPi..ll I!Bukllv· + IIPk' ll II(Bk + ak) 9llv· + IIP; II llfllv· , s s $ 

::S II Aukllv · + !!Bukilv· + II(Bk + ak) 9llv· + llfllv· · s s s s 

Mas 

Vs C V===? V * C Vs* =? llfllv· ::S llfllv· • 

llcft ukll~; ::S ( II Aukilv; + I! Bukllv; + II(Bk + ak) 9llv; + llfllv;) 
2 

::S 4 ( IIAukll~; + I!Bukll~; + I!(Bk + ak) 9 11~.· + 11 ! 11~;;) 
T ? T T 
fl l!uk ll- dt::S4f ii Auk ll ~- dt+4J II Bukli ~- dt 
o o • o • 

T T 
+4 f II(Bk + ak) 9 11~ - dt + 4 f 11 ! 11~ - dt ::S c. 

o $ o 

Devido as hipóteses em f e desigualdades deduzidas em (3.13) , 

(3.14), (3.15) e (3.16) , onde c não depende de k. 

De forma semelhante, utilizando (3.2) e (3.3) com as hipóteses em 

h e j obtemos que: 

são limitadas uniformemente em k (independentes de k) . 

3.3 Passagem ao limite 

Das estimativas da secção anterior observamos que: 

(uk,t) é limitada em L2 (0, T , V~") 

(Bk,t) é limitada em L2 (0, T , H-s (f2)) 

(ak,t) é limitada em L2 (0, T , H - s (n )) . 

41 



De acordo com as proposições 20 13 e 2014 temos que existem subse­

qüências das seqüências acima (ainda, com o intuito de simplificação, 

denotadas por (uk,t) , (ek,t) e (ak,t)) tais que: 

uk,t ----+ ut fracamente em L2 (0, T , ~*) 

ek,t ----+ Bt fracamente em L2 (0, T , H - s (D)) 

ak,t ----+ Ctt fracamente em L2 (0, T , H- s (D)) o 

Além disto , devido a 

(uk) E r;o (O, T , H ) n L 2 (0, T , V) 

uniformemente em k, tem-se: 

uk - u fracamente em L2 (O, T , V ) 

uk - u fraco-* em L= (0, T , H ) o 

Como (Bk) e (ak) estão limitadas uniformemente em k , nos espaços 

Então existem subseqüências de ( ek) e ( ak) tais que: 

ek- e fraco- * em L00 (0, T , L2 (D)) 

a:.k ----+ a fraco- * em L= (0, T, L2 (D)) 

ek ---+ e fraco em L2 (0, T, HJ (D)) 

ak -a fraco em L 2 (0, T , HJ (Q)) o 

No sentido de obtermos uma convergência forte (necessária para. 

passarmos o limite nas equações) vamos utilizar o lema. de Aubin-Lions, 

preliminar 2 01 60 

Na notação do lema definimos: 

Observe que 

V c H c~*; V c H 
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compactamente, 

v 

são reflexivos. 

e V"' s 

Assim, de acordo com o lema, preliminar 2.16 temos que: 

compactamente. 

Mas 

com limitação uniforme, assim (uk) forma uma subseqüência tal que: 

uk ---t u em L2 (0, T , H ) . 

Analogamente, para ( Bk) e ( ok) temos: 

B - H 1· H - L2 (O)· B - H -s. p p 2 O - O> - v") 1- ) 0: 1 = ) 

compactamente. 

são reflexivos. 

Assim: 

Bk ---t e em L2 (0. T , L2 (f2)) 

etk ---to em L2 (O, T , L2 (0.)) 

Desta forma podemos passar o limite com k ---t oo em (3.1) a (3.4) 

e garantir a existência de uma solução fraca (u, e, a:) para o sistema 

(1.1 ). 
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Capítulo 4 

A Unicidade de Solução 

Fraca 

Nesta etapa do trabalho vamos demonstrar o teorema que garante 

a unicidade de solução fraca para o sistema de equações de Oberbeck­

Boussinesq. 

Teorema 2 Sejam n = 2, g E L 2 (0, T , V (D)) com p > 2, então a 

solução fraca (u ,B,a) do teorema 1 é única. Além disto, (u , B,a) é 

quase sempre igual a uma função contínua de {0, T] em H x L 2 (D) x 

L2 (D). 

D emonstração: Primeiramente, 

consequentemente 

n 
s =-=1. 2 ' 

Ut E L 2 (0, T , V*) e u E L 2 (0, T , V) . 

Assim utilizando o lema, preliminar 2.17 obtemos que 

u E C ([O, T], H) e 
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Analogamente como 

temos que: 

(4.3) 

Vamos mostrar a unicidade: 

Suponhamos que 

são duas soluções fracas de (2.4) . 

Assim: 

Denotando 
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e fazendo as subtrações: 

(4.4) - (4.7); (4.5) - (4.8) e (4.6)-(4.9) 

obtemos: 

d - - - - -
dt (B,cp) +a (B,cp) + b (ui ,ei , cp) - b(u2, B2 ,cp) +b(ui ,4JI,<?)- b(u2,cp1,cp) =O 

(4.11) 

d - - - -
dt (o:, '!f;)+ ã (a:, '!f;)+ b (ui , 0:1, '!f;)- b (u2, 0:2, '!f;)+ b (u1, 1J2, 1/;) - b (u2, ç(J2, 1/;) = O 

:vias: 

(i) 

(ii) 

(4.12) 

pois: 

b(u, u 1, v)+ b(u2, u , v) = b(ui - u2 , UJ, v)+ b(u2 . u.1- u2 . v) 

= b(u1,u1,v) - b(u2,u1,v) + b(u2,u1,v)- b(u2,u2,v) 

= b(u1.u1,v)- b(u2 ,u2,v) 

pOis: 

b(u,BJ,cp)+b(u2,e.cp) = b(ui-u2,ei,<?)+b(u2,el-e2,cp) 

= b(uJ, ei ,cp)- b(u2,e1,cp) +b(u2 ,B1. cp)- b(u2.B2 .<;) 

= b(uJ,ei . cp) - b(u2,B2,<?) 

46 



(iii) 

pois: 

b (u, 0:1, '1/;) + b (u2,o:, '!f;) = b(ul- u2, a:1 , 7/1) + b (u2, a:1- 0:2, 'lj;) 

= b (u1, a:1, '!f;) - b (u2, 0:1, 'lj;) + b (u2, a:1, '!f; )-b (u2, a:2, '1/;) 
- -

= b (u1 , a:1, '1/;) - b (u2, 0:2, 'lj;) . 

Substit uindo (i) em (4.10), (ii) em (4. 11 ) e (iii) em (4.12) obte-

mos, respectivamente: 

ft (u, v) + a (u , v)+ b(u, u1 , v)+ b(u2, u, v) = ((B +a:) g, v) 

ft_ ( B. <p) + ã ( B, cp) + b ( u, 81, <p) + b ( u2, B, c.p) + b ( u, </J1, <p) = O 
d - - - -
dt (o: , '1/J) +a (o: , 'lj; ) + b (u, a:1 , '1/;) + b (u2, o:, 'lj;) + b (u, <P2, '1/J) = O 

(4.13) 

Fazendo 

v = u {!) = B e 'lb = o: 
' r . ' 

utilizando 

( ) . ')) 4.1 ) (4._ ' (4.3) 

e a propriedade 

b (u , v, v ) = O 't/ uEV e v E HJ (D) 

obtemos: 

! ~ llull2 + IIY'ull2 + b(u, u1, u) = ((B +o:) g, u) 

~~ IIBII2 + ll \7811 2 + b(u,81 ,B) + b(u ,</Jt, B) = O (4.14) 
2 2 - -

~ ft !la: I! + II 'Va:ll + b(u, 0:1 , o:)+ b(u, <h, o:) = O 

Observando que: 
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(i) 

(ii) 

(iii) 

lb(u,ul,u)l= l-b(u,u,ut)l= j(u·'Vu)ul dx :5 llu!l4 JJvuJJ JJu1!14 . 

n 

Utilizando o lema preliminar 2.15 obtemos: 

Utilizando a desigualdade de Young, preliminar 2.5, com 

_4 4 P-s e q = : 

lb(u,ul,u)l:::; ciJVuJ I ~ IJu l l~ llu11l 4 :5 é (IJ 'Vu ll ~)~ + cc (lluiJ~ J1u11l 4r 
=é IJVull2 + Ce: llull2 llutll! 

'b(u, fh: B) I = 1-b(u, e, el) I = lt (u . \78) . el dxl 

:::; JJuJ14li 'VBII IIB11l4 . 
Utilizando a desigualdade de Young, preliminar 2.5, obtemos 

Utilizando o lema, preliminar 2.15: 

Novamente, utilizando a desigualdade de Young teremos: 

j"b(u,ct>1.e)j = 1-b(u,e,ct>dl = f (u· ve) . <1>1 dx 
n 

e analogamente ao item (ii) acima obtemos: 
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(i v) 

(v) 

(vi) 

Seja 

j'b(u,a1,a)j= ;· (u ·V'a) ·a1 dx 
n 

analogamente ao item (ii) acima obtemos (trocando() por a e ()1 

por a 1) : 

analogamente ao item (iii) acima (trocando </>1 por </>2 e() por a) 

vem: 

((()+a) g, u) = (()g , u) + (ag , u) =f ()gu dx +f agu dx 

onde 

r=2 

n n 

1 1 1 
-+-+-=1. 
p q r 

e p > 2, 

utilizando a imersão de Sobolev: 
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obtemos: 

((B +a) 9, u) ~ c IIBII ll9llp II 'Vull +c llall II 9IIP IJ 'VuJI 
$é. !I 'Vull2 + Ce JIBII2 11911! + é. II 'Vull2 + Ce llall 2 11911! · 

Substituindo as majorações obt idas nos itens (i) a (v) acima em 

(4.14) obtemos: 

l d ? 2 ? 2 4 ? ? 2 ? 
2Clt llull- + IJ Vull ~ 3E JI 'Vull- + Ce Jlull l1u1ll4 + Ce IIBWII9II; + Ce llall llgll; 
~ 1; IIBII 2 + II'VBII2 ~ 28 IIVBII2 + 2ê II 'VuJI 2 + Ce ,é llull2 (IIB1 II! + 11 4>1 11!) 
!1z 1J all 2 + II 'Vall2 ~ 2s I!'Vull2 + 281l 'Vall + Ce,ó Jlull2 (Jia1ll! + II<P2II!) 

(4.15) 

Somando-se as equações acima: 

~-fft (llull 2 + IIBII 2 + llall2
) + (llvull2 + II'VBII2 + JJ'Valn 

2 ? 2 ?[ 4 ~ 7E:IJ 'Vull + 28 II'VBW + 28 jj 'Vall + Jlull- Ce lludl4 

+ c e,ó (IIBdl! + ll<h ll!) + Ce,ó (1!a1JI! + II<Pzii!)J 
+ JJBII 2 

Ce 11911~ + JjaJI2 
Ce 11911! 

Sejam E, 8 > O tais que 

Então: 

1 
1 -7é =-

2 
e 

1 
1-28 = -. 

2 

~ft (llull2 + IIBII 2 + llall2
) +! (Ji vuJI2 + II 'VBII 2 + II 'Vall2

) 

~ 1Jull2 (c l!uiii! +c JI B1 II! +c lla1JI! +c 114>111! +c 114>211!) 

+ IIBII 2 c 11911! + llall2 c 11911~ · 
Seja 

Assim a inequaçaõ fica: 

~ft (llull2 + IIBII 2 + llall2
) ~ ~ft (llull2 + IIBII2 + 1Jall2) 

+ ~ (ll vull2 + II 'VBII 2 + II'Vall2) 
~ llull2 F (t) + 11011 2 F (t) + llall2 F (t) = F (t) (Jiull2 + 110 11 2 + Jlall 2

) · 
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i) 

ii) 

Assim: 

Por outro lado: 

t T 

f llgll! dt ~ f 119 11! dt < 00 

o o 

por hipótese. 

] llu1 ll! dt ~c] (11u1 ll ~ IJ'Vu1 ll ~ r dt ~ cfllulii 2 11Vulll2 
dt 

o o o 
T 

~ C lluiJI~oo(o ,T,H) [ II'Vu1JI2 
dt = c llulll~oo (o ,T,H) llu1 IIP(O,T,V) · 

De forma totalmente análoga, obtemos as mesmas estimativas 

para 81 e fr1, ou seja, usando a estimativa (3. 13) em (3.8) e (3.10) 

deduzimos que as seqüências (Bk) e (a:k) permanecem limitadas 

em L00 (O, T, L2 (D)) n L2 (0, T , HJ (fl)) quando k----> oo. 

Além disto, como 

tem-se: 

T 

f II <Pill! dt < oc 
o 

onde i = 1,2. 

Utilizando a versão diferencial da desigualdade de Gronwall, pre­

liminar 2.8, na inequação (4.16) com 

77 (t) = JlujJ 2 + 11 811 2 + lla: IJ 2
. d> (t) =F (t) e 'ljJ (t) = O 
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obtemos: 

llull 2 + ll8ll2 +llo:II2
:S exp(/F(s) ds) [o+jo ds] =0 

===> llull 2 + 11811 2 + lladl 2 
=O===> llull2 

= 11811 2 
= llo:ll 2 

= O 

===> u = 8 = o: = O q.s em [0, T]. 

Isto mostra a unicidade da solução. 
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Capítulo 5 

Conclusão e sugestões para 

trabalhos futuros 

Neste trabalho provamos dois resultados fundamentais: o primeiro é 

um resultado de existência de solução fraca para o sistema de equações 

de Oberbeck-Boussinesq sob hipóteses bastante semelhantes as exis­

tentes para o sistema de equações de Navier-Stokes, isto é, dados 

f E L2 (O, T, V "' ), uo E H , g E L'x) (0, T , Lq (D)) 

provamos a existência de solução fraca 

Observe que se a temperatura e a concentração são constantes, então 

obtemos o sistema de Navier-Stokes. 

A demonstração deste resultado é semelhante a feita para as equações 

clássicas de Navier-Stokes, sendo que a principal dificuldade é uma a­

dequada formulação fraca no sentido de que as est imat ivas a priori 

sejam suficientes para obter as limitações necessárias nos espaços LP. 

O segundo resultado provado é a unicidade de solução em dimensão 

2. 
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Aqui, novamente como ocorre para o sistema de equações de Navier­

Stokes, não temos garantia de unicidade em dimensões maiores, sendo 

que a principal causa da existência deste resultado em dimensão 2 se 

deve a certas imersões de Sobolev específicas desta dimensão. Observe 

que as hipóteses que garantem a unicidade em dimensão 2 são as mes­

mas do teorema geral da existência. 

Entre algumas sugestões para trabalhos futuros destacamos: 

Obter resultados semelhantes para o problema em domínios não 

cilíndricos; 

Supor que a viscosidade varia com a pressão e tentar obter resultados 

de existência e uncidade de solução; 

Deduzir um sistema de equações que descreve o movimento de um 

fluido quimicamente ativo em um meio isotrópico poroso granular. 
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