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RESUMO

Este trabalho apresenta um método numérico para a solucao de escoa-
mentos bi e tridimensionais de fluidos (quase) incompressiveis em torno de geome-
trias arredondadas. O escoamento bidimensional ¢ analisado em torno da geometria
de um cilindro (se¢do de um cilindro), para as equagoes de Euler e Navier-Stokes,
e em torno da geometria aproximada de um tubardo para as equagdes de Euler. O

escoamento tridimensional é analisado em torno de uma esfera e de um elipséide.

O método de integragdao empregado baseia-se no esquema explicito de
Runge-Kutta de trés estdgios para as equagdes da quantidade de movimento e no
de Relaxacgbes Sucessivas para a pressdo. Adota-se o esquema em diferencas finitas
visando aproximacdes de segunda ordem no tempo e no espaco no sistema de coorde-
nadas generalizadas. Testes numéricos sao realizados para as diferentes geometrias
aplicando as equactes de Navier-Stokes e Euler e os resultados obtidos comparam
adequadamente com dados analiticos, experimentais e/ou numéricos encontrados na

literatura.
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ABSTRACT

This work presents a numerical method for the solution of (almost)
incompressible bi and tridimensional flows for round geometries. Bidimensional
flows over a circular cylinder, using Euler and Navier-Stokes equations, and also for
a shark approximated geometry, using Euler equations, are analyzed. Extension to

tridimensional flows around a sphere and an elliptical geometry is realized.

The integration method is based on the three-stage Runge-Kutta ex-
plicit scheme for momentum equations and successive under relaxation for pressure.
Second order finite difference approximations for time as well as space terms in
boundary fitted coordinates are employed. Numerical tests are carried out for dif-
ferent geometries for Euler and Navier-Stokes equations and the results showed to
compare properly with analytical, numerical or experimental data found in the li-

terature.



1 INTRODUCAO

A andlise do movimento de fluidos é um campo que vem sendo explo-
rado continuamente. Historicamente, a mecanica dos fluidos preocupou-se em estu-
dar o comportamento destes de forma experimental muito antes do que de forma
matematica. Leonard Euler foi quem primeiro deduziu as equagoes de movimento de
fluidos, as chamadas equagoes de Euler. Porém, as descri¢cbes matemadticas do com-
portamento dos fluidos s6 ganharam forcas no século XIX, na forma das equacdes
de Navier-Stokes, a partir dos trabalhos pioneiros dos franceses Claude Navier [32],

Simeon Poisson [36] e do inglés George Stokes [44].

Para a solugdo de um determinado problema em dindmica dos fluidos
dispoem-se de trés ferramentas: experimentacao em laboratério, métodos analiticos
e métodos numeéricos. A tabela 1.1 extraida de [46] segundo [13] compara estas trés

estratégias.

As simulacgoes numéricas tém por finalidade diminuir a quantidade de
experimentos e explorar fendmenos que nado poderiam ser estudados em laboratério
de forma pratica, avaliando numericamente os diversos parametros relevantes ao
problema. Esses podem ser facilmente alterados até que se obtenha o resultado
final da simula¢do. Tudo isso de forma bem mais conveniente e a custos e tempos
menores do que apenas utilizando técnicas experimentais e andlises tedricas, pois o
usuario tem grande facilidade para alterar pardmetros como geometria e velocidade,
ja que esses sdo apenas “dados de entrada” para o programa. Em outras palavras,
a simulagdo numeérica quase nao apresenta restricoes, tornando vidvel a solugao de

problemas envolvendo geometrias elaboradas e condicoes de contorno complicadas.

O uso de técnicas numéricas para a solucao de problemas complexos
é, hoje, uma realidade, gracas ainda ao desenvolvimento de computadores de alta
velocidade e de grande capacidade de armazenamento. Em func¢do dessa disponi-

bilidade computacional, que cresce significativamente, o desenvolvimento de algorit-



Tabela 1.1: Comparacao entre solucoes analiticas, numeéricas e experimentais

Técnica Vantagens Desvantagens
Experimental | * Mais realista * BExige equipamento

* Problemas de escala

* Dificuldades de medicao
* Custo operacional
Tedrica * Mais geral * Restrita a geometrias e
* Férmula fechada processos fisicos simples

* Geralmente restrita a
problemas lineares

Numérica * Nao ha restricao a linearidade | * Erros de truncamento
* Geometrias e processos * Prescrigao de condicoes
complicados de contorno apropriadas

* Evolugdo temporal do processo | * Custos computacionais

mos para a solu¢dao dos mais diversos problemas tem recebido enorme atencac dos
analistas numéricos. A ampla aceitacdo dos modelos numéricos pela comunidade
interessada na solugao desses problemas se explica pela grande versatilidade e rela-

tiva simplicidade de aplicacdo destas técnicas [30].

No entanto, quantificar a confiabilidade ou a precisdo das simulacoes
em dinamica dos fluidos nao é uma tarefa facil. A validacdao de uma simulagao com-
putacional é desenvolvida pela comparacdo do resultado obtido numericamente com
resultados experimentais e/ou analiticos, ou ainda, com outros resultados numéricos
cuja validacdo ja tenha sido comprovada. Mas, segundo [21], validar um método
computacional ndo é simplesmente comparar resultados numéricos com experimen-
tais. Antes de comparar com resultados experimentais deve-se verificar se o mo-
delo matemadtico é logicamente consistente e que estd aproximado por um método

numeérico correto, o qual também deve estar implementado corretamente.

Para estabelecer o modelo matematico deve-se analisar as propriedades
do fluido e do escoamento em questdo. Com relacdo ao fluido, este pode ser com-
pressivel ou incompressivel, por exemplo. Fluidos compressiveis sao aqueles cuja
massa especifica varia significativamente com a pressao; os incompressiveis sao aque-

les cuja variacdo da massa especifica com a pressao pode ser desprezada.



Outra propriedade importante do fluido é a viscosidade, que é definida
como uma medida da resisténcia do fluido ao cisalhamento quando este se move. To-
dos os fluidos tém viscosidade, o que causa atrito. A importancia desse nas situacgoes
fisicas depende do tipo de fluido e da configuragao fisica ou do escoamento. Se a
viscosidade é desprezivel, diz-se que o fluido é inviscido ou ideal; caso contrario, o
fluido é real. Os escoamentos podem ser classificados também em unidimensional,
bidimensional e tridimensional, os quais sao definidos como aqueles em que apenas
se necessita de uma, duas e trés coordenadas espaciais para sua descrigd@o, respecti-
vamente. Existem, ainda, dois tipos de configuracdo de escoamento: sio os externos
e internos. Por escoamento interno entende-se aquele que ocorre no interior de um
tubo ou em um canal e similares, onde o fluido escoa no interior de uma estrutura
confinada. O escoamento externo é o de um fluido em torno de um objeto, tal como

na aerodinamica [20].

Os escoamentos podem ainda ser classificados como laminares ou tur-
bulentos, permanentes ou transientes [40]. O escoamento laminar é um movimento
no qual os elementos fluidos ou particulas parecem deslizar uns sobre os outros
em camadas ou laminas; o fluxo (escoamento) turbulento é caracterizado por um
movimento desordenado de particulas individuais e pela presenca de redemoinhos
de véarios tamanhos. No escoamento transiente as grandezas caracteristicas do fluido
variam com o tempo nos pontos espaciais. No fluxo permanente nenhuma grandeza
varia com o tempo em nenhum ponto do dominio, embora em geral as grandezas

variem em funcdo da posi¢do no espago preenchido peio fluido [50].

Existem diversos trabalhos na literatura que tratam da simulagdo das
equacoes em Dindmica dos Fluidos, como as equactes de Navier-Stokes e de Eu-
ler ([7], [15], [47], [6], [25], [34]). Neste trabalho, os escoamentos estudados sdo
externos e permanentes, tanto os bi como os tridimensionais. Para realizar estas
simulacdes, sdoc empregadas diversas estratégias numéricas, todas elas merecendo

atengdo especial. Deve-se observar os contornos, a sua definicdo, as malhas uti-



lizadas, as aproximagdes das equacdes, o esquema de passo de tempo, enfim, sdo

varios os tdpicos que precisam ser analisados atentamente.

Como um dos principais enfoques deste trabalho é a complexidade
das geometrias escolhidas, € preciso tratar também de temas como coordenadas

generalizadas, contornos virtuais e dissipagao artificial.

Durante muitos anos, acreditou-se que o método de diferencas finitas sé
poderia ser usado com malhas cartesianas, ao passo que o de elementos finitos e o de
volumes finitos poderia ser usado para geometrias irregulares. Entretanto, Maliska
[30] diz que os pesquisadores do método de diferencas finitas se concentraram na
tentativa de dominar as nao-linearidades dos termos convectivos e no problema do
dificil acoplamento entre as equacoes. Por muito tempo, foi deixado para segundo
plano o problema do tratamento de geometria complexas, e o método de diferencas
finitas teve todo o seu desenvolvimento baseado nos sistemas coordenados ortogo-
nais, como o cartesiano, o cilindrico e o esférico [30]. Por esta razdo, muitas pessoas
ainda vinculam o método de diferencas finitas a malhas cartesianas, equivocada-
mente, uma vez que ele pode ser aplicado a qualquer tipo de malha, mesmo a nao

estruturada usada em elementos finitos.

O método de diferencas finitas tornou-se bastante versatii com ¢ uso
de coordenadas generalizadas. Dois livros que tratam amplamente do assunto sao
o de Thompson [49] e o de Steinberg [27]. O uso de coordenadas generalizadas
implica que uma regiao qualquer no espaco fisico é mapeada numa outra retangular
no espaco computacional. As equagdes governantes sao expressas em termos de
coordenadas generalizadas como varidveis independentes e a discretizacao é feita
no espaco computacional. Conseqiientemente, procede-se a obtenc¢ao da solugac no

espaco computacional [11].

Existem diversos métodos de geragao de malhas, como os algébricos e os
diferenciais. Os algébricos empregam diferentes tipos de interpolacdo, sao bastante

versateis e rapidos. Na sua forma mais simples, teremos uma expressao que fornece



a transformacao para cada ponto, bastando calcular o valor desta expressao. Para
isso, podem ser usadas fungdes de interpolacdo de Lagrange e Hermite [23]. Os di-
ferenciais sdo mais gerais mas, em contrapartida, apresentam tempo de computacao
elevado e maior elaboragdo matematica [30]. Entre os métodos diferenciais tém-
se os elipticos e os hiperbdlicos. Os elipticos sao baseados na solugdo de equacoes
parciais elipticas com algumas condi¢oes para forgar concentra¢oes em certos pontos
[48], [43]. Os métodos hiperbélicos baseiam-se nas solugoes de equagdes diferenciais
hiperbdlicas, que sdo resolvidas por esquemas de solugdo marchante (no qual os
dados sao fornecidos no contorno interno de um dominio ilimitado; a malha solucdo
¢é entao obtida fazendo o método percorrer as linhas, de dentro para fora, bastando

para isso percorrer apenas uma vez toda a malha [1], [23]).

Por outro lado, existe o método de contornos virtuais, no qual a geome-
tria é modelada e simulada por um termo forcante adicionado as equagoes do escoa-
mento mantendo-se um dominio retangular. Saiki e Biringen [39] aplicam a técnica
de contornos virtuais a simulacio numérica de cilindros estacionarios e em movi-
mento submetidos a um escoamento uniforme. Esta técnica permite a imposicao
da condicdo de contorno de parede (“no-slip”) via um termo forcante adicionado
as equagoes de quantidade de movimento. Além disto, a utilizagdo de métodos
de diferencas finitas compactos (de alta ordem) facilita a eliminagdo de oscilagdes

indesejaveis.

No trabalho de Goldstein et al. [16], forgas sdo escolhidas ao longo
da superficie de modo que tenham magnitude e dire¢do opostas ao movimento, de
tal forma que as particulas préximas a superficie tenham velocidade (praticamente)
nula. Para escoamentos viscosos transientes o calculo direto da for¢a necessaria é

estabelecido por um esquema do tipo “feedback” (realimentacao).

Fadlun et al. [10] desenvolveram um método de segunda ordem, alta-
mente eficiente, para simular escoamentos incompressiveis transientes em trés di-

mensodes sobre geometrias complexas. Isto é obtido usando forgas de corpo no con-



torno, as quais permitem a imposi¢do das condigdes de contorno em uma superficie

nao coincidente com a malha computacional.

Baseado nos fatores mencionados anteriormente, o presente trabalho
apresenta um método numeérico para a solugao de escoamentos bi e tridimensionais
de fluidos quase incompressiveis em torno de geometrias arredondadas. A técnica
empregada, quando se simula as equagoes de Euler, inclui o emprego de termos
adicionais de dissipac¢do artificial para amortecer as oscilacdes do erro. A idéia
de dissipagdo estd vinculada ao amortecimento, tanto que diz-se que as equacdes
de Navier-Stokes possuem dissipagdo natural, pois apresentam os termos viscosos.
Entretanto, este termo estd ausente nas equacgoes de Euler. Por isto, muitas vezes,
ele é simulado artificialmente para efeitos numéricos de estabilizagdo e rapidez do
procedimento numérico de solugdo. A idéia [38] vem sendo desenvolvida e empregada

ao longo dos anos.

Assim, neste trabalho, busca-se a simulagao de escoamentos nao apenas
bi, mas também tridimensionais. O primeiro estudo é feito para o caso mais simples,
a se¢do de um cilindro, com o objetivo de calibrar o cédigo computacional (pois este
possui solucdo analitica no caso potencial). A seguir, analisa-se o fluxo sobre uma
geometria mais complexa, a secdo de um tubarao. Optou-se por modelar a geometria
do tubardao Mako por ser um dos peixes mais velozes. Este tubarao chega a 88 km/h
e dentre os peixes s6 é menos rapido que o atum [31]. Para o caso tridimensional

estuda-se a geometria de uma esfera e de um elipséide.

Quanto a estrutura do trabalho, no capitulo 2 sao apresentadas as
equagdes governantes do escoamento: equacdes de Navier-Stokes e Euler tridimen-
sionais na forma adimensional. Como em escoamentos incompressiveis a escolha de
uma equacao de evolugdo para a pressao nao é 6bvia, utiliza-se o Méiodo da Pressdo

para obter uma equacao de Poisson para a pressao.

No capitulo 3 sdo discutidas as vantagens e desvantagens do emprego

da técnica de contornos imersos, a importancia da escolha apropriada da malha, a



transformagao de coordenadas do sistema cartesiano para o generalizado, a aproxi-
macao das equagOes pelo método de diferencas finitas, a utilizacdo de dissipacdo
artificial na equacdo da pressdao. Sao também discutidos os métodos de solugao
empregados para resolver o sistema de equagoOes, juntamente com as condi¢des de
contorno apropriadas para o escoamento, o critério de convergéncia utilizado nos

problemas de interesse, e o fluxograma do cédigo computacional utilizado.

No capitulo 4 sao discutidos os resultados obtidos para os casos bidi-
mensional e tridimensional. Os resultados sdao apresentados através das linhas de
corrente, do campo de velocidade e de pressao. Estes sdao comparados com dados

analiticos, numéricos e/ou experimentais encontrados na literatura.

Finalmente, no capitulo 5, apresentam-se as conclusdes obtidas e suges-

toes para trabalhos futuros, que sao seguidas das referéncias bibliograficas utilizadas.



2 EQUACOES GOVERNANTES

A natureza do escoamento de um fluido real é muito complexa. As
leis basicas do movimento de um fluido ndo sao totalmente conhecidas; portanto,
a obtencao da solucdo de qualquer problema fisico requer habilidade na criacdo do
modelo matematico correspondente. Este deve ser tal que possa ser resolvido com
tempos de computagao nao-proibitivos e que os resultados obtidos representem bem

o fendmeno fisico em questdo [30], [45].

O conjunto de equagoes que descreve o escoamento ¢ fundamental para a
andlise do fenomeno em questdo. As equagoes governantes do escoamento analisado
neste trabalho sdo as de Navier-Stokes ou as de Euler juntamente com uma equacéo

para a pressao, que contém implicitamente a equacdo da continuidade.

Neste capitulo, apresenta-se as equacdes utilizadas para simular o es-
coamento: equacdo para a velocidade e para a pressdo no sistema cartesiano de

coordenadas e na sua forma adimensional.

2.1 Equacoes para as velocidades

As equagoes utilizadas para o cdlculo das velocidades sao as de con-
servagdo de quantidade de movimento nas direges =, y e 2z, também conhecidas
como equacoes de Navier-Stokes. Estas sao derivadas da Segunda Lei de Newton,
a qual estabelece que o produto de massa e aceleracao é igual a soma das forcas

externas atuando no corpo.

As equagoes de Navier-Stokes expressam a condicao de equilibrio, ou
seja, para cada particula hd equilibrio entre as forcas de campo e as de superficie.
As Forcas de Campo (ou Corpo) agem sobre a massa de fluido como um todo,
isto é, sobre cada ponto de um elemento de fluido {(como exemplo tem-se a forga

gravitacional). Como essas for¢as nem sempre possuem magnitude suficiente para



influenciar o escoamento, as expressoes matemaéticas dessas forcas sdo, em geral,
adicionadas como termos auxiliares (fontes) nas equagées do movimento. As Forcas
de Superficie agem apenas sobre a superficie do elemento de fluido. Decorrem da
pressao exercida sobre este por um elemento exterior e das tensGes viscosas nor-
mais e de cisalhamento devido ao atrito com os elementos de fluido adjacentes em
movimento. Uma vez que essas forcas sio intrinsecas ao fluido, elas aparecem como

termos constitutivos das equagdes do movimento [13].

As equagdes de Navier-Stokes sem forcas de campo, escritas no sis-
tema cartesiano de coordenadas para o escoamento incompressivel (massa especifica

constante) nas diregbes z, y e z sdo dadas, respectivamente, por [4]

ou ou Ou ou 1dp %u  0*u  B%u

vt eyt e T et (33:2 Tt azz) -
@+u@+@+w@ = _1@+U(82v+32v+62v) (2.2)
ot or Oy 0z p oy 0z  oy*  92° )

8_w_+u6_w+3_w+w6_w = A58 V(62w+62w+62w) (2.3)

ot or Oy 0z p0Oz 0r?  oOy* 022 '

onde p é a massa especifica, u, v e w as componentes do vetor velocidade em cada

direcdo, p a pressao e v a viscosidade.

As equagoes de Euler sao obtidas a partir das de Navier-Stokes, tomando

se v = 0, ou seja, considerando nulo o efeito da viscosidade, resultando

Ju Ju Ou ou 130p
—_— — — —_— = ——— (2.
ot "'z T Vay T Ve 09z e
ov ov dv ov  16p
5 +U§£+U§y’+w5§ = iy (2.5)
ow ow ow Jw 10p
g e = —E— %
8t+u3$+vay+w82 p Oz (2:6)

Para que o movimento do fluido possa ser descrito completamente, é
necessario definir uma equagdo para a pressao, uma vez que as equagoes do movi-

mento j& sdo conhecidas.
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2.2 Equacgao para a pressao

A natureza segregada (equagdo por equacgdo) do processo de solucdo
requer que cada varidvel tenha uma equacdo evolutiva para ser avancada. Obser-
vando as equagdes para a velocidade, nota-se que as varidveis u, v e w podem ser
avancadas pelas equagoes da quantidade de movimento (2.1), (2.2) e (2.3) em cada

direcdo e que a influéncia da pressao aparece através do seu gradiente [30].

Como a massa especifica nao varia significativamente com a pressao, de-
termina-se um campo de pressoes que, quando inserido nas equac¢des do movimento,
origina um campo de velocidades que satisfaz a equacdo da continuidade. Assim,
o acoplamento pressao-velocidade é importante, ainda que as variacoes da pressao

sejam relativamente pequenas se comparadas com as da velocidade.

Para obter a equacdo para a pressao nao basta isolar p de uma ou de
outra equagao do movimento; deve-se combinar os gradientes nas trés diregoes. Por-
tanto, precisa-se extrair p das equagoes do movimento de forma que as velocidades
obtidas satisfacam a continuidade; esta passa a ser uma restricdo a ser obedecida

pelo campo de velocidades.

A equacdo para a pressao é obtida através do Método da Pressdo na
formulacao incompressivel [17]. Considere as equacdes de Navier-Stokes escritas da

seguinte forma [34]:

w + (wu): + (uv)y + (uw). = —pf + V(Uzr + Uy + U;) (2.7)
vy + (uv)g + (vv)y + (vw), = —% + U(Vgg + Vyy + Vz2) (2.8)
wy + (uw), + (vw)y + (ww), = _p_;z + V(Wzp + Wyy + W:2) (2.9)

Derivando (2.7) em relacdo a z, (2.8) em relagdo a y e (2.9) em relacdo

a z, obtém-se
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Uzt + (UW)zz + (UV) gy + (W)z: = —}% + V(e + Uyy + Uzz):  (2.10)
Uyt + (U0) gy + (V0) gy + (VW),: = _p?w + V(Vzz + Vyy + V22)y (2.11)
Wy + (uw)zz 2 = (vw)yz + (ww)zz = "p_;i o V(w::: + Wyy + 'wzz)z (2-12)

Somando-se (2.10), (2.11) e (2.12) tem-se

Pzz + Dyy + Dz
P

= —(uz + vy +w;)p — [(utt)ez + (V0)yy + (WW) 2z + 2(uv) 4y
+2(uw)z: + 2(vW)yz] + V[(Uzz + Uyy + Usz)2 (2.13)

+(Vzz + Vyy + Vzz)y + (Wez + Wyy + w2))-

Observando que o lado esquerdo de (2.14) é uma fragio do Laplaciano

da pressao e rearranjando os termos, chega-se a

Vi = —p[(utt)sr + (V0)yy + (Ww),: + 2(uv) gy + 2(uw),; + 2(vw),y,)
—p(uz + vy + W)t + pr[(Uz + Uy + W) 2z + (Uz + Uy +W,)yy (2.14)

+(uz + vy + W)
Fazendo agora
d = u; + vy + w;, (2.15)
obtém-se uma forma conveniente (por ser de implementacao mais facil) da equagao
do tipo Poisson para a pressao:
Vi = —pl(ut)zz + (V0)yy + (WW)2z + 2(uv) 2y + 2(uw) 2z + 2(vw)y:]

—,Odg + py[dz: . dyy + dzz] (216)

onde d = 0 corresponde a continuidade (equacdo (2.15)). Ela reflete o principio
fisico da conservacao da massa, que é de grande importancia. Toda a massa que

entra em um sistema deve sair e/ou se acumular no mesmo. Portanto, as equacoes
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(2.1), (2.2) e (2.3) sao utilizadas para o célculo das componentes do vetor velocidade

e a equagao (2.16) para o célculo da pressdo.

Para uma andlise das dedugbes das equagbGes mencionadas anterior-
mente o leitor pode consultar a bibliografia [14], [40]. No préximo item sdo apre-

sentadas as equagoes (2.1), (2.2), (2.3) e (2.16) na forma adimensional.

2.3 Equacgoes adimensionais

As equacoes governantes sao expressas na forma adimensional, pois esta
permite a solucao de forma generalizada. A vantagem é que o niimero de parametros
que aparece no problema é reduzido quando varidveis adimensionais sdo empregadas.
Mais precisamente, nenhum parametro desaparece; eles ficam representados em cer-
tas combinagdes adimensionais. Embora a manipulagdo das dimensbes niao possa
produzir nenhuma solucao analitica completa dos problemas fisicos, a anilise di-
mensional proporciona um instrumento poderoso para a solugao de problemas que

nao permitem solugdes analiticas [14].

Os métodos da andlise dimensional baseiam-se no principio da homo-
geneidade dimensional, formulada por Fourier em 1822, segundo o qual toda equagao
que exprime um fenémeno fisico deve ser dimensionalmente homogénea, isto é, as
dimens6es em ambos os membros da equacao devem ser as mesmas. A adimen-
sionalizacao pode ser realizada de varias maneiras, cada uma das quais confere a

mesma redugao no nimero de pardmetros que aparecem [29],[50].

Para tornar as equagoes (2.1), (2.2), (2.3) e (2.16) adimensionais, divide-
se todos os comprimentos por um comprimento de referéncia L, e todas as veloci-
dades por uma velocidade de referéncia Vp, tomada como a velocidade da corrente
livre. Torna-se a pressao adimensional dividindo-a por pV§ (duas vezes a pressio
dinamica da corrente livre). Denotando as quantidades adimensionais por asteriscos,

adota-se [14]
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z* =z/L, y* =y/L, 2* = z/L, t* = tVo/L, p* = p/po

u* =u/Vy, v* =v/Vo, w* =w/Vj e p* = p/peV§

Substituindo os valores com * nas equagodes (2.1), (2.2), (2.3), (2.16)

(por conveniéncia, abandona-se o asterisco e usa-se o mesmo simbolismo para as

equacoes na forma adimensional), obtém-se:

u o S o G 1 (P B
Tttt T atm\aw T ) W

v OBv  Ov v _ Op 1 [d%w % &%)
ot u%'i-'b‘ay'i'waz = —a—y+ﬁ (632+6y2+632) (2.18)

ow ow  Ow ow  dp 1 (w  Jw K Fw
T T T R TR TR (33:2 T azz) \2:19)

0% (uu) ?*(vv) F(ww) _0*(w) _8*(uw) _0%*(vw)
2 e —
v = ( o0x? ¥ oy? 022 e dzdy e 0x0z 2 Oy0z )
od 1 (3d &d & 32d\ .55
5t T Re\0z2 T oy T 92)° (2.20)
onde Re é o niimero de Reynolds, dado por

Re = p‘ivﬁ, (2.21)

que representa a relacao entre as forgas de inércia e as viscosas. Uma deducao das

equagdes na forma adimensionalizada pode ser vista em [34].

Conhecendo-se os sistemas de equacOes a serem resolvidos, parte-se

agora para o procedimento de solugao.
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3 PROCEDIMENTO DE SOLUCAO

Descreve-se, neste capitulo, algumas vantagens e desvantagens do em-
prego do método dos contornos imersos, a importancia da escolha adequada da
malha, a obtencao das equagbes governantes em coordenadas generalizadas e sua
aproximacao em diferencas finitas. Além disso, discute-se a utilizagao de dissipacao
artificial na equacao da pressao, descreve-se os métodos iterativos de Runge-Kutta
e de Relaxacoes Sucessivas, juntamente com as condigdes de contorno, bem como
apresenta-se o critério de convergéncia e o fluxograma do cédigo computacional uti-

lizado.

3.1 Contornos imersos x Coordenadas generalizadas

No desenvolvimento de modelos numéricos generalizados, o uso de sis-
temas coordenados ortogonais conhecidos como o cartesiano, cilindrico, esférico, etc.
apresentam grandes limitacoes, pois sao adequados apenas a geometrias cujas fron-
teiras coincidam com o sistema coordenado. Malhas retangulares, como mostra a
figura 3.1, podem ser utilizadas; entretanto, é necessario analisar os problemas que o
emprego destas malhas traria. Por exemplo, alguns pontos da malha estdo no inte-
rior de um tubarao onde nao ocorre o fluxo. Além disso, ha poucos pontos da malha
(se houver algum) que coincidem com a superficie do tubarao, ou seja, interpolacoes

devem ser feitas na fronteira para aplicar as condi¢oes de contorno.

A falta de precisao na aplica¢dao das condigoes de contorno pode levar a
solugbes bem imprecisas perto da fronteira, exatamente na regiao onde os parametros
de interesse sao calculados. Ter-se-ia, assim, um cédigo computacional extrema-
mente dependente da geometria do problema, exigindo mudangas com a substituicao
da geometria [30], [1]. Uma forma de contornar estes problemas é a utilizacdo do
sistema de coordenadas generalizadas ou o método MAC (Marker and Cell) [18] ou

a técnica dos contornos imersos acoplada a técnica dos contornos virtuais.
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Figura 3.1: Malhas cartesianas para um cilindro e um tubarao

No método dos contornos virtuais, a geometria é modelada e simulada
por um termo forcante adicionado as equagdes do escoamento, ou seja, a imposi¢ao
de forcas permite modelar o fluido como se ele estivesse passando por um objeto
sélido. Desta maneira, é possivel modelar o efeito de certas condigoes de contorno
por meio da aplicagdo de um campo de forgas externo, em vez de especificar os
valores dos parametros de contorno. Esta técnica foi originalmente desenvolvida
por Goldstein et al. [16] com base nos trabalhos iniciais de Peskin [35] e Sirovich
[41],[42].

Peskin [35] desenvolveu um método que representa um corpo imerso
no escoamento via um termo de for¢a somado as equagbes governantes. Quando
aplicado em certos pontos no escoamento, este termo de for¢a simula o efeito do
corpo no escoamento, permitindo modelar um contorno qualquer dentro de uma
malha cartesiana (figura 3.1) sem a necessidade de mapeamento. Peskin imple-
mentou este método (técnica dos contornos imersos) para modelar o escoamento do
sangue na valvula mitral e no coracdo. A principal vantagem do esquema estd em
sua habilidade para modelar as propriedades materiais do corpo e movimento dos
contornos. Entretanto, a rigidez numérica da maioria dos problemas de contorno
méveis restringem a defini¢do explicita dos termos de for¢ca no método de Peskin
para pequenos passos de tempo. Este método tem sido expandido e implementado

em muitos problemas [5],{12],[39].



16

No trabalho de Goldstein et al. [16], for¢as sdo escolhidas ao longo da
superficie de modo que tenham a magnitude e a dire¢ao oposta ao movimento tal
que o escoamento é trazido para o repouso em um elemento de superficie. Para es-
coamentos viscosos transientes o calculo direto da for¢a necessaria é estabelecida por
um esquema do tipo “feedback”. Utilizando um método espectral, eles aplicaram
este procedimento para investigar os efeitos de pequenas variacées no escoamento
turbulento num canal e para o escoamento entre cilindros concéntricos. Eles obser-
varam que o termo forcante gera oscilagoes constantes de baixa amplitude e de alta
freqiiéncia que podem ser controladas por filtros numéricos de passa-baixo e/ou pela
introdugdo de campos de escoamento particulares no interior do corpo. Suas simu-
lagoes ndo foram afetadas por esses sinais espurios, mas tais oscilagbes numéricas
podem interferir na precisao da solugao quando se estd simulando escoamentos em

regimes instaveis ou de transigao.

Para representar o contorno do corpo no campo de escoamento, Gold-
stein et al. [16] definiram o contorno com pontos coincidentes com a malha com-
putacional, enquanto que Peskin [35] definiu o contorno do corpo de maneira inde-
pendente da grade computacional. Peskin utilizou uma funcao cosseno de primeira
ordem para interpolar e extrapolar informacGes entre o contorno imerso e a malha.
Mais recentemente, Beyer [5] desenvolveu uma representagdo precisa de segunda
ordem para contornos imersos em aplicag¢oes envolvendo o método de Peskin. Gold-
stein et al. implementaram interpolacoes espectrais precisas das velocidades dos
pontos na malha para os pontos no contorno virtual e aplicaram interpolagao linear

para distribuir os efeitos do termo de forca para os nés da grade.

Peskin [35] e Goldstein et al. [16] impuseram o termo de for¢a somente
nos pontos do contorno, assim permitindo o movimento do fluido dentro do corpo.
Para o trabalho de Peskin este comportamento é desejdavel, ja que seus calculos sao
para escoamento de sangue dentro do coracdo e o campo externo do escoamento ¢é
ignorado. Goldstein et al. investigaram o efeito de corpos sélidos colocados dentro do

campo de escoamento que fisicamente nao permitem escoamento dentro do contorno
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(escoamento externo). Conseqiientemente, o fluxo que foi numericamente obtido
dentro de tais contornos nao é fisico: entretanto, o escoamento interno foi usado

para atenuar as oscilacdes espaciais geradas pelo método em [16].

Fadlun et al. [10] desenvolveram um método de segunda ordem, alta-
mente eficiente, para simular escoamentos incompressiveis transientes em trés di-
mensoes sobre geometrias complexas. Ele foi obtido usando forcas de corpo no con-
torno que permitem a imposicao das condi¢oes de fronteira em uma superficie néo
coincidente com a malha computacional. As equagoes governantes sao discretizadas
e resolvidas numa grade regular mantendo as vantagens e a eficiéncia do procedi-
mento de solugao. O assunto principal é a interpolagao das forcas sobre ¢ “grid”
(malha) que determina a precisdo do esquema. Fadlun et al. [10] testaram duas
forcas diferentes, o que mostrou que a qualidade de solugdo era a mesma, mas a

eficiéncia do cdlculo depende fortemente de cada expressao particular.

Saiki e Biringen [39] aplicam a técnica de contornos virtuais a simulagao
numeérica de cilindros estacionarios e em movimento em um escoamento uniforme.
Além disto, a utilizacdo de métodos de diferengas finitas compactos (de alta ordem)

facilitam a eliminacao de oscilagOes indesejaveis.

Nos célculos apresentados por Saiki [39] alguns dos testes (Re=550)
convergiram para uma solugdo incorreta com o termo de for¢a imposto somente
para o contorno. Este comportamento foi remediado pela imposicao da fungao
forca dentro do contorno do corpo, tanto quanto no corpo. Isto sugere que na
implementac¢ao das técnicas de contorno virtual em problemas de corpo sélido, onde
a solucac é desconhecida, o termo de forga deve ser aplicado no contorno e nos

pontos interiores do corpo para convergir para a solucgio correta sistematicamente.

Tanto o método dos contornos imersos (em coordenadas cartesianas)
quanto o utilizado neste trabalho (coordenadas generalizadas) apresentam dificul-
dades de concentracao da malha em regides de grandes gradientes. O método dos

contornos imersos apresenta esta dificuldade devido ao fato de ndo ser possivel con-
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centrar as linhas em uma determinada regido. Um refinamento utilizando o método
dos contornos imersos resultaria em uma malha como a da figura 3.2 na qual existem

pontos que ndo precisariam de refinamento, aumentando o custo computacional.

Figura 3.2: Malha cartesiana com concentragdo para um cilindro

Pode-se concluir que a utilizacao de contorno imersos nao é geralmente
a mais apropriada para a solugdo do escoamento. A alternativa que parece mais
simples e adequada ¢ o uso de sistemas de coordenadas que coincidam com a geome-

tria do problema, conforme mostra a figura 3.3, para a geometria de um tubardao

[30], [1].
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Figura 3.3: Malha generalizada para um tubardo com amplificacao
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No préximo item discute-se a importancia de construir uma malha com-

putacional adequada para a obten¢ao da solugao numérica do problema.

3.2 Importancia da escolha apropriada da malha

Para resolver numericamente as equagoes do escoamento sobre uma
regido, é necessario ter um dominio discreto (com nimero finito de pontos). Esses
pontos devem estar dispostos de maneira a abranger da forma mais significativa as
regioes onde ocorrem as maiores variacoes das varidveis velocidade e pressac devido

a presenca do corpo.

Uma boa solu¢do numérica depende de uma malha de boa qualidade,
isto é, que seja refinada em regiGes nas quais os gradientes das varidveis depen-
dentes sao elevados, por exemplo. Geralmente, ou os pontos estdo afastados ou
aglutinados em dreas especificas. Os pontos aglutinados estdo nas areas em que se
espera que a variacao espacial da solugao seja grande. Ja os pontos afastados entre
si estao nas regides nas quais a solucao apresenta pequena variacao espacial. Por-
tanto, parece-nos claro que dominios complexos necessitem de malhas elaboradas
com espacamento variavel entre os pontos, isto é, uma malha nao-uniforme, ou a

utilizagao de multiblocos.

As malhas utilizadas neste trabalho sao do tipo estruturada, pois apre-
sentam regularidade na distribui¢ao espacial dos pontos. Este tipo de malha confere
uma série de vantagens para a implementagdo do programa computacional, pois a
regra de ordenacdo dos elementos simplifica todas as rotinas. O arranjo para a dis-
posi¢ao das varidveis na malha é o co-localizado, pois permite economia de meméria
e de tempo computacional, uma vez que todas as incégnitas sdo armazenadas no

mesmo ponto conforme mostra a figura 3.4.

O problema da geracdo de malhas ndo é trivial, principalmente em

regioes tridimensionais. Para a geometria da se¢ao do cilindro e para as regioes
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Figura 3.4: Arranjo co-localizado das varidveis na malha

tridimensionais, utiliza-se uma malha estruturada gerada através de um método
algébrico de interpolagao. A malha para a geometria do tubardo foi obtida com a

utilizagao do software MakeGrid [23].

A seguir, passa-se ao estudo de coordenadas generalizadas que serado
necessarias na implementacdao do nosso modelo para escoamentos em geometrias

complexas.

3.3 Transformacao de coordenadas

No sistema de coordenadas generalizadas a malha se adapta a geometria
do dominio como mostra a figura 3.3. Novas linhas coordenadas, £ e 7, sao definidas
de forma que a superficie do tubarao, por exemplo, torna-se uma linha coordenada,
n = constante. Tem-se, entdo, uma malha em conformidade com a geometria e
cujos pontos sao obtidos naturalmente sobre a superficie do tubarao, mas cujas li-
nhas ndo estao uniformemente espacadas. Por isto, torna-se necessario transformar
o “grid” curvo, no dominio fisico, em uma malha retangular no chamado dominio
I6gico ou computacional. A figura 3.5 mostra o plano (dominio) fisico e o com-

putacional. Observa-se que hd uma correspondéncia entre essas duas figuras; por



21

exemplo, pontos a, b e ¢ no plano fisico correspondem a pontos a, b e ¢ no plano

computacional.

an

Figura 3.5: Planos fisico e computacional

Além disso, quando as equagdes governantes sao resolvidas no plano
computacional, elas devem ser expressas em termos das varidveis £, 7 e 7 ao invés
de z, y e z, ou seja, as equagdes governantes devem ser transformadas de (z,y,2)
para (£,n,7). Portanto, a transformagéo do sistema de coordenadas cartesianas para
o de generalizadas permite o mapeamento da geometria irregular, escrita no sistema
cartesiano (z,y, z), em uma geometria regular no sistema (&, 7, y), conforme mostra

a figura 3.6.
22 | 7
> —p

X 5

Figura 3.6: Transformacao do dominio fisico no computacional

Independente da geometria do plano fisico, a geometria do plano com-

putacional adotada sera do tipo retangular para A&, An, Avy. Utiliza-se, ainda uma
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normalizagao para A = An = Ay = 1. Assim, os volumes no plano computa-
cional tém dimensoes unitarias, facilitando o trabalho de programagao do algoritmo

e evitando divisoes desnecessarias.

Para descrever a transformacao geral das equagOes governantes entre
o plano fisico e 0 computacional considera-se uma geometria tridimensional com
varidveis independentes z, y e z. Quer-se transformar as varidveis no planc fisico

(z,v, z) para o computacional (£,7,7), onde [11]

§ = &(z,9,2)
n(z,y, z) (3.1)

v = y(Ey.2)

m

e, desde que a transformagao possua inversa, resulta

z = z(§n,7)
y = y&n7) (3.2)
z = z(&!n?’}‘)

A aplicacdo da transformacao de coordenadas consiste basicamente da
utilizagdo da regra de derivacdo em cadeia. Assim, os termos contendo derivadas
espaciais das equagoes (2.17), (2.18), (2.19) e (2.20) para uma varidvel ¢ genérica

torname-se,

% _ 060 9601 000y
or; 0€ 0x; Onodz; OyO0x;

Z%fi = gifﬁx, gf s, + ai’ ot 353 Lk SR 'aa;_eigx*%f
e 8626? M Yo 3,55&;» a_:?%rs +?'Tz.-xi (3.3)
aiiij - aszﬂé% ng Ne:Mzy + ng’h- Ve; + aiza (&2, + &x,7z,)
{rg;}, (Ezivz; + &a¥z:) + aig (DeiYz; + ;) + g_ﬁémf
o¢ 8¢

+5;2‘71x.-:c,- 3 8_‘??:,1,' 2 # ‘:”
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onde ¢ representa as velocidades u, v, w e a pressao p; z; as diregdes z, y, z € &;., 7.

e 7V, as métricas da transformacdo ou relacdes de comprimentos no dominio fisico

e transformado. Nas expressoes referentes as derivadas de segunda ordem termos

como &z, Nziz;s Veiz; € Semelhantes sdo desprezados conforme a literatura [30].

onde

Substituindo (3.3) na equagdo (2.17) obtém-se,

@ ( E + @ E Ou -+ __f-)"_ti
e B¢ T a sz 37'7.7: € ¥ an -y By Yy
Ou ou _ _{op p ap
+* ( £z Nz + a‘T'Yz) - afgz Tz + 3 'Tz) (3.4)
1 8%u 2'ur. 0*u 0%u 8211, 0u
+ —(a6§2+6 372-5-2 +2X6§3’y+ ”’anay)

o = kb +E
= m -+
= Gt +n
EaMz + &y + €272 (3.5)

= &Y+ &+ 67

L S SO S N
Il

= MYz + MYy + 07z

A equacdo (3.4) representa a conservacgao da quantidade de movimento

(2.17) em coordenadas generalizadas. As equagoes (2.18), (2.19) e (2.20) podem ser

escritas de forma semelhante. Para a equacao (2.20) resulta a forma nao trivial

V?p

- -{55lay 32(”“)n2+323($f g+ 26n T 1 96,0, 2 ()
e T O S )
+ 2% ff;g usz;‘a’ 62;;":“"5, LCORYRICOR
+ 25m T g, T g0, ThE0) o [T,

0 (uv) 0 (uv) 92 (uv) 9 (uv)
-+ %nzqy + _'égi_?d:? + 3{6 (‘5:!: y+€y z) 6{6 (5:1: y +§y')'z)
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62 (uv) 0° (uw) 02 (uw) 8 (uw)

+ W(ﬂm'}’y + M%) + e €l t o7 e T
! %2(6%@(52”2 +&n:) + agéa,y) (67 +&2) + 3;( 5 )(nﬂz + 7:7)
" 525(;? ) §ub: + 82;:? ) TyM: + g-;(v—zw)'ry'yz + a;é Bn) (&ymz + E1y)

" %"37)(@% +&m) + 3;( 5 )(nwz o nz*ry)]} g‘: s ( g;

0%u +C82u 48 0%u o8 0%u
a2 " "oy2 T “Cocon T “Xocay
onde a, 3,(, @, x e ¥ sao dados por (3.5).

+ B

(3.6)

i wé‘naw)

Para obter as expressoes para as métricas de transformacao, consideram-

se as diferenciais em cada eixo coordenado no dominio transformado [30]

d¢ €&z & & dz
dp | =1| . ny n: dy
dy Yz Y Ve dz
ou seja,
d¥ = AdF (3.7)

sendo as diferenciais no plano fisico escritas como

dx % @y Ty d§
dy | =1 Y% Yn Y dn
dz B Zy 2y dy
ou seja,
df = Bd* (3.8)
Usando as equacdes (3.7) e (3.8), encontra-se
YnZn — Un2n —(Zn2y — T429) TnYy — Ty¥n \
-— T 1
A=B7' =7 —(yezy—¥y%) Tezy— Ty —(Tehy — Toye) | (39
I

\ YeZn — UnZ¢ —(Tezy — Tnze) ZelYn — TnYe )
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onde J é o jacobiano da transformacdo que pode ser colocado na forma

1
detB

= [xf(ynz'r — Yoa2y) — :L‘,,(ygz.,. — YyZg) + :r.,,(ygz,? - yﬂzﬁ)]_l

J = detA =

Logo, as métricas sao dadas por

& = J(%z‘y = y'rzn)
& = —J(zpzy — z42y)

& = J(Zgyy — ToYn)

e = —J(Yezy — Yy2e)
Ty = J(Tezy — T42)
n: = —J(Teyy — T,Y)

Y= = J(yﬁzn . yqu)
Yy = —J(zezy — Thze)

Y= = J(TeYy — ToYe)

Na préxima segao introduz-se o método de diferencas finitas, que sera

utilizado para a aproximacao das equagoes governantes.

3.4 Diferencas finitas

Antes de resolver as equacoes diferenciais de forma numérica, é pre-
ciso encontrar, para os termos que nela aparecem (por exempio g—‘g), as respectivas
expressoes escritas em funcdo dos pontos da malha. Isto é feito aqui utilizando o
método de diferengas finitas. A aproximacao por diferencas finitas ird substituir o
operador diferencial continuo 5‘1- por uma aproximacao discreta, calculada a partir
dos valores de u em um nimero finito de pontos. Para entender esta aproximacao
considera-se, por simplificacdo, o caso bidimensional representado na figura 3.7, onde

os pontos da malha se localizam na interseccao das linhas horizontais com as verti-
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cais. Os pontos i e j identificam pontos na i-ésima coluna e na j-ésima linha, respec-
tivamente. Assim, um dado ponto (€,n) possui coordenadas (§o+iAE, mo+35AR), com

(€0, m0) representando a origem do sistema de coordenadas a menos de translacdes.

1 ij i+ §

o

r08—

i=0 Syt E

Figura 3.7: Dominio discretizado

O método de diferencas finitas consiste na aproximacao de uma deter-
minada fungio em torno de um ponto por expansées de Taylor. Considere u(z, j) a
componente do vetor velocidade na dire¢io # em um ponto (¢,7); entdo a velocidade
u(i+ 1, ) pode ser expressa em termos de séries de Taylor conforme

u(i+1,5) = u(s, 5) + (_u),-,j A€ + % (?;‘f_g)i,j (A& + ... (3.10)

A equagdo (3.10) é matematicamente uma expressao exata para

u(i+1,7) se [1]:
(2) o niimero de termos ¢ infinito e a série converge,
(b) e/ou A€ — 0.

No entanto, computacionalmente torna-se impraticdvel o emprego de
um numero infinitc de termos. Assim, a equacdo (3.10) é truncada. No presente
trabalho é admitido um erro de truncamento de segunda ordem, pois os termos do

tipo (A&)® e os de ordem mais alta sio desprezados. Assim, por exemplo, o termo
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%E‘* pode ser aproximado utilizando

2?)5
u(i+1,7) =~ wu(i,j)+ (%{i) A§+% (g—) .(A§)2 (3.11)

ij &2

wi-1g) ~ wid - (5g) se+5(58) @ @)

Subtraindo (3.11) de (3.12) tem-se

uiE+1,7)—u(i—1,75) = 2 (%g—) .A‘f + O(A€?),

ou

(au)” = witlg)-uli=17) | oag (3.13)

o€ 2A¢
Adicionando (3.11) e (3.12), obtém-se
&u

u(i + 1,7) +u(i — 1,5) = 2u(i, §) + ———) (A€)?
(6‘52 ij

(32‘&) _ 2+ 1,5) —2u65) + e~ 1,) | o0p (3.14)

o¢? (A€)2

Como em geral se escolhe A¢ = 1, as aproximactes para a primeira e

segunda derivada tornam-se

Su {15 — i1, 7
. . u(i+ 1,7) . u(i 7) (3.15)
0*u . j { . . ;

6—62 ~ U(’6+1,_}) —2%(2,})+u(1~1,3) (316)

Portanto, as expressoes (3.15) e (3.16) sao aproximagoes em diferencas
finitas de segunda ordem, centrais, para a primeira e segunda derivadas de u, res-

pectivamente.

A expressao em diferencas finitas para as derivadas em relagao a 7 é

- b . 2 -
obtida da mesma forma; assim, os termos 3_3 S gﬂ-—’;‘ podem ser aproximados por
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QE . u(i=j+1)'—u(i:j'—l)
an 2

ou
on?

~ u(i,j+1) = 2u(i,j) +u(i,j— 1)

(3.17)

(3.18)

A aproximagdo para a derivada mista é obtida diretamente utilizando

o mesmo raciocinio; logo, o termo 2% 65311 pode ser escrito na forma

Pu 0 (3u> (u(z 7+ 1) — (s, j-l))
ocon ~ O€ ¢ 2

2

_(u(z+1,3+1)—u(i—1,j+l)_u(i+1,j—1)—u(i-1,j—1))
2 2

u@i+1,7+1)—u—1,7+1)—u(E+1,7—-1)+u(i—

Q

4

(3.19)

A discretizagao para o termo temporal 5 Ju -, por exemplo, fornece relagoes

entre valores de u em instantes sucessivos de tempo, ou seja, entre o tempo atual ¢

e o tempo futuro t + At conforme

(3.20)

As equagdes (3.15) - (3.20) sdo as aproximacdes para o caso bidimen-

sional. Utilizando o mesmo raciocinio, obtém-se as aproximacdes para o caso tridi-

mensional para uma varidavel genérica ¢ que pode representar as velocidades u, v e

w e a pressdo p, conforme (para Aé = Ap = Ay = 1)

AL
a‘vﬁ d’:,j i l ok

ot At
00 Pirijk — Pi-ijk
o 2
90  _ Pijiik — Pig-1k
on 2
99 Pijk+1 — Pigk—
3y 2
%9

2e = Qir1jk — 20ijk + Pi-1.jk
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0%¢
oz = ik = 2005+ Gis-ik (3.21)
32
3_,3' = Gijk+1 — 20i ik + Dijr-1
62¢ o ¢£+1.J'+I,k = ¢5£+1,j—1,k = ‘;b:'—l,j-i-l,k + ¢i—1,j-1,k
0E0n 4
6°¢ = Pit1,5,k+1 — Pit1,ik-1 — Pi—1,ik+1 + Piz1jk—1
9E0y 4
0% _ Bijrrker = Gij-tke1 = Pijrrk-1 + i1k
Onory 4

As aproximacdes (3.21) sdo, entdo, substituidas nas equagdes gover-
nantes do escoamento e, em cada uma delas, isola-se a variavel de interesse. Um

exemplo é a aproximagdo explicita em diferencas finitas para a equagdo (3.4); que

resulta em:
utHAt _ ot
1,7,k i3,k 4 Uit1,5.k — uz-l,}, £t Ue‘.j+1,k = ui,j—l,kn i Ui g k+1 — uz,;,km
x
At 2 ®

Ui+1,5,k u:-—- 1,5,k Uig+1k — Uij—1,k Ui jk+1 — ul,}k 1

+ v ( &y + 2 My +
Uis1,5k — U;—l,;, Ui i+1,k — Uij—1,k Ui jk+1 — U:,g,k 1
+ w ( &+ 5 n: +
_ Pi+14.k — P;-l,g, Pz,;+1 k— Dij—1k DPijk+1 — P;,J k— 1
— fx Ne +
2
g s s,ou‘“’”l k= Witl -1k — Yi-1j+1k T Ui-1j-1k
Re 4

+ o(Uir1 4k — 2Wijx + Wim14x) + B jr156 — 2Uiji + Ui j1,k)
<k Cluijrs1 — 2uigp + Uigk—1)

Uit1 jk+1 — Yitljk—1 — Ui-15k+1 + Ui-1,5k—-1
+ 2x 1

t

Ui j+1,k+1 — Yij—1k+1 — Yij1k—1 + Uij—1k-1

+ 2% 1

No préximo item é discutida a importancia da utilizacdo de dissipagéo

artificial e a forma como ela é usada neste trabalho.
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3.5 Dissipacgao artificial

A dissipagao artificial é titil quando do emprego das equagoes de Euler
para escoamentos a baixa velocidade pois, como visto, estas equagbes nao levam em
consideracao a viscosidade do fluido, ou seja, elas ndo possuem termos difusivos, res-
ponsaveis pela reducao a zero da velocidade do fluido nas proximidades da superficie,
o que auxilia na dissipac¢ao do erro numa solu¢ao numérica. Adiciona-se o fato de que
as aproximacoes sdo todas feitas em diferencas centrais, as quais nao sao dissipativas.
Por esta razao, é preciso simular numericamente o efeito fisico representado pela

viscosidade, caso contrério, a convergéncia do método pode ser muito lenta.

A dissipagao artificial, difusao falsa ou difus@o numeérica é um efeito
puramente numérico. Obviamente, esse efeito é indesejado em um método numérico
que trata de um problema que n@o possui mecanismos dissipativos. Desta forma,
na solucao de problemas hiperbdlicos complexos, muitas vezes é necesséria a adi¢do

explicita de alguma difusao para estabilizar o método numérico.

Para entender a origem dessa difusao considere a equacéo de convecgao,

em que a velocidade de convecgdo v > 0 é constante:

ou du
i AT ol ;
5% +v p (3.22)
Aproximando esta equacdo em diferencas finitas obtém-se [13], por exemplo
At
uttt = uf— ’UE(U:’ —ui_y) (3.23)
t+AL

Usando expansoes de Taylor para os termos e ut_, em torno do ponto (z;,t,)

i
obtém-se

du " (At)? 8%u % (At)® BPu "
ot 20 o 3 a8

ou (Az)?0%u (Az)®d%u
ey =5 G- mﬁ)% * 2! 822 3! 813 L

Substituindo esses termos na equacao (3.23), fica-se com

@+ ou  Atdu  Azdu (AP Pu  (Az)?Pu
ot " Ve 208 "' 202 6 08 © 6 05

+ O[(At), (Az)3). (3.25)

wltst = ot 4 (At)

(3.24)




31

A eliminacdo das derivadas temporais da equacgao (3.25) que contenham termos até

O(At)? inclusive, resulta em

ou Ou Az Fu (Ax). Bu
+ O[(At), (Az)(At)?, (Az)*(At), (Az)?. (3.26)
onde
At
C= ‘U‘A—x‘ (327)

é o nimero de Courant [13].

A equagdo (3.26) é aquela que efetivamente estd sendo resolvida. A
equacdo diferencial parcial original estd a esquerda; a direita estdo os termos do erro

local de truncamento que, quando diferentes de zero, afetam a solugdo numérica.

Quando C = 1, todos os termos que compdem o erro local de trunca-
mento sao identicamente nulos. Nesse caso, 0 método numérico efetivamente resolve
somente a equagdo original, sem os erros locais de truncamento associados ao pro-
cesso de discretizagio. E por isso que, quando C = 1, obtemos a solucio exata

t4+AL _ _t
U; = Ui

Quando C # 1, os termos do lado direito de (3.26) sdo diferentes de
zero. Em particular, nota-se que o termo dominante do erro local de truncamento é
uma derivada de segunda ordem. O coeficiente dessa derivada,

Qg = v%—x-(l -C) (3.28)

é conhecido como (coeficiente de) viscosidade artificial ou numérica e, seu efeito,
é o de dissipar a solucdo, reduzindo os gradientes. Em geral, nao sé as derivadas

de segunda ordem, mas todas as derivadas de ordem par produzem este efeito [28],
[51].

Neste trabalho, utiliza-se dissipagao artificial de quarta ordem para a

press@o da forma

VAVAp; (3.29)
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onde,

Api = Piy1—Dpi
Vpi = pi—pia (3.30)

o que resulta no termo adicionado para a equagdo da pressao (2.20),

Pi = Piv2 — 4Pit1 +6p;i — 4pi1 + pi2 (3.31)

A seguir discute-se os métodos de solugao adotados para resolver o sis-

tema de equagOes aproximadas.

3.6 Meétodos de solucao

Sao inumeros os métodos que podem ser empregados na resolucao das
equagOes do escoamento na forma aproximada Az = b. Cada método possui van-
tagens e desvantagens. A escolha do método mais apropriado para resolver um de-
terminado sistema de equagoes governantes de um problema fisico ndo é uma tarefa
facil. Porém, trabalhos encontrados na literatura indicam que métodos como SUR
(Método de RelaxagGes Sucessivas), MSI (“Modified Strongly Implicit Procedure”)

e Runge-Kutta sdo de aplicacao facil e eficiente [9].

No problema apresentado utiliza-se um método de Runge-Kutta sim-
piificado para o calculo das velocidades u, v e w. Este é utilizado porque os seus
coeficientes podem ser selecionados de forma a obter solugoes de alta precisao tempo-
ral utilizando as caracteristicas de amortecimento do erro da solugdo. Tratando-se
de um escoamento essencialmente incompressivel escolhe-se o Runge-Kutta de 3
estdagios simplificado (que requer menos memoéria computacional que o método de

Runge-Kutta cldssico) [9]:

As equacgoes (2.17)-(2.19) podem ser colocadas na forma

Wit | By = 0

ot iyt

(3.32)
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onde 171} = {u,v,w}¥ e ﬁ é a discretizacao espacial dos termos convectivos e difu-

sivos.

Entao,
0 t
b = 74
PO = WO - aarBEY 1=1,2,3
t+Aat) )
ijk = Wijk

Os coeficientes para uma aproximacao temporal de segunda ordem, para

o esquema de 3 estédgios, sdo [25]

1 1
= 5, Qg = §._. Qg = 1% (3.33)

Para a equacao da pressao utiliza-se o0 SUR ao método de Gauss-Seidel
pois nesta nao aparece o termo temporal da pressdo. O SUR consiste na aplicacdo de
uma corre¢ao para os valores calculados a cada passo, onde a constante z representa
a relaxacdo. O valor de @ varia entre 0 e 2, sendo classificado como um processo
de sobrerelaxacdo para 1< w <2 (problemas parabdlicos e hiperbdlicos) e, como
um processo de subrelaxacido para 0< @w <1 (problemas elipticos e oscilatérios) [9].
Como a pressao tem carater eliptico, escolhe-se w = 0,7 (subrelaxagdo). O SUR

aplicado para a pressao resulta em:

t+AL ¢ tHAL _ ot
Pige = Pyrt@(0ge — Dijk) (3.34)
Para o caso tridimensional optou-se ainda pelo amortecimento do termo
conservacgao da massa em relacao ao tempo (d;) usando coeficiente multiplicativo 0, 1,
uma vez que este auxilia a convergéncia e ndo interfere no resultado final, pois a

conservagao da massa tende a zero quando da convergéncia do processo iterativo.

Uma vez obtidos os métodos de solucao das equagoes governantes, a

seguir sao apresentadas as condigOes de contorno utilizadas neste trabalho.
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3.7 Condigoes de contorno

O sistema de equagoes diferenciais que modela os fenémenos de inte-
resse necessita de condigoes de contorno e iniciais apropriadas para ser resolvido.
As condicoes de contorno e as iniciais ditam a solugao particular a ser obtida das
equagoes governantes. Para a condigdo inicial os valores da corrente livre sao geral-
mente empregados. Conhecendo-se o comportamento da solugdo pode-se melhorar

a estimativa inicial.

As condicoes de contorno empregadas neste trabalho sdo de parede, de
tangéncia, longe do corpo, de corte e de extrapolacdo; cada uma é introduzida a

Seguir.
* PAREDE

Estabelece a condicao de fluxo nulo através da fronteira, ou seja, a
velocidade no contorno do dominio (j=1) deve ser zero, conforme mostra a figura

3.8.

= >nheiaada =0

L /
5 & L A

1

Figura 3.8: Condicao de contorno de parede

Entdo, para parede em j = 1, resulta

e = 0
viixg = 0 {3.35)

wiieg = 0



* TANGENCIA

Esta condicdo é 1til no contorno da geometria quando se utiliza as
equacoes de Euler. Para um escoamento inviscido (sem viscosidade) o fluido deve

deslizar sobre a superficie; isto € feito através da velocidade tangencial (figura 3.9):
V=7V 7

onde ? é o vetor velocidade e 7 é o vetor normal, ou ainda

_ = uAz + vAy + wAz
@7 TAZZ Ay + A2
o uAz + vAy + wAz
“T AR+ AR+ AZ2
e ulAz + vAy + wAz
T AR A2+ A2

Figura 3.9: Condigao de contorno de tangéncia

* LONGE DO CORPO (“FAR FIELD")

A condic¢ao de contorno longe do corpo é muito importante para escoa-
mentos externos a baixa velocidade. Esta condigio é obtida empregando o conceito
de varidveis caracteristicas, executando a transformacao de coordenadas do sistema
(z,y, z) para o sistema (&,7,7). Assumindo que a fronteira longe do corpo coincida

com a linha = constante, o escoamento unidimensional, normal ao contorno, é
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governado pela equacgdo caracteristica [52]

oW oW

onde W) = {u,v,w,p}T e D, é a matriz jacobiana associada & direcdo caracteristica.

fluido

R fluido

a)

Figura 3.10: Condigao de contorno longe do corpo; a) entrada b) saida

Para a entrada de fluido no dominio, de acordo com a figura 3.10 a),

obtém-se [52],

wy, = Uyt L o (3.37)
Nz + Ny +1n; PoCo

Ty Pa— Db

vy = Vgt ————— (3.38)
Nz + My + 71 PoCo
wp, = W,x T}z‘ el (3.39)
Nz + 7Ny + 71z PoCo
1 Tk(uu o ui) ny(va i UI)
= = s +
Pz {” e [\/n£+n3+n§ ST
+ nz(wa _’ ’UJ{) (3.40)
JEF

Para a saida do fluido no dominio, conforme mostra a figura 3.10 b),

resulta:



Uy

Up

Wy

Pb

Il
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gy Tz Pa — Po
M+ 02 poco
‘Ua:i: ny pﬂ_pb
Nz + 7y +0; PoCo
w, =+ = Pa — Pb
Nz +17; +70; PoCo
Pi

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

onde pg e ¢y sdo valores de referéncia (corrente livre) e o sinal & que aparece nas

equagbes anteriores é estabelecido pelo cédlculo da velocidade contravariante que

indica a diregdo do fluxo.

* UM CORTE

Uma geometria simplesmente conexa (onde qualquer segmento de reta

unindo dois pontos arbitrarios pertencentes a esta geometria estd inteiramente con-

tido dentro da mesma) é menos complexa e é geralmente possivel maped-ia em

um tnico bloco retangular. Portanto, para obter uma regiao simplesmente conexa

introduz-se cortes no dominio ligando o contorno interno ao externo da regiao, de tal

forma a tornar a regidao simplesmente conexa (figura 3.11). Cuidados especiais de-

CORTE

Figura 3.11: Corte
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vem ser dados aos cortes. Fisicamente, esta regiao nao apresenta nenhuma diferenca
em relacao a qualquer outro ponto interior da malha. Isto significa que se temos
continuidade das linhas coordenadas passando num ponto interior da malha, deve-
mos ter continuidade também nas linhas coordenadas passando sobre um ponto do
corte. As linhas coordenadas precisam ser suaves nos pontos do corte tal qual pos-
suem 0s outros pontos; caso contrdrio os erros de truncamento podem ser maiores
nessa regiao do que nas outras [49]. Assim, considere a malha tipo O da figura
3.12 em torno do corpo, onde o dominio fisico é transformado para o computacional

introduzindo um corte.

Figura 3.12: Malha tipo O

A continuidade do valor das varidveis deve ser feita da seguinte maneira

W)l,j,k = an,j,k j=142,.,nj e k=12,..,nk (3.45)

* EXTRAPOLACAO

Quando os valores das varidveis nao sao conhecidos na fronteira, faz-se
uma extrapolacdo utilizando os valores de células adjacentes. Por exemplo, para
saber o valor de uma varidvel qualquer na superficie da geometria (figura 3.13),
ou seja, para o ponto (i,1,k) pode-se utilizar a seguinte extrapolacdo: ¢(z,1,k) =
26(%,2, k) — ¢(1, 3, k) ou a extrapolagdo ¢(i,1,k) = 0,75¢(i,2, k) + 0,25¢(3,3, k). A

primeira utiliza maior influéncia da célula imediatamente vizinha que a segunda.
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i, 3,k

L2,k
i1k

Figura 3.13: Condigao de contorno de extrapolagio

Segue, na préxima segdo, o critério de convergéncia utilizado no tra-

balho.

3.8 Critério de convergéncia

A solugao numérica de problemas de escoamento contém imprecisoes,
as quais podem ser indicadas pelo critério de convergéncia. A escolha do critério
mais apropriado para interromper a execugao do programa nao ¢ uma decisao facil.
Alguns problemas possuem convergéncia lenta e, caso a execugao seja interrompida
por um critério mal escolhido, pode-se estar longe da solugdo [9]. Por outro lado,
usando um critério muito severo, pode-se manter o programa iterando sem necessi-
dade. Para problemas compressiveis, geralmente o critério de convergéncia é baseado
na massa especifica. Mas como a pressao varia tanto para problemas compressiveis
como incompressiveis, esta pode ser usada como critério para escoamentos a qual-
quer velocidade [9]. Neste trabalho, por tratar-se de um escoamento incompressivel,
optamos por utilizar o erro relativo na pressao como critério de convergéncia, sendo

O INEesIno:

ol
e = BT g (3.46)
Do

onde
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€ € o erro relativo da pressio,

p a pressao na iteracao atual,

p° a pressao na iteracdo anterior,

Po & pressao inicial,

tol é a tolerancia (precisdo) especificada: tol = 107°.

A seguir é apresentado o fluxograma do cédigo computacional utilizado

neste trabalho.

3.9 Fluxograma do cddigo computacional

Os programas utilizados neste trabalho sao implementados em linguagem
FORTRAN 90. O procedimento de solugdo pode ser resumido no fluxograma da

figura 3.14, o qual representa o cédigo utilizado para a solugido do problema.

O primeiro passo do algoritmo é atribuir valores para as variaveis, a
seguir constréi-se a malha calculando os pontos no sistema cartesiano de coorde-
nadas; em seguida faz-se a transformacio de coordenadas cartesianas para generali-
zadas e considera-se as condicdes iniciais. Apés inicia-se o calculo iterativo obtendo,
em cada ponto, as componentes do vetor velocidade através do método de Runge-
Kutta e a pressao pelo SUR. Apds o cilculo das velocidades e da pressao considera-se
as condicGes de contorno. No estagio seguinte avalia-se a convergéncia do processo;
se convergiu cria-se o arquivo de dados e finaliza-se o processo e, se nao convergiu,
retorna-se ao calculo iterativo para as componentes do vetor velocidade e pressao
até que o critério de parada seja satisfeito ou o nivel de convergéncia desejado seja

obtido.

Uma vez apresentado o método de solugao das equagdes governantes
mostra-se, no préximo capitulo, os resultados numéricos obtidos com a metodologia

descrita até o momento.
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Figura 3.14: Fluxograma do cddigo computacional
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, resultados bi e tridimensionais sao apresentados para
as diferentes geometrias analisadas. A visualizagdo dos resultados é feita através
dos softwares Visual 2D, Visual 3D e Graph 2D [22]. O primeiro e o segundo sao
utilizados na anélise dos escoamentos bi e tridimensional, respectivamente, ao passo

que o terceiro € utilizado para fazer a comparacao dos coeficientes de pressao.

4.1 Resultados Bidimensionais

As simulagbes sao feitas primeiramente para o caso bidimensional. A
principio, estuda-se o escoamento através da geometria da se¢cdo de um cilindro
com a finalidade de calibrar o cédigo computacional via comparagdo com dados
analiticos existentes. Em seguida, estuda-se uma geometria mais complexa: a secdo

aproximada de um tubarao.

4.1.1 Secao de um Cilindro

O teste basico em dinadmica dos fluidos, o estudo do escoamento sobre
um cilindro circular uniforme, tem sido examinado extensivamente tanto no ambito
computacional como no experimental; este é considerado um forte teste para dife-

rentes métodos de solugdes numéricas [39].

Para a andlise do escoamento em torno da secao de um cilindro, cons-
troi-se uma malha de 90x48 células. De acordo com a secao 3.2, uma boa malha
deve ser refinada em certas regides. Neste caso, isto deve acontecer na diregac 7

(coincidente com a fronteira externa) préxima a superficie do corpo, onde tem-se os
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maiores gradientes. A figura 4.1a ilustra a malha utilizada, sendo que o refinamento

fica evidente na figura 4.1b. O raio interno do cilindro mede 10cm e o externo 3m,

ou seja, o dominio externo € de 30 vezes o interno.

20

-20
T

-20 /] 20 h

a)

o
5

Figura 4.1: Malha para o cilindro; a)visao global, b)amplificagdo

O primeiro passo é realizar um teste com as equagbes de Euler. Para

entender a aplicacao das condigoes de contorno considere a figura 4.2, onde a posicao

de cada contorno esta bem definida.

regiéo norte

regido sul

regiao leste
regiao oeste

Figura 4.2: Dominio indicando as condigbes de contorno
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As condicoes de contorno utilizadas sdo as seguintes: para a regiao sul
tem-se a condicao de tangéncia para a velocidade e de extrapolagao para a pressao;
para a norte, a condi¢do “far field” para a pressao e de extrapolagao para a velocidade

(utilizando 75% do valor da corrente livre); para a leste/oeste, a condigdo de corte.

A figura 4.3 indica como estd sendo considerada a variacao do angulo

¢ em torno do cilindro.

Figura 4.3: Variacao do angulo

Comparando os coeficientes de pressdo da solugdo analitica e numérica,
conforme ilustra a figura 4.4 [3], percebe-se a semelhanca entre estas solugdes. A

solucdo analitica para o coeficiente de pressao do cilindro é C, = 2cos(26) — 1 [26].

Para o caso incompressivel, o coeficiente de pressao, em um ponto i, é

obtido [2] via equacdo de Bernoulli

T (%)2 (4.1)

onde V; é a velocidade calculada no ponto Z e ¥, é a velocidade da corrente livre,

Vi = Jul+?
Vo = yJud+v3



O coeficiente de pressao também pode ser calculado através da féormula
Cpp= 22 (4.2
§PV0
onde p; é a pressao calculada no ponto 1, py a pressao da corrente livre, p a massa
especifica e Vp a velocidade da corrente livre. Utiliza-se, para o calculo do coeficiente
de pressao a equagao (4.1) ao invés da (4.2) porque a distribuicao é melhor se obtida
pela diferenga de velocidade. Tal comportamento é observado também em métodos
baseados em técnicas de acoplamento pressao-velocidade como o de Patankar [33],

Raithby [37] e seguidores.

Observa-se que o valor maximo obtido para o cocficiente de pressao é
um. Isto ocorre em =0, == e §=27, ou seja, nos pontos onde a velocidade é zero;
portanto, de acordo com a equacao (4.1) temos C,=1. Pode-se observar também
que o valor minimo para o coeficiente de pressao é —3, o qual ocorre em 0=7/2 e
0 = 37 /2, ou seja, nos pontos onde a velocidade é méxima (cerca de duas vezes o
valor da corrente livre) e, novamente, de acordo com a equagao (4.1) temos C,=—3.
Nota-se, na figura 4.4 b, que a regiao onde o coeficiente de pressao ¢ menor (C,=—3)

existe uma pequena diferenca entre as solu¢oes analitica e numérica.
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Figura 4.4: Comparagiao do coeficiente de pressio para o cilindro; a) visio global,
b) amplificagao
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A figura 4.5 mostra o coeficiente de pressao em torno do cilindro. Pode-
se observar que a pressao ¢ maior nas regioes onde o angulo entre o escoamento
e o corpo é 0 ou 7 (figura 4.3), proximas a superficie do corpo. Isto acontece
porque, nesta regiao, a velocidade ¢ pequena (a pressio é inversamente propor-
cional ao quadrado da velocidade). Observa-se também que as linhas de pressao sao
simétricas, uma vez que os termos viscosos nao foram considerados. A comparagao
deste resultado com os encontrados na literatura é adequada, conforme mostra a

figura 4.6 [40].

-4

-4

- -4 -2 o 2 4 8

Figura 4.5: Coeficiente de pressao sobre o cilindro

Figura 4.6: Coeficiente de pressao sobre o cilindro [40], [9]



O campo de velocidades pode ser visto na figura 4.7. Os vetores veloci-
dade representam a direcao do fluxo e mostram a variaciao da velocidade ao longo
do escoamento, sendo a velocidade longe do corpo a da corrente livre. A medida que
a proximidade do cilindro aumenta, os vetores comec¢am a diminuir em magnitude
e, ao “perceberem” a presenca do corpo, sua tnica alternativa é contorna-lo (devido
a condigao de tangéncia). Desta forma, sua velocidade é maxima (da ordem de 2
vezes a da corrente livre) nas partes superior e inferior do cilindro (dngulos 7/2 e

37 /2 conforme figura 4.3).

Figura 4.7: Campo de velocidades sobre o cilindro

A figura 4.8 mostra as linhas de corrente. Estas sao tangentes ao vetor
velocidade em cada ponto no escoamento num dado instante, ndo podendo haver
escoamento transversalmente a elas [14]. Nota-se que as linhas de corrente sao
simétricas tanto em relagao ao eixo dos x quanto ao dos y. Tais linhas tendem a
contornar a superficie do cilindro, principalmente préximo ao corpo. Quando estao
suficientemente afastadas do cilindro, as linhas de corrente tém pequenos desvios
relacionados ao escoamento principal. O fluido, ao longo da linha de corrente central,
colide com o cilindro em torno do ponto A, divide-se e escoa em volta dele. O ponto
A é chamado de ponto de estagnagao (ponto onde a velocidade é zero). Os resultados
obtidos estao de acordo com o que é apresentado na literatura [14], onde as linhas

de corrente podem ser vistas na figura 4.9
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IYigura 4.8: Linhas de corrente sobre o cilindro, com amplificacao da parte frontal

igura 4.9: Linhas de corrente sobre o cilindro [14]
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O segundo passo é a realizagio de testes para as equagoes de Navier-
Stokes. As condi¢oes de contorno utilizadas sao as seguintes: para a regiao sul do
corpo tem-se a condi¢ao de parede para as velocidades (v = v = 0) e de extrapolacao
para a pressio; para a norle tem-se a condigao “far field” para a pressao e de
extrapolacao para a velocidade, induzindo a formagao de vortices (adiciona-se uma
extrapolagao que oscila da forma w(i,nj) = wu(i,nj) £+ 0,00001u(i,nj) apés uma
extrapolacao utilizando 75% da velocidade inicial e 25% da velocidade calculada na
célula anterior); para a regiao leste/oeste utiliza-se a condigao de contorno para um

corte.

A figura 4.10 ilustra as linhas de corrente para o caso em que Re =40 e
a figura 4.11 mostra o resultado obtido por Kawaguti [24]. Pode-se notar a presenca
de um par de vértices simétricos na parte de tras (jusante) do cilindro. Bem afastado
do corpo o escoamento ¢ do tipo ideal, sendo o atrito pouco importante. Préoximo
ao corpo o fluido desenvolve uma camada (uma vez que a velocidade relativa ao
corpo deve ser nula na superficie do mesmo) onde a viscosidade é importante. Esta

sub-regiao ¢ chamada de camada limite [20].

|\ R U VT =R R ) R il CTRR e T e B s S T [ e ¢

Iligura 4.10: Linhas de corrente para o cilindro, Re = 40



Figura 4.11: Linhas de corrente para o cilindro, Re = 40 [24]

Testes realizados para Re = 500 sao mostrados na figura 4.12 onde,

através das linhas de corrente, observa-se o surgimento de vértices secundarios.

listes resultados quando comparados com os das figuras 4.13 ¢ 4.14 obtidas, respec-

tivamente, por [8] e [19] mostram concordancia razoavel. Salienta-se que para este

nimero de Reynolds o escoamento ¢ turbulento e que foi possivel, mesmo sem os

termos da turbulencia, captar os vortices secundarios devido a utilizagao do sistema

de coordenadas generalizadas.
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Figura 4.12: Linhas de corrente para o cilindro, Re = 500



Figura 4.14: Linhas de corrente para o cilindro - Re = 500 [19]

Como o cédigo desenvolvido apresenta resultados consistentes para a
se¢ao do cilindro e em boa concordancia com os apresentados na literatura, considera-
se que as etapas de calibragao do cddigo bidimensional estdo satisfeitas. Con-

sequentemente, pode-se passar para uma geometria mais complexa.
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4.1.2 Geometria complexa - Secao de um tubarioe

A figura 4.15 mostra a complexa geometria a ser simplificada e analisa-
da. Optou-se por modelar a geometria do tubardao Mako por ser um dos peixes mais
velozes. O tubarao Mako chega a 88 km/h e dentre os peixes s6 é menos rapido que

o atum [31].

Figura 4.15: Tubarao Mako

Lembramos ainda a importancia do entendimento do fluxo em torno de
geometrias como esta, pois recentemente os alemaes, confeccionando roupas para
profissionais da natagao baseadas nas caracteristicas fisicas dos peixes, conseguiram

melhorar o desempenho destes atletas significativamente.

Para analisar de forma simplificada o fluxo em torno desta geometria
utilizou-se uma malha de 92x48 células refinada préxima a superficie do corpo,
como mostra a figura 4.16. E importante salientar as dificuldades para gerar esta
malha; por exemplo, hé dificuldade para concentrar as linhas na regiao de interesse
pois outras regides acabam nao ficando com as células aproximadamente quadradas

(razao de aspecto = 1 a 2).
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Figura 4.16: Malha em torno do tubarao; a) visao global, b) amplificagao

As linhas de pressao vistas na figura 4.17 estao de acordo com o espera-
do, uma vez que nas regioes de baixa velocidade a pressao ¢ elevada e, nas regides

onde a velocidade ¢ maior, a pressao ¢ menor.
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Figura 4.17: Linhas de pressao sobre geometria em forma de tubarao



A figura 4.18 mostra as linhas de corrente. Esta linhas tendem a con-
tornar a superficic do corpo. Observa-se que algumas linhas tendem a terminar em
alguns pontos, o que nao é um efeito fisico. Isto se deve a deliciéncia do “software”

utilizado em representar linhas de corrente (cuja variacao de magnitude é pequena).

Figura 4.18: Linhas de corrente sobre geometria em forma de tubarao

Apos a andlise e comparagao de alguns resultados bidimensionais, esten-

de-se o estudo para o caso tridimensional em torno de uma esfera e de um elipséide.

4.2 Resultados Tridimensionais

Antes de mais nada, ¢ importante salientar aqui que um problema tridi-
mensional nao deve ser entendido apenas como um caso bidimensional acrescido de
mais uma dimensao (visao inicial ou ilusdria), mas sim como um acoplamento de
k planos bidimensionais. Neste caso, o esfor¢o computacional cresce como uma

poténcia (maior do que 1.0) do nimero de células em questao.

A seguir analisa-se o escoamento através da geometria de uma esfera

para calibrar o cédigo computacional; em seguida, a geometria de um elipséide.



4.2.1 Esfera

Para comegar o estudo do escoamento tridimensional oplou-se por uma
geometria simples como a da esfera que possui solucao analitica e cuja malha ¢é facil
de ser obtida. A malha para a esfera tem 90 pontos na direcao x, 48 na direcao y
e 31 na direcao z, sendo esta refinada nas proximidades da superficie. Da mesma
forma que para o cilindro, para a esfera utilizou-se como raio interno 10cm e como
externo 3m. A figura 4.19 mostra dois planos da malha utilizada. Na figura do lado
esquerdo a parte inferior representa o primeiro plano gerado o qual foi rotacionado

gerando os demais k planos.
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Figura 4.19: Malha para a esfera, 90x48x31

A comparacao entre os coeficientes de pressao obtidos para as solugoes
numérica (das equagoes de Euler) e analitica demonstra boa concordancia, como
mostra a figura 4.20. Comparando as figuras 4.4 e 4.20, observa-se que existe
diferenca maior entre a solucoes analitica e experimental que para o caso do cilindro.
Isto se deve ao fato da geometria tridimensional necessitar bem mais pontos pois,
como foi ressaltado, para resolver um problema tridimensional é necessario conside-

rar o acoplamento entre &k planos bidimensionais. Observa-se que o valor minimo



para o ', na esfera ¢ —1,25 enquanto que para o cilindro é —3. Esta diferenca se
deve ao fato da geometria da esfera ser mais suave, ou scja, a velocidade maxima que
os vetores atingem na esfera ¢ 1,5 fazendo com que o €, obtido através da equacao

(4.1) seja Cp=-—1,25.
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Figura 4.20: Comparacao do coeficiente de pressao para a esfera; a) visao global, b)
amplificacao

A solucao analitica para o coeficiente de pressao da esfera é dada por

[26]

I

op 1 — sen?(0).
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O célculo numérico do cocficiente de pressao é feito utilizando a equacao (4.1) onde

Vi e V4 sao dados, agora em trés dimensoes, por

Vi = yJu? + 0P + w?

Vo = yJud+v3+ wk

A figura 4.21 mostra dois planos da esfera, nos quais as linhas de pressiao podem ser

vistas e comparadas com o caso bidimensional da figura 4.5.

Figura 4.21: Linhas de coeficiente de pressao constante sobre a esfera

Da mesma forma que no caso bidimensional, o campo de velocidades

mostrado na figura 4.22 indica que esta é maior longe do corpo e, que os vetores, ao



“notarem” a presenca do corpo, perdem velocidade e contornam a esfera. tendo seu

valor maximo nos pontos de menor pressao.

Figura 4.22: Campo de velocidades sobre a esfera

Como os resultados obtidos sdo consistentes para a geometria da es-
fera, entende-se que a fase de calibragao do codigo tridimensional esta satisfeita.

Portanto, passa-se para a geometria de um elipséide.

4.2.2 Elipsoide

0 1iltimo caso analisado é a geometria de um elipséide. Para este utiliza-
se uma malha de 90x48x31 pontos refinada préximo a superficie do corpo. A figura
4.23 apresenta uma visao de dois planos (na esquerda) da malha utilizada. O eixo
maior da elipse mede 40cm e 0 menor 20cm. A excentricidade da elipse é de e = 0, 86.
Ela mede a abertura da elipse, quando € —+ 0 a geometria estd proxima de um circulo

e, quando ¢ — 1 ela fica mais delgada.

A figura 4.24 mostra as linhas de pressao em torno do elipsoide. Este
resultado pode ser comparado com o obtido para a esfera. Observa-se que, da

mesma forma que para a esfera, a pressao tem seu valor maximo nos pontos onde
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Figura 4.23: Malha para o elipsoide. 90x48x31

a velocidade é menor. A comparagao entre estas duas geometrias é feita com base
no principio do mapeamento conforme. No mapecamento conforme, se existe uma
relagao funcional entre ¢ + v e x + 1y, isto é, ¢ + 1) = F(x + iy); entao, para cada

ponto no plano ¢, havera um ponto correspondente no plano zy [26).
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Figura 4.24: Coeficiente de pressao sobre o elipséide

Da mesma forma que para a pressao, pode-se comparar os resultados
obtidos para o campo de velocidade do elipsoide com o da esfera. O campo de

velocidade ¢ mostrado na figura 4.25, o qual é semelhante ao obtido para a figura
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4.22. Adiciona-se que, para o caso tridimensional, a obtencao de vortices necessitaria

uma malha bem mais refinada que a aqui empregada.
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Figura 4.25: Campo de velocidades sobre o elipséide, com amplificacao

Na seqiiéncia apresenta-se as conclusées obtidas e as sugestoes

trabalhos [uturos.

para
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Tinha-se como finalidade deste trabalho analisar escoamentos incom-
pressiveis externos em torno de geometrias arredondadas. Pode-se concluir, através
de resultados numeéricos, que o método implementado, utilizando Runge-Kutta para
as equagoes da quantidade de movimento e o SUR para a pressdo, foi eficiente na
representacao do escoamento bidimensional sobre a segdo do cilindro e o perfil de

um tubarao e tridimensional sobre uma esfera e um elipséide.

Iniciou-se com a simula¢ao do escoamento em torno da geometria de um
cilindro com o objetivo de calibrar o cédigo computacional a ser utilizado nas simu-
lagGes. O primeiro teste realizado foi para as equacoes de Euler, onde a comparacio
entre a solugao analitica e numérica para o coeficiente de pressao do cilindro foi
obtida; os resultados estao de acordo com os encontrados na literatura. A simulacio
feita para o escoamento em torno do cilindro foi de ficil obten¢ao e a convergéncia

ocorreu rapidamente.

Em seguida, efetuou-se testes para diferentes nimeros de Reynolds
onde, novamente, os resultados obtidos estdo de acordo com a literatura. Para
o caso de Re = 40 obteve-se a formacao de vortices, ou seja, regides de recirculacao,
que eram esperadas devido ao fenémeno de separagdo da camada limite. Outro
resultado esperado e obtido foi a simetria da solugao. Nas simulag¢ées com nimero
de Reynolds 500 obteve-se, além dos voértices principais, vortices secunddrios como

esperado.

O préximo teste realizado foi para a geometria simplificada de um
tubarao. A principal dificuldade na obtencao desta solucao foi a criacao da malha
computacional correspondente devido a complexidade da geometria. A malha foi
obtida com a utilizacao do software MakeGrid [23], estando os resultados de acordo

com o esperado.



62

Através da simulagdo para o caso da esfera pode-se verificar o funciona-
mento do cédigo computacional para o escoamento tridimensional. Novamente,
fez-se a comparacao entre o coeficiente de pressao analitico e numérico para calibrar
o codigo. As solugbes para o escoamento em torno da esfera também estao de acordo
com os da literatura. Esta nao foi facil de ser obtida devido & complexidade propor-
cionada pelo acoplamento de k planos bidimensionais, o que tornou a convergéncia,

do problema lenta.

A partir desta calibragdo, procedeu-se a simulagdo do escoamento em
torno da geometria de um elipséide, onde o escoamento apresentou as mesmas ca-
racteristicas que o fluxo em torno da esfera. Esta afirmagao pode ser feita baseada no
principio do mapeamento conforme. Salienta-se que o niimero de iteragoes utilizadas
em todos os casos foi de 80000 exceto para o caso da secao do cilindro com nimero

de Reynolds 500 onde utilizou-se 25000 iteragoes.

O codigo utilizado para a obtencao dos dados do escoamento foi escrito
na linguagem de programagao Fortran 90. Inicialmente este foi compilado utilizando-
se o compilador MIPSpro F90 Version 6.2 e executado no servidor da Silicon Gra-
phics Origin 200, com dois processadores R10000 a 180 MHz, 128MBytes RAM
e 8 GBytes de disco do Laboratério Integrado de Computagao Cientifica (LICC-
IM/UFRGS). Partindo para a resolugdo de problemas mais complexos tornou-se
necessario o uso do supercomputador Cray T94 que possui 2 CPUs de 1,8 GFLOP,
2GBytes RAM e 53 GB SCSI de disco e esta localizado no Centro de Supercom-
putacdo da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (CESUP-RS). O compilador

utilizado neste caso foi o Cray CF90 Version 3.3 e a compilacao foi do tipo agressiva.

As dificuldades numéricas para a obtencao dos resultados foram diver-
sas. Foi necessario um ajuste cuidadoso nos refinos a fim de que as relacoes entre £ e
7 nao levassem o algoritmo para uma situagao de instabilidade, o que foi uma tarefa
complexa, uma vez que se tinha valores de 7 muito pequenos. No entanto, a principal
vantagem que o método utilizado possui é a simplicidade de implementagdo com-

putacional. Salienta-se que o desempenho computacional do software desenvolvido
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ficou aproximadamente em 900MFlops por computador para o caso bidimensional e

em 400MFlops por computador para o tridimensional no Cray T94 do CESUP/RS.

Adicionalmente, resultados numeéricos em torno de geometrias com-
plexas tridimensionais ainda sao um desafio para os computadores de hoje. Atual-
mente, inimeros trabalhos vém sendo desenvolvidos, porém utilizando métodos que
requerem esfor¢o computacional muito maior do que o aqui apresentado. Portanto,
os resultados obtidos neste trabalho vém contribuir com simula¢oes numéricas para

escoamentos incompressiveis em geometrias complexas.

Os resultados aqui obtidos representam apenas um primeiro passo. O
objetivo maior (num trabalho mais aprofundado, por exemplo) é, ainda, a anélise
dos coeficientes em geometrias mais complexas como por exemplo a de um tubarao
tridimensional. Visa-se, nestes casos, a analise da transi¢do e turbuléncia e suas im-
plicagoes, o que auxilia no sentido de obter informagoes mais precisas do escoamento

sobre tais geometrias e sua aplicagao para atividades de interesse da sociedade.
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