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RESUMO 

Nesta dissertação abordamos o problema: 

~u + Àeu = o em n 

u = o em an 
para À 2:: o e n ç IR 2 nos casos em que n = D = {X I I X I< 1} ou n = A = 
{x I a <I x I< 1}, a E (0, 1). Encontramos primeiro as soluções radiais e depois estu­
damos a existência de soluções não radiais no anel com auxilio de argumentos variacionais. 

ABSTRACT 

In this thesis we investigate the problem: 

~u + Àeu = o in n 

u =o in an 
for À 2:: o and n ç m? in the cases o f n = D = {X I I X I< 1} o r n = A = 
{ x I a <I x I< 1 }, a E (0, 1). First we find the radial solutions and thcn wc study the 
existence of nonradial solutions in the case of the annulus by a variat.ional approach. 
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-INTRODUÇAO 

Nesta. dissertação estudamos o problema 

'U = o em an 
onde À ;:::: O é constante e n Ç JR?, mostrando a existência ela. solução u. 

Esta equação possui uma interpretação em Geometria Diferencial quando se procu­
ram os coeficientes ela primeira forma fundamental , satisfazendo E = G e F = O, para 
superfícies com curvatura Ga.ussiana, J(, constante, já que 6.( log E)+ 2f( e10Y E = O, como 
mostramos no apêndice. 

No capítulo 1, apresentam.os alguns tópicos que são pré-requisitos para a leitura elo 
que segue. Dividimo-lo em quatro secções. A primeira trata elo Teorema ele Banach sobre 
pontos fixos . A segunda, ela convergência fraca e do Teorema de Banach-Saks. A terceira, 
dos multiplicadores de Lagrange. Na quarta, é feita urna revisão de distribuições e espaços 
de Sobolev. 

No segundo capítulo, abordamos o problema nos casos em que n é o disco unitário 
D = {x li x I< 1} e o anel A= {x I a <I x I< 1}, a E (0, 1) e apresentamos as soluções 
radiais, que, para. n = D são as únicas soluções. 

Finalmente, no terceiro capítulo, usando argumentos variaciona.is, através dos multi­
plicadores de Lagrange, provamos a existência de soluções não radiais do problema no 
caso em que n é o anel A = {X I a <I X I< 1} . 
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Capítulo 1 

PRELIMINARES 

Neste primeiro capítulo, apresentamos as noções preliminares para a compreensão dos 
capítulos 2 e 3. 

1.1 Teorema do Ponto Fixo 

Definição 1.1 Sejam X e Y espaços métricos. Uma aplicação f : X ~ Y chama-se 
uma contração quando existe ·uma constante c, com O :::; c < 1 tal que d(f ( x), f (y)) :::; 
c.d(x,y) , para quaisqttet· x,y E X . 

Teorema 1.2 (Teorema de Banach Sobre Pontos Fixos de Contrações) 
Se X é um espaço métrico completo, então, toda contmção f : X ~ X possui um 

único ponto fixo em X, isto é, ttm único y tal que J(y) = y. 

D emonstr ação : Ver [9], página 198. 
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1.2 Convergê nc ia Fraca 

D efinição 1.3 Seja X um espaço noTmado, o espaço dual de X I x· I é o conjunto de 
lodos os funcionais linea1'es limitados definidos em X. 

D efinição 1.4 Seja X , 'ltm espaço normado, (xn)n ElN seqüência de elementos de X 
e x 0 E X. Se, para todos os fun cionais f E X* , a seqüência f(xn) --+ f(x0 ) ao n --+ oo, 
então dizemos que ( Xn) cove1'[Je fmcamente para xo, e esc1·evemos Xn ~ xo . 

Teorema 1.5 (Teorema de Banach-Saks) 
Se (xn)nElN converge fracam ente pam x 0 , então existe uma sequência 

(f>.ixi), com f;.i = 1, Ài ~ O Vi, 
i=l i=l 

que conve·rge fortemente para x 0 . 

Demonstração : Ver [10], página 123. 

1.3 Multiplicadores d e Lagrange 

Teorema 1.6 Seja X espaço de Banach sob·re IR, B r(x0 ) C X , J: Br(x0 )--+ IR e 
<I> : Br(xo) --+ IR continuamente dijeTenciáveis com ~(x0) = O. Além disso, suponhamos 
que 

J(xo) = min{J(x) : :c E Br(x0 ) e <I>(x) = 0}. 

Então, existem multiplicado?'es de Lagmnge f.l E IR e 11 E IR, não nulos simultaneamente, 
lais que 

f.l J'(xo).<p + 11 <I>'(xo) .<p = O. 

Além disso, s e <I>' (xo) # O, então f.l f= O. 

D em onstr ação : Ver [5], página 333. 
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1.4 Distribuições e Espaços de Sobolev 

D efinição 1. 7 Dado a = ( a'h ... , an) E N, define-se 

D 01 é o operador· de derivação de ordem a definido por 

âxa, ÔX"'". 
' 1 ··· n 

Para a= (0, ... , 0), define-se D0u = u. Di repnsenla a derivada parcial a:, . 

D efinição 1.8 Seja n um aberto do JRn I Cg<'(D) é o espaço vetorial de todas as 
funções numéricas em n, com sttporte compacto e possuindo derivadas pa?'ciais contínuas 
de todas as o1·dens em n. Os elementos de Cg<'(D) são chamados funções testes. 

D efinição 1. 9 Diz-se que uma sucessão ( <f>v \e IN de elementos de CQ"(D.) é conver­
gente zJara zero, quando as seguintes condiçôes forem satisfeitas: 

a) Os suportes de todas as funções testes <f> v da sucessão dada estão contidas em u.m 
compacto fi.to de n. 

b)Para cada a E N a sucessão (D"'<t>v)ve!N converge para zem unifo1·memente em n. 
Se <p E Cgo(D), diz-se que a sucessão ( <f>v LeJN de elementos de C0 (D) conveTge para 

<p em C0 ( D), quando a sucessão (<f> v - <p) vElN convege para ze1·o no sentido acima. 

D efinição 1.10 O espaço vetorial C0 (D.) com esta noção de convergência é rep·re­
sentado por D(D) e denominado espaço das funções testes em D. 

D efinição 1.11 Se .f a n um aberto do JRn. Uma distribuição sobre n é uma fo1·ma 
linear T sobre D(D.) que é contínua na convergência definida sobre D(D.). Isto é, para toda 
sucessão (<t>vteJN de D(D.) , convergente para zero no sentido da definição 3, a sucessão 
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( < T , 'Pv > )velN conve·rge pam ze·ro em f( {K = IR O'lt C e < T , '{) 11 > é o valor de T em 
<{)v ) . 

O conj1mto de todas as distribuições sobre n é um espaço vetorial, o qual1'ep1·esenta-se 
por D'(.O). Neste espaço, uma sucessão (TvLelN converge pam zero quando, pam toda 
função teste <p E D(.O) , a sucessão(< Tv,<p >)ve!N conve·rge pam zero em K. 

Neste caso, escreve-se 
lim 1"',; = O em D'(D.). 
t/~00 

Diz - se lim Tv =Tem D'(D.) quando lim (1'v- T) = O em D'(D.). 
v~oo v~oo 

Seja u uma função localmente integrá.vel, a forma linear 

< Tto'P >= 1 u(x)c.p(x)dx V<p E D(.O) 

representa uma distribuição Tu sobre n. 

Lema 1.12 {Lema de Dtt Bois Raymond) 
Seja u uma função localmente somável em n. Então Tu = O se e somente se u = O 

em n quase semp?'e. 

Observação 
O lema de Du Bois Raymond assegura que, dada u localmente somável em n, tem-se 

Tu univocamente determinada por u sobre n. Isto nos permite identificar a distribuição 
Tu com a função u . 

Definição 1.13 S eja T uma distribuição sob·re n e a E N. A derivada de ordem a 
de T é definida como sendo o funcional linea1· nar, dado em D(.O) po1· 

Definição 1.14 S eja n aberto do JRn, representa-se por wm,v(.n) o espaço vetorial 
de todas as funções u E LP(.O) tais que, 7Jam todo a com I a 1:::; m, nau E LP(.O), sendo 
D cxu a de·rivada no sentido das dist?·ibuições. 
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Para cada u E wm,v(f!) , definimos a no1 .. ma deu po·r 

11 u ll~v= L r I DQu(x) lp dx . 
' lal~m Jn 

o espaço n01'mado w m·P( fl) é denominado eszJaço de Sobolev. 

D efinição 1.15 No caso paTticula1' p = 2, Hfm,v(f!) é TepTesentado po1· Hm(f!). 

O bservação: O espaço Hm(n) é um espaço de Hilbert com o produto escalar dado 
por 

(uI v)m = L (Dau I D av)L2(í!) · 
lal~m 

D efinição 1.16 D efine-se o espaço vV~n,p(D.) como sendo o f echo de D(f!) em w m,P(f!) . 
Quando m = 2, escrevemos H0 (f2) em lugar de ltl!~·P(f!) . 

Observação: Int uitivamente, para uma função u E H1(D. ) a condição u E HJ(f!) 
significa que u = O em ôD.. 
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Capítulo 2 

-SOLUÇOES RADIAIS EM 
DOMÍNIOS CIRCULARES 

Seja a equação dada por 

ó.u + >.eu = O em n ç IR? (2.1) 

Fazendo uma mudança para variáveis complexas, a colocamos na forma da equação 
de Liouville, a~~Y log f = ~~ . 

Neste capítulo, vamos determinar soluções radiais quando n c IR2 é D = {x I I X I< 1} 
ou A = { x I a <I x I< 1} com O < a < 1. 

A mudança de var.iáveis para obtençã.o da equação de Liouville é a seguinte: 
Seja X= (xb x2) E IR2 e z = Xt + ÍX2 E c. Consideremos n domínio também em c. 

. . 
c w = X t - zx2, assim, 

z+w 
Xl= - -

2 
e 

z - w 
X2 = -?-.- . 

~t 

Pela regra de cadeia 

isto é, 

âu âu âx1 ôu Ôx2 1 âu 1 âu - =--+--=--+-­
Ôz Ôx1 âz Ôx2 Ôz 2 8x1 2i Ôx2 

a 1 a 1 a 
- = --+ ---;­
âz 2 ÔX1 2t ÔX2 
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âu ôu ôx1 ôu Ôx2 1 ôu J ôu 
-= --+--=-- ---
ôw ôx1 ôw Ôx2 ôw 2 ôx1 2i ôx2 

isto é, 

ô 1 â 1 â 

Portanto 

1 (â2u 82u) 1 - - - + - - -6.tt 
- 4 ôxi ôx~ - 4 · 

Substituindo em (2.1) 

Então 
â2u À 
-- =--eu 
ôzâw 4 

(2.2) 

Assim, obtemos a equação na forma de Liouville para f= e11
• 

Diferenciando (2.2) com respeito a z, eliminamos o termo -~eu . 

Logo obtemos 

(2.3) 

9 



Como 

e assim 

Uzz - ~tl; = S(z), 

onde S é uma função holomorfa de z. 

Seja agora v = v(z,w) = exp(-~u(z,w)) . 

Logo 

1 
Vzz + 2S(z)v = O. 

(2.4) 

(2.5) 

Consideramos agora (2.5) como uma equação linear somente da variável z e tomamos 
um sistema fundamental de soluções <p1 (z) e <p2 (z). 

Logo 

1 
v= exp(-2u(z ,w)) = f,(w)<p, (z) + h(w)<pz(z) , 

onde f i(w)(i = 1, 2) são holomorfas. Substituímos (2.6) em (2.2) temos 

1 
v = exp(- - u) e eu = v-2 

2 
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1 1 1 
Vw = (-2uw)exp(-2u) = v(-2uw) · 

2vw -2(vzwV - VwVz) (2.2) À u 
Logo Uw = -- e Uzw = 2 = --e . 

v v 4 
. VzwV- VwVz À _2 . À 

Asstm v2 = 8v , ou SeJa, VzwV- VwVz = s· 

= (f;(w)<p~(z) + .f~(w)<p;( z))(ft(w)<pt(z) + h(w)<p2(z))­

-(f;(w)<pt(z) + j~(w)<p2(z))(f1 (w)<p~(z) + .f2(w)<p;(z)) = 

= <p~ (z )<p2(z )f{ ( w )h( w) + <,01 (z)<p;(z )/I ( w )f~( w )­

- <p1(z)<p;(z)J;(w)f2(w) - <p~(z)<p2(z)f,(w)j~(w) = 

= vv ( <,01 , <,02) vv U1 , h), 
onde W (.f, g) = .f g' - .f' g é o Wronskiano de f e g. 
Então 

Observemos que, para uma equação linear homogênea de segunda ordem 

(2.7) 

y" + a( x )y' + b( x )y = O, que tem f e g,soluções linearmente independentes, o Wronskiano 
de f e g, lrll(f, g), é solução de W' + a(x )vV =O. Portanto, como a(x) = O, temos W' = O 
e, assim , vV constante. Logo podemos supor em (2.7) 

e 

Temos, agora, 

u ~F{ ( z) G~ ( w) 
e = , 

(1 + F1(z)Gt(w))2 
(2.8) 

11 



d F ( ) 'P2(z) G ( ) h(w) · on e 1 Z = 'Pl (z) e 1 W = f i (w) 1 pOIS 

(1 + F1 (z)G1(w))2 
_ 

( ~F{(z)G~ ( w )) -

(} + <,02 (z) h(w))
2 

· <.01 (z) h (w) 

------'--1 --(-<,02 (-'--z) ) -:--' ( f-2 ( w____,.)) 1 -

h (w)f2(w)- f{ (w)h(w) 'Pl (z) h (w) 

1 + 2'P2(z)h(w) + <p~ (z)J~(w) 
'PI (z)h (w) <,01 (z)J; (w) 

1 fP2(z)fPt(z}-fP2{z)l,oí(z} f2(w)JJ(w) - f2(w)fi(w) -
h(tu)f2(w)-f{(w)h(w) <p~ (z) J?(w) 

lf>i(z)fi(w) + 2tp2(z)h(w) + tpHz)fi(w) 
Vl! ( <,0], 'P2) 

= (ft(w)<pi(z) + h(w)<p2(z )? = v2. 

u _ 2 (~F{(z)G~(w)) 
Portanto, e ==v = (1 + Ft(z)Gt(w))2 • 

Obtemos de (2.8) 

ô2u À "· À (~F;(z)G~(w)) - - = - - e = -- --,-----:-~~___;;..,;_,;~ 

ôzôw 4 4 (1 + F1(z)G1 (w))2 

-2F{(z)G~(w) -Ô2 
2 

(1 + F1(z)G
1
(w))2 = ôzôw(log(1 + F, (z)GJ(w))) 

ou, 

(2.9) 

Corno a solução u é real, então o produto F1(z)G1 (w) em (2.9) também é. Por outro 
lado, F1(z) e G1 (w) são funções analíticas com, no máximo, zeros ou pólos simples e, 
além disso, G1(w) é o conjugado de alguma função analítica G2 (z), z = w, a saber , 
G1 (w) = 0 2 (z) . Conseqüentemente, F1(z)G2(z) é real. 

Seja F1 (z ) = P(z )+iQ(z ) e G2 (z ) = p(z )+iq(z) onde P, Q, p, q são fun ções de valores 
reais. Vemos que a parte imaginária de F1(z)G2(z) é zero, islo é, Jm(F1(z)G2 (z)) = O= 
Q(z)p(z) - P(z)q(z) e 
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(Fl) z) = P(z ) + iQ(z) = 
G2 ( p(z) + iq(z) 

_ (P(z)p(z) + Q(z)q(z)) + i(Q(z)p(z)- P(z) q(z)) _ P(z)p(z) + Q(z)q(z) 
p2(z) + q2(z) - p2(z) + q2( z ) 

é de valores reais, o que significa que é constante, pois se ~~ = A( x, y) + iB( x, y) e B _ O 
temos Ex = Ay = By = Ax = O, o que implica A = constante. 

Assim G2(z) = CF1(z) para C E JR. 
Além disso, por (2.8), temos 

g G'G' 
- .::::.l:::l. 
,\ c , o que implica C > O. 

(1 + Gt2 )2 

Lema 2.1 A equação (2.1) tem uma integral 

À I F'(z) 1
2 

-eu - - -'-----'--'-'--
8 - (1+ I F(z ) j2)2' (2.10) 

Em outras palavras, cada solução u de (2.1} é expressa por (2.1 0), onde F(z) é uma 
função analítica tal que o lado direito de {2.1 o) é de valoTeS ·únicos e positiva em n. Além 
disso, se n é simplesmente conexo, F(z) pode seT tomada como uma função merom01ja 
(de valo1·es únicos) com, no máximo, zems e pólos simples. 

Demonstraçã o : 

u ~F{ ( z) c; ( w) 
Por (2.8) e = (l + F

1
(z )G

1 
( w))2, mas 

G2(z) = G1(w) e G2(z ) = CF1(z) 

assim 

e segue 

eu= ~CF{(z)F{0) - ~c I F{(z ) 12 

(1 + CF1(z)F1 (z)) 2 - (1 + C I Ft (z) 1
2

)
2

. 

Em geral n não é simplesmente conexo. Quando for, F tem valores únicos. 
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Tomamos F(z) = ctF1 (z). Assim 

u 8 I F'(z) 1
2 

e =-:\ (1+ I F(z) 12)2" 

Observaçã o: 
1) Quando n não for simplesmente conexo, a função F( z ) pode não ser de valores 

únicos, pelo fato de que as soluções cp1 (z) e <p2(z) de uma equação diferencial linear 
homogênea podem ser deste tipo. Um exemplo desta situação é a equação y" + ~y' = O 
em n = {z E c I o <I z I< 1}, com 'P1(z) = 1 e 'P2(z) = logz . 

2)A função F(z ) não é unicamente determinada pela solução u, como nos mostra o 
exemplo abaixo. 

Exemplo : 
Se F(z) = z, 

I F'(z) I 1 
=-- -

1+IF(z)l2 1+lzl2 
1 
- em an. 
2 

I 

Logo (~) 2 =~'ou seja, À = 2. 

Então 

resultando 

Assim a equação 

tem por solução u = log (I;~2)2. 

~u + 2.\eu = O em D 

'l.l =O em 8D 

Por (2.5), temos Uzz- ~u~ = S(z), S(z) função holomorfa dez. 

auar 
Uz=--

81· az 
I 

1· = (zw)2 
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8r 1 1 l - = -(zw)-2w = - w az 2 27· 

82r 1 -ª- 2 1 2 - = - -(zw) 2w = --w . 
8z2 4· 4r3 

Assim 

e 

Mas 

Então 

Logo 

47' 
u = log4 - 2log(l + 1·

2
) o que implica ttr = - 2 l+r 

implicando S(z) =O, 
(1 + 7'2)2 ' 

pois depende apenas de z. 
Assim a equação (2.5) fica Vzz + ~S(z)v = Vzz = O. 
Se tomarmos c.p1 = 1 e r.p2 = z, obtemos F(z) = ::~;~ = z, que tem um zero simples e 

nenhum pólo. Out ra possibilidade é c.p1(z) = z e c.p2 (z) = 1, obtendo F(z) = ; que tem um 
'l . 1 h · F'(. ) - 1 N t d · "b"l"d l IF'(z) l

2 
- 1 po o stmp es e nen um zeto e z - - .::2 • es as uas poss1 1 1 ac es (l+IF(z)l)2 - (l+r2 )2. 

Podemos, ainda, ter c.p1 (z) = z + 1 e c.p2(z) = z - 1, assim F(z) = ~~i = 1.- z~l que 
tem um zero e um pólo simples e F'(z) = (z:l)2 • 

, IF'(z)l2 (~)
2 

_ ( 2 )
2 

_ 

Tambem (l+IF(z)l2)2 = (1+ ( l;~!l) 2) 2 - lz+IF+Iz- lj2 -

( 
2 )2 1 

= zw + z + w + 1 + zw- z- w + 1 = (1 + r2)2 · 
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Pelo lema anterior, o problema (P>. ), isto é, o problema (P) (.6..u+Àe1
' = O em f2 e u = O 

em 8f2), para À fixo, é reduzido a encontrar F = F (z) da forma descri ta, satisfazendo 

I F' ( z) I ( À) t 
l+ IF(z) l2 = 8 em 8f2, 

· , ,\ u _ IF' z)l 0 Ôf"\ 
Ja que se - (l+IF z)l2)2 eu= em H . 

Seja, agora, n = D = {x li X I< 1} c JR?. A equação para u = u(r) é 

já que 

(ru' )' + Àreu = O para r· > O, 

1 1 
Ê:!. u = Urr + -Ur + 2 ttoo = 

r r 

1 ( ) 1 ( ')' = - 1'Urr + 1Lr = - 1'U . 
r r 

u'(O) = O, 

A equação (2.12) é integrável. 
Fazendo a mudança de variável 

u(1·) = v(s)- 2s e r= e5 

temos 
, ( ) , ( ) ds 2 ds s l . ds 1 u r =v s -d - -d , T =e e s = ogr ass1m, -l = - = e-s , 

T ?' G r r 

logo u'(1·) = (v'(s)- 2)e-s, 

Tu1(1·) = v'(s)- 2, 

( '( ) " ) ôs " Tu 1·) ' =v (s ôr =v (s)e-s, 

(Tu'(1·))' + Àeu = (nt'(T))' + Àeseu(s)e-25 = 

16 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 



Assim 
v"(s) + Àev(s) =O e lim e-s(v'( s) - 2) =O. 

s~-oo 

(2.14) 

Vamos agora integrar (2.14) 
v"+ Àeu =O 

1 I 

v' v" + Àv 1 e v = O, ( '2( v' )2 + Àe1
·') = O, ( ( v')2 + 2Àev)' = O 

e (v') 2 + 2Àev =I<, f( constante. 

Seja h= 2Àev 
h' 

I 
v =h. 

Substituindo, 

(~:) 2 

+h = K , e (h') 2 = (1<- h) h2
. Assim, h' = +(v' I< - h)h 

lim e-s(v'(s) - 2) = O= lim e-s (lht'((s))- 2) 
s- - oo s-- oo S 

e, como h(s) > O, h'(s) >O, obtemos h' (s) = (v'I<- h)h. 
Temos, portanto, 

dh 1 ( J J( - h - JK) J = ds , IT7Log .,fK = s + NI, Nf constante. 
h I<-h yJ( JI<-h+ J( 

A . JI<- h- VK JK - I.~- JK L .Ji?s (L 'I?M) 
SSIID = e = evn 

JK - h+VK JI< - h-JK ' 

f( - h + f( - 2-./ f( - h JK - Le Rs 
I<-h - K - ' 

2](- h- 2JK JJ< - h_ [ .Ji?s 
1 - Je ' 

-~ 

-2VKJI< - h= h(l - Le../Ks) - 2K, 

41<(1(- h) = h2(1- LeYK8
)

2
- 4I<h(1- Le..JK8

) + 4.1<2 
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Seja C= - L. Temos 

eh(l - LeVKs? = - 4/( LeVKs 

- 4]( LeVKs 
h= (1 - LeVKs)2 . 

4J(CeVKs 
h =----=--

(1 + CeVKs)2 

h' = vÍJ(4I<CeVK·'(1 + CeVKs )2
- 4K Cev'K3 2(1 + Cev'Ks)JKCev'Ks 

(1 + Cev'K8
)
4 

h' = VK4J(Ce.,fi(s (1- CeVKs) 
(1 + Cev'Ks)3 

h' v'K(l - Ce.,JKs) 
v' = - =--~---~~ 

h (1 + Cev'Ks) · 

Devemos ter lim e-s(v'(s)- 2) =O. 
a--.. - oo 

lim e-"(v'(s) - 2) = Jim e-s( Ji((l- CeVKs)- 2(1 + CeVKs)) = 
s-+-oo s-+-oo (1 + Ce..flis) 

VK- 2 - (VK + 2)CeVK3 r.; r 

lim , com lim Cevl<s =O= lim es(l + Ce.JKs). 
s-+-oo es(l + Ce.ft{s) s~-oo s- - oo 

Logo a ún ica possibilidade de tal li mite ser nulo é para VK = 2.Neste caso 

4Ce28 
. 4Ce8 

lim e- 8 (v'(s)- 2) = lim = lim =O, 
s--oo s~-oo e5 (1 + Ce2s) s- - oo (1 + Ce2s) 

como desejávamos. 

16Ce25 

Assim h = (1 + CeZs )2 

8 Ce28 8 C 
v u v - zs com C > O. (2 15) e, e = ~ (1 + Ce2s)2 ' ou e = e = ~ (1 + Cr2s)2' . 

Por outro lado, foi provado por Gidas, Ni e Nirenberg em [6] que toda solução de (P>.) 
para >. > O deve ser radial. Conseqüentemente, obtemos o seguinte teorema. 
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Teorema 2.2 Quando n = D c IR2
, o problema (P>.) tem solução somente para 

À E (0, 2]. Para estes N s, as soluções de (P>.) são exp1·essas explicitamente po1' 

onde r =I x 1-

D emonst r ação : 
u- o em an 

( ) ~c 8 (. 2 
{::> u 1 = log (l + C)2 = o {::> >.c = 1 + C) 

{::> se = À(l + c? {::> ÀC2 + (2À - s)c + À = o 
-2À + 8+J(2À- 8)2 - 4À2 -2À + 8+v4À2 - 2.2.8À + 82 - 4À2 

{::> c = 2À = 2À 

c= - 2À + 8±4V- 2À + 4 = ~(4 - À+2v'4- 2À). 
2À À -

Para obtermos Lal C, À deve pertencer ao intervalo [O, 2] .0 

Aqui observamos que estas soluções radiais podem ser associadas com 
F(z) = C~z (c> O) em (2.11), já que 

Assim 

Logo 

1 

F'(z) = 02. 

I F'(z ) I 
1+ I F(z) 12 1+ I c li z 12 . 

I F' ( z) I I c I t (À ) t 
1+ I F(z) 12 = 1+ I c I = 8 em an, 

onde c = c±= !-(4 - À+2v'4- 2À). 

(2.16) 

(2.17) 

A quantidade p(z) = 1 J!;~(~]12 tem o seguinte significado geométrico que é muito im­
portante. 
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Sejam K a esfera de Riemann de diâmetro unitário, tangente ao plano w na origem, 
onde w = F( z ), F : n ~ C, P : C ~ K , a projeção estereográfica e F = P o F: n ~ K. 

Mostraremos que a área de F (f2) em K é dada por 

Seja, agora, da =I dz I e dr os elementos de comprimento em n e em K , respecti­
vamente, dr induzido por F : n ~ K, a transformação conforme natural associada a 
P. 

Então é satisfeita a relação 
I F' I 

dr= l+IFI2 da, 

De fato, na projeção, um ponto (x , y) E C corresponde a (Ç, 7] , () E K e (x, y) é a 
imagem de (u , v) por F. 

Assim 

x y x2 + y2 1 
Ç= ,7]= ,(= =l - --:----

x2 + y2 + 1 x2 + y2 + 1 :~;2 + y2 + 1 x2 + yz + 1 ' 

então 

dr = 
:i;2 + y2 ~2 + iJ2 + (2 
v.z + i;2 · :i;2 + y2 da 

• 2 + • 2 

F( ) ( ) 1 IF'·I'I2= x y 1 u , v = x, y , ogo . 2 + . 2 e 
u v 

F(u,v) = (Ç,ry,(), 

t2 " 2 h 
dr = I F' 12 '> ~ '1} ~ '> da. 

X +y 

~ = x(x2 + y2 + 1)- x(2xi: + 2yiJ) = i:(y2 - x2 + 1) - 2xyiJ 
(x2 +y2+1)2 (x2+y2+l)2 ' 

. iJ(x2 
- y2 + 1)- 2xyx 

7] = e 
(x2+y2+ 1)2 

( = 2xx + 2yy 
(x2+y2+ 1)2 . 
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. ' 2 ·2 '2 X2 +:? 
Ass1m f, + 1J + ( = ( 2 2 1 )2 , 

X +y + 
~2 + ~2 + (2 1 
..:..______;__:-=- = e 

:i;2 + 1? (x2 + y2 + 1)2 

dr = . I F' 12 ê2 + ~2 + (2 dO'= I F' I dO'= I F' I . 
:i;2 + y2 .j(x2 + y2 + 1)2 1+ I F 12d0'. 

Nesta terminologia, a igualdade (2.11) significa que o comprimento induzido de F(8D.) 
em K é igual a 

r IF'I À t 
A = J an 1 + I F j2 dO' = ( 8) I an I' (2.18) 

onde I an I denota o comprimento de an. Como F é conforme, a área de F(D.) em K é 
dada por 

); = r I F' 12 d - r c d . - ~ r ·ud . 
'-'- Jn (1+ I F 12 ) 2 x- Jn (1 +C I z 12) 2 x - 8 }0 e x . 

Quando n = D, para uma solução (À, u) ele (P) definimos s por 

s = 82:: = À 1 eudx. 

Utilizando (2.16) obtemos 

Seja t = C±r2
, portanto dt = 2C±r e t varia entre O e C±. Então 

i c±. dt [ - 1 ]c+ - 1 
s = 21r.4 ( )2 = 21r .4 - - = 27r.4( c + 1) = 

0 1 +t 1+to 1+ ± 

21 
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= 27r 2(4- À±2J4 - 2À) = 27r (2+J4 - 2À)2 = 21r(2+J4 _ 2À). 
2+J4- 2À 2+J4- 2À -

Logo todas as soluções (À, tt) ele (P) podem ser parametrizadas por s E [O, 81r], já que 
o< À~ 2. 

Teorema 2.3 Q·uando D. = D ) exisle ·uma correspondência contínua e injetiva en­
tres E [0,81r] em (2.20} e a solução (À,u) E JR+ x C(D.) de (?).Denotando a solução 

C01'respondenle a s por (Às, Us), temos 

1 
Às= 

8
7r2 s(81r- s), (2.21) 

(2.22) 

ry(s) =foi Vtts 1
2 dx = -l61rlog(81r- s){l + o(l)} quando s- 81r-. (2.23) 

Demonstração : 
Como já foi calculado, 

(2.24) 

Logo 

Portanto 

1 
Às= S7r2 s(87r- s) . (2.25) 

Assim obtemos (2.22), já que 

1 u s s 871"2 

m( s) e • dx = - = 1 = . 
n Às 

8
,.2 s(87r - s) 81r- s 
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Por outro lado, por (2.16) 

Assim, 

c+ = (81r - s )
2 = 87!' - s , c = s

2 
s 

s(81r - s) s - s(81r - s) 81r - s 

(~)C+ 
eu = u+(1·) = log( C 2)? ' 

- 1 + ±' -

S . (·)- s( )-l (-P;)C~ , s(·)-l (-P;)C~ 
eja Us 7 - u_ r - og (l + c:r2)2 eu+ 7 - og (1 + C.+r2)2' 

s 81!'- s 
onde cs = e cs = - -

- 87!'- s + s 

Basta tomar u = ur pois us (r) = u87r-S(1·) J. á que cs = C81f-.~ s- + - ' ,_ +. 
Passamos agora à expressão de 17(s ). 

(2.26) 

( jl+C~ (8Cs) dt {J+C~ logt ) 
17(s) = 81r 

1 
log Às- {i- 2 J

1 
7dt = 
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( (se:) [- l]Hc:. ([-logt]1+c:. j1+c:. -1 )) _ = 81r log -- -- - 2 - - 2-dt -
Às t 1 t 1 1 L 

= 87r ( 2log ( 87r8~ s) (87r s_ s ) + 2log ( 87r8~ s ) ( 87r8~ s ) - ~;) = 

= l67r (zog (87r8~ s) - 8:) . 

17(s) = - l611 log(81r- s) + l61rlog81r- 2s. 

Agora basta provar que 

-l61rlog(811 - s) + 1611log811- 2s = -161rlog(81r- s){1 + o(1)} 

quando s --+ 81r-. 

D f l
. l611log 81r - 2s O 

e ato, 1m ( ) = . Assim, 
s-+B1r_ - 1611 l og 811 - s 

1611/og 81r- 2s (' ) ---=--....,....---- = o 1 ' 
- l611log(81r - s) 

o que mostra a afirmação acima. O 

De agora em diante, vamos estudar as soluções radiais de (P) no caso 

n = A = {X I a <I X I< 1} c IR?' onde o <a < 1. 

(2.27) 

Toda solução radial v= v(r) de (P>.) com>.> O, onde (P>.) é o problema (P) para um 
>. fixo, é obtida como uma solução do problema. de equações ordinárias (RP>.), a saber: 

(1'V 1
)' + .\1·ev =O para 7' E (a, 1), v(a) = v(l) =O. (2.28) 
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Aqui a função v(1·) é posiLiva para 7' E (a,l),pelo princípio do máximo, pois -l::lv = 
>.ev ;::: O em A e v = O em âA. Assim, também, v'(1·) é posiLiva em r = a.Veremos a 
seguir que toda solução v= v(r) de (RPÀ) é caracterizada por seu comportamento perto 
de 7' =O. 

Lema 2.4 Seja v = v(1·) uma solução do pmblema 

(2.29) 

v(a) = O e v'(a) >O, (2.30) 

onde). > O. Então, v= v(r) pode se1· TJTolongada pam O< T :::; 1 e existem mímeTos Teais 
L> O e .!'vi, tais que 

lim (v(r)- Llogr) = NI, 
r-o+ 

(2.31) 

lim (v'(r )- L) =O. 
r-o+ r 

(2.32) 

Lema 2.5 Para cada pa1· de números L> O e J\11, existe uma tÍnica .solução v= v(r) 
de (2.2.9} que satisfaz as condições (2.31) e (2.32). 

Observação: 
A função v não tem mínimos locais. 
Demonstração : 
Reescrevemos (rv'(r))' + .Àrev(r) =O como ?'V

11(1·) + v'(1·) + .ÀTev(r) =O. 
Se 7' é ponto crítico, então v'(r) = O, logo rv"(r) = -.Àev(r) <O e, portanto, r é ponto 

de máximo local es trito.D 

Observação: 
Toda solução de uma equação do tipo y" = f(x, y, y') com f contínua se estende a 

uma solução maximal, isto é, uma solução que não pode ser prolongada a um intervalo 
maior. 

Seja (rv')' + .Àrev =O e suponhamos que v = v(T) esteja definida. em [r0, r 1). Vamos 
primeiro provar um resultado auxiliar. 
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Afirmação : 
Se existir limr-r

1
_v(r), então v pode ser prolongada a um intervalo [ro,rz), com 

rz > 7'1· 

D emonstr ação : 
De fato, se 

v0 = lim v(7'), r--+r
1 

_ 

então, 
lim (1·v'(1·))' = -Àr1ev0. 

r ..... r 1-

Logo, (rv'(r))' é limitada em [r0 , ri) e 1'V
1 é de Lipschitz neste intervalo, sendo assim 

uniformemente continua. E existe liiTir-r
1

_ rv'(r), portanto, existe limr-r
1

_ v'(r) = v1. 
O problema de valor inicial 

(rv')' + Àrev =O, v(r1) = vo, v'(rt) = V1 

possui solução em uma vizinhança de r1, logo possui solução em um intervalo [7'1 , r 2) com 
1·2 > r 1 . Isto permi te estender v ao intervalo [r0 ,1·2). O 

Se v é solução de (rv')' + Àrev =O em [1·01·1) e v(r) >O \::11· E [1·0 ,r1 ), então 

(rv' (r))' = -Àrev(r)) < -À1·. 

Assim (rv'(1·) + .-\;2
)' <O e rv'(r) + ,\;2 

é decrescente, portanto, é limitada superiormente. 

Logo rv'(r) + ,\;2 < J\111, 1\II1 > O e v'(r ) < - >.; + ~~ \::Ir E [1·o, r1 ). 
Isto implica que existe limr-r

1
_ v( r·) e, pela afirmação, temos que v se prolonga a um 

intervalo maior. 
Corno v não possui mínimos locais, v ou não tem pontos críticos, ou tem um só de 

máximo local est.ri to. 
Logo, ou v é monótona, ou existe r E (r0 ,r·1 ) tal que v é crescente em [r0 , T] e decres­

cente em [r, r 1 ). 

Mas, se v é crescente em [r·0 , ri), como v' é limitada superiormente, segue que v é 
limitada superiormente, portanto, existe lirnr_.,.

1
_ v(1·) e, se v é decrescente em [1·, r 1), 

como v> O, existe limr-.r
1

_ v(r) . 
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Lema 2.6 Se v é uma sol1tção de (rv'(r))' + Àrev = 01 v positi·ua em ~tm ponto ro E 
(O,oo)

1 
então v se prolonga ao intervalo [1·0,oo) e tem exatamente 1tm zero r1 E [ro,7'oo)· 

Demonstração : 
Seja rm > r0 tal que [r·o, rm) é maximal. v(r·) > O V r E [r·o, 1'm), então rm = oo. 
Mas v'(r) < - '';+~~ logo limr->oo v'('r) = -oo, contradizendo que v > O em [r0 , oo ). 

Assim existe r 1 E [0 , 7'm) tal que v('r1) = O. Como v não tem pontos de mínimo local, 
v(r) < O V r E (r·1 , rm) e (rv'(r))' = - À1'ev(,·J > - Àr V r E (1·11 rm)· Portanto v'('r) > 
_À;-~ Vr E (·r~,r·m) com M2 >O. 

Mas, v(r1 ) = O, v < O em (r·11 7'm), v não tem ponto de mínimo local implicam v 
decrescente em (r1 , rm) , assim, limr-rm_ v(r) = -oo ou 1'm = oo. 

A alternativa 7'm < oo não pode ocorrer pois contradiz a desigualdade 

Logo 7'm = 00. O 

Demonstração do Lema 2.4 
Devido ao princípio do máximo, v(r) <O para r E (O,a), já que, v'(a) >O e existe 

ê > O tal que v(ê) = - T < O, pois , liiTir-o+ v(r) = -oo, assim v( r·) <O para r E (O, a), 
pois, caso existisse O < x < a tal que v( x) = O, teríamos um anel, cuja fronteira seria o 
disco de raio x unido com o disco de raio a, de modo que, neste anel, v se anula na fronteira 
sendo negativo no interior, assumindo assim mínimo interior , o que é um absurdo. 

Por isso, de (2.29) , obtemos 

ev < 1, -Àrev > - Àr, -Àr < (rv'(r·))' < o. 
Integrando (2.33) de r· até a, com O <r < a, temos 

isto é, 

la -Àtdt <la (tv'(t))'dt <O, 

-~(a2 - 1·
2

) < av'(a)- 1·v'(r) <O. 
2 

Existem números positivos C1 e C2 tais que 
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(2.34) 

e 

C2 = av'(a) e Ct = ~a2 . 

Afirmação 
A função v = v(1·) pode ser prolongada à direita de r· = O. 
De fato, como a> O, v( a)= O e v'( a)> O, então, para r> a, r próximo de a, v(r) >O 

e, para r-< a, r· próximo de a, v(r) < O. Pelo Lema 2.6, a soluçã.o se prolonga até oo. 
Seja (a, oo) o intervalo maximal de definição. Vamos mostrar que a = O. 
Como v(r) < O Vr E (a- u,a) e v não tem mínimos locais, segue que v(r) <O para 

T E (a, a). Então - ..\r· < (r·v'(r))' = - rÀev < o. Logo, c2 < rv'r < cl V r· E (a, a) e 
C2,C1> 0. 

Assim, se a > O, teremos v' limitada em (a, a) e existe liinr-a+ v( r). Logo v se 
prolonga a um intervalo maior, conl.radizendo que (a, oo) é o intevalo maximal. 

Sendo assim, a= O. 

Além disso, como rv'(r) é monótona decrescente e limitada com respeito a 
1· E (0, a), podemos tomar um número positivo ~tal que 

lim rv'(r·) = L. 
r -+O+ 

De (2.33), obtemos, do mesmo modo acima, 

onde O < E < r < a. 
Fazendo E--+ O em (2.35) e divididindo por r· a expressão, concluímos que 

- ~r-$ v'(r)- L para?' E (O, a), 
2 7' 

de onde obtemos (2.32). 
Por (2.36) sabemos que v(r) - L log r é não crescente e limitada, já que 

(v(r)- Llogr)' = v'(r)- L 
7' 
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Logo lim (v(T)- L log 1·) = J\1. O 
r~o+ 

Demonstração do lema 2.5 
Seja r.p(T) =v( r·) - L log r. Podemos considerar o problema equivalente para r.p 

lim r.p(r) = J'vf e lim r.p' (r) =O. 
r->0+ r-o+ 

pots, 

A mudança de variáveis 

r = et e '1/J(t) = r.p(r·) - Nf 

transforma o problema (2.37) com (2.38) , no problema 

Também 

'1/J''(t) + Àe(L+2)t+M e1P(t) = O, 

lim 'ljJ = lim e-t'ljJ ' (t) = O, 
t--oo t--+- oo 

pois, r.p'(1·) = 1f;'(t)ddt, t = logr e dt = ~ = e-t. 
1· dr T 

Logo r.p' (r) = 1f;'(t) e- t, 

d'ljJ'(t) 
r·r.p'(T) = '1/J'(t) e (rr.p'(T))' = ~ = '1/J"(t)e', 

(rr.p'(r))' + ÀTL+le<p(r) =O, 'ljJ"(t)e-t + Àe(L+2)te1b(t)eM =O. 

Assim '1/J" (t) + Àe<L+2)t+M e•/J(t) =O. 

'1/J"(l) = -Àe(L+2)t+M eifJ(t) 

que, junto com (2.38), implica 
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(2.40) 

Logo o problema (2.37)' com (2.38)' é equivalente à equaçã.o integral (2.40) . 
O que será provado é a existência de uma única solução 1p = 1p(t)de(2.40). Para este 

propósito, tomamos o espaço ele Banach 

X= {1/; = '1/J(t) I 7p E C( -oo, -T] e lim 'lj;(t) =O} 
t-"-oo 

com a norma do sup, onde T >O, e um operador \}i em X tal que w('lj;) é definido pelo 
lado direito de (2.40) . Então, para T apropriadamente grande, o operador \}i torna-se 
uma contração na bola unitária { '1/J 17/J E X, SUP(-oo,-TJ I '1/J(t) ls; 1} em X. Já que 

I w('lj;l)(t)- \f! ('lj;2)(t) ls; À 1~ 1~ e(L+2)e+M I etPI(e)- e'lh<el I dÇd1] s; 

s; À 1~ 1~ eCL+
2 )€eM+ldÇd1J I 'if;2(Ç)- 'lj;2(Ç) I= 

l
t (L+2)11 

;;;;; ÀeM+l -oo eL + 
2 

d1] I 1/J1 (f.) - 1/J2(f.) I 
ÀeM+l e(L+2)t ÀeM+1-(L+2)T 

(L+ 2)2 supe I 'ifJ1(Ç) - 1/;2(Ç) ls; (L+ 2)2 supe I 1/J1(Ç)- 7/J2(Ç) I . 
Assim, para obtermos uma contração, basta escolhermos 

T >L 
1 

'>(logÀ + NJ + 1 - 2log(L + 2)). 
+ ~ 

Conseqüentemente, existe um único 'if;* = 'if;*(t) pouto fixo de \}i. Estendendo 'if;*(t) 
para t > -T, obtemos uma solução clássica de (2.37)' com (2.38)' . O 

Lema 2. 7 A solução v = v(r) do problema (2.29) com (2.31) e (2.32} é dada po1· 

( ~a2,B2r2(C.l'-l)) 
v(r) = log (1 + ,827.2(.\')2 , 

onde 

L 1 (À M)~ 
a = 1 + 2 e j3 = 2 + L 2e · 
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Demonstração : 
De fato, v(r) dada por (2.41) satisfaz (2.29), pois 

À(1 + (32r2cr? 
v1(1·) = x 8a2 (32r2(a-l) 

8a2 (322( a _ 1 )r2cr-3 À(1 + /J2r2cr)2 _ 8a2 f32r2(a- 1) À2(1 + f32r2a)2af32r2a - 1 

X À2(1 + (321.2cr)4 

2( a - 1) 4af32r2a-l . I 4af32r2a 
= - (32 2 , ass1m r v (r) = 2( a - 1) - (32 2 e 

r 1 + r cr 1+ ra 

1 1 
- 8a2 {327.2cr- 1 ( 1 + f32r2a) + 4af32r2cr2af32r2a-l 

(rv(r)) = (1+f32r2cr)2 = 

8 a2 f32r2a- 1 
= -À~ (1 + (32r2a)2 = - Àev(r). 

Substituindo v(r) em (2.31) e (2.32) , temos 

( 
~a2 f32 7.2a- 2-L ) 

lim (v(r)- Llogr) = lim log )( {P 2 )
2 

= i'vf e 
r-oO+ r_,o+ 1 + ~r a 

1. ( 1( ) L) 1. . ( 20'- 2- L 4af3
2
r
2a-t ) 1m v r - - = 1m - = O 

r-o+ 1' r-o+ 1' 1 + {327.201 • 

Vejamos, agora, que estas condições são satisfeitas se a e (3 são determinadas por 
(2.42) 

( 
2a - 2 - L 4a(32r 2a-l ) 4af32r 2a 

lim - = O {::> lim = 2a - 2 - L 
r--.o+ r 1 + (32r 2a r--+O+ 1 + {32r 2<> ' 

4afj2?.2a 1 
mas lim = 4a lim = O. 

r --+O+ 1 + {321·2cr r->O+ ,62!201 + 1 

(
2a - 2- L 4a,62

7·
2cr-l ) L 

Logo lim - . ,6
2 2 

= O {::> 2a - 2 - L = O {::> a = 1 + -
2 r ..... o+ 1' 1 + r cr 

. ( 8a:2 (321,2a-2-L) 
e hm log À( {32 2 )2 = NJ {::> 

r -tO+ 1 + r a 
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1 (À M) t 
Logo {3 = 2 + L "2 e . 

Como a unicidade de v = v(r) j á foi provada no Lema 2.5, de fato, v(1·) é dada por 
(2.41) com a condição (2.42) . Assim, resta-nos apenas determinar os valores de a e {3 tais 
que v(r) em (2.41) satisfaça à~ condições em (2.28),ou seja, v(a) = v(l) = O. 

l\llas 

Temos também 

2 2 2 a-( 
=::;. {3 ( ( - a( ) = a - ( =::;. {3 = ((1 - a(). 

( = ao. = ecrtoaa, a= Log ( . 
loga 

Substituindo as expressões de a e {32 em 

32 
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obtemos 
l 

~ fa- ()2 I ; a-1 
Ioga (2(l-a()2 '> = (~8 ) t 

1 a - ( n + ((1-a() '> 

~ (logÇ)(a- ot(l- aÇ)tçt = (~) t 
a (log a)((l - aÇ) +(a-()() 8 

(2.44) 

com 

(2.45) 

Por (2.42) , a > 1 e por isto ( va.ria de O até a. Cada solução v = v(T) de (P>.) em 
n = A corresponde a uma solução ( E (0, a) ele (2.44). Assim, vamos invest igar a função 
G(Ç) . 

Afirmação 1: 
G(() é positiva em (0, a). 
Demonstração : 

G(() >O em (O, a){::} (a- ()(1- a()> O em (O, a) 

{::}a(< 1 em (O,a), mas ( = acx ~ aÇ = acx+l < 1 

pois a < 1 e o: + 1 > 1. 

Afirmação 2: 

lim G(() = G'(a) =O. 
(--o+ 
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Demonstração : 

lim G(() = lim (log ()'2(a- ()((1 - a() = 
(-;O+ (->O+ ( 1 - çz )2 

lim ( log ()
2 

lim (a - ()(1 - a() = a lim ( log ()
2 = 00 . 

(->O+ Ç - l (-+O+ (1 - ( 2 )2 (->O+ Ç-l 00 

Logo 

lim G(() =a lim 
2(log1()~ = -2a lim log Ç = 00

. 
(-O+ (-O+ - ('2 (->O+ Ç- 1 (X) 

Novamente 

1 

lim G(() = -2a lim (1 = 2a lim Ç = O. 
(-+O+ <--o+ - 2 ( .... o+ 

( 

Afirmação 3: 
lim G'(() = oo c G'(a) < O. 

(-+O+ 

D emonstração : 

G'(() = (1 _\2) 4 [(log ()2 
(- ((1- a()+ (a- ()(1- a()- a( a- Ç)Ç + 

+ lo!Ç(a- ()((1- a()) (l- (2?- 2(1- Ç2 )(-2()(log () 2(a- ()((1- ao] . 

Finalmente 

Portanto, lim G'(() = oo. 
(->O+ 

Lema 2.8 Quando a E (0.1), G(() tem um, único ponto c'fÍlico em (O,a). 

34 



Demonstração : 
Substituindo ( = ary no lado direito de (2.44) , temos 

e 

'r/ a2ry 2a2ry2 
com - h( 77) = 1 - - - - + -

1 - ry 1 -a2ry 1-a2ry2 

1 - rt - 1 1 - a277 - 1 2 - 2a2rt2 - 2 
=1+ + - -

1 - 77 1 - a2ry 1 - a2172 

1 1 2 
=1+1 --- + 1- -2 + -

1 - 77 1 - a277 1 - a2ry2 

1 1 1 1 
=1- -- - + +--

1 - 77 1 - a2 ry 1 - ary 1 + a77 

1 1 1 1 
Logo h(rt) = - 1 + -- + 

2 1 - 77 1 - a rt 1 - ary 1 + a77 

e, notando que A 2 + B 2 2:: 2AB , 
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Conseqüentemente h( 17 ) é monótona crescente, enquanto 109\ 11 
é monótona decrescente 

em (0,1). Logo, g'(ry) troca de sinal somente uma vez em (0,1), também, G'(() troca de 
sinal somente uma vez em (O, a) . O 

Sejam*, o valor máximo de G(ry) em (O,a) e À* = a2 (,7:g.a)2 • Então, do Lema 2.7, 
obtemos o seguinte resultado. 

Teorema 2.9 Existe um númeTo ]Jositivo À* tal que o pmblema (RP>.) tem, respecti­
vamente, duas, uma e n enhuma solução pam À E (0, À*), À = À* e À E (À*, oo ) . 

Demonstração : 

8G(Ç) 
Como À = 

2
(l )2 e G(O) = G(a) =O, ternos, para À < À* = À(m"), 

a oga 

dois pontos correspondentes e, portanto, duas soluções de (RP>.) - Da mesma forma, para 
À = À*, uma solução e, para À > À*, nenhuma solução. O 

Observação: 
Como foi descrito acima, toda solução radial de (P) em n = A corresponde unicamente 

a ( E (0, a), e então a a E (1, oo ) . Além disso, a correspondência é contínua. 
Para À E (0, >.*),existem duas raízes Ç c ( de (2.44) , uma perto de zero e outra perto 

de a. As soluções correspondentes V>. e V>. de (P>.) serão chamadas, solução "grande" e 
solução "pequena", respectivamente. 

Lema 2.10 Pam qualque1· r fixo em (a, 1), temos: 

(2.47) 

e 

lim :!L>.(T) =O. 
>. ..... o+ 

(2.48) 

Demonstração : 
No caso de :!L>. correspondente a ~' a e (3 satisfazem ( -+ a, a -+ 1, (J -+ O c, con-

seqüentemente, 
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/og ~ a-2 132 r2(a-l) . 
Como, por (2.41), v(r) = tl+/32r2o )2 , temos hmÀ-o+ QÀ(1·) =O. 
No caso de vÀ, notemos que À = À(() pode ser tomada como uma função suave de Ç 

perto de zero , e assim também a e f3. 
l 

Sejam agora](_ (~) 2 af3 = 1 + {32 e A= A((), B = B((), dados por 

1 [32 
A(Ç) = ]( aa-1 e B(() = JC 

Tais funções têm as seguintes propriedades assintóticas: 

( ) 
_ 1 1- a( 2 

AÇ = /(aa- t = 1 - (2 =1 - a(+O(( ), (2.49) 

e 

- [32 a- ( ( 2 
B(Ç) = f( = a(1 - (2) = 1 - ~+ O(( ), (2.50) 

po1s, 

1 1 _ a _ 1- aÇ 
J(acx-1 - (1 + (32)~- (1 + a- ( )r - 1 - (2' 

a Ç (1-a() '> 

[32 {32 a - ( a - Ç 

]( 1 + {32 ~"( 1 _ a~")(' (1-a() +(a-()) a(1 - (2) 
'> '> ((1-a() 

e 

1 - aÇ 1 -a(- 1 + aÇ + (2
- aÇ3 ( 2 (1 - a() 

1 - (2 - 1 - a( = 1 - (2 = 1 - (2 ' 

(2 (1 -a() 

com lim ~ = 1 < oo. 
c-o+ (2 

Vamos, agora, obter vÀ(T) em termos de A(() e B(Ç). 
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- -'>log((~) & 2_ 1 + (321.2a ) = 
- ~ 8 a(3 1.a- J 

= -2log ()((r:_, + (32r·a+l) ) = -2/og (f( :a-l (~y~-l + j: 7.a+l) . 

Assim v.x (r) = -2log(A(()(~) a-l + B(Ç)1·a+1
) . (2.51) 

Temos, agora, ( ~ O, a ~ oo, f3 ~ oo e, conseqüentemente, Jt( () ~ 1 e B( () ~ 
1 se>.~ o+. Assim 

0'- 1 

lim v.x(r ) = lim -2log (~1 + ra+l) = -2log(O) = oo. o 
.x-.o+ .x .... o+ ra-

No Teorema 2.3, todas as soluções de (P ) em n = D são parametrizadas por s = 8E, 

onde E é dado em (2.19) por E = fn (lJr;.12F = * fn eudx e representa a área de F(O) 

na esfera de Riemann I< para F(z) = ctz. Entretanto, para o caso O = A, tomamos 
F (z) = (Jz01

• Neste caso, F(z ) = {3z01 = f3exp(alog z) = f3ex p(a(log I z I +iar·g z)) = 
fJ exp( a log I z I +i Arg z + ia27r ), onde Arg z é o argumento principal de z . 

Para a do tipo ~, n inteiro, F(z) = (Jexp(~log I z I +iA';z + i~) que é a-valorada. 

Conseqüentemente, a área de F ( O.) em I< é dada por nE = (~) E. Este fato sugere que 

toda. solução radial(>., v) de (P ) no anel A possa ser parametrizada por~ fn eudx. 
Vamos agora mostrar que isto vale de fato para as soluções (>., VA) com >. suficiente­

mente pequeno. 
Definimos um parâmetro u para a solução ''grande" (>. ,1Y.x) de (P ) em A por 

(2.52) 

Lema 2.11 A j1mção que a cada ( associa u é injetiva quando (se aproxima de zero. 
Além disso, 

(2.53) 

e, portanto, 

1 ( 1) -1 ) ( = 
8

7r a+ ~ (81r- u)(l + 0(81r- u) quando u ~ 81r- . (2.54) 
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D emonstração : 
Seja. a. função 

f(() =~ Q! (a- ()(1- a() ~ 1- (a+~)(+ 0((2) (2.55) 
8a2 ( a(l - ( 2 ) 2 a 

ao ç ---7 o+. 

2132 a-( 
).a a a <(l-a() a 

(1) 8a2Ç = 1 + f32 a2( = ( a-( ) 2 ( = 
1 + ( (1-a() 

_ (a - ()(2(1 - a()Za _ (a - ()(l - a() 
- ( ( - a(2 + a - ()2( ( (1 - a() - a(1 - (2)2 

(2) lim (a- ()(1- a()- a(1 - (2)2 + (1- (2)2(1 + a2)( = 

c---o+ a(1 - Ç2)2(2 

. a- a2
( - ( + a(2 - a+ 2a(2 - a(4 + a2(- 2a2( 3 + a2( 5 + (- 2(3 + ( 5 

hm = 
c-o+ a(l - (2)2(2 

. ( 2(a- a(2 - 2a2( + a2( 3 - 2( + (3) a 
brn = - = l. 

c-o+ (a(l - ( 2 ) 2 a 

De (2.51) e (2.52), temos 

). r ( (a) a-1 )-2 
o- = a Jn A(() ; + B( ()1·a+1 dx = 

= ~ 12tr 11 ( a Q-;1 (A(() (V:) a-I + aB (Ç) ( :ra_) cv+l)) - \ drdO = 

(2~5) 8a2~~(() 27ra-a+I 11 (A(() (V:) a-1 + aB(() ( :ra_) a+l) -\, dr = 

= l61ra.f(() 11 

(A(() (~)a-l +aB(()(Ja)a+l) -\dr. 

Seja, agora. a mudança de variável 
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( 
r ) 2a 1 Ja 1-2<> 

t = - r = 'a trã d1· = -t""""i"" dt Va ' yu ' 2o: . 

Logo 

c1 r::: 
I -c> .!.±.!!. I y a 1 - 2<> 

U = 16?ro:j (() 1 (A(()t2<> + aB(()t 2<> t\/Citrã-t """"i"" dt = 
( 2o: 

ct 
= 81r f(() 1 (t 

1

;,o t 2
( A(() + aB( ()tt 2a l 1 ~0 dt = 

81r f(() jc1 

aB( () 
= B(() < (A(()+ aB(()t)2 dl. 

Assim 

81rj(()[ -1 )<- 1 81ra(1- ( 2 )j(() 
u = B(Ç) A(Ç) + aB(Ç)t < = (A(()+ aB(()()(A(()( + aB(Ç)) ' 

(2.56) 

j á que 

81rj(() ( - 1 1 ) 81rj(() ( - (A(()- aB(()(2 +A(()(+ aB(()) 
B(Ç) A(Ç) + aB,<<) +A(()+ aB(()( = B(Ç) (A(()(+ aB(Ç))(A(Ç) + aB(()Ç) . 

Substituindo (2.49), (2.50) e (2.55) em (2.56), obtemos 

_ 81ra(1 - (
2

) ( 1 - (a+ ~) (+O( (
2
)) _ ( ( 1) 

2 
) 

1-(1 1-(2 a - ( ) ( ) - 81r l - a+ - ( + O( ( ) . 
t-ç2 a l-(2 

O elemento O( C) em (2.53) é suave e sua derivada tende a zero quando ( -----+ o+, pois 
é dado por f(() . 

O(C) = (a- ()(1 - a() -1 + (a+~) ( 
a(l- ( 2)2 a 
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2 , _ ( -(1- a()- a( a-()) a(1- .( 2?- 2a(1- ( 2
)( -2Ç)(a- ()(1- a() ( ~) _ 

(0(( )) - a2(1- (2)2 + a+ a -

-1 + 6a(- a2 + ( 2 + 2aC - 3a2ÇZ- 4e 1 
= +a+-, 

a(l- ( 2) a 

que tende a -l-a
2 

+ a + ! = o ao ç ~ o+. 
a a 

Conseqüentemente, 

lirn dCJ = - 81r (a + ~). 
( ..... o+ d( a 

Também, lim(-o+ CJ = 81r, logo podemos definir CJ(O) = 81r e 

. d( 1 '( ) hm - = - = Ç 81r . 
u-Br.- dCJ 81r (a + ~) 

-1 ( 1)-1 
e((CJ)= 

8
7r a+-;;: (CJ - 87r)+(CJ - 87r)0(CJ-87r)= 

1 1 -1 

= S1r (a+~) (81r- CJ)(1 + 0(81r- CJ)) . o 

Eventualmente podemos considerar 

(2.57) 

(2.58) 

como funções de CJ, J.t = f.L(CI) e v= v(CJ), devido ao lema 2.10. Além disso, o comporta­
mento assintótico de CJ perto de 81r pode ser precisamente determinado. 

Lem a 2.12 

81r2( a + 1) log a _ 
f.L( CJ) = (

8 
) 1 ·(

8 
) (1 + o(1)) qua.ndo CJ --1 81r . (2.59) 7r - CJ og 7r - CJ 

41 



Demonstração : 
Temos em (2.44) 

Assim 

À 2(1 . )2 - (log ()Z(a - ()((1 - a() com i= aa 
Ba og a - (1 - (2)2 ' ~ 

e 

À _ S(log () 2 (a - ()((1 - a() 
- a2(log a)2(1 - (2)2 · 

o: aa2(log a)2(1 - ( 2) 2 a log Ç 
À = S(log Ç)2(a- ()((1- a() ' mas, como (= a e o:= loga ' 

a a
2
( log a )(1 - (

2
)
2 

a Log a ( ( 1) O 2 ) - = = 1+ a+- ( + (() 
À 8(Log()(a - Ç)Ç(l - a() S( Log ( a ' 

a2 (lo_qa) (1-( 2)2 

. 8(/og()(a-()((1-a() l ( + 1)1 pots - - a - ~ = 
a loq a a 

8( log( 

_ a2(1- 2(2 + (4
) - (a- a2(- Ç + aÇ2 )a - a2(a- a2( = ( + a(2

)( 

- (a - ()( l - a()a 

(a- a2
( - ( + aÇ2

)( 

(a- ()(1- a()a 

a2 _ 2a2(2 + a2('~ _ az + a3( +a(_ a2(2 _ a3Ç 
= + 

(a - ()(1 - a()a 

a4(2 + a2Ç2 - a3(3 - a( + a2(2 + çz - ae 
+ = 

(a - ()(1- a()a 

- a2(2 + azç• + a4(2 _ a3(3 + çz _ a(3 
- (a- ()(1- a()a 

e 

. -a2(2 + a2(4 + a'~(2- a3(3 +e- ae 
hm = 

(-+O+ (a - ()(1 - a()a(2 

. - a2 + a2
(

2 + a4
- a3

( + 1 - a( -a2 + a4 + 1 
hm = < oo. c ..... o+ (a - ()(1 - a()a a2 
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De (2.53), temos 

a a log a ( ( 1) 2 ) ( ( 1) ? ) ~-t( (/) = I(/ = S( log ( 1 + a + ~ ( + O( ( ) 81r 1 - a + ~ ( + O((-) , 

e portanto 

!-L((/ ) = ?raloga(l + 0((2)) ao (~o+, 
( log Ç 

pois (a+ lr (2 = O( C). 

Subsliluímos agora (2.54) em (2.60) 

f.t((/) = 

?ra(loga)(1 + 0((2
)) 

_ 81r2 (log a)(a2 + 1)(1 + 0(81r- (/))(1 + 0((2 )) 

- (81r- (/) ( -log81r -log( a+~)+ log(81r - (7) + log(l + 0(81r- (/))) 

_ 81r2(log a)(a2 + 1)(1 + o(l)) _ 

- (81r -(/)( -log8?r - log(a+~) +log(8?r - (7)+0(8?r-(7))-

= 81r2 (log a)(a2 + 1)(1 + o(l)) ao(/~ 8?r _ . 

(81r- (/)log(81r- (/) 

Lem a 2.13 
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Demonstração : 
Temos que 

Substituindo (2.51) na relação acima 

11 ( (a) C\'-1 )-2 v( <7) = - 41f .À a A(() -;: + B( ()ra+I . 

log( A(()(;) C\'-
1 
+ B(()rC\'+1 ) r dr. (2.62) 

S . ( r ) 2a A . 1 r:: d Va 1-2o d eJa t = Va . ss1m r = t2a v a e r = 
2

a t2"0 t. 

Então 

o-I 

( 

a-2 ~ ~) 1 Vã 1-2o 
.log A(() -;;=r- + B( ()a 2 t 2a .jã i2a- t2"0 dt = 

tza 2a 

(-1 -(a-1) ~ 

1 a 2 (a 2 ) a 1-o = -4>. ~(A.(()+ aB(()tr .log ,._1 (A(()+ aB(()t) - to-dt = 
( t - 2a t 2a 2a 

-41f Àa21(-1 
= 2a( ( (A(()+ aB(()t)-2 . 

. (loga "-:;
1 

-log tc;-;.
1 + log(A(() + aB(()t))t 1 -;.a+a~l di 

- 21f Àa21C) 
= a( ( (A(()+ aB(()tt

2 
• 

. (a~ 1tog a+ 
1

- a log t + log(A(() + aB(()t))dt. 
~ 2a 
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Portanto 
- 27f Àa2 

11(a) = a{ (11 + !2 + !3) . (2.63) 

11 = O!-
1

Zog a 1'- 1 

(A(()+ aB(Ç)t)-2dt = 
2 ( 

a-1 [ -1 ]c' 
= -2-log a aB(Ç)(aB(Ç)t +A(()) ç = 

a- 1 ( -1 1 ) 
-2-log a aB(Ç)(aB(()(- 1 +A(()) + aB(Ç)(aB(Ç)( +A(()) = 

a - 1 ( -( 1 ) 
= -2- log a aB(Ç)(aB(() + A(()Ç) + aB(Ç)(aB(Ç)( + A(Ç)) = 

a- 1 -aB(Ç)(2
- A(()(+ aB(Ç) +A(()( 

= -2-(log a) aB(Ç)(aB(Ç) + A(Ç)Ç)(aB(Ç)( +A(()) = 

a- 1 1- ( 2 

= ~log a (A(Ç)( + aB(())(A(() + aB(Ç)Ç) -

a- 1 1- ( 2 

= --loga = 
2 

( ( i=ç?) ( + :~:=~J ) ( ~=ç~ + ( :(~~8)) () 
a- 1 (1 - (2)3 

= - 2- (log a) (Ç- a(2 +a- ()(1 - a(+ aÇ- (2) -

a- 1 (1 - ( 2
) a- 1 = -

2
-(Loga) a = ~(loga)(1 + 0((2

)). 

ç-I 

!2 = 1 ;ao: 1 (logt)(A(Ç) + aB(Ç)t)-2dt . 

Seja r = B(Ç)A(Ç)-1at, t = B(Ç)-1 A(Ç)a-1r, dt = B(Ç) - 1 A(Ç)a- 1dr, então para 
r+= B(()A(ç)-1aÇ e r_= B(Ç)A(Çt1aç-t, 
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12 = 
1

2
- a(A(()B(()a)-117

- (1 + rt2 (logr - logB(()A(() - 1a)dr = 
a T+ 

-1100 

=? (1 + r) - 2 (/ogr -loga)dr + o(l) = 0(1) ao (__.o+ . 
~a o 

ç-J 

J3 = j log(A(Ç) + aB(()t) (A(Ç) + aB(()tt2dt. 

Seja r= B(()A((t1a t, como na resolução de 12 • Então 

h= 1T_ log(A(() + aB(()B(()-1 A(()a-1r). 
T+ 

.(A(()+ aB(()B(()-1 A(()a- 1rt2 B((t' A(()a-1 clr = 

= 1-r_ (log A(()+ log(1 + r))(1 + rt2 (B(()A(()at1clr. 
'T+ 

Como A(()__. 1, B(() __. 1 e a__. 00 iW ( __.o+ 

13 =- (1 + rt2 Log(1 + r)dt + o(1) = 0(1) ao (--.o+. 1100 

a o 

Assim 
-'>1iÀa

2 (a -1 ) 
v(u) = ~a( ~(log a)(1 + 0((2

)) + 20(1) = 

-21iÀa
2(a -1) ( 4a ) 

= a(2a (loga) 1+0((2)+(a-1)logaO('l) = 
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já que 

= -1r.Àaloga (l + o(l)), 

' 
a: - 1 a: - 1 

lim -- = lim - - = 1 e 
( _,.o+ a: a-H)O a: 

. ( 2 4a . ) . ( 2 0((
2

) 4a0 (1) ) 
ltm O(( ) + ( l)l 0(1) = hm ( ~ + ( 1)l =O. (-oo+ a:- og a (-o+ ., a: - og a 

Além disso 

v(<7) = -1r.Àa[oga(1 + o(l)) = -S7r(/og()2 (1 + o(J)) ao ( ---?o+ (2.64) 
( ioga 

pois, por (2.44) 

>.a log a 8(log ()2(a- ()(1- a() ,_,o+ 8(log ()2 a 
- - - - -----t --'-----'-----'-----

( - (1 - ( 2 ) 2a log a a log a · 

Substituindo a expressão de ( dada por (2.54) em (2.64) obtemos (2.61), pois 

já que 

(log C?= (zog 81r- log (a+~) + log(81r- <7) + tog(1 + 0(81r- <7)) r= 
= (tog81r -log( a+~)+ log(81r - <7) + 0(87r- <7)r = 

= (log(81r- <7) + 0(1)? = (log(81r- <7)?(1 + o(1)) ao <7---? 81r, 

(log(81r- <7) + 0(1)? = (log(81r- <7)) 2(1 + o(l)) ao <7 ---? 81r 

equivale a 

20(1) 0(1) 
1 + log(81r- <7) + (log(87r- <7))2 = 1 + o(l) ao <7---? 87r, 

o que é verdade. O 

Observação : 
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As funções p,,(r) = ).é>. têm a propriedade peculiar 

lim p,,(r) = oo para 1" = Va, 
,\ ->O+ 

lim pÃ(r) = O para r =f. Vã. 
À--+0+ 

Demonstração : 

pÀ(1·) = Àev>.(r) = >.( A(()(~) a-l + B(()ra+J) -2
. 

Por (2.41), (2.42) e (2.43), temos 

8 2(2=L) ). = 8a2 (P = a Ç(l-a() = 8a2
( a - ()((1 - a() 

(1 + {32)2 ( ~)2 a2(1- (2)2 
l + ((1- a() 

, _ 8a2(a-()((1-a() ( (..jã) a-1 (..!:.__) a+l) -2 _ 
p,,(1)- a2(1- (2)2 A(() 1' + aB(() Va -

_ 8a2(a- ()((1- a()a-aa ( (Jã) a-1 (_!_) a+l) -2 _ 
- a2(1- (2)2 A(() r + aB(() Va -

= 8a2~ ( 1 - f)(l- a()(1- (2t2 (A(() ( ~) a-1 + aB(() (~) a+l) -2 

e, lembrando que Ç -+ o+, A(() -+ 1, B( () -+ 1 e a -+ oo ao >. -+ o+. 
Para 1· = Ja, 

implicndo pÃ( Jã)-+ S.oo.(l + a)- 2 = oo. 

Para r =f. -jã, 
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Vamos estudar 

8a2 

lim 2 = 
À--+0+ (A(() yf( + aB(()r"+'~fo) 

~ra-1 J'c 

= lim 8(log ()2 2 = 
(--+O+ (lo a)2 (A(()(+a2B(()r2") 

9 fir"'-10 

8 . ar2~-2(( log ()2 

..,.------,- h m ...,.--....,.......,--~--:-:-'--::~ 
(loga) 2 (-o+ (A(()( + a2 B(()r·2cr) 2 

(Log()2 2Log(z 
lim (( log ()2 = lim 1 = lim _1 ( ..... o+ (~o+ ( ( -+O+ (2 

-2 

= l .. ,m - 2 Log( 1· T 1· 2' O = llll -=1 = Jffi ., = . 
(-o+ ~ (-o+ (2 ( - o+ 

Assim, lim P.-\(r·) = O. para r· =J fo. O 
À-+Q+ 

SejaS o conjunto de todas as soluções radiais (À, v) de (P) e C o das soluções , grandes" 
(>.,V,\) parametrizadas por O' pelo Lema2.11. Além disso, definimos 0' , f./, e v para cada 
(>.,v) E S com v no lugar de V,\, respectivamente. Podemos, então, resumir lais procedi­
mentos no teorema abaixo. 

Teorema 2.14 As sol·uções (>.,v,\) em C são pammetr·izadas por O' e têm as pm­
p?·iedades assintóticas (2.59} e (2.61) . Especialmente, f./, e v não são limitadas em C. Por 
o·utro lado, elas são uniformemente limitadas em S- C. 

Demonstração : 
Devido aos Lemas 2.11 e 2.12, temos que mostrar apenas a parte final. 
Em primeiro lugar, notemos que em 
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temos O < 1 < a< A e B < (:J < B , para À E [t:o, À*], pois a> 1, já que a= 1 + ~ com 
L > O e, se a ~ oo => Ç = a01 ~ O => À ~ O por (2.44). Logo, para À > êo, existe A, 
constante, tal que 1 <a < A. 

Também, 
a- Ç 

(( ) ~ oo, quando (:J ~ oo. 
1- aÇ 

Assim, as ünicas possibilidades para ( seriam: 

Primeira: ( ~ a-1
, o que é impossível pois a> 1. 

Segunda: ( ~ oo 
Neste caso, 

1. a - ( 1. - 1 O 
un = 1m = <-= ((1 - a() <-= 1 - 2a( 

Logo, existe B constante tal que (:J < B. 

Por outro lado, se (:J ~ O, então, por (2.43), Ç ~a, 

. d cr/3 \ segum o que a~ 1, m --t O c 1\ --t O. 
1+,v 

Corno À> O, existe B > O tal que B < f3 < B . 
Temos agora 

Para 
O < 7' < 1, e0 ~ À :S À*, 1 < a < A e B < {3 < B. 

Também, 
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a2f32r2a-1 
Como O~ (1 + f32r2a)2 ~ A2B2, 

basta, agora, limitar o integrando quando r -t O 

(
8 a 2 132 r 2(a-1) ) 

2 2 . log >. (l+.lF r2<> )2 - oo 
l61ra f3 hm ( t + f32 2,.)2 = - - , r-o r 00 

r2o-1 

mas 

enquanto que 

_!}__ ((1 + f32 r2cx )2) = 2(1 + f32r20')f322a?·2a-L7.20'-l _ (1 + f32r20')2(2cr. _ l )7.20'-2 
dr r20'- l r4a-2 

Assim 

= 40:.82 (1 + f32r2a)r4a-2 _ (2a _ 1) ( l + 1321.2a? r2a-2 = 
r'~a-2 

4a/32 (1 + {32T201 )r201 - (2a- 1)(1 + .82r2"')2 
-
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16 
2/321· 2 2a- 1 (a - 1)(1 + {32r2a)- 2a7'2a 

= 1ra 1m r 
r-O 4af32(l + (32r2cx)r2a _ (2a _ 1)(1 + f321.2a)2 

o = l67ra2 /32 = o. 
-(2a- l) 

Logo existe uma constante D tal que Jt; J< D . 
Também, pelo Lema 2.9, a solução ''pequena, é limi tada para .À E (0, e:0].Portanto, 

observando que S - L não contém nenhuma solução além destas, completamos a demons­
tração. O 
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Capítulo 3 

- -SOLUÇOES NAO RADIAIS EM , 
ANEIS 

No caso n = A, mostraremos a existência de soluções não radiais através de um 
método variacional com multiplicadores de Lagrange. Para tal, introduzimos o problema 
geral similar de autovalores 

b..tt + >.j(u) =o em n, 
u = o em ôn, 

onde À E JR e f= f(t) é uma função contínua satisfazendo 

O < f(t) ::; C exp I t 19 para q E (0, 2) e C > O. 

Seja Tm a rotação de ~ em lR2
, isto é, 

Tm(x) = (1· cos (o+ ~), 1· sen (o + !:) ) , 
para x = (r cosO, r sen 0). 

Definimos os subespaços Vc~ e Vm de HJ(n) como segue 

Voo = {v E Hci(n) I v radial} 

e 

Vm ={v E H6(n) I v(Tmx) = v(x) para quase todo X E n} 
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e, por V compreendemos Voo ou Vm. 
É fácil ver que para v E V e À E lR, a solução w do problema 

também pertence a V. 
Introduzimos dois funcionais 

6. w + À f (v) = o em n 
w = o em an 

<l> (u) = 1 F(u)dx e J (u) = ~ 11 \lu 12 dx 

para u E HJ(O) , onde F(t) = J; f(s)ds , c definimos subconjuntos Kc de V por 

](c = {v E V I <I>( v) = c} para c E IR 

e números não negativos ic por 

Jc = inf{J(v) I v E J(c} quando Kc =f. 0. 
Observação: <I> está bem definido. 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

Para n c lR2 limitado, o Teorema de Imersão de Sobolev nos diz que H 1 (D.) c 
Lq(O) Vq E [2 , oo ), ou seja, para qualquer função da forma h(t) =I t lq , 2 :::; q < oo vale 

lo h( u(x ))d:c < oo, Vu E H 1(0) . 

Mas as funções h da forma acima não são ótimas. Pode-se obter uma condição do 
mesmo tipo para uma função h de crescimento muit.o mais rápido. 

De fato, no estudo de imersões de espaços de Sobolev em espaços de Orlicz, prova-se 
que a condição acima vale para h(t) = e12

, como pode ser visto em [1), página 242, teorema 
8.25. Está bem definido, portanto, o funcional 

<l>o : HJ (O) --+IR 

<l>o(u) =In Fo(u(x))dx , 

para toda F0 : lll --+ [0, oo) satisfazendo F0 ( t) :::; C e12
• 

Combinando este fato com a compacidade das imersões entre espaços de Orlicz (ver [1], 
página 241 , teorema 8.22), obtemos que o funcional <I> definido em (3.5) satisfaz Vk --+ v0 

fracament.e em HJ(O) implica <I>(vk)--+ <I>(vo). 
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Lem a 3.1 Existe Vc E Kc minimizante tal que Jc = J (vc) e que satisfaz a eq1wção 

~Vc + Àcf(vc) = 0 em !1, Vc = 0 em ÔD 

pam um mtLltiplicador de Lagmnge Àc no sentido clássico. 

D emonstr ação : 

(3.7) 

Seja { vk} uma sequência minimizante de J em Kc; então podemos supor que uma 
subsequência, ou mesmo { vk}, para simplificar, converge fracamente para algum v0 E V 
em HJ. 

Deste modo, 

e <1?( v0 ) = c, pois se Vk converge fracamente para vo, então existe Wk combinação convexa 
de {VI, ... , vk}tal que Wk coverge fortemente para v0 (pelo teorema de Banach-Saks ). Logo 
J(wk) converge para .J(vo), mas Wk = 'L~ a;v; e 

k k k 

J(wk) = J(:L aivi) :S :L ad(v;) :S L ai(!+ e) :S I+ e 
1 1 1 

para I = lim J (vk) · 
k-co 

Na linha acima, para um é > O dado, estamos supondo sem perda de generalidade que 
.] (Vi) :::; I + é v i . 

Assim J (vo) :SI+ é para todo e, o que implica J(v0) :::; I . 
Além disso , <P(vk) = c Vk , portanto, pela observa.ção anterior que afirma que Vk---+ v0 

fracamente em HJ(D) implica <I> (vk)---+ <I> (v0 ) , temos <1? (v0 ) =c. 
Desta forma v0 E I< c e vemos que v0 é um minimizante de .J em. I< c · A inda, <I> e J 

têm derivadas de Fréchet , respectivamente 

para cp E V, pois 

<I>'(v)cp = 1 f( v)cp dx e J'(v)cp = 1 \lv\lcpda; 

<I> (v) = 1 F (v) dx 

<l>' (v): HJ(D)---+ JR linear, 

<I>'(v)cp = lim <I>( v+ t<p)- <I>( v) = 
t --+0 t 
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. l F(v+t<p)-F(v)d · _ 1. l F(v+t<p)-F(v) .~ _ 
= hm X - l ffi <p ('X -

t-->O n t t- o n t<p 

= 1 F'(v)<pdx = 1 f(v)<pdx 

e 

J'(v)<p = lim J(v + l<p)- J (v) = 
t-0 t 

. 11 1 \l(v+t<p) 12 - I \lv 12 

hm-
9 

dx = (v= v(x1,x2)<,0 = <p(x1,x2)) 
t-o~ n t 

. 1 li ( ::1 + t %~ , ::2 + t %~ ) 1

2 
- I ( ::1 - ::J 1

2 

= hm- dx = 
t-+O 2 n t 

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ôv i~ ôv i 8cp ôv 8v 
= ~ r (lim &;;" + ax, + ã;; + ã;;; - ~ - ã;;; ) dx = 

2 Jn t--o l 

= ~ r ( lim 2t (I!; ~ + ~ ~) + t
2 

( ('*r + (;;;r) ) dx = 
2 ~ t-o l 

= ~ 12\lv\l<pdx = 1 \lv\l<p dx . 

Então existem mult iplicadores de Lagrange tt e v (tt, v) =J (0, O) tais que 

(3.8) 

Aqui tt =J O, pois, se tt = O, substituindo w E V no lugar de 1> em (3.8), onde w 
solução do problema D.w + f(vc) = o em n e w =o em an, teríamos 

f(vc) = -D.w e O = v 1 -D.w.wclx = 11 1 1 \lw 12 dx. 

Temos então \lw = O,logo w = O(pois \lw = O implica w = constante mas w 
O emô!l) e, conseqüentemente I(vc) =O, o que contradiz (3.2) . 

Seja, agora, Àc = -~. Temos 
I.L 
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(3.9) 

Isto garante que Vc é uma solução clássica de (3.6), como vemos abaixo. 
No caso V = V00 , V c = vc(r) é uma função de r =I x I e pertence a HJ(a, 1). Então 

Vc = vc(r) , x ·1 = r cosO, x2 =r senO, r= ) xi + x~ e dx = r·drdO. 

â1· 2x1 7' cos O 
- = = = cosO, 
âx1 2-Jxi + x~ 1· 

âr 2x2 = 1' sen e = seno. 
â x2 2-Jxi + x~ r 

(
ÔVc Ôr ÔVc Ôr ) ' ( )( Logo \lvc = -
8 

-
8 

,-
8 

-
8

. = vc r cos e,sen O), 
r x1 r x2 

( 
âcp â1· âr.p âr ) , 

\lcp = -
8 

-
8 

, -
8 

-
8 

= cp (1·)(cos O, senO) 
1' X 1 r X2 

e \lr.p\lvc = v~r.p' . 

Assim (3.9) transforma-se em 

211' 1\rv~r.p' - Àcrf(vc)r.p)d7· = O para r.p = cp(1·) E Có(a,l) . 

Isto significa que vc(r) é a solução fraca, isto é, no sentido de distribuições, da equação 

~(rv~)' + >..cf(vc) = O em (a , 1), 
r 

(3.10) 

pois, como 211' 11 

(rv~r.p' - Àcrf(vc)r.p) d1· =O, 

11 

( rv~cp' - Àc7'f( Vc)cp) dr = O. 

Mas 
./ 
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Assim 11 

( ~( 1·v~)' + Àc.f( Vc)) tp dr = O, 

obtendo (3.10). 
Dos teoremas de regularidade de soluções fracas, obtemos que vc(r) é suave com res­

peito a r (ver [7]). 
Da mesma maneira acima, no caso V = Vm vamos mostrar também que Vc é uma 

solução fraca de (3.7). 
Seja h E CJ(O) com suporte em 

Em= {X = (r cos0,1· sen 0) I a< 1' < 1, I e I<: }· 
Definimos H E Vm por 

H(x) = h(x) + h(Tmx) + h(T,!x) + ... + h(r;::- 1x), 

onde Tm é dado em (3.3). 
Para verificar que de fato H E Vm, vamos provar que II(x) = H(Tmx). 

H(x) = h(x) + h(1"mx) + h(T;lx) + ... + h(T;::- 1x ), 

H(Tmx) = h(Tmx) + h(T;lx) + ... + h(Tr~l-1 x) + h(1';::x) . 

Logo basta notar que r:::x = X . 

Isto é claro, pois 

Por indução 

para k = 1, T mX = (r cos (e + :) , r sen ( (J + :) ) . 

Supondo T!-1 x = (r cos (e+ (k- 1) ~) , r sen (o + (k- 1) : ) ) 

Seja 0 = O + ( k - 1) ~, 

T!x = TmT!-1x =(r cos( e+ ~: ) ,,·sen ( e+:)) = 
= (rcos (O +k~),1· sen (O +k~)). 
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Assim 

T/;:x= (rcos(B+m~),rsen(O+m~)) =x. 
Então, temos de (3.9) 

e, conseqüentemente, 

m r (V vc \7 H- >.cf(vc)H)dx = O 
}Em 

(3.12) 

Similarmente, para h E CJ(O) cujo suporte está. contido em Em após uma rot ação 
apropriada, nós n.inda temos (3.12). 

Sejam agora, uma função 1/J E CJ e uma cobertura de n formada por Ui = T~1 Em . 
Existe ej com suporte em Uj tal que L e j (X) = 1. Seja hj = '1/;8 ; . 

Assim, temos 

j 

e 

1 (Vvc\71/J - >.cf(vc)'I/J)dx = 

=L: r (vvcvhj - >.cJ(vc)hj) dx =o. 
i Jn 

Isto significa que Vc é uma solução fraca de (3.7). O 

Observação : 

(3.13) 

(3.14) 

Pela demonstração acima, observamos que a afirmação do lema é válida mesmo en­
fraquecendo a hipótese, ou seja, se tivéssemos ~(vc) = constante e f(vc) = O ainda 
obteríamos a conclusão do lema. Logo poderíamos trocar a condição (3.2), O < f(t) < 
exp I t lq, por f(t) < exp I t lq e, ou I(vc) >O ou ~(vc) =f. constante. 

In troduzimos um novo funcional 

M(v) = 1 evdx, para v E HJ(O). 
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E definimos im[J.L] por 

im[J.L] = inf{J(v) I V E Km,1,}, (3 .15) 

onde J é dado em (3.5) e Km,~< = {v E Vm I N!(v) = J.L}(m = 1,2, ... ,oo). 
Então existe um minimizante v = Vm,~< E I <m,JL que resolve 

t:.v + Àev =o em n , v = o em an (3.16) 

para algum ). E JR. 

Quando"" >In I, (3.17) 

onde In I é a medida de n , temos ).> o e obtemos a solução(>., v) para o problema (P). 
De fato, se supusermos ). < O, ternos 

Àev < O e t:.v ~O assim Lv = -t:.v ~ O 

e o máximo de v é assumido na fronteira, mas v = o em an, assim, v :::; o em n, o que 
contradiz (3.17). 

Agora estabelecemos um lema, através do qual encontramos as soluções de (P). 

Lema 3.2 Para qualquer inteiro positivo m, a desig1wldade 

(3.18) 

é 11erdadeira se J.l é suficientem ente grande. 

D emonstração : 
Como foi visto no teorema 2.13, para soluções "pequenas" :!LÀ, J.l é uniformemente 

limitado. Então, a solução (>., v00 ) com V00 E K 00, 11 é única (ih) para J.l suficientemente 
grande. Por isto, o ínfimo j 00 [J.L] de J(v) em Koo,1, é obtido por v= V 00 • 

Além disso, (>., voo) é parametrizada por CJ E (O, 81r) com as relações 

81r2(a2 + l)log a 
ft =J.L(CJ)= ( )l ( )(1+ o(l)) 81r - CJ og 81r - CJ 

(3.19) 

e 

1 -411" ( 1 ) 2 ioo[JL] = -
2

v(CJ) = -l - log 
8 

(1 + o(l)) 
og a 1r- CJ 

(3.20) 
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dos lemas 2.11 e 2.12. Portanto JL suficientemente grande determina a perto de 81r via 
(3 .19). 

Agora tornamos a estimar jm[JL} param < oo. Para este fim precisamos fazer uso das 
soluções radiais para n = D. 

Seja Wm um disco unitário em Em dado por (3.11 ), com centro em x0 e raio .:; , definimos 
funções U E HJ (Em) e Ws E Vm sucessivamente por 

U(x) = Us (~(x- xo)) em Wm e U(x) =o em n - Wm 

e 

lil!s(x) = U(x) + U(Tmx) + U(T!x) + ... + U(T:;:- 1x) em n, 
onde U s é a solução em n = D no teorema 2.3. Então 

Nf (l1Vs) = f ew• dx = m f ew• dx = 
Jn }Em 

= m 1 eU(x) dx + m f eU(x) dx = 
w $ } Em - Ws 

= m [,e"' ( ~(•-rol) dx + m 1~-w, 1 dx = 

= m L eu. (y)é
2 dy + m(l Em l - t:27r) (I Em j, medida de Em) 

através da mudança de variável y = ~(x- x0 ) E D. 
Assim 

NI( ltVs) = mt:2m(s)+ In l-mt:27r , 

onde m(s) é dado em (2.22) por 

In 1 é a medida de n e 

J(Ws) = ~ f I V'T!Vs 1
2 dx = ~m f I V'vVs 1

2 dx = Jn }Em 
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Como 

Assim 

onde 1J ( s) é dado por 

l!Vs lw.= Us(~(x - Xo)) , temos 'VWs = ~'Vus 

e I 'VWs 1
2= ~ I 'Vus 1

2 
• e 

TJ(s) = 11 \7 I dx = -161rlog(81r- s){1 + o(l)} aos ~ 81r- . 

(3.23) 

Como no caso ele u, fl suficientemente grande determinas perto de 81r unicamente por 
J\!I(Ws) = J.L. 

Conseqüentemente u e s correspondem-se pela relação 

2 81r
2 

2 81r2 (a2 +l)loga 
me 

8 
+ In 1 - me 1r = (

8 
)L (

8 
) (1 + o(1)). (3.24) 

1r - s 1r - u og 1r - u 

Como Ws (em (3.21)) pertence a Km,t• e, por (3.23) e (3.2<~1) , 

jm[fl] ~ J(vVs) = ~m17 (s) = ~m( - 1611" log(81r - u))(1 + o(l)) = 

= 81rm log (
8 

1 
) (1 + o(l )) ao u ~ 81r- . ?r - (J' (3.25) 

Comparando os lados direitos de (3.20) e (3.25) quando u --+ 81r-, obtemos 

~;: (zog (81r ~ (J') r > 8?rm (zog (811" ~ (J')) ~ 
log(81r - u) 

{:::} l > 2m ao u ~ 81r- , 
oga 

' d d . log(81r - u) 8 - . , 1 o que e ver a e, po1s Íog a ~ oo ao O' ~ 1r Ja que a < . 
Assim, 
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para J.L suficientemente grande. O 

Para caracterizar estas soluções não radiais temos que separar os valores críticos de 
Jm [J.L] para m finito. 

Lema 3.3 Para qualquer m inteir·o positivo temos 

jl[lt} ~ J2[/L} ~ ··· ~ Jm[lt} ~ ··· ~ Joo[lt} · 
Além disso, Jm[~t} < j00 [~t} implica 

Jl [~t} < h[~t} < ··· < Jm[/L]· 

Demonstração : 
Para cada v= v(1·ei9) E 1/,n, onde rei0 E C é identificado com 

(3.26) 

(3.27) 

X = (rcosfJ,rsenO) E JR2
, seja v(Tei0') = v(rei0 ) com O'= mO(O ~O'< 27r), assim, a 

função Sm : v E {/,n ---+v E HJ(D.) é sobrejetiva. 
Além disso 

1 r (1) 1 t 'Tr 11 
( (8v)2 (8v)2) 

J (v) = 2 Jn I \lv 12 dx = 2 lo a r 81' +r-1 80 d?·d(} = 

(1) 

= ~ t [ H:~r + ,.-· (:~n drdO= 

\;) ~ 12

7( 11 

(r(~~r + m 2
r-

1 (;~r) dT dO . 

I \lv 12= (~)2 + (~)2 
ôx1 8x2 

8v 8v 81· ôv ô() 
-=---+---
ÔXt 8r 8x 1 ô() 8x1 

Ôr = 2x1 = 2 cos O = cos (} 
8x1 1' 2 

80 8 ( (X2)) 1 - Xz2Xt - =- a1·csen - = -
8x1 8x1 1' V 1 _ ::1 2r3 

r2 
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(2) 

1 - XtX2 -X]X2 -X2 r senO sen O 
- - - --:;:2= -

~ r·3 Xtr2 r·2 

r 

ôv _ O ôv (- senO ) ôv 
Ô - cos ô + ()ll' x1 r r v 

(
ôv ) 2 =cos2e ( ôv ) 2 

_ 2cos0sen0 EJv ôv + sen
2
0(ôv) 2 

Ôx·1 ôr r Ôr ôO r 2 ôO ' 

Ôv âv ôr ôv ae 
- =---+---
âx2 Ôr ÔX2 f)fl ÔX2 1 

ôr = 2x2 =sen O, 
ôx2 21· 

ôO = ~(arccos (xl)) = -1 - x:x2 -
8x2 âx2 1' Vl _::i r 

r2 

1 X1X2 X 1X2 X1 r cos0 cosO 
r· 

r 

EJv - (} ôv cos e ôv 
-ô - sen -â + - - ôO' X2 r r 

( 
âv ) 2 _ 2 O (EJv )z 2 senO cos O âv âv cos2 O (ôv)2 

e - - sen - + --+ -- -
ÔX2 Ôr· r ÔT 80 r 2 ÔO 

Assim 

(~)2 + (~)2 = (âv)2 + ~(EJv ) 2 . 
Ôx 1 Ôx2 âr r2 ôO 

O' = mO, 
27r 

dO' = mdO, O ~ O < - =:;.. O ~ O' < 21i, 
m 

v(reimO) = v(r·ei0' ) = v(r·ei0 ), 
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Portanto, vemos que 

av av av av av ae' av 
ar - ar ae = ao = aO' ao = m aO' 

e 

onde 

1 r '/r 11 av 2 av 2 
lm(v) = 2 Jo a (r(ar) + mzr- 1 (ae) ) dr dO 

para v= v(ré0 ) E HJ(!1). 
Seja Vm = Vm(rei0 ) um minimizante para Jm em I<1,w Então 

Jm-d~t) ::=:; lm-t(vm) ::=:; Jm(vm) = Jm [!L) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

Jm-d~t) = Jm[!L] implica que lm(vm) = l m-t (Vm) ,portanto, 8~ff' = O. Em outras 
palavras, Vm E V00 e, conseqüentemente, im[~t] = j 00 [,u]. 

Logo (3.27) segue de Jm(J.L] < joo(J.L] por indução, pois 

J1 [,u] < jz[ft). 

De fato, ji[IL] = h[~t] => Jz(v2) = lt(vz) 

=> ~~2 = O => V z E V00 => j2[,u) = .ioo[Jt]. 

Suponhamos it[J.L] < h[,u] < ... < im- dlt]. 
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Obtemos im-1 [J.L] < im[J.L], pois 

im- I[J.L] = im[J.L] => J~(vm) = 

= lm- l(vm) =>a;; =o => Vm E Voo => jm[J.L] = i oo [J.L]. o 

D efinição 3.4 Definimos a classe da solução v pam o problema (P>.) como o mawr 
m (m = 1, 2, ... , oo) tal qne v E Vm . 

Teorema 3.5 Para qualquer inteiro positivo m, existe um número J.lm tal que, pam 
qualque1· J.L > J.lm, o p1·oblema (P) tem, solttçâo não radial (À, v) de classe rn, satisfazendo 
M(v)=J.L. 

D emonstração : 
Já obtivemos a solução v = Vm,,. E Vm tal que J(v) = im(f.L] < j 00 [f.L) para fL sufi­

cientemente grande no lema 3.2. Por isso, temos apenas que mostrar que a classe de v é 
precisamente m . 

Suponhamos que v E Vk para algum k > m . Então 

j k[{t] :S J (V) = j m [p] < j co [p] · 

Mas (3.32) contradiz o lema 3.3. 
Isto mostra que a classe de v é precisamente m. O 
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A 

APENDICE 

Vamos mostrar que 

para u = log E e À = 2]( onde E, G e F são os coeficientes da primeira forma. fundamental 
para uma superficie tais que E = G e F = O e f( é a curvatura Gaussiana. Logo 
esta equação expressa a procura dos coeficientes da primeira forma fundamental para 
superfícies de curvatura Gaussia.na constante. 

Definição 4. 1 Definimos o produto misto dos veto1·es P, Q e R por 

Lema 4. 2 Dados P, Q, R, A , B, C vetores de lfi3, 

( 

P.A P.B 
[PQR][ABC}=det Q.A Q.B 

R.A R.B 

P.C ) Q.C 
R. C 

onde M.N é o produto interno dos veto1·es M e N . 

Demonstração : 
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Q = (Qt, Q2, Qa) B = (B~, B2, Ba) 

R = (R1,R2,Ra) C = (C1, C2, Ca) 

p2 A2 ( P, 
(PQR]. [A BC] = det Qt Q2 Qa . clet .81 P, ) c~ B2 Ba = 

A, ) 
R1 R2 R3 c1 c2 C a 

= det ( ( ~~ 
p2 

P, ) C' A2 
A

3
)) ( P.A P.B PC ) 

Q2 Qa . B1 B2 Ba = det Q .A Q.B Q.C 
R 'I R2 Ra C1 c2 C3 R.A R.B R. C 

o 

Lem a 4 .3 Dadas as matrizes 

A = ( ~~; ) B = ( ~: t) 
g h i L m n 

det A - det B = clet ( 9~ ~ . -~ ) - dct ( ~ ! { ) . 
h ~-n l m O 

Demonstração : 

clet A - det B = g. det ( ~ ; ) -h. det ( ~ ; ) +i. det ( ~ : ) 

( bj ) (aj ) ( ab ) - l. det e k + m. clet d k - n. det d e = 

= g. det ( ~ ; ) -h. det ( ~ ; ) +(i- n). det ( ~ ! ) 
-(l.det ( ~ { ) -m.clet ( ~ {) )= 
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o 

Sejam, agora, S uma superfície em lll3 e f( a sua curvatura gaussiana num ponto p. 

Sabemos que 

onde 

eg-j2 
f( = EG - F 2 ' 

e = 
1 

[XXX] J E G _ pz u, 11, uu , 

f l [X X X ) e = J EG- p2 u, 11) uv 

g = l [X X X ] J EG - p2 u. , v' 1111 ' 

para X parametrização de S. 

Lem a 4 .4 

D em on stração : 

Evv = 2 (Xuvu ·Xu + X uv ·Xuv ) 

F= Xu.Xv Fu = X uu ·Xv + X u.Xuv 

Fuv = X uuv ·Xv + X uu·Xvv + X uv·Xuv + Xu.Xuvv 

C= Xu.Xv Cu= 2Xuv ·Xv 
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Assim, 

1 1 
- 2Evv + Fuv- 2,Guu = 

= -Xuvv·Xu -Xuv·Xuv +Xuuv ·Xv +Xwu·X vv +Xuv·Xuv +XuXuvv - Xm.t.v ·Xv- Xuv·Xuv = 
= Xuu·Xvv - Xuv·Xuv O 

Agora, substituindo e, f, g, E, F e GemI<, obtemos: 

f( = ; ~-=-~z = (E G ~ F2)2 ([X,., Xv, Xuu] .[Xu, Xv, Xvv] - ([X,., X v, Xuv]) 2
) 

Pelo lema 4.2: 

Pelo lema 4.3: 

( E 
K= (EG~F')'[det ~ 

pelo lema 4.4: 

1 ( E 
K= (EG-F')'[det ~ 

F 
G 

Xu .Xv 
Xv.Xv 
Xuu•Xv 

Xu .Xv 
Xv.Xv 
X uv ·Xv 

F v 2 

ºf - det F G 
F: - E,. 

'IL 2 

~ - ~ ) ( E 
Xuu ·Xvv- Xuv·Xuv fi: a .. 

2 

F F -~ ) (E F 1J 2 

G ~ - det F G 2 
F:-~ 1 I l !b. ~ 

u 2 - 2Evv + Fuv- 2Guu 2 2 

t ) l 

t ) l 
No caso em que F= O temos 

1 ( E 
I< = (EG)' [ det t o -~" ) - det ( ~ ~ lo~~ ) ] = 

lE 1 G Ev a .. - 2 I 1JIJ - 2 UU 2 2 

G 
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= . 1 [E(c(-~(E G )) Ev.Gv) Eu (c Gu) - E(- G~) _ Ev (-G Ev)] = 
(E G) 2 2 v v+ uu + 4 + 2 2 4 2 2 

(l)e(2) -1 [( Ev ) ( Ou ) ] 
= 2V'EG JEG v + VFIG u 

(1) 
E rpG E, (E.,G+EG., ) 

(~)v = :Jvv V L L7 -E~ 2VEG = 

Evv E C- f%:(Ev G +E Gv) 
-

EG.JEG 

(2) 

G G íJIG- G (E .. G+EG" ) 
( 

u _ uu V Jj L7 u 2JE G _ 

ftG)u- EG -

_ GuuEG- ~(EuG + EGu) 
- EG.../EG 

Assim, quando temos F = O, 

f( = _ 1 [ (~) + ( Gu ) ] 
2V'EG v'EG v ViiG u · 

71 



Se E = G c F = O, temos 

/( = -~ [(Ev) +(Eu) 1 = 
2E E u E u 

1 
= -

2
E6(logE) 

pOIS, 

6(logE) = (log E)vv + (logE)uu = ((1ogE)v)v + ((logE)u)u = (i) v + (;)u 
Assim, se log E = u, temos 

6u + 2/(eu = O, 

que está na forma da equação estudada para ). = 2](. 
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