Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Um Problema de Dirichlet

com nao Linearidade Exponencial
em Dominios Circulares

por
Marilaine de Fraga Sant’Ana

dezembro de 1994. &



dedico este trabalho ao Alvino e ao Victor



Dissertacao submetida ao Curso de Pés-Graduagao em Matematica
da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, sob orientagao do
Prof.Dr. Eduardo Henrique de Mattos Brietzke, como requisito parcial
para obtencao do grau de Mestre.



AGRADECIMENTOS:

Agradeco ao meu orientador, Prof. Eduardo Brietzke, pela dedicagao e estimulo.

Do mesmo modo, agradeco aos professores Artur Lopes e Pedro Nowosad o aceite em
participar da banca e as sugestoes.

Também quero expressar com carinho agradecimentos aos colegas pela amizade e
estimulo, em especial aos colegas Flamarion, Pedro, Rogério, Claus, Nice e Virginia.

Finalmente, quero agradecer ao Alvino e ao Victor, por todo carinho, paciéncia e
compreensao com relagao as minhas faltas, enquanto me dedicava a este trabalho.



RESUMO

Nesta dissertacao abordamos o problema:
Au+ Xe" =0 em §

=0 em 9f)

paraA>0e QCR*nos casosemque Q=D ={z||a|<l}louQ=A=
{x | a <|x|< 1}, a€(0,1). Encontramos primeiro as solugoes radiais e depois estu-
damos a existéncia de solu¢oes nao radiais no anel com auxilio de argumentos variacionais.

ABSTRACT
In this thesis we investigate the problem:
Au+Ade*=0in

uw=01n JN

for A\>0and Q CR*inthecasesof Q=D ={a||z|<1}orQ=A=
{z ]| a<|z]|<1}, a€(0,1). First we find the radial solutions and then we study the
existence of nonradial solutions in the case of the annulus by a variational approach.
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INTRODUCAO

Nesta dissertagao estudamos o problema
Au+ Xe'* =0em O

u =0 em 0f)

onde A > 0 é constante e Q C R?, mostrando a existéncia da solucio u.

Esta equacao possui uma interpretacao em Geometria Diferencial quando se procu-
ram os coeficientes da primeira forma fundamental, satisfazendo £ = G e F' = 0, para
superficies com curvatura Gaussiana, K, constante, ji que A(log E)+2Ke'?E = (), como
mostramos no apendice.

No capitulo 1, apresentamos alguns tépicos que sdo pré-requisitos para a leitura do
que segue. Dividimo-lo em quatro sec¢oes. A primeira trata do Teorema de Banach sobre
pontos fixos. A segunda, da convergéncia fraca e do Teorema de Banach-Saks. A terceira,
dos multiplicadores de Lagrange. Na quarta, é feita uma revisao de distribuigoes e espacos
de Sobolev.

No segundo capitulo, abordamos o problema nos casos em que  é o disco unitario
D={z||z|<1l}eoanel A={z| a<|z|<1},a€ (0,1)e apresentamos as solugoes
radiais, que, para {) = D sao as unicas solugoes.

Finalmente, no terceiro capitulo, usando argumentos variacionais, através dos multi-
plicadores de Lagrange, provamos a existéncia de solu¢oes nao radiais do problema no
caso em que ) éoanel A= {z|a<|z|<1}.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Neste primeiro capitulo, apresentamos as nogoes preliminares para a compreensao dos
capitulos 2 e 3.

1.1 Teorema do Ponto Fixo

Definicao 1.1 Sejam X e Y espagos métricos. Uma aplicagao f: X — Y chama-se
uma contragdo quando existe wma constante ¢, com 0 < ¢ < 1 tal que d(f(z), f(y)) <
c.d(x,y), para quaisquer x,y € X.

Teorema 1.2 (Teorema de Banach Sobre Pontos Fizos de Contracoes)
Se X € um espago métrico completo, enlio, toda contragio f : X — X possui um
unico ponto firo em X, isto €, wn unico y tal que [(y) =y.

Demonstragao : Ver [9], pagina 198.



1.2 Convergéncia Fraca

Definigdao 1.3 Seja X um espago normado, o espago dual de X, X*, € o conjunto de
todos os funcionais lineares limitados definidos em X .

v - e 5 -
Definigao 1.4 Seja X, um espago normado, (z,), .y seqiéncia de elementos de X
B il CAY
¢ xg € X. Se, para todos os funcionais [ € X*, a seqiéncia f(x,) — f(xo) ao n — oo,
-~ - w
entao dizemos que (x,) coverge fracamente para xq, € escrevemos x, — g.

Teorema 1.5 (Teorema de Banach-Saks)
Se (), v converge fracamente para xo, entdo existe uma sequéncia
m m
(Z/\;wg), com Z/\{ =1k /\,‘ 2 0 V?:,
i=1 i=1

que converge fortemente para xg.

Demonstragao : Ver [10], pagina 123.

1.3 Multiplicadores de Lagrange

Teorema 1.6 Seja X espago de Banach sobre IR, B.(xo) C X, J : B.(20) — IR ¢
® : B.(xg) — IR continuamente diferencidveis com ®(xo) = 0. Além disso, suponhamos
que

J(xo) = min{J(z): @ € B.(20) e ®(2) = 0}.
Entao, existem multiplicadores de Lagrange p € IR e v € IR, ndo nulos simultancamente,
lais que
pd'(zo).p + v @'(20).p = 0.
Além disso, se ®'(xq) # 0, entdao p # 0.

Demonstragao : Ver [5], pagina 333.



1.4 Distribuicoes e Espagos de Sobolev

Definigao 1.7 Dado a = (ay,...,a,) € IN", define-se
| o |= ay + ... + .
D € o operador de derivagio de ordem « definido por
el

Para o = (0, ...,0), define-se D°u = u. D; representa a derivada parcial %

Definigao 1.8 Seja 0 um aberto do IR", C§F(Q2) € o espago vetorial de lodas as
fungoes numéricas em §), com suporte compacto ¢ possuindo derivadas parciais continuas
de todas as ordens em (). Os elementos de C5°(Q) sao chamados fungées testes.

Definigdo 1.9 Diz-se que uma sucessio (¢,), v de clementos de C5°(2) € conver-
gente para zero, quando as sequintes condigoes forem satisfeitas:

a)Os suportes de todas as fungoes lestes p, da sucessio dada estao contidas em um
compacto fizo de §).

b)Para cada a € IN" a sucessio (D¢, ),y converge para zero uniformemente em (2.

Se p € C5°(Q2), diz-se que a sucessao (p,),. v de elementos de C§°(2) converge para
@ em C5°(), quando a sucessio (@, — @),y convege para zero no sentido acima.

Definigdo 1.10 O espago vetorial C3°(€)) com esla no¢do de convergéncia € repre-
sentado por D(2) e denominado espago das fungoes testes em ().

Definigao 1.11 Seja Q um aberto do IR". Uma distribui¢do sobre £ ¢ uma forma
linear T' sobre D(Q) que € continua na convergéncia definida sobre D(S2). Isto €, para toda
sucessao (p,),cpv de D(SY), convergente para zero no sentido da definigdo 3, a sucessio
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(< T,¢y >),c v converge para zero em K (K = IR ou Ue <T,p, > € 0 valor de T em
®v )

O conjunto de todas as distribui¢oes sobre () € um espago vetorial, o qual representa-se
por D'(Q). Neste espago, uma sucessao (1,),. py converge para zero quando, para toda
Jungdo teste ¢ € D(Q), a sucessao (< Ty, >), .y converge para zero em K.

Neste caso, escreve-se
lim 7, = 0 em D'(Q).

V=00

Diz—se lim T, =T em D'(Q) quando lim (7, —T) =0 em D'(Q).

y—0o0 v—00

Seja u uma funcao localmente integravel, a forma linear
& 0 S= / u(z)p(z)de Yo € D(Q)
Q

representa uma distribuicao T, sobre ().

Lema 1.12 (Lema de Du Bois Raymond)
Seja u uma fung¢do localmente somdvel em . Entio T, = 0 se e somente se u = ()
em () quase sempre.

Observagao

O lema de Du Bois Raymond assegura que, dada u localmente somavel em (2, tem-se
T, univocamente determinada por u sobre §2. Isto nos permite identificar a distribuigao
T, com a funcao u.

Definigao 1.13 Seja T uma distribui¢ao sobre Q! e o« € IN'. A derivada de ordem «
de T' € definida como sendo o funcional linear D*T', dado em D() por

< D°T,p>= (1) < T,D% > Vype D).

Definigao 1.14 Seja Q aberto do IR", representa-se por W™P(§2) o espago vetorial
de todas as fungoes u € LP(S)) tais que, para todo o com | @ |< m, D*u € LP(Q), sendo
D%u a derivada no sentido das distribuigoes.



Para cada v € W™P(Q2), definimos a norma de u por
lult,= 3 / | D°u(z) | da.
|ex|<m Q

O espago normado W™?(Q) € denominado espago de Sobolev.

Definicao 1.15 No caso particular p = 2, W™P(Q)€ representado por H™(S2).

Observagao: O espago H™(f)) é um espago de Hilbert com o produto escalar dado
por

(] v)m = Y (D | D) p2q).

feel<m

Definicao 1.16 Define-se o espago W""(§2) como sendo o fecho de D(Q2) em W™P(Q).
Quando m = 2, escrevemos HJ'(2) em lugar de W5 P(§2).

Observagdo: Intuitivamente, para uma fungao u € H'(Q) a condigao u € H}(f2)
significa que u = 0 em 9f).



Capitulo 2

SOLUCOES RADIAIS EM
DOMINIOS CIRCULARES

Seja a equagao dada por

Au+Ae'=0 em QCR? (2.1)

Fazendo uma mudanga para variaveis complexas, a colocamos na forma da equacao
. . 2
de Liouville, %ay!ogf = —%;2-
Neste capitulo, vamos determinar solugdes radiais quando @ C R*é D = {z | | z |< 1}
ouAd={z| a<|z|<l}com0<a<]l.
A mudanca de variaveis para obtencao da equagido de Liouville é a seguinte:

Seja & = (x1,@2) € R? e 2 = 2y + 1xy € C. Consideremos  dominio também em C.
z=x1+1ir, € w=x; —1iTy, assim,

z4w z—w
e o = ——
2 p 21

L

r =

Pela regra de cadeia

Ju  Ou dxy | Ou dxy 1 du & 3 ou
0z Oz 0z  0Ozy 0z 20z, 200z,

isto é,
a 10 i I @
0z 20z 20z,

oo



Ju  Ou Ox, + Ou Oz, __ iau B 1 du
dw Oz Ow = Oxy dw 201 2 Oxs

isto é,

H o 14
ow 20z, 2idxy

Portanto
Pu 10 3 1 Q*u 1 9%*u i 162u B
0z0w 40z 4 0x0xy 41 0z10z9 4022

1/70%0 % 1
53 z(a—..«;ﬁa—mg) = o

Substituindo em (2.1)

2,
Au+/\e“=004,a L + Ae* = 0.
zO0w
Entao a2 "
u " ¢
9z0w 4" (&2

Assim, obtemos a equagao na forma de Liouville para f = e".

Diferenciando (2.2) com respeito a z, eliminamos o termo ——-;:-c“.

Por (2.2) usip= —Agu

Logo obtemos

Uzzy = UzypUz. (23)



Como

oui _
Ty 20Uz
d 1
B (e~ %) =0
e assim
1,
Usy — U = S(z); (2.4)

onde S ¢ uma fun¢ao holomorfa de z.

Seja agora v = v(z,w) = ezxp(—3u(z,w)).

B 1 _ Ly Lk
Yy = (— §u;,)e.z:p(— _21.:) = —QUuz

= l(u +U)_ 1( ']' 2)_,
Vaz = 9 VU 22 UUz) = ) DUz 2”“‘: s

Logo

Ver + =5(z)v = 0. (2.5)

Consideramos agora (2.5) como uma equacao linear somente da varidvel z e tomamos
um sistema fundamental de solugoes ¢1(z) e @a(z).
Logo

v = eap(—gu(z,w) = fi(wler(z) + fw)pa(2), (2.6)

onde fi(w)(i = 1,2) sao holomorfas. Substituimos (2.6) em (2.2) temos

1
v=erp(—su) ec" = v 2
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1 1 1

Uy = ("éuw)emp(_su) = U(_—-‘ju"’)'

2v,, —2(Va¥ — VuV;) (22) A
u —

Logo u, = —— s == ——e®,
g0 Uy 2 w o2
s VgV — Uy Uz A =) " A
Assim ——— gv , OU S€ja, VsV — VyV, = —

Mas v,,v — Uty =
= (filw)pi(2) + falw)es(2)) (fi(w)pi(2) + fa(w)pa(z))—
—([1(w)e1(2) + f(w)ea(2))(fi(w)e(2) + fa(w)py(2)) =

= 91 (2)p2(2) [1(w) fo(w) + @1(2)p5(2) fi(w) fo(w)—
—p1(2)ey(2) fi(w) fa(w) — @1 (2)p2(2) fi(w) fr(w) =

= W(p1, p2)W(f1, f2),
onde W(f,q9)= fg' — f'g é o Wronskiano de f e g.
Entao
A
W(er, e2)W(f1, f2) = r (2.7)

Observemos que, para uma equacgao linear homogénea de segunda ordem
y" + a(z)y’ + b(xz)y = 0, que tem [ e g,solugoes linearmente independentes, o Wronskiano
de feg, W(f,qg), ésolugao de W'+ a(xz)W = 0. Portanto, como a(z) = 0, temos W' =0
e, assim, W constante. Logo podemos supor em (2.7)

W(pr,¢2) =1

W(fi, f2) = g'

Temos, agora,

o 3R()Giw)
T+ B2 (@)

(2.8)

11



onde Fi(z) = %{% e Gi(w) = %(EJ]-, pois

(14 Fi(2)Gy(w))? -
(3F1(2) G (w))

2
wa(z) fa(w

(1 + w1(z) fi(w)) _

1 («mz} ’(fe{w))’

Si(w) £ (w)=fi(w) f2(w) \ #1(2) fi{w)
g wa(z)f2(w) wi(z) f3(w)
L+ 20 0nw t Soiw) B
1 wh(z)er(2)—wa(2)el(z) Filw)fi{w)—falw)f](w) —
Ji(w) f3(w)=f{ (w) f2(w) wi(z) fE(w)
_ #i(2)fi(w) + 200(2) fo(w) + 3(2) fF(w) _
H/(‘Pls LrOZJ

= (fi(w)e1(2) + fa(w)pa(2))? = v

e

2 (§F()G (w))

Portanto, €“=v™" = ;
(14 Fi(2)Gq(w))?

Obtemos de (2.8)

d*u A

A (BF(2)Gy(w))

v

9z0w  4° 4 (1 4+ Fi(2)Gh(w))? -

—2F!(2)G" —ae
= TR RCIGT = a0+ FEIG )

ou,

Au = —Alog(1 + Fi(2)G1(w))?. (2.9)

Como a solugao u é real, entao o produto Fi(z)G;(w) em (2.9) também é. Por outro
lado, Fi(z) e G(w) sao fungoes analiticas com, no maximo, zeros ou pélos simples e,
além disso, G(w) é o conjugado de alguma fungao analitica GG2(2), = = W, a saber,
G1(w) = Gy(z). Conseqientemente, Fi(z)Ga(z) é real.

Seja Iy(z) = P(z)+iQ(2) e Ga(z) = p(2)+1i¢(z) onde P, Q, p, q sao fungdes de valores
reais. Vemos que a parte imaginaria de [Iy(z)G2(z) € zero, isto é, Im(F;(2)G2(z)) =0 =

Q(z)p(z) — P(z)q(z) e




Fiy, . P(2) +iQ(z)
(g)=)= 2(2) + 4 (2)

(P(z)p(2) + Q(2)4(2)) +1(Q(2)p(2) — P(2)q(2)) _ P(2)p(z) + Q(z)q(2)

- p*(2) + ¢(z) PR+ (2)
é de valores reais, o que significa que é constante, pois se glL = A(z,y)+:B(z,y)e B=0

temos B, = A, = B, = A, = 0, o que implica A = conslante.
Assim Gy(z) = CFy(z) para C € R.
Além disso, por (2.8), temos

§I:‘{G; § G’z‘(;_a
0<e*= A =—2 ¢ 4 queimplicaC > 0.
(1+ FyGh)? (1+§zé(_?2_)2' ! P

Lema 2.1 A equagdo (2.1) tem uma integral

Au_ PP -
8 (4] F(z) P> 40)
Em outras palavras, cada solu¢io u de (2.1) ¢ expressa por (2.10), onde F(z) ¢ uma

fungao analitica tal que o lado direito de (2.10) € de valores iinicos e positiva em Q. Além

disso, se Q) € simplesmente conexo, F(z) pode ser tomada como uma fungdo meromorfa
(de valores wnicos) com, no mdzimo, zeros e pdlos simples.

Demonstragao :

S Fl(z)Gh(w)
Por (2.8) " = ——2—
or (2.8) e T+ (o) G (@)’ mas

Ga(z) = Gi(w) e Go(2) = CFi(2)

assim

G (w) = cFy(2)
€ segue
oo SCHEEFE _ SCIRE) P
(1+CHR(2)F(2)2 (1+C|F(z)][?)?

Em geral ) nao é simplesmente conexo. Quando for, F' tem valores inicos.
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Tomamos F(z) = CzFy(z). Assim

| (=) |?
(1+ | F(z) P)*

u

_ B
~3

Observagao:

1) Quando Q nao for simplesmente conexo, a fungao F'(z) pode nao ser de valores
tinicos, pelo fato de que as solucoes ¢1(z) e @2(z) de uma equagao diferencial linear
homogénea podem ser deste tipo. Um exemplo desta situacao é a equagao y” + 1y’ = 0
em={2€C|0<|z|<1}, compi(z) =1e py(z) =logz. "

2)A funcao F(z) nao é unicamente determinada pela solucao u, como nos mostra o
exemplo abaixo.

Exemplo:
se F(z)= g,

| F'(z) | _ 1 1
I+ [ F(2) I = T2 =3 em 0D.

1

e be: X 29
Logo (s) = 5, ou seja, A = 2.

Entao
Apu_leuﬁ( : )"’_ !
8 4 T \I+|z[]2) T (1422
resultando ;
c =(]—E-—rz)2

Assim a equagao

Au+2Xe* =0 em D
u=0 em 0D

tem por solugao u = Iog-(l—_l_'h—}g.

Por (2.5), temos u,. — su? = S(z), S(z) fungio holomorfa de z.

oo D
5T Or oz

r=(2w)?

14



ar 1 4 1
5= g(zw) it = o
B r?zu(a?')? du J*r &__l( ‘bt = L2
Y22 = 512\ 0z Or 022 922~ 4 T E s
Assim
w? 4 ( w?)
Uze = Upp—— T Ur\ — —3
a2 Y 4r3
= 2 2 2
1 , w w w 4
S(Z) = U, — ;2—uz = murr — mu, = -é—TEu,.
Mas ]
u = logd — 2log(1 + r*) o que implica u, = — A
1472
Entao
8P —d4(141r?)  4(r?-1)
T (422 (142
Logo
w? r?—1 w? 2w? .
S(z) = P TR e T ) Bl e implicando S(z) = 0,

pois depende apenas de z.
Assim a equagao (2.5) fica v.. + %S(z)fu =v,, = 0.

Se tomarmos ¢; = 1 e @3 = z, obtemos F(z) = ‘%{f—; = z, que tem um zero simples e

nenhum pélo. Outra possibilidade é ¢y(z) = z e pa(z) = 1, obtendo F'(z) = 1 que tem um
pélo simples e nenhum zero e F(z) = — 2. Nestas duas possibilidades (llf]}ﬂr;“? — (1-1-1?}‘-"

Podemos, ainda, ter ¢1(2) = 241 e pa(z) = z — 1, assim F(z) = % =1- 4 que

tem um zero e um polo simples e F'(z) = (—:f-i}—,
2
Também —FGIE __ _ (l,fi.z) . 2 x> _
AmBEM MHFEPE = o\ - \FHPEEr) T
(1+(t4) )
2

- ((z +1)(w+1) —; (z— 1)(w— 1)) "

2 2 1
_(zw+z—|—w+1+zw—z—-w+l) _.(1+T2)2, i
15
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Pelo lema anterior, o problema (P, ), isto ¢, o problema (P) (Au+4-Xe* =0emQeu =0
em 9Q), para A fixo, é reduzido a encontrar I = ['(z) da forma descrita, satisfazendo

[P (M "
i+ [F@E ( ) em 082, (211}
A u

8
b 3 F'(z —
ja que ge' = (HJIF zl}l meu=0 em an.

Seja, agora, 2 = D = {z || z |< 1} C R A equagio para u = u(r) é

(ru’) + Are* = 0 para r > 0, u'(0) =0, (2.12)
ja que
1 1
AU = Uypr + —Uy 'l” _2'1509 =
r T

- l(?“urr +u,) = l(?‘M')'-
r r

A equacao (2.12) é integravel.
Fazendo a mudanca de variavel

u(r) =v(s)—2ser=¢e’ (2.13)
temos J d ¥ 1
Y winiy] _i} — _.i s — pF — 1 ----»f = — =77
u'(r)=v (s)dr 2dr , * =€’ es= logr assimi, Pl e~ ?,

logo u'(r) = (v'(s) — 2)e™?,

ru'(r) = v'(s) — 2,

(re'(r)) = 0"(s) 7= = v (s)e™",

ar
(re'(r)) + Ae® = (re'(r)) + Ae*e*Pe™? =

16



= (v'(s) + Ae*®)e™* = 0.

Assim
v'(s)+ A =0e lim e*(v'(s) —2) =0.
Vamos agora integrar (2.14)
v +Xe’' =0

!
U”U" B ,\'vfeu = 01 (%(U')?’ -+ A(’,U) - — 0, ((U’)z + 2/\8“)‘, = U

e (1;’]2 + 2Xe" = K, K constante.

Seja h = 2Xe” ,
h =2 e, K =ho', o' = f’i
1

Substituindo,

Iy 2 I.
(%) + h- = I\’, e (h")? - [1’\ . h) h.:" Assim, h! - i(m)h

m e~*(v'(s)— 2) =0= lLim e-S(h’(S) —2)

S=——00 §=——00

e, como h(s) > 0, A'(s) > 0, obtemos h'(s) = (VI — h)h.

Temos, portanto,

dh 3 1 “(\/K—h—\/ﬁ
— =ds, o
K =k TE AT 4 VK

VE-—h-VK VK-h-VK _ x, (L, = VR
VE —B4K JE =h—-+K ’

K-h+K-2VE-—WE _,
= L€ o

Assim

K-h—-K
2K —h—-2VKVK —h [ Vs
= L€
—5 ’

—2VKVEK —h = h(1 — LeVF®) — 2K,
AK(K — h) = B2(1 — LeVE*)2 — 4Kh(1 — LeVE?) + 4 K2

17

) = s+ M, M constante.
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eh(1 — LeVE*)? = —4K LeVE®
B -—4KLe‘/R5
Seja C = —L. Temos
_ 4KCeYFe
_ VE4KCeY®e(1 + CeVE?)2 — 4K CeV*2(1 4 CeVE*) K CeV¥?
n (14 CevEie)d
- C'e‘/m)

h!

K = VEK4KCe Kol —Ce* %)
(14 CeVEs)3

. VE(l - CeVEs)

T h (14 CeVEs)

Devemos ter lim e *(v'(s) —2) = 0.

§——00

lim e—s(v!(s) _ 2) = lim e—s(\/}?(l - CB\/K—&) — 2(1 + Ce‘ﬁ?“‘)) _

§— =00 (1 - Ce [\’s)
VK -2 — (VK +2)CeVE®

= lim , com lim CeV®*=0= lim €’(1 4 CeVr?),
S—+—00 es(l + Ce‘ff\rs) E—+—00 So—r—00 ( )
Logo a unica possibilidade de tal limite ser nulo é para VK = 2.Neste caso
4Ce?* 4Ce®
li '(s)-2)= lim ————= = lim ———— =0,
)= A O] — ik O

como desejavamos.

16Ce*
coow o A00€T
Assim h 11 Cer)?
8 Ce?* 8 &
e, e : on g¥= ¥ com C > 0. (2.15)

A+ Ceny? BB ENZEOT

Por outro lado, foi provado por Gidas, Ni e Nirenberg em [6] que toda solugao de (P))
para A > 0 deve ser radial. Conseqiientemente, obtemos o seguinte teorema.

]
* &
= ; - &‘h
ool g
\.'_‘.“-\'. Q“v
& v
& ® \‘N
QN
ng ‘L\"% \a z
\fq -\'.""‘ \#{S’



Teorema 2.2 Quando Q2 = D C IR*, o problema (P\) tem solugio somente para
A € [0,2]. Para estes N's, as solugoes de (Py) sio expressas explicitamente por

(£)C4 1
Uy = log—2——=— ¢ Jp=—(4 — A 2V4 = 2.
Uy log(l Gy com, (4 /\( +2v/ 2A) (2.16)
onde r =| z |.
Demonstragao :
u=0em Jf)
e 8
—_— e — - -“: p 2
(1) = Iog(1+C)2 O#AO 1+0C)

S8C =A1+C)Y A+ (2A—-8)C+A=0
—2)\ +8++/(2X —8)2 —4X2  —2X 4 84V4X? —2.2.8) + 8% — 4N?

G =

2\ - 2\
= e 8+24;/—2/\_+ }\ § A42VE=T,

Para obtermos tal C, A deve pertencer ao intervalo [0,2].0

Aqui observamos que estas solugoes radiais podem ser associadas com
1 ..
F(z) =C?2z(c > 0) em (2.11), ja que

F’(Z]:C%’_
Assim |
| F(z)] _ |C]2
I+ | F(z) 2 1+ [C ]z
Logo
| F'(z)] _ 1Clz _ (A} |
1+|F(*) l2"1_+|c..‘|_(s) e 083, (2.17)

onde C'=Cy = 14— 2 2v4 -

A quantidade p(z) = 1—_!_!;[;% tem o seguinte significado geométrico que é muito im-

portante,
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Sejam K a esfera de Riemann de diametro unitario, tangente ao plano w na origem,
onde w= F(z), F: Q— C, P:C— K, a proje¢io estereogrificae FF= Po F: Q2 — K.
Mostraremos que a area de F'({2) em K é dada por

| P |2
Y= —_— .
/ﬂ(l+|F|2)2 ‘

Seja, agora, do =| dz | e d os elementos de comprimento em (2 e em K, respecti-
vamente, dr induzido por F' : @ — K, a transformagao conforme natural associada a
F.

Entao é satisfeita a relagao

d HESE d
T = a,

I+ | F|?

De fato, na projecao, um ponto (z,y) € € corresponde a (£,7,() € K e (x,y) é a
imagem de (u,v) por F.

Assim
i 2 B y _ B4y - 1
R v S T e o
£2 2 2 29 4 s 43 29 ‘2
-————£ TH? ?'_Cdcr= $+y .5 TFW TC do
‘l£2+02 ’l£2+’02 $2+y2
22 | 22
; ]
Flu,v)=(2,1), logo | F' [i= 2
(u,v) = (z,y), logo | F' | PP
Flu,v) = (6,7,0),
entao

#(2® +y> +1) — 2(2zd +2yy) _ @(y* — 2’ + 1) — 2a2yy
B (B gt 1) T (@412
_ e —y*+1) — 22yd
T (P42 40P
2z + 2yy

20



&2 + 4

e I, Ty
Assim £ + " 4+ ( —m,

6‘2+T}2+(:2= 1
:&2+§2 (3,2+y2+1)2
2 2 2 ! F
4:17'r—\/|F"|2£-HIF +2C do = EM do = | izda.
Ty (22 +y2 + 1) 1+ | F |

Nesta terminologia, a igualdade (2.11) significa que o comprimento induzido de F(99)
em K € igual a
| F' |
sa 1+ | F |2
onde | dQ | denota o comprimento de d§). Como F é conforme, a 4rea de F(Q2) em K é
dada por

A do = (’\) |99 |, (2.18)

| P P2 / C A
EE 3 oy e s — - u.f,. 2
/Q(1+|F|2)2”’ L+ C PP nge - (2:19)

Quando Q2 = D, para uma solugao (A, u) de (P) definimos s por

= 8% =\ / e“da. (2.20)
Q

Utilizando (2.16) obtemos

2 rlg C+ 1 ZC+T’
T ————=——rdrdf = 2x. —_—
S /0 /; G Ci?_z)zrd? df 7y 4_/0 0+ C+r2)3d

Seja t = Cyr?, portanto dt = 2C,r e ¢ varia entre 0 e Cy. Entao

Yk d —1 164 —1
‘-:?,. :23. = *:2 4 ==
S 7r4/0 e 7’4[ ]o Wl(1+ci+l)

o 4Cr _ ., 34-)12v2-0%)
. 20
1+Cy T 1+i@d-rt2v/a-2x)
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= I ——

244 — 2) 244 — 2X

=2

(A — s = 4 — 2
2(4 — A +2v4 —2)) (24V4 —2X) = (24 VI 2N).

Logo todas as solugdes (A, u) de (P) podem ser parametrizadas por s € [0,8x], ja que

D<A

Teorema 2.3 Quando ) = D, exisle uma correspondéncia continua e injetiva en-
tre s € [0,87] em (2.20) ¢ a solug¢do (A\,u) € IR* x C(Q) de (P).Denotando a solugio

correspondente a s por (A, us), temos

1
Sﬂ_zs(&r — 8),

8x?

B o 2
m(s):/ﬂe d:.',—/\8 &= — ®

n(s) = f | Vu, |2 de = —167log(8m — s){1 + o(1)} quando s — 87~.
Q

Demonstragao :
Como ja foi calculado,

s = 2m(24+v4 — 2)).

Logo
8 g2 45
— -2 = 4—-2X, — — —+4=4-=2),.
2w s  4x? 27 *
s s? 8rs — g2 1
A 1 AS —_— —— —_ — 8 —_— -
S T 82 82 87r28( =8
Portanto

1
Assim obtemos (2.22), ja que

S s 82
m — Yady = — = = L
id) /Qe 4 X 8—:1:;5(8# —s) 8mr—s

(2.24)



Por outro lado, por (2.16)

s(8m — ) s(8m — s)
" = e ) T ) I e : 4 ™ =
Oy /\ (4 = A42V4 —2),) = (877_5)(1 e 172 )
872 327% —8sw + 5% 8x
= —=/ 1n? — s?
3(87r—s)( ) i&:r?\/ 672 — 8sm + s )
= —1—(321r2 — 8sw + Sz-l-S‘K(‘l?l’ —3)).
s(87 — s) .
Assim, -
_(8r—s)? B8r—s &
+_3(871'—3)_ 8 ; __S(S’J‘T—-S)_S?T—S
(R)C4
= uy(r) = log—2—"%__
eu=uy(r)=log (1 + Car?)E
_ . ()C* 2 (x)C%
Seja us(r) = ul (r) = log (_11_0?2_)2 uy(r) = 309'(1 + Ot
2 s o 8T — s
ondeC_—Sﬂ._SeCJr— o

- i 88— = Sr—
Basta tomar u, = u pois u}(r) = u2"7*(r), ja que, C* = C3™*,
Passamos agora a expressao de 7(s).

n(s) = / | Vug [2 dz = — -/ usAugdr = A / use“dr =
Q Q Q
_C SC'S
— ! -t 5.2
A, fg(ch) (og( As) 2og(1 + C*r ))dm

1 202y 8C: 3 3
T}(S) = 871'/[; m(fag( )‘S ) — 210g(1 +C_T ))d?

Sejat=14+C2r?, dt =2C*rdrel <t <1+ C*, entio

o(s) = Sw(/ll-wi fog(sii) %_ 2I/11+C' Iogidt)

(2.26)



e (55) [ ([ 421]  [ ) -

() () + - ) -

8s s 2{09 (l + 1-1-3_ E
- 87i' (Iog( 871*:3 ) ( 811'——3s ) + : 38 ‘9) 2 81r—ss
Biss 1 + ]‘ + Br—s 1 + Br—s

872 Br—s

o el ) () ) (B - )

8m —s
= 1637(309(8“_811 5) - B_STI")

n(s) = —16wlog(8n — s) + 167wlog 87 — 2s.

Agora basta provar que

—167log(87 — s) + 167log 87 — 2s = —16mlog(87 — s){1 + o(1)}

quando s — 87~

167log 87 — 2
De fato, lim o O Assim,
s—8r— —16mlog(8m — s)

167log 87 — 2s
—167log(87 — s)
d

= 0(1)1

o que mostra a afirmacao acima.

De agora em diante, vamos estudar as solu¢oes radiais de (P) no caso
Q=A={z|a<|z|<1} CR? onde0<a<l.

Toda solugao radial v = v(r) de (Py) com A > 0, onde (P)) é o problema (P) para um
A fixo, é obtida como uma solugao do problema de equagoes ordinarias (RP)), a saber:

(RP)) (rv") + Are” = 0 para r € (a,1), v(a) =v(1) = 0. (2.28)
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Aqui a fungao v(r) é positiva para r € (a,1),pelo principio do maximo, pois —Av =
Ae? > 0em Aev = 0 em JA. Assim, também, v'(r) é positiva em r = a.Veremos a
seguir que toda solucdo v = v(r) de (RPy) é caracterizada por seu comportamento perto

der=0.

Lema 2.4 Seja v = v(r) uma solugio do problema
(rv') + Are” =0, (2.29)

v(a)=0ev'(a) >0, (2.30)

onde A > 0. Entao, v = v(r) pode ser prolongada para ) < r <1 e existem nimeros reais
L>0eM, tais que

linl(v(r) — Llogr) =M, (2.31)
r—0
lim (v‘(r) = fi) —0. (2.32)
r—0t r ’

Lema 2.5 Para cada par de nimeros L. > 0 e M, exisle uma inica solugio v = v(r)
de (2.29) que satisfaz as condigées (2.31) e (2.32).

Observagao:

A funcao v nao tem minimos locais.

Demonstragao :

Reescrevemos (rv'(r)) + Are*(") = 0 como rv"(r) + v'(r) + Are’™) = 0.

Se r é ponto critico, entao v'(r) = 0, logo rv”(r) = —Ae"") < 0 e, portanto, r é ponto
de maximo local estrito.O

Observagao:

Toda solugao de uma equagao do tipo y"” = f(z,y,y’) com f continua se estende a
uma solu¢do maximal, isto é, uma solugao que nao pode ser prolongada a um intervalo
maior.

Seja (rv') + Are’ = 0 e suponhamos que v = v(r) esteja definida em [rg,7;). Vamos
primeiro provar um resultado auxiliar.

>

<&



Afirmagao:

Se existir lim,_, _v(r), entao v pode ser prolongada a um intervalo [ro,72), com
g 2> T

Demonstragao :

De fato, se
vo = lim v(r),
?'—*T'l_
entao,
lim (rv'(r)) = =Are™.

T—'?'l._
ogo, (rv'(r)) é limitada em [rg,r1) e rv' é de Lipschitz neste intervalo, sendo assim
Logo, (rv'(r))" é limitad 0,1 " é de Lipschit te intervalo, send
uniformemente continua. E existe lim,_., _ rv(r), portanto, existe lim,_.. _v'(r) = v;.
O problema de valor inicial

(rv") + Are’ =0, v(r)) =vo, v'(r)=uv

possui solu¢do em uma vizinhanga de rq, logo possui solugao em um intervalo [ry, ;) com
ra > 1. Isto permite estender v ao intervalo [rg, ;). O

Se v é solugdo de (rv')’ + Are? =0 em [rory) e v(r) > 0 Vr € [rg, 1), entdo

(rv'(r)) = =Are'™) < —Ar.

: 2 2 s 5 :
Assim (rv'(r) + \—’2'-)’ < 0 e rv'(r) 4 22 é decrescente, portanto, ¢ limitada superiormente.

Logo rv'(r) + \T"z <My, M{>0e7'(r) < —’—\25 — A-’:l._ Vr € [ro,m1)-

Isto implica que existe lim,—, _ v(r) e, pela afirmagcao, temos que v se prolonga a um
intervalo maior.

Como v nao possui minimos locais, v ou nao tem pontos criticos, ou tem um sé de
maximo local estrito.

Logo, ou v é monétona, ou existe r € (rg,71) tal que v é crescente em [rg, 7] e decres-
cente em [r,ry).

Mas, se v é crescente em [rg,r1), como v’ é limitada superiormente, segue que v é
limitada superiormente, portanto, existe limr__.,,l_ v(r) e, se v é decrescente em [r,7y),
como v > (), existe lim,_,,.]_ v(r).



Lema 2.6 Se v € uma solugdo de (rv'(r)) + Are® = 0, v posiliva em um ponto rg €
(0,00), entio v se prolonga ao intervalo [ro,00) € tem exatamente um zero ry € [ro,rs).

Demonstragao :

Seja r, > 1o tal que [ro,mm) € maximal. v(r) > 0 Vr € [ro, ), entao r,, = oo.

Mas v'(r) < —3F 4+ 2, logo lim,_.oo v'(r) = —o0, contradizendo que v > 0 em [ro, 00).
Assim existe r1 € [0,7,,) tal que v(ry) = 0. Como v nao tem pontos de minimo local,
v(r) < 0Vr € (r,rm) € (rv'(r)) = =Are?) > —Ar Vr € (r1,7). Portanto v'(r) >
—% - “—fz Vr € (r1,rm) com M, > 0.

Mas, v(r;) = 0, v < 0 em (ry,7), v ndo tem ponto de minimo local implicam v
decrescente em (71,7, ), assim, ]jm,._.,,mw v(r) = —oo0 ou r,, = oo.

A alternativa r,, < co nao pode ocorrer pois contradiz a desigualdade

Ar M,

v'(r) > B Tk~ Vr € (ri,mm).

Logo ry = 00. O

Demonstragao do Lema 2.4

Devido ao principio do maximo, v(r) < 0 para r € (0,a), ja que, v'(a) > 0 e existe
e > 0 tal que v(e) = =T < 0, pois, lim,_o+ v(r) = —o0, assim v(r) < 0 para r € (0,a),
pois, caso existisse 0 < & < a tal que v(x) = 0, terfamos um anel, cuja fronteira seria o
disco de raio 2 unido com o disco de raio a, de modo que, neste anel, v se anula na fronteira
sendo negativo no interior, assumindo assim minimo interior, o que é um absurdo.

Por isso, de (2.29), obtemos

e’ <1, =Are’ > =Ar, =Ar < (rv'(r))' < 0. (2.33)

Integrando (2.33) de r até a, com 0 < r < a, temos

/ —/\idt</ (tv'(t))'dt <0,

isto €,

—%(02 —r?) < av'(a) = rv'(r) < 0.

Existem nimeros positivos C; e C tais que
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Cg < ?“Ur(?‘) < 01 (234)

(&

Cy = av'(a) e Cy = %az.

Afirmagao

A fungéo v = v(r) pode ser prolongada a direita de r = 0.

De fato, como a > 0, v(a) = 0 e v'(a) > 0, entdo, para r > a, r préximo de a, v(r) > 0
e, para r < a, r préximo de a, v(r) < 0. Pelo Lema 2.6, a solucao se prolonga até oo.

Seja (a,00) o intervalo maximal de defini¢ao. Vamos mostrar que a = 0.

Como v(r) < 0Vr € (a — 0,a) e v nao tem minimos locais, segue que v(r) < 0 para
r € (a,a). Entdo —Ar < (rv'(r)) = —rXe” < 0. Logo, Cy < mv'r < Cy Vr € (,a) e
C2,Cy > 0.

Assim, se a > 0, teremos v’ limitada em (o, a) e existe lim,_.+v(r). Logo v se
prolonga a um intervalo maior, contradizendo que (e, 00) €é o intevalo maximal.

Sendo assim, a = 0.

Além disso, como rv’(r) é monétona decrescente e limitada com respeito a
r € (0,a), podemos tomar um nimero positivo [ tal que

. e
rlllgi rov'(r) = L.

De (2.33), obtemos, do mesmo modo acima,

-\, .
T(rz —e?) < r'(r) —ev'(e) <0, (2.35)

onde 0 <e<r<a.
Fazendo ¢ — 0 em (2.35) e divididindo por r a expressao, concluimos que

= %r <v(r) - £ para r € (0,a), (2.36)
T

de onde obtemos (2.32).
Por (2.36) sabemos que v(r) — L log r é nao crescente e limitada, ja que

L
(o(r) = Llogr) = v/(r) = =

o
P
no By o’
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Logo lim (v(r) — Llogr) = M. O

r—0+

Demonstragao do lema 2.5
Seja ¢(r) = v(r) — Llogr. Podemos considerar o problema equivalente para ¢

(re') + Arftle? =0, (2.37)
1 olr) = 1 A = 9 2Q
1_1_‘11{1)1r e(r)=Me Tl_1'1é1+ ¢'(r)=0. (2.38)

pois,

!
(T'LID;)!-*- A?'L+] e? = (?‘(U! _ E)) +4 /\T,L—+-leve—Lfogr - [?‘U’)’ b Are? = 0.
r

A mudanga de variaveis

r=e¢ e P(t)=p(r)—M (2.39)
transforma o problema (2.37) com (2.38), no problema
7(8) + XM = g, (2.37)
tlix_u Y = tlil_n‘ e~'p'(t) = 0, (2.38)
pois, ¢'(r) = w'(t}ﬁ, t=logr e L] - e~
dr dr
Logo ¢'(r) = ¥'(t)e”?,
! I ! ! dd‘! t ”
rel(r) = () e (g () = 2 = yriape,

(re'(r)) + Mt e =0, @7 (t)e™t + AelltBted(t)eM = 0.
Assim wn(_t) &+ /\\E(L-I-‘Z)t-i-Me?,b{t] = 0.
Também

'd"”“) = _Ae(L+2]t+Me¢'{!)

que, junto com (2.38), implica



¢ n
P(t) = —}\/ f e LADEM 908 g i (2.40)

Logo o problema (2.37)’ com (2.38)’ é equivalente a equagao integral (2.40).
O que serd provado ¢ a existéncia de uma unica solugao ¥ = (t)de(2.40). Para este
proposito, tomamos o espaco de Banach

X = {b=9()| $ €Cl-o0,~T]e lim $(t) =0}

com a norma do sup, onde T' > 0, e um operador ¥ em X tal que W(¢) é definido pelo
lado direito de (2.40). Entao, para T apropriadamente grande, o operador ¥ torna-se
uma contragao na bola unitaria {3 | ¥ € X, sup—s —17 | ¥(2) |< 1} em X. Ja que

t i
| ll}(»,’,{ul)(g) s l[](,)bz)(g) |S )‘/ / e(L+2}E+-'W | c'!’l(i) — e'-”?(f) | dfdﬂ <

5*/ ] T ENEMHgedn | () — al€) |=

ell+2)m

_ peMH / Tl 10O~ )|

AeM+1 p(L+2)t AeMH1=(L+2)T

Wsupc | £1(€) —2(§) IS (L-l-—Q)?'sup‘f | ¥1(€) — ¥a(€) | -

Assim, para obtermos uma contragao, basta escolhermos

‘ 1 . .
T L+2(fog)\-|-M+ I —2log(L + 2)).
Conseqlientemente, existe um tnico ¥* = ¥*(t) ponto fixo de ¥. Estendendo *(t)
para t > —T', obtemos uma solugao cldssica de (2.37)" com (2.38)’. O

Lema 2.7 A solugao v = v(r) do problema (2.29) com (2.31) e (2.32) é dada por

( %ﬂiﬁ'zr?{a—l])

_ : :)
v(r) = log Lt A (2.41)
onde
L 1 /X a\2
= = = —— | —¢' 249
a 1+2e6 2+L(2E‘ ) . (2.42)



Demonstragao :
De fato, v(r) dada por (2.41) satisfaz (2.29), pois

. AL + grie)?
vi(r) = 8a?32r2(a-1)

8&'2622(0: — 1)?"20_3)«(1 ofs ﬁ‘ZT'Zcr)Z o 8a2ﬁ2r2[a—i))\2(1 4 162?2“)2&&'2?*20_1
- N2(1 + BPrzayt =
_ 2a—1) 4af?ria-t 4aff*rie
B r 1 = poyda” 1+ B2r2e ©

, y -—80.'2[)’27'2“"1(1 4 ﬂzi.za) + 4&;32?‘2“2(21'621'20_'
(rv'(r)) = 53aE =
(1 + g2r2e)
_ bt
by (1 -+ ﬁl;,..!cr)‘z

Substituindo »(r) em (2.31) e (2.32), temos

assim mv'(r) = 2(a — 1) —

%02;92?.20‘-—2— L

(1 + B2r20)? ) =Me

lim (v(r) = Llogr) = lim :og(

lim (v'(r) B E) — i (Qa — . 4&62r2a—1) B

r—0% T r—o+ T 1+ Br2e

Vejamos, agora, que estas condigoes sao satisfeitas se & e J sido determinadas por

(2.42)

tig, (2 - Y ) =0 i (e =20 2L
mas 1”l_iglJr % £= flarrl_ig]+ ;T,l.z‘?ﬁ =0
Logo lim (2‘* _f_L —‘llafz::;) =0&2-2-L=0&a= 1+§
¢ ,li,r& !og(i?—:ﬁ_-?;—:—)—z) =Mé&
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] (l + %)252?-2(14-%}—2—[,

. 7Bl FrpPa-a=t M i 5
= i (Narmp) =" @ 3 50—y ey ¢
| g2 Ao L \71A
2= lim ————— = c———eM = (——) ZeM.
SR = T Tt LI (2 T L) 2
1 A M %
L0g05—2+L(§e ) =

Como a unicidade de v = v(r) ja foi provada no Lema 2.5, de fato, v(r) é dada por
(2.41) com a condigao (2.42). Assim, resta-nos apenas determinar os valores de a e /3 tais
que v(r) em (2.41) satisfaca as condigoes em (2.28),0u seja, v(a) = v(1) = 0.

Mas

B g a2ﬂ2a2(n—l) B ] (a_ﬁao—l)‘z B
v(a) = log (X———(l T 52“20)2) = Nt ey =
afa*? _ A%
¥ 14 Btam (S) '
_ 8 o8 \ _ 8 o’f* aff  (A\z
oW =lor(Sr ) =0 xmepr = e = ()
Logo se a® = (

=1 -1 1 .
lcfaﬂea-za =1 iﬁﬁfi = 1?{32@ =AWt %) = a(1 + 5°¢%)

= {32 —a 2 = G—i = o T ———— = C__ 3 2.43
Temos também

log ¢
fe' Jnrfogn‘ o=

(=a"=e = .
loga
Substituindo as expressoes de a ¢ 4% em
afa®t (A)%
1+ B2q%  \8
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obtemos .
E&.‘:’. a—( 2 'a_l
loge ¢3(1-a0)? * (A)%
2 \8§
L+ giag %

(log Q)(a — Q)3 (1 —ag)2¢z (A)%

a(loga)(1—al)+(a—C)C)  \8

A 2 _ (log()*(a—¢)((1 —al) _ . ..
= Sa*(loga)’ = J ‘l‘_ o = G(() (2.44)
com
g™ (2.45)

Por (2.42), > 1 e por isto ( varia de 0 até a. Cada solugao v = v(r) de (P\) em
Q) = A corresponde a uma solucao ¢ € (0,a) de (2.44). Assim, vamos investigar a funcao

G(C)-
Afirmagao 1:

G(C) é positiva em (0, a).
Demonstracao :

G(() >0 em (0,a) & (a—()(1 —al) >0 em (0,a)
& al <lem (0,a), mas ( =a* = al =a*t < 1

poisa<lea+1>]1.

Afirmacgao 2:

CE{& G(¢) = G(a) = 0.
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Demonstragao

oo o KoglPle— 01 —al)
A )= A (T—c2) =
. (log¢)* . (a=Q(—a¢) . (log()® oo
cl_]{(l]l =t (1_,%1{ (1-¢2)? acl—.“t])l 7
Logo
2(1 1
lim G(¢) = @ lim ogf)f =~ i B
¢—0* (—0* = (=0t (- 00
Novamente
1
A A . g . .
Cl_l-gh G(() = 2@:(1_1.1(11)?5r ) =2 cl_l.l'é".‘l'_ .=,
Afirmacgao 3:
- i s "
Cl_l.rélG(()—ooeG[a)<0
Demonstragao
i 1 ’ 4 " . .
G'(0) = T=g (109 0)* (= ¢(1 = aQ) + (@ = O)(1 = aQ) — aa — )¢+
2 : . y T x o o i
o (@ = 061 =aQ)) (1 = ) =21 = ) (=2)log ¢)*(a ~ ()((1 — a)].
Portanto, lim G'({) = o0
(=0t '
Finalmente
FE N o 1
G'(a) = i—a)

+ ((tog a1 = &) (=a(1 - a?)) <.

Lema 2.8 Quando a € (0.1), G({) tem wm 1inico ponto critico em (0,a).
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Demonstragao :
Substituindo ¢ = an no lado direito de (2.44), temos

(1 =)l —a’p) _

_ (logan)*(a — an)an(l —a’y) _ , 2 -y
G(C) - (1 . agng)g i Uogf”?) (I. = ﬂzﬁ‘z)z =a 9(7}')
c
A J(1=n)(1—a) s 2 :
o(n) = (log an)* = s ( e h(n)), (2.46)
1 1 1 1

o h(")="1+1—n+1—&2f;_1—an_1+an’

pois log g(n) = 2log(log an) + log(1 — n) + logy + log(1 — a®n) — 2log(1 — a*n?),

gn) 2 1 1 a’® 2a*y

1
o) “logany 1-n n 1—a@  1-ap?

(L—p)(1—a’p)r 2 _
(1 —a?n?)? (Zog an h(r})),

n a’n 2a°y?

assim ¢'(n) = (log an)?

com — h(n) =1

_l—n_l—azn 1 —a2p?
l—n—l_l_l—azn—-l 2—2a’2 -2

=1
i 1—19 1 —a?p 1 — a?yp?
1 2
:l l— ] [V —_— _——
+ l—-r}+l 1 —a?y z—lpl---a?iqr2
] S
B l—n 1—a?p 1l—anp l+4ay
1 1 1 1
Logo h(n) = -1+ +

l—n 1—a% - 1—an B 1l 4+ an
e, notando que A% 4 B%* > 2AB,

W(n) = 1 % a* a g a s
Ve A= T —amp?  (—an) ' (T+an? =
2a da’n 2a 8a’y

ZA-nO—at) G-aP Q-nl—an O-agp) "
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Conseqiientemente h(1n) ¢ monétona crescente, enquanto E;Tn é mondtona decrescente
em (0,1). Logo, ¢'(n) troca de sinal somente uma vez em (0,1), também, G'(() troca de

sinal somente uma vez em (0, a). |

Seja m*, o valor maximo de G(n) em (0,a) e A* = %&‘;E—F. Entao, do Lema 2.7,
obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.9 Fziste um nimero positivo X\* tal que o problema (RPy) tem , respecti-
vamente, duas, uma e nenhuma solugao para X € (0,A%), A= X" e A € (A", 00).

Demonstragao :

8G
Como A = _8GNG) e G(0) = G(a) = 0, temos, para A < A" = A\(m”),
a?(log a)?
dois pontos correspondentes e, portanto, duas solucoes de (RFy). Da mesma forma, para
A = A*, uma solugao e, para A > \*, nenhuma solugao. ]
Observacgao:

Como foi descrito acima, toda solugao radial de (P) em ) = A corresponde unicamente
a( € (0,a), eentao a @ € (1,00). Além disso, a correspondéncia é continua.

Para X € (0, \*), existem duas raizes { e ¢ de (2.44), uma perto de zero e outra perto
de a. As solugoes correspondentes Ty e vy de (Py) serao chamadas, solugio "grande” e
solugdo "pequena”, respectivamente.

Lema 2.10 Para qualquer r fizo em (a, 1), temos:

,\lfa UA(r) =00 (2.47)
e
Ali_r& vy(r) = 0. (2.48)

Demonstracao :
No caso de v, correspondente a (, a e 3 satisfazem ( — a, @« — 1, f — 0 e, con-
sequentemente,

%aw =(1+p*)*—=1a0)—=0".
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log B 42 {32 r2la—=1) .
Como, por (2.41), v(r) = WP—, temos limy_g+ v,(r) = 0.

No caso de vy, notemos que A = A(() pode ser tomada como uma fungao suave de ¢
perto de zero, e assim também « e 3.

Sejam agora K = (%)iaﬁ =1+p8%e A= A((), B = B(C), dados por

2
AQ)= oy ¢ BO= 5

Tais fungoes tém as seguintes propriedades assintoticas:

1 1-—a(

o — u T 2
A(Q) = 7 e 1 —al + O(¢?), (2.49)
e
B _ _a=¢ ¢ -2
pois,
. 1 B a _1—a(
K a=1 e T i '_1_~2?
) W+ (14 125)¢ ¢
p_ B _ a—¢ _a—=¢
K 1482 ((-aQ)¥(e=0\  a(l — (2
T ety a1 -0)
e
1 —af o 1=al=1+a(+P—al® (*1—al)
2z - 1 - ag = 9 = ]
1= 1-¢ {2
Cz(l-ﬂ_ﬂ
com lim {IH_C ) sod goie,
(—ot (2

Vamos, agora, obter vy(r) em termos de A(() e B(().

%021321-2(0—1}) _ 2{09( (%) 2Crﬂlr"j"') _

oA(r) = !o.f}( (14 Aoreay
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8/ af ro-l
- _QIOg(ii:(r'al*‘ * 527-64-1)) - —zlog([\’al"-‘ (%)n_l ¥ f__.;,-ﬂﬂ)-
Assim By(r) = ~2log (AQ) (%) + BO"). (2.51)

Temos, agora, ( — 0, a — oo, # — oo e, conseqiientemente, A(() — 1 e B(() —
1 se A — 0*. Assim

a=1

hm ﬁ).(?"] = ,\l}-gl'l' -2 Eog( + T‘a+1) = —2[09(0) = 0Q. O

A—0+ ro—l

No Teorema 2.3, todas as solugoes de (P) em @ = D sao parametrizadas por s = 8%,
onde ¥ é dado em (2.19) por ¥ = [ fﬁ-ll%llf)_" = 2 |, ¢"dz e representa a drea de F(R)
na esfera de Riemann K para F(z) = C'2z. Entretanto, para o caso ! = A, tomamos
F(z) = 2*. Neste caso, F'(z) = fz* = Bexp(alogz) = Bexp(a(log | z | +iargz)) =
Bexplalog | z | +i Arg z + ia2w), onde Argz é o argumento principal de z.

Para a do tipo 1, n inteiro, F'(z) = [36.12;";(11—1 log | z | +i422% 4 z:';—'r) que € n-valorada.

Conseqiientemente, a area de F(Q2) em K é dada por n¥ = (i) Y. Este fato sugere que
toda solugao radial (A, v) de (P) no anel A possa ser parametrizada por %fg e'dz.

Vamos agora mostrar que isto vale de fato para as solugoes (A, 7)) com X suficiente-
mente pequeno.

Definimos um parametro o para a solugao "grande” (A, 7)) de (P) em A por

A "
o= —/e""d:x:. (2.52)
@ Jo
Lema 2.11 A fung¢ao que a cada ¢ associa o € injetiva quando ( se aproxima de zero.
Além disso,
1
o = 87r(1 = (a o E)c + O(Cz)) quando ¢ — 0% (2.53)
e, portanto,
1 I1\-1 _
= g;(a + E) (8 —o)(1 + O(87 — a)) quando o — 87~ (2.54)
&1
38
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Demonstragao :
Seja a funcao

da ) (a=¢)(1 —af) @ 1 2 ;
1O =g 2 g — L (e )i +oY (2:55)
ao ( — 0%,
(1) Aa _ crzﬂ? a ((r: i() E_
8a2( ~ 1+ A2 a2 a it
I (B =) C
(a = )¢*(1 —al)’a _(e=0(1 —a()

T (-l Ha-0KC(1—al)  a(l-(2)2

( — O —af) —a(l =)+ (1 = *)*(1 +a®)¢ _

@ Jim R
i a~(52C~C+aC2—a+2aC2ﬂa(:4+a2C—2a2(,'3+a2C5+C-2C3+C5 B
L (1= Cpe -
im Sle—al®—2a%+a®C -2+ ) _a_,
{0+ Ca(l —C2)2 e

De (2.51) e (2.52), temos

A/ R
A o) «Bm(;ay'“))‘%drdh

(2.55) 8a?¢ f(¢) 2wa—n+1[; (A(C)(g)nﬂl -I-GB(C)(%)Q-H)_QTGQ‘ _

ac

= 16xaf(() f 1 (A(g')(@)“_1 4 aB(C)(%)GH)—Q,- d.

= 1

Seja, agora. a mudanga de variavel
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= (%)m, #= \/t_lt%, dr = 2—\/51'1;? dt.
Logo
¢ 1—a 14o 1 1 1-2a
o= 161raf((,')_/c (A(O'5R + aB(O)t3 )2\ fatie ‘2/;5 %a dl =
= 87/(C) ]C (1) (A(Q) + aB(O)t) Pat 'S dt =
_8af(Q) [ aBO)
B(¢) Jo (A(Q)+aB({)t)*
Assim
_ 8xf(¢) [ —1 ]C_l _ 8ma(l — ¢*)[(¢) (2.56)
B(¢) LA(C)+aB(()tic (A(C) + aB(O)O)(A()C +aB(C)) .
ja que
Srf(C)( - 4 1 )= Srf(C)(—CA(C)—aB(C)C2+A(C)C+aB(C))
B(¢) MA(¢) + 224 " A(¢) +aB(()¢ B(¢) \ (A(Q)C +aB(0))(A(C) +aB(¢)¢) /7

Substituindo (2.49), (2.50) e (2.55) em (2.56), obtemos
8ma(l — Cz)(l = (a + i)g‘ C O(Cz))
= 1zt o ala=00) (O=wK o a=Q)
(z—c2 + a(l—cz))( ¢ T a(l—m)
sra(1—¢?)(1 - (a+1)¢+0(¢?)

N 1-¢2 (,1=¢2
1=¢7 ) \21=¢2

O elemento O((?) em (2.53) é suave e sua derivada tende a zero quando ¢ — 0%, pois
é dado por f(().

- Sw(l - (a + %)c 4 O(C2)).

o 1
0(¢?) = (“a(_f’_( C‘*):U — 1+ (a+-)¢
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v _ (=(1 = af) —a(a —¢))a(l = ¢?)* — 2a(1 — *)(=2()(a — ()(1 —a() Iy
(O(C )) - az(l = Cz)z +(ﬂ.+a) —
_ —146al —a®+ (* + 2a(® — 3a®¢® — 4(? +a,+l
B a(l —¢?) a’
quetendeaLa_uz—+a+%=0a,o§-—+0+,
Conseqiientemente,
. do < 1
Cllr& :'E = —8rx (a + ;).

Também, lim¢_o+ o = 87, logo podemos definir ¢(0) = 87 e
¢ 1

Lh Tar(er D) £1px),

Assim ((o) = ((87) 4 ('(8x)(0 — 8%) + (¢ — 87)O(0 — 87) ao ( — 87~

e (o) = g(a + -é-)"‘(a —87) + (0 — 87)0(0 — 87) =

» Si;-r(a"l'é)_l(s’f—ﬂ'](l +O(8r — o). a

Eventualmente podemos considerar

I E/cﬁ*d::: (2.57)
Q
e
v= f | Vo |? da (2.58)
Q

como fungoes de o, p = p(o) e v = v(o), devido ao lema 2.10. Além disso, o comporta-
mento assintotico de o perto de 87 pode ser precisamente determinado.

Lema 2.12

87%(a+ 1)loga
(87 — o) log(87 — o)

plo) = (14 0(1)) quando o — 87~ (2.59)
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Demonstragao :
Temos em (2.44)

» _ (log ¢)*(a = €)¢(1 = af)
(L=¢%)*

\  8llog ¢)*(a —)¢(1 — ag)

@*(log (1= CF

gag(log a)

, coml =a"

Assim
o ad(loga)(l— ) e log¢
X = S(Iog(‘)z(a = C)C(l _aCJ, mas, como ( =a e a = Ioga’
a a*(loga)(1 — (*)? _aloga In . 5
A‘swwom—cxuhao"&hwg(+(“*Eﬁ**”¢0’

a2 (loga) (1=¢?)?

3 o a— —a 1 r
pois 20 -0 C—a _ | _ (a+ _)g =
a

aloga

8Clog(
_ (1 -2+ (") —(a—d’( = (+a®)a—d’(a—da®’C = (+ad®)(
(a —C)(1 —al)a
(a—a’ ¢ —(+al®’)
(a=Q)(1—al)a
_at— 2a%(? + a*C* — a? + a*C + a( — a*C? — a¥¢

s
(a—Q)(1 —al)a
+a4c2 + a?ci‘ . (ISCS _ ac 4 a‘Zc? F CZ _ GCS
(a—¢)(1 —al)a
B _aﬁcz e GQCst 3 a_4c2 _ 03C3 + Cz - ac:i
= (@a— )1 —al)a ¢
- —a2C a2+ ar = B+ 2 — al? B
¢—0+ (a = ¢)(1 — al)a(?
I —a?+a*(?*+a'—a®C+1—al _ —at+at+1 .
ot (@a—0)(1 —al)a = pe '
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De (2.53), temos

a  aloga

o) = $o = g (1+ (a )+ 08 (1 = (a4 Z)c+0(0Y),

e portanto
o) = 2514 0(¢%) a0 ¢ — 0%, (2.60)
pois (a-{- é)zCz = O(C?).
Substituimos agora (2.54) em (2.60)
plo) =

1 ma(loga)(1 + O(¢?))
.gl;(a + 5)_ (87 — o)(1 + O(8r — a))zog(;—,(a & 5)_1(87r — o)(1 + o(87 — or)))

_ 87%(log a)(a®* + 1)(1 + O(87 — o))(1 + O(¢?))
(87 — o‘)( — log 87 — log (a + ]E) + log(8% — o) + log(1 + O(87 — cr)))

872(log a)(a®* + 1)(1 + o(1))

B o) ( ~ log 87 — log(a + 1) + log(87 — 0) + O(87 — ) -

_ 8r*(log a)(a® + (1 + o(1))
B (87 — o)log(8w — o)

ao o — St

Lema 2.13
—87

- log a

v(o) (foggﬂ_l_ 0)2(1 +0o(1)) a0 0 — 87 (2.61)
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Demonstragao :

Temos que
v(o) = / | Vo, |2 de = - / Ty AUxdz = A / e’ Ddz.
Q Q Ll

Substituindo (2.51) na relacao acima

i) il / 1 (A(o (;)“_1 + B(g‘)rﬂﬂ)_z.

log (/fl(g)(-;f)“_1 + B(g)r0+1)r dr. (2.62)

o 2o 1 \/E 1-2a
Seja t = (m) CAssimr =tzaJaedr = 22—t 7a
! Va ya 2a

Entao e

C_l 2 atl a4l
V(o) = _zm/ (A(() =g B(g)a—;:ﬁi—)
¢ 1

2

dt.

-2

=1

log (A(C) “_;__ +B(O)aF t%‘)\/at% ;/jz‘ﬁ“ dt =

1
o

=1

a 2

W . T B(C)t) " dog( L2
= /C (A(C) +aB(()t) -og(t_a___l(A(CHaB(c)t))%h dt =

(a—1)
o 2a

t 2a

—4\a? f
= 2"’;; A+ aBOY,

.(zog T — log t5= + log(A(C) + aB(g)t))ﬁi—“r%df

B —2rda? [
al ¢

a—1 | —
( 5 log a + 5 logt + log(A(C) —I—aB(C)t))dt.

(A(C) +aB(C)1)™.
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Portanto

—27 Aa?
(o) = ;’;“ (L + L+ Is).

= ¢
b= g [ (AQ)+aB(¢)0) =

«

9 aB(()(aB(C)t + A(C
~i

1

= _lloga[ - =% ))]CHI -

=

(aB(C)(aB(C)C—l TAQ) " aBQ)@BO+ A(C)))

1

Il

(o000 t BOEEOTTAD)

_ 8= g ) Z4BIOC = A +aB(Q) + AL
= ——{ iy a)

2 aB(Q)(aB(Q) + A(Q)O) (@B + A(Q)

_ e 1 L= =
~ T2 YYACF aBOYAQ) + aBO)
R lfoga 3 -
2 () e+ 429) (25 + (32=9)0)
R (1 _C‘Z)S
= log a -
9 ( 4 )(C_ac‘z_|_a_g')(1—-a(:+ac—€2)
o — 1= a—1
=— (!oga)( ag - 5 (log a)(1+ O(C?)).

l —a

¢ .
n='= fc (log )(A(C) + aB(()t)%dt.

Seja T = B(C)A(C)‘ at, T = B(C)A(O)a™r; & = B(()™

7+ = B(()A (C) lag e 7_ = B(Q)A(C) 1a¢ Y,

T—

l—a

I = T log(B(¢) ™" A(¢)a™"r).

T4
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(A(Q) +aB(C)B() T A(Q)a™ ) *B(() T A(Q)a dr =

|

= f " (log(B(O) ™ AQ)a™) + log T)A(C) (1 + )2 B(O) " A(Q)adr =

)

= HAQBEQ0™ [ (147 leg 7 = log(BOAC) @)

Notando que A((), B(() — 1 e @ — 00 ao ( — 0%, temos

In= 12—aa (A(Q)B(g)a]_lf _(] -}-7)_2({097 & ZOgB(OA(C)_l(L)dT .
S m(l+T)"2(fog1'—loga)dr+o(1)=O(1)aoc_,0+.
2a J,

C—l
T /C log(A(€) + aB(O)t) (A(C) + aB(C)t) 2.

Seja 7 = B(()A(()™'at, como na resolucao de I,. Entao

e / " log(A(¢) + aB()B(C) ™ A(C)a~"r).
(A(Q) + aB(Q)B() A(C)a™"r) 2 B(() ™ A(C)a~dr =
= / “(log A(C) + log(1 + 7))(1 + 7 (B()A(¢)a)dr.

Como A(() = 1, B({) 2 lea— oo ao ( — 0

Tyi= é/w(l +7)"2log(1 + 7)dt + o(1) = O(1) ao ¢ — 0%,
0
Assim _ l
(o) = = (T3 (leg (1 +0() +20(1)) =

—2rAa*(a — 1) g 4a
- a(2a (loga)(l H)+ (a — l)logao(l)) -
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_ —mAaloga

c (1 4+ 0(1)),
ja que
=] ~1
lim = = lim g =1 e
C—v0+ (8} == 0 Y

i da i L, 0(C%) 4a0(1) B
C]—l.l"{l}lr (O(CZ) g (ax — l)t'ogao(l)) - (l_l.%ﬁr (Q ¢ W (a — 1)&'09&) =

Além disso

—7wAaloga

¢

—8(log ()?

e = log a

(14+0(1)) = (1+0(1)) ao ¢ — 0F (2.64)

pois, por (2.44)

Aaloga  8(log ¢)*(a — ¢)(1 — a() (ot 8(log ()*a
¢ (1=1(?)?aloga aloga
Substituindo a expressao de ¢ dada por (2.54) em (2.64) obtemos (2.61), pois

2

(log O? = (Iog 8r — log (a -+ :l;) + log(87 — o) + log(1 + O(87 — o-))) =

- (!og 87 — log (a + é) + log(87% — o) + O(87 — 0'))2 =

= (log(8™ — &) + O(1))® = (log(87 — &))*(1 + o(1)) ao o — 8,

ja que
(log(87 — &) + O(1))? = (log(87 — 0))*(1 + o(1)) a0 o — 87
equivale a
O(1) 2

(1 * log(8 _U)) =1+o(l) ao o — 8,
ou seja,

20(1) 0(1) -

i —a e e,

o que é verdade. 0

Observagao :
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As fungoes py(r) = Ae”™ tém a propriedade peculiar
lim pa(r) = oo para r = V/a,
A—0t
Alilgl-l- pa(r) = 0 para r # /a.

Demonstragao :

pr(r) = AP0 =2 (4Q(2) + BEOr) "
Por (2.41), (2.42) e (2.43), temos

8a2p2  8a (c(T%) _ 8a%(a—)¢(1 - a()

YO (1+ %)’ a?(1— (?)?
pa(r) = S C 20 (400) (L) i) (52) ™) 7 -
_ 8a’(a ;2(:()16(_1(;;0“-% (A(C)(@)n_] N “B(C)(—\;—'E)Ml)_z _

= 8a22 _,(_’: AN 2y =2 a\ -1 /T oyoatly -2
8?2 (1= )= a0t - (A0 ()" +eBO( 7))
e, lembrando que ¢ — 0%, A(() = 1, B(() = l e a — o0 a0 A — 0.

Para r = \/a,
Pr(Va) = 802 (1= 2)(1 — a)(1 = ) H(A(Q) + aB(C)

implicndo py(va) — 8.00.(1 4+ a)™% = co.
Para r # /a,

1

() = 80 (1 = )1 = aQ)(1 = )2 (A(Q) s + aB(c). Te) =

AP i’
Tt TABO—7)

=8a*(1 - g)(l —ag)(1 - Cz)_z(A(C)
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Vamos estudar

I 8a? _
AE};* 2 et m\2E
(4075 +aBO"7E)

8(log ¢)?

= |lim 7 =
(-~ 2 [ AQ) ¢Ha?B(¢) r2e
(log a) ( Jare—\/C )
—— lim -
(log a)? ¢—o+ (A(C)¢ + a?B(()r?)?

1
. 2_ pi (log¢)* . 2logCz
clirgx+ ¢(log €) _Cl—l{i?* — = lim ——

¢ Sl
-2
. —2log( . T .
= lim # = lim —_CT = lim 20 =0.
(—o+ 1+ (—0+ =3  (—0+
< ¢
Assim, J\lim+ pa(r) = 0. para r # Va. O
—0

Seja S o conjunto de todas as solugoes radiais (A, v) de (P) e £ o das solugoes ”grandes”
(A, 7)) parametrizadas por o pelo Lema2.11. Além disso, definimos o, y e v para cada

(A,v) € S com v no lugar de vy, respectivamente. Podemos, entao, resumir tais procedi-
mentos no teorema abaixo.

Teorema 2.14 As solugées (A, T)) em L sdo parametrizadas por o e tém as pro-
priedades assintoticas (2.59) e (2.61). Especialmente, p e v nio sao limitadas em L. Por
outro lado, elas sao uniformemente limitadas em § — L.

Demonstragao :

Devido aos Lemas 2.11 e 2.12, temos que mostrar apenas a parte final.
Em primeiro lugar, notemos que em

%cﬂg?r?la—l)) /

vy = tog(———(l + )
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temos0<l<a<AeB < B< B,para )€ [g,) ], poisa>1,jaquea=1+ % com
L>0e,sea—00=(=a"— 0= A — 0 por (2.44). Logo, para A > &g, existe A,
constante, tal que 1 < a < A.
Também,
a—¢
¢(1 —aQ)

Assim, as tunicas possibilidades para ( seriam:

— 00, quando  — oc.

Primeira: ¢ — a~', o que é impossivel pois a > 1.
Segunda: ( — oo
Neste caso,
a — -1
lim —— = lim =)
(—oo ((1 —al) ¢—eo1—2a(

Logo, existe B constante tal que 8 < B.

Por outro lado, se # — 0, entao, por (2.43), ( — a,
. of
seguindo que a — 1, ]

ez
Como A > 0, existe B > 0 tal que B < 8 < B.

Temos agora
B 8 2 F2p2(a=1)
0< =/ewdm=/4——d@;=
= Ja a (14 B2r2)?

1 @ 242 2(a—1)
S
:27:‘] ————-—qﬁ’" rdr.
s A (L+ pore)e

—0eA—=0.

Para
b<r<]l, egSALN, 1ca<cAeB<cp<B.
8 a2fir2e-1 8
A : e 22
ssim N1+ oty = EGA B
ep< -lEEAzBQ.
€o
Também,

|v|=|f | Vv, |2d:l:l——-[/\/e”"da:]=
2 Q

=
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1 292, 2a—1 292, 2(a—1)
8 o*f*r Sa*fr
= A -~ l dr | .
| 2m /0 A (1 + p2r2e)? Og(/\(l +ﬁ2r2°’)2) al

0’232’1"20_1 —_—
(1 +62r20)2 S A°B ?

basta, agora, limitar o integrando quando r — 0

Como 0 <

02627'20_1 ( 802ﬁ2?"2(a_1} ) B

16
1'_},% 6“(1 + fore)? g M1 + fEria)?
8 o2 §2 r2a=1)
16ma?B82 i fog(“””?’?"}i) _ X
Ta” 3 e (1452 r2a)2 =~
HEE d 2 32,.2(a—1)
8a?B2rile- d 8
Bl (—) - _(J (._ 232 2(::—1]) B 2, 20 ) -
i PO+ pp) = E NI AoglL+£7)
B %02322(0- = Jjr2e=9) Qar2e—l _ 5201 ((rr — 1)r2 2a
= %azﬁ‘zr'z(a—l) 1+ B2r2e - r2la=1 + ,8273")

— 9p2a-1 (0' -1 2 ) " 2?"20_1(0 —1)(1 + B%2) — 2ar?e
2o 1+ 62r20 T‘2°’(1 BT 62?'20) )

enquanto que

_il_((l 4 521,.2&)2) B 2(] N ,@2?"2“)6226”‘2&_]?‘2”_1 .- (1 ofe ﬁ2r2a)2(2a _ l)rza—z
dr -

r20—1 rda—=2

_ 4“52(1 4 ﬁ2r2a)r4c¥—2 _ (20 o l)(]. 3 ﬂ‘Z?,'Zc:rJ‘Z TZa—? B

.rda—Q

B 40’182(1 o ﬁ2r2a)r2o s (20, _ 1)(1 +ﬁ2r20)2

?‘20
Assim (
8(.‘!'2 Q2 1,.2 a—1)
fog( N (14582 r22)2 )
(1+.82 ria :!2 ===

r2a—1

167’52 liﬁé
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2r~Ha—1) (1462 r2“]-2 o rie

2427 (1482 r29) .
= 167{'0 6 11_1;13 4032(1_'_;3'2 ,.20)1..'20:?_(2&_1}“_'_[32 ,.20)2 ==
= 16wa?3? lim 2r2e—! (o= 1){1 + f*r??) — 2ar® -
r—0 daB?(1 + p2r2e)r2e — (2a — 1)(1 + [2r2e)2
. 0
= 16ra’f?—— = 0.
O =1

Logo existe uma constante D tal que | v |< D.

Também, pelo Lema 2.9, a solugao "pequena” é limitada para A € (0,&o).Portanto,
observando que § — £ nao contém nenhuma solugao além destas, completamos a demons-
tracao.D
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Capitulo 3

SOLUCOES NAO RADIAIS EM
ANEIS

No caso 2 = A, mostraremos a existéncia de solugées nao radiais através de um
método variacional com multiplicadores de Lagrange. Para tal, introduzimos o problema
geral similar de autovalores

Au+ Af(u) =0 em §, (3.1)
u =0 em 0,

onde A € R e f = f() é uma fungao continua satisfazendo

0< f(t)<Cexp|t]|? paraqe(0,2)eC >0. (3.2)
Seja Ty, a rotagao de 2& em IR?, isto é,
2 2
Tlz) = (?‘ cos (0 + —W), r .';en(ﬂ 1 -E)), (3.3)
m m

para & = (r cos 8, r sen 6).
Definimos os subespagos V., e V;, de Hj(£)) como segue
Ve = {v € H}(Q) | v radial }
e

Vi = {v € Hy(Q) | v(Trux) = v(x) para quase todo z € 0}
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e, por V compreendemos V., ou V,,.
E fécil ver que para v € V e A € R, a solugao w do problema

Aw+ Af(v) =0 em Q (3.4)
w =0 em 00

também pertence a V.
Introduzimos dois funcionais

1
O(u) = / F(u)dz e J(u)= 3/ | Vu |* da (3.5)
Q 2 Ja
para u € Hj(Q), onde F(t) = f; f(s)ds, e definimos subconjuntos K. de V por
K.={veV|®v)=c}parace R

e numeros nao negativos j. por

Je=wmnf{J(v)|v € K.} quando K, # 0. (3.6)
Observagao: @ esta bem definido.
Para @ C R? limitado, o Teorema de Imersao de Sobolev nos diz que H'(Q)) C
L)) Vq € [2,00), ou seja, para qualquer fungdo da forma h(t) =| 1 |7, 2 < ¢ < oo vale

/ hu(z))de < o0, Yu € H'(S).
Q

Mas as funcoes h da forma acima nao sao otimas. Pode-se obter uma condicao do
mesmo tipo para uma fungao h de crescimento muito mais rapido.

De fato, no estudo de imersoes de espagos de Sobolev em espacos de Orlicz, prova-se
que a condigao acima vale para h(t) = e’ como pode ser visto em [1], pagina 242, teorema
8.25. Estd bem definido, portanto, o funcional

Bo: HY(Q) = R

Dp(u) = /QFg(u(m))d:::,

para toda I : IR — [0, 00) satisfazendo Fy(t) < Ce".

Combinando este fato com a compacidade das imersoes entre espacos de Orlicz ( ver [1],
pagina 241, teorema 8.22), obtemos que o funcional ® definido em (3.5) satisfaz v — vg
fracamente em H} () implica ®(vi) — ®(vo).



Lema 3.1 Eziste v. € K. minimizante tal que j. = J(v.) e que salisfaz a equagao

Av.+ A f(ve) =0 em Q, v, =0 em 9N (3.7)

para um multiplicador de Lagrange A, no sentido cldssico.

Demonstragao :

Seja {vr} uma sequéncia minimizante de J em K,; entdo podemos supor que uma
subsequéncia, ou mesmo {vy}, para simplificar, converge fracamente para algum vy € V
em H.

Deste modo,

J(vo) < lim J(vi) = Je
k—oco

e ®(vg) = ¢, pois se vy converge fracamente para vy, entao existe w; combinagao convexa

de {v1, ..., v }tal que wy coverge fortemente para vo(pelo teorema de Banach-Saks ). Logo
k

J(wy) converge para J(vo), mas wx = ) | a;v; e

k k k
Jwe) =J() eiw) <> () <Y el +e) < T+e
1 1 1

para [ = lim J(vg).
k—oo

Na linha acima, para um ¢ > 0 dado, estamos supondo sem perda de generalidade que
J(v;)) < I +eVi.

Assim J(vg) < I + € para todo &, o que implica J(vg) < 1.

Além disso, ®(v) = ¢ Vk, portanto, pela observagao anterior que afirma que vy — vy
fracamente em H}(§2) implica ®(vi) — ®(vg), temos ®(vp) = c.

Desta forma vy € K. e vemos que vy ¢ um minimizante de J em K.. Ainda, ® e .J
tém derivadas de Fréchet, respectivamente

' (v)p = f flv)pdr e J'(v)p = / VoV dz
Q Q
para ¢ € V, pois
P(v) = / F(v)dz
Q
®'(v) : Hy(22) — R linear,

O(v 4 tp) — P(v) _
t

B ox
®(v)p = lim
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= lim Hlyk ftp) = dr = lim

t—0 Q t—o

]F" (,odt—_/f ) dx

Pl lim J[v + tp) — J(v) _

/1 v+igo) F(v)

wdr =

1
V(v+t 2 |WVul?
lim e / | (P) l | I r= (v=ov(21,22)p = @(x1,22))
av 2] Gv du
ll 8.1..1 + tafl :_-‘.1,2 + 81‘:2) |2 - | (51‘1 31‘2) I2(:E _
= t—rg‘? t -
2 2 2 2
Ju a dv a Hu Hu
L I (i (E ] viE e - (&) Yt =
— 2 Jo V=0 t B

t—0 ¢

&

L[ (B ) (@) (),
Q

1
:—_/‘ZVUthd:z::/VvVgod:c.
2 Ja Q

&

[intao existem multiplicadores de Lagrange pe v (g, v) # (0,0) tais que

,u./ Vo Veodz + v / f(ve)pde =0VYp e V. (3.8)
Q Q

Aqui g # 0, pois, se ¢ = 0, substituindo w € V no lugar de ¢ em (3.8), onde w
solugdo do problema Aw + f(v.) =0 em ) e w = 0 em 942, teriamos

f(ve) =—-Awel= v/ —Aw.wdr = y/ | Vw | dx.
Q

Q

Temos entao Vw = 0Jogo w = 0(pois Vw = 0 implica w = constante mas w =
0 emdN) e, conseqiientemente f(v.) = 0, o que contradiz (3.2).

|

Seja, agora, A, = —ﬁ. Temos
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/ Vo.Vedr — z\cf f(ve)pdz =0Vg e V. (3.9)
Q Q

Isto garante que v, é uma solugao classica de (3.6), como vemos abaixo.
No caso V = V., v, = v.(r) é uma fungao de r =| z | e pertence a Hj(a,1). Entao

ve =w(r), %1 =rcosl, z,=rsend, r =4/z} + 2} e dz =rdrdf.

dr 224 recosl 0
— i = cos 0,
dz, ‘.?.M;}:f + 1,% ¥
or x4 rsenf
= = = sen ().

9vs 2/t +a} T
dv. dr v, Or ,

dr Oz, Or 3_,32) = v.(r)(cos 0, sen8),
(a‘r" or de Or

B 6_9,;) = ¢'(r)(cos 0, sen 0)

e VoV, = vl

Logo Vv, = (

Ve =

Assim (3.9) transforma-se em

1
2'11"/ (rvie’ — Aer f(ve)p) dr = 0 para ¢ = @(r) € Cy(a,1).
Isto significa que v.(r) é a solugao fraca, isto é, no sentido de distribuigdes, da equacao

Y N o) e e i, 3 (3.10)

r

1
pois, como 2?1'] (rvle' — Aerf(ve)p) dr = 0,

a

/ (rvie’ — Aerf(ve)e) dr = 0.

1 ' 1
Mas / (rvlp') dr = {?‘v;np] —-f (rvl)dr =

-!/l-f
1
= —/ (rvl)'pdr it
i s Q)“
& &
S
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Assim /1 (%(rv;)' + /\Cf(vc))t,odr =4,

obtendo (3.10).

Dos teoremas de regularidade de solugoes fracas, obtemos que v.(r) é suave com res-
peito a r (ver [7]).

Da mesma maneira acima, no caso V = V,, vamos mostrar também que v, é uma
solugao fraca de (3.7).

Seja h € C§(f2) com suporte em

T
Em={$=(rc039,rseu0}| a<?<1,|9|<—r-;}. (3.11)
Definimos H € V,, por
H(z) = h(z) 4+ b(Tmz) + M(T22) + ... + R(T™ 1z),

onde T}, é dado em (3.3).
Para verificar que de fato H € V,,,, vamos provar que H(z) = H(T,z).

H(z) = h(z) + MTnz) + h(T22) + ... + K(TT 2),
H(Tpz) = h(Twz) + M(Tiz) + ... + H(T7'z) + b(T™z).

Logo basta notar que 7'z = z.
Isto é claro, pois

TEz = ('r cos (6 + k%),rsen (() + kg—{))

m
Por indugao

para k=1, Ty = (rcos(ﬂ + Z—T),rscn(ﬂ - 375))
m m

Supondo Tﬁ;—liﬂ = (’f" cos (9 + (k — ])?—E),rsen (0 + (k — 1)%))
Seja © =0+ (k—1)%,
Tme = TuTp e = (T' cos (@ + ‘%T),?'sen (@ + 2—;)) =
= (?‘COS(Q + ﬁf%),rsen(ﬂ + k%))
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Assim

The= (?‘ cos (9 + m%) \T Sen (0 + 'rnzi)) = &

m
Entao, temos de (3.9)

m/ (Vo.VH — A\ f(v.)H)dz = 0

m

e, conseqiientemente,

/(chVh. — Aef(ve)h) = 0.
Q

(3.12)

Similarmente, para h € CJ(92) cujo suporte esta contido em X,, apés uma rotagao

apropriada, nés ainda temos (3.12).

Sejam agora, uma fungao ¥ € C§ e uma cobertura de § formada por U; = T2 %,,.

Existe ©; com suporte em Uj tal que ) 0;(z) = 1. Seja h; = ¥0;.
Assim, temos

supp(h;) C U;, ¢ = Z h;
J
e
[ (706 = Acf(0)) da =
Q
=% / (VocVhj — Af(ve)h;) da = 0.
T Ja
Isto significa que v, é uma solugao fraca de (3.7). O

Observagao :

(3.13)

(3.14)

Pela demonstracao acima, observamos que a afirmagao do lema é valida mesmo en-
fraquecendo a hipdtese, ou seja, se tivéssemos ®(v.) = constante e f(v.) = 0 ainda
obteriamos a conclusao do lema. Logo poderiamos trocar a condigao (3.2), 0 < f(1) <

exp |t |9, por f(t) < exp|t|?e ou f(v.) >0 ou P(v.) # constante.

Introduzimos um novo funcional

M(v) = / e'dz, parav € Hy(Q).
Q

59



E definimos j.[p] por

Jm[p] = inf{J(v) | v € K}, (3.15)

onde J é dado em (3.5) e Ky, = {v € Vi | M(v) = p}(m = 1,2,...,00).
Entao existe um minimizante v = vy, , € Ky, que resolve

Av+Ae! =0em Q, v=0em I (3.16)
para algum A € R.

Quando p >| Q |, (3.17)
onde | © | é a medida de €2, temos A > 0 e obtemos a solugao (A, v) para o problema (P).
De fato, se supusermos A < 0, temos
Ae’ <0e Av >0 assim Lv=-Av >0
e 0 maximo de v é assumido na fronteira, mas v = 0 em 9, assim, v < 0 em £, o que
contradiz (3.17).
Agora estabelecemos um lema, através do qual encontramos as solugées de (P).

Lema 3.2 Para qualquer inteiro positivo m, a desigualdade

Jeo[#t] > Jm[p] (3.18)

¢ verdadeira se p € suficientemente grande.

Demonstracgao :

Como foi visto no teorema 2.13, para solugoes "pequenas” v,, p € uniformemente
limitado. Entao, a solugao (A,v.) com ve, € Ko, € unica (Uy) para g suficientemente
grande. Por isto, o infimo jo.[p] de J(v) em K, é obtido por v = v.

Além disso, (A, v ) é parametrizada por o € (0,87) com as relacoes

87%(a® + 1)log a

= o) = o= S (1 4 o) (3.19)
i = 50(0) = (o9 =) (1 +o(1) (3.20)
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dos lemas 2.11 e 2.12. Portanto p suficientemente grande determina o perto de 87 via
(3.19).

Agora tornamos a estimar j,,[pt] para m < oo. Para este fim precisamos fazer uso das
solugoes radiais para Q@ = D.

Seja w,, um disco unitario em %, dado por (3.11), com centro em @ e raio &, definimos
fungdes U € Hy(X,,) e W, € V,, sucessivamente por

(z) = us(-i—(:z: - mg)) em wy ¢ U(z) =0 em ) — wy,
e
Wy(z) =U(z) + U(Tmz) + U(Ti2) + ... + U(TZ ') em Q, (3.21)

onde uy é a solucdo em §) = D no teorema 2.3. Entao

M(Wy) = / eV de = m/ eV dx =
0 -

= mf V@) dy + mj V@) dy =
We Em—ws

s l:c-:vo
=m_/ e (‘( ])d::r+m/ lde =

Em—ws
= m/ e W2 dy + m(| Em | —=€%7) (| B |, medida de X, )
D

através da mudanca de variavel y = %(3: —z9) € D.
Assim

M(W,) = me*m(s)+ | Q | =me?n, (3.22)
onde m(s) é dado em (2.22) por

82

= u,d. =
m(s) /s;e F= e

| | é a medida de Q2 e

J(W,) = %/ﬂ | VW, | do = %m/ | VW, |2 do =

m
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= };m/ | VW, |? de.

Fi

Como y g
o W T (-_-(1 - :rg]), temos VW, = —Vu,

e | VW, = 513 | Vu, 2.

Assim

1 1 1
JW) = gm [ e |V dy = gmato)

onde 7(s) é dado por

1;(5)——-/;]|V|d;r::—lﬁ?rlog(S?r—.s){l+o(1)} ao s — 87~

Como no caso de o, p suficientemente grande determina s perto de 87 unicamente por

M(VVS) = K.

Conseqiientemente o e s correspondem-se pela relacao

8n? 8x%(a® + 1)loga
2 Ol —m 2 —
‘:r—3+ [ | ~mes (87 — o)log(87 — o)
Como Wy (em (3.21)) pertence a K, , e, por (3.23) e (3.24),

me

(14 0(1)).

Jmp] < J(W;) = é—mn(s) = %m[—lﬁ?r log(8w — a))(1 4 o(1)) =

&

=8mm’og(8 )(1—}—0(])) ao o — 87

R =

Comparando os lados direitos de (3.20) e (3.25) quando o — 87—, obtemos

;j?; (fog(srl_ J))2 7 Sﬂ'm(log(sﬂ_i_a)) &

- log(8m — o)

> 2m ao o0 — 87,
log a

¥ «  log(8m— _
o que é verdade, pois Myl%'r’_a”l — 00 a0 0 — 87~ ja que ¢ < 1.
Assim,

_}m[#] > J(Ws) > }m[lu']
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para p suficientemente grande. O

Para caracterizar estas solugoes nao radiais temos que separar os valores criticos de
Jm[pt) para m finito.

Lema 3.3 Para qualquer m inteiro positivo temos

Jile] € g2lp] < oo < gmlp] £ - < o[l (3.26)
Além disso, ju|p] < joo[pt] implica

ile] < g2lp] < oo < gim ). (3.27)

Demonstragao :

Para cada v = v(re') € V,,, onde re®® € € é identificado com
z = (rcosf,rsenf) € IR?, seja v(re?) = v(re??) com 0/ = mf (0 < 0 < 27), assim, a
fungdao Sy, : v € V,, — ¥ € H}() é sobrejetiva.

Além disso

s0)=5 [190r e 22 [T (3 45 (2)') dran -
=g£%£X4gy+f(%YWMM=
@ é /0 - f ‘ Q(g)z +m2r-1(g)2) dr do. (3.28)

Vo= (5) + (2)

g _ovor ovi0
Oz, Ordzy, 000z,

or 2¢7 2cosl

= cos 0

Er)‘?l_ T 2
00

d ( (.’L‘g)) 1 —29 224
— = —\arcsen|—) ) = =
dry Oxy r 1 _ 23

-tnls-;u
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rsenf sent

_ 1 —I1Ty —I1d2 _ —&2 _
VEE T e 2 2 g
=
dv v —sen 0y dv
Az, 603053 ( r )%’

(;7_;") W (Ov) _2cosiscnﬂg£g_;+fi%_29(%)zs

oo _ovor o
dzy  Or Ozs 00 Oxs’
or 22,

— = —= = sen,
dxy  2r
99 9 (arccos(x])) . e
0z 01:2 r 1 _x_; rd
i 3

I a2y zaxy @y rcosl  cosl

-_— = = .

/it 1 2912 12 r2 m

—aizsenﬂ% cosﬂ_@g
dxs T Or r 00’
e(_a%) _— g(g:) +236n£c030 %%_{_coj} (gz)
Assim
() +lam) =G a5

9
0 =mb, df' =mdf, 0<0 <= =0<¢ < 2r,
m

(?.eimﬂ) = i;(reiﬂ') = U(T‘ew),

=1
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dv v dv dv v 9 v
= = =M

or _or 00 90 90 90 0’

e
z m
M(v) = / e’ dz = m/ / e'rdrdf =
Q 0 a
2r 1 G
= / / i dit = M),
1] a

Imlp] = inf{Jn(v) | v € KL#}'}

onde

kil 2/“/ —63 +mzr_1(go) )dr df

para v = v(re'?) € Hy(Q).
Seja vy, = vm(re’’) um minimizante para J,, em K, ,. Entao

Portanto, vemos que

jm—-l[i“] < Jn-1(tm) < In(vm) = jm[ﬂ']

Jm-1[pt] = jm[pn] implica que Jpm(vm) = Jm-1(vm) ,portanto,
palavras, v,, € V. e, conseqiientemente, j,[¢] = joo[p).
Logo (3.27) segue de jn.[p] < joolp] por indugao, pois

alp] < g2[pl.

De fato, ji[u] = ja[u] = Ja(v2) = Ji(v2)
a?)z

=35 =0= v; € Voo = Jafpt] = Joolpe]-

Suponhamos ji[u] < jo[p] < oo < Jm—1pl-
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(3.30)

(3.31)

= 0. Em outras



Obtemos jm—1[p] < jm[p], pois
jm—l[.‘“] = jm[f“] = Jm(vm) =

— Jm—l(vm) — = U = Unm € Voo = jﬂl[.\u'] = Jm[“] =

Definicao 3.4 Definimos a classe da solugido v para o problema (Py) como o maior
m (m=1,2,...,00) tal que v € Vp,.

Teorema 3.5 Para qualquer inteiro positivo m, existe um nimero ji,, tal que, para

qualquer p > i, o problema (P) tem solugao nao radial (A, v) de classe m satisfazendo
M(v) = p.

Demonstragao :

Ja obtivemos a solu¢ao v = v, € Vi, tal que J(v) = julp] < joo[p] para p sufi-
cientemente grande no lema 3.2. Por isso, temos apenas que mostrar que a classe de v é
precisamente m.

Suponhamos que v € V. para algum k > m. Entao

jk[nu’] < J(U) = jm[:u] < .}COLU‘] (3'32)
Mas (3.32) contradiz o lema 3.3.
Isto mostra que a classe de v é precisamente m. o
3’
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APENDICE

Vamos mostrar que
Au+ de* =0

parau = log E e A = 2K onde E, GG e F sao os coeficientes da primeira forma fundamental
para uma superficie tais que £ = G e I' = 0 e K é a curvatura Gaussiana. Logo
esta equacao expressa a procura dos coeficientes da primeira forma fundamental para
superficies de curvatura Gaussiana constante.

Definigao 4.1 Definimos o produto misto dos velores P, () ¢ R por

P P, P
[P Q R] = det ( Q1 Q2 Q3 )
Ry Ry Rs

para P= (Pl,Pg.,Pg) & Hfa, Q = (Ql,Qz.,Q;g) € IRS eR= (R],Rz, R:}) € fRa.
Lema 4.2 Dados P, Q, R, A, B, C velores de R,

PA PB PC
R.A RB RC

[PQR][ABC]=det ( QA QB QC

onde M.N € o produto interno dos vetores M e N.

Demonstragao :
P=(P1,P2,P3) A:(A[,AQ,A:;)
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Q = (QlaQ% Q3)
k= {RlaR23R3) C= (Cls C?a C3)

j2
WQRHABQ:dm(QI
R,

P P P Ay
= det Q| Q-) Q;; s Bl
Ry Ry Ity C

Lema 4.3 Dadas as malrizes

a b ¢
A=\ d e [
g h 1

P,
Q2
R,

B = (B4, B, Bs)

.P3 A] A-z
Q.’i . det 81 Bg
ﬁ'ﬁ C] Cg

Ag PA
B =det| Q.A
03 R.A

a b j
B = (E [ k‘
Il m n

b

€

a ¢ a b
det A—det B=det | d f —det | d e
g h i1—n Il m

Demonstracgao :

b ¢

det/l—dCtﬁ'zg.det(e f

As
By |
Cy

P.B PC

0.B QC)

RB R.C
O

J
E )
0

)——k.(let(z ;.)-f—i.det(:; i’)

—Ldet(z i)-{—m.det(j i)—n.det(z :)=
b ¢
=g.det(€ f)—h.det(

b

—(!.det( - %

a

d;)+@—m@a(

)—m.det(; i)):
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a, e
- . /A
S o o

o T
i S

b c
= det e f — det
h i—n

. m 3 - ’
Sejam, agora, S uma superficie em IR” e K a sua curvatura gaussiana num ponto p.
Sabemos que

[

0O

. eg—J
K=ge-F

onde
E = Xu-‘Xm F = Xu-Xu: G = Xv-xv-:
1
= T Xtu Xu-:qu 3
°= TR =Tt ]
1

f=Tie= 7l

b, - - Xuv] ¢

1
——= XR,X!”.X‘,H L]
9= JBG =T )

para X parametrizacao de S

Lema 4.4 1 1
_aEuv + Fuv = ‘jGuu = qu-qu = Xuv-Xuv

Demonstragao :

B=XyXy By=2Xu0Xy
Eyy = 2(Xuvu-Xu + Xuv-Xuv)
F=X, Xy Fy=XyyXKot XoXyy
Fuv = Xuww - Xo + Xuw-Kow + Xuv-Xuw + Xu-Xuww
=XX, Ou=2Xun Xy
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Gms . 2 (-Xvuuv-tytr + -qunxtm)

Assim,

1

1
_iEvu + Fuv - EGuu —

= _quuuxu == Xuz---xuu + -me-Xu ‘i’)(uu—qu + ‘X'uu-Xuv + Xirx-uuv = -'Yuu.u«Xv = Xm:-th =
= XuuwiXpp — Xuw-Xuw a
Agora, substituindo e, f, g, £/, F' e G em K, obtemos:

» eg - f‘z l r 7 - - o o,
I‘ == EG b F2 — [EG _ F2)2([Au1 ‘X‘U‘J“X"U’.U]'[X!H‘X‘U'J A!J'IJ] - ([Xuaf\vs-xuv])z)

Pelo lema 4.2:

Au Xu Xu X -Xru-Af‘uv Xu'Xu Xu-X‘v Xu-Xlw
=5 G det X.X. X EXe |-l X XX XK. }
th. Xu qu X *X.mf.-‘th Xuv-Xu Afuv-Xv A’uv--’\’uv
Pelo lema 4.3:
E F,— S E F &
K= clet F Gy —det| F G &
4 232 2
(EG ) B F, ’—; Ry gy e Ko B G g |
pelo lema 4.4:
E F F,— S E F ?
K= det FoG Gu —det| F ¢ % ]
4 232 2
(EG F?) B g -lg 4R, — 10w By G [2]




e @a} , By B ﬁ 7 E,
o5 B0 (-5Ewrem)+ 22+ 3 (6 5) -B(-3) -3 (-e3)] -
=Qw;m[—EGEW—EGGm+gEEJ%+EJhG+EG§+ﬁGﬂ:
:-ﬂE;é?[EwEG-q—GWEGh%[E36'+Et,EC:‘U+GuEuG—G'ﬁE)] s
g L G
b 2\/-;—5; [(\/’E—GL ¥ (\/ﬁ)u]
(1)
B, \ _ BwVEG-E, (B0 -
(JEEL_ EG -
B, EG-E(E,G+EG,)
a EGVEG

( G ) =Guu\/E*G—Gu(_&.%%L)

VEG'™ EG
_ GuwEG-%(E,G+EG,)
a EGVEG

Assim, quando temos F' = 0,

K =

‘g\/;:—c: [(\/}?—a)v i (%)J-
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Se E =G e F =0, temos

pois,

A(log E) = (log E)ys + (log E)wu = ((log E),)w + ((log E)y)u
Assim, se log I/ = u, temos

Au+2Ke" =0,

que esta na forma da equagao estudada para A = 2K.

-]
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