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Resumo

O objetivo deste trabalho é calcular explicitamente a funcao densidade
espectral do processo estocastico estacionario dado por

X, =TYX,), te N

onde T, : [0,1] — [0, 1] é definida por

a é um parametro em (0,1) e X, tem distribuicao v, onde v é a (linica) medida
invariante absolutamente continua em relagao a Lebesgue. Mostramos ainda
que vale a Lei Forte dos Grandes Niimeros para o processo { X, };e v € obtemos
uma estimativa de a baseada em uma série temporal.

Abstract

The purpose of this work is to show explicitly the spectral density function
of the stationary stochastic process given by

X, =Ti(Xo), te N
where T, : [0,1] — [0, 1] is defined by

£, if 0<z<a
Tilz)=

sed), if agegl,
« is a parameter in (0,1) and X, has distribution v, where v is the (unique)
invariant measure for 7, absolutely continuous with respect to the Lebesgue
measure. We also show that the Strong Law of Large Numbers holds for the
process { X; }:en and obtain an estimate for the parameter a based on a time
series.
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1. Introdugao

Considere a transformacao 7, : [0,1] — [0,1] dada por

= se 0<zr<a
To(z) = (1)
dema) e a<z<l

onde a € (0,1) é uma constante.

Estamos interessados na analise espectral do processo estocastico esta-
cionario determinado pelos iterados desta fungao. Tal processo é definido
por

X, =TiXo), te N (2)

onde T} é o t-ésimo iterado de T, v é a (tinica) medida invariante absoluta-
mente continua em relagdo a Lebesgue para T,, calculada na secio 2, e Xp,
a variavel aleatéria inicial, tem distribuicao v. Neste caso, X,, para todo t
natural, também tem distribuicao v.

Calcularemos explicitamente a fun¢io densidade espectral deste processo,
definida (ver Brockwell e Davis (1991)) por

fx(\) = % (R (3)

Wk=

— 00

para todo A € (—m, x|, onde p(k) é o coeficiente de correlagio de ordem k do
processo { X }ienv

3R] = Covl Xy, Xepr]  _ BIXT5(X)] — E[X]E[T5(X,)] (1)
VVar[Xdy/Var[Xe.] VVar[X.)y/Var[T5(X,)]
se k € IN e p(k) = p(—k), se —k € IN.
Note que, sendo v invariante, (4) independe de ¢ e se reduz a:
) kv 7 1\2
p(L) - E[XtTa %}X;??][Xi](IEIAtD . (5)



A medida invariante v sera usada na obtengao de trés equagoes de recorrén-
cia envolvendo os coeficientes p(k) da fungao densidade espectral (Proposi-
goes 2, 3 e 4). Tais coeficientes nao serao calculados explicitamentes, mas das
trés equacoes acima e através do uso de trés séries de poténcia auxiliares (ver
expressdo (18)) obteremos a fungio densidade espectral (expressao (3)) (ver
Teorema 1) (ver Lopes, Lopes e Souza (1997a) para os resultados descritos
até aqui).

Mostraremos ainda que a medida invariante v é ergoédica. Concluiremos
que vale a Lei Forte dos Grandes Niimeros para o processo { X; },en. Calcu-
lando suas esperanca, variancia e coeficientes de correlacao de ordem 0 e 1
(Proposigido 4) vamos obter estimativas para « a partir de uma série tempo-
ral, através do Teorema Ergédico de Birkhoff (método dos momentos).

Em Lopes, Lopes e Souza (1997b) usamos técnicas semelhantes para fazer
a analise espectral de um processo gerado pelos iterados de uma outra funcio
T no intervalo [0, 1]. Essa fungao é dada pela divisao de [0, 1] em n intervalos
encaixados B;, i € {1,2,...,n}, e pela divisao, para cada 7 € {1,2,...,n}, do
intervalo B; em n subintervalos encaixados B;;, j € {1,2,...,n}. Fazemos
T ligar o intervalo B;; ao intervalo B; por uma reta crescente, que une as
extremidades inferior e superior de B;; as extremidades inferior e superior
de Bj, respectivamente. Desta vez a medida invariante é dada por uma
densidade constante em cada intervalo B;, e a fungao densidade espectral é
dada pelo mesmo Teorema 1 aqui provado, em fung¢ao da série de poténcias
~ relativa a este outro processo (analoga a definida em (18)).

Finalmente, Lopes, Lopes e Souza (1996) contém um resumo destes dois
casos e do outros tratados anteriormente (ver Lopes e Lopes (1998)).

2. A medida invariante

Inicialmente calcularemos uma medida v invariante para T, absoluta-
mente continua com relagao a Lebesgue. Depois mostraremos que esta me-
dida é Unica e é ergédica, e do Teorema Ergédico de Birkhoff obteremos a
Lei Forte dos Grandes Niimeros para o processo {X;}ien.

Evidéncias computacionais sugerem uma medida » dada por uma densi-
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dade constante por partes g(z) da seguinte forma:
_fec, se aeoa)
gis)= { d, se ©€[a]1] . (6)

Provaremos que v, definida pela densidade g, é invariante para 7T}, , desde
que com constantes ¢ e d adequadas.
Sendo densidade em [0,1], g(z) deve satisfazer

1
v([0,1]) = f g(z)dz =ac+ (1l —a)d=1 (7)
0
e, por ser invariante, deve satisfazer a seguinte equacao funcional
V(T ([a, b)) = v([a, b]) , (8)
para quaisquer 0 <a< b<1.

Reescrevendo a equagio (8) em termos de ¢ e d, temos trés possiveis casos:
i) se a < b< a,entdo

i, B = s el U ot i(}_;;fi),a Lb—a)

a
e (8) pode ser reescrita como

sl —djest el = D = (i, (9)

a
17)se a < a < b, entao

;' ([a,b]) = [ca, ab] U [a R 1 ;aa, 1]

e (8) pode ser reescrita como
l—a
a(b——a)c—t—(l—-a— a)d:(b—a)d+(a—a)c. (10)

11) se @« < a < b, entdo

75 ([a, 8]) = [oa, ab]

e (8) pode ser reescrita como



a(b—a)c=d(b—a). (11)

Nos trés casos acima, a resolugao do sistema formado pelas expressoes
(7) e (9) ou (10) ou (11) resulta em ¢ e d como fungao de a apenas, nao
dependendo de a e b:

1 1
C—m e d——g_a. (12)

Portanto, provamos que a densidade g(z), definida por (6), com ¢ e d
escolhidos como em (12), é tal que

V(Tcx_l([a's b])) = V([a’a b))

para todos a e b pertencentes a [0, 1]. Como a semi-algebra dos intervalos gera
a o-algebra de Borel em [0, 1], temos que a medida v, dada pela densidade
g(z), é invariante para Tj,.

Para mostrarmos que v é a inica medida invariante absolutamente continua
em relacao a Lebesgue e que é ergodica, usaremos o seguinte resultado (ver

Lasota e Yorke (1973) e Lasota e Mackey (1994)):

Proposigao: Se T € uma transformagio expansora definida em um in-
tervalo, entdo existe wma inica medida invariante absolutamente continua
com relagao a Lebesgue. Além disso, essa medida ¢ ergodica.

A transformagao T, em (1) é expansiva se e somente se @ > 1. Porém,
podemos mostrar que 72 é sempre expansiva. Para isto basta considerar a
expressao de T

= se 0<z<a?
S
TXz)=¢ &=, se a’<z<a

onde a derivada de 772 é

10



, se a*<z<l,

]l —«
que sao valores sempre maiores que 1, qualquer que seja a, 0 < a < 1.

Logo, da proposi¢ao acima temos a ergodicidade de v para T?. E isto
implica que v é ergdédica também para T, pois:

ToH(A)= A = (T2 N(4) =TT (A) = TS (A) = A =

= v(A)=0 ou v(A)=1,

onde a iltima implicagao vem da ergodicidade de T2.

Podemos entao usar o Teorema Ergddico de Birkhoff (ver Robinson (1995)
ou Lasota e Mackey (1994)) para obtermos a Lei Forte dos Grandes Niimeros
para o processo {X;}ien-

Teorema Ergdédico de Birkhoff: Seja T : M — M uma transformacao
mensurdavel e v uma medida invariante e ergodica para T. Enldo, existe um
conjunto A de medida v lotal tal que, para toda fungdo integrdvel ¢ de M em
IR, € zg em A, temos

Jm 5 3 (1)) = [ o()in()

k=0
Para utilizar o teorema acima, considere M = [0,1], T =T, e ¢ = Id .
Entao

l N-1 1 N-1
] — = | —_ i s =
Jim — E’ X = Jlim ; T (z0) / 2dv(z) = E[X)], V€ A,

onde A é um conjunto de medida v(A) = 1.
O Teorema Ergodico de Birkhoff sera usado mais farde para obtermos
uma estimativa de a a partir de uma série temporal do processo {X; }temw-

11



3. Cdlculo da Densidade Espectral

Nesta segao obteremos a expressao explicita da fungao densidade espectral

dada pela expressdo (3).
A préxima proposigao caracte

riza o k-ésimo iterado da transformacao

T.(z) através de uma férmula recursiva.

Proposigao 1: O k-ésimo it
expressio (1) ¢ definido por

Ti(z) =

para qualquer inteiro k > 2.

erado da transformagdio T,(z) dada pela

(13)

Prova: A prova é feita por indugao em k. Primeiro verificamos a validade
da expressao (13) quando k = 2, sabendo que

=, se 0<z<a?
a2

Tiz) =< 5%, 8¢ @’<3<a
T se ose<l
-

Como T? = Id, pelo uso da férmula de recorréncia quando k = 2 temos

(s

), se 0<z<a

Ta(z) =
= se a<z<l
Sabemos que
T
% 2 T
T;(——):g:—i, se 0<—<aq,
@ a o« o

12



e que

a(i- —a) .
O
o«
Portanto temos

£ se 0<z<a?
T2 s r—a? 2 T
z)=< &5, e aszka

Logo, a formula de recorréncia vale para k = 2. Suponha agora que (13) vale
para k. Mostraremos que também vale para k£ + 1. Suponha 0 < z < a.
Entao,

TH(2) = TH(Tu(2) = TH().

Se a < z <1 entao

TH(e) = THT(e) = TH(HE=) -

Il —a
- (e 42h) 62
“ “\ 1—-a 5 l1-a/’
ja que
alz — a) 5
l—a — °

quando z € [0, 1]. Portanto,

Tj(f), se 0<z<a
T51(z) =
i (52), s a<e<l

e a proposicao esta demonstrada.

Proposigao 2: A integral
1
Ak) = | THa)d
(k) = [ Té(@)da

13



satisfaz a equagao recursiva

Ak) = aA(k — 1)+ (1 — a)A(k — 2) (14)

para todo inteiro k > 2, com as condigoes iniciais

A== ¢ A1) =-g-(2_a).

Prova: Da Proposi¢ao 1 temos, para todo inteiro k > 2,

1 o . 1 =5
Ak = [ TH(z)dz = [ T:—‘(z)dHL Tc’:"z(f_z)dm.

Por uma mudanca da variavel x para a variavel

g="
o

na primeira integral da expressao de A(k) acima, e da varidvel 2 para
T—a

T l—-a

na segunda integral da expressao de A(k) acima, temos

A(k) = /01 T (y)ady -}-/Dl TE2(2) (1 —@)dz = aA(k—1)+ (1 —a)A(k—2),

para todo inteiro £ > 2. Logo, a equagao (14) vale. Os valores de A(0) e
A(1) podem ser calculados diretamente por

1 1
A(0) = /0 T%(z)dz = /0 ""d"”:'lz'

Il

A(1) /01 Tal(a:)dx;—/: zda:+]1a(i:ﬁa)d:z:=

o — &
o (1 a2+ )_
l—a\2 9779 =

o
2
o a 1 a? fo! @ 2
= §+ (~-—af+—)=§+ (1-2a+a”)=
o
]

=]

1 —a\2 2 2(1 — a)
+§(1—a):§-(2—a).

14



Logo a proposicao esta provada.

Proposigao 3: A integral

satisfaz a equagao de recorréncia

B(k) = o?B(k—1) + (1 — a)*B(k — 2) + a(1 — )A(k - 2) ,

para todo inteiro k > 2, com as condigoes iniciais

3(0)=% e B(l)=%(l+a)(2—a«).

Prova: Da Proposigio 1, para todo inteiro k > 2 temos,

1 o 1 s
B(k) = [ aThz)do = [ mTf‘l(E)dw+ / xzj—z(i—“)dx.

l—a

Por uma mudanga da variavel z para a variavel

T
Y=
o

na primeira integral da expressao de B(k) acima e da variavel z para

T —

z=1—a

na segunda integral da da expressdao de B(k) acima, temos

B(k)

]; ayT*(y)ady + Al [2(1 — @) + AJT¥2(2)(1 — @)dz =
o [ YT )y + (1 - off [ 2T +

al = a)fol T*2(3)dz =
Bk —1)+ (1 —a)’B(k—2)+a(l —a)A(k-2) ,

15
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para todo inteiro k > 2. Logo, a equagao (15) vale. As condigdes iniciais sdo
dadas por

1 1
B(0) :fu 2T(z)dz =/0 zldz = E];-

e
1 o 1 S
BO) = [ aTi@yo= ["oZdat [+ 2E=Dgs
o 0 o o 1—'0.’
_ @ _a (L_E_Ei+a3)_
T 3 "1—-a\3 2 3 "2/
o o 1 a o a? o
=7 e e o _— = — 2 — 3=
3+1—a(3 2+6) T T g date)
2
= F-3@+a-2)=Z(a-a’-a+2)=
= S2+a-a)=Z(1+a)2-a).

e a proposicao esta demonstrada.
Das Proposicoes 2 e 3 vamos derivar a fungio de autocorrelagao p(k), k €
IN, do processo {X;}ien-

Proposigao 4: Seja {X,}ienv 0 processo estocdstico estaciondrio dado
pela expressio (2). A fungdo de autocorrelagio de ordem k do processo
{Xi}iew, definida na expressio (5), € dada por

E[X,THX,)] - (’z‘??-‘f)z) _Ck)—p? (16)

o?

p - (o?—a+1)(a?—5a+5)
12(2—-a)?

para todo k € IN |, onde

1+ a—a?
2(2 — «)

(o> —a+1)(a® —Ha +5)
12(2 — a)2

p=IE[X)]= , 02 =Var[X)] =
e C(k) = IE[X,T¥(X,)] € dado pela relagio de trés termos

Ck)=a?cB(k—1)+(1 —a)’d B(k—2)+o(l —a)d A(k—2), (17)

16



para todo inteiro k > 2, com A(k) dado por (14), B(k) dado por (15) e as
constantes ¢ e d definidas na expressio (12). Ainda, as condigées iniciais
sao dadas por

B l14a?2—a?

iy 3(2-a)

=a(4—a—ae2)

e C(1) 62— a)

Como p(k) = p(—k) paratodo k < 0, definindo C(k) = C(—k) para
todo k < 0 temos a validade da expressao (16) para todo inteiro k.

Prova: Da estacionaridade do processo {X;}ien, temos

E[X,) = E[X+x] = B[T5(X,)]

Var[Xy] = Var[Xiy] = Var[TH(X))] .

O valor esperado do processo {X,},en é dado por

E[X)] = /()lmdv(x)zc[]azdm-i-d/r:xdm:

_ 1 zhe 1 :1,2’_ o? 1l —a?

- a(2—a)[5]0+2—a[_‘2"]a‘2a(2—a)+2(2-a) -
14+ a—a?

202 — a)

O segundo momento do processo {X;}ien é dado por

1 o 3 ]
E[X? = /ﬂ zldv(z) = Cfo a*dy + d]a 2¥dy =

1 z37 1 2! o? |
= a2-a) [?]ﬁﬂ[?]a: 32—a) 32-a)
14+a? -0
32— a)

Logo, a varidncia do processo { X}y é dada por

1—!—&2—&3_ 1+a—af 2_
32— a) 2(2 — ) -

Var[X,) = E[X]]-[E[X/]]’=

17



4140 - 0®)(2—a) —3(1 + a — a?)?

12(2 — a)?
B 8 + 8a? — 120® — 4a + 4a* — 3 — 6a + 3a? + 6a° — 3o
- 12(2 — a)? -
a' —6a®+11a®* —10a+5 (a*—a+1)(a® —5a+5)
- 12(2 — a)? - 12(2 — a)? '

A fungao de autocorrelacao de ordem & do processo {X;},en ¢ dada por
1
C(k) = E[X, THX)] = f 2T (z)dv(z) =
0

o 1
= G / eT*(z)dz + d ] eTH(z)dz =
0

o

o 1 i
= c/ 27 (E)d:c + d/ J:T:'Q(w a)d:c ’
0 « o 1l —«o

A dltima igualdade acima vém da Proposicao 1. Por uma mudanca da
variavel x para

T
y=—
(a3

na primeira integral da expressao de C(k) acima e da variavel z para

Tr— G

zzl—a

na segunda integral da expressao de C(k) acima temos
cth) = of Loy Ti(y)ady +d [ (1= @)z + Q)T (2)(1 — a)ds =
= co? _/: yT(y)dy + d(1 — o?) /91 2T %(2)dz +
+ da(l—a) ]0 ' TE22)dz =
= ca’B(k—1)+d(1 —a)’B(k—2) +da(l — a)A(k—2),
para todo inteiro k > 2, onde A(k) é dado por (14), B(k) é dado por (15) e

as constantes ¢ e d por (12). Portanto, vale a expressao (17). Ja os valores
de C'(0) e C(1) sao calculados diretamente por

c(0) = /0 ' $T%(2)dv(z) = /0 ) =

18



o : o® d
_ 2 e i B o
ﬁcf(]zd$+dL$dm—03+3(l ®)
1 o’ 1 14 a?—a?
— — — ———————1— 3 -_—e,_—
aC—a)3 e T Y) " 3e g

ey = | ol uls) = & [ #Tu(e)dz +d [ " e (a)de

B 2 1 (z—a),
= C./o wgd$+d/(;. TQ dr =

| —a
1 o? o 1 a o o
= a(z-a)(?)+(2-a)(1aa)(§’§‘?+§'):
= §B-a) HE—aiogr te)=
= = i (@’+a-2)=

32—a) 6(2-a)
2a —a®—a’4+2a  a(4—a—a?)

6(2 — ) T 62-a)

e a proposicao esta demonstrada.

Introduziremos agora trés séries de poténcias, a tltima das quais sera
usada no calculo da fungao densidade espectral. Definimos ¢(z), ¥(z) e v(z)
da seguinte forma:

k>0

¥(z) = B(k)z*
k>0

7(2) = 2 C (k)" (18)
k>0

se |z| < 1 e pelo limite radial quando |z| = 1. Por exemplo, se |z| =1 entao
por limite radial entendemos

1(2) = lima(r)

19



Note que |A(k)|, |B(k)| e |C(k)| sdo menores que 1. Logo as trés séries
em (18) convergem para |z| < 1. Na préxima proposicao provaremos que o
limite radial v(z) = lim,q; 7(rz) existe, para todo z unitério e diferente de 1.

Proposigao 5: As séries de poténcia com coeficientes A(k), B(k) e C(k)
definidas pela expressio (18) sao dadas, respectivamente, por

o(2) ﬂu2232ﬁ81@'
W) = B
gla = 20— ¥ (22+_ c:)(? —a—a?)
p [oet 2(1_—a(1)232]¢(z) + MQ%‘;)ZQ%(;') , -

quando |z| < 1.

Antes de provarmos a Proposigao 5, note que as trés fungoes acima sao
analiticas em {z : |[z| < 1 + 6} a nao ser por um pélo simples em 1, onde
6 > 0. No caso em consideragao, o limite radial

7(2) = lim~y(rz)

existe, para todo z unitario e diferente de 1, 0 mesmo valendo para as fungoes
we.

Prova: Da Proposi¢ao 2 temos a férmula recursiva para A(k), para todo
inteiro k > 2, e as duas condigdes iniciais. Logo

w(z) = A0)+ AQQ)z + Y [@A(k— 1)+ (1 — a)A(k — 2)]2* =

k>2
= A0O)+ Az +ad Ak—1)ZF+ (1 —-a) > A(k—2)F =
E>2 k>2

20
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= 5 +3502—- )z +azlp() - AO)] + (1 - a)e(z) =

= % -> %z(Z —a) + azp(z) — %ﬁ + (1 — @)2%p(2) .
Portanto,

_ 1+ az—a’z B 14+ az(1l —a)

- q—cz—(1-a)2?]  2[1-e)z+1)(1—2) °

e vale a primeira igualdade em (19).

Para provarmos a segunda igualdade em (19) consideramos a férmula
recursiva para B(k), para todo inteiro & > 2, com as duas condigoes iniciais
dadas na Proposi¢ao 3. Entao,

¥(z) = > B(k)z" = B(0)+ B(1)z+

k>0

+ Y [a®B(k—1)+ (1 —a)’B(k-2) + a(l — a)A(k - 2))z* =
k>2

= B(0)+ B(1)z+e*)_ B(k—1)z*+

+ (1 —a)2ZB(k—2)_zk+a(l —-a)ZA(k-—Q)z" =
1 o« g -

= 2 : E(l +)(2— )z + a’z[yp(z) — B(0)] +

+ (1= a)’2%(2) + (1 — a)2%p(z) =

2
. %+ 221+ a)(2—a) +atsb(z) - o+

+ (1—a)’2%P(2) + a(l — a)2p(z) .
Portanto,

24 ol +a)(2— a)z — 20’z + 6a(l — a)z%p(2)
¥la) = 6[1 — a?z — (1 — a)?2? -
2 — az(a®? + a —2) + 6a(l — a)z?p(z) -

6[1 — a?z — (1 — a)?2?]

21



E vale a segunda igualdade em (19). Para provarmos a terceira igualdade em
(19) consideramos a férmula recursiva para C'(k), para todo inteiro k > 2,
com as duas condigoes iniciais dadas na Proposicao 4. Entao,

v(z) = Y. C(k)z*=C(0)+C(1)z+ > a*cB(k—1)z"+

k20 k>2
+ Y (1-a)’d B(k—2)+a(l —a)d A(k—2)z* =

k>2
= C(0)+ O+ a2 X Bk~ 154+ (1 — ' X Bk~ )2 +

k22 k>2
+ a(l—a)dd  A(k—2)* =
k>2

_14a?-0® oft—-a—-0d¥)z ,
= 3@-a) T 6eg-a TFesla)-BOI+

+ (1 —a)d 2%Y(z) + ol — a)d 2%p(z) =

20+ a’—a®)+ad—a—a?)z ! 5
— 62 —a) +acz¢1(z)—§ac4+

+ (1—a)%d 2%(2) + ol — a)d 2%p(z) =

_ 21+a?— ci()z—i-_a;)@ —a—a?) & [az +2(1_—:)?z2]¢(z) 3
+ «Hﬁa(;*_i)zzw(z) :
Portanto,
1) = 22°(1-0) +2+az2—a—a?)

6(2 — a)

+ (az + (1 — a)?2%)(2) + a1 — @)2%p(2)] ,

2—«

e a proposi¢ao esta demonstrada.
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Relacionemos a fungao 4 com a fungao densidade espectral.

Lema 1: A fungdo
> (C(k) = )"
E>0
€ continua em {z:|z|<1,z#1} .

Prova: Se |z] < 1, as séries 3 5o C(k)2* € Tpso p22* convergem e pode-
mos dividir a série acima em

S (C(k) — p?)z = 3 C(k)F = 3 p2ek =

k>0 k>0 k>0

1=z °
As duas fungbes acima estao bem definidas e sao continuas no conjunto
{z :|2| £ 1,2z # 1}. Logo, redefinindo

: 1
S =il
k>0
quando |z| = 1, provamos o Lema 1.
Teorema 1: A funcdo densidade espectral
1 &
) =5 3 e (k)
o k=—co

¢ dada por

fx(2) = (7(e?) +y(e™™) = C(0)) ,

2mo?

para todo A € (0,2x), onde v € dado pela Proposicio 5, C(0) = IE[X}] e
o? = Var[Xy].

Prova: Considere z = ¢~ e A € (0,2r). Como
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p(k) = ——ﬂ—HC(kL; E,
para todo k inteiro, temos
2ot fx(N) = 3 (C(k) =) =
k=—00
= S(CWH) - i) + T(CH) - i) = (CO) - ). (20)
k>0 k<0

Pelo Lema 1, a primeira série acima é dada por

Y _(C(E)— p*)e"* = hmz(c 1) (rz)* .

k>0 k>0

Como r < 1, as séries ¥y50 C(k)(r2)* e Ykso #*(rz)* convergem, e portanto
podemos dividir o somatério acima em

S(Ck) — @2)(r2)* = 3 Ck)(rz)* = 3 p(rz)k =
k20 k>0 k>0

2 1 _
1l —rz

=9(rz) — p
Logo,

S (00 - ) =tim {102 - =} =

= v(z) — ;,521 Syra (21)

Examinando a segunda série em (20), temos que:

Y (C(k) — p*)2* = Y (C(—k) - p*)z7*) =

k<0 k>0

=2 (C(k) = p*)(z™)" =lim > (C(k) — p*)(r="1)"

k>0 k>0

onde a segunda igualdade vém do fato de C(—k) = C(k) , Vk € IN, e
a terceira vém do Lema 1. Como r > 1, as séries 3 i>o C(k)(rz1)* e
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Skso #2(rz71)F convergem e novamente podemos dividir o somatério acima
em

SCM) - )Y = 3 CR) =Y — 2 (e =

k>0 k20 E>0
1
_ =) &
=A™ e
Logo,
1
C k — 2y k == ]_- { S | - 2 }=
ga( (B) = )" = lim\(rz™") = W7
_ 1
=’]’(Z 1)_““21_‘2__1 d (22)

Portanto, substituindo (21) e (22) em (20) temos

o.9]

2r0’fx(N) = 3 (C(k) — )" =

k=-0o

:')’(z)""f(qu) _ﬂz{l _l_z + 1 _12—:} _‘C(O)"‘Fz =
=7(2) +9(z7") = C(0) =
=9(e™) + (™) = C(0) ,

e o Teorema 1 esta demonstrado.

Observagao: Note que um estimador de a para a série temporal X;,t €
{1, ..., N}, pode ser obtido da Proposicao 4.
Isto segue do fato de que

a4 — a—a?)

el / T (2)dv(z).

Usando o Teorema Ergédico de Birkhoff podemos estimar « resolvendo a
equagao

1 — a4 —a—a?)

C(l) s Z XX = 62—a)

na variavel a.
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