


















































































































































denotara o anel de polindmios nas indeterminadas X = (X,,...,X,.;) e para todo
r € W,(R), notaremos por (X* — X — »r) o ideal de R[X] gerado por todas as
componentes de X" — X —» € W,(R[X]).

Se A=RX] ¢ X" =X'= (fo(X)..., fos(X) € Woos(4), onde F(X) =
fi(Xoy... . Xo—2) € ZJpZ[Xy,...,Xp-2], 0 £ i £ n— 2, entdo segue do teorema
A.2 e corolario A.3 que existe f,1(X') € Z/pZ[X,,...,Xs2], tal que (X', 0)" —
(X0) = (fo(X')y..., faa(X"), fa-1(X")). Além disso, se B ¢é uma algebra sobre
Z[pZ, entao para todo b = (bg,...,0n-3) € W,o_1(B), temos (',0)" — (¢',0) =
(fo(b), .- -y fa-a(b), fa-1(b)).

Lembramos ainda que se ¢ : A — A é um homomorfismo de anéis, entio ¢ se
extende naturalmente a um homomorfismo de anéis de W, (4), por (ao,...,00-1) —
(p(ag),.--,9{an-1)), para todo (ao,...,0,—) € W,(1). Por simplicidade de notagdo,
escreveremos p para denotar tal extensdo. Ainda, é claroque wox = rop. De fato,
¢ o x(aq, .- '3an—l) = ‘P(‘%: R ,ﬂﬁ_ﬂ = (1,9(05). seey 'P(a'{—l ’) = (9"(00)?:-— . ’¢(an—1)’) =
7(@(ao),- ., ¢(an-1)) = 7 0 (0o, ..., @n-1), paratodo (ao,...,an-1) € W,(4).

Seja (.4,0) uma extensdo p"—ciclica de R. Notaremos por .1 o anel fixo de A4,
por (o).

Podemos provar agora o seguinte teorema, o qual é uma generalizagio do teorema 1.1

TEOREMA 2.1: Sejam a = (ao,...,dn1) € Wa(R) & 4= R[X]/(X* =X - a).
Entdao (A,0) é uma extensiao p"-—ciclica de R com grupo de Galois (o) gerado pelo
automorfismo o: 4 — A talque o(z)=z+1 em W,(A), onde z =X +(X*-X-a).

Prova: Consideremos as aplicacdes ¢ : R[X] — R[X], dada por ¢/R = idg, o(X) =
X+1 em W,(R[X]) e ¢: R[X]— R[X], dada por ¥/R =1idg, ¥(X)=X -1 em
W, (R[X]). E fécil ver que p e % sao R-homomorfismos de anéis e como goti = tiop =
tdpix), segue que ( éum R-isomorfismo de anéis. Considerando entio a extensiio natural
de ¢ aoanel W, (R[X]), temos (X" —X —a)=(X+1)"—(X+1)—a=X"-X—-a.
Entdo, chamando I acideal (X* =X —a), é ficil ver que p(f) =] e assim ¢ induz um
R-isomorfismo o : R[X]/I — R[X]/I, dado por o(z) = z+1, onde z = (z4,...,Tp1) €
Wo(1) étal que z; = X; 4+ (X* =X —a). Assim, 4= R[X]/I = R[z,,...,20-1]-

Vamos agora mostrar que ¢ é um automorfismo de ordem p®. De fato, of'(z) =
z4+p1l = z4+ V1) = (20y.+2+Z1-1,21 + L, Y141y -+ Ya=1), com y; € R, para todo
l+1<j<n-1, istoé a"'/R[zo_,...,z;_l] = dpyry,. .z, Assim, o (z) =z e
a"(z_) # x,paratodo 0 <1< n—1. Logo, ¢ é um automorfismo de ordem p", e ele
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gera um grupo ciclico de ordem p*
Queremos mostrar agora que A% = R. Claramente R C A%, basta entio mostrar que

A° C R. Seja a € A”. Assim, temos 0/(a) = a, paratodo 0 < j < p"—1. Eacrevendo a
p=1

naforma a= Y o;z,_;. com o; € Rlzg.....20-5]. 0L i< p—1, temos o (o) = a,
=0
' p—1 - p-1 ;
ou equivalentemente, Zm(z,_, +1) = Za’,-:::‘_], jad que 0P " Yzpy) = 24y + L.
1=0 i=0

Desenvolvendo esta igualdade resulta o seguinte sistema:

' Gt asFagto oot ay = a
: a i

m+(f)az+“-+(;)a;+-~+(p1 )a&_,,..l = o

.

-1
; a,-+---+(p'- )Gp-l = oy
ap—a+(p—1)ap-y = ap-g
L Opml = Kpml
de onde segue que o = a; = +«- = a,; = 0 como é facil verificar. Logo, a = a; €
Rz,,...,z,-2]. Repetindo-se este argumento tantas vezes quanto necessario, obtemos

a=r, € R eportanto A? C R, de onde segue que A7 = R

Para ver que A é uma extensao de Galois de R com grupo (o), usamos o item
(f) do teorema II.1.6. Como para todo 7 € (¢) temos r = o/, para algum 0 <
] €£p°—1, entio 7(2) = o/(z) = z+ j1. Escrevendo j = Lip™ + .- + L,p*,
onde $; < s < ...<s, e 0<L<p-1,1<:1<7r com [, > 1 obtemos
rz)=z+jl=cz+(hp"+ - +lp" I =24+ hp"l+ - +1prl =24+ LV(1)+
oo LV (1) = (20yeaeyZygreiosZac) F(0,...,0,11,t,41,---tu—1), com & € R, para
todo s, +41<i<n-1, onde /; oucupaa s;—€sima posi¢do. Assim, 7(z,,)—=z,, =4
que é um elemento inversivel em R. Portanto, para todo 7 € (), r # id, existe um
elemento y € A tal que o(y) —y é inversivel em R. Segue entdo de IL.1.6(f) que 4 &
uma extensao de Galois de R, o que completa a prova do teorema.

A extensdo (A,o) construida no teorema acima sera chamada a extensao p"—ciclica
canonica de R associada com a, a qual serd denotada por (4,,0). Ainda, o elemnto
z € W,(A) tal que o(2) =2+ 1, serd dito um elemmento candnico da extensao (4,,o).

Da prova do teorema anterior, obtemos o seguinte

COROLARIO 2.2: Seja a € Wa(R) e (Aa, o) a extensio p"—ciclica candnica de
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R associada com a. Seja z = (zg,...,2n-1) € W,(4) o0 elemento canénico de (4,, 7).

Entao 4, =RJz] e _-l:rl = Rlzq,...,2Z1)

Como reciproca do teorema anterior, podemos apresentar o seguinte resultado, o qual

corresponde ao teorema 1.3

TEOREMA 2.3: Seja (A,0) uma extensio p"-ciclica de R. Entao existe
z € W,(A) tal que o(z) = 2+ 1. Neste caso, temos 2" —2 € IV, (R) e 4= R[z]

Prova: Como (4,0) € uma extensdo de Galois de R, segue do corolario II.1.8

que existe 3 € A4 tal que trp)(z) = 1. Tomando : = (2,0,...,0) € W,.(A)
-1 it | b it

e t= ) 0'(z). temos o(t) = o( ) o'(2)) = 3 o (2) = 3 o'(x) = ¢, isto
+=0 =0 +=0 =0

¢, t € (W.(A))7 = W,(A%) = WL(R). Agora, como tr,)(z) = 1 segue que t =

(1L,14...,tp-1), com t; € R, 1 <i<n-—1 Assim, pela proposigio A.13 do apéndice,
-1

segue que existe t™1 € W, (R) tal que #™ = 1. Logotemos 1 =#t"1 =1 Z o'(z) =
R = e =0
Z o'(t7:). Tomando entdo » = — Z io'(t™12), obtemos » € W,(A) e o(2) =
i=0 P i i=0 s
o(— z io'(t72) = E o't (t7z) = = 3 (i + 1ot (t72) + Z it i
=0 =0
L -1

- Z ta"(t z]+ Z '(t z) = 2+1. Além disso, temos o(z*—2z) = (z+1)"—(2+1) =
2* — .r em W, (A} Segue dai que x* —x € W, (R).

Para mostrar que A = R[z], observemos que R[z] C A. Além disso, o/R[z] ¢
claramente um automorfismo de R[z] e da prova do teorema 2.1, segue que (c/R[z]) =
p® (R[z])/M] = R e que R[r] é uma extensio de Galois de R. Assim, (R[x], 0/ R[z])
é uma extensdo p"—ciclica de R. Consideremos entdo o diagrama abaixo:

Rlz] — .
o/R[x] | | o
Rlz]) — A1

Este diagrama é claramente comutativo, logo R[z] ~ 4, por I1.4.4. Portanto, A = R[z]
e isto completa a prova do teorema.

COROLARIO 2.4: Sejam {4 e R anéis taisque R C A eseja ¢ um R-
automorfismo de A. Entdo (.{,0) é uma extensio p"-ciclica de R se e somente se

(4,0) é isomorfa A extensio p"—ciclica candnica de R associada com algum elemento
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a € W,(R). Neste caso podemos tomar a = z" — z, para algum z € W,(4) tal que
olz) =z + 1.

Prova: Mostraremos que se (A,0) ¢é uma extensio p"—ciclica de R entdo
(4,0) > (4,,p) para algum elemento a € W,(R). A reciproca é imediata.

Seja entio (A,0) uma extensdo p"- ciclicade R. Logo, existe z = (zq,...,2,—1) €
W.(4), talque o(z) =2+ 1 eseja a = z" —2. Consideremos Y = (¥;,...,Y,4)
um conjunto de indeterminadas sobre R e tomemos o anel de polinomios R[Y]. A
aplicagio f : R[Y] — A definidapor f/R=1id e f(}¥;)=2;,,0<i<n-1 ¢
um R-homomorfismo de anéis. Olhando agora sua extensao natural A W, (R[Y]) temos
f¥Y*=Y —a)=2"~2z—a=0. Seguedaique f(I) =0, onde I = (¥Y* =Y —a).
Assim, f induz um R-homomorfismo g : R[Y]/I — A, dado por g(y) = z, onde
y =Y +1I Seja 7 o R-automorfismo candnico da extensio R C R[X]/I. Entdo
gor(y)=gly+1)=2+1=0(2z) = o(9(y)) = o0 g(y). Portanto, goTr=0co0g e segue
entdo de I1.4.4 que ¢ € um isomorfismo de extensdes de Galois. Isto completa a prova.

Finalizamos este pardgrafo observando que toda extensio p*—ciclica de R pode ser
mergulhada em uma extensao p™—ciclica de R, paratiodo m > n. Mais precisamente,

PROPOSIGCAO 2.5: Seja (A,0) uma extensdo p®—ciclicade R. Entdo para todo
m > n existe uma extensio p™—ciclica (B,7) de R, tal que (4,0)~(B" .T/Bf"_).

Prova: Pelo corolario anterior, existe a = (ag,-..,dn-1) € Wa(R) tal que (4,0) =~
(R[X]/(X* =X —a),p), com p(z) =z+1, onde z = X 4+ (X* — X — a). Escolhendo
arbitrariamente a,,...,0,-1 € R e fazendo b = (ao,..., 001,805+, @m-1) € Wi (R),
consideremos (B,7) a extensio p™-—ciclica canonica associada com b. Entio, B =
RY)/(Y* =Y —=b), onde Y = (Y5,...,Y¥n-1) é um conjunto de indeterminadas sobre R

‘e 7 étalque 7(y) =y+1, com y=YV +(¥Y"=Y =b).
Segue da prova do teorema 2.1 que B = Rlyo.... Yn-1). Consideremos entao o

seguinte diagrama:

B =Rly,...,¥a-1] = Blro,...,2um] =4
) /B | lo
B = Rlyo,. .- ¥n-1] — Rlrg,...,xn1]=A4

onde i = Y+ (Y " =Y =b), z; = Xi+(XA*=-X=4a),0<i<n—-1¢e ¢ éo
R-homomorfismo definido por p/R=1dp e ply) =2z, 0<i1<n—-1
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Como este diagrama é comutativo, segue de [1.4.4 que ¢ é um isomoarfismo de extensées
de Galois de R. o que completa a prova da proposigio.

§3. CLASSIFICACAO DAS EXTENSOES p"-CICLICAS

A partir deste pardgrafo, T,,(R) denotard o grupo de Harrison T(Z/p"Z,R) de
extensdes p"— ciclicas de K. Nosso objetivo aqui € determinar a estrutura deste grupo
como um quociente do grupo aditivo W,(R).

Definiremos plW,.(R) = {a" —a:a € W,(R)}. Do fato que 7 é um homomorfismo
de anéis, segue que plV,(R) é um subgrupo do grupo aditivo W,(R).

Dada uma extensio p"—ciclica (A4,0) de R, existe z € W, (1) tal que o(z) =z +1
e a=2"—z € W,(R), pelo teorema 2.3. Um tal a serd dito vetor de Witt correspondente
A extensdo (.4,c0). Com esta convengdo podemos provar nosso préximo resultado, o qual

€ uma generalizagdo de 1.4.

LEMA 38.1: Sejam (d,0) e (B,r) duas extensdes p"—ciclicas de R, e sejam
a e b vetores de Witt correspondentes as extensdes ({,0) e (B, r), respectivamente.
Entao (4,0) éisomorfo & (B, r) se e somentese a=b (mod pIV,(R)).

Prova: Sejam X = (Xo,...,Xp=1)y, Y = (¥o,...,Ys—1) indeterminadas sobre
R, z e y elementos de W, (A) e W, (B), respectivamente, tais que o(2) = 2+ 1 e
r(y) = y+1. Sejamainda, a = 2"~z e b = y"—y. Sabemos que 4 ~ R[X]/(X*—X—a)
e B~ R[Y]/(Y"—Y —b), pelo coroldrio 2.4. Suponhamos a =b (mod pW,(R)). Entdo
existe r € W,(R) tal que b=a+r" —r.

A aplicagio ¢ : R[X] — R[Y'], dada por ¢/R =1idgp e ¢(X;)=0;, onde o; éa
i-ésima componente de Y +r em W, (R[Y]), para 0 <1 < n-1, é um R-homomorfismo
de anéis. Olhando sua extensao natural o : W, (R[X]) — W, (R[Y]), temos ¢(X) =Y +r
e portanto @( X" =X —=a) = (Y+r) = (Y+r)=a=Y"=Y —g4r=r=¥"=Y —=b. Segue
entio que  induz um R-homomorfismo de anéis ¢: .4 — B, dado por g(z) =y +r.

Como rog(z) =rly+r)=y+1+r=g(z+1) = glo(z)) = goo(z), segue que
TOog=goo eentao ¢ € um isomorfismo de extensdes de Galois, por I1.4.4.

Reciprocamente, suponhamos que f:(.4,0) = (B, ) ¢é um isomorfismo de extensdes
de Galois. Do fato que r(f(z)=y) = rof(z)=7(y) = foo(z)=(y+1) = f(z)—y, segue que
f(z)—y € W,(R). Tomandoentdo r = f(z)—y, temos »* —r = (f(z)=y)"=(f(z)—y) =
)=y = flz)+y=f(z"=z)=(y* —y)=fla) —b=a=0b, istoé, a=b+r" —r.
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Portanto, a =6 (mod plWV,(R)), como queriamos mostrar.

Notaremos por w,(R) o grupo quociente w,(R) = W, ,(R)/pW,(R). Vamos definir
uma aplicacio 6, : T,,(R) — w,(R), como segue: Dada uma extensdo p"-ciclica (4,0)
de R, seja a € W,(R) um vetor de Witt correspondente i extensio (4,c). Definimos
entio 6,([A,o]) = [a], onde [a] = a+ oW, (R). Segue do lema anterior que 6, estd bem
definida e € injetora. Segue também do teorema 2.1 que 6, € sobrejetora. Vamos mostrar
em nosso proximo teorema que &, € um isomorfismo de grupos. Antes porém, observamos
que no caso n =1, esta aplicacdo coincide com a aplicacao € definida no parégrafo 1.

Introduziremos ainda as seguintes notagdes: Se a = (ao,...,0,-1) € W, (A4), escrevere-
mos a®1 = (ap®1,...,0,-1@1) € W, (AR B). Assim, (a@1)" = ((a@1)?,...,(2n-1 D
1Y) =(a§&1,...,a0_; @1) = a" @1. Mostraremos ainda que (a+b)@1=a@14+b6@1,
para todos a = (ag,...,an-1),0 = (bo,...,00—1) € W,(A). De fato, consideremos
f:A— A®B, dado por f(a) =a @1, paratodo a € A. Assim, f é um R-
homomorfismo de anéis. Entdo f possui uma extensdo natural f: W, (A) — W,(1® B),
dada por f(a) = f(ao,---+8n-1) = (flao),-.., f(@n=1)) = (@G & 1,...,0,.191) =aD1
em W,.(4® B). Como f é um homomorfismo aditivo, segue que (a+b6)®1 = f(a+b) =
fla)+ flb)=a®1 +be 1.

Ainda se p: A — A éum homomorfismo de R-4lgebras. entdo p21: AQB — AQB
¢ também um homomorfismo de R-dlgebras. Considerando entio sua extensio natural
p@1: W (AQB) — W, ({®B), temos para cada a € W,(4), (p@1)(a®1) =
(P& 1)(a®@1,...,0,1@1) = (plag) &1,..., p(apn-1) 1) = p(a)@1. De maneira ansloga,
todas as consideragGes acima podem ser feitas & segunda varidvel em W,(A® B).

Estamos agora em condigdes de mosirar o seguinte

TEOREMA 3.2: Com as mesmas notagdes acima, 8, : T,(R) = w,(R) é um
isomorfismo de grupos abelianos, para todo n > 1.

Prova: Ja sabemos que #, ¢ uma bijjecao. Falta entao mostrar que 8, € um
homomorfismo de grupos. Sejam ({,0) e (B,7) duas extensdes p"—ciclicas de R e
sejam 2z € W, (A) e y € W, (B) taisque o(2) = 2+1 e r(y) =y+1. Logo,
0a([4,0]) =[a] e 8,([B,7])=[b], onde a=2" —2 € W, (R) e b=y" —y € W,(R).

Temos que mostrar que 0,([.4,0] *[B,7]) = [a + b]. Para tal, consideremos z =
z201+18yEW,(ARB). Como (671 27)(2)=(c"'27)(z21+18y)=0"{2)®
(1) 40" 1)S7(y) = (2-1)81+12(y+1) = 221-181+18y+121 = x81+12y = 2,
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segue que ¢ € ”’,,((A@B]“-l@"). Além disso, (c @ 1)(z) =(c@1)(z2@1+19y) =
o(z)©14+0(1)@y=(z4+1)01+1Qy=21+1@14+10y =2+ 1 Assim,
z€ WL((4A® B)‘_‘e") étalque (c®@1)(c)=z2+1.

Agora, do fato que [(A@B)‘_‘@',a@ 1] = [A, o]*[B, 7], segue que 8.([A.o]=[B,7]) =
[("=z=[(z@1+1Qy)" = (z2@14+10y)] =[(z@1) +(1Cy) " —(z@1)-(1&y)] =
2"©1+10y"-2z@1-10y]=[z"-2€1+1&y" —y] = [a+ b], como queriamos

provar.

Vamos mostrar agora que todo elemento de T,(R) possui ordem aditiva divisor de p".

Inicialmente, seja a = (ag,...,a,-1) € W,(R). Entdo V(a* —a)= V(a") — V(a) =
(V(a))*—(V{a)) € pW,(R) e n(a®—a) = (a*)*—(a*) € pW,(R). Assim, V(plV,(R)) C
oWa(R) e x(pW,(R)) C pWa.(R). Logo as aplicagdes V' e 7 induzem naturalmente
homomorfismos aditivos de w,(R) em w,(R), os quais notaremos por v e =, respec-
tivamente. Se [a] € wn(R), entdo a* =a (mod pW.(R)) e assim [a] = [a*] = [a].
Segue que a aplicagio = : w,(R) — w,(R) induzida por = : W,(R) — W,(R) éa
aplicagio identidade em w,(R).

Agora, do fato que pa = V(a*) em W,(d1), temos que pla] = v([a]") = v([a]) em
wo(R). Assim p"[a] = v*([a]) = 0, para todo [a] € w,(R). Logo todo elemento de
w,(R) tem ordem aditiva um divisor de p" e segue que w,(R) é um Z/p"Z —médulo.
Portanto T,(R) 2 w,(R) possui uma estrutura de Z/pZ-mddulo.

Assim, T)(R)~ R/pR é um espago vetorial sobre Z/pZ e portanto T)(R) possui
uma base distinta do conjunto vazio, sempre que T3(R) # 0. Mostraremos que T,(R) é
Z[p" Z-maédulo livre com posto dimg,zTi(R). (Paraocaso Ti(R) =0 ver o corolario
4.8, adiante).

Suponhamos Ti(R) # 0 e fixemos uma base (y;);e; de R/pR sobre Z/pZ, isto
é, R/pR = P Z/[pZu,. Como u; € R/pR, paratodo i € I, existe a; € R tal

i€l

que u; =a;+ pR. Consideremos u} = [g;,0,...,0] € w,(R) (1 € I). Para termos uma
descrigdo mais precisa do grupo de Harrison 7, (R), provaremos primeiro o seguinte
TEOREMA 3.3: Com as mesmas notagoes acima, w,(R) é livre sobre Z/p"Z

com ba.';e (u:-).-e;.

Prova: Suponhamos que para uma subfamilia finita aq,...,0, € (q;)ies, e inteiros

Meeafy, 1 S0 €p°—1, 1 <1 <5, temos Y nfa;0,....0] = 0 em w,(R)
=1

Escrevendo n; = Ayp" ™' + -+ Aiqp"™", onde 0< A Sp—1, { < n, seja t tal que
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M #0 e MNyys =0, paratodo 1 £ r<n-! etodo 1<k < 3. (eventualmente
i 4
podemos ter [ = n). Temos entio 0 = ) n;fa;,0,...,0] = 33 X;ip"7[a;,0,...,0] =

=1 i=1 j

Y " e 0.....0] + Y 3 Xip" [0 0,...,0] = [0,...,0.at1. .., Cay), ONdE oy =
i=1 i=1 y>1

3 Niai € Cuoio1r---:Cu41 € R. Logo existe b= (b, ....b,—1) com

=1

(0; ==y 01 Cr—ly-==y cn—.l) = (bOp n—l )' (6031 n—l) — (bﬁ n--i—‘h 0)t

(0,-..,0, bn-!'! eenybuea) = (boy-- s Bpat=1,0 0) - (0,--.,0, 5..-1, S .-1)-
Consideremos o homomorfismo ¢ : W.,(R) — W._i—1(R) dado por ¢(ag,...,0p-1) =
(agy .-, @n=i-1). Aplicando este homomorfismo ao primeiro e ao tltimo membro da igual-
dade acima segue que (by,...,bn1=1)" — (bo,..-,00=1=1) =0 em W,..;..,(R) e assim,
¥ =b0<i<n=-1-1. Portantn, em W',.(R), temos (bg,...,bymta1,0,...,0)F —
(Bose oy Opatag0ye sy 0) =10. . Liogoy (050005 8patysnnigCaey) = (052240 bn-—h u—xl -

1 I || b,,_;, vevsbpo1) eentio ¢,y = _;—b,_; € pR. Segue daf que Z .-\;,(a,+pR) =

[0] em R/pR, o que contradiz a escolha de (a;)iez, pois Ay # 0. Assnn, (ul)ier é um
sistema linearmente independente sobre Z/p"Z.

Falta mostrar entdo que (u;)ie; € um sistema de geradores de w,(R) como Z/p"Z-
médulo. Para tal, seja L o Z/p"Z- submddulo de w,(R) gerado por (1;)ig;.
Como [0, ¥1s-- -+ ¥n-1] = [¥0,0,...,0] +[0,21,0,...,0] +---+[0,...,0,y,—1], para todo
[40s- - +¥n—1] € wa(R), é suficiente mostrarmos que [0,...,0,%,0,...,0] € L, onde y
aparece na !-ésima componente, para todo y;, € R, 0 <1 < n— 1. Faremos isto por
inducéo.

Seja  yYu—1 € R um elemento qualquer de R. Por hipdtese, existem elementos
a1, O € (ai)ier e inteiros Ay,..., A, (0 £ }; £ p- 1) tais que yu—; + pR =

Z,\ a; + pR. Logo existe r € R tal que y,—y = E,\ a; + +* —r. Portanto te-

=1 i=1
mos (0,...,0.¢-1) = (0,...,0.3 Aja; +7* — ) = (0.....0, 3 Xja;) + (0,...,0.r)" —
i=1 t—-i
(0,...,0,7) e assim, [0,...,0,yu—1] = o5 0y z:.-\ a;] = ZAjv“_l([aj,O,...,O]_) -
j=l =1

™m
> A" Ya;,0,...,0] € L.
J=1
Suporemos por indugdo que, para todos Yig1y--«s¥n—1 € R, [0,... 0, %41y vy Yn—1] €

L. Consideremos entdo y; € R. Assim, existem a;,...,q € (g;)ic; e inteiros py,...,
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{
com 0 <€ €p—1,1< k<! e 8 € R tais que y;=2,u,-a,-+a”—s. Agora,
5=1
{ !
(0000 s0,3::0y004,0) = (0,...,0, ) psaj +8° — 2,0,...,0) = (0,...,0, ¥ p;,0,....,0) +

=1 i=1
(O,...,0,3,0,...,0]’—(0,...,0, 3901-'-t0)+(0!"'!01di+1!'“sdu—llv onde di-i-l!'-'!dn--l

sdo elementos de R e s € R estd na i—ésima componente. Entao temos:

{
[0-.--“.0:%':0-.---10] = [0)'“'.0’2#,{03'!0:'":0]‘!"[0:---:Oedl'+1:-")dn—1]
3=1

J .
= Z!‘jp'[ajcal ce 10] + [0! vony Oudigay s -'1dn—-1]
i=1

I
Como [0,...,0,dis1y...,dn—y] ¢ 3 p;0'[a;,0,...,0] sdo elementos de L, segue que
et
[0,...,0,%,0,...,0] € L. Completando assim o processo de indugio e a prova do teorema.
Do teorema anterior obtemos 0s seguintes coroldrios:

COROLARIO 3.4: Com as mesmas notagdes anteriores, temos:

To(R) = D(Z/p Z)6; (v)
el

para todo n > 1, onde 67'(u!) séo geradores livres de T,(R).

COROLARIO 3.5: Seja F um corpo finito de caracteristica p. Entdo T,(F) =
Z[p"Z, paratodo n > 1.

Prova: Pelo teorema anterior, € suficiente provar este corolario para o caso n = 1.
Suponhamos entdo que F possui p™ elementos. Consideremos o homomorfismo aditivo
@: F — F  definido por ¢(a) = af —a, paracada a € F. Como Img = pF, segue
que F/kerp~ pF. Agora, kery é justamente o conjunto de todas as raizes, em F, do
polinémio Y?P —Y € F[Y)]. Assim, |kerg| = p e portanto, | F/kery |= p™ . Logo,
| F/oF |=p eentio dimg,z(F/pF)=1. Portanto, F/pF ~ Z[pZ.

§4. EXEMPLOS E CONSEQUENCIAS

Apresentamos a seguir alguns exemplos, onde daremos uma descrigio de T,(R), para
n 2 1. De acordo com o teorema 3.3 e o corolario 3.4, é suficiente apresentarmos uma
base de R/pR como Z/pZ-espago vetorial.
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Observemos ainda que o resultado do corolario 3.5 continua valido para qualquer anel
R de caracteristica p tal que dimgpz(R{pR) = 1.

EXEMPLO 4.1: Seja S = R[[X]] o anel das séries formais sobre R. Entao temos
S/pS ~ Rf/pR. De fato, dado um elemento g = Zc;. " e S, éclaro que Zg”j €S e

21 =0

entao g—(Zg"’ —(Zg‘"’)” Assim, tomando f = — ig’iES temos g= fP—f
7=0 =0

de onde aegue que g € pS. Seja entdo o homomorﬁsmo ¢ : 8§ — R/pR. dado por

y{z a;X') = ap+pR eseja h € keryy. Entioh = Za,A étal que ap =0 (mod pR).
j=0 3=0

Logo existe by € R tal que b} — by = ay e neste caso, h =8 —by+ 5 ;X' € pS.
i>1

Portanto, kery C pS. A reciproca é clara e segue entdo que keryr = pS. Assim existe
um isomorfismo ¢ : S/pS — R/pR.

Desta forma, se (g;);e; € wma familia de elementos de R tais que (a; + pR);e; é uma
base de R/pR como Z/pZ-espago vetorial, entdo (a; + 9S);e; @ uma base de S/pS
como Z[pZ—espago vetorial.

Em particular, se R é um corpo finito de caracteristica p, segue do corolario 3.5 que
R[X])/pR[[X] = Z/pZ.

Antes de apresentarmos o préximo exemplo, veremos um lema que nos serd 1til.

LEMA 4.2: Seja R um anel de caracteriatica p. Entdao R/pR >~ R/pR, onde
R=R/N(R) e N(R)={r€ R:3n € INtal que r* = 0}.

Prova: Comegaremos por observar que para todo t € ¥(R) existe un a € R tal
que a? —a=t. De fato, seja t € N¥(R). Entdoexiste n € I¥ talquei” =0. Seja 1 o
menor inteiro tal que t*' =0. Temos t =t +#P — P 47 — 7 f... 47" — ' =
G+t 4+t =+ tP 4+ TP =aP—a, onde a=—(t+tP - +77),
Portanto { € pR, para todo t € A(R) e segue dai que N(R) C pR.

Consideremos agora os homomorfiamos de anéis ¢ : R — R, definido por ¢(r) =
f=7r+N(R), paratodo r € R e ¥ : R — R/pR. dado por (¥) = [f]. para todo
#=r+N(R) € R, onde [f] =7+ pR. Consideremos também a composigao destes
homomorfismos ¢+ = oy : R — R/pR. Assim g+ é um homomorfismo sobrejetor.

Seja 1 € kerp+. Entdo p=*(r) =[] = [0]. Logoexiste 5 =€ R talque 7 =3 —3 e
assim existe um ¢ € N(R), tal que r = 3P —s+¢. Como N(R) C pR temos ¢ = a? — g,
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para algum a € R. Logo r=sP —s4it=sP=s+al —a=(s+a)f = (s+a) EpR e
segue dal que kerox C pR.

Agoradado r € pR temos px(r) = ¢:0p(r) = ¥ (r+ N(R)) = [0], pois N(R)C pR.
Logo kergs = pR e portanto p* induz um isomorfismo @ : R/pR — R/pR. Isto
completa a prova do lema.

OBSERVAGAO 4.3: Segue deste lema que To(R) =~ T,,(R), gse R é um anel de
caracteristica p. Este resultado vale em geral. De fato, C. Greither e R. Haggenmiiller em
[10] mostraram que T(G, R) ~ T(G, R), para todo grupo abeliano G, onde R = R/N(R).

Gostariamos de lembrar ainda que R/N(R) é um anel sem elementos nilpotentes
proprios e que R[X] possui elementos nilpotentes préprios se e somente se R possui
elementos nilpotentes proprios. Podemos agora apresentar nosso proximo exemplo.

EXEMPLO 4.4: Seja S = R[X] o anel de polinomios na indeterminada X.
Queremos encontrar uma base de S/pS como Z/pZ-espago vetorial. Do lema anterior

segue que podemos supor R um anel sem elementos nilpotentes.

Tomando RP = {»? :» € R} é ficil ver que RP é um Z/pZ-subespago vetorial de
R. Seja (b;)jesr uma base de RP sobre Z/pZ e sejam c; € R elementos tais que
b, = cg, para todo 7 € J'. Extendendo esta base a uma base (;);es U (bj)jesn de R
como Z[pZ—-espago vetorial e tomando J = J'U J", definimos:

(¥) By = {a;+ S :1 € I}, onde (o;+ pR)ic; é uma base de R/pR como
Z | pZ—espago vetorial;
(xx) By = {bjX*+pS:j€ J}, se (kyp)=1¢e k21
(#x%) Bp={b;X*+pS:5€J"}, se (,p)=p e k21
Afirmamos que B = U B, é uma bhase de S/pS como Z[pZ- espago vetorial.

_ . k=0
Mostraremos isto a seguir.

Precisamos ver que B ¢é um sistema de geradores de S/pS e que é linearmente
independente sobre Z/pZ.
Para a primeira parte, é suficiente mostrar que c¢X' + pS é uma combinagio linear

finita de elementos de B = | | Bx. paratodo c € R, i € V. Faremos isto por indugdo
) k=0
em 1.

Se i =0 o resultado segue trivialmente. Suponhamos que para todo i < /, cX' ¢
combinag3o linear de elementos de B e mostremos que cX' também o é.
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Como c € R, temos que ¢ = ZAjb_,-, onde \; € Z/pZ, paratodo j € J e
1€J

Aj # 0 somente para um nimero finito de valores de j € J. Temos entdo, cX'+pS=
A X +0S= 3 b X' +pS+ 3 A X'+ 0S.
jeJ jeJ! JjeJ"

Suponhamos (I,p) = 1, entdo cX'+ pS = Z ,\_,-ijI + oS = E Ajbj)z" + pS) que

J€J 3€J

é uma combinacio linear de elementos B, do tipo (*x). Agora, se (/,p) = p entdo
| = kp, para algum & € Z. Neste caso, cX'+pS = 2 Mo X+ pS+ Z Abi X! 4+ pS =

Jet! j&I*
(20,57 4+ 3 00 X%) + 08 =[S (X xR + ¥ A0, X%) + 08 = 3 Aj(o, X% +
Jet! i€ jet! J€J" j€J!
pS) + E ,\_,-('bjl"" + pS). Assim, o segundo somatdrio é uma combinagéo linear de

jeJv
elementos de B, do tipo (% x x) e o primeiro, é também uma combinagao linear de

elementos de B, por hipdtese de indugao. Portanto, cX’+ oS é uma combinagio linear

de elementos de B, e assim B = (] Bi ¢é um sistema de geradores de S/pS como
k=0
Z [pZ— espago vetorial.

Para ver que B ¢ linearmente independente tomamos uma combinagio linear finita do
m

tipo ) (Axb; X*+pS) =0 em S/pS. Entdo Y Aub; X* =3 Xoait+ Y 3 Aub; X*+
J’..k j’k €] L jEJ'
m (&, p)m1 !
3. 3 Aj;.b,-.Y" = fP — f, paraalgum f € R[X]. Suponhamos f = Y dX', com

dn # 0.
Se n=0, entao E Xioa; = df — do € pR. [sto implica que Z Mola; + 9S) =0, de
1€l i€l
onde resulta );, = 0, para todo 1 € I, pela escolha dos elementos a; (1 € I). A prova

estd completa neste caso.

m
Se n > 0, comparando os termos de maiar grau na igualdade z: .\;oa;+2( Z }._,-;,bj.:{*-l-
i€l k=1 j€J

n n
3 AiwbiXF) = (X dX')YP — (3 diX'), obtemos Y NiwbiX™ = ZX™, uma vez
J€T" 1=0 (=0 jETH

que m = np e portanto a soma Y ,\_,-kijJ' ndo aparece neste caso. Segue dai que

3€J!

Y Aimb; =d% € RPN Y Rb; = 0, de onde resulta @2 = 0 o que é uma contradicio
jEJ" J'GJ'H

com o fato de R nao possuir elementos nilpotentes préprios. Portanto, B = U By, ¢

k=0

um sistema de geradores linearmente independente de S/pS, isto é, é uma base de S/pS
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como Z[pZ- espago vetorial, como queriamos mostrar.

EXEMPLO 4.5: Seja F' um corpo de caracteristica p e S = F((.X)) o corpodas
séries formais sobre F, isto é, S & o corpo de fragoes do dominio de integridade F[[X]].
E ficil ver que S={Y aX':a;€F, n€ Z}.

i>n
Consideremos 0 Z/pZ-subespago vetorial [ = {Z aX':a, € F} de S. Por
i1
um calculo semelhante ao do exemplo 4.1, obtemos [ = pl. E fécil ver ainda que
S/I ~ F[X™'] = F[t], onde t é uma indeterminada sobre F. Mostraremos que
S/pS ~ (S/1)/p(S/I) ~ F[t]/pF[t] e entio podemos construir uma base de S/pS como
Z [ pZ—-espago vetorial analogamente ao exemplo anterior.

Seja f =Y aX* € pS. Temos fr—f = (L aX + ¥ aX')P - (L aX* +
>1 i<0 i>1 i<0

Y aX) = (3 aX'P = (3 aiX*) (mod pI). Logo. pS/I =~ pF[X~]. Segue dai que
21 ;(0 »<0

-1
S/pS = vi'ﬂ e~ ﬁ.‘ﬁ—_h —F%li, como querfamos mostrar,

Vamos dar agora algumas conseqiiéncias dos resultados obtidos neste capitulo.

Dado [4,0] € T,(R), uma extensdo p"- ciclicade R, segue do coroldrio 2.2 e teorema
2.1 que B= A" & uma extensio p" - ciclica de R, com grupo de Galois (o/B).
E fcil ver que se (A,0) ~ (A',c") entio (B,o/B) ~ (B',¢'/B'), onde B = 4
e B = 4"' . Podemos entdo definir uma aplicagiéo ¥ : T,(R) — T,-1(R), pondo
¥([4,0]) = [B,0/B] € T,~-1(R), paracada [{,0] € T,(R). Denotando K,(R) = kery

e p: A, (R)—T,(R) ainclusio candnica, obtemos a seguinte seqiéncia exata:

0 — Ku(R) <> TW(R) % T\_1(R) — 0 (4.6)

Queremos mostrar que K,(R) ~ T3(R). Antes porém, faremos algumas observagdes.

Denotaremos por (E.(R),p.) o elemento neutro de T,(R). Conforme parigrafo 5
pm—1

do capitulo II, E.(R) = P Re;, onde {ei}ocicpr—1 é uma familia de idempotentes
=0

ortogonais cuja soma € um, ¢ a acao de p, € dada por pa(ei} = €41 (modpny. Pelo

que vimos neste capitulo, sendo que o elemento neutro de w,(R) é [0,...,0], segue
que (E.(R),pn) ~ (R[X]/(X* - X), 1), onde X = (X,,...,Xao1) € um conjunto de
indeterminadas sobre R e 7,(z) =z 41, com z = (z¢,...,Zp-1) e z; = X; + (X"~
X), 0<i<n—1.
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Observemos que o ideal (X* = X) de R[X] é igual ao ideal gerado por (X} —
Xoy-. oy X2_, = X,-1). Defato,seja I =(X*=X) ¢ J=(X§-X,,...,X7_, =-X,,)
Entao, X* - X = (X},...,X2_,) = (Xo,...,Xn1) = (X7,0,...,0) — (X,,0,...,0) +
(0,X0,.., X2_) = (0,Xs,.., Xous) = (0, X0, X2y = (0, Xi,..., Xors) (mod J)
Proceguindo este raciocinio, obtemos X* — X =0 (mod J), istoé, I C J.

Reciprocamente, X" = X =0 (mod /), implica que X* = X (mod ) e con-
sequéntemente X7 = X; (modJ), 0 <i < n-1. Portanto, (X} — X,,..., X7, -
Xo-1)=0 (modI) eassim, JCI.

Assim, escrevemos (E,(R),pn) = (R[Xo,..., Xa<1)/(XE — Xo,..., XE_) — Xoc1),7n)
onde Tn(Zoy..-,Zn-1)=(Z0y..-1Zn-1)+1 e z; = X;+ (X} - Xo,..., X2 _; —Xp2), 0L
t<n-—1

Observemos também que K,(R) é o conjunto de todos os elementos [A,c] € T,,(R)
tais que [B,o/B]=[E,_1(R),pp-1), onde B = .-l"'.-l.

Dado [C, 5] € Ty(R), existe a € R tal que 6,([C,n]) =[g], isto é, C ~ R[X]/(X? -
NX=0) e p{XY +(XP =X =4a)) = X +14(X?=X —a). Assim, associamos com

[C,n] € Ti(R) aclasse [ 0] € K,(R) tal que
(4,0) ~ (R[X])/(X*-X-(0,...,0,a),7)

o ( R[.‘— 1. ey ‘X‘-ﬂ-l‘l T
- (-Yg a -}(03 """ ‘5—2 == arn-‘la ‘Yz—I e qu—l - a) i
onde r atua da forma 7(zg,...,Z.1) = (2g,-.-,2Zp-1) +1, com z; = X; + (X7 -

Xoyo oy XJ o — X, X3, — X1 —a). Pode-se ver que a aplicagio T3(R) — K,.(R),
assim definida, é um isomorfismo.
No que segue identificaremos A, (R) com Tj(R) via este isomorfismo. Com esta

identificacdo, a seqiiéncia (4.6) se torna equivalente a seguinte seqiéncia:
0 — Ty(R) = To(R) = T,4(R) — 0 (47)

O seguinte resultado é claro.

PROPOSICAO 4.8: O seguinte diagrama é comutativo
0 — TUR) L TR & Lsll) — ©

O A -
0 — wi(R) & wp(R) % wpy(R) — 0
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onde ¢': wy(R) — w,(R) é dado por ¢([a]) = [0,...,0,a], para todo [a] € uw,(R)
e ¢ :w,(R) — wa_y(R) é dado por 4'([ag,...,an-1]) = [Go,-..,0a-3], para todo
[ao, - - -y an—1] € wa(R).

COROLARIO 4.9: Com as mesmas notacdes anteriores temos:
(1) Se T1(R) =0, entio T,(R)=0 paratodo n > 1.
(1) Se Ti(R) #£0, entdo T,(R) contém um elemento de ordem p". Neste casoa

sequéncia (4.7) nao cinde.

Prova: (1) Se Ti(R) =0 entdo, por (4.7), temos T,(R)=~ T,_;(R), para todo
n> 1. Assim T,(R) =0, paratodo n > 1, segue por indugio.
(1) S6 temos que mostrar que se T3(R) # 0 entdo a seqiiéncia (4.7) ndo
cinde. Isto é claro pois se T,(R) = T;(R)@ T,-1(R), todo elemento de T,(R) teria
ordem aditiva divisor de p®~!. o que é um absurdo.

Pelo teorema 3.2 existe um elemento de ordem p* em T,(R), para n > 1. Nosso

proximo resultado nos auxilia a encontrar tais elementos.

PROPOSICAO 4.10: Suponhamos que Ti(R) é wm Z/pZ-espaco vetorial nio
trivial e seja o € R. Entdo [a] tem ordem aditiva p em w;(R) se e somente se
[a,a1,...,80-1] tem ordem aditiva p" em w,(R), paratodos aj,...,an-; € R.

Prova: Se 0 =p" a.a1.....an—1) = v"([a.a1,.. ., Gn=1]) = [0,...,0.¢]. segue
que (0,...,0,a) = b* —b, para algum b= (b,...,b,—;) € W,(R). Assim (0,...,0,a) =
(Bos- s but)® = (Boy <« Bus) = (8, 00F = (8", 0) +(0,...,0,68_,) = (0,...,0,b,_1). Apli-
cando o homomorfismo projecdo canénica ¢ : W,(R) — W,.—1(R), ao primeiro e ao
iltimo membros da igualdade acima, obtemos b —b' =0 em W,_;(R), isto é, & =,
para todo 0 < 1 < n—2. Assim, (0,...,0,a) = (0,...,0,65_,) — (0,...,0,b0) =
(0,...,0,b% _; —b,.;) eentdo a=0_, —b,., € pR.

Logo, se [¢] tem ordem aditiva p em wi(R), o € pR eentdo p* [a,a1,...,a4-1] # 0.
Isto implica que [o,04,...,0,—;] tem ordem p" em wu,(R).

Reciprocamente, se [a,0...,a,-;] tem ordem aditiva p" em w,(R), segue que
p" Ya,aq,.. ., ay_1] # 0. Facilmente se verifica que [a] tem ordem p em w,(R).

Apresentaremos a seguir dois lemas. As respectivas provas serao omitidas para nao nos
extendermos demasiadamante. O leitor interessado poderd obté-las em ([15], lema 1.2 e

teorema 1.8(2), respectivamente).
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LEMA 4.11: Seja R um anel sem idempotentes proprics e f(X) = XP =X =1, €
R[X]. Entio f(X) é irredutivel se e somente se f(r) # 0, paratodo r € R.

LEMA 4.12: Seja (.4,0) uma p"- extensdo ciclicade Re R, o anel fixode 4
por (of). Entdo A € um corpo se e somente se R; é um corpo.

Com o auxilio destes lemas, podemos provar o seguinte resultado, o gual caracteriza os

elementos de ordem p* em T, (F), quando F é um corpo de caracteristica p.

PROPOSICAO 4.13: Sejam F um corpo de caracteristica p € a = (aq, ..., Gn-1) €
Wa(F). Seja (44,7) aextensdo p"- ciclica candnicade F associada com a. Entao as
seguintes condigoes 8do equivalentes:

(i) XF—Xo—ag € F[X,] é irredutivel;

(i) 4. éum corpo;

(ii) [Aas,7] € um elemento de ordem p* em T,(F).

Prova: Segue do corolério 2.2 que 4?" = Flzg] ~ F[X,]/(X3 — X¢ — ag). Entdo a
equivaléncia (1) < (ii) segue do lema 4.12.
A equivaléncia (i) < (iii) é conseqiiéncia do lema 4.11 e da proposicio 4.10. Basta

observar que a, € pF se e somente se X} — X, —ap nao possui raizesem F.

Como aplicagio dos resultados anteriores obtemos a seguir o grupo de Harrison do anel
R/pR onde R ¢ um anel qualquer e pR é oideal de R definido por pR = {pr:r € R}.
Este foi obtido por M. Ferrero e A. Paques mas nao esta publicado.

Se R éum anel e p um mimero primo, denotamos por W,(pR) o conjunto de vetores
de Witt de W,(R) cujas componentes estio em pR. Seja W = plWV,.(R)+ W,.(pR) C
W,(R) o conjunto de todas as somas z+y, com z € plV,(R) e y € W,(pR), onde,
como antes, pW,(R) = {a* —a:a € W,(R)}.

Consideremos agora o anel R = R/pR. Assim, R é um anel de caracteristica p.
Seja ainda, T,(R)=T(Z/p"Z, R). Temos entio o seguinte

COROLARIO 4.14: Com as mesmas notagoes acima, W ¢ um subgrupo de
W.(R) e TH(R) =~ W,(R)/W.

Prova:  Consideremos a projecio candnica g : R — R e sua extensdo natural
g: Wo(R) — W,(R). E claro que g comutacom 7. Vejamos agora que kerg = W, (pR).
E evidente que W,(pR) C kerg. Consideremos entdo a = (aq,...,dn-1) € kerg. Assim,
0 = g(a) = (g{ao), ..., g(an-1)). Segue dai que g{a;) =0 em R, paratodo 0 < i< n—1,
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ou seja, a = (ag,...,an-1) € W,(pR).

Consideremos ainda a projegao canénica g’ : W,(R) — w,(R) eseja ¢ = g'og. Entio
@ : Wo(R) — w,(R) é um homomorfismo sobrejetor e temos w,(R) = W,(R)/kerp.
Vamos mostrar entdo que kery = W, o que completa a prova do coroldrio.

Ainclusdao W C kery é clara. Seja a = (ag.....an-1) € kerp. Entao ¢(a) = [0] em
w,(R), isto é, g'og(a) = g'(g(a)) = [0]. Isto implica que g(a) € kerg’ = pW,(R). Assim,
existe b € pW,(R) tal que g(a) = d—b. Agora, como g é sobrejetora, existe b € W,(R)
tal que b= g(b). Desta forma, g(a)= g(b)* —g(b) = g(b* —b), pois g comuta com =.
Portanto g{a—(b*—b6)) =0 em W,(R). Isto implica que a—(b*—b) € kerg = W,(pR).
Logo, a € pW,(R) + W,.(pR), o que mostra que kerg C V.

OBSERVACAO: O fatode W ser um subgrupo de W, (R), para um anel qualquer
R, é um pouco surpreendente, mas pode ser obtido também diretamente, independente do
coroldrio anterior, como aplicagdo dos resultados do apéndice (Lema A.1 e corolario A.5).
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APENDICE - ANEIS DE VETORES DE WITT

Introduziremos aqui os anéis de vetores de Witt sobre um anel comutativo A. O caso
que mais nos interessa é quando A é um anel de caracteristica p, onde p ¢ um primo.
Contudo, comegaremos por definir os vetores de Witt sobre um anel contendo o corpo dos
racionais. Nesta exposigio seguiremos D.J. Winter [20,apéndice W] e P. Ribemboim [18].

Consideremos entao um anel A tal que @ C A, onde @ denota o corpo dos nmimeros
racionais. Sejam p um nimero primo e n um ndmero inteiro positivo. Consideremos o
anel comutativo (A", +,:), onde A" =dx {x--- x4 (n fatores ), + e - sdoas
operagoes usuais de soma e produto, definidas componente & componente.

Consideremos agora a aplicagdo v : A® — A", definida por ~(aq,-..,0n-1) = (g0, ad +

o =3
00 PR s Bl gl o vn g e oY, R 6685 s esBiini) (8
A™. Do fato de p ser inversivel em {4 segue que, para cada (by, ..., b,~;) € A", existem

unicos ag,...,d,—1; € A tais que:
ag = b
ah + pay = §
l-'l.. n—-1 )
ay +padd .+ = b

como ¢ facil verificar. Segue entéo que ~ € uma bijegcdo. Logo, podemos definir duas novas
operagoes em .1" como segue: Dados a = (ag,...,an-1), b= (bo,...,bs—1) € A™, existe
um unico ¢ = (€gy«.-,Cnm1) € A", tal que 7(c) = v(a)+ v(b). Definimos entio aBb = c.
De maneira analoga, definimos a & b. Desta forma, as propriedades das operagdes +
e - se transportam para as operagoes & e &), via a aplicagao ¥, como é facil ver.
Assim, (A",9, @) é um anel comutativo, o qual sera chamado ANEL DE VETORES DE
WITT SOBRE A, com respeito & p, e sera denotado por W, (A). Observemos que a
estrutura do anel W,(A4) foi definida de tal forma que a aplicagao ~ : W, (4) — 4* ¢
um isomorfismo de anéis.

Da definicio de ® e @ segue facilmente que 1 = (1,0...,0) € W, (4) e 0 =
(0,...,0) € IV,(A4), 830 a unidade e o elemento zero do anel IV, (A), respectivamente.

Observamos ainda que se ¢ : A — A é um endomorfismo de anéis, entdo também o é
@*: A" — A™ dado por ¢*(ag,...,0n-1) = (¢(a0),---,¥(Gn-1)). Este tiltimo se extende



naturalmente a um endomorfismo ™ de W,(d), pois o diagrama abaixo comuta

A !-’_., An
¥ i :
W.(4) = W,(A)

onde ™ = 4"'oy* o+ Destaforma ¢**(do,...,an-1) = (¢(a0)... ,P(an-1)), para
todo (ag,...,an-1) € W,(4). Por simplicidade de notagio, escreveremos ¢ em lugar de

@

Dado a = (ao,...,an-1) € Wa(A), notaremos por [a{,...,a® 1] o elemento ¥(a) =
(ag, g+pay,. .. ,ao +pa:p"'-:+ +p*la,1) € 47, Assim, da.doa a=(qg... Ay=1)y b=
(boy- -+ baey) € Wio(A), temos y(a) = [a@,....a* 1], y(b) = [6!°....,6(1)] e entio
[a@8)9,...,(ad b)) = y(a B b) = v(a) + +(b) = [, ...,at" D] + [6, ... 6=-D)],
ou seja, (a+b)" = a4+ 50, paratodo 0 <{<n—1 Analogamente, (ab)¥) = al!%),
paratodo 0<i<n-—1.

A partir de agora notaremos £ e & por + e -, respectivamente, pois estaremos
sempre operando em W, (4).

Dado a = (ag,...,an—1) € Wy(A), existem elementos a'm!. . .,a’['_n € 4 tais que
(agy:++yay-1) = [a*....,a"""], pois ¥ € bijegio. Neste caso temos

" =gy e também af —c% +pap + vt pa, 1<i<n—1

ou, equivalentemente

g = aﬂ”, e

o =1/p[e — (@ +pay 4 +plaly)) 1<i<n— L.

Vamos determinar agora, com auxilio das {érmulas acima, algumas componentes de
a+b e ab. Sejam a = (gg,...,00-1), b = (boy...,001) € W,(A4), temos a+b =
((a+b)oy...,(a+b)uzy) e ab=((abo,...,(ad),-1), onde.

(a+b)o = (a+ )9 = a4 bO = 6+ by

(a+5)1 = 1/p[(a+ b)) = (a+b)5] = 1/p(a'? + 5O — (ag + bo)?) = 1/p(af + pas + 6§ +

wif T
pbE — (a0 + bo)®) = a1 + by + 1/plag + 8§ — (a0 + 6o)) = a1 + b1 — Z —;— 5764

(%)
€ Z, pois t# 0.

onde ( 1: ) indica os niimeros combinatérios correspondentes ¢

Da mesma maneira:
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(ﬂb]o = 3050

(ab)y = abby + asbf + pa;by

Poderiamos naturalmente tentar calcular todas as componentes de a+b e ab, para
a,b € W,(A), mas estes calculos sio muito dificeis.

Observamos que as duas primeiras componentes de a+b6 e ab em IV, (4) sdo
polindmios com coeficientes inteiros nas componentes de a¢ e b. Mostraremos mais
adiante que todas as componentes de a+b e ab em 1V,(A) sido dadas por polindmios
com coeficientes inteiros. Estes palinémios serdo utilizados para definir o anel de vetores
de Witt sobre um anel de caracteristica p, pois neste caso, (A", +,:) n#o sera isomorfo
A (A" &®,®). Antes porém, definiremos dois operadores que nos serio iteis no decorrer
deste apéndice.

Sejam 7 : W,(A) — Wa(4), definido por w(a) = a" = (a,...,al_;) e V: W,(4) —
W,(4), dado por V(aq,...,an-1) = (0, a0,...,an-3), paratodo (ag,...,an-1) € Wo(d).
Estes operadores sdo chamados operador p-ésima poténcia e operador translacao, respecti-
vamente. Convém observar que Vorn=r0oV, como é ficil verificar.

Da definigdo do operador 7 segue que, se (dg,...,0,-1),[a{?,...,a!""'T] € W,(A),
entdo temos ag = a'® e a"*Y) = (a")) 4 p**lay,, 0 < i< n—2, como é ficil verificar.

Observemos ainda que, para a.b € A, onde A ¢é um anel qualquer, temos a = b
(mod p"A) implica a? = 6® (mod p"*'4), onde r € um nimero inteiro positivo e
p um primo qualquer. De fato, se a = b (mod p"A), entdo existe a' € A tal que
a="b+pa. Assim, a® = (b+pd') =¥ + i( f ) Fip"a" = 1 + p'*la”, onde

=1

P . y
a"=bta + ) ( f ) PTG € A, Assim, a=b (mod prt'4).
=2

Estamos em condigdes de provar o seguinte

LEMA A1: Sejam a = (ag,..-,@n-1), b= (bo,...,bp—;) elementos de IV, (4), e
geja >0 e 0< k< n-—1. Entao as seguintes condigbes sao equivalentes:

(a) ai=b (modp’d), 0<i<k

(b) a® =8 (mod pP*4), 0<i<hk

Prova: Faremos a prova deste lema por indugio com respeito a k. Para £ =0 a
equivaléncia € trivial.

Para mostrar que (a) implica (b), faremos a seguinte hipstese de indugio: Suponhamos
que o; = b (modp’A) (0 €7 < k) implica ') = b') (mod p*4) (0 < i < k).
Temos que mostrar entdo que se a; = b (mod pA), 0<i < k+1 entdo g+l = ptk+1)
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(mod p5+k“--l).

Suponhamos entdo que a; =b; (mod p’d), 0 <1< k+1. Segue dai que af = tf
(mod p*1A4), 0 <1< k+1. Como o = (a*);, paratodo 0 <t< n-—1, decorre da
hipétese de indugio que (a*)®) = (")) (mod pP+*'4), 0 < i < k. Assim, a'*+D) —
B = (aF)*) — (67 )%) 4 P (apgs = biat) = P ares = bisr) = 0 (mod p't*H14),
COmO QUeriamos provar.

Para provar a reciproca, faremos a seguinte hipétese de inducéo: Suponhamos que
a! = b (mod p'**A), 0 £ i < k, implica a; = b (mod p’A), 0 < i < k. Para
mostrar que (b) implica (a), analogamente ao anterior, basta mostrarmos que a'?) = p(*!
(mod p/*' 1), 0 < i<k, implica apys = bry; (mod pl o).

Suponhamos entio que a® = 4 (mod p'+A), 0 < i < k+1. De o =
{mod p'*{), 0 < i < k, segue por indugdo que ao; = b; (mod p’4), 0 < i < k.
Isto por sua vez implica que of = 5’ (mod pP*' 1), ou seja, temos (a*); = (b%);
(mod p/**4), 0 €1 € k. Da primeira parte vem que (a”)®) = (b)) (mod p/*+*+14), 0 €
i < k. Agora, como a'¥*1 — ptk+1) = (g7)k) _ (pm)K) 4 phHl(q, L — Briy), segue que
PPt (ag1 —bie1) € PHHL, ouseja, ager —bpys € PA. Istoé, aper =bryy  (mod p'A),

0 que completa a prova do lema.

o

No que segue, Z denotard o anel dos inteiros, Z[Xp,...,X;;p,...,Y;] denotard
o anel de polindmios nas indeterminadas X = (X,,...,X;) e ¥ = (};,...,Y;), 0 £
j £ n=1, com coeficientes inteiros e (X,,...,X;;Yo,..., Y[ Z[X,,..., X3 Yo,..., Y]], o
ideal gerado por {Xo,...,X;;Yo,...,¥;} noanel Z[X,,...,X;;Y;,...,Y;]. Com estas
notagoes, temos o seguinte:

TEOREMA A.2: Sejam X,,Y,, 0 <r,s<n—1, indeterminadas sobre Z. Entéo
existe polinémios s;,m; € (Xo,..., X;;Y5,... V) Z[X,,..., X;5Y0,...,Y}], 0< j < n—1,
unicamente determinados, tais que:

(@ P (7 = (Epfx:-’”) * (Zwa’”) R
7=0 i=0

7=0

i ‘
) 3 (m; P = (Z p?'.Y;"’) (Ti=0p77), 0<i<n=-1.
7=0 =0
Nota: Observemos que estes polinémios s;,m;, 0 < j € n— 1, se existirem
sdo exatamente as componentes de X +Y e XY, para X = (X,,...,X,1).Y =
(Yo,...,Yo—1) € Wo(Z[Xo, ..., Xn-13Y0,...,Yp—1]). Logo, estdo unicamente determina-

#

dos, pois 7 : Wa(Z[Xo,-- -, Xncs; Yo, , Yaus]) = (Z[Xo, .-, Xnct; Yo, Yori ) &
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uma bije¢ao.
Decorre ainda destas férmulag que a i —ésima componente de X +Y e XY em
WAZ[Xoy-- Xae13Y¥0,. ., Y01]), 0 €1 < n—1, se escreve em fungdo da 1—ésima

componente e das componentes anteriores de X = (X,,...,X,_;) ede Y = (},,..., Y _1).

Prova do Teorema A.2: Vamos fazer apenas a prova de (a), a qual sera feita por
indugdo. A prova de (b) é inteiramente andloga. Temos que mostrar apenas a existéncia
destes polindmios, uma vez que a unicidade jd estd clara, pela nota acima. Para tal, consi-
deremos X = (Xo,...,Xp1), Y = (Yo,..., Y1) € WAZ[X,, ..., Xoo1; Y0, ., Yoo1]) €
seja I = (Xo,..., Xx; o,...,h)Z[Xo,...,..X}”?a,...,'Y;‘], 0<k<n-1.

Para k=0, (a) se torna sy = Xo+ Yo, oqual é evidentemente um polinémio em .
Suponhamos que s; = (X +Y); € I;, 0 <1<k, paraalgum k < n—2. Mostraremos
que Spg1 = (X + Y )iy1 € fiqa.

Temos:

(X+Y)P)=(X+Y)F = (s:(Xoy..., X Yo,..., X3))? = 5(. APV, Y )=
(X*+Y"), (modph), 0 £ i £ k. Segue do lema antenor que ((X +Y)y)® =
(X*+ ¥ (mod p™*L), 0 €3 < k. Em particular temos ((X+Y)")® = (X7 + y=)i0
(mod 1),

Por outro lado, (X7+Y ™)) = (X7)(ki (Y7 )k) = X+ Lyt _ k1 (X + Vi),
Logo, (X7 4 Y7 = Xtkt1) 4 U1} = (X 4 V) (mod p*+1],,,). Entio, temos
PHUXHY )i = (X4Y)ED—((X+Y)) M =0 (mod p*+ [i41), ouseja, (X+Y )1 =

8x+1 € Iy41, como queriamos mostrar.

COROLARIO A.3: oeja A um anel comutativo contendo o corpo dos racionais,
Sejam a = (ag,...,an-1),0={bo,...,bn-1) € W,(4). Entdo:
a+b = (so(ao, bo), s1(a0,31;b0,61)s- ., Sn—1(@0s. .., @n-15b0,...,b5-1))
- (mo(ﬂogbo),mi(aos 01250eb1), 1mn—1(ﬂo¢ s On1; o, . . bn-l))

Prova: As equagdes do teorema anterior continuam vailidas, se substituirmos X =
(XoyooeyXng) e Y =(30,...,¥,—1) por a = (ag,...,0n-1) € b= (bg,...,bs—1), respecti-
vamente. Basta considerar o homomorfismo de anéis ¢ : Z[X,,... \",,_1, 0y e ey Yno1] =
A, dado por @(X;) = ag;, @(};) = b, 0 £ 1 < n—1, e aplicar sua ext.ensio natural
e: WAZ[Xo,.. ., Xne1; Y00y Youa] = W, (H).

Seja agora A um anel comutativo qualquer cuja caracteristica é zero, Consideremos
B = {z_{0} o anel de fragBes de A, com respeito a3 Z — {0}. Nestas condigdes, temos
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o seguinte diagrama:

A —= B

T )

Z — Q
onde as setas verticais significam as inclusbes Z — A e @ — B, respectivamente.
Logo podemos supor sempre que A esta contido em algum anel que contém o corpo dos
Tacionais.

Consideremos o homomorfismo inclusio canénica { <+ B e extendemos & W, (A4) —
W.(B). Dados a = (ag,...,8n-1),0 = (bo,...,bps—1) € W,(A), facilmente se vé que
si(ag, ... a3 00, ..., 0;), mi(ag,...,aib0,...,6;) € W,(A), paratodo 0 <1< n—1. Nosso
proximo resultado é claro e mostra que W,(4) é também um anel comutativo.

COROLARIO A.4: Seja A um anel comutativo de caracteristica zero. Sejam
a = (dgy...,0n=1)y0 = (bo,...,0n=1) € W.(A). Entdo:

a+ b = (so(ao, bo), s1{ao, a1;bo, b1, . .-, $n=1(a0, - -, @n=1ibo, - . .y 1))

ab = (mo(ao, bo), m1(ao, a1; bo, b1), - - ., Mu—1(a0, - - ., Gn13 b0, - - -, bu1)

Em particular, W,(.1) é um subanel de W_(B).

Ainda, da prova do teorema anterior e do lema A.1 temos o seguinte

COROLARIO A.5: Sejam a = (dg.... tne1):6 = (b, ..., bn-1) € Wa(A). Entéo
temos ((a + b)*); = (a* +b%); (mod pA) e ((ab)*); = (a"b"); (mod pd), para 0 <
1<n—1.

Resumindo os resultados anteriores, temos o seguinte

TEOREMA A.6: Seja A um anel comutativo de caracteristica zero. Entio
W,(4) € um anel comutativo. Dados a = (ag, ..., @u-1), b = (b, ..., be—1) € W,(1) entdo
as componentes de a+b e ab em W,(.d), sdo dadas por polindmios com coeficientes

inteiros calculados em ag,...,@n=1;00, .+, 0p=1.

Antes de definirmos os anéis de vetores de Wit sobre um anel de caracteristica p,
veremos algumas propriedades dos operadores = e V definidos anteriormente.

PROPOSICAO A.T7: Seja a = (agy...,an-1) € Wo(4), Entio +(Vi(a)) =
[0y0050,%1%, 00, pa®1=0) DL ign~1,

Prova: Temos 17(a) = (0.aq.....a5-2) = [a."m.. 5% .a’ta-”], onde:
A%
a =0
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o = 0 + pag = pag = pa'®!

A =0 hpdl T 4t M =p(a] Hpal e+ P Pang) = pa" R
Ou seja, 7(V(a)) = [0,pa',...,pa®?]. Agora, iterando i vezes oblemos o resultado
desejado.

COROLARIO A.8: Sejam a = (G0, ... ane1) b= (bo,...,bac1) € WalA). Entio
V(a+b) = V(a) + V(b).

Prova: Temos a+b = ((a+b)o,. .., (a+b)no1) = Y 2([(a+8)?, ... (a+b)"D)]. Re-
sulta da proposigéo anterior que (V(a+b)) = [0,p(a+8)%, ..., p(a+6)"")] = [0, p(a® +
6@), ..., p(a"=A4p"=2] = [0, pa'®, ..., pa®=]4[0, pb®, ..., pb'" =21 = y(V(a))+(V(b)).
Agora, como ¥ é um isomorfismo de anéis, segue que ¥(V(a))++(V(b)) = v(V(a)+V (b)),
de onde segue que V(a+b) = V(a)+ V(b). Assim, o corolario estd provado.

Dado a € A, notaremos {a} = (a,0,...,0) € W,(A4). Assim, temos +({a}) =
[a,a?,...,a""""]. Segue da proposigio A.7 que W Vi({a})) =[0,...,0,p'a,...,Fa?" "],
para 0 € 7 < n—1. Desta forma, para cada a = (ag,...,an—1) € W,(4) e b €

n=1 — ‘
A, temos a= Y V'({a;}) e {b}a = (bag, P61, ... 07" ap_g) = E"‘({é’f“i})' De
i=0 1=0
n=-1 n=1 o
fato, Z’Y”’H({a-‘})) = 2[0,-,-,0,pia;,...,p§af""] = [a‘o’,...,a(”"l)], como é facal
i=0 =0
n=1

verificar. Assim, Z "ﬂ({"i}) = a. Ainda, y({b}a) = [b’bp’.“’bp"_’][am)’.“ !a{n"”] =
i=0
[ba®, 82D, .., 67" aln=D)],  Logo, {b} = (bao.bPay,...,b*" 'a,_;), como €& facil ver,

n-1 .
Logo, {b}a =3 1*({t a}).
i=0
Dados a = (ag,..,@n1)s 0 = (bgy...,bnq) € W,L(A), dizemos que a e b sio
elementos disjuntos sempre que, paracada 0 <1< n-—1, temos: ou a; =0 on b =0,
Resulia dai a seguinte

PROPOSIGCAO A.9: Sejam a = (ao,..-,an-1),0 = (borev. buoy) € Wo(A),
elementos disjuntos. Entdo a+b = (ag + by, ..., 0n—1 + ba-y).

n=1 Ne=l = =1

Prova: Temos a+b= E V’.({n.-})+z Vi{{b;}} = Z V"({a‘-}+{b,-}) = Z Vi {a;+
i=0 =0 i=0 i=0
b:}) = (a0 + bo, - . ., @u—1 + bu—1), como queriamos mostrar.
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Finalmente, dado X = (X,,...,X,~;) indeterminadas sobre Z, consideremos o
anel de polinémios a n indeterminadas Z[X] = Z[X,,..., X,-;)- Observemos que os
polindmios (pX); e (V(X™)); (0 <i<n-—1) possuem coeficientes em Z. Assim

temos o seguinte

PROPOSICAQ A.10: Com as mesmas notagdes acima, (pX) = (V(X™))
(mod pZ[X]), paratodo 0<i<n-—1.

Prova: Sabemos que (pX)® = pX() = p(X LA p'X;) = pX A (X™)®
(mod p** Z[X]). paratodo 0<i<n-—1, pois X" = p}f"{"_”, pela proposicao
A.7. Entio segue do lema A.1 que (pX); = (V(X*)); (mod pZ[X]), 0 £ i <n-1,
cOmo querfamos provar.

Consideremos agora um anel A de caracteristica p. Seja W, (4) = {(ag,...,8n-1) :
a €A 0<L1i<n—1} e tomemos a = (dg,...,an-1) € b= (bgy...,0n-1) em W,(A).
Seja Z[X, Y] = Z[. i v Maets Roviasa 1’;_1] o anel de polinémios nas indeterminadas
X=(Xo...,.X0n-1) ¢ ¥ =(30,...,Yac1). Seja ainda ¢ : WL(Z[X,Y]) — W.(4) o
homomorfismo induzido por X~ a;, ¥;—b;, 0 <i<n-—1. Sabemos que:

XX = CaolXier Y5, s Bpmth Kigosins Koot Wiy comg Mo )

XY = (mo(Xo,Y0),- .., maa(Xo, .. ., Xaca; Yo, .-, ¥ami))

em W,(Z[X,Y]). Definimos entdo a+b e ab via p, como segue:

a+ b = (o(ao, bo),- - -, Sne1(d0, - - -, @n=1jbo, - - ., bni))

ab = (1mg(ao, bo), - - - s Mu1(@y - - -y A1 by - o 5 bnq))
em W,(4), onde §(ay,...,a;bo,-..,b), mi(ag,...,an-i;bo,...,bs—;) 830 as expressdes
obtidas dos polinémios s;, m; do teorema A.2, respectivamente (0 < i < n — 1),
substituindo-se cada coeficiente inteiro por seu correspondente em Z/pZ. Desta forma,
(W.(A),+,*) é um anel comutativo, chamado ANEL DE VETORES DE WITT SOBRE
A. Defato,sejam X = (Xo,..., Xp=1), Y = (Yo,..., Ye1) € Z =(Zp,..., Zp-1) indeter-
minadas sobre Z. Sejao anel Z[X,Y,Z] = Z[X,,...,Xp=1;Y0,-. <, Yn=1; Z0, .- -, Zn-1).
Definindo-se entdao o homomorfisme 1w : W,(Z[X,Y,Z]) — W.(4), por #(X) =
W(Xo, ..., Xac1) = (80y..-18am1) = 3, ¥(Y) = (35,..., Y1) = (o, e bpa) = b e
WZ) =(Zoy...  Zomy) = (coy...yCam1) = ¢, onde a,b,c € W,(1), podemos observar
que as propriedades de anel comutativo de W,(Z[X,Y, Z] induzem propriedades andlogas

em W,(d{), via o homomorfismo 4.
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Ainda. no caso de A ser um anel de caracteristica p todas as congruéncias acima se

tornam igualdades. Assim, temos a seguinte

PROPOSICAO A.11: Seja A um anel de caracteristica p- Entdo, (a+b)* =
a*+b%, (ab)* = a*b* e pa = V(a*), paratodos a,b € Wo(A). Além disso, p'a = V"(_a"‘).

Queremos mostrar agora que o anel primo de W,(4) & W,(Z/pZ) ~ Z/p"Z.
Para tal, consideremos o homomorfismo ¢ : Z — W,(4), dado por ¢(m) = ml =
14..-4+1€ W,(d), paratodo m € Z. Entio Im ¢ é o subanel primo de W,(d).
Como p"l =V™(1)=0 e p'1l = V¥1) # 0, paratodo 0 €< i < n—1, segue que
@(1) tem ordem aditiva p®, de modo que Im ¢ possui p" elementos. Agora, como
Im ¢ CW(Z[pZ) e Wo(Z[pZ) possui p" elementos, segue que Im o = W,(Z/pZ)
e portanto W,(Z/pZ) ~ Z/pZ. Assim, temos o seguinte

TEOREMA A.12: Seja .{ um anel comutativo de caracteristica p. Entao W,.(A)
é um anel comutativo tal que para todos a,b € W,(A), as componentesde a+b e ab em
W,.(4) sdo polindmios com coeficientes em Z/pZ. Além disso, x: IW,(4) — W, (1) é
um homomorfismo de anéis e o anel primo de W, (4) é W, (Z/pZ) ~ Z/p"Z.

Para finalizar este apéndice, mosiraremos a seguinte

PROPOSIC;LO A.13: Seja A um anel de caracteristica p e a = (ag,...,¢n-1)
um elemento de W,(A). Entéo a é inversivel em Wo(A) seesomentese ag é inversivel

em A.

Prova: Suponhamos que a = (ag,...,8n-1) € W,(A) é inversivel em W, (1).
Entao existe b = (bg,...,bn-1) € Wo{A) tal que ab=1. Logo, agby =1 em .4, isto &,
ao & inversivel em .

Para provar a recfproca, observamos que dado um elemento ¢ = (¢o,. .., n-1) € Wo(d),
existe uma extensaio B de A e um elemento b € W,(B) tal que b = c. De fato, basta
tomar B = A[X]/(X*=c)=A[z], onde =X+ (X"=¢c) e X =(X,,..., Xso1) éum
conjunto de indeterminadas sobre A. Tomando b=z, temos b" =2 =¢ em W, (B).
Além disso, se b= (bg,...,bp—1) € W,(A) étal que by =0 entio b =V(c) para algum
c € W, (A).

Suponhamos entio a = (ag,...,0,-1) € W,(4), com g, inversivel em .. Seja
b= (ag’,0,...,0) € W,(A). Temos 1 —ab=d = (0,dy,...,dn—y) € Wy(4). Entdo
existe algum ¢ € W,(4) tal que d = V(c). Seja B a extensio definida acima e
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¢' € W,(B) um elemento tal que ¢” = ¢. Entdo, d" = (V(¢))* = 17(¢)...1(c) =
V(). V(™) = 1(")*") =0 em W,(B). Como W,(4) — W,(B). segue que
d" =0 em W,(A). Logo, d=1—ab é um elemento nilpotente de W,(.4) e portanto
1—d éinversivel em W, (4). Mas 1 —-d=1-(1—ab) =ab. Isto completa a prova da

Proposicao.
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