
































































































de R, para cada 1' E R. a aabe1 R{X]J(XP- X -1•), e t.oda e:d.ensão p- dclica de R 
é desta forma. C-omeçaremos por observar que o conjunto pR = {,•P- ,. : ,. E R} é wn 

subgrupo do grupo adi1ivo R. De ía1o! O = 1' - 1 E pR! e dados rP - r, s1' - s E pR! 

temos (1·P- r)+ (sP- s) =(r+ s)P- (r+ s) E pR. Então podemos coMidera.r o grupo 

quociente RjpR. Vamos mostrar que T(7Ljp7L, R), o qual de.notaremoA simplesmente 

por T1 (R), é isomorfo ao grupo aditivo RjpR. Para tanto, consideremos a aplicação 

O : T1 (R) - R/vR, definida como segue: Dado {A., o] E T1(R), existe a E A. tal que 

cr(a) = a+ 1, aP- a = r" E R e A = R{a]. Definimos então 6({..1, cr]) = (r0 ], onde 

(r o) = r o+ pR E R v/ R. Do corolário 1.4 segue que O está bem definida e é injetora. É 
claro que O é também sobrejetora., pelo teorema 1.1. 

Agora. estamos em condições de provar o seguinte: 

TEOREMA 1.5: 

isomorfismo de grupos. 

Com as mesmas notações acima, 8 : T1 (R) R/ pR é wn 

Prova Faha apenas ver que 8 é um homomorfismo de grupos. Consideremos 

então [A, cr], [B, T] E T1(R). Sejam a E A e b E B tais que cr(a) = a+ 1 e 

r(b) = b + 1. Considerem06 ainda r 0 = aP- a e r0 = bP- b. Temos que Ill08trar 

então que O([A, u] * [B, Tj) = 6 (l(A® 11) = [ro + ''b]· Para. tal, definimos 

r:.= a(St1 + 10b E A® B. Como (cr-1 0T}(c) = (u-1 0 r)(a01 + 10b) = (u-1 ® r)(a® 

l)+(u-1 0r)(l0b) = (a-1)01+10(6+1) = a01-101+10b+ 101 = a01+10b =c, 
segue que c E (A ® B )u-

1 Além disso, como ( u ® 1 )(c) = (a 1 )(a e· 1 + 1 ® b) = 

(a 01)(a 01) + (u 1)(10b) = (a+ 1) ® 1 + 10b =a 01 + 101 + 10b =c+ 1, segue que 

cE(A®By-Je,. Assim, =(cP-e]= 

{ (a 0 1 + 1 ($1 b )" - (a 0 1 + 1 0 b)] = [ (a 0 1 )" + ( 10 b )" - (a 0 1) - ( 1 0 b)] = {a,. (St 1 + 10 bP -

1- 10b] = [(aP- a) 0 1 + 10 (bP- b)] =[-r,. 01 + 1 t'0) 01] =[-r,.+.,.,]. 
Logo, e é um isomorfismo de grupos, como queríamos mostrar. 

§2. EXTENSÕES 

Neste parágrafo descreveremos as extensões cíclicas de um anel R, .... -ia o a.nel de 

vetores de \Vitt sobre R. Usa.relD08 então os resultados obtidos no a.pêndicel bem como 

manteremos aquelas notações. 

Da.do um anel A e z = (:r.o, ... , Zn-1) E A), notaremos :r:' = (zo, ... , E 

J.f'n-t(A) e (:r.',O) = {zo1 ••• E W,.(A). Ainda., ao longo deste capítulo, R[-\1 
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de.notará o a.nel de polinômios nas indete.rminadas X = {X0 , ••• , Xn-l) e para todo 

,. E ~Vn(R), notaremos por {X:r -X - r) o ideal de R(.\1 gerado por todas as 

componentes de X"'- X- r E H'n(R(X]). 

Se .A = R{X] e X'" -X' = (/0(X'), . .. 1 /n-'J(X')) E l~7~-J(A), onde /,(X') = 
f,(X0 , •• • ,X"_2) E Z/pE[X0, ••• ,X"_2), O ~ i ~ n- 2, então segue do teorema 

A.2 e corolário A.3 que em te fn-l (.X') E E jpE[X0 , •• • , X"-2), tal que {X', O)"' -
(X',O) = {/o(X'), ... ,fn-'J( .. \'), /n-1(X')). Além disso, se B é uma álgebra sobre 

ZjpZ, então para todo b = (bo, •.. ,b"_~) E ~V"_1 (B), temos (b', O)"- (b', O) = 
(/o( b ), · • ·, /n-·J{b), /n-1 {b )). 

Lembramos ainda que se ;p : A -+ A. é um homomorfismo de anéis, então VJ se 

extende naturalmente a um homomorfismo de anéis de ~V .. (A.), por {a0 , •• . , a"_1 ) H 

(??(ao), ... , ??(a.,._1 )), para todo (a0 , • • . , a,._1 ) E H',.(..l). Por simplicidade de notação, 

escre,·eremos ifJ para. denotar tal extensão. Aind~ é cla.ro que ifJ o if = if o ifJ. De fato, 

cpo?r(Cl{), ... , a,._l) = ??(~, ... ,~_1 ) = (1r?(~) , ... , ??(~_1 )) = {cp(ao)'>, . . . ,cp(a"_l)Jt) = 
~(??(ao), ... , cp(~-~)) = 1r o r,c(ao, ... , ~-1), para todo {C!{), •• • , a,.-1) E H'"(..t). 

Seja (A, cr) uma. e.xtensão p71-cíclica. de R. Notaremos por ..t~r o anel fixo de A, 

por (a). 
Podemos provar agora o seguinte teorema., o qual é uma. generalização do teorema 1.1 

TEOREMA 2.1: Sejam a= (ao, ... ,a"_1 ) E ~V"(R) e A= R(.\1/(Xtr- X- a). 

Então (A, <1) é uma. extellBão p"-dclica de R com grupo de Galois ( <1) gerado pelo 

automorfismo a : ..t~A talque a(:r.)=:r.+l em ~V"(A), onde z=X+(Xs- -X-a). 

Prova: Consideremos M aplicações cp: R[X]- R{ .. \1, dada. por se/ R= idR, ??(X)= 
X+ 1 em ~V"(R{X]) e V.•: R(X]--+ R{ .. \1, dada. por 1Ji/R = id1h 1/.•(X) =X- 1 em 

W,.(R[X]). É fácil ver que 'f> e 'Í' são R-homomorfismoe de anéis e como rpotf.• = tf.•ofr? = 
id~qX), segue que I{> é um R-isomorfismo de anéis. Considerando então a. extensão na.tural 

de 1fJ ao anel ~V"(R{ . .\1), temos cp(X• -X- a)= (X+ I)•- (X+ 1)-a= x•- X- a. 
Então, chamando I ao ideal (X•- X -a), é fácil ver que 'f'( I)= I e assim 1p induz wn 

R-isomorfismo GT : R[X]/ I- R(4\l/ I , dado por a (z) = :r.+ 1, onde z = (z0 , ••• , :r.n-l) E 

W"(..l) é tal que :r.;= X;+ (Xs-- X -a). Assim, ..1 = R[.\1/I = R(zo, ... , :r.,.-t)· 

Vam05 agora mostrar que a é um automorfismo de ordem p". De fato, a1"(x) = 
:r. + P'l = :z: + V1(1) = (:r.o,··· 1 Z1-hZ1 + l,Jh+1 1 ... 1 Ya-1 ), com Yi E R, para todo 

I+ 1 ~ j ~ n- 1, iato é, riP'J R(z0, . . . , z,_1] = id~qro , .... ~,.,]· Auim, aP·(:r.) = :r. e 
I 

q P ( z) i: :r, para. todo O ~ l ~ n - 1. Logo, <1 é um automorfismo de ordem p'', e ele 
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gera um grupo cíclico de ordem r? 
Queremos mostrar agora que Av= R. Claramente R Ç Au, basta então mostrar que 

A<r ~ R. Seja a· E Atr. A.ssim., temoe aÍ(a') =a, para todo O~ j ~ p"-1. Eacrt'vendo a· 
p-1 

na forma a= ,E {)-;~~-l' com {)-;E R[~0 •••.• Xn-2]. O~ i~ p -1, temoe ali"'-' (a)= a, 
i =<I 

p-1 p - 1 

ou equivalentemente, L c:r,(x,._1 + 1)' = Í: c:r,x~_1 , já que aP"-1(x,._t) = z"_1 + 1. 
iaO taO 

Desenvolvendo esta igualdade r~ulta o seguinte sistema: 

ao + o-1 + a~ + · · · + o-; + · · · + tlp-J - o-o 

a1 + ( ~) a2 + .. · + (;) ai + .. · + ( P ~ 1) a,-1 - a1 

-
(p -1) Oi+ • • • + i Op-l a· · 

' 

-
a ·p-:J + (p- l)op-1 - a·r-:J 

a,-t - C\'p-1 

de onde segue que a 1 = ao2 = · · · = a,_1 = O como é fácil verificar. Logo, ao = a0 E 

R{z0 , ••. , z~-2]. Repetindo-se este argumento tantu vezes quanto necessário, obtemos 

a = ro ER e portanto A~~' Ç R , de onde segue que _4~~' =R. 

Para ver que A é uma extensão de Galois de R com grupo (a), usamoe õ item 
(f) do toorema II.1.6. Como para todo -r E (a) tem08 r = aí, para algum O ~ 

j ~ rf' - 1, então r(~) = a Í (z) = z + jl. Escrt'vendo j = l1p'1 + · · · + l,.p'•, 

onde s1 < s 2 < ... < s, e O $ li $ p- 1, 1 ~ i ~ r, com /1 ~ 1, obtemos 

r(x) =X+ jl =-r.+ (llp'J + ... + /,p'•)l = z + /1p'1 l + · .. + l,p'rl = x + l1 V'J(l) + 
... +l, V'•(l) = (~o, ... ,x," ... , z"_I) +(O, ... , O, ll, t,1+1 J· .. ,t"_l), com t; E R, para 

todo s1 + 1 $i $ n- 1, onde h oucupa a s1-ésima posição. A~im, r(x,1 )- x.1 = l 1 

que é um elemento inversivel em R. Portanto, para todo r E (u), r # id, existe um 

elemento y E A tal que <r(y) - y é inversÍvel em R. Segue então de II.1.6(f) que A. é 

uma extensão de Galois de R, o que completa a prova do teorema.. 

A e_xtensão (A, q) construída no teorema acima será chamada a extensão p"-cíclica 

canônica de R associada com a, a qual será denotada por {Ao, u). Ainda, o elemuto 

z E lV"(A) tal que a(z) = z + 1, será dito um elenrmento canônico da exte-.nsâo (A0 , a). 

Da prova do teorema anterior, obtemos o seguinte 

COROLÁRIO 2.2: Seja a E Wa(R) e (~,a) a ext.eru~ão p"-dclica canônica de 
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R associada com a. Seja x = (:!!0 , ••• , x,. _1 ) E ~V .. ( A) o elemento canônico de (_.10 1 a). 

Então A .. = R[x] e A!,J = R{2!o, ... , 2!l-1J· 

Como recíproca do teorema anterior, podemos apresentar o seguinte resultado, o qual 

corresponde ao teorema 1.3 

TEOREMA 2_3: Seja (A, a) uma extensão pn-cícüca de R. Então existe 

'Z E ~V"(A) tal que a(z) = z + 1. Neste caao, temos z~~'- z E tV"(R) e A= R[z]. 

Prova: Como (A, u) é uma extensão de Galois de R, segue do corolário II.L8 

que existe zo E A tal que f1"(6)(Zo) = 1. Tomando z = (z0,0, ... ,0) E tVn(A) 
p~-1 p~-1 ,~-1 p~-1 

e t = .E u'(z). temos u(t) = u( Í: u•(z)) = Í: u'+1(.z) = L u1(z) = t, isto 
i=O i:O i=O i~ 

é, t E (Wn(A)Y = K',.(Av) = K',.(R). Agora. como trc_6 )(z0 ) = 1 segue que t = 
( 1, t11 ••• , tn-t), com t; E R, 1 ~ i < n- 1. Assim, pela proposição A.13 do apêndice, 

p"-1 

segue que e.xiste t-1 E Jf',.(R) tal que u-l = 1. Logo te,rnos 1 = tt-1 = r 1 L u1(z) = 
tetO 

p"-1 p"-1 L ui(t-1 z). 
i~ 

Tomando entã.o x = - 2: iui(C1.z). obte.mos x E W11(A) e u(x) = 
i =<I 

p•-1 p"-1 p"-1 p"-1 

u(- 2: iui(r1 z)) = - I: iui+1(C1.z) = - 2: (i+ l)o-'+1(t-1.z) + I: o-'+1(t-1 z) = 
i=O i=O i=O i=O 

p"-1 p"-J 

- L: iu'(c1 z) +L o-1(r1 z) - z+ 1. Além disso, temos q(zlf - x) = (z+ 1)~~' -(x+ 1) = 
i=<l i=O 

xlf- x, em K'n(A). Segue daí que xlf- x E K7"(R). 
Para mostrar que A = R{z], obsen-emos que R(:r.] Ç A. Além disso, CT/R{z) é 

claramente um automorfismo de R{z] e da prova do teorema 2.1, segue que l(u f R[ :r]) = 
p'\ (R[z]) 6 fR{rJ = R e que R[:t] é uma extensão de Galois de R. Assim, (R[:t], q / R[z]) 
é uma ext.ensão p"-dclica de R. Gonsidere11l06 então o diagrama aba.ho: 

R[:r.] ~ A 
cr/R[x] ! ! cr 

Rf'Z] ~ A 

Este diagrama é claramente comutativo, logo R[:r.]::: A, por IL-1.4. Portanto, A= R{z] 
e isto completa a prova do teorema. 

COROLÁB.IO 2.4: Sejam A e R anéis tais que R Ç A e seja rr um R-

automorfismo de A. Então (A, a) é UIIU\ extensão p"-cídica de R se e somente se 

(_..1, q) é isomorfa à extensão ,"-cíclica canônica de R MSOcia.da com algum elemento 
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a E 1-f',.(R). Neste caso podemos toma.r a= zw- z, para algum z E ~V.,(A) tal que 

u(z)=z+l. 

Prova: MOBtraremoa que se (A, u) é uma extensão pn-cíclica de R e.n.tão 

(A,u) ~ (A0 , p) para algum elemento a E ~V~(R). A recíproca é imediata. 

Seja então (A, u) uma extensão p"- cíclica de R. Logo, existe z = (zo, ... , z .. -t) E 

1-f',.(--l), tal que u(:r.) =:r.+ 1 e seja a= zw- :r.. Con.aideremoe ll = (l-~, ... ,1'.,_1 ) 

um conjunto de indeterminadas sobre R e tomemos o anel de polinômios Rfl1· A 

aplicação f : R(r1 -+ A definida por f/ R = id e f(r~) = ~; , O ~ i ~ n - 1, é 
um R-homomorfismo de anéis. Olhando agora sua extensão natural à 1-f' .. (R[l-1) telllDS 

f(l' "'- r· -a) = zw - z -a = o. Segue daí que f(1) = o, onde I = (l'"'- Y- a). 
Assim, f induz um R-homomorfismo g : R{11/1-+ A, dado por g(y) = z , onde 

y = Y + I. Seja r o R-automorfismo canônico da extensão R Ç R{ X]/ 1. Então 

g o r(y) = g(y + 1) =:r.+ 1 = u(:r.) = u(g(y)) = <1 o g(y). Portanto, g o r= <1 o g e segue 

então de II.4.4 que g é um isomorfismo de extensões de Galois. Isto completa. a. prova. 

Finalizamos este parágrafo observando que toda extensão p"-áclica de R pode ser 

mergulhada em uma enensã.o pm-cíclica de R, para. todo m > n. Mais precisamente! 

PROPOSIÇÃO 2.6: Seja (A, q) uma extell6ão pft-cíclica de R. Então para. todo ,.. ,. 
m > n existe uma extensão pm-cíclica (B, r) de R, tal que (A, q) ~ (W , r/ Bf' ). 

Prova: Pelo corolário anterior~ existe a = (ao, . . . 1 a,._1 ) E H',.(R) tal que (A, q) ~ 
(R[XJ/(Xw- X- a), p), com p(:r.) = :r.+ 1, onde z =X+ (Xs-- X- a) . Escolhendo 

arbi.trariamente On1 • •• 1 a,_1 E R e fazendo b = (a0 , • • • , a .. - 1 , a,., ... , ~-1) E ~Vm(R), 

consideremos (B, r) a extensão pm--cíclica canônica associada com b. Então, B = 
.Rfl1/(r·w- Y - b), onde Y = (ró , ... , r;.,._1 ) é um conjunto de indeterminadas sobre R 

· e r é tal que r(y) = y + 1, com y = Y + (Fw- Y- b). 

Segue da prova do teore.ml\ 2.1 que B-r'· = R(y0 , • •• ,y,._1J. Consideremos entM o 

seguint.e diagrama.: 

_!'_ R(xo, . . . , x,.-1] = A 
! (}' 

_!'_ R{xo, ... , Xn-1] =A 

onde l/i = l'; + (Yfr - y- b), Zj = xi + (X"'- X -a), o ~ i ~ n- 1 e cp 

R- homomorfismo definido por -.pf R= idR. e ·.p{y;) = z,, O ~i~ n- 1. 
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Como este diagrama. é comutativo, segue de II.4.4 que ({> é um isomorfismo de extensões 

de Galois de R! o que completa a prova da proposição. 

§3. CLASSIFICAÇÃO DAS EXTENSÕES p"-CÍCLICAS 

A partir deste parágrafo, Tn(R) denotará o grupo de Harri.wn T(:E/p"-7~, R) de 

extensões p,.- cíclicas de R. N088o objetivo aqui é determinar a estrutura deste grupo 

como um quocie.nte do grupo aditivo ~V.(R). 

Definiremos p~V"(R) = {a"'- a: a e ~V,.(R)}. Do !ato que '1r é um homomorfismo 

de anéis, segue que p~V"{R) é um subgrupo do grupo aditivo U'"(R). 

Dada uma e~tensão _p'l-cídíca (A, a) de R, existe :r e U1n(A.) tal que a(:r) =:r+ 1 

e a=%~~' - z E ~V,.( R), pelo teorema 2.3. Um tal a se.rá dito vetor de \Vitt correspondente 

à exte.nsão (..1, a). Com esta convenção podemos pro\-ar nosso próximo resultado, o qual 

é uma generalização de 1.4. 

LEMA 3.1: Sejam (A., u) e (B, r) duas extensões ~-cíclicas de R, e sejam 

a e b vetores de Witt correspondentes às exte.nsões (A, u) e (B, r), respectivamente. 

Então {..l,a) éisomorfoà (B,r)seesomentese a=b (modp~Vn(R)). 

Prova; Sejam X = {Xo, ... , Xn-1 ), l' = (l'ó, ... , }~_1 ) indeterminadas sobre 

R, z. e y elementos de J!f',.(A) e J!f'n(B), respectivamente, tais que a{z.) = :r+ 1 e 

r(y} = y+l. Sejam ainda, a= z.~ -z. e b = y, -y. Sabemos que A~ R[X]/(X~~' -X -a) 

e B ~ R{Y]/(Y .. - Y -b ), pelo corolário 2.4. Suponhamos a= b (mod pR'"(R)). Então 

existe r E W"(R) tal que b =a+ r .. - J'. 

A aplicação <.p : R(X] - R[Y], dada por rp I R = id R e ..p( X i) = a;, onde <>i é a 

í-ésima componente de Y +r em U'n(R[}l), para O~ i~ n-1, é um R-homomorfismo 

de anéis. Olhando s'ua exte.nsâo natural 'f': J.f'"{R{X])--+ ~V,.(R{Y]), temos rp(X) = Y +r 

e portanto cp(X~~" -X -a) = (1-' +r)~- (Y +7•) -a= ys--Y -a+rS' -r= Y~~"-Y -b. Segue 

então que ..p induz um R-homomorfismo de ané.is g: A- B, dado por g(z) = 11 +r. 

Como r o g(:r) = r(y +r) = y + 1 + r= g(:r + 1) = g(a(::r.)) = g o u(:r) , segue que 

r o g = g o a e então g é um isomorfismo de extensões de Galois, por II.4.4. 

Reciprocamente, suponhamos que f: (A, u)- (B, r) é um isomorfismo de extensões 

de Galois. Do!atoque r{f(z)-y) = rof(z.)-r(y) = fou(z.)-(y+l) = /(:r)-y, segue que 

f(z)-yE~V,(R). Toma.ndoentão r=/(z)-y, temos rS'-r=(f{:r.)-y)~~"-(j(z.)-y)= 

/{:r~")- YS'- /(:r)+ fi= /(:r.rr- :r.)- (ys-- y) = j(a)- b =a- b, isto é, a= b +r"'- r. 
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Portanto, a:; b (mod. p~V .. (R)), como querÍa.m08 mostrar. 

Notaremos por wn(R) o grupo quociente w"(R) = W"(R)jpl-f'"(R). Vamos definir 

uma aplicação B" : T"(R) -+ w"(R), como segue: Dada wna exte.nsão ~-cíclica (A, O') 

de R, seja a E ~V,.( R) um vetor de \Vitt correspondente ã e-.xtenAão (A, 0'). Definimos 

e-ntão Bn([A, O']} = (a], onde (a] = a+ plof'n( R). Segue do lema. anterior que (}" está. bem 
definida e é injetora. Segue também do teorema 2.1 que ().,. é sobrejetora. Vamos mostrar 

em n0660 próximo toorema que 8,. é um isomorfismo de grupoo. Ant-es po~m, obeen"amoe 
que no caso n = 1, esta aplicação coincide com a aplicação 8 definida no parágrafo I. 

lntroduzirem06 ainda. as seguintes notações: Se a= (a0 , ••• , a"_t) E ~Vn(A), escrevere­

mos a®1 = (a0®1, ... ,a"_1 (!H) E ~Vn(A®B). Assim, {a~·l)lf = ((a~·l)P, ... ,(a.,._1{9 

1)1') = {~~· l, ... ,a!_1 e• I)= a"' e• L Mostrare~ ainda que (a+b)~l = a®1+be•l, 

para todos a= (ao, ... , On-J),b = {bo, ... , bn-J) E ~Vn(A). De fato, consideremos 

I : A - A® B , dado por /(a) = a e· 1, para. todo a E A. Asaim, f é um R­
homomorfismo de anéis. Então f possuí uma extensão natural f: lVn(A) - H'"(..l ® B), 

dada por /(a)= f(a0 , ••• , a,._1) =(/(ao), ... , /(a"_1)) = (ao~· 1, ... , an-1 0 1) =a 01 
em H',.(..l ® B). Como f é um homomorfismo aditivo, segue que (a+ b) ® 1 =f( a +b) = 
f( a)+ f(b) =a ® 1 + b ~· 1. 

Ainda., se p: .4. -r A é um homomorfismo de R-álgebras, então p01 : A® B -r A® B 

é também um homomorfismo de R-álgebras. Considerando então sua erlensão natural 

p e• 1 : 1-f'n(A®B) - Wn(A®B), temos para cada a E 1-f'"(A.), (p ® 1)(a ® 1) = 
(pC~H)(ao®1, ... ,a"_J~'l) = (p(ao)~· l, ... ,p(an-Il®l) = p(a)C$• 1 . Demaneíraaná.loga, 

todas as considerações acima podem ser feitas à. segunda variável em ~Vn(A ® B). 

Estamos agora em <:ondiçoo de mostrar o seguinte 

TEOREMA 3.2: Com as mesmas notações acima, ' e um 

isomorfismo de grupos abelianos, para todo 11 ~ 1. 

Prova: Já. sabemos que 8,. é uma bijeção. Falta então m06trar que 8" é um 

homomorfismo de grupos. Sejam (A.,u) e (B,,.) duas extemões p"-cíclicas de R e 

sejam z E lf',.(A) e 11 E lf'n(B) tais que u(:r.) = :r.+ 1 e r(y) = y + 1. Logo, 

B,.([A, u]) = [a) e B"<(B, '1']) = [b], onde a = :r.-x - % E 1-f'nC R) e b = y"' - 11 E 1-f'n( R). 

Temos que mostrar que Bn([--1, u] • [B, '1']) = (a + b]. Para tal, cooside.remos z = 
% 0 1 + 1 0 y E IV"(A ® B). Como (u-1 0 r H.~)= (0'-1 0 r)(% 0 1 + 1 ® y) = u-1(x) 0 
r(1)+u- 1{l)®r(y) = (%-l)®l+10(y+1) = %0l-l®l+l®y+l0l = x®1+10y = z, 
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segue que : E loi111 ((A ® B)u-'~). Além diftBo, (u G• 1)(:) = (u ~ 1)(~ ($• 1 + 1 ~ y) = 
u(z) ~ 1 + a(l) ~· 11 = (z + 1) 0 1 + 1 ($• 11 = ~ 01 + 1 ($• 1 + 1 011 = : + 1. Assim, 
z E ~Vn((A®B)<'-•e,.) é tal que (a01)(:) =: + 1. 

Agora., do fato que [(A® B)6 -•®,., <T~H] =[A, a]•[B, r], segue que O .. ([A, u]•[B, r)) = 

[: lr - =] = [ ( ~ 0 1 + 1 ª' 11 )~~" - (% 0 1 + 1 0 11)] = [ (% ª' 1) Ir + ( 1 ª' 11) Ir - (% ($• 1 ) - ( 1 ª' 11)] = 
(z~~' 01 + 10y~~'- z C!!• 1 -10y] = (z~~'- z C!!• 1 + 1 C$• 1111' -11] = [a+ b], como que.ríam.os 

prmrar. 

Vamos mostrar agora que todo elemento de Tn(R) possui ordem aditiva dhisor de p"'. 

Inicialmente, seja. a= (ao, ... , a.,._1) E H' .. (R). Então V( a~~'- a)= V( a~~')- V( a)= 

(V(a))~~' -{V(a)) E p~V,.(R) e n-{a~~' -a)= (a•)~~' -{a~~') E pH',.(R). Assim, V(p~V,.(R)) Ç 

p~Vft(R) e K(pl'f'"(R)) Ç p~Vft(R). Logo as aplicações V e 1r induzem naturalmente 

homomorfismos aditivos de wn(R) em w,.(R), os quai'3 notaremos por v e ?1", respec­

thamente. Se (a] E Wn(R), e.ntão a-r = a {mod .,K'ft{R)) e assim [a] = [a•] = [at. 
Segue que a. aplicação 1r ; w .. (R) - w .. (R) induzida por ?I" ; ~Vn(R) - Wn(R) é a 

aplicação identidade em w,.(R). 

Agora, do fato que pa = V(a-r) em H'n(A), temos que p(a] = v((a]~~') = v([a]) em 

w,.(R). Assim p»[a] = v»([a]) = O, para todo [a] E w 0 (R). Logo todo elemento de 

w .. (R) tem ordem a.diti"-a um divi.<1or de p"' e segue que w,.(R) é um 7Lfp"'~ -módulo. 

Portanto T .. (R) ~ w .. (R) possui uma estrutura de 7Lfp7L- mlxlulo. 

Assim, T1 {R) ~ R/ pR é um espaço vetorial sobre :E jp~ e portanto T1 {R) possui 

uma base &tinta do conjunto vazio, sempre que 1;(R) :f O. Mostrarem08 que T,.{R) é 
~/~E-módulo livre com posto dímm,,mT1{R). (Para o caso T1{R) =O ver o corolário 

4.8, adiante) . 

Suponhamos T1(R) :/; O e fixemos uma. base { ut)iEl de RjpR sobre 7lfp7l, isto 

é, R f pR = {JJ ~~p~ui . Como ut E R/pR, para todo i E I, existe a, E R tal 
i€1 

que u; =a,+ pR. Consideremos u~ ={a,, O, ... , O] E wn(R) (i E I). Para termos uma 

descrição mais precisa do grupo de Harri.son Tn.(R), provaremos primeiro o seguinte 

TEOREMA 3.3: C-om as mesmas notações acima, Wn(R) é livre sobre ~/pn. lZ 

com base { u~ )iei· 

Prova: Suponhamos que para uma subfanu1ia finita a1 , ••• , a. E {a;)iEl• e inteiros 
11 

nlt ... , n., 1 :-5 na S: pn - 1, 1 :-5 i :-5 $ 1 temos 2: n,[a~, O, .•. , O] = O em w,a(R). 
i=l 

Escrevendo 111 = ,\lip"-1 + · · · + >.rtiP"-11
, onde O :-5 Àji < p- 1, l S: n, seja. t tal. que 
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.Àlf :f: O e .Àl+r.k = O, para todo 1 ~ .,. ~ n - 1 e todo 1 :s; k ~ s. (eventualmente 
• .t. 

podem08 ter l = n). Temos então O = L ni[~, O, ••• , O] = L ,L: Àj;p"-i[a;, O, •.. , O) = 
i=l •=1 i 

• • L -'t•P"-{[ai, o ..... o]+ L .E -'i•P"-i[a;. o, . . . , O]= [O, . .. I o.~-1 ... . , ~-dl onde Cn-1:;;; 

t=1 i=1 J'>l 
" E ~~•a• e Cn-1-l, .•. , C..+1 E R. Logo existe b = (bo •.. . , bn-1) com 

i=l 

(O, ... 1 O, C..-11 ••• 1 C..-J) = (bo, ... 1 bn-1)"' - (bo , · · ·, bn-1) = (bo, · · ·, bn-1-b O,··· 1 0)"' + 
(O, ••. 1 O, bn-1, ... 1 b,._l)"' - (bo, .. . , bn-1-b O, •.. 1 O) -(O, .. . , O, bn-l1 ••• 1 b,._t)· 

Consideremos o homomorfismo cp: ~V,.(R)-+ H'"_,_,( R) dado por cp(a0 , ••• , an-1 ) = 
(ao, ... , a,.-l-J ) . Aplicando este homomorfismo ao primeiro e ao último membro da igual­

dade acima segue que (bo, ... , b,.-J-1 )r- (bo, ... , bn-1-t) = O em H',.-J-I(R), e assim, 

bf = b; , O S i S 11- I- 1. Portanto, em H1,.(R), telll08 (b0, ••• , b,.-l-b 01 ••• 1 O)"' -

(bo, ... 1 bn-1-1 1 O, . .. , O) =O. Logo, (0, ..• , O, t.'n-f1 ••• 1 '-'n-1) = (0, ... , O, bn-11 •• • , bn-1 )~~"-
• 

(O, ... , O,bn-l• ... , bn-1) e então Cn-l = ~-l-bn-1 E pR. Seguedaíque í: A,,(a,+pR) = 
i=l 

[O] em R/ pR, o que contradiz a. escolha. de (<Ji)iEI, pois ,'.Jt :F O. Assim, ( ~)iEI é um 

sistema linearmente independente sobre 7.Z / p" 7.Z. 

Falta mostrar e.ntão que (udiei é um sistema de geradores de wn(R) como 7.lfp"7l­

módulo. Para tal, seja L o 7L/p" 7l- submódulo de w"(R) gerado por (u,)iEI· 

Como [yo, Yl, .. . , Yn-1] = [yo, O, ... , O] + {o, Y1, O, .•• , O] + · · · + [o, . .. , O, Yn-1], para todo 

[yo, .. . ,fln-1] E wn(R), é suficiente mostrarmos que [0, ... , 01 Yi, O, ... , 0] E L, onde l/i 

aparece na i-ésima componente, pa.ra todo Yi E R, O ~ i ~ n - 1. Faremoe isto por 

indução. 

Seja y"_1 E R um elemento qualquer de R. Por hipótese, existem elementos 

a17 •• • , am E (a,);er e inteiros À17 ... , .À.n {O ~ >.j S p - 1) tais que ll"- 1 + pR = 
m m 

L >.;a;+ pR. 
i=l 

Logo existe ,. E R tal. que Yn.-J = L >.;ai + ~ - .,. . 
j=l 

m m 

Portanto te-

mos (0, ... , O, 1/n-1) :;;; (0, . .. , O. L ÀjGj + 1-P- r) :;;; (O .. ... O, .E Àjaj) + (0, ... , O. r),.-
~1 w 

m 

(O, •.. , O, r) e assim, (0, ... , O, Yn-1] - {0, •.. , O, L ,\a;) 
j el 

m 

L >.;p"-1[ai, O, .. . , O] E L. 
j:l 

m 

- L .-\jv"- 1([aj . O, •.. , OJ.> -
j•l 

Suporemos por indução que, para todos !li+ h ... , !ln-1 E R, [O, . . . ! O, y;+l , ... , Yn-t] E 

L . Consideremos e.ntão y; E R. ~existem a, .. . , a, E (adiei e inteiros /Jl , ... , P.l 
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f 

com O ~ J.lk ~ p- 1, 1 ~ k ~ l ~ IJ E R tais que y; = L J.liai + ~ - s. Agora., 
i=l 

l I 

(0, ... , O, y,, O, •.. , O) = (0, ..• , O, L Piai + ~- s, O, .•. , O) = (0, •.. , O, L J.liai, O, ••. , O)+ 
j:l j:l 

(O, ... , O, s, O, ... , O)"- (O, ... , O, s, O, ... , O) +{O, .. . , O, c4+J, ... , d"-l ), onde di+l! ... , cln-1 
são elementos de R e sE R está. na. i-ésima componente. Então temos: 

l 

[o, ... ~ o, Yi, o~ ... ~ o] = [o, ... ~ o, E JJia;~ o, ... , o]+ [o, ... , o~ d;+h ... , ci,._I] 
i=l 

I 

- L t4jpi(aj. o, ... 1 o]+ (o, ... I o. di+ li ••• I dn-1] 
j=l 

I 

Como [o, ... I o. di+l! . . . I d,.-1] ~ r: PiP•[aj, o ..... o] são elementos de L. ~ue que 
j=l 

(0, ... , O, y1, O, ... , O] E L. Completando assim o processo de indução e a prova. do teorema. 

Do teorema. a.nterior obtemos os eeguimes corolários: 

COROLÁRIO 3.4: Com as mesmas notações anteriores, temoo: 

Tn(R) ~ {f)(?Z/]1' 7Z)8;1(t() 
jeJ 

para todo n ;:= 1. onde 0,71 (~) são geradores livres de T"(R). 

COROLÁRIO 3.5: Seja F um corpo finito de característica p. Então Tn(F) ~ 

7Zjp"' 7L, para todo 11 ~ 1. 

Prova: Pelo teorema anterior, ~suficiente provar este corolário pa.ra o caso n = 1. 

Suponhamot< ent.ão que F posBU.Í rf" element.oo. Consideremos o homomorfismo adit.i\o·o 

f{): F- F, delinido por f{)(a) = aP- a, para cada a E F. C-omo lmf{) = pF, segue 

que Fj/ce,·..p ~ pF. Agora, lcerf{) é justamente o conjunto de todas as raízes, em F, do 

polinômio YP- Y E F[Y]. Assim, jkertpj = p e portanto, I F/ke.rtp I= pm-l . Logo, 

I FjpF I= p e então dímJR:fpíB(FjpF) = 1. Portanto, FjpF ~ 7Zjp7Z. 

§4. EXEMPLOS E CONSEQÜÊNCIAS 

ApresentamOil a seguir alguns exemplos, ond.e dareDlDf:l uma. descrição de T .. (R), para 

n ~ 1. De acordo com o teorema 3.3 e o corolário 3.4, é suficiente apresentarmos uma. 

base de R/ pR como 7L / p?Z -e8paçD vetorial. 
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Observemos ainda. que o resultado do corolário 3.5 continua. válido para. qualquer anel 

R de caracterutica. p tal que dimzr;1,z(R/vR) = 1. 

EXEMPLO 4.1: Seja. S = R{[.\.1] o anel das séries formais sobre R. Então temos 
?Q 

SfpS ~ RjpR. De fato! dado um elemento g =L c;X' E s~ é claro que L gpi E s e 
i~\ j-::0 

-:<.• . 'X . 'X . 

então g = (L gP')- (L gP')P. Assim! tomando f = -L gP' E S temos g = P' -l 
j=O j:O j=O 

de onde segue que g E ~S. Seja. e.nt.ão o homomorfismo ~~ : S __, R/ pR. dado por 
00 .X. 

tJ!(L ai X i) = ao+ ~R e seja. h E kert$1. Então h = L a;X; é tal que ao = O (mod ~R). 
j=O j=O 

Logo e~t.e b0 E R tal que lfo - b0 = O{) e neste caao, h = ~ - bo +L a;X' E pS. 
i>l 

Portanto, lce.t•t/J Ç pS. A reciproca é clara e segue então que ke.t't/' = pS. - ÁlssÍ.m existe 

um isomorfusmo '{J : S/ pS - R/ pR. 
Desta forma, se (a;);er é uma. ía.mília de elementos de R taa que (a;+ pR);er é uma 

base de RfpR como 7Lfp7L-espaJ;.o vetorial, então {a.a + pS);er é uma base de SfpS 

como 7.l / p7.l--e-spaJ;O vetorial. 

Em particular, se R é um corpo finito de cara.cter{etica. p, segue do corolário 3.5 que 

.R{[.\1]/pR[[X]] ~ 7.lfp7.l. 

Antes de apresentarmos o próximo exemplo, veremos um lema que nos será. útil. 

LEMA 4.2~ Seja. R um anel de cara.ct.er.íat.ica. p. Ent.ã.o Rf~R ~ RfpR, onde 

R= RJN(R) e .N(R) = {1· E R: 3n E ..Wtal que r"= o}. 

Prova: C-omeçaremos por obsen<U' que para todo tE N(R) existe um a E R tal 

que a'- a = t. De fato, seja t E N(R). Então existe n E IN tal que t11 =O. Seja i o 

menor inteiro tal que tP" = O. Temos t = t + fP - tP + t~>' - t~>' + .. · + tP'-
1 

- tP'-J - tP' = 

(t + fP + • • · + tPI-t)- {_t + tP + • • · + fPi-l _)P = aJ'- a, onde a = -(f+ tP + · · • + fPi-l ). 

Portanto tE pR., para todo tE N(R) e segue daí que N{R) Ç pR. 

Consideremos agora. os homomorfismos de anéis ~ : R - R, definido por .;:>(1·) = 
f= 1· + N(R). para. todo r E R e 1/J: !l- !lfrp!l. da.do por ~~(;•) = [r], para. t.odo 

f = 1' + N (R) E /l, onde [r] = r + rp!l. Consideremos também a. composição destes 

homomodismos r'"= ~~o~: R- llfrp!l. Assim r'" é um homomorfismo sobrejet.or. 

Seja. 1' E ker.;:>•. Então .;:> • ( 1') = [r] = [õ]. Logo existe s =E R tal que f = §1l - s e 

a.ssi.m. t-.xi.ste um t E N (R), tal que -r = sP - s + t. C-omo N (R) Ç pR temos t = aP - a , 
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para. algum a E R. Logo r= sP- s + t = sP- s + aP- a= (s + a)P- (s +a) E pR e 

segue daí que ker<p* Ç pR. 

Agora dado r E pR temos .P*(r) = tj:o;p(r) = 1/.•(r+N(R)) = [õ), pois N(R) Ç pR. 
Logo ker:p:t. = ~R e portaut.o "'* indu~ um isomorfismo ;p : RjpR -.. R.jpR. Ist.o 
completa a prova do lema. 

OBSERVAÇÃO 4.3: Segue deste lema que Ta(R) ~ T,(R), se R é um anel de . . . . 

caracterlstica p. &!te resultado vale em geral. De fato, C. Greither e R. Haggenmüller em 

(10] moetrara.m que T( G, R) ~ T(G, ll), para. todo grupo abeliano G, onde /l = RfN(R). 

Gostaríamos de lembrar ainda que R/N(R) é um anel sem elementos nilpotentes 

próprios e que R[X] possui elementos nilpotentt>s próprios se e somente se R possui 

elementos nilpot.entes própri06. Podemos agora apresent·ar D05SO próximo exemplo. 

EXEMPLO 4.4: Seja S = R[X] o anel de polinômios na indetenninada X. 
Queremos encontrar uma ba.se de SfpS como 7.tfp7L-espa.ço \'etorial. Do lema. anterior 

segue que podemoe supor R um anel sem elementos nilpotentes. 

Tomando R'P = {rP: r E R} é fácil ver que R! é um 2l/p7L-subeapa.c;o vetorial de 

R. Se.ja (bj )jEJ' uma. base de R! sobre 2ljp2l e sejam Cj E R elementoe tais que 

bj = cj, para todo j E J'. Extendendo esta baae a uma base (b; );EJ' U (bj)jeJ" de R 
como 7Ljp7L-espaJ;O vetorial e tomando 1 = 1' U 1", definimos: 

(*) Bo = {a; + f>S : i E J}, onde (a , + pR),EI é uma base de RjpR como 

2ljp2l-espaço vetorial; 

(**) B~;. = {b;X11 + pS: j E J}~ se (k,p) = 1 e k ~ 1; 

(•••) B~r={bjX11 +pS:jEJ"}, se (k , p)=p e k~I. 

Afirmamos que B = U BJt é uma base de SfpS como 7Zfp7Z- espaço vetorial. 
k=O . 

Moet.raremos isto a. seguir. 

Precisamos '\-"er que B é um sistema de geradores de SfpS e que é linearmente 

independente sobre Z jp7L. 

Para a primeira parte, é suficiente mostrar que cXá + pS é UllU\. combinação linear 
O(j 

finita de elementos de B = U B", pa.ra &odo c E R, i E IN. Faremos is&o por indução 
Ir =O 

em t . 

Se i = O o resultado segue trivialmente. Suponhamos que pa.ra todo i < I, eX' é 

combinação linear de elementoe de B e mostremos que eX1 também o é. 
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Como c E R, temos que c = L ).jbJ ! onde ~\ E lL/p:tl! para todo j E J e 
jEJ 

>.,j :f: O somente para. um número finito de valores de j E J. Temos então, cX1 + pS = 

L ).,jbjX1 + rpS = 2: ).,jbj.X1 + pS + L ÀjbjX1 + rpS. 
jEJ jEJ' jEJ" 

Suponhamos (l.p) = 1, en~ão cX1 + pS = L >.Jb;Xl + rpS = L Ã;bJ};.·l + pS) que 
jEJ jEJ 

é uma combinação linear de elementos B , do tipo ( ** ). Agora, se (l, p) = p e.ntão 

I - kp, p&ra algum k E Z . Nee1e ca80, <:X1 +pS- .E ,\;h;X1 + pS + .E ,\Jh;X1 + fJS., 
jEJ' jEJq 

(E Ã;b1X", + L >.;b1 ... Yil,) + ~s = LE (ÃJcJXA:), + E >.Jb;X.~~,J + rpS = 2: Ã;(cJXA: + 
jEJ' jEJ" jEJ1 jEJ" jEJ' 

pS) + L Ã;(b;X.IIp + pS). Assim, o eegundo somat.ório é uma combinação linear de 
jEJ" 

elementos de B 1 do tipo ( * * *) e o primeiro, é também uma combinação linear de 

elementos de B , por hipótese de indução. Portanto, c.Y1 + pS é uma combinação linE~ar 
00 

de elementos de B, e aseim B = U B1c é um sistema de geradores de SI pS como 
Ira O 

7l I p:ll- espaço \'et.oria.l. 

Pa.ra ver que B é linearmente independente tomamoe uma. combinação linea.t finita. do 
tn 

tipo 2).>-J~tb;XJc+pS) =O em SfpS. Então I: >.;1cbJXk =L >.iOa,+ I: I: >.;~cb;Xh+ 
j ,/;. j,k iEI t•l jEJ' 

(t,r)wl 
m ~ 

L; L; >.,iJcb; XIt = f"- f , para algum f E R[X]. Suponhamos f= L;d,Xl, com 
,_, j eJ" 

( 0\ , r)-r 

<4-. #o. 
laO 

Se n =O, então L À;oa; = cPo- do E pR. Isto implica que L .-\o(a; + pS) =O, de 
iEl iEJ 

onde resulta .À;0 =O, para todo i E J, pela. escolha dos elementos ai (i E 1). A pro\<-a 

está. completa neste caso. 
m 

Se n > O, comparando os termos de maior grau na igualdade E À;oa;+ EC E >.p,br,Y"+ 
iei · k=l jEJ' 

" n L 1\p,b;Xk) = (2:: drX1
) 11 - (L dJX1

) , obtemoo 2:: À;,.b;.\'711 = ~XnP, uma vez 
j€J 11 1:0 l=O je.f'' 

que m = np e port.ant.o a soma L ÀjlrbjX
11 não aparece neste caso. Segue daí que 

jEJ' 

L Àjmbi = ~ E RP íl L Rb; ;:;:; O, de onde resulta. ~ = O o que é uma contradição 
jEJ" jEJ" 

00 

com o fato de R não ~uir elementos nilpotentes próprios. Portanto, B = U B~c é 
k:O 

um sistema de geradores linearmente independente de S/pS, uno é, é uma base de S/pS 
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como ~~p~- espaço vetorial, como querlamoe II105trar. 

EXEMPLO 4.5: Seja F um corpo de característica p e S = F((X)) o corpo das 

séries formais sobre F, isto é, S é o corpo de fraçoe.s do dominio de integridade F[[ X]]. 
É fácil ver que S ={L ~Xi: a, E F, n E~}. 

·~ 
Consideremos o Z/pZ-tmbeapa~;o vetorial I = {L a,X' : a, E F} de S. Por 

·~1 
um cálculo semelhante ao do exemplo 4.1, obtemoo I = pi. É fácil ver ainda que 

S/ I ~ F[X-1] ~ F[t], onde t é uma indeterminada. sobre F. Mostraremos que 

SfpS ~ (Sji)jp(S/1) ~ F[t]fpF[t] e então podemos construir uma hase de SjpS como 

ZjpZ--espa.ço vetorial analoga.me.nte ao e.xe.mplo anterior. 

Seja f = L a,x• E pS. Temos fP - f - (~ a,x• + ~ a,x•)P - (~ a,x• + 
i>J i<O i>1 i<O 

L CliXt) = (L ~)f1)'- (L aiX') (mod p/). Logo. -pSj I~ pFp.·-1] . Segu~ daí que 
i>l i<O i<O 
- .§1.L - Plt-t~\ F[t]1 SfpS::::::: fiS{I ::::::: fiF x- ~~F t, como queríamoe moetrar. 

Vamoo dar agora. algullU\8 collBeqiiênciaa dos resultados obtidos neste capitulo. 

Dado [A, o] E Tn{R), uma extensão p"- cíclica de R, segue do corolário 2.2 e teorema. 
N-1 

2.1 que B = Au" é uma extensão [P-1- dclica de R, com grupo de Galois (ujB). 

É •·l 
fácil ver que se (A, u) ~ (A' ,u') então (B,ufB) ~ (B',u'/B'), onde B =_.te" 

n-1 

e B' = .4."'' Podemos então definir uma aplica~;ã.o '!/.• : T,.(R) -;. T,._1 ( R), pondo 

ti•([A.,a]) = [B,ujB] E Tn_1 (R), para cada [..t,u] E Tn(R). Denotando .k'n{R) = ke-r1j1 

e 'Y: K,.(R) c...;. T,.(R) a inclusão canôrúca, obtemos a seguinte seqüência exata: 

(4.6) 

Queremoo mostrar que K.,.(R) ~ T1(R). Antes porém, fare1Il08 algumas observaç~. 

Denotaremos por (E,.{ R) , p,.) o elemento neutro de T,.(R). Conforme parágrafo 5 
p"-1 

do capítulo II, E,.(R) = E9 Re,, onde {e,}o~·~p"-l é uma família de idempotentes 
i:O 

ortogonais cuja soma é um, e a ação de p.. é dada por p,.(e,) = e.;+l (mo<i "")· Pelo 

que vimas neste capítulo, sendo que o elemento neutro de w,.(R) é [O, .. . , O] , segue 

que (E,.(R), Pn1 ~ {R[X]f(X~~:- X), r,.), onde X = (X0 , ..• , X,._1 ) é um conjunto de 

indeterminadas sobre R e rn(x.) = x. + 1, com :t = (:to, ... , Xn-d e z, = X;+ (X .. -

X), O ~ i ~ n - 1. 
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Observemos que o ideal (X~~" - X) de R[XJ é igual ao ideal gerado por (Xg­

X0 , ••• , X~_1 - X,_t). De fato, seja I= (X""- X) e 1 = (Xg- X 0 , •• • , X!_1 - X,_l). 
E-ntão, X,.. -X = (XÕ, ... , X!_1 ) - (Xo, .. . , X,._1 ) = {Xõ, o, ... , O) - (X0 , O, . .. , O)+ 

(O, .Yf, . . . , ~\;_1 )- {0,~\1 , · · ·,~\,._t):: {O,.Yf, .. . ,.Y!_1) -{O,.Yt, ... ,~\,.-J) {~ J). 
Proceguindo este raciocúúo, obtem06 X,..- X= O {mod J), isto é, I Ç J. 

Reciprocamente, X,..- X :: O {mod I) , implica que X~~' = X (mod J) e con­

aeqüêntemente Xf = X, (mod I), o ~ i ~ n- 1. Portanto, (Xg- X 0 , ••• , X!_1 -

X.,-1) =O {mod I) e assim, 1 Ç I. 

Assim, escrevemos (En{R), Pn) ~ (R{Xo, ... , Xn-1]/(XÕ- Xo, ... , X!_1 - Xft-1), rft) 
onde r"(zo, ... , Zn-1) = (:r.o, ... , :r.ft-1) + 1 e :r.,= X;+ (.X&- Xo, .. . , X!_1- Xn-I), O~ 

i~ n- L 
Observemos também que K.,(R) é o conjunto de todos os elementos [A, o'] E T,.,(R) 

,.•-• 
tais que (B, uj B] = (En-1(R) , Pn-1], onde B =_.tu . 

Dado [C, '7] E T1(R), existe a E R tal que 61([0, '7]) = (aJ, isto é, C~ .R{~\1/(X"­

X- a) e -q{X + (XP- X- a)) = X+ 1 + (XP- X- a). Auim, associamos com 

[C, -q) E Tt{R) a classe (..1, u] E K,.(R) tal que 

{..l, u) - (R[X]/(X~~'-X-(O, ... , O, a), r) 

( 
R{Xo, .. . , Xn-1] ) 

,..... ( ,,, ,, , , , , , "-p "- ) • r 
."lo -."lo, . ..•• .,.,_:.? - .'l.,._:z, ""a-1 - ""-1 -a. 

onde T atua. da. forma r (zo , ... ' z,_I) = (:r.o, . . . 'Zn-1) + 1, com :r.; = xi + (X! -
, , , .·p , .. 't'P 't' ) 
.·\o , . . . ' .·\n.-2 - .·\n-:J, ~'\n-1 - .'\,_1 - a . Pode-se ver que a aplicação T1(R) - Kn(R), 

assim definida., é um isomorfismo. 

No que segue identificaremos K,.(R) com T1(R) via este isomorfismo. Com esta 

identificação, a seqüência ( 4.6) se torna equh-alente a seguinte seqüência: 

O seguinte resultado é claro. 

PROPOSIÇAO 4.8: O tJeguint.e diagrama é comutativo 

O ~ T1(R) 
! 81 

o - Wt{R) 
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onde I{'' : w1(R) - wn(R) é dado por so'([a]) = [O, ... , O, a], para. todo [a] E w 1(R) 

e ,fl: w,.(R)--+ W 0 _ 1 (R) é dado por ,P'([~, ... ,Cln-t]l = [ao, ... ,an-~], para todo 

[ao, ... , lln-1] E wn(R). 

COROLÁRIO 4.9: Com 8B me8II18.8 notações anteriores temOB: 

(i) Se TJ(R) =O, então T"(R) =O para todo n ~ 1. 

(íí) Se T1(R) ':/;O, então T,.(R) contém um eleme.nto de ordem f?. Neste caso a 

seqüência ( 4. 7) não cinde. 

Prova: (i) Se Tt(R) =O então, por (4.7), temos T,.(R) ~ Tn-t(R), para todo 

n ~ 1. Assim Tn(R) =O, para todo 11 ~ 1, segue por indução. 

(íí) Só temos que mostrar que se T1(R) ;f O então a seqüência (4.7) não 

cinde. Isto é claro pois se Tn(R) ~ T1(R) E9 T"_1(R), todo elemento de Tn(R) teria 

ordem aditiva divisor de pn-l ~ o que é um absurdo. 

Pelo teorema 3.2 EIXÍSte um elemento de ordem tfl em Tn(R), para n ~ 1. Nosso 

próximo resultado DOB a.u.xilia a encontrar tais elementos. 

PROPOSIÇÃO 4.10: Suponhamos que T1(R) é um ~fp7l~paço vetorial não 

trivial e seja a E R. E-ntão [a) tem ordem aditiva p em w1(R) se e somente se 
[a, a1 , . •. , a"_1] tem ordem aditiva. pn em w,.(R), para todos a1, ... ; a,_-1 E R. 

Prova: Se o = p"-1 [a ~ al ~ ... ! a,.-1) = v"-1([a! al, ... I Dn-tD = [o, ... ) o! a]. segue 

que (0, ... , O, a) = b"- b, para algum b = (bo, ... , bn-1) E ~Vn(R). Assim (0, ... , O, a) = 
(bo, ... , bn-1)\lr- (bo, ... 1 b,_l) = (b', 0)\lr- (b', O)+ (0, ... , O, ~-1)- (O , ... 1 O, bn-1 ). Apli­

cando o homomorfismo projeção canônica cp : H"',.(R) ---+ ~V,._1 (R), ao primeiro e ao 

último membros da igualdade acima, obtemos b'"- b' =O em H"'n- 1(R), isto é, bf = b, 

para todo O 5 i 5 tl- 2. Assim, (O, ... ,O, a) = (O, ... ,O, b~_1)- (O, ... ,O, b.-1) = 
(O, •.. , O, IJ!_1 - bn-1) e então a= b!-J - bn-1 E pR. 

Logo, se [a) tem ordem aditiva. p em w1(R), a~ pR e então p"-1 [a, Ch, ... , a,, _t] =/: O. 

Isto implica qu~ [a, a 1, ••• , a,._1] tem ord~m p" em w,.(R). 
Reciprocamente, se (a, a 1 .. • 1 ~-1] tem ordem aditiva fi' em wn(R), segue que 

pn-1[a,a11 .. • , a"_t] =/:O. Facilmente se verifica que [a] tem ordem p em w1(R). 

Apresentaremos a. seguir dois lemas. As respectivas provas serão omitidas para não nos 

extenderm08 demasiadamante. O leitor interessado poderá obtê-las em ([15], lema 1.2 e 

teorema 1.8(2), respectivamente). 
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LEMA 4.11: Seja. R wn anel JJt\Dl idt\Dlpotentes próprios ~ f (X) = XP - X - 1'0 E 

R{4\l Então f (X) é irredutível se e somente se f ( ,. ) :f O, para todo .,. E R. 

LEMA 4.12: Seja (A, u) uma pn- e.xtensão cíclica de R e R1 o anel fixo de A 

por (u~>). Então A é um corpo se e somente se R1 é um corpo. 

Com o awo'lio destes lemas, podemos provar o seguinte resultado, o qual caracteriza os 

elementos de ordem p" em Tft(F), quando F é um corpo de característica. p. 

PROPOSIÇÃO 4.13: Sejam F um corpo de característica p e a = ( ~ •... , "'--1.> € 

H'n(F) . Seja (A", r) a e.xtensão pn- cíclica canônica de F associada com a. Então as 

seguintes condições são equivalentes: 

(i) XC- Xo- ao E F{Xo) é irred.utivel; 

(ii) ..tA é wn corpo; 

(iii) (A4 , r] é um elemento de ordem p" em Tn(F). 

Prova; Segue do corolário 2.2 que A:"'= F{zo] ~ F[Xo)/(Xô- Xó- a0 ). Então a. 

equivalência (i) <:> (Ü) segue do lema 4.12. 

A equivalência (i) {:} (iii) é conseqüência do lema 4.11 e da proposição 4.10. Basta. 

observar que ao E pF se e somente se XC- X0 - a0 não p08sUÍ raízes em F. 

Como aplicação dos resultados anteriores obtemos a. seguir o grupo de Harrison do anel 

R/ pR onde R é um anel qualquer e pR é o ideal de R definido por pR = {pr. : r E R}. 

Este foi obtido por M. Ferrero e A. Pa.ques mas não está. publicado. 

Se R é um anel e p um número primo, denotam08 por ~Vn(pR) o conjunto de vetores 

de \Vitt de W,.(R) cujas compone.ntes estão em pR. St-ja ~V= p~V .. (R) + J.i'',. (pR) ç; 
J!Jl,. (R) o conjunto de todas as somas x + y, com x E plVn(R) e y E U1,.(pR), onde, 

como antes, pif'n(R) = {a~~:- a: a E lVn(R)} . 

Consideremos agora o anel fl = RfpR. Assim, ll é um a.nel de cara.cterístic:a p. 

Seja ainda, T"(fl) = T(7L/p~7L, .R). Temos então o seguinte 

COROLÁRIO 4.14: Com as mesmas notações acima., W é um subgrupo de 

1-V"(R) e T11.(fl) ~ l~~(R)fW. 

Prova: Consideremos a. projeção canônica. g : R - R. e sua extensão natural 

g: W,.(R) ~ Wn.(R). É claro que g comuta. com 1r. VejamOB agora que kerg = lt~(pR) . 
É e\idente que l·fn(pR) Ç kerg. Consideremos então a= (ao, ... , an-1 ) E kerg. Assim, 

O= g(a) = (g(ao), ... , g(a"_l)). Segue dai que g(a;) =O em R., para. todo O~ i~ n-1, 
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ou SeJa., a = (ao, ... ' a...-t) E H'" (pR). 

Consideremos ainda a projeção canônica g': IVn(R) ---.. wn(R) e seja 1,1 = g'og. Então 

1,1 : W"(R) ~ w.,..(R) é um homomorfismo sobrejetor e temoe w.,..(R) :: W"(R)/ket't,1. 
Vamos mostrar então que ktrY' = W ! o que completa a. prova. do corolário. 

A inclusão W Ç kery> é clara. Seja. a = (a0 , •• • ! a"_1) E ker;.p. Então Y'(a) = [õ] em 

w,.(R), iet.oé. g'og(a) = g'(g(a)) = [õ]. ]stoimplica.que g(a) E ket•g' = pWn(R). Assim, 

existe b E pW,.(R) t.al que g(a) = b .. -b. Agora., como g é sobrejetora.. existe b E Wn(R) 
tal que b = g(b). ~ta forma, g(a) = g(b)~- g(b) = g(b~- b), pois g comuta com ~. 

Porta.nt.o g(a- (b .. - b)) = O em W,.(R). Ist.o implica. que a- (b .. - b) E kerg = W.,..(pR). 
Logo, a E pH'n(R) + H',.(pR), o que mostra. que ke1'g Ç ~V. 

OBSERVAÇÃO: O fato de lt- !er um subgrupo d~ lt-"(R), pa.ra um anel qualquer 

R, é um pouco surpreendente! mas pode ser obtido também diretamente! independente do 

corolário anterior, como aplicação dos resultad06 do apêndice (Lema. A.l e corolário A.5). 
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APÊNDICE - ANÉIS DE VETORES DE WITT 

Introduziremos aqui os anéis de vetores de 'Witt sobre um anel comutativo A. O ca.so 

que mais nos interessa. é quando A é um anel de ca.racterlstica p, onde p é um primo. 

Contudo, começaremos por definir os vetores de Witt sobre um anel contendo o corpo dos 

racionais. Nesta exposição seguiremos D.J. Winter [20,apêndice \V] e P. Ribemboim [18]. 

Consideremos então um anel A. tal que t1J ~ A, onde (/} denota. o corpo doe números 

racionais. Sejam p um número primo e n um número inteiro positivo. Consideremos o 

anel comutativo {A'\+, ·), onde .-ltt = .-1 x .-1 x .. · x .-1 (tl fatores ), + e · são as 
operaçôe5 usuais de soma. e prod.ut.o, definidas componente à. componente. 

Consideremos agora. a. aplicação '!: An - An, definida. por -y(a0 , ••• , a,._1 ) = (ao, a~+ 
p' p 2 , .. -J ~J,._, ,,'l-1 ) d ( ) d pah <l() + JX11 + p a2, · .. ,ao + ].~Ul + "' + Jo' <ln-1 , para. to O ~~ • .. , an-1 e 

An. Do fato de p ser inversfvel em A segue que, para cada ( b0 , ••• , b,._1 ) E An, existem 

únicos a0 , • •• , an-l E .4. tais que: 

ao 
a~+ pa1 

como é fácil verifical'. Segue então que "'/ é uma bijeçcão. Logo, podemoe definir duas novas 

operações em ..tn como segue: Dados a= (<lQ, ... ,<In-1), b = (bo, ... , b"_1) E A", existe 

um único c = (eo, ... , Cn-t) E A'", tal que 1'( c) = I'( a)+ l'(b). Definim06 então at17b = c. 

De maneira. a.náloga, definimos a 0 b. Desta forma, as propriedades das operações + 
e · se transportam para as operações ~ e 0, via. a. aplicação )', como é fácil ver. 

Assim, (An, ~, <!:•) é um lUtei comutati"-o, o qual será chamado ANEL DE VETORES DE 

WITT SOBRE A , com respeito à p, e será denotado por ~V,(A). Observemos que a 

estrutura do anel H'n(A) foi definida de tal forma que a aplicação -y : H1,.{A) ~ _..tn é 

um isomorfismo de anéis. 

Da definição de tj] e <:!) segue fa.cilmente que 1 = ( 1, O ... , O) E J.iln(A) e O = 
(O , ... , O) E ~V,(A), são a. unidade e o elemeuto zero do anel ~V,.( A), respectivamente. 

Observamos ainda que se 1p: A~ A é um endomorfismo de anéis, então também o é 

rp• :A"' - An dado por rp•(ao, ... , Gn-1 ) = (..p{ao), ... 1 ~an-J )). Este último se extende 
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naturalmente a um endomorfismo rp- de U1,.(A), pois o diagrama abaixo comuta 

A" ~· A" .__,. ,-1 ! ! ,-1 
H',.(A) ,.·-____.., lF,.(A) 

onde 'P•• = ·y- 1 o 'P• o "I· Desta forma, se>••( ao, ... , CJn-t) = ('P{ao), ... , '{)(a..- 1)), para. 

todo (ao, ... , a...- 1 ) E J.f'"{A). Por simplicidade de notação, escreveremos rp em lugar de 

rp-

Dado a= (a0, ••• , On-1) E W,(A.), notaremos por [a<0>, ... , a<o-11] o elemento y(a) = 
,...P p .. -l ~....P .. - 3 

1 ) i " --. dad ( ) b (ao, uo+pa1 , ... 'ao + J.IUJ +·. ·+p"- an- 1 E . "l
11 

• .l\.88lm, 08 a= ao, ... ' <lrt-1 ' = 
(bo, ... ! b"_t) E l{i~(A.)! temoe ')'(a) = [a(o)! .. . ! a<"-11], ')'(b) = W01

! . .. ! b(n-1 )) e então 

[(a $ b )lO I, ... , (a $ b)ln-1 ~ = )"(a$ b) = ,.,(a) + ,.r(b) = [alO I, ... , aln-1)] + [b<OI, . .. ! b(D-1)l 

ou seja., (a+ b)(il ;:;; a<•> + b(i)! para todo O $i$ n -l. Analogamente! (ab)li l = alilbliJ! 

pa.ra. todo O $ i :5; n - 1. 

A paxt.ir de agora notarelll08 õ:P- e <,:) por + e ·, respecth.·amente, pois est.aremos 

sempre operando em J.f1, {A). 
Dado a = (<1<!, ••• ,a...- J) E ~Vn(A) , existem elementoe a,<0>, ••• 1 a,<•-l) E A tais que 

( { ~O) '"-
1

] • ~ b" - N t ao, . . . I a.,,_l) ::;; a •... I a . polS "'! e l.JeÇa<>. et!te CMO .emOI!I 

,(0) bé a =ao e tam m 
;.. O) _j)i _j)é-l . 

a = <ro + pco1 + · · · + p• a;, 1 ::$ i ::$ n - 1 

ou, equivalentemente 
_1{0) 

~=a , e 
Ui = 1/}i[a,(•l- (~~-~ + ~-~ + · · · + pi- laf_t)), 1 ~i$ n- 1. 

Vamos determinar agora, com auxílio das fórmulas acim.a., a.lgu.mas componentes de 

a+ b e ab. Sejam a = (ao, .. . , a,._1 ), b = (bo, ... , bn-1) E J.f'n(A), temos a+ b = 
((a+ b)o, ... , (a+ b)n- t) e ab = ((ab)o, ... , (ab)n-1) , onde: 

(a+ b)o =(a+ b)IO) =aiO)+ b(O) = 0o + bo 

(a+ b)I = 1/p[(a + b)(l) - (a+ b)~ = 1/p(a111 + b(l)- (ao+ bo)P) = 1/p(~ + pa1 + llo + 

p-d ~) t. . . . 
p~- fao + bo}P) = a1 + 61 + 1/p(~ + bg- (ao+ bo)") = a1 + 61-~ p%bô 

· P) 

onde ( ~ ) indica ao númeroo combinalórioo correopondenl<> e ~ € Z. poio i #- O. 

Da mesma maneira: 
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(ab)0 = aobo 

( ab h = t?obl + a1 lfo + pa.1 bt 
Poderíamos naturalmente tentar calcular todas as componentes de a+ b e ab, para. 

a, b E ~Vn(A), mas estes cálculos são muito difíceis. 

Obsen-amos que as duas primeiras componentes de a+ b e ab em ~V"(A) são 

polinômios com coeficientes inteiros nas componentes de a e b. Mostraremos mais 
adiante que todas as componentes de a+ b e ab em ~Vn(A) são dadas por polinômios 

com coeficientes inteiros. Estes polinômios serão utilimados para definir o anel de vetores 

de \Vitt sobre um anel de característica. p, pois neste caso, (A",+,·) não se.rá isomorfo 

à. (A." 1 ffi, 1:!) ). Antes porém, definiremos dois operadores que nos serão úteis no decorrer 

deste apêndice. 

Sejam 1r: ~Vn(A) ___. H',.(A), definido por lr(a) = atr = (t?o, ... , ~-J) e V : H',.(A)--+ 
H'"(A), dado por V(ao, ... , an-t) = (0, ao, ... , a,.-::.~), para. todo (ao, ... , an-1 ) E H',.(A). 
Estes operadores são chamados operador p-ésima potência e operador translação, respecti­

vamente. Convém observar que V o 1r = 1r o V, como é fácil verificar. 

Da. definição do opera.dor -:r segue que, se (ao, ... ,~_1 ),[a<0>, ... ,ah•-l~ E lVn(A), 

então temos ao= al01 e ali+l) = (a•)<'> + p'+1at+I • O~ i~ n- 2, como é fácil verificar. 

Observemos ainda. que, pa.ra a, b E A , onde A. é um a.nel qualquer, temos a = b 

(mod pr A) implica. a' = bP (mod p~+l A), onde r é um número inteiro positivo e 

p um primo qualquer. De fato, se a = b (mod p" A), então existe a' E A tal que 

a = b + pr a'. Assim, aP = (b + pr a')P = bP + t ( ~ ) ~·p;., a" = /:f+ p"+1a", onde 
i=1 \ 

a"= [,P-1 a' +É ( ~ ) r,p-ipir-{r+l)a'; E A. Assim, a= b (mod p"+1 A). 
i=2 \ 

Estamos em condições de provar o seguint.e 

LEMA A.l: Sejam a= (ll(), ..• , lln-J), b = (b0 , .• . , b.,.-1) elementos de ~V .. ( A), e 

seja j >O e O ~ k ~ n- 1. Então a.s seguintes condições sã.o equivalent-es: 

(a.) a, E b, (mod piA), O~ i~ k 

(h) a<•> = bli l (mod pHi A) , O S: i S: k 

Prova: Faremos a prova deste lema por induçã.o com respeito a k. Para k =O a 

equivalência é trivial. 

Para mostrar que (a) implica (b ), !aremos a seguinte hipótese de indução: Suponhamos 

que a.= b, (modptA) (O~ i~ k) implica ali)= blil (modpi+i.4.) (O~ i~ k). 

Temos que mostrar então que se a; = b, (mod piA), O~ i ~ k + 1 então a!lt+ll = b(!.+ll 
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(mod pi+k+l A). 

Suponhamos então que a; - b; (mod pÍ A), O ~ i ~ k + 1. Segue daí que af = bf 
(mod pi+l A), O ~ i ~ k + 1. Como af = (a~~'), , para todo O ~ i ~ n- 11 decorre da 

hipótese de indução que (a•)<•> = (b•)<•> (mod pi+'+lA), O 5 i 5 k. Assim, alk+l)­

b(.lr+ll = (ar)IM)- (b''')(k) + }1'+1(alc+l- blc+l) = ~+1 (a.J.+1- bM+l) = O (mod pi+JJ+1A), 
como queríamos provar. 

Para provar a. recíproca, faremos a seguinte hip6tese de indução: Suponhamos que 

a(iJ = b('J (mod pi+' A), O ::; i ::; k, implica at = b, (mod piA), O ::; i ::; k. Para. 

mostrar que (b) implica. (a), analogamente ao a.n1.erior, basta moe1ra.rmoe que a{i) = b('1 

(mod pi+'..t), O::; i 5 k, implica ak+J = bk+l (mod piA). 
Suponhamos então que a(il = b(") (mod pi+'A), O ::; i ::; k + 1. De alil = b(il 

(mod pi+'_.t), O < i < le, segut' por indução que a, = b; (mod piA), O ~ i ~ le. 

Isto por sua vez implica que af := bf ( mod pi·t1 _.l ) 1 ou St'ja, temos (a~~"), := (b~~"), 

(mod pi+1 A), O::; i=:; k. Da.primeira.pa.rtevemque (a•)<'> = (b11'_){i) (mod pi+'+1 A), O::; 

i 5 k. Agora, como a{lt+ll - b(Jc+l) = (a•)(JcJ - (b•)(JcJ + ]1t+1(ak+l- b~+d, segue que 
....k+l( ) "+k+l • . . 
p · ak+l- h .r.+ I E P' A, ou seJa, a.r.+I -bk+l E p1 A. Isto é, a~+l = b.lr.+l (mod P' A), 
o que completa. a. prova. do lema.. 

No que segue, E denotará o anel dos inteiros, E[Xo, . .. , X;; l'õ, .. . , lj] denotará 

o anel de polinômios na.-; indeterminadas X = (X0 , ••• , X;) e Y = (}~, ... , lj ), O < 
j ~ n- 1, com coeficientes inteiroe e (X0 , •• • , X;;}~, .. . , }~- )~{X0, ••• , X;;}~, ... , }~·], o 

ideal ge.rado por {X o, ... , X;; l'ó, ... , l'j} no anel X[Xo, . . . , X;; l'ó, ... , l'j]. Com estas 

notações, t.emos o seguinte: 

TEOREMA A.2: Sejam X,.,}:, O 5 r, s ~ n -1, indeterminadas sobre 7L. Então 

existe polinômios si, mi E (X0 , •• • 1 Xjj l~, . . . , lj)Z[X0 , ••• 1 Xj; l~, ... , lj], O~ j ~ 11-l, 

unicamente determinados, tais que: 

(a) tp'"(.siJP;-i = (t,Jxf'-i) + (tp'·l~p>-i), O~ i~ n-1. 
J=O 1=0 1:0 

~ 1-J (~ . •-J) (" . . 1-J) (b) ~(m;)P = ~p'Xj Lj = o•pYf , O~ i~ 11- 1. 
;:0 J::(j 

Nota: Observemos que estes polinômios Bj, mi, O $ j 5 n- 1, se existirem 

aã.o exatamente as componentes de X + }' e XY, para X = (X0 , ••• , Xn-l ), Y = 
(ló, ... , Yn-1) E ~'n(.Z[Xo, .. . 1 Xn-1; Yo, ... , Yn-1]). Logo, estão unicamente determina-

dos, pois ''i : ~Vn(~(Xo, ... , Xn-Ji l'ó, ... , }~_t]) - (7L[Xo, ... 1 Xn-1; ló, ... , Yn-l])n é 
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uma bijeção. 

fkcorre ainda destas f6rmulas que a i-ésima componente de X+ Y e XY em 

W,.(Z[X0 , •• • , X,_1 ; 1~, ... , 1:_1]), O ~ i ~ n - 1, se escreve em função da i-é.sima 

componente e das componentes anteriore-.s de X= (X0 , •.• , X,._1 ) e de Y = (1'0, ... , }~_1) . 

Prova do Teorema A.2: Vamos fazer apenas a prova de (a), a qual será feita por 

indução. A prova. de (b) é inteiramente análoga. Temos que mostrar apenas a e.xistência 

destes polinômios, uma .. -ez que a. unicidade já está clara.! pela. nota. acima. Para tal! consi.­

de-.remos X = (X0 , ••• , X,._1), Y = (10, .. . , r~-~) E if',.(zt(Xo, ... , X,.-1; rõ .... , 1:-1]) e 

seja h = (X0, ••• , X~; l'õ, ... , 1'k)zt[X0 , ••• , Xk; ió, ... , rk], O ~ k ::; n- 1. 

Para k =O, (a) se torna so = X 0 + YÕ, o qual é evidentemente um polinômio em lo. 
Suponhamos que s, =(X+ Y); E I,, O~ i~ k, para algum k ~ n- 2. Mostraremos 

que SJ.+l =(X+ r')k+1 E Jlc+t· 

Temos: 

(( , , 1r)-;:)· _ ( t.• "L')P _ ( ·{ t.• '' ··1r 1T.))P = ·( t.•p ''P•}rp "L'P) = -·~ + • - _.,_ + .l f - s • .. ,.o,· · · 1 -"'" o, .. ·' • - s, "'"'O 1 .. • 1 ·"'i , O , .. · ' .l f -

(X"+ Y"); (mod pJ,), O ~ i ~ k. Segue do lema anterior que ((X + Y)")(1) = 
(X" + Y" )<'1 (~od p;+l I,), O ::; i :5 k. Em particular te:rnoo ((X+ Y)" )<~> = (X" + Y")1k 1 

(mod plf+l h). 
Por outro lado, (X"+ Y")lkl = (X")(Jc l+ (Y")<~> = x<k+t l+ ylk+t l -pk+1(X11+1 + }í.-+1). 

Logo, (X"+ 1'"")(.1'1 = X{k+l) + r ·{J..+tl = (X+ Y){k+l) (mod [1'+1 h+1). Então, temos 

1'+1(X+Y)k+l =(X +Y)1k+l)_((X+Y)")1k 1 =O (mod ~+liJc+l)• outK'j~ (X +Y)k+I = 
811+1 E h+1, como queríamos mostrar. 

COROLÁRIO A.3: Seja A um anel comuta.t.ivo contendo o corpo doo racionais. 

Sejam a= (<1<l , ... , <ln-J), b = (bo, ... , bn-t) E if'n(A). Então: 

a+ b = ( so( ao, bo ), s1 (ao, a1; bo, b1), ... , Sn-1 ( <1{) , . .. , Cln-1i bo, .. . , bn-1)) 

ab = ( mo(ao, bo), ml (ao, a1; bo, b1), .. . ! m ,._l( ao, ... ' a,.-1; bo, ... ! bn-1)) 

Prova; As equações do teorema anterior continuam válidas, se substituirmos X = 
(X o, ... , Xn-1) e Y = (l'Õ, ... , 1~-t) por a = (ao, ... , an-1) e b = (bo , .. . , bn-1 ), respecti­

vamente. Basta considerar o homomorfismo de anéis cp: Z[Xo, .. . , Xn-1 i 1-õ, . .. , 1";.-1]­

A, dado por cp(X;) = a;, cp(l:) = b;, O ~ i ~ n- 1, e aplicar sua exte.nsão natural 

cp: ~V .. (Z[X0 , .. . , X .. -1; :1-~ , . .. , 1: -1] - J.i',.(..l). 

Seja agora A. um anel comutativo qualquer cuja característica é zero. Consideremos 

B = ..1.3!!-{0} o anel de frações de A, com respeito à Z- {0}. Nestas condições, temos 
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o seguinte diagrama.: 

onde as setas verticais significam as inclusões Z ~ A e (/} '--" B, respectivamente. 

Logo podemos supor sempre que A está contido em algum anel que contém o corpo dos 

raoonalS. 

Consideremos o homomorfismo inclusão canônica. A'-+ B e erlendemoa à H'n(A) '-+ 

li'n ( B). Dad06 a = (ao, . . . 1 a,..-1 ), b = ( bo, . . . , bn-1) E ~Vn( A), facilmente se vê que 

s;(ao, . .. , a,; bo, . . . , b;), m;(ao, . .. , a,; bo, ... , b;) E ~Vn(A), para todo oS i S n-1. Nosso 

próximo resultado é cla.ro e mOBtra. que H',.(A) é também um anel comutativo. 

COROLÁRIO A.4: Seja A um anel comutativo de característica zero. Sejam 

a = (ao, . .. , an-l ), b = (bo, ... , bn-1) E ~Vn(A). Então: 

a+ b = ( So( ao, bo), S1 (ao, OJ j bo, b1), ... , Sn-1 (<li), ... , an-1; bo, .. ·, brt-l)) 

ab = (mo{ ao, bo), m1 {ao, a1; bo, b1), ... , m,._l( ao, ... , a,.-1; bo, ... , b,._l) 

Em particular, H',.(A) é um subanel de ~V,.(B). 

Ainda., da prova do teorema anterior e do lema A.l temos o seguinte 

COROLÁRIO A.5: Sejam a= (GtQ! ••• 1 an-1), b = (bo, ... , bn-1) E W~a(A). Então 

temos ((a+ b)~~") 1 = (a~~"+ blr); (mexi pA) e ((ab)~~"), = (a~~"b~~"), (mod pA), para O S 
i~n - 1. 

Resumindo oe resultados anteriores, temos o seguinte 

TEOREMA A.6: Seja. A um anel comutativo de característica zero. Então 

H',.(..!) é um anel comutativo. Dados a= (ao, ... , a,._1) , b = (b0, • • • , b,._1 ) E H',.(..l) e.ntão 

as componentes de a+ b e ab em H',.(J.), são dadas por polinômios com coeficientes 

int.eiros calculados em ao , . .. , ar~-li bo, ... , b,._l· 

Antes de definirmos oo anéis de vetores de \Vit.t sobre um anel de caraderímica p, 

veremos algumaB propriedades doe operadores 7t' e V definidos anteriormente. 

PROPOSIÇÃO A.7: Seja a= (ao, ... , a,._1) E H'~a(A) , Então i'(V1(a))-

Prova: TemOI!I l·(a) = (0, ao •... , a-,._2) = [a~0> , .. . , aJ"- 1>], onde: 

a.,t•> = o 
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,<•-1) • - 1 _j:) .. -:: 1 . _p•-!: _ _p•- J. 2 . 2 
a = oP + pcr1 + · · · + p"- ~-:1 = p( cro + Jll'1 + · · · + p"- a"-2) = pa"- . 

Ou seja, '"t(V(a)) = [O,pa1°l, ... ,pa<"-21]. Agora, iterando i vezes obtem06 o resultado 

desejado. 

COROLÁRIO A.S: Sejam a~ (Qa, ..• , Ot.-1). b:: (bo, ... , ba-1) e Wa(A_). En1io 

V( a+ b) = V(a) + V(b). 

Prova: Temoe a+b = ((a+b)0, ••• , (a+b),.-1) = ,-1([(a+b)(0)! ... ! (a+b)(n-l)_)]. Re­
sulta da proposição anterior que '"t(V(a+b)) = [O!p(a+b)1°l, ... ,p(a+b_}{n- 2)] = [O,p(a<0>+ 
b(o).), •• • , p(al11-2)+b<"-2)] =[O, paiOl, ..• ,pa(n-21]+[0, pb(o), ••• ,pb<"-2~ = )'(V{a).)+"t( V(b)). 

Agora, como ,..,. é um isomorfismo de anéis, segue que .oy(V(a))+.oy(V(b)) = .oy(V(a)+ V(b)), 

de onde segue que V(a + b) =V( a)+ V(b). Assim, o corolário está. provado. 

Dado a E A, notaremos {a} = (a, O, ... , O) E ~Vn(A). Assim, temos 1'({a}) = 
(a, aP, . . . , aP·-']. Segue da prop06ÍÇào A.7 que '){Vi({ a}))= [0, ... , O, p•a, ... ,.tfaP"-'-1], 

para O ~ Í ~ 11 - 1. Desta forma, para cada a = (ao, ... , an-1) E ~Vn(A) e b E 
11-1 11-1 

A, temos a= L:V;({a;}) e {b}a = (ba0,b1'a1 , ... ,bP·-•an-1 ) = L:v'({lla.}). De 
;.o i•o 

n-1 n-1 
L_ ~ ·( r.ri({ ·})) _ ~(O O i . i _J)•-i-l] _ [ (0 ) (n-1)1 , fá.ciJ' J.a.to, ~ 1 v a; - LJ , .•. , , p Oi, •.. , p ~ - a , ... , a · J1 como e 

i::O i•O 
n.-1 

vE~ri.fica.r. Assim, 2:Vi({a.}) =a. Ainda, -y({b}a) = [b,bP, ... ,bP,._1][al0'l, ••. ,a("-1~ = 
i =O 

[ba(o),bFa<l), ... ,bJ'"-'cl"-1)]. Logo, {b} = (baQ,bPa1 , .... bP"- 'an-d1 como é fá.dl ver. 
n-1 

Logo, {b}a =L 1 -;({lf;a~}) . 
t=O 

Dados a= (ao, .. . , a,._1),b = (b0 , ... ,b,._t) E ~V .. (A), cfuemos que a e b sao 

elemen1os disjun106 sempre que, para cada. O ~ i ~ n - 1, t.emoo: ou a; = O ou b; = O. 
Resulia daí a seguinte 

PROPOSIÇÃO A.9: 

elementos disjuntos. Então a+ b = (ll() + bo, . . . , a,.-1 + b .. - 1)· 

n.-1 tt-1 n-1 n -1 

Prova: Temos a+b =E Vi({ a;})+ E V'({b;}) =L v·i({at}+{b;}) =L v·i( {a,+ 
i:O i:O i=O i::O 

b,}) = (Cl() + bo, . .. , On-1 + bn-t), como queríamos mostrar. 
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Finalmente, dado X = (Xo, ... 'xft_l) indetenninadas sobre 7l, COI18Íderemos o 

anel de polinômios a n indeterminadas 2Z[~\l = 2Z[X0 , ••• , X.,_1). Obseivemos que 06 

polinômios (pX); e (V(XIf)); (O $ i $ n- 1) p06Suem coeficien~ em JZ. Assim 

lemos o seguinte 

PROPOSIÇAO A.lO: Com as mesmas notações acima, (pX_>, = (V(X .. )_), 

(mod pZ[ .. \1), para todo O ~ i ~ n - 1. 

Prova: Sabemos que (pX)<•> = px<•.l = p(X"'(i- t> + pi.X1) = px..<•-1
> = l.(X"')(i) 

(mod p'+1~[X]). pa.ra t.odo O:$ i:$ n -1, pois l.(X"')í.') = pX..<'-1
), pela propoeição 

A.7. Então segue do lema A.1 que (pX); = (V(XIf)), (mod p2Z[X]), O < i ~ n- 11 

como queríamos provar. 

Consideiemos agora um anel A de característica p. Seja H''n(A) = {(0(), ... , ~-1) : 

fli E A,O ~i~ n -1} e tomemos a= (ao, ... ,a...-1) e b = (bo, .. . ,bn-1) em H"T,.(A). 
Seja 2Z[X, Y] := JZ(X0 , • •• , X"-1 ; 1~, ... , 1'~-1) o anel de polinômioe nas indeterminadas 

X = (Xo, .. . , Xn-1) e Y = (1~, ... , Y .. -1 ). Seja ainda cp : tVn(~[X, 11) - tVn(A) o 

homomorfismo induzido por X,,_.. ai, }: ,_.. b,, o 5 i~ n- 1. Sabem06 que: 

XY = (mo(Xo, Yo), ... , ffin-t(Xo, ... , Xa-t i }~, .. . , }~-1)) 

em H''n(.~[X, }l)· Definimos então a + b e ab \'Í.a '{J, como segue: 

a+ b = (sõ( <lo 1 bo), · .. , Sn-_1 (ao,···, <In-li bo, .. · 7 bn-Il) 

ab = ( tfio(ao , bo), ... ,-n~-1 (ao, ... ! ~-1; bo, ... 'bn-1)) 

em H''n(--1), onde .f;( ao, ... ,~; b0 , ••• , b;) , rii;(ao, .. . , <In-i; bo, ... , b .. -i) são as expressões 

obtidas dOB polinômios s; , m; do teorema A.2, respectivamente (o ~ i ~ n - 1), 

substituindo-se cada coeficiente inteiro por seu correspondente em :tt jp~. Desta form~ 

(tVn(A), +, ·) é um anel comutativo, chamado ANEL DE VETORES DE \VITT SOBRE 

A. De fato, sejam X= (Xo, . .. , X~-~), Y = (ró, ... , }~-~) e Z = (Zo, ... , Z~-~) indeter­

minadas sobre ZZ. Seja o anel :tt[X, 1~. Z] = Z(Xo, ... , X~-1 i r~, ... , r;.-1 i Zo, ... , Z,.-1] · 
Definindo-se então o homomorfismo '!jJ : if' .. (Zl[X, Y, Z]) ~ U'"(A), por 1/J(X) = 
t,lo(Xo, ... , Xn-1) = (ao, ... , On-1) = a, t,b{}.) = (1";,, ... 1 1:-1) = (bo, ... , bn-1) = b e 

t/.•(Z) = 'f/1{Z0 , ••• , Z,._1 ) = (c0 , .•. , c,_1 ) = c, onde a, b, c E W,(--1), podemos observar 

que as propriedad.e.s de anel comutativo de ~V,.(:tl[X, Y, Z] induzem propriedades análogas 

em. H''n(A), via o homomorfismo t/.•. 
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Aind~ no caso de A. ser um anel de ca.raderística p todas as congruências acima se 

tornam igualdades. Assim, temos a seguinte 

PROPOSIÇÃO A.11: Seja A um anel de característica p. Então, (a + b )r = 
ar +br (ab) .. = a .. b .. e pa = V( ar), para. todos a, b E W .. (A). Além d.i86o, pia= Vi( ar') . , . . . . 

Queremos mostrar agora. que o anel primo de lV,.(A) é lV,.(2Z/p2Z) ~ 7.Zjpa 2Z. 

Para tal, corusiderelll08 o homomorfismo -.p : Z - 'Vn(A), dado por cp(m) = m1 = 
1 + · · · + 1 E H'n(A), para. todo mE 2Z. Então lm cp é o subanel primo de H'nCA). 
Como p"1 = V"(1) = o e pi1 = v•(1) ~ o, para todo O 5 i 5 n - 1, segue que 

çc(l) tem ordem aditiva pn, de modo que Im tp possui p" elementos. Agora, como 

lm cp Ç H' .. (E/pZ) e 'V .. (2Z/p2Z) possui p" elementos, segue que lm tp = lV .. (.E/pZ) 

e portanto H'n(7.Zfp7.Z) ~ 2Zfp2Z. Assim, temos o seguinte 

TEOREMA A.12: Seja A um anel comutativo de característica. p. Então lVn(A) 

é um anel comutativo tal que para todos a, b E lVn(A), as componentes de a +b e ab em 

~' .. (..!) são polinômios com coeficientes em Z/pZ. Além disso, 1f: lV,.(..l) _. ~' .. (..!) é 

um homomorfismo de anéis e o anel primo de lV"(A) é 'V .. (2Z/p2Z) ~ Z/p"2Z. 

Para finalh:ar este apêndice, mostraremos a seguinte 

PROPOSIÇÃO A.l3: Seja. A um anel de característica p e a= (ao, ... ,a,._1 ) 

um element.o de 1-V"(A). Então a é im·ersfvel em lf""(A) se e somente se ao é inversfvel 

emA. 

ProVB.! Suponham08 que a = (OQ, •.• , ~-1 ) E lV .. (A) é inversível em U'"(A). 

Então existe b = (b0 , ... , b"_1 ) E lV"( A) tal que ab = 1. Logo, aobo = 1 em A, isto é, 
, . " I t 

~ e mverstve em .-1.. 

Para provar a recíproca, observamos que dado um elemento c= (eo, .. . , Ct.-1) E ~',.(..!) , 

e.xiste uma extensão B de A e um elemento b E H'"(B) tal que b~ = c. De fato, basta 

tomar B = A(_\1/(Xr- c)= ..t[zJ, onde z =X+ (X• - c) e X = (X0 , •.• , X"_1 ) é um 

conjunto de indeterminadas sobre A. Tomando b =:r, temos btr = :llt' =c em U'n(B). 

Além disso, se b = (bo, ... , b,._1 ) E ~Vn(A) é ta.l que bo =O então b = V(c) para algum 

c E W,.(A). 

Suponhamos então a = (ao, ... , a,._1 ) E ~' .. (A), com a0 inversível e.m A. Seja. 

b = Caõ\ O, ... , O) E ~Vn(A). Temos 1 - ab = d = (O! d1 , ... , dn-d E Wn(A.). Então 

existe algum c E 1-f',.(A) tal que d = V(c). Seja. B a. extensão definida. a.cim.a. e 
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c' E U-7n(B) um tlt>ment,o tal que c'r = c. Então, d" = (V(c))" = 1-(c) . .. 1-(c) = 
V(c'r) ... V(c'r) = 1-n((c'").:") = o em Wn(B). Como W,.(A) <--.. Wn(B). segue que 

cJn =O em U1,.(A). Logo, d = 1- ab é um e-le-mento nilpotente de U1
11 (A.) e portanto 

1-d é inversível em U'n(A). Mas 1- d = 1-(1- ab) = ab. Isto completa a prova da 

proposiçã.o. 
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