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ABSTRACf 

When we consider the completion of Q with respect to the usual absolute value 

we obtain the field of the real numbers R But if we do the same with respect to any other 

absolute value of Q we obtain the field of the p -adie numbers QP, where p is a prime. In this 

work we consider the convergence of series in QP and in lR and construct series of racional 

numbers with amazing convergence properties. 

We also prove that it is possible to obtain a series of rational numbers that 

converges in all completions of Q even if we prescribe its sum in each completion. 



RESUMO 

Quando tomamos o valor absoluto usual e o completamento de Q em relação à 

métrica induzida por ele, o resultado é o corpo IR dos números reais; fazendo o mesmo processo 

com qualquer outro valor absoluto definido em Q, obtemos um dos corpos p-ádicos Q P. O 

propósito deste trabalho é explorar a convergência de séries em QP e em IR, construindo algumas 

séries de números racionais com propriedades de convergência surpreendentes. Provamos 

também que é possível construir uma série de números racionais que converge em qualquer 

completamento de Q para um valor pré-fixado de Q e de IR. 
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INTRODUÇÃO 

Sabemos que, se I I denota o valor absoluto usual em Q, então lR é o 

completamento topológico de Q em relação à métrica induzida por I I, ou seja, lR é o 

menor corpo que contém Q e no qual toda seqüência de Cauchy de racionais converge. 

Assim, a noção de convergência depende fortemente do valor absoluto usual I I em <Q. 

A noção de valor absoluto pode ser generalizada a um corpo qualquer, (veja 

cap 1) e a partir de um valor absoluto sobre um corpo K pode-se definir uma métrica sobre 

K e portanto um novo completamento de K pode ser construido. 

Em Q pode-se definir outros valores absolutos, os valores absolutos 

p-ádicos I IP' onde p é um primo qualquer, e a métrica induzida por este novo valor 

absoluto dará origem a um correspondente completamento que chamamos de Corpo dos 

números p-ádicos QP. 

Ostrowski, em 1935, provou que todo valor absoluto não trivial em Q é 

equivalente a um dos valores absolutos p -ádicos I lp ou ao valor absoluto usual I I· 
Além disso, todos estes valores absolutos I I e I lp são não equivalentes. 

A nossa proposta é explorar o tema "convergência de séries de racionais em 

qualquer completamento de Q". 

Inicialmente veremos, no capítulo 2, que, fixado p E VQ = { p E N, p 

primo }U{oo}, é possível construir uma série de números racionais que converge em <QP. 

Em particular, é possível decidir se a soma da série é um número algébrico ou é um número 

transcendente em QP. A seguir, construiremos uma série de racionais que é convergente 

em cada QP e cuja soma é transcendente sobre Q. Para tal demonstraremos os Teoremas 

de Liouville real e p-ádico. 

Finalmente, no capítulo 3 veremos também que é possível construir uma 

seqüência de números racionais não nulos tal que para cada p E V Q a série por eles 

formada converge em QP para pré-fixado ap E QP(veja Teorema 4.1, onde obtemos até 

um algoritmo para a construção de tal série). Em particular, podemos exigir que a soma da 

série seja sempre um mesmo número racional, respondendo assim uma questão colocada 



por Koblitz [K,p.85] (Koblitz questionava até se isto seria possível- veja [K] , pag 142). 

A referência para este trabalho é [B-S]. 

Convenções: 

* "primo " significará sempre primo positivo. 

* Ao considerarmos um número racional x, escreveremos x = ~ com b 

sempre positivo. 

* Às vezes denotaremos o valor absoluto usual em Q ou em lR 

simplesmente por I 1, mas outras vezes ele será denotado por I loo-

Notações: 

VQ = {p/ pé primo} U {co} 

JR+ = (O,co) 
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CAPÍTULO 1 

Salientamos aqui apenas alguns resultados sobre números p-ádicos que 

estarão sendo utilizados com mais freqüência neste trabalho. 

Os detalhes podem ser encontrados nos vários títulos indicados na 

Bibliografia. 

1.1 Valores absolutos em um corpo 

Definição: Um valor absoluto num corpo K qualquer é uma função 

I : K---+ IR+ que satisfaz as seguintes condições: 

(i) 'ri X E K, lxl = 0 <=> X = 0 

(ii) 'ri X, y E K, lxYI = lxiiYI 
(iii) 'ri X, y E K, lx + Yl ~ lxl + jyj, 

sendo esta última chamada desigualdade triangular. 

Se tivermos ainda satisfeita a condição: 

(iii' ) 'ri x, y E K, lx + Yl ~ max{jxl, IYI} 

chamada desigualdade triangular forte, teremos um ultra valor absoluto. 

Definição: Um valor absoluto I I num corpo K é dito arquimediano se 

lm-11 > 111, para algum m E N, onde por m.l representamos a soma de m parcelas iguais à 

unidade de K. 

Proposição 1.1 : As seguintes condições são equivalentes, com respeito a um 

valor absoluto I I definido num corpo K : 

(i) I I é não arquimediano 

(ii) 'rtn E N*, Vx1, ... ,Xn E K, lx1 + ... +xnl ~ maxl5i5n{lx;l} 

Prova: Veja [E] , pag 5 o 

Definição: Dois valores absolutos I 11 e I 12 definidos em um corpo K se 

dizem equivalentes se induzem a mesma topologia em K. 

Teorema 1.2: Dois valores absolutos I 11 e I 12 em um corpo K são 
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equivalentes se, e somente se, existe um número real positivo a tal que I 11 = I I~. 

Prova: veja [G2] p.42 O 

Proposiçãol.3: Dois quaisquer valores absolutos arquimedianos sobre um 

mesmo corpo K são sempre equivalentes. 

Prova: veja [L], p.285. o 

1.2 Os valores absolutos de Q. O cor po dos Números p-Ádicos 

Aqui estamos interessados em K = Q, e queremos salientar que existem 

outros valores absolutos em Q além do valor absoluto usual, que muitas vezes denotaremos 

por I loo · 
Inicialmente, observamos que se x E Q, digamos, x = ~ =F O com a E Z , 

b E Z+ e mdc(a,b) = 1, então podemos escrever, utilizando o Teorema Fundamental da 

Aritmética, ~ = a.b-1 = ± p~1 
••• p~" .qls' ... q;s, onde a = ±pÍ1 

••• p~" e 

b = qi' ... q~m , Pi e qj números primos distintos (positivos), para todo i e todo j. Esta 

representação é única, pela unicidade da fatoração em Z e pelo fato de a e b não possuírem 

fatores comuns, já que mdc(a,b) = 1. Assim, para um primo p qualquer, podemos garantir 

que existem Pl · ··· ·PL primos distintos de p e a , a1, ... ,a1 E Z(alguns talvez nulos, mas 

todos únicos) tais que 

.ff. = + papa'pa2 pa' b - 1 2 ... l (1) 

Definição: O expoente a em (1) é dito valorização p-ádica de x = ~ e é 

denotado por vp(x). Convenciona-se vp(O) = oo. 

Proposição 1.4: A função I lp : Q ---+ IR+ definida por 

para cada x E Q, é um valor absoluto. 

Definição: I IP: Q ---+ IR+ construída acima é denominada valor absoluto 

p -ádico. 

A idéia é que o valor absoluto p-ádico de x mede o "tamanho aritmético" de 

x com respeito a p , no sentido de que x será p-adicamente pequeno se uma potência grande 
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de p divide o numerador de x. 

Assim, por exemplo 20 é 2-adicamente muito pequeno pois, 

12012 = 2-2 = ! , enquanto 2~ é 2-adicamente maior do que 20, pois I 2~ 1
2 

= 8 . Para 

~~~ = 2 
2
.3-3 .5. 7.11 -l temos: I ~~~ 12 = ! · I ~~~ 13 = 27 • I i~~ ls = ~ ' I i~~ 17 = ~ • 

I i~~ 1
11 

= 11 e I i~~ I P = 1, para todo p diferente de 2, 3, 5, 7 ou 11. Daí, já podemos 

deduzir que o valor absoluto p-ádico é dramaticamente diferente do valor absoluto usual 

em Q. Mais ainda, mostra-se que a desigualdade triangular é muito mais forte quando 

estamos trabalhando com valor absoluto p-ádico. 

Proposição 1.5: Seja p um primo; então o valor absoluto p-ádico I lp 
satisfaz as seguintes propriedades: 

(i) "if X E Z , lxlp :S 1 

(ii) A função I lp é um valor absoluto não-arquimediano em Q 

(iii) I lp é um ultra valor absoluto; mais ainda se lxlp * I.Yip então 

lx + Ylp = max {l.xlp· I.Yip} 

Queremos agora relacionar o valor absoluto usual e os valores absolutos 

p-ádicos entre si. 

Proposição 1.6 : 

(i) Dois quaisquer valores absolutos do conjunto A = { I IP' p E VQ} 

são não equivalentes. 

(ii) (Ostrowski, 1935) Qualquer valor absoluto não trivial de Q é 

equivalente a um dos valores absolutos I lp para p primo ou p = oo. 

(iii) Fórmula do produto: Dado x E Q*, temos 

equivalentemente, Í:peVQ log lxlp = O 

(i v) Seja x E Q *, x ::;:. 1. Então lxlp não pode ser pequeno para todo 

p E VQ, ou seja: 3 p E VQ, lxlp > 1. 

Prova: 

(i) Basta ver que para quaisquer p, q E VQ 

{ 

1 se q ::;:. p ambos primos 

IPiq = ~ se q = P 

p se q = oo 
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de modo que, para qualquer a > O, temos ~ =1= 1 a =1= p, o que comprova, pelo teorema 

acima, que dois quaisquer valores absolutos p-ádicos com p E V Q são não equivalentes. 

(ii) veja [G] ou [Sk]. 

(iii) Suponha que x é um número racional diferente de zero, 

onde Pl> ... ,pf são primos distintos, ai E Z e a1 =1= O. Então 

I1 l~j _ 1..-1 TI 1 ~1 _ a1 a2 a1 -a1 -a2 -a1 _ I 
p e vQr p -r p primo~-"" p - P1 P2 ··· Pt P1 P2 ... Pt -

( . ) S 11"11* I _ + a1 az a1 · d' . tv ex E~ , x =I= , x- ...:p1 p2 ... p 1 com P1, ... ,pl pnmos 1stmtos, 

como ITP e vQlxlp = 1 e 

{ 
1 =I= fx_l =-pa,a·ll P~2 ... pfl 

fxlp; - Pi 
basta ver que, se pf; < 1 então p ja; > 1. 

o 

Finalmente, salientamos que o valor absoluto p-ádico conduz a uma nova 

métrica sobre Q: 

d: Q x Q ~IR, dada por d(x,y) = [x- Ylp para todo x, y E Q. 

Para cada primo p, denotaremos por Q P o completamento de Q com relação 

à métrica induzida pelo valor absoluto p-ádico I lp· Isto significa que QP é o menor corpo 

que contém Q e no qual toda seqüência de Cauchy de racionais converge com relação a 

lp· Ou seja: se (xn)neN é uma seqüência de racionais que satisfaz 

então existe x E Q P tal que 

Escrevemos x = limp xn. 

A construção de QP é portanto análoga à construção de R Para maiores 

detalhes veja [G] e [G-R-S]. 
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Queremos estender o valor absoluto p-ádico a QP. O lema a seguir mostra 

que isto pode ser feito. 

Lema 1.7: Seja (xn) uma seqüência de números racionais que, com relação 

a I IP' é de Cauchy mas não converge a zero. Então a seqüência de números reais lxnlp se 

estabiliza, isto é, existe N tal que, para m, n > N temos que lxn lp = lxm lp. 
Prova: Como (xn) não tende a zero, existe~:: > O tal que para todo no E N, 

existe n > no tal que 

que 

definimos 

Por outro lado, como a seqüência é de Cauchy, para tal ~:: existe n 1 E N tal 

Logo, se N = max{no,ni}, temos que, para n, m > N, 

lxnlp :::: €: e lxmlp :::: €:. 

Como 

temos, pela Proposição l.S(iii) , lxnlp = lxmlp o 

Definição: Se 8 E QP e (xn) é qualquer representante da classe 8, 

J8Jp = lim lxn lp n-+«> 

Prova-se que este prolongamento de I lp a QP ainda é um valor absoluto. 

Salientamos aqui uma propriedade de séries de racionais na métrica p-ádica 

que difere da análise real, e que é conseqüência da desigualdade triangular forte: 

Proposição 1.8: Uma série de números racionais L::o a11 converge em QP 

se, e somente se, seu termo geral tende a zero, isto é: 
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lim an =O 
p 

Prova: Suponhamos lim a11 = O. Então 
p 

Denotando por S 11 a soma dos n primeiros termos, temos para m 2: n : 

m 

ISm-Snlp = .'2: aj ~max {lan+Ilp·····lamlp} < ê 

j=n+l p 

de modo que (Sn) é de Cauchy, logo convergente em QP. 

A recíproca é análoga à demonstração que se faz para séries convergindo 

emiR. o 

Como podemos pensar nos elementos de Q P? 

Afirmamos que os elementos de QP têm uma representação bem acessível, 

a saber, generalizam a representação de um natural em base p, de maneira bem análoga à 

expansão decimal de um número real (na qual expressamos a E IR como uma série 

convergente a = I:~t dn w-n onde l E Z e cada dn é um inteiro satisfazendo 

O< dn ~ 9). 

De fato, podemos expressar 8 E QP como o limite de uma série 

convergente de um tipo bem particular: 

00 

8 =L d(p,n) p 11 

n=l 

onde l é um inteiro (que pode ser negativo) e cada d(p,n) é um inteiro satisfazendo 

O ~ d(p,n) ~ p- 1, e isto de maneira única. Chamamos esta série de expansão p-ádica de 

8. 

Chamamos atenção para os sinais contrários dos expoentes na expansão em 

IR e na expansão em QP (Maiores detalhes em [0-R-S] e[K]) 

Com tal representação para os números p-ádicos, as operações de adição e 

multiplicação em QP funcionam de maneira análoga às operações com números reais 
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escritos na forma decimal. Ainda: se d(p,l) =1: O então vp(8) = l, de modo que I8IP = p-1 

1.3 Exemplos 

1.3.1 Exemplos de expansão p-ádica de inteiros 

(i) a e N* ~ a tem expansão finita: (que coincide com sua expansão 

usual em base p) ou seja: a= ao+ a1p + ... + afP1. 

Exemplo: Se p = 7 e a = 335 então 335 = 6 + 5.7 + 6.72 

(ii) De (i) obtemos que, se a for um inteiro negativo então a tem expansão 

p-ádica infinita. 

dada por: 

Por exemplo, para todo p primo afirmamos que a expansão p-ádica de -1 é 

a) 

- 1 = L (p - 1 )pn = (p - 1) + (p - 1 )p + (p - 1 )p2 + ... 
n=O 

De fato: 

1 + ""00 L....Jn=O (p - 1 )p11 = 1 + (p- 1) + (p - 1 )p + (p - 1 )p2 + ... 

= p + (p - 1 )p + (p - 1 )p2 + ... 
= p2 + (p - 1 )p2 + (p - 1 )p3 + ... 

= p3 + (p - 1 )p3 + ... 

= 

= O. 

Seguindo a mesma idéia acima, se p = 7 e a = -31 então 31 = 3 + 4.7, e 

portanto precisamos adicionar 4 + 2.7 + 6.72 + 6.73 + ... para se obter zero, ou seja, 

00 

- 31 = 4+2.7+ L: 6.7k 
k=2 

Maiores detalhes podem ser vistos em [Sk) p.7. 

1.3.2 Exemplo de expansão p-ádica de racional não inteiro 

p = 7; ~6 = ~~:i = (3 + 4.7).(6 + 2.7)- l 

Inicialmente determinemos a expansão de (6 + 2.7)-1 

(6+2.7)-1 =xo+xr.7+x2.72 + .. . étalque 
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então: 

6xo = 1 ( mod 7) :=) xo = 6 

Daí 

(6xo -1)7-1 + 2xo + 6x1 = O(mod 7) :=) 

5 + 12 + 6x 1 = O ( mod 7) :=) 6x 1 + 17 = O ( mod 7) :=) x 1 = 3 

Daí 

(6xl + 17)7-1 +2x1 +6x2 = o(mod 7) :=) 

5 + 6 + 6x2 = O(mod 7) ~ 6x2 + 11 = O(mod 7) :=) x2 = 4 

Daí 

(6x2 + 11)7-1 + 2x2 + 6x3 = o( mod 7) :=) 

5 + 8 + 6x3 = O(mod 7) :=) 6x3 + 13 = o(mod 7 ) :=) X3 = 6 

Daí 

(6x3 + 13)7-1 + 2x3 + 6x4 = o(mod 7) ~ 

7 + 12 + 6x4 = O ( mod 7) ~ 6x4 + 19 = O ( mod 7) ~ x 4 = 5 

Daí 

(6x4 + 19)7-1 + 2x4 + 6xs = o(mod 7) ~ 

7+ 10+6xs = o(mod 7) :=) 6xs + 17 = ü(mod 7) ~ xs = 3 

Logo, temos que 

(6 + 6.7)- 1 = 6 + 3.7 + 4.72 + 6.73 + 5.74 + 3.75 + 4.76 + 6.77 + 5.78 + 3.79 + ... 

Assim, ~Õ = (3 + 4.7) .(6 + 2.7)-1 

= (3 + 4.7).( 6 + 3.7 + 4.72 + 6.73 + 5.74 + 3.75 + .. ) 

= 4 + 72 + 3.73 + 2.74 + 76 + 3.77 + 2.78 + 710 + ... 

Prova-se que um número p -ádico é racional se e só se sua expansão 

p-ádica é periódica a partir de um certo ponto. Note a periodicidade encontrada nos 

exemplos acima. Maiores detalhes podem ser vistos em [Ma] Teorema 1 p.l2. 

1.3.3 Outros exemplos de séries 

(i) A seqüência (3 11 )neN é exemplo de uma seqüência (an)neN (de 

números inteiros positivos) tal que 

10 



co 

~ p-ádicoan 
n=O 

converge em QP para algum p E VQ e diverge em todos os demais: de fato 2:::_0 3n é uma 

expansão 3-ádica, logo um elemento de Q 3. 

No entanto, para todo p E VQ- {3} temos que para todo n E N, 

13 n I = { 1, se p * oo , 
P 3n, se p = oo 

logo o termo geral 3n não tende a zero, de modo que, pela proposição 1.8, a série 2:::_0 3n 

diverge em QP para todo p E VQ - {3}. 

Observamos ainda que, como se trata de uma expansão periódica esta série 

representa um número racional em Q 3. Ainda, por ser uma série geométrica de razão 

conhecida, conseguimos até calcular seu valor em Q 3: 

primo p: 

diverge em IR: 

lim3(Sn) =lim3(1 +3+ 32 + .. . +3n) = lim3 3;~ll =-i 
(ii) Exemplo de uma série que converge em R e diverge em QP para todo 

~co l 
L.Jn~O n ! 

(iii) Exemplo de uma série que diverge em QP, para todo p E V(f 

~co I 
L.Jn~ n 

( iv) Exemplo de uma série que converge em QP, para todo primo p, mas 

~co l 
L.Jn~n. 

De fato, note que para todo primo p, (vp(n!)) é uma seqüência não 

decrescente e não estacionária de números naturais donde ln!lp tende a zero. 

(v) Exemplo de uma série que converge em QP para todo p E VQ. 

Temos a série L::o n! que converge também com respeito a cada valor 

absoluto p-ádico. Vamos modificá-la para que seja convergente também com respeito ao 
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valor absoluto usual. Note que a série .L:~=O ;~ , converge em R mas infelizmente diverge 

com respeito a cada valor absoluto p -ádico. A idéia é colocar no denominador um número 

cada vez maior mas que não envolva nenhum dos primos que estão no numerador, assim 

teremos chance de fazê-la convergir em I lco sem mexer na convergência I lp; afirmamos 

que a série 

«> 

~ n' 
L...J n!2 + 1 n=O 

converge com respeito a todo valor absoluto em Q. De fato, é claro que tal série converge 

em Q P para todo primo p e converge também em IR, pois + ~ ~, isto é, a série 
n.-+1 n . 

z=:o n!~~l é majorada pela série :2:::0 ~! que converge. 

Observe no entanto que, apesar de termos assegurada a convergência em 

relação a todos os valores absolutos possíveis de Q, não sabemos determinar seus limites. 

Também não sabemos determinar se algum dos limites é um número p-ádico algébrico 

sobre Q ou não. Os próximos capítulos continuam tratando da construção de séries 

convergentes em QP, para todo p E VQ. 

No capítulo 2 vamos construir uma série que converge em QP, para todo 

p E V Q e, mais até, tal que todos os seus limites são transcendentes sobre Q. 

1.4 Uma estimativa para ln!lp 

No capítulo seguinte vamos precisar de uma majoração para In! lp onde p é 

primo e n é um número inteiro positivo arbitrário. Aqui calculamos também o valor preciso 

de ln!lp· 

Definição: Sejam p um primo e num inteiro positivo cuja expansão p-ádica 

é dada por: 

(isto é, os ai são inteiros satisfazendo O :S ai :S p - 1 . Definimos: 
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Ap(n) = ao+a1 + ... +az 

Lema 1.9: (Legendre, 1808) Se p é um número primo e n um inteiro 

positivo, então: 

então 

ou equivalentemente, 

( ')_n-Ap(n) vp n. -
1 p-

Prova: Provaremos por indução sobre n. 

Se n = 1, então é facil ver que vale a afirmação. 

Suponhamos agora que o resultado vale para n = N- 1, digamos, 

N- 1 = ao+ a 1p + a2p 2 + ... + azpl; 

Ap(N- 1) = _'E~=O ai e 

N= 

donde, 

Ap(N) = 

(ao+ 1) + .'E~=l aiPi se ao < p -1 

pl+1 se a0 =a1 = ... =ai =p-1 

(aT+ 1)pT + L~=T+1 aiPi se ao = a1 = ... = aT_1 = p - l 

e aT < p- 1, T < l. 

Ap(N- 1) + 1 se ao < p - 1 

1 se ao = a 1 = ... = a1 = p - 1 

Ap(N- 1)- T.(p- 1) + 1 se a1 = p- 1,0 ~ t ~ T- 1, 

e aT =t. p- 1, T < l. 

1 °Caso: a0 < p- 1. Neste caso, vp(N) =O donde INIP = 1. 

Daí, pela hipótese de indução, temos que: 

= p-[N-(Ap(N-1)+1)] /(p-1) 

e, como Ap(N) = Ap(N- 1) + 1, temos 
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2°Caso: ao = a 1 = ... = az = p - 1. Neste caso N = pl+l donde 

vp(N) = l + 1 e INip = p-Cl+1). 

Daí 

= p-[(l+l)(p-1)+N-1-Ap(N-l)) /(p-1 ) 

Mas aqui Ap(N- 1) = (l + 1 )(p- 1 ), de modo que 

IN!Ip = p-[N-1] /(p-1) = p-[N-Ap(N)]f(p-1) 

3°Caso: ar = p- 1 para O :::; t:::; T- 1 e ar =f:. p- 1, para algum T < l. 

Neste caso, vp(N) = Te portanto INIP = p-T. 

Daí, pela hipótese de indução , temos que: 

= p-[T(p-1)+N-l-Ap(N-1)] I (p- 1) 

= p -(N- Ap(N)) /(p-1) 

o 

Corolário 1.10: Se p é um número primo, então para todo inteiro n 

suficientemente grande, 

Prova: Escrevemos n = ao+ a1p + a2p2 + ... + azp1, 

onde os ai são inteiros satisfazendo O :S ai :S p- 1, az * O. Desta forma n 2: p 1 então, 

log n 2: L log p e daí, 
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Isto nos dá: 

~ (l + 1) . (p- 1) = l(p - 1) + (p- 1) 

p-1 
~ log n + (p - 1) 

log p 

Afirmamos que, para n suficientemente grande, fo~~ logn + (p- 1) ~ ~ já 

que: 

n 

lim 2 
11-><Xl p- 1 (p ) --loan+ -1 

logp ~::> 

.l. 
= lim 2 

n-+oo p-1 log n p-1 ----+-
logp n 11 

donde existe M 1 tal que n > M 1 

n 
___ ___::2'------ 2: 1 

p-1 
-10-g-p log n + (p - 1) 

Assim, Ap(n) ~ ~ para n suficientemente grande. 

Do Lema anterior, 

!n!lp = p-[n-Ap(n)] /(p-1) 

Segue que, para n suficientemente grande, 

=co, 

!n !lp ~ p-(n-f) /(p-1) = p-f /(p-1) = p-11 /(2p- 2) 

15 

o 



CAPÍTUL02 

Números transcendentes e o Teorema de Liouville nas versões real e p-ádica 

2.1 Números Reais Transcendentes e o Teorema de Liouville real 

Liouville ( 1844) foi o primeiro matemático a provar a existência de 

números transcendentes e a exibir exemplos: ele apresentou uma condição suficiente para 

que um número real seja transcendente. Usando esse resultado é possível apresentar 

explicitamente alguns números transcendentes. 

Passamos a apresentar tal resultado e um exemplo de número real 

transcendente para depois apresentar suas versões p-ádicas. A referência para esta seção é 

[Sm]. 

Antes no entanto introduzimos um resultado para polinômios sobre um 

domínio de característica zero envolvendo derivada formal: 

Definição: Seja A um anel. A derivada formal de um polinômio 

f( X) = ao + a 1 X+ ... + anxn E A(X] é denotada por I (x) e dada por 

Proposição 2.1: Sejam A um domínio de característica zero, n E N* e 

Q(X), Ql (X), Q2(X), ... , Qs(X) E A[X]. Então: 

(i)[Lf=l Q;(X) J' = Lf=l Q~(X) 
(ii) [kQ(X) ]1 = kQ1 (X) 

(iii) [(X - a)n]' = n(X-a)n-1 

Prova: (i) e (ii) são verificadas facilmente. 

( iii) Escrevemos (X - a)" ~ L;Z,.0 ( : ) a•-k xk ; então 

[(X- a)"]' ~I:;_, k( : }n-kxk-I 
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= :En-l (r+ 1)( n )an- r-lxr 
r=O r+1 

Por outro lado, 

(X- a )"-J ~ L;~ ( ;-I }n-1-'X' 

Observe agora que para r E {0, 1, ... ,n- 1}. temos: 

n( nr- 1 ) - n (n-1)! 
- r!(n-1-r)! 

= --,-=n!--.,..­
r!(n- 1-r)! 

= (r+ 1) n! 
(r+ 1 ) !(n-r- 1 ) ! 

= (r+l)( n ) 
r+ 1 

Logo, [(X- a)n]' = n(X- a)11-1. o 

Proposição 2.2: Seja K um corpo de característica zero e seja a e K. Então 

todo polinômio P(X) E K[X] de grau n pode ser escrito na forma 

P1(a) P"(a) p(n)(a) 
P(X) =P(a)+-1,-(X-a)+ 2! (X-a)2 + ... + n! (X-a)n, 

onde p(n)(X) denota a derivada formal de ordem n de P(X). 

Prova: Sabemos que para todo a E K, P(X) pode se escrever em potências 

de (X- a). Suponhamos P(X) = co+ c1 (X - a) + c2(X - a)2 + ... + cn(X- a) 11
• 

P(a) =co 
p<•>(a) 

Queremos mostrar que, para todo i, c i = -.-1 -
I. 

Utilizando (i), (ii), (iii) da Proposição anterior, 

P 1(X) = 2:7=1 ic;(X-a)i-l 

P1
(a) = c1 

e, novamente utilizando a Proposição anterior, 

P 11(X) = 2:~~2 i(i-l)c;(X-a) i-2 

11 P"(a) 
P (a) = 2c2 => c2 = - 2-

Para 1 .:::; k .:::; n obtemos, por indução, 
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p(k)(X) = ~7=ki(i-1) . ... . c;(X-a)i-k donde 

p(k)(a) = k(k- 1 ) ... l.ck e portanto 
p<t>(a) 

ck = k! para O ::; k ::; n. o 

Teorema 2.3: (Liouville-versão real,1844) Seja a um número algébrico real 

cujo polinômio minimal tem grau d ~ 1. Então existe uma constante C= C( a) > O tal que 

para todo racional ~ =F a 

Prova: Seja P(X) E Z[X] um polinômio de grau d que se anula em a: 

Note que se existisse alguma raiz racional para P(X) diferente de a então o 

polinômio minimal de a não teria grau d. Assim, podemos afirmar que: 

x E Q, x =F a ==> P(x) =F O. 

Seja ~ E Q, ~ =F a (e, portanto, s > 0). 

Inicialmente observe que: 

IP( f )I = lad( f )d + ad-l (f )d-l + ··· + a1 (~)+ao I 
= ladrl+ad-l,d- 1s+ ... +alrsd-1 +aosdll }dI 
~ ~ pois a i, r, s, são todos inteiros. 

s 

Expressando P(X) em potências de (X- a) conforme teorema 2.1 obtemos 

r _ P'(a) r P" (a) r 2 , p<ái(a) r d 
P(-s)-P(a)+-1!-(-s-a)+-2!-(-s-a) T ..• + d! (-s-a), 

donde, como P( a) = O, 

r I I ' r p " (a) r 2 p <ái(a) r dI IP(-s) = P(a)(-s-a)+-2!-(-s - a) + ... + d! (-s-a) 

::; I~ -ai[ !P' (a) I+ I p'~\a) 11 ~ -ai+ ... + I p<:~a) jlf- ald-l J 
A partir daqui dividimos a prova em dois casos: 

1 ° caso: I ~ - a I ::; 1 

Temos então 

r < r [1 ' ''P"(a)' lp<ái(a)l] IP(-s )1-ls- ai P (a) + - 2!- + ··· + d! 

18 



Afirmamos que IP' (a) I+ I p'~(!a) I+ ... + I p<:~a) I é não nulo. De fato, se 

isto ocorresse teríamos necessariamente cada parcela nula, em particular p ' (a) = O. Mas 

p ' (X) é um polinômio de grau d- 1 com coeficientes racionais, logo não poderá se anular 

para a. 

Seja D = D(a) um número real positivo que satisfaz, 

IP' (a) I+ I p'~(!a) I+···+ I Pd~) I = (2b)d 

Então 

I~ -ai ~ (2D)d IP( ~)I ~ (2~)d > S 
s s 

onde tomamos C = Dd. 

2° caso: I ~ -ai > 1 

Neste caso temos 

IPC f )I :5 I~ -ai[ IP' (a) I+ I p'~(~) 11 ~ -ai+ ... + I p<:~a) 11; - ald-1 J 
:5 I~ - aid[ I c:~~~!-~ I + 12!~·~:>-2 1 + ··· + I p<:~a) I] 
$ I~ - ald[ IP' (a) I + I p'~\a) I+ ... + I p(~~a) j J 

Escolhendo novamente D = D(a) um número real positivo que satisfaz 

IP' (a) I+ I p'~(!a) I +···+I Pd~) I = (2b)d 

Então 

IPC f )I :5 I~ - ald (2b)d donde 

I~ - ald 2: (2D)diP( ~ )I ~ (2~)d donde 
s 

la- fi?:: 2f > Cj > S onde aqui tomamos C= D. 
s 

o 

Corolário 2.4: (Liouville) O número real a = L::~= 1 2- À! é transcendente 

sobre Q. 

Prova: Inicialmente observamos que, para cada Â E N, 
2
1;. > 

2
1
;_! > O. 

Assim a série L-~=1 2-À! é majorada pela série geométrica _L~=l 2- 1• que converge, e 

portanto é também convergente. 

Escrevemos,parak 2:1, y(k) = 2k! ex(k) = 2k!L::!=
1

2-?.!_ 

Então x(k),y(k) E Z * e 
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00 

a_ x(k) = L, 2-l! 

y(k) Ã.=k+l 

e, como a série I:~=k+l 2 - .:t! é também convergente, podemos escrever: 

00 

= 2Ck~l)! L, 2(k+l+s~!-(k+l)! 
s=O 

É facil provar por indução que, para cada 

(k+ 1 +s)!- (k+ 1)! > s. 
sE N, 

Daí, para cada s E N, temos O < < 
2
1, e portanto a série de 2 (t+IH)!-(k+l )! 

termos positivos I:: 1 2<t+il~-<t• I >! converge porque é majorada pela série geométrica 

z=:,0 i; que converge para 2. 

temos, 

Portanto, podemos afirmar que 

x(k) 2 2 
a - y(k) < (k 1)' 2 + . y(k + 1) 

Mas, como 

x(k) 1 a---<--
y(k) y(k)k 

Afirmamos agora que, para todo C > O e d 2:: 1 existe k suficientemente 

grande tal que - 1
- t < ~. 

y(k) - y(k) 

De fato, como a sequência ( y(k)) é crescente e ilimitada, temos: 

Se C > 1 então, para k 2:: d temos - 1
-k < - 1 

- d < ~. 
- y(k) - y(k) - y(k ) 
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Se C < 1 então existe k suficientemente grande tal que y(2k) > ~ . Daí, se 

tomamos ainda k ;::: d, 

1 1 1 <-1- 1 < c < c 
y(2k)k y(2k)k y(2k) y(2k)k y(2k)k y(2k)d y(2k)2k 

Assim, mostramos que para todo C > O e d ;::: 1 existe k suficientemente 

grande tal que 

a- x(k) < __ç_ < C 
y(k) y(k/ y(2k)d ' 

o que, pelo Teorema de Liouville implica que a não é algébrico de grau d; como d é 

arbitrário, concluímos que a é um número transcendente. o 

2.2 Prolongamentos de um valor absoluto de Q a uma extensão finita 

deQ 

Esta seção é preparatória para a demonstração da versão p-ádica do 

Teorema de Liouville, e uma referência para ela é [L]. 

Nesta seção e na próxima será útil mudarmos um pouco a notação de valor 

absoluto, pois trabalharemos com vários. Assim, se EIK denota urna extensão de corpos, 

denotaremos por I lv um valor absoluto de K, e se I lwé um valor absoluto de E que 

prolonga I lv• então escreveremos wlv. Denotaremos também por Kv e Ew os 

completamentos de K e E em relação aos valores absolutos I I v e I lw• respectivamente. 

Proposição 2.5: Se (K, I I v) é completo e I I v é um valor absoluto não 

trivial, então I !v tem um único prolongamento a qualquer extensão algébrica de K. Além 

disso, se EIK for urna extensão finita, então (E, I lw) é também completo, onde I lw 
denota o prolongamento de I I v a E. 

Prova: Veja [L], pag 291, Proposição 4. O 

Suponhamos agora que K é um corpo munido de um valor absoluto I I v• e 

que E é uma extensão finita de K. Queremos descrever como I I v se prolonga a E. 

Denotando por K v o fecho algébrico do completamento K v temos, pelo 

exposto acima, que existe um único prolongamento I lw de I lv a Kv. Sendo Kv 
algebricamente fechado e EIK uma extensão algébrica. sabemos que existe um 

K - monomorfismo CJ : E-+ Kv. Daí, a restrição de I lw a a(E) é um valor absoluto de 
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CJ(E) que prolonga I I v· É fácil agora verificar que, definindo para cada a E E, 

temos um valor absoluto em E que prolonga I lv pois, para cada x E K, CJ(x) = x, e 

portanto !xl = !xlw = !xlv· 
Portanto, a liberdade que temos para prolongar I I v a E vem do número de 

monomorfismos distintos CJ : E--+ Kv que podemos construir. E tal número sabemos ser 

finito, no máximo igual ao grau da extensão [E : K]. 

Finalmente salientamos que dois prolongamentos distintos de I lv a E são 

não equivalentes. De fato, se I lw. e I lw
2 

são dois prolongamentos equivalentes então 

existe p >O tal que I lw. =I 1e2 • Daí, paracadax E K, 

donde concluímos que p = 1. 

Afirmamos agora que se I lv for o valor absoluto usual de Q então todos os 

prolongamentos de I lv a uma extensão finita E de Q são também arquimedianos e 

portanto são todos equivalentes, pela proposição 1.4. Pela afirmação acima, temos então: 

Proposição 2.6: A menos de equivalência, existe um único prolongamento 

do valor absoluto usual de Q a qualquer extensão finita E de Q. 

Proposição 2.7: Se I lw é o prolongamento de um valor absoluto I lv de Q 
a uma extensão finita E de Q então Ew pode ser identificado com o compositum EQ v. Em 

particular, [Ew : Qv] :S [E : Q] 

Prova: Veja [L], pag 292, Proposição 6. o 

Proposição 2.8: Sejam E uma extensão finita de Q e I I v um valor absoluto 

de Q. Então 

Í.: w!v [Ew : Qv ] =[E: Q], 

onde por :L, wlv denotamos a soma sobre todos os valores absolutos w de E que prolongam 

v. 

Prova: Veja [L], pag 293, Proposição 8. o 

Queremos agora provar que, para uma extensão finita E de Q, vale também 

uma fórmula do Produto, como a da Proposição 1.6. Para tal, no entanto, vamos precisar 

substituir cada prolongamento dos valores absolutos que existem em Q por valores 
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absolutos equivalentes, escolhendo para cada um deles uma potência adequada. 

Notação: Se I lw denota um valor absoluto de E que prolonga o valor 

absoluto I I v de Q, denotaremos por 11 11 w o valor absoluto de E equivalente a I lw dado 

por 

li li 
= 

1 1 
[ Ew:Qv ]J[ E:Q] 

a w a w , 

para todo a E E. 

Proposição 2.9: Seja E uma extensão finita de Q, e seja I lv um valor 

absoluto de Q . Então, para cada x E Q, 

rr llx llw = !xlv• 
wjv 

onde por rr denotamos o produto sobre todos os valores absolutos I lw de E que 
wlv 

prolongam I I v . 

Prova: De fato, para cada x E Q, 

f1 llx llw =Iljxi[E,.,:Q,,] l[E:Q) 

wjv wjv 

=Il !xlbEw:Q. )I[E:QJ 

wjv 
""' ( E.,:Q.)t[E:Q] 

= !xl~wlv 
= lxi~E:Q](E:Q) 

= l.xl v 
o 

Corolário 2.10: Seja E uma extensão finita de Q . Então para cada 

X E Q, X =I= Ü 

TI!xlw = 1, 
w 

onde por f1w denotamos o produto sobre todos os valores absolutos I lw de E. 

Prova: De fato, pela proposição acima, 
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onde na última igualdade utilizamos a fórmula do produto em Q, uma vez que x é não nulo. 

o 

Proposição 2.11: Sejam E uma extensão finita de Q, I lv um valor absoluto 

de Q e I lw um prolongamento de I I v a E. Então, para cada a E E, 

f11ai~Ew:QJ = INij(a) I v' 

wiv 

onde IN6(a) L denota a norma do elemento a. 

Prova: veja [L], p. 296, Proposição 11. Lembramos que NÕ(a) E Q, e 

portanto INij(a) I v faz sentido. o 

Corolário 2.12: (A fórmula do produto em E) Seja E uma extensão finita 

de Q. Então, para cada a E E, a -=1= O, 

w 

onde por f1 w denotamos o produto sobre todos os valores absolutos de E. Ou, 

equivalentemente, 

2: logllallw =O 
w 

Prova: De fato, pela proposição anterior temos: 

[J IIallw = TI f1 iiallw 
w pEVQ wivP 

= Il [l!ai[E ... :Qr]/[E:QJ 
peVQ wivr 

= 1, 
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uma vez que N~(a) =~;O. o 

2.3 Números p-ádicos transcendentes 

O que desenvolvemos nesta seção pode ser encontrado em [B], após 

algumas adaptações. Faremos uso das definições e notações introduzidas na seção anterior. 

Para apresentarmos a versão p -ádica do Teorema de Liouville, 

introduzimos ainda duas definições que nos serão úteis: 

Definição: Dado a e JR+, definimos 

{ 
log a , se a > 1 

log+a = max{log a,O} = 
O, se O < a :S 1 

Proposição 2.13: Para todo a,/3 e IR+, 

(i) log+a ~ O e log+a ~ Ioga 

( ii) log+ a/3 :S log+ a+ log+ f3 

(iii) Se K é um corpo e I I é um ultra valor absoluto de K então, para cada 

n ~ 2 ext,X2, ... ,Xn e K, 

log+lxl + ... + xnl :S max {log+lxd} , 
15i:;';n 

(iv) Se K é um corpo e I I é um valor absoluto qualquer então, para cada 

n ~ 2 e xl,X2, ... ,xn E K, 

log+lxl + ... + Xnl :S logn +max {log+lxd} , 
1Si91 

(v) Se E é uma extensão finita de Q e I lw denota um prolongamento de vp 

a E para algum primo p , então, dados al ,az, ... ,an E E, 

log+ !la,+ a2 + ... + aniiw :S maxi5é91{log+lladL.,} 

Prova: 

(i) É conseqüência imediata da definição. 

(ii) Se a/3 > 1 então 

1oo+af3 = Iooaf3 = Iooa + Ioof3 < loo+a + loo+f3 t:> t:> t:> t:> - t:> t:> , 

sendo a última desigualdade válida por (i). 

Se af3 :S 1 então 
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(iii) Utilizando indução sobre n, nos restringimos à prova para n = 2. E 

aqui também consideramos casos: 

1° caso: lx1 + x2l > 1. 

Corno lx 1 + x2l ::; rnax {lx 11, lx2l} temos 1x 11 > 1 ou lx2l > 1 

V amos supor sem perda de generalidade lx 1l > 1; então, como log é uma 

função crescente, 

log+jx l + x2l = logjx l + x2l ::; log[max{!xii , lx2l } ] = 
= max{logjxll ,logjx2l } 

::; rnax {log+jx ti , Iog+lx2l } 

2° caso: lx1 +x2l::; 1. 

Então Iog+jx 1 + x2l = O ::; max {log+lxll , log+lx21} uma vez que log+ x ~ O 

para todo x E IR+. 

(i v) Lembramos inicialmente que, pela desigualdade triangular, temos 

lx1 + ··· + Xnl ::; lx1l + ··· + lxnl ::; n max{lxii, ... , lxnl} 

E, daí 

logjx, + ... +xnl::; log(n max{!xJj, ... ,jxnl}) = logn +max {log jx;l} , 
I :::;i~ 

1° caso: lx1 + ... + xnl > 1 então 

log+lxl + ... + xnl = log lx1 + ... + xnl 

S logn + max{log lx1l , ... , 1og lxnl} 

S logn + max {log+jxll , ... , log+lxnl} , 

sendo esta última desigualdade válida por (i). 

2° caso: lx1 + ... + xnlp ::; 1. 

log+jxl + ... +xnl = O S logn+ max{log+jx d , ... ,log+jxnl} 

(v) Basta notar que se I lw prolonga I lv então I lw é também um ultra 
p 

valor absoluto, e o mesmo ocorre com 11 llw; daí, por (iii) acima, 

log+ lla1 + a2 + ... + anllw::; maxl~isn{log+lladl,). 

o 

Definição: Dada uma extensão finita E de <Q definimos h : E* - lR por: 

log h( a) = L log+llallw 

para cada a E E, a =1= O, onde por L:w denotamos a soma sobre todos os valores absolutos 
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de E que são prolongamentos dos valores absolutos de Q . O número h(a) é denominado a 

altura de a. 

Prova-se que o valor h(a) independe do corpo E que o contém. Maiores 

detalhes podem ser encontrados em [B]. 

Proposição 2.14: Seja E uma extensão finita de Q, e sejam 

a, /3, a 1, .. , an E E, sempre que necessário não nulos. Então: 

(i) h(a) > O 

(ii) h( a) =h( a - 1 ) 

(iii) h(a/3) ~ h(a)h(/3) 

(iv) h(a1 + a 2 + ... + an) ~ n h(a!)h(a2) .. . h(an) 

(v) Se a E Q* então 

h( a) = max {jrj, jsj}, 

onde r, s E Z* são tais que a= ~ e mdc(r,s) = 1. 

Prova: 

(i) Segue direto da definição pois h(a) = exp(Lw log+llallw) , e como 

log+llallw ~ O temos até h( a) ~ 1 para todo a E E não nulo. 

e também 

e 

( ii) Inicialmente observe que 

Daí, 

log+llallw = O é> llallw ~ 1 é> 

Ç:) ua-111\V ~ 1 Ç:) 

Ç:) log+ua-lllw = log ua-lllw = -log llallw 

log+llallw = log llallw é> llallw ~ 1 é> 

é> lla-111
111 
~ 1 é> 

é> log+lla-lllw = O 

log h( a) = L w log+jjallw = L w tal que lla11~.2:1 log llallw 

log h(a- 1
) = L w log+lla-111

111 

= Lw tal que Uall .. ~l - log llallw 

= - Lwtalquellallw~ l log llallw 

Mas, da fórmula do produto (Proposição 2.10), temos: 

O = L w log llallw 
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= L w tal que llall ... ~l log llallw + L w tal que llall,.,:5:1 log llallw 

= log h( a)- log h(a-1 ), 

donde obtemos log h( a) = log h(a- 1 ), ou ainda, h( a) = h(a- 1 ). 

(iii) Da Proposição 2.13 (ii) temos: 

log h(a/3) = Lw log+l!a.Bilw 

~ L w(log+llallw + log+ll/3ll w) 

= Lw log+l!allw + Lw log+II.BIIw 

= log h( a)+ log h(/3) 

= log h(a)h(/3), 

e portanto h(a/3) ~ h(a)h(/3). 

(iv) log h(al + a2 + ... + an) = L wlog+lla l + a2 + ... + anl lw 

= L:P primo c~=wlvp }og+lla 1 + az + ... + an ll w) + log+lla i + az + ... + an I! v, 
onde por I lv estamos denotando o (único) valor absoluto de E que prolonga o valor 

absoluto usual de Q. Daí, pela Proposição 2.ll,temos: 

log h(a1+a2+ ... +an)~ 

~ Lp primo (Z:wlvP max l::;i::;n {log+lla;llw}) + logn + max l:::i~n{log+llaillv} 

~ Lp primo (LwlvP maxlg::;11{log+llaillw} ) + logn + maxl::;i::;,z{log+llaillv} 

~ Lp primo L wlvp L:?=llog+!la; llw + Iogn + L~~~log+llaillv 

= LpeVQ L wlvP L~~l log+lla;llw + logn 

= 2:7=1 log h(ai) + logn 

= Iog(n.h(aJ) ... h(an)), 

donde concluímos que 

h(at + az + ... + an) ~ n.h(at) .. . h(an) 

(v) Inicialmente escrevemos 

log h( f) = L w log+ll ~ llw 

= log+llfllv + LpprimoLwjvp log+ll ~ llw' (1) 

onde por I !v estamos denotando o (único) valor absoluto de E que prolonga o valor 

absoluto usual de Q. 

Afirmamos agora que 

log+llf llv = log+lf loo (2) 

e 

L wxoo log+ llf llw = log lsloo (3) 
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De fato: 

log+llfllv = log+lfi~Ev:R)t[E:QJ = log+l fl~v:IR]t[E:QJ, 

uma vez que w prolonga o valor absoluto usual e ; E Q. 
Mas sendo I lv o único valor absoluto de E que prolonga o valor absoluto 

usual de Q temos, pela Proposição 2.8, que [Ev : JR] = [lE : iR], e portanto 

log+ll f li v = log+l f L>)' 
o que completa a prova de (2). 

daí: 

de modo que 

Para provar (3), observe que, se p é um primo tal que pls, então p l r, e 

O = vp(r) < vp(s) ~ 

Vp( f) :5-1 

lflp ?.p > 1 

Portanto, se w prolonga o valor absoluto p-ádico, então 

log+llf llw = log+lf ~~w:QP)![E:Q) 

- l +I r I[E..,:QP]t[E:Q] - og 7 vp 

- 1 I r I[E..,:QP)![E:Q] - og 7 vp 

= log llf llw 
E, se p é um primo tal que p l s então 

O = vp(s) S vp(r) ~ 

Vp( f) ?:_ 1 => 

lflp s 1 => 

I f 11E..,:Qp)!(E:Q] s 1 => 

log+llf llw = O, 

"' "' loa+IIL li = "' "' loa+IIL li .L..Jppnmo .L..Iwfvp o s w .L..Jpprimo,pjs .L..Jwlvp o s w 

= "' "' loa li L li .L..J p primo, pfs LJ'wfvp o s w 

= "' loo rr li L li .L..J p primo, pjs o wfvp s w 

=Í:pprimo.pls log lf iP' 

onde na última igualdade utilizamos a Proposição 2.9. 

Daí, se s = p~1 
... p:l é a fatoração de sem fatores primos então 

lflp; =p:i, 
para cada i E {1, ... ,n}, donde 

Í:p primo L n1vp log+llf llw = 2:7 .• log I f lp; 
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= log lsloo, 

o que completa a prova de (3). 

ou seja, 

Utilizando agora (1), (2) e (3) obtemos: 

log h(~) = 

= log+llf llv + Lp primo Lwjvp log+ll ~ llw 

= log+lf lao + log lslao 

Note agora que, se l~ao ~ lslcXl então I Ç loo :S 1, donde 

log+l f loo + log lsloo = log lsloo 

= log max {l~oo, lsloo} 

E , se l~ao > lslao então I ~ loo > 1, donde 

log+l f loo + log lsloo = log I f loo + log lsloo 

= log l~oo 

= log max{l~oo, lsloo} 

Em qualquer caso portanto, temos 

log h( f) = log max {l~oo, lsloo}, 

o 

Teorema 2.15: (Versão p-ádica do Teorema de Liouville) Dado p E VQ, 

seja a E QP um número algébrico cujo polinômio minimal tem grau d ~ 1. Então existe 

uma constante C = C( a) > O tal que, para todo número racional não nulo ~ , a =1= ~ , 

la-L I > c 
s p - h(~ )d 

Prova: Consideremos a extensão finita E= Q(a) e suponhamos, sem perda 

de generalidade mdc(r,s) = 1. Daí: 

r r [E:Q]![E ... :Q ) 
logla - slp = loglla- -sllw p 

Mas, pelo Corolário 2.12, 

[E:Q] 1 11 r 11 
= [E ... :Q J og a - s w 

p 

loglla- fll w =-L v:t=w loglla - fllv 

> -" loa+lla - Lllv - .i...J v:t=w o s 
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loglla- ; llw =- L v:t=w loglla- ~ llv 

> -"' loo-+lla- Lllv - .L..t v:t=w ~ s 

~ - :Evlog+lla- Çllv 

= -log h( a- f) 
~ - log [2h(a)h( ~ )], 

sendo esta última desigualdade válida pela Proposição anterior. Daí, 

logla- f lp = [1~;~)) loglla- ~ llw 
p 

> [1~;~) ) log [2h(a)h( ~ )] 
p 

=log [2h(a)h( Ç )f [t:w:Qpl , 
[ 

[E:Q) J 
donde obtemos, já que d = [E : Q] :::[Ew : QP], 

d 

la- f lp ~ [2h(a)h( ~ )]- [E,.:Qpl 

2: [2h(a)h( ~ )]-d 
[2h(a)]-d 
[h( + )]d 

c 
[h(f )Jd , 

onde C = [2h(a)]-d é uma constante positiva (pois h(a) > O) que depende de a. O 

2.4 Séries que convergem para um número p - ádico transcendente, com 

Queremos agora, fixado um primo p, dar exemplos de números p -ádicos 

transcendentes. E faremos isto utilizando o Teorema de Liouville p -ádico. Faremos mais 

até: vamos construir uma série formal de potências, F(X) = :E:o f3nXn E Q [[X]] tal que 

para todo racional r =1= O, F(r) converge para um transcendente de QP, gerando assim uma 

infinidade de elementos de QP transcendentes sobre Q. 

Para r E Q, continuaremos a denotar por h( r) a altura de r e introduzimos 

uma nova definição. 

Definição: Dados ar , .... aN números racionais, definimos 
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h1(ai,az, ... ,aN) = max 
1 ~i~ N 

Teorema 2.16: Sejap E VQ fixado e suponhamos que existe uma sequência 

de racionais {/3o. /31 , ... } satisfazendo: 

para cada N E N*. 

Então, para todo r E Q, r *O, a série F( r) = 'L/; 0 f3nr 11 converge em 

Q P e, mais até, é um número transcendente. 

Prova: Inicialmente observe que, para cada r E Q, r * O, a série 

I::o /3nr 11 realmente converge em QP, pois, se h(r) = M então para cada n, 

lf3nr11 lp S n-nh 1 (f3o, /31 , ... f3n- l ) -(n-l)
2

lrl~ 

S n-nhl (f3o,f3I' ... f3n-l ) - (n-1 )2 Mn 

Daí, para n > 2M, 

n-12 .Mn < 2-nM-nMn = 2- 11 , donde 

1/3 nl 2-"h (/3 f3 f3 )-(n-1)2 nr p < 1 Q, 1' ··· n-l 

Noteagoraqueht(f3o,f3l,···f3n-d :=: hl(/3o) = h(f3o) :=: 1, eportanto 

lf3nr"lp < 
1 

<•-l>l S ,]. 
2"h, ({3o,f31,···f3n-1) 

e então, se p é primo, o termo geral da série L:;:o f3nr 12 converge p -adicamente a zero, 

para cada r E Q, r =1= O e daí a série realmente converge em QP . E se p =co então a série 

I:: olf3nr11 I é majorada pela série :E;:o i. que converge, de modo que :E: o f3nr 11 é 

absolutamente convergente e portanto converge. 

Queremos agora mostrar que F(r) é transcendente sobre Q. 

Por absurdo, se F(r) fosse algébrico, então, supondo que o grau de seu 

polinômio minimal é d, pelo Teorema 2.15 teríamos que existe uma constante C > O tal 

que, para todo número racional não nulo f com f * r, 

Em particular tal desigualdade deve ser válida para os racionais 
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QN = Í:~=of3nrn onde N E N. Ou seja, para cada N E N, 

IF(r)- QNip ~ h(~N)d 
Mas, se notarmos fJ· = ..!!!.. e r= L com mdc(ai,bi) = 1 = mdc(x,y) , 

I bi y 

teremos: 

h(QN) = h(fJo + f3tr + fJ2r2 + ... + fJNrN) 

= h( Gobtb2··•btlyN+boatb2···bNxyN-l+ ... +bobt·••bN-l0NXN ) 
bobtb2···bNyN 

Como h(~) < max{lal,lbl} se mdc(a,b) * 1, temos 

h(QN) :5 max{!aoblb2···bNYN + ... + bobl···bN-laNxNI, lbob1b2···bNYNI} 

Ainda, pondo a = h 1 (fJo, fJI> ... , f3 N) temos 

a= max {h(fJo), ... ,h(fJN)} = max{laol,lbol, lad,lbd, ... ,lanl,lbnl} 

e portanto, como M = h(r) = max {l.xl, IYI}, temos 

laob!b2···bNYN + boa1b2···bNxyN-! + ... + bob!···bN-laNxNI :5 (N + l)aN+lMN 

e também I bob 1 b2 ... b NYN I :::; aN+ 1 MN 

Portanto 

h(QN) :5 max{(N+ l)aN+lMN,aN+lMN} = (N+ l)aN+lMN 

= (N + l)h 1 (fJo , fJ 1, ... , f3 N )N+l.MN, 

de modo que 

( * *) 

Vamos agora majorar IFCr)- QNip' .utilizando o fato que os fJ/s 

satisfazem ( *) 

Inicialmente note que 

F(r)- QN = z::N+l f3nY 11 ainda converge. 

Observe agora que, como já mostramos anteriormente 

lf3nY 11 Ip :5 n-11hl(f3o,f3t, ... ,[J11_l)-(n-l)
2
M11

, de modo que, para N > M 

teremos que, para n > N, n-11M 11 = ( ~) n < 1. 

Daí, para N > M , temos, para todo n > N, 

lf3nr 11 lp < ht(f3o,f3r, ... ,f3n- d-(n-l)
2 

:5 hl(fJo,fJI, ... ,fJN)-(n-!)
2 

Assim, para todo N > M = h( r) a série de números reais positivos 

z=:N+df3nr'1 lp é majorada pela série 

z::N+l h 1 (fJo, fJ1' ... , fJN ) -(n-l )
2 

= L :N+l h 1 (fJo, fJ1 ' ... , f3 N )-Nl h 1 (fJo, fJ1, ... , fJ N ) -(n-l )
2

+N2 
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Queremos agora mostrar que a série L::=N+1 h1(f3o, f31 , --- , f3N)-(n-l)
2
+fV2 

converge, pois daí teremos que L::,N+l h1(f3o,f3I, ... ,f3N)-fV2hl(f3o,f31,····f3N)- (n-l)
2

+fV2 

h (/3 f3 f3 )-Nl "'co h ({3 f3 {3 ) - (n- 1)
2+fV2 converge para 1 o. 1, ... , N -'--n=N+1 1 o, 1> ... , N · 

e portanto 

Introduzindo a mudança de variávelj = n- (N + 1) = n-N- 1 obtemos 

- (n-1)2 +N2 = -U+N)2 +N2 = -(P+2jN) = -jU+2N) < -j 

h!(f3o,f31, ... ,f3N)-(n-l)
2
+fV2 S hi(f3o,f3t,---,f3N)-j 

Assim, por sua vez, a série 

L:.N+l h1 (f3o,f31, ... , f3N )-(n-1 )
2
+N2 = L i=o h1 (f3o,f3I> ... , f3N )-jU+2N) é 

majorada pela série :E }::o h 1 (/3o , /31, ... , f3 N) -j. 

Afirmamos agora que para N > M, temos h 1 (f3o, ... , f3 N) > 2, e portanto a 

série :Ei=o h1 (f3o ... f3N)-j é majorada pela série L:;o 2-j que converge para 2. 

De fato: N > M = h(r)? 1 implica N? 2. Assim ht(f3o , ... , f3N)? h(/32)· 

Observe agora que 

ht(f3o ,f3t) = max{h(f3o),h(f3I)}? 1 e ponanto 

lf3zlp ~ 2-2hi(/3o,/3t)-1 s 2-2 . 

Logo p-vp(f3z) = lf32lp S 2-2 ou seja p vP(fh) ? 4. Daí h(/32) ? 4 > 2. 

Após todas estas majorações obtemos que, L::,N+ll f3nr11 lp converge e para 

todo r E Q* e todo N > M = h( r) 

L::,N+llf3nr11 ip S L::,N+l hl(f3o , f31,····f3N)-(n-l)
2 

S h 1 (f3o, f3I> ... , f3 N )-fVZ L:.N+l h1 (f3o, f3t, ... , f3 N )-j 

s 2h 1 Cf3o, f3t , ... , f3N )-fVZ 

Observe agora que, 

IL::=N+l f3nrn IP = llim L~=N+ 1 f3nrnl 
r-co p 

= lim IL:~=N+l f3nrnl 
r-co p 

< lim L~=N+11f3nrnlp 
r ... co 

= :E;:N+tif3nrnlp 

Mas então, para todo r E Q* e todo N > M = h(y), 

IF(r)-QNip = I:L::,N+lf3"r"IP s :E:,N+df3"r11 lp s 2 ht(f3o , f3J, .. ·f3N)-''P­

Então, por ( * *) temos 
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E daí, 

Isto é, 

Contudo, a expressão acima é impossível, já que os fatores aproximam-se de zero para N 

suficientemente grande. 

Desta forma F(r) E QP não é algébrico sobre Q, ou seja, é transcendente 

Sobre Q, para todo y E Q - {0}.. 0 

Para efetivamente apresentarmos um exemplo de elementos transcendentes 

de QP , resta-nos mostrar a existência de uma sequência (f3N) de racionais satisfazendo a 

condição (*)do Teorema 2.16. 

Teorema 2.17: Seja F(X) a série de potências definida por: 

oo ( ) n' l F(X) = ~ n! . X n, 
n==O n!2 + 1 

Então para todo número racional a diferente de zero e para todo p E V Q• F( a) converge 

para um número em QP. transcendente sobre Q. 

Prova: Para cada n E N, nós definimos 

( )nl 3 , . 
fJ n. 

11 = 
n! 2 + 1 

Inicialmente afirmamos que basta mostrar que, para todo p E VQ existe No 

suficientemente grande tal que 

N >No, O< lf3Nlp ~ N-Nht(f3o, f3 t, ... f3N-t)-(N-t )
2 

De fato, se tal No existir então consideramos a sequência an definida por 

an = f3No+n; teremos lanlp tal que 
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O < lanlp = l.BN+nlp :5 (N + n)-(N+n)h1 (fJo,fJI> ... fJN+n-1 )-(N+n-!)
2 

:::; n-nh 1 (,6 N• ,6 N+l, ... {3 N+n- 1 )-(n-l )
2 

= n- nhl (ao,a1' ... , an- 1 )-(n-1)2. 

Daí, pelo Teorema 2.16, a série .2::=0 anrn converge para um 

transcendente p -ádico, para cada y E Q, y =I= 0 e portanto 

~oo {3 n ~No-I ,6 n ~oo {3 n 
LJn=O nY = LJn=O nY + LJn=No nY 

_ "'No-1 {3 n ~oo {3 n+No 
- LJn=O nY + LJn=O n+NoY 

= "'No-l ,6 yn + yNo ~00 a y 11 é um transcendente. LJn=O n LJn=O 11 

Assim, vamos mostrar que, para cada p E V Q fixado, para N 

suficientemente grande temos 

portanto 

"1 3 

Inicialmente observe que, para cada j E N*, h({J;) = [j!2 + 1 y· e 

h1 (fJo,fJI, ... fJN-1) = max{h(fJo),h(fJI ), ... ,h(fJN-1)} 

= [(N- 1 )!2 + l](N- 1)!3 

donde, para N suficientemente grande: 

N -N h 1 (fJo,fJI , ... fJN-l )-(N-l)z = N- N [ (N - 1 )!2 + l] - (N-1)2(N-1)!l 

2: N! - N- (N- 1)2 (N-1)! 3 

e como para N suficientemente grande, 

N + (N -1)2(N -1)!3 < [N + (N -1 )2](N- 1)!3 < N\N- 1)!3 = N!3 

temos 

N-N hi(f3o,f3I , ···f3N-d-(N-l)z ~ N!- NP 

Mostremos agora que a seqüência (fJN) satisfaz (*)para N suficientemente 

grande quando p = co. De fato, temos 

e portanto, 

Agora, seja p um número primo. Então, para N > p, temos 
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I N'll IJ3NI = ( N! ) . = IN!IN!
3 >o 

P N!2 + 1 P P 

pois vp(N!2 + 1) =O para todo primo p. 

Pelo Corolário 1.10 temos vp(N!) ~ 2;'-2 , donde 

O < I.BN!p = IN!I~!> = [p-vp(N!)]N!3 S p-N!3N /(2p-2) 

Afirmamos agora que, para N suficientemente grande, temos 

pN! 3 2:-z ~ N!N+(N- 1)2 (N-l)!l 

De fato: 

log[pN!
3 2;_2] = N!3N ~~~ e log[ N!N+(N-1/(N-I)!3] = [N + (N- 1)2(N -1)!3] logN! 

grande, e daí 

Mas 

[N+(N- 1)2(N-l)P]logN! < [N+(N-1)2(N-1)! 3]logN 2p-2 
N'lN lo~p N! 3 . logp 

• 2p-2 

= [_li_+ (N-1)2 ]loaN 2p-2 
N! 3 Nl c logp 

= [ N + (N-1)2 J logN 2p-2 
Nl(N-l)P N2 N logp 

É facil ver que a última igualdade tende a zero para N suficientemente 

log[pNP z:-z J ~ log[ N!N+(N- l)z(N-1)!3 J 
De modo que, para N suficientemente grande, 

o < I.BNip s p-N! 3N /(2p- 2) 

s N!-N-(N- 1)2(N-I)!l 

s N-Nh1 (,Bo, ... , f3N-I )-CN- I)
2 

37 

o 



CAPÍTUL03 

Séries que convergem para números p-ádicos prescritos, com p E V Q 

3.1 Enunciado e demonstração do resultado 

No exemplo 1.3.3(v) do capítulo 1 construímos uma série que converge em 

QP, para todo p E VQ, mas não sabemos responder se seus limites são números algébricos 

ou transcendentes. E, no capítulo anterior apresentamos exemplo de uma série formal 

F(X) = 2::0 /3iXi E Q[[X]J tal que, para todo a E Q- {0}, F( a) converge em Q P sendo 

seu limite, para todo p E V Q" um número transcendente.sobre Q. 

Neste capítulo formulamos uma nova questão, colocada e respondida por 

Burger e Struppeck, em [B-S]: 

É possível construir uma seqüência de números racionais não nulos tal que 

para cada p E V Q a série por eles originada converge em Q P e, para cada p E V Q• a soma 

da série é um número racional prescrito? Esta questão foi colocada por Koblitz (veja (K] 

p.85), e na página 142 ele diz que até aquele momento não se conhecia a resposta. 

Teorema 3.1 (Burger, Struppeck): Para cada p E VQ, fixemos ap E Q P. 

Então existe uma seqüência de números racionais ( an) neN, com an > O para todo n 2': 1, tal 

que, para cada p E V Q' a série 

gerar tal série. 

co 

L p-ádico an = ap 
n=O 

A demonstração do Teorema acima vai nos fornecer um algoritmo para 

Estabelecemos primeiramente preliminares para sua demonstração. 
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Definição: Definimos para cada m E N, m 2:: 2: 

U(m) ={~E Q, r= s = 1(modm)} 

Lema 3.2: Sejam um produto de primos: m = p 1 ... Pn . Se J1 E U(m), então 

J.l E U(pJ para todo i E {1, ... ,n}. 

Prova: Basta observar que, r= 1(mod m) se e somente se r= l(mod p;), 

i= 1, .. . n. o 

Lema 3.3: Sejam 2:: 2 um inteiro. Então U(m) é um subconjunto denso de 

Prova: Como Q é denso em R basta-nos mostrar que U(m) é denso em Q. 

Fixados ~ E Q e E > O, afirmamos que existe n E Z tal que 

anm+ 1 E U(m) , 
bnm+ 1 I ba _ anm + 1 I < e 

bnm + 1 

De fato é claro que anm+l E U(m) . Ainda, note que: 
' bnm+l 

de modo que 

1-ª- _ anm+ 1 I= I abnm+a-abnm-b I= la-bl 
b bnm + 1 b(bnm + 1) blbnm +li' 

la-bl 
blbnm+ li 

la-bl 
Eb < jbnm+ li 

E, se n for natural , teremos: lbnm + li = bnm + 1 e 

la- bi < bnm + 1 <:::::> 
Eb 

n > ( la- bl - 1) _1_ <:::::> 
eb bm 

ia- bl - Eb 
n > ? 

Eb-m 

Assim, se escolhermos para tal E > O um n E N satisfazendo, n > Ja-:! - Eb , 
E ·m 

teremos satisfeita a desigualdade! ab - abnm+
1
1 I < E, e daí podemos concluir que U(m) é 

nm+ 
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denso em Q. o 

Teorema 3.4 ( Chinês de Restos ): Dados inteiros m 1, ... , mk dois a dois 

primos entre si e inteiros arbitrários r1, ... , rk> existe urna solução inteira para o sistema de 

congruências 

Além disso, tal solução é única módulo N = ml···mk 

Prova: Consideremos 

i E {1, ... ,k} 

Como m1, ... ,mk são dois a dois relativamente primos então temos para todo 

i , mdc (t;,mi) = 1, isto é, existem Jl;, v; E Z tais que 

assim já temos garantido Jl;t; = 1 (mod m;). Notemos que para j =1= i , m1 divide t;, de 

modo que Jl;l; = O (mod m1). Portanto, tomando 

teremos 

{ 

Jl;!;r; = r; (mod mj) 

Jljljr} = O (mod m;), i =1= j 
~ M = r; (mod m;), V i 

Assim, M é uma solução para o sistema de congruência dado. 

Afirmamos agora que se y = r; (mod m;), para todo 

M = y (mod ml···mk) 

então 

De fato: Se y = r; = M (mod mj), para todo então 

y = M (mod m;), para todo i, isto é, m; divide y- M, para todo i E {1, ... ,k} 

Como m 1, ... , mk são dois a dois relativamente primos temos daí que o 

produto m 1· ... . mk divide y- M, ou seja, 

y = M (mod mJ ... mk) 
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provando assim que existe uma única solução módulo m1 .... . mk. o 

Corolário 3.5: Dados inteiros m 1, ... , mk, a 1, ... , ak, r1, ... , rk satisfazendo: 

(i) m 1, ... , mk são dois a dois primos entre si 

(ii) mdc(a;,m;) = 1, para cada i E {1, ... ,k} 

existe uma solução inteira para o sistema de congruências 

Além disso, tal solução é única módulo N = m 1···mk 

Prova: Basta observar que se mdc(a;,mj) = 1 então existe bi, c; E Z tais 

que 

e assim, aibi = 1 (mod m;). 

Note agora que, se x E Z for tal que x == biri(mod mj), emão 

a;x = r;(mod m;). 

Assim, passamos a considerar o sistema 

E, pelo Teorema Chinês de Restos, tal sistema admite solução da forma 

onde, para cada i E {l, ... ,k} , Jl;t;+v;mi = 1 

solução é única mod N. 

com t - N i- liii• e já sabemos que tal 

o 

Para enunciar os próximos resultados, introduzimos a seguinte notação: 

Notação 1: Seja F uma coleção finita de primos distintos. 

Para cada p E F, seja op um elemento diferente de zero de Q P, e 

denotemos sua expansão p-ádica como 

Op =L co I d(p, n)pn 
ne: P 
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(onde Zp E z e O ~ d(p,n) ~ p- 1 para cada n 2: lp). Como os Op são todos não nulos 

suporemos d(p, lp) =1= O, de modo que vp(op) = lp e portanto I8Pip = p-lp. 

Para tal escolha, definimos o número racional Y = Y( {o p} peF) por 

Y =TI p 1
P (que está bem definido pois cada Op é não nulo). 

peF 

Lema 3.6: Para F, {op}peF e Y conforme Notação 1 acima, existe um 

inteiro M > O tal que: 

Ou seja, para cada p e F, MY na métrica p-ádica está mais próximo de o p do que o zero 

Prova: Inicialmente observamos que vp(op) = lp, de modo que queremos 

encontrar M E N tal que, para todo p E F, vp(op - MY) > lp. Assim, queremos encontrar 

MY de tal forma que MY = L,:_1P i (p,n)pn onde i (p,lp) = d(p, lp), o primeiro termo da 

expansão p -ádica de op. 

Para isso definimos, para cada primo p E F, Yp = Yp-1
P e escrevemos 

Y p = '~p onde mp e np são inteiros relativamente primos com p. 
p 

Agora consideremos a seguinte coleção finita de congruências lineares 

simultâneas: 

{ mpX = npd(p, lp) (mod p) } 
peF 

Pelo Corolário 3.5, podemos encontrar infinitas soluções inteiras para o 

sistema, todas elas no entanto congruentes módulo I1 p. Assim, tomando uma solução 
peF 

x = M > O para o sistema, teremos que, para cada p e F, existe algum inteiro t p tal que: 

Daí 

mp tp 
-M = d(p lp ) + p-np ' np 

donde 
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e, como T pP1 = T, 

Como np não é congruente a zero módulo p , temos que vp(plp+l. ~) ?. lp + 1. Assim, o 

primeiro termo da expansão p-ádica para Mr é d(p, lp )plP , como queríamos. O 

A demonstração acima, junto com o Corolário 3.5, nos permite até sermos 

um pouco mais específicos sobre tal constante M: 

Lema 3.61 
: Para F, {op}peF e Y conforme Notação 1, existe um único 

inteiroM E {1,2,3, ... , TI p-I} tal que 
pEF 

para todo primo p E F. Em particular, IMYip = I8Pip· 

Prova: Esclarecemos porque M =1= TI p. De fato, para todo p E F, np, mp e 
pEF 

d(p,lp) são relativamente primos com p e mpM = npd(p,lp) (modp). Logo 

M =1= O(modp) para todo p E F, donde M =1= TI p. 
pEF 

o 

Corolário 3.7: Sejam F, {op}peF. Y, e M como no Lema 3.6. Fixado 

p e F, temos, para cada J1 E U(p), 

Prova: Se J1 = ~ com r = s = l(mod p) , então r = np+ 1 e s = mp+ 1 

para convenientes m, n inteiros. Temos assim lslp = 1. Além disso, li - J..Lip < 1 pois 

li - Jllp = li - ~ I P = I s-; r I P = ls- riP = 

= lmp+ I -np - IIP = !P(m-n)IP ~p-1 < 1 

Daí: 

S max {18 p - MYip , IMY- J..LMrlp} 
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Mas, 

(veja Lema 3.6') e pelo Lema 3.6, 

Portanto 

o 

Finalmente antes de passarmos à prova do Teorema 3.1, introduzimos a 

Notação 2:Indicamos por F n o conjunto dos n primeiros primos, isto é, 

F o = { }, F 1 = {2}, F2 = {2, 3}, e assim por diante, e indicamos por Pn o produto dos n 

primeiros primos. 

Prova do Teorema 3.1: 

Definiremos os números racionais an indutivamente. 

A idéia que vamos perseguir para construir uma série de racionais 2: an que 

convirja para ap. é que para construirmos aN+I• estejamos levando em conta os N + 1 

primeiros primos e aproximando-nos mais dos N primeiros p -ádicos a2, a3, as, ... , aN 

fixados. 

Note que, se construirmos (an) satisfazendo: 

(i) an E Q e an >O, para todo n * O; 

(ii) se S N = l:~=O an é a soma parcial dos N primeiros termos, então 

O < aa) - SN < 2 - (N- I); 

(iii) para cada primo p em F N , SN-1 = ap ou 

estaremos garantindo com (i) que os elementos da série são números racionais a11 , com 

an > O para todo n 2: 1, com (i i) a convergência da série em Q
00 

= lR para aoo, e com (iii) 

temos garantidas todas as convergências para ap E QP com p primo, visto que, para cada 

primo p , sendo { S N} ~o uma seqüência monotonamente crescente de números racionais, 
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então ap = S1 para no mruomo um J; daí conclui-se que existe um N tal que O < 

jap- Sn+llp < jap- Snlp para todo n ~ N, e portanto a sequência {lap- Snlp} ==N é uma 

sequencta estritamente decrescente de potências inteiras de p. Então 

lim jap - Snlp = O, ou seja, a série L::Can converge para ap E <QP. 
n-oo 

Começamos por colocar: 

ao = [aco - 1] 

onde por ( x] estamos denotando a parte inteira de x. 

De fato: 

Note que, desta forma, para N = O as três condições acima são satisfeitas. 

(i) ao = [aoo- I] E <Q; 

(ii) o < aoo - ao < 2 ; 

( iii) Como F o = { } , esta condição é satisfeita por vacuidade. 

Suponhamos agora N ~ O e que a0 , a 1 , ... , a N estão todos construidos de 

tal forma que obedecem às três condições acima. 

Para construirmos a N+ 1, consideremos, para cada primo p E F N+ 1 , 

8p = ap- SN 

SejaFN+l = {p E FN+!: 8p-:~= O} 

Se F N+l = { } façamos Mr = 1; caso contrário, pelo Lema 3.6 existe um 

inteiro M > O tal que: 

18 p - Mrlp < 18 p lppara todo primo p E F N+ 1 

Em qualquer caso, corno P N+ 1 denota o produto dos N + 1 primeiros primos 

ternos, pelo Lema 3.3 que U(P N+ I) é denso em JR; assim, existe J.1 E U(P N+ 1) tal que: 

I a co- SN _ J.ll < _L a co - SN 
Mr 2 Mr 

É fácil ver que podemos até escolher J.1 satisfazendo 

isto é, 
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Pelo Corolário 3.7, temos que, para um tal Jl, 

ou seja, 

Definimos então aN+l =pM'[. Afirmamos que aN+l satisfaz também as 

três condições acima citadas. De fato: 

(i) aN+1 E Q e aN+l > O pois escolhemos J1 > O, J1 racional, M inteiro 

positivo e Y = f1 EF- plp E Q também positivo. 
p N+l 

(ii) Por construção O < a;:;N - J1 < a
2
"';/( . Daí 

O < aoo- (SN + pM'f) < 2- 1(aoo- SN) ==> 

O < aoo - (SN + aN+I) < 2-1(aoo- SN) ==> 

0 < aoo- SN+1 < 2-1(aoo- SN) < 2-12-(N-1) = 2-(N+1-l) 

Logo, 

0 < aoo - SN+1 < 2-(N+1-1) _ 

(iii) para cada primo p E F N+l , temos ap = SN se p ~ F N+l ou então 

p E F N+l> e neste caso !8p- J.LMY!p < !8Pip onde Dp = ap- SN. 

Mas 

!8p- J.LMT!p < I8Pip C> 

<=> !ap- SN- J1M'f!p < !ap- SN!p <=> 

<=> !ap- SN+dp < !ap- SN!p 

Assim, para todo n e N, a11 satisfaz as três condições exigidas e o teorema 

3.1 está demonstrado. o 

As observações a seguir têm o objetivo de facilitar a elaboração do 

algoritmo que a demonstração acima sugere. 

Observação 1: A escolha ao = [aco- 1] ao invés de ao = [aoo] na 

demonstração acima, evita o caso ao = aco, o que acarretaria O = aoo - ao, e a escolha de 

J1 não seria possível neste caso. 

O que podemos no entanto observar é que no caso aco ~ Z nunca ocorrerá 

[aoo ] = aco, e então neste caso podemos tomar ao = [aoo]. 

Observação 2: Como observamos no Lema 3.6' , M pode ser escolhido 
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univocamente se nos restringirmos ao conjunto {1, 2, ... , :! p- 1}. No entanto, não há 
pEFN+i 

chances de escolhermos J1 univocamente uma vez que U(PN+d é denso em Q . Mas 

poderíamos tentar selecionar um pouco a escolha de J1; queremos J1 E U(PN+l) e 

{ 

17 = 1 (mod PN+l) 
a .. -s,., < 11 < a.,-s,., poderíamos tentar encontrar J1 = l com 
2MY MY ' 11 a .. - S,., < 11 < aao-SN 

ou ainda 

{ 

17 = 1 (mod PN+t) 
J1 = -!, com 17 tal que Mr 2Mr 

--<n<-­a .. - S,., ., a .. -s,., 

2MY ,.. MY 

Infelizmente, como veremos adiante no exemplo 2, um J1 E V(P N+ 1) na 

forma J1 = ~ pode não existir satisfazendo a condição a2~ < J1 < a~.v . 

3.2 Algoritmo para a construção da série 

Fixados ar:t:> E Q r:t:> = IR e ap E QP para cada primo p , construímos uma 

série 2.::_0 an de números racionais que converge para ar:t:> em Q r:t:> = IR e converge para ap 

em QP para cada primo p através do seguinte Algoritmo, que leva em conta as observações 

1 e 2 acima, além da demonstração do Teorema 3.1. 

1 D fi 
{ 

( aoo - 1 J , aoo E Z 
. e ma ao= 

[aoo] , ar:t;) ~ Z 

2. Para a determinação de aN, N > O, supondo-se conhecidos 

a) Define-se: 

PN = DpeF,., P 

Y = TI - p1
P onde lp = vp(8p ) peF,., 

b) Se FN = { }, define-se MY = 1. 
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Se F N =1= { } , determina-se o inteiro M E {1, 2, ... , P N- 1 }, tal que: 

ou equivalentemente 

vp(op- Mr) > vp(op) 

c) Procura-se J1 E U(P N) tal que: 

ou, se possível J1 = ~ , 7J = 1 (mod PN) onde 

d) Define-se então aN = J,l.Mr. 

3.3 Exemplos 

Exemplo 1. Construção de uma série L::.o an de números racionais 

positivos que converge para "e" em Q
00 

= IR e converge para zero em Q>P, para todo p 

primo. 

Temos aqui a oo = e ~ 2, 71828182846 ... E IR e ap = O E QP, para todo p 

primo 

Portanto ao = [e] = 2 então So = 2. 

Aqui neste caso já temos algumas simplificações no algoritmo: 

a) Como So = 2 * O e (S N) é uma sequência monótona crescente, teremos 

S N =1= O sempre. 

b) Para cada primo p e para cada N E N, como ap =O, 

o p = a p - S N = -S N =I= 0 

de modo que 
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seja, M = 1. 

t Determinação de a 1 : 

Temos 8z = -So = -2, F 1 = {2}, r = 2 1 = -82 e p l = 2. 

Determinamos ME {1, ... ,Pl -1} = {1} tal que v2C82 -Mr) > v2C82) ou 

E portanto Mr = 2 = So. 

Procuramos agora, se possível, J.l = ~ com 

{ 

17 = l(mod2) 
_MI_ < 7J < 2Mr 
aoo-So a~-so 

o que é equivalente a: 

isto é, 

parciais 

{ 

7J = 1 (mod 2) 
_2_ < 7J < _4_ 
0,718... 0,718 ... 

2, 7855 ... < 7J < 5, 5710 ... 

E, como 1J = 1(mod2) então 7J e {3,5}. 

Façamos aqui uma escolha que simplifique de alguma forma nossas somas 

J.L = ~ => a1 = ~ = ~o => S1 = So + a1 = So(I + ~) = 2( 77
;

1
) 

Ora, queremos neste momento apenas "dar conta "do primeiro primo 2, de 

modo que queremos que no numerador de S 1 cresça a potência de 2. Note que conseguimos 

que nenhum outro primo apareça no numerador de S 1 se escolhermos 7J = 3. Assim, com 

7J = 3 temos a 1 = 1.. donde S 1 = 2 + 2 = -ª­' 3 3 3 

S 1 = ~ = 2; = 2. 666 ... , um número mais próximo de e do que 2 na 

métrica usual e também mais próximo de O do que 2 na métrica 2-ádica. 

t Determinação de a 2 : 

Temos 82 = 83 = -s 1 = - ~ , 

F2 = {2,3}, r = 23 .3-1 = sl = -8p parap E {2,3} e p2 = 6. 

DeterminamosM E {1, ... ,P2 -1} = {1,2, ... ,5} tal que: 

{ 

v2(82 - MY) > v2(82) 

VJ(83 - MY) > VJ (83) 

ou seja, como Y = -8p parap E {2,3}, 
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ou ainda 

{ 
vz(<>z) + vz(l + M) > vz(<>z) 

V3(<)3) + V3( l + M) > V3(83) 

{ 

1 + M = O C mod 2) 

1 +M = OCmod 3) 

que nos dá 1 + M =O (mod2.3) 

M'[ = 40 
3 

ou seja 

ou ainda 

Mas ME {1,2, ... , 5} e 1 +M = O(mod2.3) implicaM= 5 e portanto 

Procuramos agora, se possível, J1 = ~ com 

{ 

TJ = l(mod6) 

_l[f_ < TJ < 2Mr 
a o:-SJ a..,-S1 

{ 

TJ = l(mod6) 
_4_0_ < TJ < 80 
3le-f I 3le-f I 

{ 

TJ = 1(mod6) 

258, 32 .. < TJ < 516, 64 ... 

o que nos dá TJ E {259, 265, ... ,511}. 

Mas, novamente tentamos aqui fazer uma escolha que simplifique de 

alguma forma nossas somas parciais: seria ótimo se nesta série que estamos construindo, 

apenas um novo número primo fosse introduzido no numerador da soma parcial. 

Assim, como 

52 = S 1 + az = ~ + J1 ~ = f (1 + J1.5) = ~ (1 + ~ ) = ~ ( q;s ) , 
podemos notar que, se escolhermos 17 + 5 = O(mod2), teremos v2 ( 17;

5 
) > O; mas 

também se 17 + 5 = O C mod 32), teremos v3 ( ~ 17;
5 

) > O; e , finalmente, se 

1J + 5 = O(mod5), teremos vs( 17;
5

) 2: O. Portanto, se TJ + 5 = üCmod2.32 .5) , teremos 

chances de no numerador de 52 obter apenas potências de 2 e 3. 

Queremos então 

17 = 259 + s e TJ + 5 = O(mod 90) 

Mas 

259 + s + 5 = O(mod90) ~ s = 6(mod90) 
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o que nos dá 

Assim, 

77 = 259 + s = 259 + 6 + 90t = 265 + 90t , 

77 + 5 = 270 + 90t. 

Tomando t =O temos 

1] + 5 = 270 = 2.33.5 => 

s2 = ~ ( 77; 5 ) 

= ~( 2.33.5) 
3 5.53 

- 144 - 24 32 
-- 53 - 53 = 2, 71698113 ... 

Como Mr = ~o , temos que a2 = ~ . 2à5 = 1~9 
S2 é um número mais próximo de e do que S 1 = 2, 666 ... na métrica usual e 

também mais próximo de O do que S 1 = 2; nas métricas 2-ádica e 3-ádica. 

Note que a congruência 17 + 5 = O(mod5) serve apenas para diminuir o 

numerador, portanto as potênias de 2 e 3 do numerador de S2 não são tão altas. Se o valor 

de 1] satisfazendo 77 + 5 = o(mod2.32.5) ultrapassasse os limites de 77, isto é , 17 > 511, 

teríamos que abrir mão desta condição 77 + 5 = O(mod5). Tal situação ocorrerá na 

determinação de a4. 

+ Determinação de a3 : 

Temos 82 = 83 = 8s = -S2 =- 1
54:i, F3 = {2,3,5}, 

l = 24 .325° = 53.52 = -53.8p, para p E {2,3, 5} e P3 = 30. 

DeterminamosM E {1,2, .. . ,29} tal que: 

{ 

v2(82- Mr) > v2(82) 

v3(83 - Mr) > v3(83) 

vs(8s- Mr) > vs(os) 

ou seja como Y = -53op parap E {2,3,5}, 

ou ainda 

{ 

v2(82- 53Mo2) > v2C82) 

V3(03- 53M83) > V3(03) 

vs(os- 53Mos) > vs(os) 
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Assim, 

77+53.13 = O(mod 2.3.5.532.13) com77 = 1439251 +s. ~ 

1439251 + s + 53.13 = o(mod 2.3.5.532 .13) ~ 
344430+s=O(mod 1095510) ~ 

s = 751080(mod 1095510) ~ 

s = 751080 + 1095510t 

17 = 1439251 + 751080 + 1095510t 

17 = 2190331 + 1095510t. 

Pondo t = O temos 

Assim, 

17 = 2190331 = 11.13.172 .53, donde 

TJ + 53.13 = 2191020 = 223.5.13.532 

s = 144 ( ry+53.13 ) 
3 53 11 

- 24 .32 .22 .3.5.13.532 

- 53.11.13.172 .53 

s3 = ;;·~~; = 2, 71783579 ... , um valor mais próximo de e do que 

s2 = 2, 7169813 ... na métrica usual e mais próximo de zero do que s2 == 2~'f nas 

métricas 2-ádica, 3-ádica e 5-ádica. 

Como Mr = 689 então a3 = 689.
219

6331 = 

+ Determinação de a4 : 

24.32 
11.172 .53 

T s: s: s: s: s 26.3 3.5 - 8640 emos u2 = u 3 = us = u7 =- 3 = 
1

1.1
7

2 -- 3179 

F4 = {2,3,5,7}, Y = 26 .33 .5.7° = 8640 = -11.172 .8p eP4 = 210. 

Determinamos ME {1, 2, 3, ... , 209} tal que: 

vz(82- Mr) > vz(82) 

V3(Ô3- M'f) > V3(Ô3) 

vs(8s- Mr) > vs(8s) 

V7(Ô7 - M'f) > V7(Ô7) 

ouseja,comoY = -11.1728pparap E {2, 3,5,7}, 

v2(82 + 11.172M82) > v2(82) 

V3(Ô3 + 11.172M83) > V3(Ô3) 

vs(8s + 11.172M8s) > vs(8s) 

V7(Ô7 + 11.172M87) > V7(Ô7) 
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ou ainda 

V2(1 + 11.172.M) >o 

V3(1 + 11.172.M) > 0 

v5(1 + 11.172.M) >O 

V7(1 + 11J72.M) > 0 

o que nos dá ME {1,2, ... ,209} e 1 + 3179M = o( mod 2.3.5.7). 

Mas 

1 + 3179M = O(mod 210) <:;:) 

3179M = - 1 ( mod 210) <:;:) 

29M = -l(mod 210) 

M = - 1.29- 1 (mod 210), jáquemdc(29,210) = 1 

M = 181(rnod 210) 

Assim ME {1,2, ... ,209} e M= 181(mod210) o que implica M= 181,donde 

Mr = 181.26.33.5 

Procuramos agora, se possível, J1 = ~ com 

ou seja 

{ 

17 = l(mod210) 
1563840 < 1J < 2. 1563840 
je--Jmj j e-~ I 

o que nos dá 

{ 

17 = 1(mod210) 

3506123699,3 ... < 1J < 7012247398,7 ... 

Corno 17 = 1(mod210) então: 

7J E {3506123881 +210w/n· = 0,1 ,2, .. .. ,16695826} 

Novamente tentamos escolher um 17 que simplifique a nova soma parcial. 

Note que S4 = S3 + j1M'f = ~~~ + }11563840 

26335 2633 -181 
= 1Ú72 + J1 . ..:>. 

= r1~;~ (1 + 11.172.181}1) 

= 26.3).5 ( 1)+11.172 .181 ) 
11.172 1) 

Assim, procuramos 1J = 3506123881 + s, tal que 
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TJ+ 11.172 .181 = o(rnod 2.3.5.7.112 .174 ) 

Teremos 3506123881 + s +11.172.181 = O(mod2122268610) <=> 

s + 3506699280 = O ( mod 2122268 610) <=> 

s = -3506699280( mod 2122268610) <=> 

s = 737837940(mod 2122268610) <=> 

s = 737 837940 + 2122268610 t 

Assim, 17 = 3506123881 + 737 837940 + 2122268 610 t 

1J = 4243961821 + 2122268610 t. 

Pondo t = O temos 

Daí, 

17 = 4243 961821 = 11 x 172439 x 3041 donde, 

TJ + 11.172 .181 = 4244537220 = 223 X 5 X 7 X 11 2 174 

s
4 

= 26.33.s ( 7]+11.172 .181 ) 
11.172 11 

26.33.5 ( 22x3x5x7xll 2.174 
) 

11.172 llx172x439.3041 

S4 = ~j~j~·i = 2. 7182042833 

Como MY = 181.26.33.5 
1563840 

4243961821 

+ Determinação de as : 

Temos 82 = 83 = 8s = 57 = 5 11 = -s4 = 28 .3
4
52.7 _ 3628800 

439.3041 - 1334999 

então 

F5 = {2,3,5,7, 11}, Y = 2834527.11° = -13349998p eP5 = 2310 

Determinamos ME {1, 2, 3, ... , 2309} tal que: 

v2(82- MY) > v2(8z) 

v3(83 - Ml) > v3(83) 

vs(8s- Mf) > vs(8s) 

V7(87 - Ml) > V7(Ô7) 

v 11 ( 8 n - MY) > v 11 ( 8 11 ) 

ou seja como Y = -439.30418p = -l3349998p 
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ou ainda 

v2(82 + 133499982M) > v2(82) 

VJ(OJ + 133499983M) > VJ(ÓJ) 

v5(85 + 133499985M) > v5(85) 

V7 (07 + 133499987M) > V7(87) 

vu(on + 13349998uM) > vu(811) 

V2(1 + 1334999M) > 0 

V3(1 + 1334999M) > 0 

v5(l + 1334999M) > O 

V7( l + 1334999M) > 0 

vn(1 + 1334999M) >O 

o que nos dáM E {1,2, ... ,2309} e 1334999M + 1 = o(mod 2.3.5.7.ll) ~ 

2129M + 1 = O(rnod 2310) ~ 

M = - 1.2129- 1 (rnod 2310) ~ 

M = - 1.1289(mod 2310) ~ 

M = 1021 ( rnod 2310) 

Assim M = 1021 donde Mr = 28.34 .52.7.1021 = 3705004800 

ou seja 

o que nos dá 

Procuramos agora se possível, J1 = ~ com 

{ 

17 = 1(mod2310) 

MY < 1J < 2Mr 
la..,-S41 la..,-S41 

{ 

17 = l(mod2310) 
3705004800 < 17 < 2.3705004800 

I e- rt~~ I I e-m!~ I 

{ 

17 = 1(mod2310) 

47778672453600 < 17 < 95557344907200 

isto é, 17 E {47778672452281,47778672452281 + 2310n· ,n· = O, 1, 2, .... , 20683407988} 

Vamos escolher um 17 que simplifique a nova sorna parcial: 

S - s + //~,(V - 28.34.52.7 + 28 34 52 7 // 5 - 4 ,-JYl l - 439.3041 • . . ,-

= ~i~.i~·J ( 1 + 439.3041. ~ ) 
= 28.34.52 .7 ( ry+439.3041 ) 

439.3041 1] 
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Procuramos TI tal que TI+ 439.3041 = O( mod 2.3.5.7.11.439.3041 2) Mas 

Então 

Daí 

{ 

17 + 439.3041 = O (mod 2.3.5.7.11.439.30412) <=> 

17 = 47778672452281 + s 

47778672452281 + s+ 1334999 = o(mod 2.3.5.7.11.439.3041 2) <=> 

s = -47 778 673 787 280 ( mod 9377980825290) <=> 

s = 8489211164460( mod 9377980825290) 

s = 8489211164460 + 9377980825290t 

17 = 47778672452281 + 8489211164460 + 93779808252901 

17 = 56267 883616741 + 9377980825290! 

Pondo t =O temos 7J = 56267883616741 

donde 

Daí, 

Ou 

56267 883 616741 = 23 X 439 X 607 X 3019 X 3041 

TI+ 439.3041 = 22325 X 7 X 11 X 439 X 30412 

55 = -=:2:7'8 .3~4:'.:::.5--:-'2 .~7 ( 77+439 .3041 ) 
439.3041 17 

55 = 28.34.52.7 ( 22 .32 .5.7.11.439.3041 2 
) 

439.3041 23.439.607.3019.3041 
- 210.36.53.72.11 
- 23.439.607.3019 

= 50295168000 :::: 2 71820434779 
18503085701 - ' 

Como MY = 1021.28.34.52.7 
3705004800 

= -=56-=--'2:-:,.6:-::7 8=-=8-=-3 6~1'.::-'6 7:::-,4~1 

+ Determinação de a6 : 

Temos 

8 - 8 - 8- - 8 - 8 - 8 - s - 210.36.53.72 .11 - 50295168000 2 - 3 - :> - 7 - 11 - 13 -- 5 - 18503085701 - - 18503085701 

então 

F5 = {2,3,5,7,11,13}, Y = 210.36.53.72.11.130 = -185030857018p 

Y = -185030857018p parap E {2,3,5, 7, 11} e P6 = 30030. 

Determinamos M E {1, 2, 3, ... , 30329} tal que: 
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ou seja 

ou ainda 

v2(82- Mr) > v2(82) 

V3(83- M'f) > V3 (83) 

vs(8s- Mr) > vs(8s) 

V7(87- M'f) > V7(87) 

v 11 ( 8 li - M'f) > v 11 ( 8 11 ) 

vn(8I3- M'f) > vn(8n) 

V2(<h + 1850308570182M) > V2(82) 

V3(83 + 185030857Q183M) > V3(83) 

vs(8s + 185030857018sM) > vs(8s) 

V7(Ô7 + 185030857Q187M) > V7(87) 

vu (8u + 185030857018uM) > vu (811) 

vn(8n + 185030857018 n M) > vn(8n) 

v2(l + 18503085701M) > O 

VJ(l + 18503085701M) > o 
vs(l + 18503085701M) > O 

V7 (1 + 18503085701M) > 0 

vn(l + 18503085701M) > O 

vn(1 + 18503085701M) > O 

O que nos dá ME {1,2,3, ... ,30029} e Ml8503085701 + 1 = O(mod 2.3.5.7.11.13). 

18503085701M + 1 = O(mod 30030) ~ 

11111M = -1(mod30030) ~ 

M = -1.11111-1(mod30030) ~ 

M = -21011(mod30030) 

M = 9019(mod 30030) 

Assim M E {1, 2, 3, ... , 30029} eM= 9019(mod30030), donde 

M'f =210.36.53 .72.1 1.9019 = 

210 X 36 X 53 X 72 X 11 X 9019 = 453612120192000 

453612120192000 7.00007748067 = 5.8545 X 1018 = 5.8545 X 1Ql8 

Procuramos agora se possível, J1 = A com 
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ComoMr = 9019.2 10.36.53 .72.11 então 
9019.210.36.53.72.11 = 453612120192000 

a6 = 10022605676705441821 10022605676705441821 

Temos assim: 

So = 2 

s 1 = 2 + ~ = ~ = ~ = 2, 66666666 ... 

s 2 = ~ + 1~9 = 
1s4:i = 

2~f !::: 2, 7 1698113208 

S = 144 + 2
4
.32 = 8640 = 26335 - 2 7178357974? 

3 53 11.172.53 3179 11.172 - , -

S - 8640 + 26.33.5.181 - 28 .3
4 .52 .7 - 2 7182042833 

4 - 3175 11.172 .439.3041 - 439.3041 - . 
1814400 3705004800 21036537211 

55 = 667589 + 56267883616741 = 23.439.607.3019 !::: 
2 • 7 1820434779 

S 4191264000 453612120192000 212375473 1F13 
6 = 1542130589 + 10022605676705441821 = 23.439.607.3019.19.109 !::: 

2 • 71824960668 
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Exemplo 2. Construção de uma série I:::o an de números racionais 

positivos que converge para -2 em Q P, para todo p E VQ. (e assim estaremos 

exemplificando a questão original de Koblitz) 

Temos aqui que aoo = -2 E Z e ap = -2 para todo p. 

Então ao= [aoo- 1] = -3; assim, So = -3 

Aqui já podemos observar que, para N;:::: 1, teremos sempre F N = FN. 

De fato para cada N 2:: 1 e para cada p E FN, 8p = -2- SN- l que é sempre 

não nulo pois So = -3 < -2 e a seqüência (Sn) é monótona crescente e converge a - 2. 

+ Determinação de a 1 : 

Temos82= -2+3= 1 Fl ={2} P 1 =2 1=2°=1 

Determinamos ME {1} tal que l82- MYb < l82b isto é, 11-Mb < 1 o 

que nos dá M = 1 e MY = 1 

ou seja 

ou ainda 

Determinamos se possível Jl = ~ com 

{ 

11 = l(mod2) 

MY <n< 2Mr 
a,- So '1 a.,-So 

{ 

17 = l(mod2) 
_1_ < n < _2_ 
- 2+3 'I -2+3 

{ 
17 = l(mod2) 

l<ry < 2 

o que não é possível. 

Assim, passamos a procurar Jl E U(2) tal que -~+3 < Jl < -2( 3 , isto é, 

{ 

r = l(mod2) 

Jl = f com t = l(mod2) 

..!. < L<l 
2 I 

o que nos dá infinitas possibilidades: de fato note que necessariamente temos r ;:::: 5 e se 

tomarmos r ímpar satisfazendo r < t < 2r, teremos todas as condições satisfeitas. Passamos 

então a tentar escolher r e r de modo a simplificar a nova soma parcial; mais precisamente: 

simplificar St + 2, j á que (SN) converge a -2 se e só se (SN + 2) converge a zero. Isto 
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significa que seria ótimo se na fração S N + 2 apenas os N primeiros primos aparecessem no 

numerador. Mas como a 1 = p.Mr = f..L, temos 

SI+ 2 = -3 +.!. + 2 = - 1 +.!. = .!=L 
I I I 

e portanto, se tomarmos r e t ímpares com t ~ 5 e t < 2r teremos por exemplo 

a1 = ; = ~ 

Assim a1 = J.LMr = ~ e 

S1 = -3 + ..l = _n_ 
5 5 

s1 = -2,4 

s1 + 2 = _n_ + 2 = _1.. 
5 5 

+ Determinação de a2 : 

Temos ó2 = ó3 = -2 + ~2 = ~, F2 = {2,3} P2 = 6, Y = 2.3° = 2 

Determinamos ME {1, 2, ... , 5} tal que 

{ 

v2Có2- MY) > v2(ó2) 

v3(Ó3- MY) > v3(ó3) 

ou seja, para p E {2, 3}, vp( ~ -2M) = vp ( ~ ) + vp(I - SM), então 

o que nos dá 

{ 
v2(1-5M) >O 

V3(1-5M) >o 

1-5M= O(mod 6) ~ 

-5M = -l(mod 6) c:> 

M= 5(mod 6) ~ 

AssimM = 5 eMY = 10 

ou seja 

ou ainda 

Procuramos agora, se possível, J..l = ~ ,f..l E U(6) com 

{ 

17 = l(mod6) 

....M:f_ < n < 2MY 
-2-SI "I - 2-SI 

{ 

17 = l(mod6) 

_10_ <ry < ~ 
-2+~ -2+~ 
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{ 
17 = 1(mod6) 

25 < 7J <50 

o que nos dá, 7J e {31,37,43,49} 

Vamos tentar fazer uma escolha que simplifique a fração S2 + 2, isto é, se 

possível no seu numerador tenha apenas os fatores 22 .3. 

Se a 2 = M'f = ..!Q. 
17 31 

s2 + 2 = - 12 + ..!Q. + 2 = _..n... = - 22.3 
5 31 155 5.31 

52 = _R + ..!Q. = _ 322 
5 31 155 

s2 = -2,07741935. e 

Note que IS2 + 2b < IS1 + 2b e IS2 + 213 < IS1 + 213 

+ Determinação de a3 : 

Temos: 

82 = 83 = 85 = -2+ f~; = N5 ; P3 = 30; 'F3 = {2,3,5} Y = 22 .3.5-1 = 1ff 
Determinamos M E {1, 2, ... , 29} tal que 

{ 

V2(82- M'f) > V2(82) 

v3(83- MY) > v3(83) 

vs(8s- MY) > vs(8s) 

. y 12 ( 12 M 12 ) ( J? ) ( -ou seJa, como = 5 e vp 155 - 5 = vp 
15

-
5 

+ vp 1- M31) entao 

{ 

v2(1 - M31) > O 

V3(1-M.31) >o 
vs(l-M.31) > O 

o que nos dá 1- M31 = O(mod30) 

ou seja 

- M = - l(mod30) 

M = l(mod30) 

Assim M = 1 e MY = R 
' 5 

Procuramos agora, se possível, J.L = ~ , J.l E U(30) com 

{ 

7J = l(mod30) 

.Ji[J_ < 1] < 2Mr 
-2-Sz -2-52 
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ou ainda 

{ 

17 = 1(mod30) 
-f 2.Jf 
~<1]< 2.m. 
- -+ 155 - + ISS 

{ 

17 = 1(mod30) 

31 < 1J < 62 

o que nos dá, 17 = 61 

ou seja 

ou ainda 

a3 = Jl.M'r = __!1_ então 5.61 

s3 + 2 = s2 + a3 + 2 = - 322 + ..ll... + 2 155 305 
= - 360 = 23.32 .5 = 23 .32 

9455 5.31.61 31.61 

S3 = -i~~ + 31~5 = - i~~i = -2,03807509 

+ Determinação de a4 : 

Definl.mos 8 - 8 - 8 - 8 - 2 + 3854 _ 72 _ 23.32 

2 - 3 - 5 - 7 - - 1891 - 1891 - 31.61 

P4 = 21o; r= 23.32.5°.7° = n , F4 = {2,3,5,7} 

DetenninamosMtalquevp(Óp-MY) > vp(8p)parap = 2,3,5,7.ou 

Vp( ~~~l - M72) > Vp( ~~~~ ) 

Como vp( 1~~ 1 - M72) = vp( 1~~ 1 ) + vp(l- M1891) então 

vp(I - M1891) > O para p = 2, 3, 5, 7 o que equivale a: 

1- M1891 =O( mod 210) <=> 

- 1891M = -1 (mod 210) <=> 

-M = -1 (mod 210) <=> 

M = 1 (mod 210) 

AssimM = 1 eMr = 72 

Procuramos agora, se possível, J1. = ~ , J1. E U(21 O) com 

{ 

17 = l(mod210) 
_MS_ < n < 2M'f 
- 2-S3 ' 1 - 2-S3 

{ 

1J = l(mod210) 
....]1_ < n < 2.72 
..1L ., ...lL 
IS91 1891 
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{ 
77 = l(mod210) 

1891 < 77 < 3782 

oquenosdá,77 E {2101,2101+210n', n' = 1,2, ... ,8} 

Vamos tentar fazer uma escolha que simplifique a fração S4 + 2, isto é, se 

possível no seu numerador tenha apenas os fatores 24.33 .5.7.Então 

s4 + 2 = s3 + !lM'f + 2 = - liiiso + 7~ + 2 

- 72 72 
-- 1891 + 1f 

= - ~~~~ (1 - 18~1 ) 
= _ __n_ ( 77-1891 ) 

1891 11 

Queremos 77- 1891 = O(mod2.3.5.7) com 77 = 2101 + s, isto é, 

2101 + s- 1891 = O(mod210) <=> 

s = -210(rnod210) <=> 

s = O+ 210t e 77 = 2101 + 210t 

Tomando t = O, temos: 

77 = 2101 e a4 = !1M'f = 2r61 

s + 2 = _ __n_ ( 77-1891 ) 
4 1891 11 

15120 = 24 .33.5.7 
1891.2101 11.31.61.191 

S4 - s3 + a - 3854 + 72 - 4 - - 1891 2101 

= - 7961102 = -2 003805697 3972991 , 

+ Determinação de as : 

Definimos 

~ - ~3 - ~5 - ~ - 5: - 2 + 7961102 = 15120 = 24 .33.5.7 0 2- U - U - U7 - Ull-- 3972991 3972991 11.361181 

P5 = 2310; Y = 24 .33.5.7.11-1 = 15
1\

20 , 'F5 = {2, 3,5, 7, 11 } 

DetenninamosMtal que vp(Op -MY) > vp(op) parap = 2,3,5,7, 11. ou 

Vp( 3~~~~~1 - M 15NO) > Vp( 3~~~~~1 ) 
Como vp( 3~~~~~1 - M 15N°) = vp( 3g~~~~ ) + vp(l- M361181) então 

vp(l-M361181) > Oparap = 2,3,5,7,11 oqueequivalea: 

1 - M361181 = o( mod 2310) <=> 

M821 = 1 ( mod 231 O) <=> 

M = 821 - 1 ( mod 231 O) <=> 
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M = 1691 (mod 2310) 

Assim M = 1691 e MY = 1691.15120 _ 25567920 
11 - 11 

Procuramos agora, se possível, J.l = ~ , J.l e U(231 O) com 

{ TJ = 1(mod2310) 

_MJ.._ < TJ < 2MY 
-2-S4 - 2-S4 

ou seja 

{ TJ = 1(mod2310) 
.llill.222. 2.~ 11 

<TJ< ..J.mlL. Jill2._ 
3972991 :!972991 

ou ainda 

{ 

TJ = 1(mod2310) 

610757071 < TJ < 1221514142 

o que nos dá, TJ E {610759381 , 610759381 + 2310n', n' = 1, 2, ... , 264300} 

V amos tentar fazer uma escolha que simplifique a fração S 5 + 2, isto é, se 

possível no seu numerador tenha apenas os fatores 2 5.3 4 .5 2 . 7 2 .ll.Então 

s5 + 2 = s + J.1MY + 2 = _ 7961102 + 25567920 + 2 4 3972991 llry 

isto é, 

= 15120 + 25567920 
1891.2101 llTJ 

15120 (1- 610757071) 
3972991 TJ 

= - 15120 ( 1]-610757071 ) 
11.31.61.191 1] 

Queremos 1]- 610757071 =o( mod2.3.5.7.11 2 ) com TJ = 610759381 + s, 

610759381 + s - 610757071 = O(mod25410) <==> 

s+ 2310 = O(mod25410) <==> 

s = 23100 + 25410t e TJ = 610759381 + 23100 + 25410t 

Tomando t = O, temos: 

TJ = 610782481 e as = J.J.M'f = 255
1
6?;20 6ifiâó~~~ 1 

55 + 2 = 15120 ( TJ-610757071 ) 
11.31.61.191 TJ 

= 1l.ii.~~~191 ( 61078J:0Sj8~~~i57071 ) 

= 15120 ( 25410 ) 
11.31.61.191 610782481 

= 
= 

24.33.5.7 2.3.5.7.11 2 

11.31.61.191 . 103.109.54403 
25.34.52.72.11 

11.31.61.191.103.109.54403 
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7961102 25567920 
Ss = S4 +as = 3972991 + 6718607291 

53 385 936 825 545 962 
= 26 692 966 299 677 381 

= -2,00000015832 

Temos assim: 

So = -3 
2 s1 = _n. = -2,4e S1 +2 = --s 5 

12 22.3 s2 =- 322 = -2,07741935484 e s2 + 2 =- 155 = - 5.31 

155 360 - 23.32.5 23.32 
s3 =- 3854 = -2,03807509254 e s3 + 2 =- 9455 - 5.31.61 =- 31.61 

1891 15120 = 24.33.5.7 
S4 = 7961102 = -2 003805697 e s4 + 2 = 3972991 11.31.61.191 3972991 , 

53385936825545962 = -2,00000015832 
Ss = 26692966299677381 

25 .34.52.72.]1 
e Ss + 2 = 11.31.61.191.103.109.54403 
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