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ABSTRACT

When we consider the completion of @ with respect to the usual absolute value
we obtain the field of the real numbers R. But if we do the same with respect to any other
absolute value of Q we obtain the field of the p —adic numbers @P, where p is a prime. In this

work we consider the convergence of series in @ . and in R and construct series of racional

numbers with amazing convergence properties.
We also prove that it is possible to obtain a series of rational numbers that

converges in all completions of Q even if we prescribe its sum in each completion.



RESUMO

Quando tomamos o valor absoluto usual e o completamento de @@ em relagio a
métrica induzida por ele, o resultado € o corpo R dos niimeros reais; fazendo o mesmo processo
com qualquer outro valor absoluto definido em (@, obtemos um dos corpos p-adicos @p. (@)

proposito deste trabalho é explorar a convergéncia de séries em QP e em R, construindo algumas

séries de nuimeros racionais com propriedades de convergéncia surpreendentes. Provamos
também que € possivel construir uma série de niimeros racionais que converge em qualquer

completamento de @ para um valor pré-fixado de Q e de R.
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INTRODUCAO

-

Sabemos que, se | | denota o valor absoluto usual em @, entdo R é o
completamento topolégico de @ em relagdo a métrica induzida por | |, ou seja, R € o
menor corpo que contém @ e no qual toda seqiiéncia de Cauchy de racionais converge.
Assim, a nog@o de convergéncia depende fortemente do valor absoluto usual | | em Q.

A nocao de valor absoluto pode ser generalizada a um corpo qualquer, (veja
cap 1) e a partir de um valor absoluto sobre um corpo K pode-se definir uma métrica sobre
K e portanto um novo completamento de K pode ser construido.

Em @Q pode-se definir outros valores absolutos, os valores absolutos
p-ddicos | |,,onde p € um primo qualquer, e a métrica induzida por este novo valor
absoluto dard origem a um correspondente completamento que chamamos de Corpo dos
nimeros p-adicos Q 5

Ostrowski, em 1935, provou que todo valor absoluto néo trivial em Q é

equivalente a um dos valores absolutos p —ddicos | ou ao valor absoluto usual | |.

lp

Além disso, todos estes valores absolutos | |e| |, sdo ndo equivalentes.

P
A nossa proposta € explorar o tema “convergéncia de séries de racionais em

qualquer completamento de Q.
Inicialmente veremos, no capitulo 2, que, fixado p € Vo={preNp
primo }U{o}, € possivel construir uma série de nimeros racionais que converge em QP.

Em particular, € possivel decidir se a soma da série é um nimero algébrico ou é um nimero

transcendente em @p. A seguir, construiremos uma série de racionais que € convergente
em cada Qp e cuja soma € transcendente sobre Q. Para tal demonstraremos os Teoremas
de Liouville real e p-adico.

Finalmente, no capitulo 3 veremos também que € possivel construir uma
seqliéncia de ndmeros racionais ndo nulos tal que para cada p € Vg a série por eles
formada converge em Q p para pré-fixado ap € Qp(veja Teorema 4.1, onde obtemos até

um algoritmo para a construgao de tal série). Em particular, podemos exigir que a soma da

série seja sempre um mesmo nuimero racional, respondendo assim uma questdao colocada



por Koblitz [K,p.85] (Koblitz questionava até se isto seria possivel - veja [K], pag 142).
A referéncia para este trabalho é [B-S].

Convencaes:

* ”primo " significara sempre primo positivo.

* Ao considerarmos um nimero racional x, escreveremos x = % com b
sempre positivo.

* As vezes denotaremos o valor absoluto usual em @ ou em R

simplesmente por | |, mas outras vezes ele serd denotado por | |-
Notacoes:
Vg = {p/ p é primo} U {xo}
Ry = (O,CO)



CAPITULO 1

Salientamos aqui apenas alguns resultados sobre nimeros p-adicos que
estarao sendo utilizados com mais freqiiéncia neste trabalho.
Os detalhes podem ser encontrados nos vdrios titulos indicados na

Bibliografia.
1.1 Valores absolutos em um corpo

Definicao: Um valor absoluto num corpo K qualquer € uma fun¢ao
| |: K— R;+ que satisfaz as sequintes condigoes:

()VxeKk xl=0=x=0

(i)Y x, y € K, py| = [x[ly|

(fiE)V x, y € K, [x+y| < x|+,
sendo esta ultima chamada desigualdade triangular.

Se tivermos ainda satisfeita a condicao:

(iii') V x, y € K, e+ y| < max{}x], [y|}
chamada desigualdade triangular forte, teremos um ultra valor absoluto.

Defini¢do: Um valor absoluto | | num corpo K € dito arquimediano se

|m.1| > |1], para algum m € N, onde por m.1 representamos a soma de m parcelas iguais 2
unidade de K.

Proposigaol.l: As seguintes condi¢des sao equivalentes, com respeito a um

valor absoluto | | definido num corpo X :

(i) | | € nao arquimediano

(ii) Vn € N*, Vxy,...xn € K, |x] + ... + xn| £ max<j<, {]x;|}

Prova: Veja [E], pag 5 O
Defini¢dao: Dois valores absolutos | |; e | |, definidos em um corpo K se

dizem equivalentes se induzem a mesma topologia em K.

Teorema 1.2: Dois valores absolutos | |; e | |, em um corpo K sio



equivalentes se, e somente se, existe um nimero real positivo ¢ tal que | |, = | [4.
Prova: veja [G2] p.42 o

R

Proposi¢aol.3: Dois quaisquer valores absolutos arquimedianos sobre um
mesmo corpo K sao sempre equivalentes.
Prova: veja [L], p.285. 4

1.2 Os valores absolutos de Q. O corpo dos Niimeros p-Adicos

Aqui estamos interessados em K = (Q, e queremos salientar que existem

outros valores absolutos em Q além do valor absoluto usual, que muitas vezes denotaremos

por | |e-

a

Inicialmente, observamos que se x € Q, digamos, x = <+ # O com a € Z,

b
b € Z% e mdec(a,b) = 1, entdo podemos escrever, utilizando o Teorema Fundamental da
Aritmética, £ = abl =+ pl' .. plrgy” .. g5 onde a=1p] .. pi e
b=g} .. g5 ,p;e gj nimeros primos distintos (positivos), para todo i e todo j. Esta

representacgao € unica, pela unicidade da fatoragao em Z e pelo fato de a e b ndo possuirem
fatores comuns, ja que mdc(a.b) = 1. Assim, para um primo p qualquer, podemos garantir
que existem pji,...,p; primos distintos de p e a,ay,...,a; € Z(alguns talvez nulos, mas
todos tnicos) tais que

& =+p°p1'P3* - P’ 1)

Defini¢ao: O expoente a em (1) € dito valorizacao p-adica de x = —g— e é

denotado por vp(x). Convenciona-se vp(0) = co.
Proposicaol .4: A funcio | |p :Q — R_ definida por
] = pr )
para cada x € @, € um valor absoluto.

Defini¢ao: | |,: Q — R construida acima € denominada valor absoluto

p —adico.

A idéia € que o valor absoluto p-adico de x mede o "tamanho aritmético” de

X com respeito a p, no sentido de que x sera p-adicamente pequeno se uma poténcia grande



de p divide o numerador de x.
Assim, por exemplo 20 ¢é 2-adicamente muito pequeno pois,

[20}; =272 = -j:, enquanto 2% € 2-adicamente maior do que 20, pois |"2'1-:T | , =38 . Para
140 _ 52 2-3 =1 .|140| _ 1 (140 _ 140 | _ 1 |140] _ 1
207 = 27373111 t‘“”“05'|297 2= 4"297'3"27'|297|5 5=|297 3= 7
140 = 1400 _ : ¢ sz

297 111 = 11 e | 207 |p 1, para todo p diferente de 2, 3, 5, 7 ou 11. Dai, ja podemos

deduzir que o valor absoluto p-adico é dramaticamente diferente do valor absoluto usual
em Q. Mais ainda, mostra-se que a desigualdade triangular é muito mais forte quando

estamos trabalhando com valor absoluto p-ddico.

Proposigdo 1.5: Seja p um primo; entdo o valor absoluto p-adico | |,
satisfaz as seguintes propriedades:

O VxeZl,=<1

(ii) A funcdo | |, € um valor absoluto néo-arquimediano em Q

(iif) | [, € um ultra valor absoluto; mais ainda se [x|,, # |y|, entdo

b+, = max<x|, |}

Queremos agora relacionar o valor absoluto usual e os valores absolutos

p-adicos entre si.

Proposi¢ao 1.6 :

(i) Dois quaisquer valores absolutos do conjunto A = { | |p, p € Vo)
s30 nao equivalentes.

(ii) (Ostrowski, 1935) Qualquer valor absoluto nao trivial de Q ¢é

equivalente a um dos valores absolutos | para p primo ou p = co,

lp

(iii) Formula do produto: Dado x € Q*, temos I x|, = 1. Ou,
peVe

equivalentemente, Zpe‘,@ log x|, = 0

(iv) Seja x € Q*, x=# 1. Entao |x|p nio pode ser pequeno para todo
p € Vg, ouseja: 3 p € Vo, x|, > 1.

Prova:

(1) Basta ver que para quaisquer p, ¢ € Vg

1 se g # p ambos primos

i



&,
p

acima, que dois quaisquer valores absolutos p-adicos com p € Vg s@o nao equivalentes.

de modo que, para qualquer a > 0, temos = # 1% # p, 0o que comprova, pelo teorema

(ii) veja [G] ou [Sk].
(iii) Suponha que x € um nimero racional diferente de zero,
 §—] ip‘f‘pgz... p?’

onde py,...,p; s30 primos distintos, a; € Z e ¢; # 0. Entao

HP € VclxIP - lxl ]'-Ip pn'mo‘x‘p =, P‘lxlpgz." p?"p;a'pialm p;a: w1

(iv) Sex € Q*, x = 1, x = +p{'p5*... p{' com py....,p; primos distintos,
como I'Ip E Vqu =]le

o

1 = x| = p{'p5°... P}

i oy basta ver que, se p{’ < 1 entdo pi% > 1.
pi ~ Pi

O

Finalmente, salientamos que o valor absoluto p-adico conduz a uma nova

métrica sobre Q:
d:QxQ — R, dadapord(x,y) = [x—y|, paratodox, y € Q.

Para cada primo p, denotaremos por Q »© completamento de @ com relagéo
a métrica induzida pelo valor absoluto p-ddico | |,. Isto significa que Q 4 € 0 menor corpo

que contém @ e no qual toda seqiiéncia de Cauchy de racionais converge com relagio a

| | o Ou seja: se (xn),en € uma seqiiéncia de racionais que satisfaz
VeeRY, ANeN[n m>N= an—xm|p < g]
entdo existe x € Q b tal que
VeeR:, AINeN[n>2N=> |xn—xlp<s].

Escrevemos x = limp xp.

A construcdo de Qp ¢é portanto andloga a constru¢cdao de R. Para maiores

detalhes veja [G] e [G-R-S].



Queremos estender o valor absoluto p-adico a QP. O lema a seguir mostra

que isto pode ser feito.

Lema 1.7: Seja (xp) uma seqiiéncia de nimeros racionais que, com relacio

al € de Cauchy mas ndo converge a zero. Entdo a seqiiéncia de nimeros reais |[xn|, se

lp>
estabiliza, isto €, existe N tal que, para m,n > N temos que |xa|, = [xm|p,.
Prova: Como (x,) nao tende a zero, existe € > 0 tal que para todo ng € N,

existe n > ng tal que

|In|p 2 €

Por outro lado, como a seqiiéncia € de Cauchy, para tal € existe n; € N tal

que
nm>n; = lxn—xmlp <g
Logo, se N = max{ng,n}, temos que, paran, m > N,
Ixﬂlp 2E € |-xm|p =&
Como
|xn = xmlp < max{!xn’p, |xm|p},

temos, pela Proposi¢do 1.5(iii), [xa|, = pom|, ([

Defini¢ao: Se 6 € Q, e (xn) € qualquer representante da classe &,
definimos

wlp = ,]il_,%lxnlp

Prova-se que este prolongamento de | | pa Q » ainda € um valor absoluto.

Salientamos aqui uma propriedade de séries de racionais na métrica p-adica

que difere da analise real, e que € conseqiiéncia da desigualdade triangular forte:

Proposi¢ao 1.8: Uma série de niimeros racionais ) ) an converge em Q s

se, e somente se, seu termo geral tende a zero, isto é:



Prova: Suponhamos lim a, = 0. Entdo
P

VeeRL ANeNn2N=|an|, <¢]

Denotando por S, a soma dos n primeiros termos, temos param > n :

m
ISm _S"lp = Z aj S max {lan+1 |p’“"|am|p} <E€

J=n+1 P
de modo que (S,) € de Cauchy, logo convergente em Q -

A reciproca € andloga a demonstragdo que se faz para séries convergindo
em R. 4

Como podemos pensar nos elementos de Q p?

Afirmamos que os elementos de @ ) tém uma representacao bem acessivel,
a saber, generalizam a representacdo de um natural em base p, de maneira bem analoga 2
expansdo decimal de um nimero real (na qual expressamos a¢ € R como uma série
convergente « =y, dpl07™ onde | € Z e cada dy € um inteiro satisfazendo

n=l
0<dn<9).

De fato, podemos expressar & e@p como o limite de uma série

convergente de um tipo bem particular:

oo
0= Z d(p,n) p"

n=I[
onde ! € um inteiro (que pode ser negativo) e cada d(p,n) € um inteiro satisfazendo
0 < d(p,n) < p— 1, e isto de maneira tinica. Chamamos esta série de expansao p-adica de
0.

Chamamos aten¢ao para os sinais contrdrios dos expoentes na expansao em

R e na expansao em @p (Maiores detalhes em [G-R-S] e[K])

Com tal representa¢ido para os niimeros p-adicos, as operagdes de adig@o e

multiplicacdao em QP funcionam de maneira andloga as operacdes com nimeros reais



escritos na forma decimal. Ainda: se d(p,) # 0 entdo vp(6) = [, de modo que |§], = p!

1.3 Exemplos
1.3.1 Exemplos de expansdo p-adica de inteiros

(i) a € N* < a tem expansdo finita: (que coincide com sua expansio

usual em base p) ou seja: @ = ag + ayp + ... + a;pf.
Exemplo: Se p = 7 e @ = 335 entdo 335 =6+ 5.7 + 6.7>

(it) De (i) obtemos que, se a for um inteiro negativo entdo « tem expansao
p-adica infinita.

Por exemplo, para todo p primo afirmamos que a expansdo p-adica de -1 é
dada por:

~1=3 @-1p"=-D+@-1p+@-1)p*+...
n=0

De fato:

1+ 2 (p-1)p"=1+@-1)+(p-1)p+@-1)p? +...
=p+@-1p+@-1)p*+..
=p2+(-1)p2+(-1)p3+..
=p>+(@-1)p*+..

= 0.
Seguindo a mesma idéia acima, se p =7 e a = -3l entdo 31 =3+4.7, e

portanto precisamos adicionar 4 + 2.7 + 6.72 + 6.7° + ... para se obter zero, ou seja,

oD
-31 = 4+2.?+Z6.7*"

k=2

Maiores detalhes podem ser vistos em [Sk] p.7.

1.3.2 Exemplo de expansdo p-adica de racional ndo inteiro

p=7 3f=28L=03+47)(6+27)"

Inicialmente determinemos a expansio de (6 +2.7)7}
(6+27) 1 =xg+x1.7+x2.7% + ... étalque



(6+2.7).(x0 +x1.7+x2.72 +..) = 1

entio:

6xg = 1(mod 7) = x9=6
Daf

(6xg —1)771 +2xg + 6x; = 0(mod 7) =

5+12+6x; = 0(mod 7) = 6x; +17 =0(mod 7) = x; =3
Dai

(6x1 +17)771 +2x) + 6x2 = 0(mod 7) =

5+6+6xy = O(mod 7) = 6xy+ 11 = O(mod 7) = x=4
Dai

(6x2 +11)771 +2x) + 6x3 = 0(mod 7) =

5+8+6x3=0(mod 7) = 6x3+13 =0(mod 7) = x3 =6
Daf

(6x3 +13)771 +2x3 + 6x4 = 0(mod 7) =

7+12+6x4 = 0(mod 7) = 6x4+19=0(mod 7) = x4 =5
Dai

(6x4 +19)771 + 2x4 + 6x5 = 0(mod 7) =
7+10+ 6xs = 0(mod 7) = 6x5+17 = 0(mod 7) = x5 =3
Logo, temos que
(6+67) 1 =6+37+472+673+574+3.7° +47°+677 +578+3.7% + ...
Assim, 3L = (3+4.7).(6 +2.7)7}
=(3+47).(6+3.7+472+67>+57*+37° +..)
=4+724+3734274+754377+2.78 47104

Prova-se que um nimero p —adico € racional se e s6 se sua expansao
p-addica é periédica a partir de um certo ponto. Note a periodicidade encontrada nos

exemplos acima. Maiores detalhes podem ser vistos em [Ma] Teorema 1 p.12.
1.3.3 Outros exemplos de séries

(i) A seqiiéncia (3"),en € exemplo de uma seqiiéncia (an),eny (de

nimeros inteiros positivos) tal que

10



[ a]

Z p—ddicaa”
n=0
: o © <
converge em Q@ p para algum p € Vg e diverge em todos os demais: de fato Zu _o3" € uma
expansio 3-adica, logo um elemento de Q5.

No entanto, para todo p € Vg — {3} temos que paratodo n € N,

1, sep =

?

37 =
| Ip 3", sep =

— e P o0
logo o termo geral 3" ndo tende a zero, de modo que, pela proposi¢io 1.8, a série Y, w0 3"
diverge em @p para todo p € Vg — {3}.

Observamos ainda que, como se trata de uma expansdo periddica esta série
representa um nimero racional em Q5. Ainda, por ser uma sériec geométrica de razio

conhecida, conseguimos até calcular seu valor em Q5:

lim3(Sn) = limz (1+3+32+ ... +3") = limy 3L = -1

(i) Exemplo de uma série que converge em R e diverge em Q p para todo

primo p :
Lo w
(iii) Exemplo de uma série que diverge em QP, para todo p € Vg
T

(iv) Exemplo de uma s€rie que converge em QP‘ para todo primo p, mas

diverge em R:

Z:J:on!

De fato, note que para todo primo p, (vp(n!)) € uma seqiiéncia nao

decrescente e ndo estaciondria de nimeros naturais donde |n!|, tende a zero.
(v) Exemplo de uma série que converge em QP paratodo p € Vg

Temos a série 3> n! que converge também com respeito a cada valor

absoluto p-ddico. Vamos modifica-la para que seja convergente também com respeito ao

11



n!

valor absoluto usual. Note que a série Z:;O et

converge em R, mas infelizmente diverge

com respeito a cada valor absoluto p —adico. A idéia € colocar no denominador um nimero
cada vez maior mas que ndo envolva nenhum dos primos que estdao no numerador, assim

teremos chance de fazé-la convergir em | |, sem mexer na convergéncia | afirmamos

|ps
que a série

a
Ly
A nt?+1

converge com respeito a todo valor absoluto em Q. De fato, é claro que tal série converge

. s . 1 . o & 3
em @p para todo primo p e converge também em R, pois "!’;‘;rl < -}%‘,-, isto €, a série

@ n! _ z : o) o 1
2 i —&- € majorada pela série 2 w0 ST Que converge.

Observe no entanto que, apesar de termos assegurada a convergéncia em
relacdo a todos os valores absolutos possiveis de @, nao sabemos determinar seus limites.
Também ndo sabemos determinar se algum dos limites é um ndmero p-adico algébrico
sobre Q ou ndo. Os préximos capitulos continuam tratando da construgio de séries

convergentes em Q , para todo p € Vg.

No capitulo 2 vamos construir uma série que converge em Q e Para todo

p € Vg e, mais até, tal que todos os seus limites so transcendentes sobre Q.

1.4 Uma estimativa para [n!|,

No capitulo seguinte vamos precisar de uma majoracao para |n!|p onde p é

primo e n € um nimero inteiro positivo arbitrario. Aqui calculamos também o valor preciso

de |n!],.

Defini¢do: Sejam p um primo e n um inteiro positivo cuja expans@o p-adica

¢ dada por:
2 l
n=ag+ap+ay”+..+ap

(isto €, os a; sdo inteiros satisfazendo 0 < a; < p— 1 . Definimos:

12



Ap(n) =ap+a;+..+aq

Lema 1.9: (Legendre, 1808) Se p é um nimero primo e n um inteiro

positivo, entdo:

,n!lp B p“(""AP(")) /(p-1)
ou equivalentemente,

n—Ap(n)

vp(n!) = g

Prova: Provaremos por indu¢@o sobre n.

Se n = 1, entdo € facil ver que vale a afirmac@o.

Suponhamos agoré que o resultado vale para n = N — 1, digamos,
N-1=ag+ajp+axy?+.. +a1p£;

entao

Ap(N-1) = Z§=0ai e

- (a0+1)+2f=1aipi iy L1
N= < p£+1 se aqg=aj=..=a=p-1
(ar+ l)pT+Zf=T+1aipf seag=a)=..=ar1=p-1
~ ear<p-1, T<l
donde,
Ap(N—-1)+1 se ag<p-1
Ap(N) = 1 seag=a)=..=a=p-1

Ap(N-1)-T.(p—-1)+1 se a;=p-1,052<T-1,
ear+p-1,T<l
19Caso: ag < p — 1. Neste caso, vp(N) = 0 donde [N|, = 1.

Dai, pela hipotese de indugio, temos que:

NI, = [N, [N = 1)1, = [(N = 1)), = p~(N-1-A,(V=D] /p-1)

= pIN-A,(N=1)+1)] (p-1)

e,como Ap(N) = Ap(N—1) + 1, temos
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v, = pIN-4,(N)] /(p-1)

2°Caso: ag=aj=..=a;=p-1. Neste caso N=p"l donde
vp(N) =1+ 1e|N]|, = p~ (1),
Dai

N, = IN|,I(N - 1)1, = p~ D) p=N-1-A,(N-1)] /(p-1)

= p L) E=1)N=-1-A,(N-1)] /(p-1)
Mas aqui Ap(N - 1) = (I+1)(p—1), de modo que
V1|, = p~IN-11/6-1) = p=IN-A,N)V(p-1)

3%Caso:ar =p—1lpara0<t<T-1e ar#+p—1, paraalgum 7T < L
Neste caso, vp(N) = T e portanto |N| p = pT.

Dai, pela hipétese de indug@o , temos que:

|N!|p - INlp |(N -~ 1)]|p =pT p—[N-l-—A,,(N—l ) /(p-1)
= p(T(-1)+N-1-4,(N-1)] / (p-1)

= p~V-A,(N)) /(p-1)
O

Corolario 1.10: Se p é um nimero primo, entao para todo inteiro n

suficientemente grande,

I”!Ip <p-" /(2p-2)

Prova: Escrevemos n = ag+ajp + a2p2 + ...t alpz,
onde os a; sao inteiros satisfazendo 0 < a; <p-1, a; # 0. Desta forma n > p" entdo,

log n > 1 log pedai,

I < log n
log p
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Isto nos da:

Ap(n)=ap+ay+az+..taq

g+1).p-D=lp-1)+(@-1)

IA

< el log n+(p-1)
log p

Afirmamos que, para n suficientemente grande, _l%_?f; logn+(p-1)< £ ja
o 2

que:
n L
r%l-% p-1 2 - rlx-unoo p-1 log2n -1 s
555 logn+(@-1) logp 7 P
donde existe M tal que n > M
n
p-1 -
logn+(@-1)

logp
Assim, Ap(n) < -»’2‘— para n suficientemente grande.
Do Lema anterior,

Int], = p{n-Ar()] (p=1)

Segue que, para n suficientemente grande,

Int], < p==) [0=1) = p=% [B=1) = pon /2p-2)
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CAPITULO 2

Numeros transcendentes e o Teorema de Liouville nas versoes real e p-adica

2.1 Nimeros Reais Transcendentes e o Teorema de Liouville real

Liouville (1844) foi o primeiro matematico a provar a existéncia de
nimeros transcendentes e a exibir exemplos: ele apresentou uma condi¢do suficiente para
que um nimero real seja transcendente. Usando esse resultado € possivel apresentar
explicitamente alguns nimeros transcendentes.

Passamos a apresentar tal resultado e um exemplo de nimero real
transcendente para depois apresentar suas versoes p-adicas. A referéncia para esta segio €
[Sm].

Antes no entanto introduzimos um resultado para polindmios sobre um

dominio de caracteristica zero envolvendo derivada formal:

Defini¢ao: Seja A um anel. A derivada formal de um polinémio
f(X) = ag+ a1 X+ ...+ anX"™ € A[X] € denotada por f (x) e dada por

f(x) = a1 +2a:X + 3a3X* + ... + na, X",

Proposicdo 2.1: Sejam A um dominio de caracteristica zero, n € N* e
O(X), Q1(X), Q2(X), .. Qs(X) € A[X]. Entdo:

O[ZL, 2] = Zi, 0ix)

(i) (kQ(X)]' = kQ'(X)

(iii) [(X - a)"] = n(X - a)™"!

Prova: (i) e (ii) sdo verificadas facilmente.

n
(iii) Escrevemos (X —a)" = Zf—:o( ] )a”‘ka ; entdo

[(X_a)n]r’ 4 szl k( E )an—ka—l
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Zm—l(r_,_ 1)( n : )an—r—lxr
I+

Por outro lado,

(X_a)n—l - Z-’::—é( :_1 )an—l—rxr

Observe agora que para r € {0,1,...,n— 1}. temos:

n-—1 "
o1 ) - nektis

Y n!
= Ty

= "+ Doy

= (r+ 1)( ] )

Logo, [(X —a)"]' = n(X - a)" L. O

Proposicao 2.2: Seja K um corpo de caracteristica zero e seja a € K. Entao

todo polindmio P(X) € K[X] de grau n pode ser escrito na forma

P(X) = P(a) + P(“)(X- g (“) il O X0 +—HP @) x-

onde P(")(X) denota a derivada formal de ordem n de P(X).

Prova: Sabemos que para todo a € K, P(X) pode se escrever em poténcias

de (X - a). Suponhamos P(X) = cg + c1(X—a) + co(X —a)? + ... + cn(X — a)™.

P(a) = ¢y

Queremos mostrar que, para todo i, ¢; = ijfﬂ
Utilizando (:' ), (ii), (iii) da Proposi¢ao anterior,
P'(X) = ic;(X — a)!

P'(a) = ¢,

z=l

e, novamente utilizando a Proposicdo anterior,

P"(X) = 21, i(i - )ci(X - a)=2
P”(a) =2c) = cy = L"?_('a_)

Para 1 < k < n obtemos, por inducio,
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POX) =31 i~ 1). ... .ci(X—a)"* donde

P®)(a) = k(k—1)...1.cy e portanto
Pm(a)

Cr = para0 < k < n. O

Teorema 2.3: (Liouville-versdo real,1844) Seja ¢ um nimero algébrico real
cujo polindmio minimal tem grau d > 1. Entdo existe uma constante C = C(a) > 0 tal que

para todo racional + # a

Prova: Seja P(X) € Z[X] um polinémio de grau d que se anula em a:
PX) = adXd + ad_]_Xd_l +..+a1X+ag

Note que se existisse alguma raiz racional para P(X) diferente de « entdo o

polindmio minimal de « ndo teria grau d. Assim, podemos afirmar que:

xeQ,x#a= Px)#0.
Seja £+ € Q, + # a (e, portanto, s > 0).
Inicialmente observe que:
IP(£)] = |ag(£)? + agy (£) + ..+ ar(£) +ag

= |agr? + ag 7% s+ .+ ayrs® + ags?|

LR
54 |
s :_1—; pois a;,7,s, sdo todos inteiros.
Expressando P(X) em poténcias de (X — a) conforme teorema 2.1 obtemos
P P P@
P(%) = P@)+ 2O (2 o)+ 2O (2 —a)? 4 .+ 25O (2 _a?
donde, como P(a) =

PCE)] = |P'(a)(§-a)+ P';ff)(L-a)2+...+ LIOYE

< |5 -af| |P'@)]+ |+ - a|*!
o ]

A partir daqui dividimos a prova em dois casos:

P (a)

%—a|+

19 caso: [+ —a| £ 1

Temos entdo

PCE) < 15 - a [P (@] + | 252

P (a
+...+|% ]
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€ ndo nulo. De fato, se

t 3 )
Afirmamos que |P'(a)| + [ 522 +,,,+|_P‘__(£)_

d!

isto ocorresse teriamos necessariamente cada parcela nula, em particular P'(a) = (. Mas
P'(X) é um polindmio de grau d — 1 com coeficientes racionais, logo nio poderé se anular
para a.

Seja D = D(a) um nimero real positivo que satisfaz,

' P" Pd
[P'@)] + | 2| = by
Entao

|5 —a| = @D)? |P(£)| > 2L > €

5

i

onde tomamos C = D4,

29 caso: |+ —a| > 1

Neste caso temos

(d)
PCEN < 1 =l 1P/ @) + | ZH2 |1 —af .t | 2522 |12 - g ]
d[ | Pa) P (a) P9(a)
sls-ol’] | ™ i+|21(e—a)‘*’ [+ "+| ar :l
i /! (@)
<15 -aff] |P'@]+ | H2 |+ | 252 ]

d!
Escolhendo novamente D = D(a) um nimero real positivo que satisfaz

P(!I) Pia) | _ 1
d | (D)

[P’ ()] +

+...+|

Entdo

d
1P(5)| < |5 —¢f (2}}))4’ donde

£ -al? = @D)4P(%)| 2 LB donde

>2DCC

le—%]2 > = > = onde aqui tomamos C = D. O

—~A!

Coroldrio 2.4: (Liouville) O nimero real @ = » 7 | 27" é transcendente

sobre Q.

Prova: Inicialmente observamos que, para cada A € N, —,)-17 > -:;,— > 0.
Assim a série 2112""'! € majorada pela série geométrica ZT:I 27 que converge, e
portanto € também convergente.

Escrevemos, para k > 1, y(k) = 2K e x(k) = 2"'2*" oM,

Entdo x(k),y(k) € Z* e
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k) _ N e
GE_y(kJ_Zzl1

A=k+1

P Al - -
e, como a série 3 ., 27*' & também convergente, podemos escrever:

x(k) _ 1 1 1
y(k) — pk+1)! (1 + 5 (k+2)!—(k+1)! + ST -1-)

oo

_ 1 1
2 (k1)) }_:%1 A= (k+1)!

=]

- 1 1
o (k+1)! ; 5 (k+1+5)!=(k+1)!

E facil provar por indugio que, para cada s €N,
(k+ 1 +s)l=(k+1)! =3

Dai, para cada s € N, temos 0 < 3

(krlea)i-(kel)!
termos positivos Y, —-—-—-—-ZM} -

1 < % e portanto a série de

converge porque ¢ majorada pela série geométrica

:-20 % que converge para 2.
Portanto, podemos afirmar que
a— x(k ) < ‘2 - 2
y(k) = kD! T y(k+1)
Mas, como
2 = 2 = 2 =3 2 < 1 - 1
2(=1)t 2 (=1)k! kAL (29)%2¢ () GEE
temos,

_ X(k) 1
Ty < y(k)k

Afirmamos agora que, para todo C > 0 e d = 1 existe k suficientemente
L B,

y(k) y(k)

De fato, como a sequéncia ( y(k)) € crescente e ilimitada, temos:
- k S : d S C d -

y(k) y(k) y(k)

grande tal que

Se C > 1 entéo, para k > d temos
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Se C < 1 entdo existe k suficientemente grande tal que y(2k) > Tlf Dai, se

tomamos ainda k > d,

Lo 4 . I, NP . SRS .
yEO®  y@k y@k - YR ek -yt yk
Assim, mostramos que para todo C > 0 e d > 1 existe k suficientemente

grande tal que

x(k) C C
Y& = 3wk Syt

o que, pelo Teorema de Liouville implica que a nao ¢é algébrico de grau d; como d é

a—

arbitrario, concluimos que « € um nimero transcendente. ]

2.2 Prolongamentos de um valor absoluto de @ a uma extensao finita

de Q@

Esta secdo € preparatéria para a demonstragdo da versao p-ddica do
Teorema de Liouville, e uma referéncia para ela é [L].

Nesta secdo e na proxima serd \til mudarmos um pouco a notacgdo de valor
absoluto, pois trabalharemos com varios. Assim, se E|K denota uma extensdo de corpos,
denotaremos por | |, um valor absoluto de X, e se | |,€ um valor absoluto de E que
prolonga | |,, entdo escreveremos w|v. Denotaremos também por Ky e Ey o0s

completamentos de K e E em relagdo aos valores absolutos | |, e| |,,. respectivamente.

Proposicao 2.5: Se (K,| |,) € completo e | |, € um valor absoluto nao
trivial, entdo | |, tem um tnico prolongamento a qualquer extens@o algébrica de K. Além
disso, se E|K for uma extensdo finita, entdo (E,| |,) é também completo, onde | |,,
denota o prolongamentode | |, aE.

Prova: Veja [L], pag 291, Proposigao 4. O

Suponhamos agora que K € um corpo munido de um valor absoluto | |,. e

que E € uma extensio finita de K. Queremos descrever como | |, se prolongaaE.
Denotando por K, o fecho algébrico do completamento K, temos, pelo

exposto acima, que existe um unico prolongamento | |, de | |, a K. Sendo K,
algebricamente fechado e E|K uma extensdao algébrica, sabemos que existe um

K —monomorfismo ¢ : E - Ky. Dai, a restricdo de | |,, a ¢(E) é um valor absoluto de
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o(E) que prolonga| |,.E facil agora verificar que, definindo para cada @ € E,

laf = |o()],,
temos um valor absoluto em E que prolonga | |, pois, para cada x € K, o(x) =x, e
portanto x| = ix‘w = x|,

Portanto, a liberdade que temos para prolongar | |, a £ vem do nimero de
monomorfismos distintos ¢ : E —» Ky que podemos construir. E tal nimero sabemos ser
finito, no maximo igual ao grau da extensdo [E : K].

Finalmente salientamos que dois prolongamentos distintos de | |, a E s@o

ndo equivalentes. De fato, se | |,, e | |, sdo dois prolongamentos equivalentes entao

2
existe p > Otal que| |, =] |&,. Dai, para cada x € K,

bl = Belw, = KIS, = K0

donde concluimos que p = 1.
Afirmamos agora que se | |, for o valor absoluto usual de @ entéo todos os
prolongamentos de | |, a uma extensdo finita E de Q@ s3o também arquimedianos e

portanto sdo todos equivalentes, pela proposi¢ao 1.4. Pela afirmagio acima, temos ento:

Proposigdo 2.6: A menos de equivaléncia, existe um tinico prolongamento
do valor absoluto usual de @@ a qualquer extensao finita E de Q.

Proposigdo 2.7: Se | |,, € o prolongamento de um valor absoluto | |, de @
a uma extensao finita E de @ entdo Ey, pode ser identificado com o compositum EQ,. Em
particular, [Ew : Q ] < [E : Q]

Prova: Veja [L], pag 292, Proposigéo 6. O

Proposigdo 2.8: Sejam E uma extensdo finitade Qe | um valor absoluto

v
de Q. Entao

Zu-lv[Ew : Qv] = [E : @]’
onde por ) ,,j, denotamos a soma sobre todos os valores absolutos w de E que prolongam

V.

Prova: Veja [L], pag 293, Proposigio 8. O

Queremos agora provar que, para uma extenso finita £ de @Q, vale também
uma férmula do Produto, como a da Proposicao 1.6. Para tal, no entanto, vamos precisar

substituir cada prolongamento dos valores absolutos que existem em @ por valores
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absolutos equivalentes, escolhendo para cada um deles uma poténcia adequada.

Notagdo: Se | |, denota um valor absoluto de E que prolonga o valor

absoluto | |, de @, denotaremos por || |, o valor absoluto de E equivalente a| |, dado
por
EW:Q /[E:
lal,, = jafbF @ VEQ

paratodoa € E.

Proposi¢do 2.9: Seja E uma extensdo finita de Q, e seja | |, um valor

absoluto de Q. Entdo, para cadax € Q,

IT =1, = k..

wiv
onde por || denotamos o produto sobre todos os valores absolutos | l,, de E que
wlv
prolongam | |,.
Prova: De fato, para cadax € Q,
EwQ, JIEQ
IT i, <TT ™=

wlv wiv
=7 x| (B JiEQ)

wiv
[E":Qv ]’f['&p]
W

e MEE:Q][E:QJ

= b,
O

Coroldrio 2.10: Seja E uma extensdao finita de Q. Entdo para cada

xe@Q, x+0
H‘xl'ﬁv":l’
w

onde por denotamos o produto sobre todos os valores absolutos .de E.
P " P W

Prova: De fato, pela proposi¢do acima,

[ Ik =TIT Ik =TTk, =1,

w peVg wivp peVg
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onde na tdltima igualdade utilizamos a férmula do produto em @, uma vez que x € nio nulo.
O

Proposigao 2.11: Sejam E uma extensio finita de Q, | [, um valor absoluto

de Qe| [,, um prolongamento de| |, a E. Entdo, paracadac € E,

l'lllal»[»-’z“’:@'] = [VE(@)| .

onde lN&(a)] denota a norma do elemento «a.
v
Prova: veja [L], p. 296, Proposicao 11. Lembramos que Né(a) e@Q, e

portanto |N%(a) I . faz sentido. O

Corolario 2.12: ( A férmula do produto em E) Seja E uma extensao finita
de Q. Entdo, paracadaa € E, a # 0,

[Tiel, =1,

onde por ]_[w denotamos o produto sobre todos os valores absolutos de E. Ou,

equivalentemente,
2 loglall,, =0
w

Prova: De fato, pela proposicdo anterior temos:

[ Tely = TT I Thel,

peVa wiv,

_ H H[aILE“':Q” J1EQ]
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uma vez que N%(a) # 0. O

2.3 Niimeros p-adicos transcendentes

O que desenvolvemos nesta se¢do pode ser encontrado em [B], apds
algumas adaptagGes. Faremos uso das defini¢des e notagdes introduzidas na se¢io anterior.

Para apresentarmos a versio p—adica do Teorema de Liouville,
introduzimos ainda duas defini¢des que nos serdo tteis:

Defini¢ao: Dado a € R+, definimos

lo . > 1
log¥a = max{log a,0} = s
0.,se0<a<1

Proposi¢ao 2.13: Paratodo a, f € Ry,
(i) log*a > 0 elog*a > loga
(ii) log*ap < logta +log*p

(iii) Se K é um corpo e | | € um ultra valor absoluto de K entdo, para cada
n>2exy,x,..xn € K,

log¥xy + ... +xp| £ max {log™|x;[} .
I<izn

(iv) Se K € um corpo e | | € um valor absoluto qualquer entdo, para cada
n>2e xq1,x2,...%Xn € K,

log™xy + ... + xa| < logn +max {log™|x;|} ,
1<i<n

(v) Se E € uma extensio finitade Qe | |, denota um prolongamento de vp
a E para algum primo p, entdo, dados a,a1,....,an € E,

log® lleer + @2 + ... + @al|,, < maxig<.{log™||ai|,}
Prova :

(i) E conseqiiéncia imediata da definiggo.
(ii) Se af > 1 entdo

logtap = logaP = loga + log B < log*a + log™ B,

sendo a dltima desigualdade valida por (i).

Se aff < 1 entao
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logtafp=0=0+0 < log*e +log™p

(iti) Utilizando indug@o sobre n, nos restringimos a prova para n = 2. E
aqui também consideramos casos:
19 caso: [x1 +x5| > 1.
Como |x; + x2| < max{[x1|,[x2[} temos |x;| > 1 ou|xp| > 1
Vamos supor sem perda de generalidade |x;| > 1; entdo, como log € uma
funcdo crescente,
log™lx; +xa| = logpx; + x2| < log[max{jx;| . xz| }] =
= max{loglx;| ,loglxs| }
< max{log*fx1| ,log*}s| }
29 caso: [x; +x5| < 1.
Entdo log™|xj + x2| = 0 < max{log™|x;| ,log*|x2|} uma vez que log*x > 0
para todo x € Ry.
(iv) Lembramos inicialmente que, pela desigualdade triangular, temos
et + et ] < a4+ oot ] < 71 maX 4P ey
E, dai
loglx; + ... + xa| < log(n max{Jxi,...,[xa]}) = logn+max {log |x:[} .

1<i<n
10 caso: x1 + ... + xn| > 1 entdo
log*lxy + ... + xn| = log |x] + ... + xp]
< logn + max{log |xy]| ,...,log |xn|}
< logn + max{log*|x;]| ,...,Jog"|xn[},
sendo esta tltima desigualdade valida por (i).
20 caso: [x) + .. + xnf, < 1.
log*lx) + ... + xn| = 0 < logn + max{log*|x;| ,...,log™|xn|}
(v) Basta notar que se | |, prolonga| [, entdo| |, é também um ultra
valor absoluto, e 0 mesmo ocorre com || ||,,; dai, por (iii) acima,
log™ |la1 + a2 + ... + @x],, £ max<i<n{log™|ai|l,.}-
O

Defini¢ao: Dada uma extensio finita E de QQ definimos h : E* — R por:

log h(a) = ) log"lel.

para cada a € E, a # 0, onde por Zw denotamos a soma sobre todos os valores absolutos
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de E que sdo prolongamentos dos valores absolutos de Q. O niimero 2(a) € denominado a

altura de «a.

Prova-se que o valor A(a) independe do corpo E que o contém. Maiores
detalhes podem ser encontrados em [B].

Proposicao 2.14: Seja E uma extensao finita de @, e sejam
a,p.ay,...an € E, sempre que necessério nao nulos. Entdo:

(i) h(a) > 0

(ii) h(a) = h(a™')

(iii) h(@B) < h(@)h(B)

(iv) h(ay +ag + ...+ an) < n h(ay)h(az)...h(an)

(v) Se a € QF entao

h(e) = max{|r,|s[},

onde r, s € Z* sdo tais que @ = L e mdc(r,s) = 1.

Prova:

(i) Segue direto da defini¢io pois h(a) = exp (Zw log*|||,, ) € como
log™||||,, = O temos até i(a) > 1 para todo @ € E nio nulo.

(if) Inicialmente observe que

log™flafl, =0 & [laf|, <1 =

o foll, 21w

< log™la”!|l, = log [la™'[], = —log [la]].,
e também
log”[jal|, = log [ll], = flell, 2 1 «
@ fell,s1e
& log*a'|], = 0
Dai,
€

log h(a™) =3 log*lla™!||,
. Zwtalquc lall,<1 ~ log ler]l,,
= “Zwmlqueljnnwsi lOg "a”u-

Mas, da férmula do produto (Proposicao 2.10), temos:
0=72", log [,



= log h(a)-log h(a™'),
donde obtemos log h(a) = log h(a™!), ou ainda, A(a) = h(a™1).
(iii) Da Proposicao 2.13 (i1) temos:
log h(ap) = 3, log*|lap]l,
< 22, (og™lall,, +log"Ill,.)
= 2., log™llell,, + 22, log I},
= log h(a)+log h(pB)
= log h(a)h(p),
e portanto h(af) < h(a)h(p).
(iv) log h(ay +ag +...+an) = 3 log*a; +az + ... + an|l,,
= Zp e (Ewm log™|le: + a2 + ... + a,,[|w) +log™|lay + a2 + ... + &al|,,
onde por | |, estamos denotando o (linico) valor absoluto de E que prolonga o valor
absoluto usual de Q. Dai, pela Proposi¢éo 2.11,temos:
log h(ay + a2 +...+ap) <
e (Zwlpp max j<i<y {log™ |l i“w}) +logn + max i<, {log ||, }
< 3, primo ( Loy, MaX 1<izn{log il } ) + logn + max <icy {log ],
S ZP pﬁmo Zwlvp ?:1 10g+llai”}l' + logn * Z:l:l log+1[aillv
= ZPEVQ Zwlvp Ef:] log+l|af||w 5 ;i logn
= > 1, log h(a;) + logn
= log(n.h(ay)...h(an)),
donde concluimos que
h(ay +az + ... + an) < n.h(ay)...h(a,)
(v) Inicialmente escrevemos
log h(5) =2, log*(|I %1,
- 10g+"%""’ ¥ ZP primo ZWIV;: 10g+'|%111v’ (1)
onde por | |, estamos denotando o (dnico) valor absoluto de E que prolonga o valor
absoluto usual de Q.

Afirmamos agora que
logllll, =log"l5l, (@

2alog” ISl =log sl (3)
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De fato:

log™[|5|l, = log
uma vez que w prolonga o valor absoluto usual e = € Q.

R = ogt 2 [ERIEA,

Mas sendo | |, o tinico valor absoluto de E que prolonga o valor absoluto
usual de @ temos, pela Proposic¢do 2.8, que [Ey : R] = [E : R], e portanto
log™|[l, = 10g7| |
o que completa a prova de (2).
Para provar (3), observe que, se p é um primo tal que p|s, entdiop [ r, e
dai:
0 = vp(r) < vp(s) =
vp(§) < -1
[kla2p>1
Portanto, se w prolonga o valor absoluto p-ddico, entao
log"|15l, = log? £~ """
= log"| s,
- g J5 159
= log [l
E, se p é um primo tal que p } sentdo
0=vp(s) Svp(r) =
($)21=
(£, <1=

Eyw: E:
H'[![’ CVIEQ] &4 =

log”[||l,, = O,
de modo que
Zp pnm Zwlvp 10g*"§ ”W = Zp pﬁmn_p]j Zwlvp 10g+||-::_ ”w

= Zp prim_ plg Zwlpp log “% ”W
= Zp primo, p|s lOg Hw[vp "% ”w
- Zp primo, pls log |51,

onde na ultima igualdade utilizamos a Proposi¢do 2.9.

Dai, se s = p{...pi é a fatoracio de s em fatores primos entio
|%]p‘ = p:‘l“"
paracadai € {1,...,n}, donde

Zp primo Z“-h-? Iog+li_;_||n B ZL] log |-;;|Pf
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= log |s|,
o que completa a prova de (3).
Utilizando agora (1), (2) e (3) obtemos:
log h(£) =
=10g" 11l + X, primo Sowp, 108 1 L,
=log*|£|,, +log |s]e
Note agora que, se |rfeo < |s|w entdo |£|w < 1, donde
o +108 Jsleo = 10g [slo
= log max{|r,|sl}
E, se | > |5 entdo [£|w > 1, donde
log*| %], +log ||, =log |¥[, +1og |s|.
= log |r}»
= log max{|r|, |s|)
Em qualquer caso portanto, temos
log k(%) = log max{|r{w, |s|},

log

"I5l

ou seja,

h(5) = max{[r, |s].}

Teorema 2.15: (Versdo p-adica do Teorema de Liouville) Dado p € V@,

seja a € @p um nimero algébrico cujo polindmio minimal tem grau d > 1. Entao existe

r

uma constante C = C(a) > 0 tal que, para todo nimero racional ndo nulo £, @ # + ,

L ) [ C
'a S!p_h(_;_)d

Prova: Consideremos a extensao finita £ = Q(a) e suponhamos, sem perda

de generalidade mdc(r,s) = 1. Dai:

(E:QVIE-Q,]
logle - |, = log[le = Fliw
_ _[EQ ~
B Q] IOD"OS "w

Mas, pelo Coroldrio 2.12,
loglla = §lhw = =3, loglla = £l
2 =2 e log e = £l
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log|la - %][w = —Z#w log|le — 5 |lv
2= a0 =Ly
> - logtlla - £|lv
= -log h(a-%)
> ~log [2h(a)h(5)]),

sendo esta dltima desigualdade vilida pela Proposicdo anterior. Dai,

r o] P
loglet = £1, = 7oy loglla = llw
[E:Q] r
2 Ty o8 [ZH@h(D)]

__[EQ]
-tog | A@CEN T |
donde obtemos, jd que d = [E : Q] 2[Ey, : Qp],

la= £, > Rh@h(L)] TF
> 2h(@)h(£)]

_ [2h(a)]
[A(£)]¢

=—<
()"

onde C = [2h(a)]™9 é uma constante positiva (pois i(a) > 0) que depende de a. O

2.4 Séries que convergem para um niumero p —adico transcendente, com

pEVQ

Queremos agora, fixado um primo p, dar exemplos de ndmeros p-adicos
transcendentes. E faremos isto utilizando o Teorema de Liouville p —adico. Faremos mais
até: vamos construir uma série formal de poténcias, F(X) = ::D:O BrX™ € Q[[X]] tal que
para todo racional y # 0, F(y) converge para um transcendente de QP, gerando assim uma

infinidade de elementos de Q Y transcendentes sobre (.

Para y € @, continuaremos a denotar por i(y) a altura de y e introduzimos

uma nova definicao.

Defini¢ao: Dados a1, ....a y nimeros racionais, definimos
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hi(aj,as,...,ay) = max  {h(a;)},
1<igN

Teorema 2.16: Seja p € Vg fixado e suponhamos que existe uma sequéncia

de racionais {f¢. f1,...} satisfazendo:

0 < |Bwl, < NNy (Bo. B1....By-1) P’ (%)

paracadaN € N*.
Entdo, para todo y € Q, y = 0, a série F(y) = Z:io Bny™ converge em

Qp e, mais até, é um numero transcendente.

Prova: Inicialmente observe que, para cada y €@, y +#0, a série

E?:o Pny™ realmente converge em @p, pois, se A(y) = M entdo para cada n,
1Bar"), < n™"h1(Bos Bro-But) " Il
< n7hy1(Bo. 1. --Br-1) 1) M
Dai, paran > 2M,
AP M? < 27MMM = 27 donde
Bar"|, < 271 (Bo. Bro--Bpe1) D
Note agora que h1(Bg,B1,---Bn-1) = h1(Bo) = h(Bg) = 1, e portanto

nl e 1 < & 1
1Bnr"lp 2Ry (Bo,B1 B ) T 2

e entdo, se p € primo, o termo geral da série 3~ | Bny" converge p —adicamente a zero,

para caday € Q, y # 0 e dai a série realmente converge em Qp. E se p = o entdo a série

2 rolBny"™| € majorada pela série 3> zlﬂ que converge, de modo que Y o Bay" €
absolutamente convergente e portanto converge.

Queremos agora mostrar que F(y) € transcendente sobre Q.

Por absurdo, se F(y) fosse algébrico, entdo, supondo que o grau de seu
polindmio minimal € d, pelo Teorema 2.15 terifamos que existe uma constante C > 0 tal

que, para todo niimero racional ndo nulo - com ¢ # 7,

r C
[F- %1, 2 Hz)?

Em particular tal desigualdade deve ser vidlida para os racionais
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OnN = 22;0 Bny™ onde N € N. Ou seja, paracada N € N,

. (45

Mas, se notarmos fB; = % e y =4 com mdc(a;b;) =1 =mdc(x.y),

teremos:

h(Qn) = h(Bo + B1y + B2r? + ... + Bnr™)
— h( aob1bz...bx}'”+boa|bz...bu.l}'N_|+...+bob] ...by_1a}\rxﬂ )
bob[bz...b,v}'”

Como h(%) < max{|al,|b|} se mdc(a,b) # 1, temos
h(Qn) = max{[aoblbg...bNyN+ -t bobl---walaNxNL ]boblbg...bNyN[}

Ainda, pondo a = h{(Bg, 1. BN) teMOS

a=max {h(Bo),...A(BN)} = max{lag|.|bol.|ayl.[b1] - |an], [bn]}
e portanto, como M = h(y) = max{}x|,[y|}, temos
apb1by..byyN + boa1by..byxyN T + L+ boby..by_janx™ | < (N+ 1)a¥IuN
e também |bob1by...bNY"Y | < aVFiMN

Portanto
R(QN) < max{(N+ 1)a™1 MmN, a¥ 1N}y = (N +1)aM 1N

= (N+ 1)h1(Bo. B1» - BN) VLMV,

de modo que

¢ (x %)

F(y)-Qnl, 2 —S— >
= 0Nl 2 S o > W+ 1P 1o ) D 21

Vamos agora majorar |F(7) — On|,..utilizando o fato que os B;’s
satisfazem (*)

Inicialmente note que

F(y) = QN = 2 nuq Bny™ ainda converge.

Observe agora que, como ja mostramos anteriormente

|Bny™ p = n‘”hl(ﬁo,ﬁl,...,ﬁn_l)"("_l)zM”, de modo que, para N> M
teremos que, paran > N, n™"M" = (%)" e

Dai, para N > M, temos, paratodon > N,

1Bny"|, < h1(BosB1swwrs Bro1)™ "1 < h1(Bo, By B) ™)

Assim, para todo N > M = h(y) a série de nimeros reais positivos

oD
n=N+1

3 w1 71(B0s Bl s B) O = T2 1 1y (Bos B BN) N h1(Bos By o )1 Y

|Bny"|, € majorada pela série
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Queremos agora mostrar que a série >, ., h1(Bo,B1,-- B N) -1 N
converge, pois daf teremos que 3> 1 k1 (B0 B1s - BN) ™ h1(BosB1s - By) I N

converge para i (Bg, B1, - BN) ™V 3% veq 1(Bo. B1, ___,ﬁN)—(n—l)%N:_
Introduzindo a mudanga de varidvel j = n— (N+ 1) = n— N — 1 obtemos
~ (=1 +N? ==+ N>+ N? = ~(j2 +2jN) = ~j(+2N) <

e portanto

2 2 _.
R1(Bo:B1y s BN) "N < By (Bo. Brs e BN) T
Assim, por sua vez, a série

3% vt 11(Bos Brsews B) VN o > 20 11(Bos B1 s BN) TP &
majorada pela série Zj:o h1(Bo.B1, - BN) .

Afirmamos agora que para N > M, temos A1(Bo..... Bn) > 2, e portanto a
série Z;o h1(Bo.-..Bn)~ é majorada pela série Z;o 277 que converge para 2.

De fato: N > M = h(y) = 1 implica N > 2. Assim h1(Bo,.... BN) = h(B2).
Observe agora que

h1(Bo.B1) = max{h(Bo),h(B1)} = 1 e portanto
B2l < 272h1(Bo,. B1) ! < 272.
Logo p~V»(B2) = |B2l, < 272 ou seja p*»(F2) > 4. Dai h(B3) 2 4 > 2.
Apés todas estas majoragGes obtemos que, D7 o [Bny"| p converge e para
todoy € Q% etodo N > M = h(y)
2

Do 1 1Bnr ™, < 0wt B1(Bos Brs s By) 1)

< h1(Bo. 1w BN ™ X ey h1(Bo. B1. s Bw) 7

< 2h1(Bo. P1. - BN)

Observe agora que,

PIETR ﬁﬂ?’n[p &

, T
lim Z"4*:=N+1 Bny"

T—e0

4
= lim z Bny"
T_.m |EH—N‘+‘1 R |p

IA

. Vi
hm Zn:N—pl‘ﬁnynlp
T—rm

= Z:;NH |Bnr” IP
Mas entdo, paratodoy € Q* etodo N > M = h(y),

IF(r) - Onlp = | Xy Bn?” Ip <D a1y, £ 2 h1(Bo.B1...BN)™

Entdo, por (* *) temos
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= (N+ 1)dhl(ﬁo,ﬁlf_qﬁN)d[Nﬂ).MdN < |F(r) - Qnlp < 2 h1(Bo, Br,-Bw) ™

E dai,
0 < £ <+ 1)¢ M hy(Bo.Br.--Bw)* ™D hi(Bo.Br.-Bw) ™

Isto €,

0<< < N+ 1) MmN h1(Bo. B1...BN) VD
h1(Bo.B1.--BN) * hi(Bo.B1,--BN) °  hi(Bo.B1.--BN)°

Contudo, a expressdo acima € impossivel, ja que os fatores aproximam-se de zero para N
suficientemente grande.

Desta forma F(y) € Q , N0 € algébrico sobre @, ou seja, é transcendente

sobre (), paratodoy € Q- {0}.. O

Para efetivamente apresentarmos um exemplo de elementos transcendentes

de Qp, resta-nos mostrar a existéncia de uma sequéncia (fBy) de racionais satisfazendo a

condi¢do (*) do Teorema 2.16.

Teorema 2.17: Seja F(X) a série de poténcias definida por:

22 ' n!3
F(X) = ( 2 ) x",
&) g nl2+1

Entao para todo nimero racional a diferente de zero e para todo p € Vg, F(a) converge
para um nimero em Q - transcendente sobre Q.

Prova: Para cada n € N, nés definimos

B, 5 ( il )r1!3
3 n?+1

Inicialmente afirmamos que basta mostrar que, para todo p € Vg existe Ng
suficientemente grande tal que
N > No, 0 < |Bnl, < N*hi(Bo, B ..By-1)
De fato, se tal N existir entdo consideramos a sequéncia a, definida por

tn = PNy+n; tEremos |an |p tal que
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0 < |an|p = |BNsnlp, < (N +n)y " Npy (Bo, B1s - BNin-1 )h(Nﬂ—l)z
< 17y (BNs Bt - Bven1) D’
= Ry (s X1, s By )Y
Dai, pelo Teorema 2.16, a série Zf =0a,;'y" converge para um
transcendente p —adico, para caday € @Q, ¥ # 0 e portanto
o Bar™ = N By + T2 . Bnt™
= Z,f-_?{;l Bny" + Z:;o ﬁn+ND}’H+N°
= ZnNzoal Bny™ + yNo Z:=0 any™ é um transcendente.
Assim, vamos mostrar que, para cada p € Vg fixado, para N

suficientemente grande temos
0 < |BNl, < NNhi(Bo.B1s--Brn-1)" 1 (%)

Inicialmente observe que, para cada je N* &(B;) = [j!2 + l]j!3 e
portanto

h1(Bo,B1s---BN-1) = max{h(Bo). h(B1). ... h(BN-1)}

= [(N-1)12 4 1]W¥-1)P

donde, para N suficientemente grande:

NN hy(Bo,B1,By-1)" VD = NN [ = 1)12 4 1] FDE-D2

> N1-N - (N-1)*(N-1)13

e como para N suficientemente grande,

N+(N-1DZN-DB < [N + W-1DWV-1)13 < N3N-1)13 =nN13
temos

NN hy(Bo. Brs--Byo1) D1 > M= NP

Mostremos agora que a seqiiéncia (ffy) satisfaz (x) para N suficientemente
grande quando p = . De fato, temos

. A

N2+1  N+-L TN

e portanto,

N3 ,
0<lpvl= (=) = @™ < NN hy(Bo BBty NN

Agora, seja p um nimero primo. Entdo, para N > p, temos
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e
! ’ 3
vl = | () | = >0
" p
pois vp(N!? + 1) = 0 para todo primo p.
Pelo Corolério 1.10 temos vp(N!) 2 5 Er) 2 , donde

0 < [Bnl, = IN'[} NP _ [pvs(NDINP < p=NEN (2p-2)
Afirmamos agora que, para N suficientemente grande, temos
PN > NN+ V-1
De fato:
log[PNPﬁ] = N!3N..é%g_.% e 1og[N!N+(N—1)2(N—1):3] — [N+ (V= 1)2(N = 1)13]log !

Mas
[N+(N-1)*(N-1)*]logN! _ [N+(N-1)*(N-1)!*]logN 2p-2
N'3N-22 2 IYE “logp
2p-2
(N—l) N2P2
Jlog logp
f (N—l) R logN 2p-2
!\F(N—-I)P logp

E facil ver que a iltima igualdade tende a zero para N suficientemente

[NH

+

grande, e dai
log[pwﬁ :| > log[N!N+(N—l)2(N—l)!3 ]
De modo que, para N suficientemente grande,
0 < |BN|p < p—N!SN 1(2p-2)
< N1-N=(N-1)*(N-1)!?

< N"Nhy(Bos oo, By )~ N1 O
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CAPITULO 3

Séries que convergem para nimeros p-adicos prescritos, comp € Vg

3.1 Enunciado e demonstracao do resultado

No exemplo 1.3.3(v) do capitulo 1 construimos uma série que converge em

Q p» Para todo p € Vg, mas ndo sabemos responder se seus limites sdo nimeros algébricos
ou transcendentes. E, no capitulo anterior apresentamos exemplo de uma série formal
F(X) = 3.2, B:iX" € Q[[X]] tal que, para todo @ € Q — {0}, F() converge em Q, sendo

seu limite, para todo p € Vg, um niimero transcendente.sobre Q.

Neste capitulo formulamos uma nova questdo, colocada e respondida por
Burger e Struppeck, em [B-S]:
E possivel construir uma seqiiéncia de nimeros racionais nao nulos tal que

para cada p € Vg a série por eles originada converge em @p e, para cada p € Vg, a soma

da série € um ndmero racional prescrito? Esta questdo foi colocada por Koblitz (veja [K]

p.85), e na pagina 142 ele diz que até aquele momento ndo se conhecia a resposta.

Teorema 3.1 (Burger, Struppeck): Para cada p € VQ, fixemos ap € @P'

Entédo existe uma seqiiéncia de nimeros racionais (an),en, €Om an > 0 para todo n > 1, tal
que, para cadap € Vg, a série
= o]
Z p—ddico %n = %p
n=0

A demonstragdo do Teorema acima vai nos fornecer um algoritmo para

gerar tal série.

Estabelecemos primeiramente preliminares para sua demonstragio.
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Defini¢ao: Definimos paracadam e N, m > 2:

Um)=<{%£eQr=s= 1(modm) }

Lema 3.2: Seja m um produto de primos: m =pj ... pn . Se u € U(m), entdo
u € Up;) paratodo i € {1,...,n}.

Prova: Basta observar que, » = 1(mod m) se e somente se » = 1(mod p;),
i=1,.n O

Lema 3.3: Sejam > 2 um inteiro. Entdo U(m) € um subconjunto denso de
R.
Prova: Como (Q € denso em R, basta-nos mostrar que U(m) é denso em Q.

Fixados 4- € Q@ e & > 0, afirmamos que existe n € Z tal que

anm+1 a _anm+ 1
bnm + 1 & bm) . |b brm+11 "¢
£ +1 i .
De fato, € claro que i;;’:—;mn—rl— € U(m). Ainda, note que:
a _anm+1 | _ |abnm+a—abnm-b| _ _la=b
b bnm+1 b(bnm + 1) blbnm + 1|’

de modo que

a—b

blbnm + 1| e

=Pl < om+ 1)

E, se n for natural, teremos: [bnm + 1| = bnm+ 1 e

Jﬂl— <bmm+1 <

eb
la—b| ) 1
" ( eb : b
- la-b| - eb
eb*m
Assim, se escolhermos para tal € > 0 um n € N satisfazendo, n > —Ia;zlg:b ,

anm+]

teremos satisfeita a desitmalclade]£ -
« b bnm+1

[ < g, e dai podemos concluir que U(m) é
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denso em Q. O

Teorema 3.4 ( Chinés de Restos ): Dados inteiros my,...,m; dois a dois
primos entre si e inteiros arbitrérios ry, ..., Iy, €xiste uma solu¢@o inteira para o sistema de

congruéncias

X =ry (mod mp)

X = rp (mod my)

Além disso, tal solucdo € inica médulo N = m...my

Prova: Consideremos

B va DU

i = m i€{l,..k}

Como my,...,my sdo dois a dois relativamente primos entdo temos para todo

i, mde (t;,m;) = 1, isto é, existem y;, v; € Z tais que
Hiti +vim; = 13

assim ja temos garantido y;t; = 1 (mod m;). Notemos que para j # i, m; divide ;, de

modo que y;t; = 0 (mod m;). Portanto, tomando
M = Hityry + o+ Hplpry

teremos

itiri = r; (mod m;
Hiliri i ( z)’ = M=y (mod my), Vi
)ujrjrj = 0 (mod m,—), 1+ ]

Assim, M € uma solugao para o sistema de congruéncia dado.

Afirmamos agora que se y=r; (mod m;), para todo i entdo
M=y (mod mjy..my)

De fato: Se y=r;j=M (mod m;), para todo i entdo
y = M (mod m;), paratodo i, isto €, m; divide y — M, paratodoi € {1.....k}

Como my,....m; sdo dois a dois relativamente primos temos dai que o

produto m. ... .my divide y — M, ou seja,

y=M (mod mj..my)
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provando assim que existe uma tinica solucao médulo m). ... .my. O

Coroldrio 3.5: Dados inteiros my,...,my, @1, ...,A, I'l, ..., T} satisfazendo:
(i) my,...,my sao dois a dois primos entre si
(it) mdc(a;,m;) = 1, paracadai € {1,....k}

existe uma solug@o inteira para o sistema de congruéncias

a]_X = rl(mod ml)

apX = rp(mod my)

Além disso, tal solugao € tnica médulo N = mj...my
Prova: Basta observar que se mdc(a;,m;) = 1 entdo existe b;, ¢; € 7Z tais

que
a,'b,' t+eim; = 1

e assim, a;b; = 1 (mod m;).
Note agora que, se x € Z for tal que x=b;r;(mod m;), entdo
a;x = ri(mod m;).

Assim, passamos a considerar o sistema

X =biri(mod m;)

X = byri(mod my)
E, pelo Teorema Chinés de Restos, tal sistema admite solucdo da forma

M= #lrlrlbl : +pktk?‘kbk B

onde, para cada i € {I,...k}, pit;+v;m;=1 com ;= e ji sabemos que tal

solucd@o € inica mod N. i

Para enunciar os préximos resultados, introduzimos a seguinte notac@o:
Notacdo 1: Seja F uma cole¢ao finita de primos distintos.

Para cada p € F, seja §p um elemento diferente de zero de Qp, e

denotemos sua expansdo p-adica como

8p = Z:;p d(p,n)p"
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(onde I, € Z e 0 < d(p,n) < p—1 para cada n > Ip). Como 0s &p sio todos ndo nulos
suporemos d(p,Ip) # 0, de modo que vp(p) = Ip e portanto |5 |p =ph.
Para tal escolha, definimos o nimero racional Y = Y({6p} pEF) por’
Y=]] p'» (que esta bem definido pois cada & p € ndo nulo).
peF
Lema 3.6: Para F, {5P}peF e Y conforme Notacao 1 acima, existe um

inteiro M > 0 tal que:

Y p € F, |5P—Mr1p < Iaplp

Ou seja, para cada p € F, MY na métrica p-adica estd mais préximo de 6, do que o zero
Prova: Inicialmente observamos que vp(8p) = Ip, de modo que queremos
encontrar M € N tal que, para todo p € F, vp(dp — MY) > lp. Assim, queremos encontrar
MY de tal forma que MY = Z:’% d (p,n)p" onde d (p,lp) = d(p.lp), o primeiro termo da
expansio p —adica de dp.
Para isso definimos, para cada primo p € F, Yp = Yp~» e escrevemos
Yp = -',—?-:— onde mp € np sao inteiros relativamente primos com p.

Agora consideremos a seguinte colec¢dao finita de congruéncias lineares

simultaneas:
{ me = npd(p, lp) (mod p) }pEF

Pelo Coroldrio 3.5, podemos encontrar infinitas solugdes inteiras para o

sistema, todas elas no entanto congruentes médulo [ p. Assim, tomando uma solugio
PEF
x = M > 0 para o sistema, teremos que, para cada p € F, existe algum inteiro 7, tal que:

Dai
m t
-EfM = d(p,lp) +p%

donde

I
Y, M =d(pp) + P
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e, como Ypp! =Y,

- I L+1 p
M = d(p,lp)p" + P SE-.

. - t 5
Como np nado é congruente a zero médulo p, temos que vp(pfﬂ*‘l. n—:) > Ip + 1. Assim, 0

primeiro termo da expansdo p-adica para MY € d(p,Ip)p l», como queriamos. O

A demonstracao acima, junto com o Coroldrio 3.5, nos permite até sermos

um pouco mais especificos sobre tal constante M:

Lema 3.6' : Para F, {0p}per € Y conforme Notagdo 1, existe um dnico

inteiro M € {1,2,3,..., IIp- 1} tal que
peEF

16p — MY|, < |6p|,

para todo primo p € F. Em particular, |MY|, = [6p],.

Prova: Esclarecemos porque M # I1 p. De fato, para todo p € F, np,mp e

peF
d(p,lp) sdao relativamente primos com p e mpM =npd(p.lp) (modp). Logo
M # O(modp) paratodop € F, donde M =11 p. O
peF

Coroldrio 3.7: Sejam F, {dp}per,Y, € M como no Lema 3.6. Fixado
p € F, temos, para cada u € U(p),

]6!’ = lumlp = lgplp

Prova: Se p= = comr=s=1(mod p), entdo r=np+1es=mp+1
para convenientes m, n inteiros. Temos assim [s|, = 1. Alémdisso, |1 — u|, < 1 pois

1=l = [1_%[;, = |FS_§L|,, =ls=rl, =

=lmp+1-np-1|, = p(m-n)|, <p™ <1
Dai:

18 — UMY, = [8p — MY + MY — MY,

< max{|8p — MY], , |MY — ubY], }
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= max {|8p — MY|, , [MY|,[1 - pl, } -

MY |1~ < MY, = (851,

(veja Lema 3.6') e pelo Lema 3.6,

|5P . MYlp < |6P|p N

Portanto

|6p — uMY|, < [6p], =

Finalmente antes de passarmos a prova do Teorema 3.1, introduzimos a
Nota¢do 2:Indicamos por F, o conjunto dos n primeiros primos, isto €,
Fo=1{}, F1 =42}, Fo = {2,3}, e assim por diante, e indicamos por P, o produto dos n

primeiros primos.

Prova do Teorema 3.1:

Definiremos os niimeros racionais a, indutivamente.

A idéia que vamos perseguir para construir uma série de racionais ) an que
convirja para ap, € que para construirmos ay.j, estejamos levando em conta os N+ 1
primeiros primos e aproximando-nos mais dos N primeiros p —adicos a5, a3, @s,....ay

fixados.
Note que, se construirmos (a,) satisfazendo:

(i) a, € Q ea, >0, paratodo n= 0;
c; N . : 3 3 _
(i) se Sy, = 2, @n € a soma parcial dos N primeiros termos, entdo
0< G — Sy < 27¢-D.
(iii) para cada primopem F , Sy_1 =ap ou
|C£p = SN‘P < |ap e SN—] lp!
estaremos garantindo com (i) que os elementos da série sdao nimeros racionais an, com
ap > 0 para todo n > 1, com (ii) a convergéncia da série em Q _ = R para ac, € com (iii)
temos garantidas todas as convergéncias para ap € Q , com p primo, visto que, para cada

primo p, sendo {Sy},_, uma seqiiéncia monotonamente crescente de nimeros racionais.



entdo ap = S; para no mdximo um J; dai conclui-se que existe um N tal que 0 <
[~ &)
- - don>=N,e énci - s
lap = Sp+1 |p < |lap = Sn|p para todo n = portanto a sequéncia {!ap S”'P}FN € uma
sequéncia estritamente  decrescente de poténcias inteiras de p. Entdo
. . s = o0
nlilgo lap — Snl, = 0,0u seja, a série 2o @n CONVerge para ap € Q,-
Comegamos por colocar:
dpg = [acu —— 1]
onde por [x] estamos denotando a parte inteira de x.
Note que, desta forma, para N = 0 as trés condi¢des acima sao satisfeitas.
De fato:
(1) ag = [2 - 1]€ Q;
(ii) O<aw—ag<2;
(#ii) Como F = { }, esta condicao € satisfeita por vacuidade.

Suponhamos agora N > 0 e que a;, a; ,..., ay estdo todos construidos de

tal forma que obedecem as trés condigGes acima.

Para construirmos a1, consideremos, para cada primo p € F .1,
SejaFy1 = {p € FNs1 : Op = O}
Se ENH = { } fagamos MY = 1; caso contrério, pelo Lema 3.6 existe um

inteiro M > 0 tal que:
|6p — Ml"|p < [5p|ppara todo primo p € F vy

Em qualquer caso, como Py denota o produto dos N + 1 primeiros primos
temos, pelo Lema 3.3 que U(P ;1) € denso em [R; assim, existe g € U(Ppy ) tal que:

0o —S 1 aw—3Sw

i\
My M 2T MY
E ficil ver que podemos até escolher y satisfazendo

ace—'SN
O<pu< MY

isto €,

dw — SN Qoo — SN
MY “HESTHT



Pelo Corolério 3.7, temos que, para um tal g,
|5P = Mr'p < |5P'p’ Vpe FN+1.
ou seja,
lap — Sy — uMY]|, < |ap —Snl,, Vp € Fpnn

Definimos entdao  apy; =uMY. Afirmamos que ap, satisfaz também as
trés condi¢des acima citadas. De fato:

(i) any+1 € Q e ays; > 0 pois escolhemos u > 0, u racional, M inteiro
positivoe Y = HP Fon p% € Q também positivo.

(i) Por construcdo 0 < -5511}-1.‘5'—‘- -—u< 32“'% Dai

0 < aw — (Sy+ uMY) < 27 (aw — Sy) =
0 < aw— (Sy+ans1) <2 Haw -Sy) =
0 < @ — Syx1 < 27 1(aw — Sy) < 2712-(N-1) = o-(N+1-1)
Logo,
0 <aw—Sys < 2-(N+1-1)
(iif) para cada primo p € Fy1 , temos ap = Sy se p € F ;10U entio

p € F 4, € neste caso [6p — ;LMTIP < |5p|p onde 6p = ap — Sy.

Mas

16p — uMY|, < |6p], =

= Iap—SN"‘#MYIP < lap -SN]p =

= lap = Sns1l, <lap - Snl,

Assim, para todo n € N, a, satisfaz as trés condicGes exigidas e o teorema
3.1 esta demonstrado. O

As observagOes a seguir tém o objetivo de facilitar a elaboracao do
algoritmo que a demonstragao acima sugere.

Observagao 1: A escolha ag = [@w — 1] a0 invés de ag = [@ax] na
demonstragao acima, evita 0 caso ag = Qw, 0 que acarretaria 0 = aw — aq, € a escolha de
u nao seria possivel neste caso.

O que podemos no entanto observar € que no caso @w € Z nunca ocorrera
(@] = ax, e entao neste caso podemos tomar ag = [¢teo].

Observacao 2: Como observamos no Lema 3.6", M pode ser escolhido
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univocamente se nos restringirmos ao conjunto < 1,2,..., IT p—1 ». No entanto, ndo hd
pE’F".\m

chances de escolhermos g univocamente uma vez que U(Ppy;p) € denso em Q. Mas

poderiamos tentar selecionar um pouco a escolha de y; queremos p € U(Pyyp) €

= mod Pp.1)
@e=Sx g v _ i n ( +1
S S g , poderiamos tentar encontrar y = 4 com Gu-Sy _ , . @==Sk
amy SH< "My
ou ainda
i = + com 7 tal que g e P
i ML <« p < 20
am"SN {Im_s,\l'

Infelizmente, como veremos adiante no exemplo 2, um p € U(Ppy.1) na

Uw—Sy ao—Sy

- _1__ o o . —
forma y = - pode ndo existir satisfazendo a condicéo - <M< Ty

3.2 Algoritmo para a construciio da série

Fixados aw € @, =R e ap € Qp para cada primo p, construimos uma

Sira oo - i .
série Z:n —o @n de niimeros racionais que converge para ax em Q_ = R e converge para ap
em QP para cada primo p através do seguinte Algoritmo, que leva em conta as observacdes

1 e 2 acima, além da demonstragdo do Teorema 3.1.

[am-‘l], 0o € Z

1. Defina ag =
[aw] . Qo &€ Z

2. Para a determinagio de ap, N >0, supondo-se conhecidos

ag,ay, -.-.aN_1
a) Define-se:

5p = ap—SN_l,paratodOp e Fy
Fy={peFy:8, %0}
Py =Ilper, P

= { 23
Y = I'Ipeﬁv p'? ondelp = vp(dp)

b)Se Fy = { }.define-se MY = 1.
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Se 'IT"N # { },determina-se o inteiro M € {1,2,...,Py — 1}, tal que:
185 = MX|, < 18p], ,¥ p & Fy
ou equivalentemente
vp(8p — MY) > vp(Jp)

¢) Procura-se p € U(Py) tal que:

Ooo — SN—l O — SN—l
MYy SH< T my

ou, se possivel u = % n=1 (mod Py)onde

MY
Qoo — SN-1 1 Ueo —SN—I

d) Define-se entdo ay = uMY.
3.3 Exemplos

Exemplo 1. Construgio de uma série D~ jan de nimeros racionais
positivos que converge para "¢’ em Q_ = R e converge para zero em Qp, para todo p
primo.

Temos aqui a«w = e =~ 2,71828182846... e Re ap =0 € Qp, para todo p
primo

Portanto ag = [¢] = 2 entdo Sg = 2.

Aqui neste caso ja temos algumas simplifica¢des no algoritmo:
a) Como Sg = 2 # 0 e (Sy) € uma sequéncia mondétona crescente, teremos

Sy = 0 sempre.
b) Para cada primo p € paracada N € N, como ap = 0,
bp=ap—-Sy=-Sy=0
de modo que

Fy=Fpn
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¢ Determinacao de ay:

Temos 8y = —Sg=-2, F; =42}, Y=2'=-56, e P, =2.
Determinamos M € {1,...,P1 — 1} = {1} tal que v7(63 — MY) > v5(J2) ou
seja, M = 1.
E portanto MY = 2 = §p.

Procuramos agora, se possivel, 4 = % com

n = 1(mod2)
MY_ o o< 2MY

a=—Sp a=—5p

n =1 (mod 2)
2 4
o715, <~ N < 575,

o que € equivalente a:

isto €,
2,7855... < n < 5,5710...
E, como n = 1(mod2) entdo n € {3,5}.
Facamos aqui uma escolha que simplifique de alguma forma nossas somas
parciais

S 1
;1:—,1.',- = a ="A’T£=Ta = 8§) =Sp+a; =Sg(l+—%.-)=2(n+T)

Ora, queremos neste momento apenas ~dar conta “do primeiro primo 2, de
modo que queremos que no numerador de S cresga a poténcia de 2. Note que conseguimos

que nenhum outro primo apareca no numerador de S; se escolhermos n = 3. Assim, com

n =3, temos a; = —%-dondeSl = 2+% = —g—
S; =3 =2 —2.666.., um nimero mais proximo de e do que 2 na

métrica usual e também mais préximo de 0 do que 2 na métrica 2-ddica.

¢ Determinac@o de a3 :

Temos 85 = 83 = =S| = -%,

Fr=423} Y=23371=5 =-§,parape {23} ePr=6.
Determinamos M € {1,...,Py — 1} = {1,2,....,5} tal que:

v2(62 — MY) > v2(62)
va(83 — MY) > v3(63)

ou seja, como Y = —8p parap € {2,3},
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{ va(82) +v2(1 + M) > v2(52)
v3(d3) +v3(1 + M) > v3(63)
ou ainda
1+M = 0(mod 2)
1+M = 0(mod 3)
quenosdal+M = 0 (mod2.3)
Mas M € {1,2,...5} e 1+ M = 0(mod2.3) implica M =5 e portanto

e =
Procuramos agora, se possivel, y = —,11- com
{ n = 1(mod6)
ol R
ou seja
n = 1(mod6)
s <7< et
ou ainda

n = 1(mod6)
258,32.. < 1 < 516,64...
oque nosddn € {259,265,....511}.

Mas, novamente tentamos aqui fazer uma escolha que simplifique de
alguma forma nossas somas parciais: seria 6timo se nesta série que estamos construindo,
apenas um novo nuimero primo fosse introduzido no numerador da soma parcial.

Assim, como

Si=Si+ar=3+p% =21 +p5)=30+3)=£(22),
podemos notar que, se escolhermos n+35 = 0(mod2), teremos vg(i;—a-) > 0; mas
também se n+5= 0(mod32), teremos v3(—§--l,;£) > 0; e, finalmente, se
n+5 = 0(mod5), teremos vs(—n—;}s-) > 0. Portanto, se n+35 = 0(mod2-32.5), teremos

chances de no numerador de S, obter apenas poténcias de 2 e 3.
Queremos entao
n=259+s e n+5=0(mod90)
Mas
259 +5s+5 = 0(mod90) < s = 6(mod90)

50



Assim,
n=259+s=259+6+90r = 265+90¢ ,
o que nos da
n+5 =270+ 90z
Tomando ¢ = 0 temos
H+5=270=23%5 =

_8 n+5)
_ _&(2.33.5
3% 553

=144 _ 2%3 . 5 71608113...

Como MY = 43—0, temos que ap = %3_%3- = Fsg

S» € um nimero mais préximo de e do que §; = 2,666... na métrica usual e
também mais préximo de 0 do que S = 23—3 nas métricas 2-adica e 3-adica.

Note que a congruéncia n+ 5 = O(mod5) serve apenas para diminuir o
numerador, portanto as poténias de 2 e 3 do numerador de S nao sdo tao altas. Se o valor
de n satisfazendo n+35 = 0(m0d2.32.5) ultrapassasse os limites de 7, isto €, n > 511,
terlamos que abrir mao desta condicdo n+5 = 0(mod5). Tal situagdo ocorrerd na

determinacdo de a4.
¢ Determinagao de as :

Temos 8 = 83 = 85 = =S = L&, F3 = {2.3,5},
Y = 243250 = 53.5, = —53.5,, para p € {2,3,5} ¢ P3 = 30.
Determinamos M € {1,2,...,29} tal que:
v2(62 — MY) > v2(62)
v3(d3 — MY) > v3(33)
vs(ds — MY) > vs(8s)
ou seja como Y = —538p parap € {2,3,5},
v2(62 — 53M0b2) > v2(62)
v3(83 — 53M55) > v3(03)
vs(8s — 53M&s) > vs(3s)

ou ainda
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n+53.13 = 0(mod 2.3.5.532.13) com 5 = 1439251 + 5. =
1439251 +s+53.13 = 0(mod 2.3.5.532.13) <
344430 + s = 0(mod 1095510) <
s = 751080 (mod 1095510) <
s = 751080 + 1095510z
Assim,
n = 1439251 + 751080 + 1095510z
n = 2190331 + 1095510z
Pondo t =0 temos
n = 2190331 = 11.13.172.53, donde
n+53.13 = 2191020 = 223.5.13.532

Assim,

s 144 (g+53.13 )
37753 ]

- 243292235 13.532

53.11.13.17%.53

S3 = % = 2,71783579..., um valor mais préximo de e do que
2137

S» = 2,7169813... na métrica usual e mais proximo de zero do que §» = 33

nas
métricas 2-adica, 3-adica e 5-adica.

Como MY =689 entio a3y = 689 2432

1 oo
©2190331 T 11.172.53

¢ Determinagdo de a4 :
26335 _ _ 8640
11.17? 3179
Fy=1{23,57), Y=2633570=28640 = -11.172.5, e P4 = 210.
Determinamos M € {1,2,3,...,209} tal que:

v2(82 — MY) > v2(62)

v3(03 — MY) > v3(33)

vs(ds — MY) > vs(6s)

v7(6-,- -—MT) > V'}(a'}')

Temos 63 = 63 = 65 =67 = —S3 =

ou seja, como Y = —11.17%6, parap € {2,3,5,7},
v2(82 + 11.172°M&;) > v1(52)
v3(63 + 11.17°M63) > v3(33)
vs(8s + 11.17°M6s) > vs(Ss)
v1(87 + 11.172M87) > v1(67)
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ou ainda
va(1+11.172.M) > 0
vi(1+11.172.M) > 0
vs(1+11.172M) > 0
ve(1+11.172.M) > 0
oquenosdd M € {1,2,..,209} e 1 +3179M = 0(mod 2.3.5.7).
Mas
1+3179M = 0(mod 210) <

3179M = -1(mod 210) <

29M = -1(mod 210)

M = -129"1(mod 210), ja que mdc(29,210) = 1

M = 181 (mod 210)
Assim M e {1,2,..,209} ¢ M= 181(mod 210) o que implica M = 181,donde
MY = 18126335

Procuramos agora, se possivel, u = % com

{ n = 1(mod210)

rﬂgal SHS %
ou seja
n = 1(mod210)
0 que nos di
n = 1(mod210)
{ 3506123699,3... < n < 7012247398, 7...

Como n = 1(mod210) entdo :
n € {3506123881 + 210n"/ n* = 0, 1,2,...., 16695826}
Novamente tentamos escolher um n que simplifique a nova soma parcial.

Note que Sy = S3 + uMY = 5830+ 41563840

o 29335 623
= 233 4 6335181

= 2535 2
= =2 (1+11.172.181p)

26335 ( n+11.17.181 )
11.172 n

Assim, procuramos 17 = 3506123881 + s. tal que
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n+11.172.181 = 0(mod 2.3.5.7.112.17%)

Teremos 3506123881 + s +11.172.181 = 0(mod2122268610) <
s + 3506699280 = 0(mod 2122268610) <

= —3506699280 (mod 2122268610) <«
s = 737837940 (mod 2122268610) <
s = 737837940 + 2122268610 ¢

Assim, n = 3506123881 + 737837940 + 2122268610 ¢

n = 4243961821 + 2122268610 1.

Pondo t = 0 temos

n = 4243961821 = 11 x 172439 x 3041 donde,
n+11.172.181 = 4244537220 = 223 x 5 x 7 x 112174

Dai,
_ 2635 (n+11.172.181 )
Sa = 177 0
_ 26335 ( 22x3x5x7x112.17* )
11.17 \ 11x17°x439.3041
_ 2834527
Sa = 25555 = 27182042833
Como MY = 18126335 entdo
ay = 181.26.33 5. 1 = 1563840

11x172439x3041 4243961821

¢ Determinagao de as :

439.3041 1334999
F5s=42,3,57.11}, Y =2834527.110 = —13349995, e P5 = 2310
Determinamos M € {1,2,3,...,2309} tal que:

~

Temos 8y = 83 = 85 =87 = 81 = -S4 = — 2834527 _ _ 3628800

v2(62 — MY) > v2(62)
v3(63 — MY) > v3(63)
< vs(8s — MY) > vs(ds)
v7(87 — MY) > v7(d7)
L vi(6n = MY) > vi(6n)

ou seja como Y = —439.30416, = —13349995),
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v2(82 + 13349995,M) > v2(62)
v3(83 + 133499963M) > v3(03)
< vs5(8s + 133499965M) > vs(ds)
v7(67 + 133499967M) > v7(67)
L v1|(511 b = 1334999511M) > v11(5n)

ou ainda
va(1 + 1334999M) > 0
v3(1 + 1334999M) > 0
< ws(1+1334999M) > 0
v7(1+ 1334999M) > 0
L vir(1+ 1334999M) > 0
O que nos dd M € {1,2,..,2309} e 1334999M + 1 = 0(mod 23.5.7.11) <
2129M +1 = 0(mod 2310) <
M = -1.21297! (mod 2310) =
M = -1.1289(mod 2310) <
M = 1021(mod 2310)
Assim M = 1021 donde MY =28.34.52.7.1021 = 3705004800

Procuramos agora se possivel, y = % com

{ n = 1(mod2310)

MY 2MY
lo=Sa] ~ T < Tauss|

ou seja

n = 1(mod2310)
3705004800 o py o 23705004800

|e-155555 |e-355555 |
o que nos da
n = 1(mod2310)
{ 47778672453600 < n < 95557344907200

isto €, n € {47778672452281,47778672452281 + 2310n’,n> = 0,1,2,....,20683407988}
Vamos escolher um 7 que simplifique a nova soma parcial:

S5 = Sq+uMY = 23357 12834527

_ 2834527 1
=] (1 +439.3041.,?)

_ 2834527 ( 1+439.3041 )
T 4393041 n

56



Procuramos 7 tal que 1) +439.3041 = 0(mod 2.3.5.7.11.439.30412) Mas

n+439.3041 = 0 (mod 2.3.5.7.11.439.30412)
{ n = 47778672452281 + s
47778672452281 + s + 1334999 = 0(mod 2.3.5.7.11.439.3041%) <
s = —47778673787280(mod 9377980825290) <>
s = 8489211164460 (mod 9377980825290)
Entédo
s = 8489211164460 + 9377980825290
Daf
n = 47778672452281 + 8489211 164460 + 9377980825290¢
n = 56267 883616741 + 9377980825290z
Pondo 7 = 0 temos n = 56267883 616741
56267883616741 = 23 x 439 x 607 x 3019 x 3041

donde
n+439.3041 = 22325 x 7 x 11 x 439 x 30412
Dai,
[P L -1 q+439.3041)
5 T 1393041 ]
Se = 2834527 (223%57.11439.30412
5 T 74393041 \ 23.439.607.3019.3041
= 2P0
23.439.607.3019
_ 50295168000 ~
Ou = 18503085701 = 2,71820434779
Como MY = 10212834527 entio
a5 = 0212034527 _ 3705004800

T 23.439.607.3019.3041  56267883616741
¢ Determinacdo de ag :

Temos

LS s s s _ s _ _o __2936557011 _ _ 50295168000
03 =03 = 05 =y =0y =dpj = =55 18503085701 18503085701

Fs = {2.3,5,7.11,13}, Y =210.36537211.130 = —185030857015,
Y = -185030857015,, parap € {2,3,5,7,11} e Pg = 30030.
Determinamos M € {1,2,3,...,30329} tal que:
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v2(82 — MY) > v2(52)
v3(83 — MY) > v3(d3)
vs(0s — MY) > vs(6s)
v7(67 — MY) > v7(67)
vii(6u —MY) > vi(éu)
vi3(613 = MY) > v13(613)

ou seja
v2(62 + 1850308570152M) > v2(62)
v3(d3 + 1850308570165M) > v3(63)
vs(8s + 1850308570185M) > vs(ds)
v7(67 + 1850308570167M) > v4(57)
vin(é11 + 185030857016 11M) > vi1(611)
v13(813 + 185030857018 13M) > v13(813)

ou ainda

va(1 + 18503085701M) > 0
v3(1 + 18503085701M) > 0
vs(1 + 18503085701M) > 0
v7(1 + 18503085701M) > 0
vii(1 + 18503085701M) > 0
L vi3(1 + 18503085701M) > 0

O que nos dd M € {1,2,3,...,30029} e M18503085701 + 1 = O(mod2.3.5.7.11.13).
18503085701M + 1 = 0(mod30030) <>
11111M = —1(mod30030) <
M = -1.11111"}(mod 30030) <=
M = —21011(mod 30030)
M = 9019(mod 30030)
Assim M € {1,2,3,...,30029} e M = 9019(mod 30030), donde
MY =21036537211.9019 =
210 % 36 % 53 x 72 x 11 x 9019 = 453612120 192000
453612120192000 = .00007748067 = 5.8545 x 1018 = 5.8545 x 1018

Procuramos agora se possivel, y = % com
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Como MY = 9019.21036 53 72 11 entdo

- 9019.219.36.53.72.11 = 453612120192000
6 10022605676705441 821 10022 605676705441 821

Temos assim:

So =2

S1=2+% =% =2 -2,66666666..

Sp=%+5 = 1 - 25 571698113208

Sy =+ s = 309 = Ty = 271783579742

Sa= 3592 + Tt staT = Tsoar = 27182042833

S5 = 136174;590 * 56322%321?29741 = 23?;%%;?;31619 = 2,71820434779

S¢ = ‘{éiﬁ?ﬁ?ﬁfg’ ¥ 10(?2556%15261722710952&010 831 23.4%;.%1)574;3115113.109 = 2,71824960668
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Exemplo 2. Construgao de uma série Y~ jan de nimeros racionais
positivos que converge para —2 em @p, para todo p € V. (e assim estaremos
exemplificando a questdo original de Koblitz)

Temos aqui que ¢w = -2 € Z € ap = -2 paratodo p.

Entdo ag = [@w — 1] = =3; assim, Sp = -3

Aqui ja podemos observar que, para N > 1, teremos sempre FI:“'N = Fn.
De fato paracadaN > 1 eparacadap € Fy, 6p = =2 — Sy_1 que € sempre

nao nulo pois S = —3 < =2 e a seqii€ncia (S, ) € monétona crescente e converge a —2.

¢ Determinacao de aj :

Temoséy = -2+3=1 F;={2y P;=2 Y=20=1
Determinamos M € {1} tal que |65 — MY|, < [62], isto é, [1-M|, <1 o
quenosdiM =1 e MY =1
1

Determinamos se possivel y = 7 com

n = 1(mod2)
T ol R -
ou seja
{ n = 1(mod2)
25 <1< 33
ou ainda

n = 1(mod2)
l<n<2
0 que nao € possivel.
—2+3

Assim, passamos a procurar i € U(2) tal que == s uxx< "214' 3. istoé,
r = 1(mod2)
U4 = -+ com t = 1(mod2)
+<<<l1

o que nos da infinitas possibilidades: de fato note que necessariamente temos 7 > 5 e se
tomarmos r impar satisfazendo » < ¢ < 2r, teremos todas as condi¢Oes satisfeitas. Passamos
entdo a tentar escolher r e 7 de modo a simplificar a nova soma parcial; mais precisamente:

simplificar S + 2, jd que (Sy) converge a -2 se e s6 se (Sy +2) converge a zero. Isto
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significa que seria 6timo se na fracdo Sy + 2 apenas os N primeiros primos aparecessem no
numerador. Mas como a; = uMY = u, temos
S142==-3+L42=-1+L =1L

e portanto, se tomarmos r € t impares com f>5 e ¢ < 2r teremos por exemplo

g =4 =%
Assim a; =uMY=-g—e
Si=-B+3da-li
S1=-2,4
Si+2=-22+2=-2

¢ Determinacao de a; :

Temosd, =63 =—2+2 =2, F,={23}P,=6 Y=230=2

Determinamos M € {1,2,...,5} tal que

V2(52 -—MY) > Vz((Sg)
v3(d3 — MY) > v3(63)

ou seja, parap € {2, 3}, vp(-% -2M) = vp(%-) +vp(l —5M), entdo
va(1-5M) >0
vi(l-5M) >0
1-5M = 0(mod 6) =
-5M = ~1(mod 6) <
M = 5(mod 6) =
AssimM =5 e MY = 10
Procuramos agora, se possivel, u = %, u € U(6) com

= 1(mod6)
S <1< Sy

o que nos da

ou seja

= 1(mod6)

10 20

-2+42 -2+

< B

ou ainda
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n = 1(mod6)
25<n <50
o que nos dé, n € {31,37,43,49}
Vamos tentar fazer uma escolha que simplifique a fragdo S, + 2, isto €, se

possivel no seu numerador tenha apenas os fatores 22.3.

_ MY _ 10
Sf:.ﬁtz——nI 31
. T S W
Sp+2 5 t31t2="75 531
__ 12,10 __3»
S2=—%5+7 155

Sy = -2,07741935. e
Note que |S3 + 2|, < [S1+2],e|S2+2|3 < |S] +2|3

¢ Determinacio de a3 :

Temos:

6y =083 =085 =2+ 4% = {&; P3=130; F3 = {2,3,5} Y=22351=-12

Determinamos M € {1,2,...,29} tal que

v2(52 —M) > ‘Ia'z(5z)

v3(63 — MY) > v3(53)

vs(6s — MY) > vs(Js)

ou seja, como Y = = e vp(—l-%— -~ M—-‘S—z-) = vp(%) +vp(1 — M31) entdo

va(1-M31) >0
1’3(1 -M.31) >0
vs(1-M31)>0

oquenos dia 1 —M31 = 0(mod30)

- M = -1(mod30)
M = 1(mod30)
Assim,M =1 e MY = 12

5
Procuramos agora, se possivel, u = ~}?—, u € U@B0) com

n = 1(mod30)
MY MY

—2-5, <n<

-2-53

ou seja
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n = 1(mod30)

_],{:"h ”-ll.
243 <n< _2.3.2_

155 155

ou ainda

n = 1(mod30)
31 <n<62
oquenosdd, n = 61
a3z = pMY = _:S"ET' entio

S3+2=S8y+az+2=-32 412 ;9

155 T 305
= 360 = 2335 = 2332
9455 53161 _ 3161
S3 = —32 + 3% = 38 = —2,03807509

¢ Determinacéo de a4 :

: s e B Bl 3854 _ 72 _ 2332
Definimos 65 = 63 = 85 =67 = 2+ 51 = TeoT = S5
Py =210; Y =23325070 =72, Fy ={2.3,5.7}
Determinamos M tal que vp(ﬁp —MY) > vp(6p) parap = 2,3,5,7. ou

mz) > vp(~L

vp(15 1891 1891 )
Como vp( 1891 -M72) = vp( l891 )+ vp(1 — M1891) entdo

vp(l —M1891) > 0 parap = 2,3,5,7 o que equivale a:
1-M1891 = 0(mod 210) <

-1891M = —1(mod 210) <

-M = -1(mod 210) <

M = 1(mod 210)

AssimM =1leMY =72

Procuramos agora, se possivel, it = %,u e U(210) com

17 = 1(mod210)
2MY

~2—s3 N5
ou seja
n = 1(mod210)
2 <2
891 91
ou ainda
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n = 1(mod210)
1891 < n < 3782
oquenos di, n € {2101,2101 +210n", n' = 1,2,...,8)
Vamos tentar fazer uma escolha que simplifique a fracdo S4 + 2, isto é, se
possivel no seu numerador tenha apenas os fatores 24.33.5.7.Entdo

_ _ 19270 , 72
S4+2=83+uMY+2 = 0455 T 7 +2
- T

1891 m

1891 Teor (1 = 1891 =)

r}~1891

1891 (
Queremos n — 1891 = 0(mod2.3.5.7) com np = 2101 + s, isto &,
2101 + s - 1891 = 0(mod210) <
= -210(mod210) <
s =0+210r e n=2101+210¢

Tomando 7 = 0, temos:
n=2101 e ag = uMY = 5%

S4+2 =157 (n 1891)

_ __ 15120 _ __ 243357
1891.2101 11.31.61.191

S4=S;+a4=-—3854+ 72

1891 2101

_ 7961102 _ _
3072901 = 2,003805697

¢ Determinacao de as :

Definimos

S — 8. — 5o — _ ., 7961102 _ _15120 _ 23357
02 =03 =05 =87 =811 = =2+ 355561 = Fo72001 11.361181

Ps=2310; Y =243357.11"1 = 810 Fy = £5.3,57,11}

Determinamos M tal que vp(dp — MY) > vp(6p) parap = 2,3,5,7,11. ou

15120 15120 15120
vo(Sem0or M1 ) > V(5573007 )

15120 15120 — 15120 =
Como vp( 3572501 -M ) = vplg55ssT 3972991 =oo5a07) + vp(1 — M361181) entdo

vp(l -~ M361181) > Oparap = 2,3,5,7,11 o que equivale a:
1 - M361181 = 0(mod 2310) <

M821 = 1(mod 2310) <

M = 82171 (mod 2310) <=
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M = 1691 (mod 2310)

Assim M = 1691 e MY = 169115120 _ 25567920
11 11

Procuramos agora, se possivel, 1 = —,1?— p € U(2310) com

{ n = 1(mod2310)

MY 2MY
=2-5; —2-54

<n<
ou seja

n = 1(mod2310)

25567920 g_m
11 < < 11
B <1 BN

3972991 3972991

ou ainda

n = 1(mod2310)
610757071 < n < 1221514142
o que nos d4, n € {610759381,610759381 + 23101, n' = 1,2,...,264300}
Vamos tentar fazer uma escolha que simplifique a fragdao S5 + 2, isto €, se

possivel no seu numerador tenha apenas os fatores 2°.34.52.72.11.Entéo

2
Ss+2=S84+uMY +2 = - ;ggéégf * "551657?20 $2

15120 _ , 25567920

1891.2101 117
15120 _ 610757071 y

3972091 ]

_ 15120 __( 1-610757071
1131.61.191 n

Queremos 7 — 610757071 = 0(mod2.3.5.7.11%) com 1 = 610759381 + s,
isto €,

610759381 + s — 610757071 = 0(mod25410) <

s+ 2310 = 0(mod25410) <

s = 23100 + 25410t e n = 610759381 + 23100 + 25410¢

Tomando ¢t = 0, temos:

3 e _ 25567920 _ 25567920
n=610782481 e as = uMY = I = 6718607291
_ 15120 n—610757071
S5 +2 = —13161.197 ¢ m )
15120 ( 610782481-610757071 )
11.31.61.191 610782481
_ 15120 _(__25410 )
11.31.61.191 * 610782481
243357 2357.11°
11.31.61.191 " 103.109.54403
— 2534527211
11.31.61.191.103.109.54403
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_ _ 7961102 , _ 25567920
S5 = Sa+as = —3g75001 * §718607201
53385936825 545962
26692966299 677 381
= —2,00000015832
Temos assim:
So=-3
ROTETTY L Y s
S = 5 2,4e S) + 2 5
Sy = 155 2,07741935484 ¢ S +2 155 =5
_ _3854 _ _ _ _360 _ _233t5 _ _ 2332
S§3 = —qgo1 = —2:03807509254 e §3 +2 = —g53 531.61 31.61
_ 791102 _ _ _ __15120 _ __ 243357
S4 = —3572001 2,003805697 e Sq+2 3972991 11.31.61.191
_ 53385936825545962 _
S5 = ~35692966200677381 — 2+ 00000015832
vy 2534527211
e S§5+2 = —13761.191.103.109.54303
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