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RESUMO

Esta tese objetiva estudar aplicacgdes de sistemas lineares
gerais de segunda ordem ao controle de sistemas. E mostrada férmula
para solugdo da equagdo evolutiva matricial de segunda ordem, tanto
de tempo discreto como continuo, e sdo descritos testes para a
contolabilidade e observabilidade de sistemas modelados por
equacgdes deste tipo, desenvolvidos por J. C. R. Claeyssen. Somando-
se a isto A. G. Nowosad analisa algumas aplicag¢des destes sistemas
‘a engenharia aero-espacial, especialmente ao controle de
satélites.

ABSTRACT

This thesis concerns the study of second-order general linear
systems’ applications to control systems. The authors show a
formula for the solution of second-order matrix evolutive
equations, both continuous and discrete-time, and tests for
controlability and observability of systems modelled by these kinds
of equations, developed by J. C. R. Claeyssen. Adding to this, A.
G. Nowosad analyses some applications of these systems to aerospace
engineering, specially satellite control.
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PREFACIO

Este trabalho objetiva estudar aplicag¢des de sistemas lineares
gerais de segunda ordem ao controle. E mostrada férmula para
solucdo da equagao evolutiva matricial de segunda ordem, tanto de
tempo discreto como continuo, e sao descritos testes para a
contolabilidade e observabilidade de sistemas modelados por
equagdes deste tipo, desenvolvidos por J. C. R. Claeyssen. Somando-
se a isto A. G. Nowosad analisa algumas aplicagdes destes sistemas
‘a engenharia aero-espacial, especialmente ao controle de
satélites.

No primeiro capitulo sdo apresentados os conceitos basicos de
importédncia para a andlise de sistemas lineares. Explicamos que
equagoes evolutivas podem  ser solucionadas por métodos
operacionais, modais [9] e ndo-modais [5], sendo destacado o método
mais eficiente na pratica da ciéncia aplicada [2]. Depois o leitor
é introduzido ‘a teoria moderna de controle, mais explicitamente
falando ‘a controlabilidade e observabilidade de sistemas,
conhecendo testes para estas duas importantes propriedades deles
[10].

O segundo capitulo trata de sistemas dinamicos matriciais de
segunda ordem. Dois métodos para solugao destas equagdes sao
citados, o de Hamilton [11], modal, e o de Claeyssen [4], nao-
modal, mostrando-se a vantagem do segundo.

A controlabilidade e observabilidade de sistemas matriciais de
segunda ordem sdo estudadas no terceiro capitulo deste volune.
Testes destas propriedades para uma classe bem mais ampla de
sistemas do que Ahmedian [1] e Hughes et al [7] consideraram sao
descritos.

Aplicagoes de sistemas dinamicos lineares de segunda ordem ‘a
engenharia aero-espacial [1,6,7,8)] sao apresentados no quarto
capitulo, o final. Nowosad mostra que os testes para
controlabilidade e observabilidade de casos particulares dos
sistemas em questdo elaborados por Hughes e Skelton ( caso
conservativo ), e Ahmedian ( caso ndo-conservativo) sao casos
particulares dos testes propostos por Claeyssen citados no capitulo
anterior.

Os autores deste volume tentam levar o leitor a tomar ciéncia
de que existem métodos eficientes em termos computacionais para a
andlise e o controle de sistemas lineares gerais de segunda ordem.
Tais sistemas podem ser mecdnicos, elétricos, térmicos, acisticos
ou de gualquer natureza dinadmica, embora suponha-se gque sejam de
pardametros concentrados. Talvez, realizando-se uma analise
estatistica segundo a formulagdo de Claeyssen para o0s problemas
fisicos descritos pela equagdao evolutiva em questdo, aspectos
interessantes deles se revelassem.
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Capitulo I EQUACOES EVOLUTIVAS MATRICIAIS DE PRIMEIRA ORDEM

Segdo 1 - INTRODUCAO

Sistemas de equagdes lineares de diferenca de primeira ordem
de coeficientes constantes

n n
Emﬁqu(k*-l) =E b;sQpi (k) +£5;(k) ,i=1,...,n
=1 =1
ou de equagdes diferenciais ordindrias lineares

Emlj'gt‘:‘qaj(t) EE bquﬂj(t) +f§i(t) ;i=l, g 'n
I=1 =1

podem ser escritas de maneira compacta
P(Q)g=f (1.1.1)
onde
P(Q)=Q.M-B

sendo
ql fl

M=[mij];q= : .ff= :
n t,

e 1 denotando o operador

Q.g=Q.q,(k) =g, (k+1) =g} (k)

no caso da variavel gq ser de tempo discreto k ou

d

.
ET:qa(t) =d; ( t)

Q.g=Q.q,(t) =

no caso da variavel ser de tempo continuo t.Tanto para tempo
discreto como para continuo o operador 1 obedece a regra da



potenciagédo
nm+s=nmns

para m e s inteiros positivos, sendo por convengdo Q%I o operador
identidade, isto &, 0%=gq [3].

A resolucdo de (1.1.1), munida de uma condigdc no tempo
inicial zero pode ser realizada com o uso da transformada unificada

T'{g(t, k) }=aQ,(s) +b0o,(z),
onde
glt, k) =aqg, (t) +bay, (k) ,

denotando Q,(s) e Qp(z) a transformada de Laplace de g,(t) e a
Transformada 2 de qp(k), respectivamente. Aqui a e b sao numeros
reais tais que a+b=1 e ab=0.

Usando propriedades das transformadas ja mencionadas obtem-se

F{Q.qg(t, k) }=a.[s0,(s)-q,(0)] +b. [20,(2) ~2zg,(0) ] .

Da aplicagdao do operador § ‘a equagao (1.1.1) decorre a
equagdo operacional

I'{g(t,k)}=a.P*(s) [Mg,(0)+F,(s)]+b.P 1 (z) [zMg,(0) +F,(z)] (1.1.2)

onde
F{f(t,k)}=a£}(s)+bﬁb(z)
para

f(t,k)=af, (t)+bf,(k) .

Da equacao (1.1.2) decorre finalmente que



glt,k)y=a.L*{P(s) [Mg,(0)+F, (s)]1}+b.Z {P™*(2) [zMg,(0) +F,(z)}.
(1.1.3)

Para sistemas regulares com det M#0 temos que

PL(Q)M=(QI-MB)

e concluimos de (1.1.3) que
q(t,k)=E(t,k)g(0,0)+E*f

onde

E(t, k) =a.exp (M™Bt) +b. (M™B)¥=aD, (t) +bD, (k)

k-1
Bxf=af ‘exp (M1B(t-1)) dr+bY (M7B)*1£, (1) .
9 1=0

De agora em diante suporemos M a matriz identidade.

Exemplo [10]:
Seja o sistema

15 Alalt

onde u(t) é& a funcdo degrau unitario de tempo continuo tal que

d;
q;

g
a;

_da
dc

u(e1{27! Eso

Para este sistema



ofs 2)ef)

St a2 -t_ -2t
E(t, k) =eBt= 2e e2t e~ t-e
—2e~t42e~2t _g-tyn a2t

£ ~(t-1) _ n-2(t-1) —(t-1) _ o -2(t-1)
E*f=f [ 2e e e e ][O]dr
0

’

—2e-(t-%) 4o po-2(t-1) _g-(t-1) 4pg-2(t-x) |1

@, (£) 2e~t-g2t e t-g~2t g, (0) %—e-u%e-z
= +
qa(t} --26"'54-29'25 _e't+26'2t gz(O} e't—e'zt

Secdo 2 - CALCULO DE E(t,k)

O problema de valor inicial matricial de primeira ordem

QE(t, k) =AE(t, k) ,A,,,
E(0,0)=1I,

tem a solucao

E(t,k)=L1{P1(s)}+bZ 1 {P1(2)}
onde
P(Q)=QT1-A.

Para s de médulo suficientemente grande, tal que |s|>|a] ou
|s|>]|a|] (o raio espectral de A), temos que [5]

(sI-A) t=s71(I-As7?) =571) (—2)1
1=0

é uma série convergente.

Assim, de

E(t, k) =Lj£ P1(s) [aest+bsk]ds, (1.2.1)
2ngJy
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onde y & um circulo de raio R>|A|, decorre que

1 . —~ Al
edt=__— ¢ (5I-A) te®tds=

Yo X W U
A 211:3,56;(31 A) ts‘tds.

Estas férmulas analiticas, convenientes do ponto de vista
téorico, devem, na pratica, ser calculadas. A seguilir
estabeleceremos dois tipos de algoritmos para o calculo de E(t,k).
O primeiro sera chamado de modal por requerer o conhecimento dos
autovalores de A e o segundo de nao-modal, por nao necessitar do
espectro de A para o calculo de E(t,k).

ALGORITMO MODAL PARA CALCULAR Ak

O Algoritmo Modal de La Salle [9] consiste em escrever Ak
segundo uma férmula de variacdo de parametros

r
Ak w;(k)8;,.
J=1
Deduzimos a férmula partindo do polindmio
3
Y (L) =H (l_lj) =;\-I+ar_1)l.r_l+. e tag,
3=1

que & um polindmio qualquer tal que ¥(A)=0. Nao precisamos supor,
relativamente ao algoritmo, que as raizes de ¥ sao autovalores de
A, embora cada autovalor de A seja raiz de V. Seria vantajoso para
o calculo de A* tomar para ¥ o polinémio minimo de A, mas sempre
podemos tomar para ele o polindmio carateristico de A. defina
relativo a ¥

0;=(A-1;) 0;-1,0,=T, (1.2.1)
tal que Q=0 e
AQj']-:Qj-i-lej—l' j21 .

Entao A=Q,, A=AQ=0Q,+AQy, A,=Q,+(A\;+\;)Q,+\,’Q,, ..., e vemos que



r
A"=E w; (k) Q;., . (1s2:2)
j=
onde os w;(k) podem ser determinados. Fazendo
I
X (k) =E wj(k) Q.1+
=1

precisamos encontrar w;(k) para os quais X(0)=I e AX(k)=X(k+1). Como
nao supomos que Y (A) é o polindmio minimo de A, os Q; ndo podem ser
linearmente independentes e (1.2.2) nao nessarlamente determina os
w;(k) unicamente. Entretanto a condigdo inicial é satisfeita
selecionando

w;(k)=1, wy(k)=...=w,(k)=0,

e X(k+1)=AX(k) é satisfeita se

Z Wj(k*l) QJ"IZA[E W (k) Qj_l] =E Wy (k) [Qj"')"Qj-l] .
=1 j=1 J=2

Logo (1.2.2) é& verdadeira se

wy (k+1) =Aw, (k) ,w, (0) =1 (1.2.3)
wy (k+1) =Aw; (k) +w;_, (k) ,w;(0) ,F=2,.., I U
As equacgoes (1 2.3) e (1.2.1) s&o algoritmos para o cdlculo de Q
e w;(k), isto &, para o cdlculo de A*¥ dadas as raizes do pollnomlo
V. Tais polindmios podem ser calculados. Note que o algoritmo é
valido para qualgquer matriz quadrada A, real ou complexa.

ALGORITMO NAO-MODAIL PARA CALCULAR E(t,k)

0 algoritmo ndo-modal consiste em escrever (sI-A)"' como
(sI-3)'=B(s)p(s)”

onde



p(s) =det [sT-2) =) b;s"1, b,=1
1=0

n
B(s) =adj (sI-A) =) B;s?
1=0

sendo
B,~=I, B,.,=AB,+b~-I, 1=1,..,n-1,

donde

j-1
B(s) = 2 > b, gf i tang,

Jj=1 I=0
Portanto, notando que

-3i-1 s k o o
1 . Sj 1 (ae t‘f‘bs ) ds:QJ-—J_—ld(t'k)'
2nJJy p(s)

onde d(t,k) & a solucao dinamica da equacdo escalar

P()d(t,k)=0

d(o0,0)=1,
podemos dizer que
n j-1 F-i-1 [aeSt+bs k]
E(t, k b, & ds] An3
( )= Z; Jz: [ 2“3" 508 ]

n J"l :

E iQJ'l'ld(t,k)A”'J

J=1 i=0

onde d(t,k) satisfaz o problema de valor inicial escalar

(RI-A)d(t,k)=0
d(0,0)=1.

Exemplo:
Em meteorologia aparecem equacgdes diferenciais matriciais do
tipo [2]



dz

— +AZ=0
dt
onde
7
E F 0 1
0 1 0 0 00
FEFO Z,
A= JE=|-1 0 -2|,F=|0 0 1|, 2= +Z, é 3x3 para k=1 até k=4.
0O FEF Z;
0 @l 0 0 00
FO FE 7

Sabemos que Z(t)=eM.Z(0)=D(t).Z(0). Devido ‘a estrutura especial de
A, D(t)=e*=A'eMA onde

et o o o |[D(E) O 0 0
olts 0 eth 0 0 o 0 Dl(t) 0 0
0 0 eLst 0 0 0 D3(C) 0

0 0 0 GL“t Q0 0 0 D4(t)

Portanto o problema se reduz a calcular cada um dos D, (t), que é
solucgao de

Vi(£) ==L Vi (£) , Vie(0) =T

0 -1 0
L= -1 0 o, Cﬁk=2[COS(-2n(4Ll))“l] .
0 0.1 O

Como det(sI-IL,)=s’-u’s, onde p,=0.1l¢,,, para k=1 até k=4, temos que
b4=l 7 b3=b2=b0=0 ! b1=-,uk2 -

Devemos portanto resolver os problemas de valor inicial

dil (&) -pids(t) =0
de (0) =1, d;(0) =d,(0) =0.

A solugado para k=1 até k=4 &
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d,(t) ==

M

ePrbi g THit
e
2

Devido a isto

4 Jj-1
D.{E) =Z E bidu“i'” (-L,) (4-7) =
Jj=1 i=0
(pe+1) 0 -a, -1 0 % —y 8 1 0
Hx ) —‘“5;——-
0.1 0 -1 0.1 0 (p2+1) 0 0.1 0

sendo 0, =Im(p,].

Segdo 3 - CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE

Um sistema & dito controlavel no ponto (t;,k,) se & possivel,
usando-se um vetor de controle arbitrario (sem restrigdes),
transferir em tempo finito qualquer estado inicial g(t,,k,) para
gqualquer estado inicial g(ty,k,) para qualquer outro estado gq(t,,n).

Um sistema & dito observavel no ponto (t;k;) se, sendo o
estado do sistema naquele ponto q(t,,k;), &€ possivel determinar este
estado a partir da observagao da saida num tempo finito.

Estudaremos as condig¢des de controlabilidade e observabilidade
para o sistema

Qg=Ag+Bu (3.3.1
y=cqg ¢ )

onde q é vetor de estado nx1l, u & sinal de controle mxl, A & matriz
nxn e B € matriz nxm [10]. Note que u(t,k)=auy,(t)+bu,(k), onde u,(t)
& constante para k<t<k+l e a e b sdo como definidos na secgdo 1.

CONTROLABILIDADE COMPLETA DE ESTADO

Sem perda de generalidade, podemos supor que o estado inicial
é arbitrario e que o estado final & a origem do espago de estados.

Se todo estado & controlavel, entao o sistema & dito de estado
completamente controlavel.

Derivaremos uma condigdoc operacional para a controlabilidade
de estado usando o fato de que, se um sistema é& de estado
completamente controldvel, entdo existe um sinal de controle u(t, k)
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que transferira qualquer estado inicial para a origem em tempo
finito.

A solucao da equacao (1.3.1) é

k-1
q(t, k) =ale?tq, (0) +fote‘“t"’5ua (1) dr] +b[Akg,(0) +3 Ak21-1py ((1)] .

1=0

Se o sistema & controlavel, entdo partindo de um g(0,0)
arbitrario, podemos levar o estado para a origem, ou g(t,k)=0 para
t>t, e k=n. Portanto

k-1

0=ale?tqg,(0) +f;e“Bua(r> 9t +b[a*%(0) +} ak-1Bu,(1)] .
1=0
ou
P n-1
ae*tq, (0) +[ “e*Bu, (v) dt] =-b[A7g,(0) +Y_ A™*"1Bu,(1)] .
1=0
Usando o teorema de Cayley-Hamilton, obtém-se que
n-=1
A=) apA
1=0
n-1
e“”’“=2 &, (T)Ax,
r=0
donde
£ n-1 ¢ n-1
[“e™Bu,(x)dr=Y [A7B[ "0, (v) u, () del =) ATBB,,
0 r=o 0 =0
onde

B,.= O“aﬂ,(r) u, (t) dt

Assim
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o fegi B L I

ae’t[qg,(0) +E ATBB,.] =—bz (271 1Bu, (1) +a,,Atg,(0) ]
r=0 =0

ou

ae?[qg,(0)+€ B,]1=-b[€,+0,q,(0)]

onde

€,=€,=[B AB ... A"™B] =€
Ba= [ﬁao Bal [aies Ba{nﬂl)} %
n-1
0=) a,Aa’
1=0
= [utn-1) upln<2) «.oualo)]

Devido ‘as naturezas de a e b, podemos observar gue

GB=-q,(0), Cu,=-8,g,(0)

possuem solug¢do para arbitrarios q,(0) e gp(0) guando
posto € =posto[B AB ... A"™B]=n.

Esta condigdo de controlabilidade, obtida por Kalman, & também
suficiente.

Exemplos:
Considere o sistema dado por

=[3 —11] %] S

onde u(k) & o degrau unitéario de tempo discreto tal que

q, (k+1)
q, (k+1)

a, (k)
g, (k)

=0, k<0
(k) {=1,k20

Como
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[B AB]=

) N
=singular,
00 g

o sistema ndao & de estado completamente controlavel.

Ja o sistema dado por

& Alate

onde u=u(t) & de estado completamente controldvel pois

a;
>

=4}
@

d

dat

1
posto[B AB] =posto 5

OBSERVABILIDADE COMPLETA DE ESTADO

Agora discutiremos a observabilidade de sistemas lineares.
Considere o sistema ndo-excitado descrito pelas seguintes equacaes:

Qqg=Aq
y=Cqg

onde g &€ o vetor nxl de estado, y & o vetor mxl de saida, A & uma
matriz nxn e C matriz mxn.

A razdo pela qual consideramos o sistema ndo excitado & a
seguinte: se o sistema é descrito por

Qq:Aq+Bu (1-3-2)

y=ay,(t) +by,(k) =Cg (1.3.3)
entéo
y(t,k)=a[CeMq,(0)+Cer*u,(t) ]+b[CA*q, (0) +CA**u, (k) ],

lembrando que a e b obedecem as condigdes da segdo 1. Como as
matrizes A, B,C e u(t,k) sao conhecidas, os termos em convolug¢ao no
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lado direito desta dltima equagdo sdo grandezas conhecidas.
Portanto elas podem ser subtraidas do valor observado y(t,k).

A seguir derivaremos a condigdo para observabilidade completa
do sistema descrito pelas equagdes (1.3.2) e (1.3.3). Como a
solugao é
a(t,k)=aeq,(0)+bA*q,(0)
o vetor de saida é

vy (t,k)=ace’q, (0)+bCA*q,(0) .

Observando que

n-1

ett=Y"a, (t)A,
r=0
n-1
Ak:z:aDH%
=0
obtemos
n-1 n-1
y(t, k)=a) CA%a,,q,(0)+by  CATa,qg,(0).
r=0 r=0
Assim
ay,(t) +by, (k) =a.a,(t) .U,.q,(0) +b.a,(k) .Op,.q,(0)
onde

0,=0,=0U=([C CA .. cA*]T
t)=[aaa(t) aal(t) aa{n-l)
K) = [ty (k) py (K) o @pgpyy (KT

Devido ‘as naturezas de a e b podemos escrever que

o, (£) . 0.q,(0) =y, ()
«,(0) . U.gy(0) =y, (k)

possuem solug¢do para arbitrarios y,(t) e yp(k) quando

posto U=posto[C CA ... CA™]T=n.
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Esta condigdo de observabilidade, obtida por Kalman, e também
suficiente.

Exemplos:
O sistema descrito por

& (k+1) _[1 : 1Jql<k> [0][ :
q, (k+1) | |-2 -1)lq, (0 [|2)™
a
y=[a o]|

2

é de estado completamente observavel porque

ost C]- osto . 0}?
# cal P ke |
Ja o sistema

dffo 1 0 ]9] [0

d
—| (= 0 0 1 0
acl® a,|+HO|[u]
) |76 <11 ~6]g]| 11
Q
a5
tem
c 4 5 1
posto CA |=poste |[-6 -7 -1|<3,
CA? 6 5 =1

logo ndo é de estado completamente observavel.
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Capitulo Il EQUACOES EVOLUTIVAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Secdo 1 - INTRODUCAO

Sistemas de equacoes lineares de diferenca de segunda ordem com coeficientes
constantes

n n
qp(k+2) +E b,}qpl(k+1)+z a,}qD(k) =fp(K),i=1,..,n
= j=1
ou de equacdes diferenciais ordinérias lineares
d? N, d - ;
"“'2“-?81(0 +E b.;.-"‘"qa}(o"'z a@Qa;{l):fa}(O!’:‘l seennl]
at = dt =

podem ser escritas de forma compacta

P(Q).q=f (2.1.1)

onde
P(Q) =0Q%1+0B+A
sendo
@l [f
B=[b}.q= : |[fH: |,
qﬁ fﬂ
e Q denotando o operador ja definido no capitulo 1.
A resolucdode (2.1.1), munida de condicdes iniciais apropriadas para cada tipo

de equacdo, pode ser realizada com a formulacdo de Hamilton ou o uso da
transformada unificada I' definida no capitulo 1.
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Secdo 2 - FORMULACAQ DE HAMILTON

A formulacao de Hamilton [11] consiste em escolher um novo conjunto de
varidveis de estado {v,, v,} tal que

Vy=avy(§+bv p(K)=a.q,(0) +b.qp(K)
Vo=V 0+ DYool =82, (0 + (k1)

d
s =av, (O +bv, p(k+1)=Vv,

d
—V,=-Av,-Bv,+f
a2 1 2

a+b=1,
ab=0,

Portanto
AyAves
dt
onde

o

Do capitulo 1 temos que
v =E(t,k)v(0,0) +E*f

onde

E(t,K)=ae™ +bAk=aD () +bD(K)
k-1
E*f=3f teA(H}fa(T)dt +bz Ak—1 ﬁffD(O'
0 /=0
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V0)=v(0,0)=

I""1 (01 0)
v,(0,0)

am(onbvww)}
av,,(0) +bv,(0)

logo

q=q(t.k)= _|v.

0

Seja agora a variavel D=D(t,k) =aD,(t) + bDy(k) que serd a solucdo dinamica
associada ‘a equacao dada. As solucdes dinamicas D,(t) e Dy(k) sdo definidas como
as solucoes matriciais nxn dos problemas de valor inicial

d? d o ) .
e a(0+BD(0+AD,(0=0,— Dy(8|1.0=/D,(0)=0 (2.2.1)
D,(k+2)+BD(k+1)+AD(K=0,D,(1)=,D(0)=0, (2.2.2)

respectivamente.

Poderemos entao escrever E(t,k) na forma de bloco

G .
E(rl'k)= i
C, D,
onde
C,=D'+DB, D,=D, C,=D"+D’'B,D,=D’,
resultando em que
q(O)] [o]
NG, D +[C, D.]* |,
q=[C 1]L"(0) [Cy D .

ou seja,
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q=C,q(0) +D,q’(0) + D, *f.
Nesta Ultima equacado q'(0) =aq’,(0) +bqgy(1).
E claro que nesta formulacdo ndo apenas precisamos calcular E(t,k) =aeM +bAX

como também identificar C, e D,. Estas dificulades serdo evitadas pelo método
desenvolvido por Claeyssen, que é descrito na préxima secao.

Secdo 3 - FORMULACAQ OPERACIONAL

Na formulacao operacional [4] usamos o operador [ que possui as seguintes
propriedades, lembrando que g=q(t,k) e q(0)=Q(0,0):

I(g)=aQ,()+bQp(2)
I(Qq)=a[5Q,(5)-,(5) -q4(0)] +H2Qp(2) -2G5(0)]
I(02)=852Q,(5)-5,(0) ~4,(0)] +H{z2Qf2) -22q5(0) ~2q(1)].

Da aplicacdo do operador I' “‘a equacdo (2.1.1) decorre a equacdo operacional

T(q}=a P (5)[q,(0) +(s/+B)q,(0) + F ()11 + P () 2q,(1) +(2°+2B) q(0) + Fi(2)]].
(2.3.1)
A solucdo q é portanto
q=Dq’(0) + (D’ + DB)q(0) + D *f.

Para achar D precisamos calcular P''(s) e P''(z), 0 que ndo é imediato. Portanto
discutir-se-a primeiro o seguinte sistema:

L ] (2.3.2)
-A -B
que é equivalente ‘a equacao
q"+Bqg'+Aq=0

através da mudanca de varidveis w, =q, w,=q’ tal que w=[w,; w,]".
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Como
p] [o/|| o' |[o 1]D
p’/| |p"| |-a-Bp"| |-A -Blp'[
temos que
E(t,k) [ (ae%bc*)[ ] (2.3.3)

porque a solucdo geral da equacao (2.3.2) é da forma w = (ae® +bC*)w(0).

Como ae® satisfaz (2.3.2), podemos escrever que

 A=T(aeC+bC M=a(sli-O1=alS) . pHA _fHX) fHX) (2.3
&(s,z)=T'(ae “=a(sll-C) i Ls £ ]H 4}

onde &ls,z) é a transformada unificada de ae® +bC¥, Il é a matriz identidade 2nx2n,
H(x) =adj(xII-C) e p(x) é o polindmio caracteristico

2n
p(x)=det(x?/+xB+A)=Y bx?""b,=1, (2.3.5)
i=0

que coincide com o determinante de (xII-C).

Escrevendo a matriz adjunta na forma

2n j-1

H)=Y" Y bl -1c2m, (2.3.6)

j=1 i=0
obtemos
2n j1

2 5
ae®'+bC *-— 56(39 *bck)H(s)ds-Ezb,[ad“' (0+bglk+j-i-DIC?™, 51
oY j=1 -0
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onde d,"(t) denota a I-ésima derivada da funcédo

t
d®wp=_1_¢ € 4s
a () anfvp(s)

e onde dylk+ 1) denota o I-ésimo avanco da funcéao

e y é um circulo contendo as raizes de p(s). Estas ultimas funcoes satisfazem os
problemas de valor inicial

2n
¥ bde"(9=0,d2""(0)=1,d,(0)=d}"(0)=..=d%"?(0)=0,

J=1
(2.3.8)
2n
Y bd(2n-))=0,dp(2n-1)=1,dy(0)=d(1)=..=dy(2n-2) =O0.
J=1 '
(2.3.9)

Notando agora que

= I/
D.0=3 Dﬂ%.of D),

se diferenciarmos

D,(f
D0

A

em t=0 obteremos



Du _C[o- (2.3.10)
Da{!+1) /
Por outro lado,
Dol =) 0‘_ (2.3.11)
Dp(l+1) /

Logo substituindo as equacoes (2.3.10) e (2.3.11) na equacao (2.3.7) chegamos a

n - . &
D=)2: Hfj da""'”(o]Dm.,, +t{§ dD(k+j-i-1)]DD(2n-;)J
=1 i=0 i=0
(Z2.8.12)

para k=2. Aqui d,(t) é a solucao de (2.3.8), dy(k) € a solucdo de (2.3.9), os b; sdo os
coeficientes do polindmio caracteristico p(x) e os coeficientes matriciais D, sdo
obtidos através da recursao

D

atv2) Bty *ADg=0,D,=1,D,5=0, (2.3.13)

e os Dylk) sdo obtidos através da recursdo (2.2.2). Note que as duas recursoes sado
iguais para k=1, logo podemos encontrar D, =Dy(l) =D, usando a recursao

D,

+

,+BD,.,+AD0,D=1,0,=0. (2.3.14)

Exemplo:
Considere o sistema com autovalores repetidos

2 0 1 4
q”(h+ }q’(fﬁ 1]=f(0-
0 -1 01

O polindmio caracteristico
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524+2s5+1 1

=34+33—.§.52—l3+l
4 2 4

P(s) zdet{

0  s2-s+1
4

tem os coeficientes

A solucdo do problema de valor inicial

a0+ (0-2d"(9-1d'(0+;d(9=0,
d™0)=1, d(0)=d’(0)=d"(0)=0.

é entao dada por

d()=Let+ife-t-18gt2, 44502
270 9 27° 9

Agora resolve-se

Df+2+BD!+1 +AD‘|=0. D-‘ =I| DO=O’

paral=2 e |=3, sendo
[2 0 1 1‘
B= 1l
0 -1 0 2
obtendo-se
20 3 -1
D‘f[o 1]’ “Jo -3

Portanto, aplicando estes valores numéricos na equacgao (2.3.12) obtem-se a solucao
dindmica

e A=
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te™! (-3to™'-2e-te®+2e®)
9= :

0 te 12

A vantagem desta solucao sobre a de Hamilton é que a maioria das grandezas
a serem calculadas é escalar, a Unica grandeza matricial sendo dada por uma funcao
recursiva facilmente implementéavel.

INVERSAO DE POLINOMIOS MATRICIAIS

No inicio desta secdo mencionamos as dificuldades na computacado de P'(s),
onde P(s) é o polindmio matricial

P(s)=s?l+Bs+A,
sendo A e B nxn.
Escolhendo a=1 e b=0 na equacao (2.3.1) temos que
P(s)'=L{D,(1)},

portanto da equacao (2.3.12) concluimos que

2n j-1

P35 5 50,1 (9Der
j1 =0
onde
. iz 0
@, ,4(8)=8"1A(9)- ;; siHdg'(0)

A (8)=P1(8)=L{d,(1).

Devemos observar que de (2.3.6) temos que

2n j-1

(sli-C)'=Y_ ¥ bl e2Hip-i(s).

j=1 =0
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Capitulo 1l CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES
GERAIS DE SEGUNDA ORDEM

Secdo 1 - INTRODUCAO

As definicbes de controlabilidade e observabilidade para um sistema

P(Q).q=Gu
P(Q)=Q1-A

g=aq,()+bgy(k) (3.1.1)

u=u,(f)+bup(k)
a+b=1,ab=0,

onde q é vetor de estado nx1, u é sinal de controle mx1, A é matriz e G é matriz nxm,
foram feitas na secao 3 do capitulo 1.

Aquelas definicoes se mantém para qualquer polindbmio P(r). Apresentaremos
a seguir condi¢cGes para controlabilidade e observabildade de sistemas lineares gerais
evolutivos de segunda ordem, para 0s quais

P(Q)=Q%+QB+A,

desenvolvidas por recentemente por Claeyssen [5].

Secao 2 - CONTROLABILIDADE

A solucdo da equacdo (3.1.1) é

q=alC,(019,(0)+ D,(0194(0)+ [ 'Dy(t-v) Guy(z)ds]+
k-1

+BHC(K)qp(0) +Dp(K) (1) +§ Dp(k-1-)Gup(h]

onde
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C=D'+DB

- "

Da(t) =E Daf?

1=0 :
D,~D{(0)
DDa':DD(D'

Se o sistema é de estado completamente controlavel entdo podemos transferir
qualquer estado {q(0),q’(0)} para a origem {0,0} num tempo finito através de um
controle u, donde

0-4C,(09,(0)+D,(09,(0)+ [, D(t-)Gu )k |+

2n-1
+b[ca(k) 9p(0)+Dp(K) qp(1)+ IZD: Dp(2n-1-)Gup()

0-4C,(09,(0)+D,(019,(0)+ [, 'Dy{t-<)Gu (x)

2n
+b{Co(k+1)qD(0) +Cplk+1)qp(1) +§ Dp(2n-hGup() |-
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Isto pode ser escrito como

0 Cd D) [q.0) D, (t-)G
[J: d d +f d U, (t)de+
0] |-2Cld —2Da0]q;(0)] *° |5 Lelt-7)C
Col)  Dof) [a5l0)) 2 [Dofen-1-1G 0
e ke1) Dk g & | Dyen-HG Ul p (0yGuy@n)!

ou notando que Dy(0) =0,

qa( ) 2n-1
0=a(e ( +E Az 1_[ ‘Uo(/),

feA“ :)

uy(z)de}+ b{A'{

3:(0) q9p(1)

onde

Cq(D) a( )
- a(O

f)df}] ﬁ{ { au1) F{i; Az { ]UDU)}

[ Gk Dok
|Cotk+1) Dplk+1)

A=[0 1]_ eAr_
-A -B

Prosseguindo,

a{ qa()fe

a(0)
e observando que

2n-1
e M=y a ()N,
oo

A2n= Z o D&Af!
=0

pois A é 2nx2n, concluimos que
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! q,0)| 21 [g : 2n-1 q,(0)| 2n-1 - 0
O=5{9A[L }ﬁzo A{kao Olaf(‘r)d‘t)}]-i* i 5 QDA[QD('I)}-E A? {G}UD(O]'

=0 =0

onde
) gl ©) qo@]
v = .V s
“lakoy| 7 a0
0 0
ersrsfg) 4g) - 1)
G G G
2n-1
BD=E “DN
1=0

Bf[Bao B;r Ba(2n—1)]
uD=[uD(2n—‘l) uD(2n—2) UD(O)]T.

Porém, por um lado

clo DI

N=[ij.e"“] -+ .
v |CF% DE

L]
t=0

pdoG || D,G

cl©0) D) o)
ci0) pfMo)\C

{2

Por outro lado,

pyYo)aG
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Colh  Dplh
Cp(l+1) Dp(l+1)

;\ I_ 0 CD! DD:"

CD(h-‘!) Dﬂ(fﬂ}

logo também

A[O | % |
G DD(J’+1)G
Assim,
DG DG .. D, .G
@=@a=€D: [+] 1 2n-1
D,G DzG DznG

onde D, é dado pela equacédo (2.3.13) e D, =Dyl(l) é dado pela equcdo (2.2.2).

Devido ‘as naturezas de a e b, podemos observar que

€.p=-v,(0)
C.up=-6,v,(0)

possuem solucoes para arbitrarios v,(0) e v,(0) quando

DoG D1G i D2n—1
D,G D,G .. D, G

=2N.

posto€ = postc{

Secao 3 - OBSERVABILIDADE

Segundo o explicado na secao trés do capitulo 1, a equ¢cao que usaremos para
deduzir a condicdo de observabilidade do sistema em questao é
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y=ay+by,=al¥ q(+@q, 0]+ LT q,(K) + @ g lk+1)]=

=a(P[C,(0q,(0)+ D,(0qa(0)]+@[C(0q,(0) + D, (1 q.(0)]} +
+b{P[Cp(Kqp(0) + Dp(K) qp(1)]+@[Cp(k+1) g(0) + Dk +1) g (1)]),

onde C,D,,C,,D,, a e b sao como explicados na secdo anterior.

Se o sistema é de estado completamente observavel entdo podemos calcular
o estado inicial {q(0),q’(0)} a partir da saida y num tempo finito. Logo
q,(0)

) ]
9500

)].

qp(1)

9,(0)

/

q:(0)
a[[lpc Y C(K)] q"(o)‘ [@C(k+1) ®Cpk+1)]
B FCHRY [HOCo

“[@CH @Dy]

y={[‘1J C&(n ?Da(m

Isto pode ser escrito como

C,(t D,(0]q.0)
cly DYb|q.0

b{ Cok)  DyK) qu(O)}

y={¥ 0I+0 @1}4 C(k+1) Dylk+1)|a (1)

ou

y=[¥ @].[ae*V,(0)+bA¥V,(0)]

onde
[o ;] Ch) DO [ Cok) Dyk
A= ehts Ak=
A ~B Cid Din| |Colk+1) Dplk+1)
; q4(0) " q,(0)
Va( )“q;(o) 1VD( )“qD(_I) »

Porém
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2n-
67 21 « (DA,
j=0

2n-1

A= apA,

=0

entao

2n-1 2n-1
K =[P @].[a?: 2 AV, (0)+b Y «pAlvp(0)]=
30 !=0
2n-1 2n-1

(
=ay_ o0l @IV, (0)+b} apl¥ @JAV,(0)=
-0 =
P e (0.6,v,(0)+ba 0, v0),

3.3.1)

onde

(O =[egold) - “a(zn-n(f)]
“D"[“D_r v % pon-]
: 4 @

vA oA
U=0,=0,=

\PAzﬂ-'l ¢A2!I—1

Entretanto

|G D | |D0+Dl0-8 DY

+1 j+1 j+2, jo1 j1
¢y pfh|  |DEA+pIN.B DIV

0
D;0)+D7(0).8 DO |[  Dyuy*DpB Dy

DI@(0)+DY".8  Dj+1)(0)| |Powar* Pouen* Doy B Doxien|

Por outro lado,
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3 Dy(I+1)+D().B D) Dpy.y*DppB Dy

| D(1+2) +D(1+1).B  DpfI+1)

DD(!+2)+DDU+1)'B DD(M) -
Entao
(¥ q’]Ai:[T(Did+DFB)+¢)(DJ+2+DI+1B) YD+®D,, ],

onde os D, e os Dy, sao fornecidos pela equacao mencionada na secao anterior.

Portanto

¥ L)
W(D,+D, B)+®(Dy+D,B) ¥D,+3D,

¥ (Dyy+ Dy B)+ (D01 +D,pB) ¥ D,y 1+ @ Dsz
Finalmente observamos que devido ‘as naturezas de a e b, a equacao (3.3.1)

tem solucdo para v,(0) e v,(0) arbitrarios quando

posto U=2n.

Esta condicdo para observabilidade, obtida por Claeyssen, é necesséria e
suficiente.
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Capitulo IV APLICACOES DE SISTEMAS MATRICIAIS GERAIS DE SEGUNDA
ORDEM ‘A ENGENHARIA AEROESPACIAL

Secdo 1 - INTRODUCAO

O comportamento de muitos sistemas de importdncia na pratica
de engenharia (6,7,8)] & governado por

P(Q).g=f
P(Q)=02T+Qpea (4-1-1)

onde @ & o vetor de estado e f, B, A sdo vetor e matrizes
arbitrarios.

O modelo (4.1.1) pode descrever sistemas elétricos, mecédnicos,
térmicos, acisticos e de outros tipos através de analogias bem
conhecidas. Portanto os resultados nas secdes seguintes sdo
aplicaveis a todos estes tipos de sistemas.

Este modelo pode resultar diretamente de modelos de parametros
concentrados, ou de aproximagdes finitas para sistemas de
pardmetros distribuidos desritos por equagdes diferenciais
parciais. Uma classe grande de sistemas de atual importéncia séao
estruturas espaciais grandes ("Large Space Structures" ou "LSS"),
gque sdo grandes sistemas de parémetros distribuidos comumentemente
discretizados pelo método dos elementos finitos para a forma
(4.1.1). O problema de controlar "LSS" motivou os estudos deste
capitulo.

No contexto dos "LSS" g & um vetor deslocamento, £ & um vetor
forca, A & a matriz de rigidez e B & uma matriz compreendendo
parcelas amortecedoras e giroscopicas. Normalmente estas matrizes
sdo de dimensdo muito grande podendo ser esparsas.

Num sistema mecdnico geral g consiste em variaveis de

configuragcdo e f &€ uma matriz de entrada de forgas ou torques.

Nas segbes seguintes serdo examinadas <condigdes de
controlabilidade e observabilidade para os sistemas de segunda
ordem Jj& descritos wusando as condigdes de Claeyssen [5]
apresentadas no capitulo anterior.
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Segao 2 - SISTEMAS CONSERVATIVOS

Considere o sistema ndo-amortecido [7]

g’+Ag=Gu
y=¥g+@q’

onde AT=A & matriz nxn. A explicac¢do a seguir se refere a sistemas
de tempo continuo, embora os resultados desta secdo sejam gerais.

Forcas conservativas, representadas por -Aq, s&do fungodes
apenas da posig¢do. Para forgas eldsticas, A>0 quando o sistema é
fisicamente conectado a uma estrutura de referéncia inercial.
Veiculos de vbéo, por outro lado, sdo uma classe importante de
sistemas em que A>0.

Existem exceg¢des importantes, mas em geral as variaveis de
saida correspondem somente a varidveis de configuragao e suas taxas
de variacdo, caso em que Y e & em (4.2.1) tém a estrutura

ke

onde n, e n, sdo o nimero de saidas relacionadas ‘as configuragdes
e suas taxas de variagdo, respectivamente. Quando (4.2.2) &
verdadeira, dizemos que as saldas estdo separadas. De maneira
comum, entretanto, y corresponde a saidas ou medidas misturadas.
Quando y representa medidas, propriedades de observabilidade podem
ser importantes nas decistes de 1localizagdo de sensores e no
projeto de controle e de realimentagdo de medidas. Quando Yy
representa salidas que gqueremos controlar (p. e. problemas de
controle de minimos quadrados), as propriedades de observabilidade
sdo novamente importantes em teoremas de existéncia e estabilidade.

¥ =

L}nw colunas
0

ng colunas

CONTROLABTILIDADE

Tém-se que a condigdo para controlabilidade completa de estado
[5] & dada por

posto € = 2n

onde
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D,G D,G .. D,, ;G
8.6 b6 .. D6

D,,;+AD=0, D;=I, Dy=0.

Notando que

podemos escrever que

O[o G 0 =-AG .. (-1)7amig
post =2n

G 0 -AG 0 . 0
E portanto necessario e suficiente que

postodG AG .. A?1G)=n. (4.2.3)

Prosseguindo, de acordo com Hughes e Skelton supomos que AT=3,
donde existe uma transformacdo T tal que

TTAT=diag{w}; .. w3},
Seja g=Tz; o sistema transformado é
z"+Az=Gu, y=¥z+dz’

(4.2.4)

onde

G=TTG,C+CT, D=DT.

Podemos entdo numerar as linhas de G para corresponder ‘as
multiplicidades dos w’:
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G,|n, linhas
G= ¢ 5 ‘
Ggp|n, linhas

onde n+...+n=n e R & o nimero de w’ distintos. Entdo (4.2.3) é
equivalente a posto[G,]=n, (r=1,...R). Isto prova que o sistema é de
estado completamente controlavel se

posto G, =n, (=L, sunad) s (4:23:5)

Esta condicdo & necessaria e suficiente.
Note que guando A=0 o sistema & controlavel se posto G=n.

OBSERVABILIDADE

A condigdo para observabilidade [5] completa de estado & que

posto U = 2n.

onde
[ b o)
Y (D,+D,B) +® (Dy+D,B) YD, +®D,

¥ (D,+D,B) +® (D, +D,B) YD, +® D,

¥ (D,,.1+D;,2B) +® (D,,+D,, 1B) ¥D,, ,+P,, ,
I ¥ (D,,+D;,,-1B) +@ (D, 01 +D,,B) ¥ Dy, , +@D.

2n]

-

Lembrando que B=0 e que além disto

Dyqy=(=1) "A™"
D2n+]= (-l} "A" '
sendo
D2=D4=. .- . =D2I’l-2=D2I1=0 i

chegamos ‘a seguinte condigdo para observabilidade:
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b 4 @
-PA ¥
-¥Aa -PA
posto $Aa2 -¥Aa =2p. (4.2.6)

I{I’(_l)nAn—l {1) (_1)HAH—1
| §{—-1)yma® Yl-1)0anE

-

Notando que o sinal de uma linha ndo afeta o posto, (4.2.6) &
equivalente a

posto [F FH .. FH"'|=2n, (4.2.7)

onde

®

_¢a v

Para obtermos uma condigdo de observabilidade completa de
estado mais simples seguiremos os passos de Hughes e Skelton. A
partir de (4.2.4) usaremos as formas bloco-diagonalizadas (se
possivel)

SR

Mesmo H sendo diagonal elementos idénticos ndo estéo
adjacentes. Este defeito & corrigido aplicando uma transformagéao
ortonormal a H. Defina-se U como segue:

U1y 1, o 1, 1 1 o Mg v ]y

n, —n+l " Tn+n

onde 1, & uma coluna de 2n zeros exceto na i-é&sima posigcdo e f=n-
n,,,.- Note que

UTU=UUT=I, e que UTHU=diagi{w? .. w? .. w3 .. w3} =H.

2n

Elementos repetidos de H sdo trazidos para posigdes adjacentes em
H. Porgque H=UHUT, (4.2.6) pode ser escrito
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posto [F FH ... FH"']T=2n,
onde F=FU.
Agora particionamos F em colunas para corresponder ‘as
multiplicidades de a=v’ em G, observando que se a multiplicidade
de a, em A & n, entdo sua multiplicidade em G & 2n,:

PR vwe Byl

onde F tem 2n, colunas. Da mesma forma particionamos PSI e PHI:
P={F, .. ¥.],0=(P, .. ®.],

de modo que

Tr (D.'I‘.'
F = .
* _ar(I}r IP.I'
Entd8o o sistema & de estado completamente observavel se
posto F_=2n, (=1, ...+R) . (4.2.8)

Esta condigdo & necesséria e suficiente.

Podemos observar que quando a=0 o sistema (4.2.1) & cbservavel
se posto yY=n.

Agora voltamos a permitir a; indistintos e consideramos
condigdes em que as saidas estd@o separadas no sentido de (4.2.2).
Podemos particionar y e & como segue:

I’r
v
0

v,

Ny linhas[o
-

ng linhas

Entdo (4.2.7) se reduz a

Lr
-a_ Vv,

I r

(4.2.8a)

posto =n 2
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L
Vrzn (r:l’_..'R).(4.2.8b)

F 5

posto

Se nenhum dos a, & zero podemos elimind-los em (4.2.8a), logo
as duas condigdes serdo idénticas. Se um dos a, for zero (os a, sdo,
relembre, distintos por definigdo, diferentemente dos a;) suponha
a;=0 sem perda de generalidade; para r=1 (4.2.8) se torna posto
L=n,. Estes resultados serdo resumidos a seguir.

A condigao para observabilidade completa de estado do sistema
f4.2.1) &

posto L,=n, (r=1,...,R), (4.2.9)
a ndo ser que a;=0,caso em que (4.2.9) para r=1 & substituida por
posto L,=n,. (4.2.10)

Os comentarios a segqguir se referem a sistemas de tempo
continuo.

Quando apenas saidas de posigdo estao disponiveis, y=Lg, o
sistema (4.2.1) & de estado completamente observavel se

posto L.=n, (r=1,...,R).(4.2.11)

Quando apenas saidas de taxa de variacgdao estdo disponiveis,
y=Vqg’, o sistema (4.2.1) é de estado completamente observavel se

i) a,#0 (r=1,..

.+R)
6 4.2.12
ii)posto V_=n,. ( )

Estas condigdes sdo necessdrias e suficientes.

Secdo 3 - SISTEMAS NAO-CONSERVATIVOS

Considere o sistema nao-conservativo [1)]
q"+Bg’ +Ag=Gu.

Embora os resultados desta seg¢do sejam gerais, a explicagdo no
pardgrafo seguinte se refere a sistemas mecanicos.
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As matrizes de amortecimento e rigidez sdo B e A no caso de
sistemas mecdnicos. Estas matrizes sd3o gerais assimétricas
incluindo varios tipos de forgas (elédsticas, ndo-conservativas,
dissipativas e groscdpicas, por exemplo).

Dito isto, as saidas de sensores podem ser representadas, como
na seg¢do anterior, por

y=yq+éq’,

onde y & o vetor de saida e as matrizes Yy e ¢ representam os
coeficientes de deslocamento e taxa de variag¢do, respectivamente,
no exemplo de sistemas mecdanicos.

Examinando a equag¢do dinamica
D,,,+BD,,,+AD;=0,D,=0,D,=I,

Ahmadian propdés o uso da representagao

A0 0o A
o rffT-a —p/Xr

onde

X,=

<f}

Supondo em segida que a matriz A & simetrizavel com autovalores
positivos, isto &,

‘Dl*l

A=S§,S,,5,=5">0,5,=5;>0,

obtemos nova simplificagdo resultando em

E1n= E,

onde



z 0
E,=% P2 B |-
Dy
Nomeando
1
0 A:?
F= .
_AE -B

& sabido que existe

F=UTFU=diag|F, F, .. Fgl,
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onde as F, sdo a soma direta de matrizes 2x2 do tipo

com dimensdes iguais a 2n,, onde n, € a multiplicidade da freqgqiliencia

modal w.. Note que

Fl=-w’I.

Usaremos os E,, calculados por

0
E,=U"E) B,=U" 7|t B =F
E , =FE,).

CONTROLABTILIDADE

A partir do exposto acima,
completa de estado [5],

DG DG « Dipslts

=2n,
D;G D,6 .. D,,6

postoC=

se torna

a condigao para

controlabilidade
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posto€=posto[X,G X,G .. X,, ,G] =
=postolE,G E,G .. E,,,Gl=2n.

Fazendo E=U'E,, e lembrando que E=F'.E,;.G,

posto€=postolE,G E,G .. E,, ,Gl=

e A el

=posto[UTG FUTG .. F**1yTG] =2n.

Particionando G=U'G de acordo com o0s blocos F, e levando em
consideracdo que F’=-0»’I basta-nos testar se

posto[G, F..GJ]=2n, (r=1,...,R).
Esta condicdo & necessdria e suficiente.

Exemplo [8]:

Usamos o satélite RAE/B, consistindo num nicleo rigido com
seis hastes flexiveis siando dele, para testar a wvalidade e
capacidade do método apresentado. Supomos que a espagonave se move
num campo gravitacional de forga central, com seu centro de massa
descrevendo uma dada o6rbita circular em torno do centro daguela
forca com velocidade angular constante . Usando um método de
discretizacdo baseado no enfoque Ritz-Galerkin e depois
transformando as coordenadas de fisicas para modais, resultando na
forma bloco-diagonalizada de F, chegamos a blocos F, do tipo (onde
as unidades sdo radianos por segundo):

. 0 -3.60066038x10™*
* 13.60066038x107* 0
0 -1.46350711x107 0 0
F=1.46350711x10'3 0 0 0
¢ 0 0 0 ~1.46350711x1]
0 0 1.46350711x1073 0

Os correspondentes blocos G, sao:
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|1 24910252x107% 6.01546355x10 72

1.96711830x107% -8.77485690x1071
-5.13582555x107% 3.95604625x1073

o -1.07861314x10™* -1.59586273x1073
‘1 3.0883022x10% -6.74433850x107!
5.22351286x10™* 4.68817151x107*

1

Vemos Jque
det G,=-1.2144x%107,

gue & um nGmero da ordem de grandeza dos componentes das matrizes
F, e G,, logo consideramos

posto [G, F,G]=2,
e dizemos que este modo & controldvel. Por outro lado
det [G, F,G,]=-2.0622x10%,
gue & um nimero de ordem de grandeza muito inferior ‘a das matrizes
F, e G,, portanto consideramos
posto [G; F,G,])<4

e dizemos que este modo ndo & controlavel.

OBSERVABILIDADE

-

A condigdo para observabilidade completa de estado [5] é

¥ o)

Y (D,B+D,) +® (D,B+D,) ¥ D, +®D,
posto U= ‘ : =2n.

¥ (D,,.1B+D,,) +® (D,,B+D,,.,) ¥D,, ,+®D,,

Note que
D ik =2
Y142 * Olg,52 * Olum,=puE,,
D
o [ [o I

por isto
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posto U,=[¥Y [B I]PBUE,+®[B I]BUFE, [¥Y ®]UE,]=
=[(¥Y[B I1BU+P [B I1BUF) E, [¥ ®]UE,]=
=[(¥Y[B I1pU+® [B I]1BUF) [¥Y PIUIE,=
=[¥ 2]E,,

onde
¥Y=(Y[B 1]BUu+® (B I]BUF),d=[¥ @]U
e U, € a matriz na l-ésima bloco-linha de U.

Como

postoU,=posto[(¥ ®)E,] =posto[ (¥ D) FIE,]=
0
=postc{(_‘£ P)F1? (UT]]%,DOS{IO[(_‘P. @)F1],

particionando U, segundo os blocos F, e lembrando que F=-w?, o teste

se reduz a

(%, @)
post (L EE)F_ZH"

Esta condigdo é necessaria e suficiente.
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