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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um esquema recursivo visando a
construcao hierarquica da solucao LTSy de problemas anisotropicos a partir da
solucao de problemas isotropicos. A ideia principal deste esquema é a decomposicao
da matriz LTSy anisotropica, associada ao problema, como uma soma de duas
matrizes na qual uma delas contém a parte isotropica e a outra a parte anisotropica
do problema. A matriz que contém a parte anisotropica é considerada como
fonte no problema isotropico. A resolucao deste problema é realizada através da
decomposicao do fluxo angular como uma série truncada de fungoes intermediarias,
posteriormente substituida na equagao isotropica com fonte. Em seguida, resolvemos
este problema construindo um conjunto recursivo de problemas isotropicos que
sao facilmente resolvidos pelo método LTSy. Nessa dissertacao, aplicamos esse
método recursivo na resolucao de problemas anisotropicos em regioes homogéneas e
heterogéneas. Os resultados numéricos obtidos sao apresentados e comparados com

a solucao L'T'Sy anisotropica cléssica.
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ABSTRACT

In this work, we present a recursive scheme targeting the hierarchical
construction of anisotropic LTSy solution from the isotropic LTSy solution. The
main idea relies in the decomposition of the associated LTSy anisotropic matrix as
a sum of two matrices in which one matrix contains the isotropic and the other
anisotropic part of the problem. The matrix containing the anisotropic part is
considered as the source of the isotropic problem. The solution of this problem is
made by the decomposition of the angular flux as a truncated series of intermediate
functions and replace in the isotropic equation. After the replacement of these into
the split isotropic equation, we construct a set of isotropic recursive problems, that
are readily solved by the classic LTSy isotropic method. We apply this methodology
to solve problems considering homogeneous and heterogeneous anisotropic regions.
Numerical results are presented and compared with the classical LTSy anisotropic

solution.



1 INTRODUCAO

A equacao de transporte de particulas descreve a distribuicao espacial,
direcional e energética de particulas em meios materiais. Existem mais de uma
forma de escrever a equacao de transporte de particulas neutras. Dentre elas,
a formulacao integro-diferencial é, sem sombra de duvida, a mais utilizada nas
aplicacoes de transporte de néutrons e transferéncia radiativa, porém a formulacao

integral também é bastante empregada [1].

Existem na literatura diversas solugoes analiticas para aproximagoes
da equacao de transporte de particulas em sua formulagao integro-diferencial, tais
como o método das ordenadas discretas (Sy ) [2] e a aproximagao dos esféricos
harmonicos (F,) [1], entre outras. O conjunto de equagbes Sy ¢ uma aproximagao
classica da equacgao de transporte e foi desenvolvida por Chandrasekhar no estudo
de transferéncia radiativa em atmosferas estelares na década de 60 [2]. A ideia
central desta aproximacao é a avaliacao do termo integral da equacao de transporte
de particulas por Quadratura Gaussiana e posterior aplicagao do método da
colocacao no conjunto de direcoes discretas, as mesmas usadas na quadratura. Deste
procedimento, resulta um conjunto de equacoes diferenciais nas variaveis espaciais.
Dentre os métodos existentes para resolucao analitica da aproximacgao Sy da equacao
de transporte de particulas neutras, encontra-se o método LTSy, desenvolvido por
Vilhena et al. na década de 90 [3]. A ideia principal do método LTSy consiste
na aplicagao da Transformada de Laplace no conjunto de equacoes Sy, resultando
num sistema de equagoes dependentes do parametro complexo "s". Tal sistema é
resolvido para o fluxo transformado realizando a Transformada Inversa de Laplace,

obtendo-se, com este procedimento, uma expressao analitica para a solucao das

equacoes Sy.



O método LTSy tem sido aplicado para uma classe abrangente
de problemas, dentre os quais citamos: problemas unidimensionais em meios
homogeéneo [4] e heterogéneos |5]; problemas envolvendo modelo de multi-grupo de
energia |6] e meio composto por dois materiais em sistema de mistura aleatoria
[7]. Destaca-se, também, a utilizagdo deste método em problemas envolvendo
elevada ordem de quadratura e grandes espessuras [8, 9] e cuja resolucao utiliza
mudanca de variavel e aplicagdo da técnica da diagonalizagao |10]| para inversdo
da matriz associada, eliminando o problema de overflow para grandes dominios.
Para problemas cujo N é inteiro, Bonenberger [11| buscou estudar a influéncia
da singularidade existente na direcao © = 0 no comportamento da solugao,
apresentando um estudo da solugdo para N impar. J4 Marona et al [12] investigaram
problemas cuja razao de espalhamento ¢é igual a 1; situagoes nas quais a equacao de
transporte unidimensional apresenta dois autovalores que se encontram no infinito.
Desta forma, a formulacao LTSy nao pode ser aplicada visto que, nestes casos, a
matriz associada apresentard dois autovalores nulos e nao pode ser diagonalizada.
Para contornar este problema, Marona et. al utilizaram a decomposi¢ao de Schur e a
expansao de Heavside para inversao da matriz simbolica associada ao método LTSy.
Ainda, problemas com dependéncia temporal |13, 14, 15, 16|, ja foram resolvidos
pelo método LTSy. Para resolugao deste tipo de problema, Tomaschewski [13]
aplica a transformada de Laplace na variavel temporal transformando o sistema
de equacoes diferenciais parciais em um sistema de equacoes diferenciais ordinéarias
na variavel espacial. A solucao analitica destes problemas foi, entao, encontrada
pelo método LTSy. Problemas com ou sem simetria azimutal [17, 18] e problemas
considerando geometria cartesiana multidimensional (2D e 3D) [19, 20, 21| bem
como para dominio convexo 22| também sao resolvidos utilizando o método LTSy.
Este método de resolucao da equacao de transporte também ja foi utilizado em
problemas de engenharia nuclear, como, por exemplo, o céalculo de criticalidade
[23, 24], a equacdo Sy de cinética de transporte dependente do tempo [25] e em

problemas de transferéncia radiativa [26], bem como a solu¢ao do problema nao



linear radiativo-condutivo [27]| e problemas que consideram o coeficiente de albedo
com dependéncia espacial [28]. E de fundamental importancia destacar, ainda,
os resultados obtidos por Pazos e Vilhena [29, 30| em seus estudos acerca da
convergéncia da solucao LTSy, os quais provaram que, a medida que N cresce a

solugao LTSy se aproxima da solucao exata de Case [31].

Por outro lado, a formulacao analitica para a solucao da aproximacgao
Sy da equagao de transporte de particulas em geometria cilindrica, pelo método
LTHy , é restrita apenas a problemas isotropicos e linearmente anisotropicos. Para
maiores informacoes sobre os avangos nesta diregao ver o trabalho de Gongalves et
al. [32]. Cumpre observar, ainda, que existe solugao analitica para a forma integral
da equacao de transporte em geometria cilindrica, porém, apenas para problemas
com espalhamento isotropico. Em sua tese de doutorado, Fernandes [33| resolve
o problema de transporte anisotropico representado na forma integral de maneira
recursiva, a partir de um conjunto de equagoes de transporte integrais isotropicas,

onde a anisotropia é introduzida como termo fonte.

Com o objetivo de apresentar uma metodologia para resolver problemas
anisotropicos, tanto na formulagao integro-diferencial quanto integral, aplicamos,
nesse trabalho o método recursivo proposto por Fernandes [33| para a resolucao
de problemas anisotropicos na formulacao integro-diferencial. Mais ainda, aqui
damos um passo adiante, aplicando esta ideia de processo recursivo para encontrar a
distribuicao de particulas em um meio heterogéneo, formado por placas homogéneas,
evitando assim o uso de acoplamento das regioes homogéneas usando hipotese de
continuidade de fluxo entre as placas homogéneas. O nimero de equacoes resolvidas

de forma recursiva é escolhido de modo a obter a precisao desejada para os resultados.

A fim de cumprir o objetivo proposto, esse estudo esta organizado da
seguinte maneira: no Capitulo 2, descrevemos a estrutura e o desenvolvimento do
método LTSy, o qual encontra uma solucao analitica para a aproximagao Sy da

equagao de transporte. No Capitulo 3, apresentamos e descrevemos uma proposta



de construcao da solugao LTSy de um problema anisotropico genérico a partir de
um sistema recursivo de solugoes LTSy de problemas isotropicos. Em seguida,
tomando N = 2 em um problema anisotropico, exemplificamos o processo recursivo
de construcao da solucao LTSy. No capitulo 4, apresentamos resultados obtidos
mediante a implementacao de um programa em Fortran95, o qual reconstitui a
solucao LTSy de problemas anisotropicos homogéneos e heterogéneos de maneira
recursiva. Essas informagcoes foram comparadas com os dados obtidos pela execucao
de um programa que resolve problemas anisotropicos de maneira classica e os
resultados de nossa andlise apresentados em forma de tabelas e gréaficos. Por fim, no
capitulo 5, apresentamos as conclusoes desse estudo e as propostas para trabalhos

futuros.



2 O METODO LTSy

Neste capitulo, buscamos descrever de forma sucinta a estrutura e o
desenvolvimento do método LTSy ao longo de quase trés décadas de estudos |3, 34,
4, 10, 35, 9]. Este método, proposto para resolugdo da aproximagao Sy da equagio
de transporte, pode ser descrito através de trés etapas, quais sejam: (i) aplicagao da
transformada de Laplace nas equagoes Sy ; (ii) inversao analitica da matriz simbolica

e (iii) resolugao do sistema linear resultante.

2.1 Formulacao LTSy classica

A fim de descrevermos o método LTSy, consideramos a equacao de
transporte linear unidimensional, monoenergética, estacionaria e com simetria

azimutal dada por:

0 =% [ peos© Ny 2.1
) + o) = 5 [ pleos@)te ) + Q) (21

com condigoes de contorno

(0,n) = f(p) se p>0, (2.2)

U(wo, ) = g(p) se <0, (2.3)

onde f(u) e g(p) sao os fluxos angulares incidentes na fronteira do dominio.

Na equagao descrita em (2.1) temos que:



x é a variavel espacial pertencente a [0, xql;

w=cosf onde # é o angulo polar, portanto pu € [—1,1];

U(x, @) é o fluxo angular de particulas em z na direcao de u;

p(cos©) & a fungao de espalhamento, onde © é o angulo formado pela dire¢ao
de movimento da particula antes da iteracao e o angulo resultante
apoOs a iteracgao;

Q(z,p) € uma fonte externa;

o ¢ a secao de choque macroscopica total;

Os é a secao de choque macroscopica de espalhamento isotropico.

Neste trabalho, primeiramente, assumimos que a funcao de
espalhamento pode ser aproximada por uma série truncada em polinémios de

Legendre, ou seja:

p(cos ©) Zﬁng cos O), Bo=1 (2.4)

E, utilizando o teorema da adi¢do para polinomios de Legendre [18], reescrevemos

(2.4) como:

pleos®) = > " By P () P (i) cosm(ep — &) (2.5)

m=0{=m

onde ¢ é o angulo azimutal formado com um angulo de referéncia ', P;"(u) sao

fungoes associadas de Legendre com

B = 7:55- (2.6)

Por estarmos considerando que o fluxo angular de particulas possui simetria
azimutal, tomamos M = 0 em (2.5), donde, substituindo (2.5) em (2.1) resulta

em:

o) + ot = 2 [ S AP P o+ Q). (2

L=



Em seguida, para obtermos a aproximacao Sy associada a equacao de transporte
(2.7), aproximamos o seu termo integral por quadratura de Gauss-Legendre de ordem
N. Escrevemos, entao:

| pleos@)ta )i’ & 3 61> wnPu) Pl ) (2.8)
- k=1

1 £=0 -
onde i sao as raizes do polindémio de Legendre, ordenadas de forma decrescente:

—1<MN<---<ug+1<0<ug<---<,u1<1,

com NN par, e 0s wy sao 0s respectivos pesos da quadratura de Gauss-Legendre, dados
por:

wk:/_ H Mdu. (2.9)

Uiy (e = 15)

Posteriormente, aplicamos o método da colocagao na variavel p considerando a
fungao Delta de Dirac d(pu — p,) como a fungao teste e as raizes do polinomio
de Legendre de grau N como os pontos de colocacao. Desta forma, o sistema de
equagoes Sy associado a equacao de transporte unidimensional em uma placa plana,

é dado por:

Mn%@bn(l') + oy () = % Z Be Zwkpé(,uk)Pz(,un)@Dk(x) + Qn (), (2.10)

=0 k=1
com as condicoes de contorno dadas por:

Vn(0) = fo, se pn >0, (2.11)
Un(0) = Gn, s€  pin < 0. (2.12)

Matricialmente, escrevemos (2.10) como:

Lw(r) - AW = Q) (2.13)



onde A é uma matriz quadrada de ordem N definida por:

— Yoo BePelpi) Polpy) — se i=j

Q5 = . L s (214)
2 2oo Bele(1) Pe(pi) se 17 ]
e o vetor Q(z) de ordem N é definido por:
Q) Q@]
Q(z) = e (2.15)
H1 KN
Ainda, o vetor fluxo angular de particulas ¢ definido por:
Uy (z)
W, (x Wn/o(x
W(z) = o) | _ | Ywel@) , (2.16)
Wy () Wnyoy1(T)
RICH

onde ¥y (x) e Wy(x) sao sub-vetores do vetor fluxo angular ¥(z), cada um de ordem
N/2. O vetor ¥(x) contém os fluxos das dire¢oes positivas de p e o vetor Wo(x)
os fluxos das diregoes negativas de p. Utilizando esta notacao, reescrevemos as

condicoes de contorno como:

fi gN/2+1

fN/z gn

A resoluc¢ao do problema descrito por (2.10) via método LTSy se da
aplicando Transformada de Laplace na variavel espacial das equagoes diferenciais
ordinarias representadas pelo sistema matricial (2.13). Deste procedimento,
obtém-se um sistema linear de NV equagoes e /N incognitas, dependentes do parametro

s, dadas por:

(sI — A)W¥(s) = ¥(0) + Q(s), (2.18)



em que W(s) = L]¥(z)] e Q(s) = L[Q(7)] sdo as transformadas de Laplace, s ¢ um
parametro complexo e I uma matriz identidade de ordem N. Resolvendo a equacao

(2.18) para o fluxo angular transformado de particulas, obtemos:
W(s) = (sI — A)7'W(0) + (sI — A)'Q(s). (2.19)

Em seguida, aplicando a transformada inversa de Laplace em (2.19), obtemos o fluxo

angular transformado W(x):
¥(x) =B(z)¥(0) + H(z), (2.20)
com
B(z) = L7'[(s] — A)7] (2.21)
e o vetor H(x) definido por:

Hiz) = B(x) + Q) = | Blx - OQ()de, (2.22)
0
onde o sinal * representa a convoluc¢ao matricial.

A igualdade (2.20) nos fornece uma expressao para a solugao analitica
do sistema de equagoes Sy (2.13). No decorrer dos estudos acerca da inversao
da matriz simbolica (sI — A) [34, 37|, Segatto et al. [10, 38] observaram que os
autovalores da matriz LTSy sao todos simétricos nao-nulos e distintos quando oy #
o¢. Diante disso, a matriz A é similar ao seu espectro, ou seja, pode ser decomposta

COImao:
A =XDX 1, (2.23)

onde D é a matriz diagonal formada pelos autovalores de A, e X a matriz cujas

colunas sao autovetores associados. Assim,

B(z)=L7Y(s[ — A)™ = L£7(sXX' = XDX 1)) (2.24)



10

E, colocando em evidéncia a matriz X dos autovetores a esquerda e X! a direita,

temos:
B(r) = L7M(X(s] — D)X ) = £ (X(s] — D) X1, (2.25)
e como X é uma matriz constante entao podemos escrever,
B(z) = XL (s — D) ']X1. (2.26)

Assim, a matriz simbolica (sI — D) é uma matriz diagonal, na qual os d; sdo os

autovalores de A e, portanto, sua inversa é dada por:

s_ldl 0 0
L 0 ﬁ L. :
(sI—D)y'=| : (2.27)
: 0 . 0
| 0 0 s_ldN |

ez 0
0 ehr ...
L7(sI-=D) "= = eP?, (2.28)
S0 .0
0 0 edn®

Deste modo, podemos reescrever a matriz B(z) como:

B(z) = XeP* X1 (2.29)

Portanto, a solu¢do LTSy das equagbes Sy dadas em (2.13) é
representada por:
U(r) = B(z)¥(0) + H(z) = Xe”*X'¥(0) + H(z) (2.30)

Entretanto, somente a parte do vetor ¥(0) que contém o valor do fluxo angular nas

direcoes positivas da solugao expressa em (2.30) é conhecida. Portanto, reescrevemos
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esta solucao na forma particionada a fim de calcularmos o valor do fluxo angular

das diregoes negativas Wy (0), que é desconhecido:

‘I’l(ZL’) _ Bll(l’) Blg(ZL’) ‘1’1(0) n Hl(l') ' (231)
‘I’Q(ZL’) B21 (ZL’) BQQ(ZL’) ‘1’2(0) HQ(ZL')

Em seguida, aplicando = = x¢ nas N/2 tltimas linhas da equagao (2.39), obtemos:

\I’Q(flfo) = Bgl(flfo)\I’l(O) + BQQ(QL’())\I’Q(O) + Hg(flfo). (232)

Notemos agora que os valores dos vetores Wy (0), Wy(xg) e Ha(xg) sao conhecidos e,

dessa forma, obtemos:
\I’Q(O) = ng(l’o)_l[‘l’g(l’o) - B21 (Z’Q)‘I’l(O) - Hg(l’o)] (233)

Segue-se, enfim, que a solucdo (2.30) do problema dado por (2.13) esta

completamente determinada.

Cabe destacar, entretanto, o comportamento exponencial desta solugao
analitica apresentada. Este carater exponencial junto ao fato de que em descri¢oes
realisticas os problemas de transporte apresentam grandes espessuras e/ou altos
graus de anisotropia, mostram que a solugao apresentada mediante esta formulagao
nao é apropriada para essa abrangente classe de problemas [10, 39]. Nesses casos,
ocorre uma falha computacional relacionada com o uso de operacoes aritméticas

finitas, causando overflow.

Estudos realizados por Gongalves et al. [9] possibilitaram eliminar o
problema de owverflow que ocorria, nos problemas citados acima, tanto na parte
homogénea quanto no termo de convolugao gerado pela fonte. Para isso, usou
simultaneamente a propriedade de invariancia de direcoes discretas e a mudanca

de variaveis proposta por Barichello [40] para problemas homogéneos.
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Por propriedade de invariancia de projecoes, entende-se a equivaléncia
de condigoes entre as coordenadas (z,u) e (—z,—p), ou alternativamente o
tratamento equivalente a fluxos nas dire¢oes e —p [1|. Desta forma, o par (—x, —pu)
pode ser recolocado por (zg — z, —u) como resultado do deslocamento do ponto de
reflexao de 0 para x¢/2. Usando esta propriedade Gongalves et al. [9] eliminaram o
overflow originado pelos termos de exponencial positivas para N grande, separando

as solugoes homogénea e particular em componentes que contém apenas os expoentes

positivos e outra os negativos. Deste modo, decompuseram a matriz e”* como:
Da ehi® 0 1 0
e’ = . (2.34)
0 el2 (z—=z0) 0 eD220

onde D; e Dy sao submatrizes diagonais de ordem N/2 formadas, respectivamente,

por autovalores negativos e positivos da matriz A. Assim, reescrevemos a equagao

(2.30) como:
v Diz 0 1 0 w0
l(X) _x e X_l ( ) +
lI’z(X) 0 eDQ(m_wO) 0 eD”O ‘I’(Xo)
H;(x
() (2.35)
Hj(x)
Tomando
1 0 w0
Sl x| PO , (2.36)
fg 0 eszO \IJ(XO)
temos
U, (x el 0 H;(x
1) ¢ G, | B : (2.37)
\Ilz(X) 0 eD2(m_$°) 52 Hg(X)
onde

H(z) = B(2) * Q(z) = X /Oro e TIX Q) dn. (2.38)
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Assim quando d; for negativo, o intervalo de integragao é [0,x] e quando d; for

positivo é [zg, z].

Counsiderando

B(z) = X , (2.39)

reescrevemos (2.37) como:

¥(z) = B(x){ + H(z), (2.40)

sujeito as condicoes de contorno

U,(0) = f (2.41)

Wy(9) = g, (2.42)

a qual nos fornece a solu¢ao LTSy do problema proposto em (2.1).
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3 METODO RECURSIVO PARA
CONSTRUCAO DA SOLUCAO LTSy DE
PROBLEMAS Sy ANISOTROPICOS

Utilizando o método de resolucao de equagoes Sy apresentado
anteriormente descrevemos, neste capitulo, a construcao da solucao LTSy do
problema anisotropico a partir de um sistema recursivo de solugoes LTSy de
problemas isotrépicos, introduzindo a correcao da anisotropia pelo termo de fonte.
Em seguida, exemplificamos, passo a passo, o processo recursivo de construcao da

solugao LTSy de um problema anisotropico no qual N = 2.

3.1 Construindo a Solucao do problema Sy anisotrépico

recursivamente

Para descrevermos o processo de construcao da solucao de problemas
LTSy anisotropicos mediante sistema recursivo de solucoes LTSy de problemas

isotropicos, considere a seguinte equagéo Sy anisotropica:

d 1
el W (1) = —S, 3.1
T (e )+ w )i (z )wk+un (x) (3.1)
onde By = 1. Considere, ainda, cond1g0es de contorno de fluxo incidente na fronteira,
N
n(0) = fn, paran=1,.., 5 (3.2)
e
N
n(x9) = gn, paran = E+1,...,N. (3.3)
onde

L
Pt i) = Y _ BePolp) Pelpn), By =1
/=0

Inicialmente, separamos o termo de espalhamento da equagao (3.1) como a seguinte

Ssolna:
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L N

Z Be Z Py(pue) Po(pen ) t0n () wy, + /%S(x, ) (3.4)

=0 k=1 n

O¢ Os

d
%wn(x> + Ewn(SQ = 2/t

d t sﬁ
JoUn(e) + () - ;;;mmwz

g

L N
3 200D Peli) Pelpn ol + 515w, )
=1 k=1

Reescrevemos (3.4) como:

d o JBON
(o) ) = G2 S =

3 (Z asﬂepg un)Pg(uk)> Ur(@)wy + =S, 1) (3.5)

=\ 2

Matricialmente, a equagao (3.5) pode ser escrita como:

d

- ¥(@) —Ar¥(z) = Ac¥(z) + Qz) (3.6)

Aqui ¥(x) representa o vetor dos fluxos angulares nas N dire¢oes discretas, A; é a

matriz LTSy Isotropica, Q(z) é o vetor fonte, isto é:

Q(z) = [Qu(x) /1, Q2(w)/pa, .., @n (@) /1]

e a matriz Ag, que contém a parte anisotropica do espalhamento, é definida por:

onde os elementos alij das matrizes A;, para [ = 1,2,...L sao definidas por:

I osfiw;
aij =
241

Pe(,ui)Pe(Mj) (3.7)
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Para iniciarmos um processo recursivo para a resolucao do sistema Sy,
supomos que o vetor fluxo angular de particulas W(z) seja decomposto da seguinte

forma:
W(r) =Y ¥ (3.8)

Substituindo a decomposigao (3.8) na equagao matricial (3.6) temos:

%Z‘I’k(fv) — A W) =Ac) ¥Hx) + Q) (3.9)

A solucao do sistema acima pode ser encontrado de maneira recursiva.
Nesse trabalho vamos escolher que cada W*(x), para k = 0,1, 2... sejam solucdo dos

seguintes sistemas:

L g0(r) — A () = Q) (3.10)

onde sao incorporadas as condigdes de contorno do problema original (3.2) e (3.3).

E, os fatores W¥(z), para k = 1,2, ... sdo solugoes dos sistemas:

%\Ilk(:v) — AP (2) = AW (@) (3.11)

com condigoes de contorno homogéneas. Cabe destacar que a solugao dos problemas
de contorno (3.10) e (3.11) sao dadas pela solu¢ao do problema LTSy isotropico e

que a anisotropia é introduzida através do termo fonte.

3.1.1 Exemplificando para N = 2

Considere a equacao linear de transporte unidimensional
monoenergética, estacionaria, com simetria azimutal, sem fonte externa e

com espalhamento anisotropico dada por:

0 s ! N
o)+ i) =5 [ peos@)ite. )i (3.12)

com condigoes de contorno
(0, 1) = f(p) se p>0,

U(xo, 1) = g(p) se 1 <O0. (3.13)
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Nesta secao, buscamos descrever o processo de aproximacgao S da
equagao (3.12) e a construgao da solugao LTSy do problema anisotropico a partir
de um sistema recursivo de solu¢oes LTSy de problemas isotropicos. Nesse sentido,
considerando a equagao descrita acima e o grau de anisotropia L = 2, primeiramente
aproximamos sua funcao espalhamento por uma série truncada em polinomios de

Legendre. Sendo assim:

p(cos O) Z BePy(1") Po( 1) Bo = 1. (3.14)

Para encontramos os valores 3, utilizamos a féormula recursiva proposta por Siewert

5, = <2£+1) (L+1—£) B (3.15)

[36] que é dada por:

20 -1 L+1+7¢

Em seguida, aproximamos seu termo integral por quadratura de Gauss

Legendre de ordem N = 2, ou seja:

[ pleos@pte il = 35S P P ) (310

1 (=0 k=1

onde i sao as raizes do polindmio de Legendre, ordenadas de forma decrescente:
—l<ps<p <1, (3.17)

e wi, we 0s respectivos pesos da quadratura de Gauss Legendre.

Substituindo (3.16) na equacao (3.12), temos:

0 Js
e, 1) + ol o) = 5 ;&gwkﬂz ) Pal() b (s, 1) (3.18)

Finalmente, para encontrarmos a aproximacao S de (3.12), aplicamos
o método da colocacao na variavel p em (3.18) considerando a fungao Delta de Dirac

como fungao teste e as raizes u, (n = 1,2) como os pontos de colocac¢do. Temos,

/_l <Ma%¢(af,u)) S — pun)dp + /l (010, 1)) 6 (11— o)l =

1 -1

Zﬁz / S P P e, pa)) 6 — ) (3.19)

L g=1
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o que resulta em:

d . 2 2

=0 k=1
Multiplicando (3.20) por i, obtemos:

g

2 2
o) V) = 50 DS kB V) (320

com condigoes de contorno:

V(0 i) = f(pn) se i >0,

W(xo, pn) = g(in) se  pn < 0. (3.22)

Ao fazermos n = 1 : 2 em (3.21) obtemos, portanto, o sistema de

equagdes Sy associado ao problema (3.12), representado matricialmente por:

S/B SB
e | | o T |
dl’ Wa(x) osBowi osBowa _ ot Wa(x)

2pg 2/ M2

K1 H1
OsBawi Po(po)Pa(p1)  osBowaPo(pa)Po(pa)
2/ 2pg

K1 H1
gsBiwi Py (p2)Pr(p1)  osBiwaPi(p2)Pi(p2)
2p2 2p2

<|: osBiwi Py (p1)P1(p1)  osBiwaPi(p1)Pr(p2) :| |: 0sBowi Pa(p1)Pa(p1)  osBawaPo(p1)Po(p2) :|> |: Ty (

Reescrevemos (3.23) como

L w(n) - A () = Ac() (3.24)

onde W(z) representa o vetor dos fluxos angulares nas 2 dire¢oes discretas
consideradas, A; é a matriz LTS isotropica e a matriz Ac contém a parte

anisotropica do espalhamento.

Para resolvermos o sistema de equacgoes S, recursivamente, supomos
que o vetor fluxo angular ¥(z) seja decomposto como:

W(x) =Y Wr(z)=T'(z) + ¥'(2) (3.25)
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onde W°(z) é solugao de

d

%\Ilo(x) —A9%2) =0 (3.26)
com condic¢oes de contorno:
¥1(0) =1
o(x0) =0 (3.27)
e Wl(z) é solugao de
d o1 1 0
%lll () — AU (z) = Ac¥ (2) (3.28)

com condigoes de contorno homogeéneas.

Neste exemplo, consideramos uma placa de comprimento xry = 1,
coeficientes o5, = 0.95 e 0, = 1. E sabido que os pesos e as raizes da quadratura

Gaussiana de ordem 2 sao dados por:

(.U1:CU2:1

[ = —pia = 0.57735027 (3.29)

Além disso, sabemos que os polindémios de Legendre de ordem 2 sao descritos por:

Pi(p1) =

Pi(pg) = pio

Pyfym) = 53 — 1)

Py(pz) = %(i’w% -1) (3.30)

bem como os coeficientes de anisotropia de grau 2:

Bo=1
/81 = 15
P2 =0.5 (3.31)
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Substituindo esses valores na equacao (3.23), obtemos:

A —0.909326672697321 0.822724132440433 (3.32)
1= .
—0.822724132440433 0.909326672697321

0.411362067375000 —0.411362067375000
Ac = (3.33)
0.411362067375000 —0.411362067375000

Para encontrarmos a solucao via método LTSy calculamos a matriz dos autovetores

de A; e a sua inversa, bem como os autovalores de A; dados, respectivamente, por:

. —0.844368909304446 —0.535762209380262 (3.34)
—0.535762209380262 —0.844368909304446 ‘

—1.982469593256701  1.257900755947229

-1 (3.35)
1.257900755947230  —1.982469593256701
dy = —0.387298334077126
dy = 0.387298334077126 (3.36)

Como descrito no capitulo anterior, a expressao para a solucao analitica
do problema (3.26) com condicoes de contorno (3.27) ¢ dada por (2.40), que, da

forma numeérica é:

W(x) | | —0.844368909304446 —0.535762209380262
wY(x) —0.535762209380262 —0.844368909304446
e—0.387298334077126.x 0 5(1)

(3.37)
0 e0.387298334077126.(gv—l) gg

Os valores de £ e £) sdo calculados aplicando as condigoes de contorno ao problema

e resolvendo o sistema linear resultante, obtendo:

—1.454142301911536
0.626390586409032
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Com esses valores conhecidos, encontramos a expressiao para a solugao ¥°(x), a qual
nos permite calcular o fluxo angular em qualquer ponto da placa:

UO(r) =

1.227832549438500¢ —0-387298334077126x 0.33559640450950160‘387298334077126(x —1)
0.779074492425424¢—0-387298334077126x 0.5289047362447670-387298334077126(x—1)

Desta forma, o valor do fluxo angular nos extremos do dominio considerado ¢ dado

por:

0 1 0 0.4979650289957453
P(0) = e V(1) =
0.42000713398675277 0

(3.38)

Ja a expressdo para a solugdo analitica do problema (3.28) com

condicoes de contorno homogéneas, ¢ dada por:

\Il}(x) —0.844368909304446 —0.535762209380262
Wl(x) —0.535762209380262 —0.844368909304446
e—0.387298334077126.x 0 %
YH(z)  (3.39)
0 e0.387298334077126.(:(:—1) %

onde H(z) é dado por:
1
H(z) = X / el MX AW (n)dn (3.40)
0
com limites de integracao [0, z] para d; (negativo) e [1,z] para dy (positivo).

Aplicando as condigoes de contorno homogéneas no problema (3.39-3.40),

encontramos o vetor &1, que é dado por:

—0.146932716890669
0.146355317125247
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Apo6s substituirmos esse valor no problema (3.39-3.40) é possivel determinarmos a

solugao W'(x) em qualquer ponto da placa. Em particular:

0
vl0) =
—0.11680787708886052
) 0.1163488585512759
(1) =
2.7755575615628914-17

(3.41)

Desta forma, encontramos o vetor fluxo angular que representa a solucao do
problema anisotropico descrito em (3.12-3.13) a partir de um sistema recursivo de

solucoes LTSy de dois problemas isotropicos. Tem-se, portanto:

1
U (0) = w0(0) + ¥(0) = (3.42)
0.30319925689789223

. X 0.6143138875470212
(1) =¥(1) + ¥'(1) = (3.43)
2.7755575615628914717

3.2 Problemas Heterogéneos

Nesta secao, aplicamos o método recursivo apresentado anteriormente
para a resolucao de problemas Sy de transporte em meio heterogéneo. Nesse sentido,
vamos considerar uma placa heterogénea de espessura xj, composta por K regioes

homogéneas, cada uma com seus parametros de transporte, conforme figura abaixo:



23

Regido 1 Regiao 2 Regido k
Gsl Gsz Gsk
v.(0) 1 i ) ¥a(x)
Gt Gt Gt
L' L’ L
0 X4 X X1 Xy
Figura 3.1: Dominio dividido em k regioes.
Escrevendo a matriz LTSy AX para cada uma das K regioes, temos:
af crkwj L k . .
D B + 55 Do B Pe(pi) Pe(py)  se i=j (3.44)
(/A okw. . o .
S0 BEP () Pal() se 1F# ]

para k =1,2,.... K.

Por facilidade de apresentacao do método, vamos supor que as condi¢oes de contorno
sao de fluxo incidentes conhecidos em x = 0 e x = x( e que nao temos fonte externa.
Desta forma, a representacao matricial das equagoes Sy associadas ao problema,

descrito pela figura (3.1) ¢ dada por:

%xp(;p) (A 4+ 5(2)2 (A% — AY 4+ 8(2)K (AR — AY)B(2) =0 (3.45)

com condigoes de contorno

w(0) = f(x) (3.46)
e
(o) = g(x) (3.47)
onde,
. 1, se r esta na k-ésima placa
d(z)" = (3.48)

0, caso contrario
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Buscando resolver este problema heterogéneo de forma recursiva, reescrevemos a

equacao (3.45) como

CZ@().N@@»:}Z&@WAh—AUm@) (3.49)

k=2

e tomamos .
W@ZEZW@) (3.50)

Substituindo (3.50) na equagao matricial (3.49) e iniciando o processo recursivo,

temos que ¥Y(z) é solugdo do problema Sy homogéneo

Lg(2)) — AN (z)° =0

(3.51)
w(0)" = f(z) e W(z0)°=g()
cuja solugao ¢ dada por ¥(z)? = B(x)V°.
Seguindo o processo recursivo, temos que W(z)!, para i = 1,2, ..., é solugao dos
seguintes problemas homogéneos
d K
—W(z) — A" (z §(x ()t 3.52
7 V() — A = Yol - A)8a) (35
com condigoes de contorno homogeéneas.
A solucao destes problemas é conhecida e dada por
K
W(z) =B(@)V' +B(z) * »_d(z)* AN () (3.53)
k=2

Através deste procedimento, portanto, o problema heterogéneo é
resolvido de forma idéntica ao problema homogéneo e a heterogeneidade é inserida

na forma de fonte.



25

3.3 Avaliacao numérica do termo de convolucao

Os resultados apresentados na subsecao (3.1.1) foram obtidos com o
auxilio do Software Wolfram Mathematica 7 e a sua utilizacao evidenciou que, ao
aumentarmos o valor de k£ na expressao (3.25), o céalculo analitico necessario para
encontrarmos a solucao destes problemas anisotropicos se torna inviavel devido ao
grande nimero de operagoes, mais especificamente, de convolucoes, utilizadas para
a obtencao da solucao de forma recursiva. Para explicarmos este fato, considere o
seguinte problema:

d

%‘I’(x) —A¥(z) = Ac¥(x) (3.54)

com condigoes de contorno

W(xo) =g (3.55)

Suponha que

W(x) =) T() (3.56)

k=0
Desta forma,
d 4 4 4
— D W)~ A W) =Ac)  WH(x) (3.57)
k=0 k=0 k=0

Recursivamente, construimos uma solucao para este problema da seguinte maneira:

%lllo(x) —AP%2) =0 (3.58)

com condicoes de contorno do problema original. A solucao LTSy deste problema

isotropico sem fonte é conhecida e dada por:

U0 (x) = B(z)¢ (3.59)

Na segunda recursao, devemos resolver o seguinte sistema:

d

%lIll(:E) — AP (z) = AcP'(2) (3.60)
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com condic¢oes de contorno homogeéneas. A solugao LTSy deste problema isotropico

com fonte é conhecida e dada por:
Ul(x) = B(2)¢+ XeP DX % Ac¥O(x)
x0
= B(x)¢+ X/ eP' " XA WO () dn (3.61)
0

Igualmente, na recursao seguinte, o problema isotropico com fonte descrito por

LW ()~ A () = AW (1) (3.62)

com condigoes de contorno homogéneas tem solucao da forma:

Pi(x) = B(z)é+ XeP' X« Ac¥l ()
= B(2)¢ + Xe? DX % (Ac(B(2)€ + Xe? DX Ac®O(2))]3.63)

Da mesma forma, para k = 3,4 em (3.57) com condi¢oes de contorno nulas, temos
as seguintes solugoes:
T3(x) = B(z)f + XeP' DX« AcP?(z) (3.64)

= B(2)¢ + XeP? X % (Ac(B(z)¢ + XeP' X

(Ac(B(2)¢ + XeP' X!« Ac®()))))

Ui(x) = B(z)¢ +XeP?IX 1« AcW3(2) (3.65)
onde W3 ¢ dado pela expressao (3.64).

Desta maneira, com o aumento do valor de k em (3.57), as operagoes de
convolugao aumentam consideravelmente e os célculos se tornam inviaveis de serem

resolvidos analiticamente.

Por este motivo, neste trabalho, aproximamos o termo

X TAc®® V() por Spline Cibico e procedemos a integracdo por féormula
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de Quadratura Gaussiana. Cabe observar que este procedimento nao influencia na
analiticidade da solucao dada via método LTSy , visto que é utilizado apenas para

aproximacao numeérica das integrais.

Devemos lembrar que, Spline é uma funcao polinomial por partes, em
que, a cada dois pontos (n6s) do dominio, traga-se um polinémio de grau n. Spline
cubico é uma aproximacao que utiliza polinémios ctibicos por partes para interpolar

uma funcao a cada dois pontos. Formalmente, define-se:

Definigao 3.3.1 (Spline Ciubico). Dada uma funcao f(x) definida no intervalo |a, b|
e um conjunto de nos a = xg < 1 < ... < x, = b, definimos um interpolante Spline

Chibico S de f, como uma func¢ao que satisfaz:

1. S € um polinomio cibico, chamado S; em cada subintervalo [x;,x;44],
j=0,1,...,n—1;

2. S(xj) = flz;), j=0,1,...n;

3. Sj+1($j+1) = Sj(Ij+1)7 J=0,1,...n=2;

4' S§+1($j+l) = S§($j+1)7 ] - Oa ]-7 ...,’IZ—2,'

. S;-/+1($j+1) = S],-/(l’j+1), j = O, 1, ,n—2
Conforme descrito por Ruggiero et al. [41], a aproximagao via Spline

Cubico pode ser realizada mediante a escolha de uma das condi¢oes de contorno: a

Natural ou a Restrita, donde:

1. §"(xg) = S”(x,) = 0 (Spline Natural)

2. S'(xg) = f'(xo) e S'(x,) = f'(x,) (Spline Restrito)

Sendo assim, a aproximacao polinomial por Spline Cubico que satisfaz

a condicao de contorno Natural utiliza valores nulos para as derivadas segundas
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nos extremos. Esta aproximagao ¢ inica nos pontos considerados. Por outro lado, a
aproximacao polinomial que faz uso das condicoes de contorno ditas Restritas, requer
o conhecimento das derivadas da funcao em questao nos extremos do intervalo de
aproximacao considerado. Com esta condicao, essa aproximacao polinomial também

é tinica.

Na implementacao do nosso programa recursivo, utilizamos a subrotina
proposta por William H. Press et al, presente em seu livro intitulado 'Numerical
Recipes in Fortran 77: The Art of Scientific Computing", pagina 109, para o calculo
dos Splines Cubicos [42].
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Os resultados deste estudo foram obtidos mediante a implementagao
de um programa em Fortran95 em dupla precisao e executados em um computador
Intel (R), Core (TM), 15-2537M, CPU 1,4GHz, 64bits, 4GB de memoria RAM e
Windows 8 (R). Foram utilizadas as subrotinas do Lapack DGEEV para o célculo de
autovalores e autovetores, DGETRF para fatoracao LU e DGETRS para a resolucao

do sistema linear.

4.1 Problemas em meios homogéneos

Nesta secao, analisamos os resultados referentes ao fluxo escalar de
particulas obtidos mediante a implementacao de um problema de transporte

anisotropico, estacionario e sem fonte externa, descrito por:

0 e 1) + ovils ) = 2

oo 5 /_ p(cos ©)Y(z, p')dp (4.1)

1

Consideramos:

- 0,=0.95 cm™!;

-o=1cem™;
- x9 =1 cm;
-v0)=1 pu>0;
-U(1) =0 p<0;

Simulamos o problema (4.1) considerando diferentes graus de espalhamento, quais

sejam: L = 8,82,299. Os coeficientes [, utilizados em nossas simulagoes
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foram obtidos de [43]. Para calcularmos as integrais de convolugdo presentes
nos problemas com fonte, optamos utilizar o esquema de Quadratura de Gauss
Legendre, considerando 50 pontos. A aproximacio polinomial de X 1AW k=1 (z)
foi realizada através da utilizacao de Splines Cubicos, com as condi¢oes de contorno
Natural e Restrita, e implementada utilizando a subrotina proposta por [42], pagina
109. Testamos estas aproximacoes considerando variados nimeros de pontos que
compunham os splines. Nos resultados que apresentamos abaixo, os Splines Natural

e Restrito foram compostos por 100 pontos.

Neste estudo, apresentamos os dados referentes ao fluxo escalar de

particulas, o qual é definido por:
1

plx) = [ Yz, p)dp (4.2)

—1

Para o calculo do fluxo escalar mediante o programa recursivo proposto, utilizamos
como critério de parada a convergéncia de ¢(z), dado por (4.2), impondo uma
tolerancia de 107! em sua aproximacao. J4 para o calculo do erro na aproximacao

do fluxo escalar, utilizamos a féormula do erro relativo, dada por:

pc(x) — dr(z)
pc(x)

& = (4.3)

onde ¢, é o erro relativo, ¢c(x) sao os resultados para o fluxo escalar de particulas
obtidos através da execucao do programa que resolve a equagao do transporte pelo
método LTSy Classico (CLASSICO) e ¢r(x) sdo os resultados para o fluxo escalar
obtidos na implementagao do programa Recursivo proposto nesta dissertagao e que
utiliza Spline Natural (S.NATURAL) ou Restrito (S.RESTRITO) na interpolac¢ao

polinomial.

Os dados obtidos através das simulacoes realizadas nos programas classico e o

recursivo foram comparados e os resultados dispostos em forma de tabelas.

A seguir, apresentamos os resultados para o fluxo escalar ¢(x)

considerando graus de anisotropia L = §,82,299; valores de quadratura N =
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40, 100, 200, 300, 400, e analisados no inicio, no meio e no final da placa; ou seja,

em: r =0, z =0.5 e x = 1, separadamente.

METODO

ERRO APROXIMAGCAO(s,)

RECURSIVO

L N CLASSICO
S. NATURAL S. RESTRITO | S. NATURAL S. RESTRITO
$(0) $(0)
40  1.2915273553E+00  1.2915276697E+00  1.2915273522E+00 | 2.4349690980E-07  2.4071267539E-09
8 100 1.2916070469E-+00  1.2916080710E+00  1.2916070144E-+00 | 7.9290242539E-07  2.5155963758E-08
300  1.2916202887E+00  1.2916231654E+00  1.2916199116E+00 | 2.2271852379E-06  2.9195750738E-07
100  1.2287489257E+00  1.2287522418E-+00  1.2287488300E+00 | 2.6987093705E-06  7.7869699880E-08
82 200 1.2287679186E+00  1.2287750641E+00  1.2287674058E+00 | 5.8151904702E-06  4.1731955423E-07
300 1.2287713743E+00  1.2287813781E+00  1.2287701502E+00 | 8.1412754310E-06  9.9620602791E-07
300  1.1933322860E-+00  1.1933632184E+00  1.1933289931E-+00 | 2.5921094815E-05  2.7593606816E-06
299 400 1.1933380368E4+00  1.193377T4247E+00  1.1933316857E+00 | 3.3006417003E-05  5.3221413999E-06
Tabela 4.1: Fluxo escalar em © =0
METODO ERRO APROXIMAGCAO(s,)
) RECURSIVO
L N CLASSICO S.NATURAL S.RESTRITO | S.NATURAL S.RESTRITO
#(0.5) #(0.5)

40 9.2329159545E-01  9.2320158297E-01  9.2329159567E-01 | 1.3523513001E-08  2.3578691852E-10

8 100 9.2327027685E-01  9.2327025376E-01  9.2327027959E-01 | 2.5013446873E-08  2.9680128054E-09

300  9.2326697453E-01  9.2326693980E-01  9.2326700099E-01 | 3.7612491250E-08  2.8659696169E-08

100 9.2023603323E-01  9.2023594594E-01  9.2023604398E-01 | 9.4857717894E-08  1.1682343059E-08

82 200 9.2023250429E-01  9.2023238249E-01  9.2023255589E-01 | 1.3235613657E-07  5.6077826817E-08

300  9.2023186233E-01  9.2023173294E-01  9.2023196852E-01 | 1.4060208980E-07  1.1540061622E-07

Jgo 300  0.1750704930E-01  0.1759801032B-01  9.1759781532E-01 | 6.6496332108E-08  1.4602004631E-07

400  9.1759770636E-01  9.1759777515E-01  9.1759746788E-01 | 7.4966390471E-08  2.5989552105E-07

Tabela 4.2: Fluxo escalar em z = 0.5
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METODO ERRO APROXIMAGCAO(s,)
) RECURSIVO
L N CLASSICO S.NATURAL S.RESTRITO | S.NATURAL S.RESTRITO
#(1) #(1)

40  6.0592790153E-01  6.0502714414E-01  6.0592791804E-01 | 1.2499642583E-06  2.7258682098E-08

8 100 6.0583345020E-01  6.0583105514E-01  6.0583370834E-01 | 3.9681910852E-06  4.1122432608E-07
300  6.0581776198E-01  6.0581209988E-01  6.0582068101E-01 | 9.3462205870E-06  4.8183156984E-06
100  6.6146496443E-01  6.6145745129E-01  6.6146573845E-01 | 1.1358341890E-05  1.1701564476E-06

82 200 6.6144548757E-01  6.6143075483E-01  6.6144995370E-01 | 2.2273563028E-05  6.7520744595E-06
300 6.6144194305E-01  6.6142306577E-01  6.6145192098E-01 | 2.8539581160E-05  1.5098733068E-05
sop 300  6.8968560447E-01  6.8962808955E-01  6.8971958522E-01 | 8.2088008976F-05  4.9269918715E-05
400  6.8968156135E-01  6.8961430405E-01  6.8974276259E-01 | 9.7388857866E-05  8.8738399304E-05

Tabela 4.3: Fluxo escalar em z = 1

Apos andlise dos fluxos escalares calculados na execucao do programa
Classico e do programa Recursivo e apresentados nas tabelas acima, se verifica que
foi possivel reconstruir a solugao LTSy de problemas anisotropicos de variados graus
através da recorréncia de solugoes LTSy de problemas isotropicos. Nos exemplos
acima, a precisao para a aproximacao do fluxo escalar variou entre 107> e 1078
quando interpolamos o fluxo utilizando Spline Natural e entre 1075 e 107!° quando

utilizamos Spline Restrito para interpolacao do fluxo escalar.

Os valores do fluxo escalar ¢(z) obtidos através da implementagao do
programa Recursivo e satisfazendo tolerancia imposta de 107!, convergiram apos
26 recursoes quando consideramos L = 8, ap6s 33 recursoes considerando L = 82 e

44 recursoes para grau de anisotropia 299.

A seguir, apresentamos alguns graficos que buscam mostrar o
comportamento das aproximagoes do fluxo escalar ¢(z) para o problema descrito em
(4.1) e calculadas via programa Recursivo. O comportamento destas aproximagoes

foram comparados com o fluxo escalar calculado via método Classico (LTSy ).
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Primeiramente, apresentamos graficos que ilustram o comportamento
da convergéncia do fluxo escalar ¢(x) considerando N = 40, L = 8 e spline composto

por 100 pontos.

2 T T T T T T T T T
‘ : : : : : | —v— Recursdo 0
18 ] e Recursdo 1 |7
~~~~~ Recursao 2
1o e .| —*— Recursédo 14|]
—&— LTSn |

Fluxo Escalar

"0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Dominio

Figura 4.1: Fluzo Escalar N = 40, L =8, Spline Natural(100 pontos).

2 T T T T T T T T T
: ‘ : : : ; | —v— Recursédo 0
L8 —e— RecUrs@o 1]
~~~~~ Recurséo 2
Lo % Recursdo 141
: —O6— LTSn |

Fluxo Escalar

0.4 | | | | | | | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Dominio

Figura 4.2: Fluzo Escalar N = 40, L = 8, Spline Restrito(100 pontos).
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Os graficos apresentados em seguida ilustram o comportamento da
convergéncia do fluxo escalar calculado mediante a execucao do programa recursivo

para o caso em que N = 100, grau de anisotropia 82 e spline composto por 100

pontos.
2 T T T T T T T T T
: ‘ ‘ : ‘ ‘ | —<— Recurséo 0
L8 —e— RecUrs@o 1]
~~~~~ Recurséo 2
Lo % Recursdo 17
514‘ B —©&— LTSn |
S 1L ‘ ‘ ‘ : : ‘ ‘ : ‘
O 5
n D
LIJ >
o
x
=
LL
Il Il Il Il Il Il Il Il

0.4 : >
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Dominio

Figura 4.3: Fluzo Escalar N = 100, L = 82, Spline Natural(100 pontos).
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Figura 4.4: Fluzo Escalar N = 100, L = 82, Spline Restrito(100 pontos).

Finalizando, apresentamos resultados graficos de ¢(x) para o caso em

que N = 300, L = 299 e spline composto por 100 pontos.

2 T T T T T T T T T
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Dominio

Figura 4.5: Fluzo Escalar N = 300, L = 299, Spline Natural(100 pontos).
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Figura 4.6: Fluzo Escalar N = 300, L = 299, Spline Restrito(100 pontos).

Os gréficos acima nos mostram uma significativa aproximacao entre o resultado
obtido na iteracao 0 - que calcula a solucao LTSy do problema isotropico sem fonte
- e o resultado obtido na iteracao 1, onde se inicia a correcao da anisotropia do
problema original através do termo fonte. Este fato ocorre tanto na utilizacao de
Splines Natural quanto Restrito. E possivel verificar também, em todos os casos,
que entre a segunda e a ultima iteragoes, a ordem de aproximacao entre as solugoes
recursivas fica cada vez menor e a analise da convergéncia das solugoes torna-se

impossivel de ser realizada a olho nu.

A seguir, apresentamos resultados de simulagoes numéricas obtidos
com o intuito de descrever as particularidades acerca da utilizacao dos Splines
Natural e Restrito na implementacao de nossos testes. Para isso, diversas simulacoes

numéricas do problema descrito em (4.1) foram realizadas.

Primeiramente, buscamos descobrir se existe relacao entre a tolerancia
imposta e o nimero de recursoes necessarias para obtermos convergéncia dos fluxos

escalares calculados via recursao, mantendo uma mesma ordem para o erro de
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aproximacao do fluxo escalar. Verificamos que ha relacao entre estes dois critérios.
Nos testes realizados para obtengao dos resultados expostos nas tabelas (4.1- 4.3),
por exemplo, é necessario impor uma tolerancia de apenas 10~% para mantermos a
mesma ordem para o erro de aproximacao do fluxo escalar ¢(x), como nos mostra a

tabela abaixo:

Recursoes
L tol107® tol 1071
8 14 26
82 17 33
299 21 44

Tabela 4.4: Relacao entre Anisotropia e Nimero Recursoes

Esta constatacao implica, portanto, na significativa reducao do tempo de execucao
necessario para atingir a convergéncia imposta. Verificou-se, ainda, que o nimero
de iteracoes necesséarias para a convergéncia de ¢(x), fixados grau de anisotropia e
tamanho de xp, nao sofre influéncia do tipo de spline utilizado, nem do ntimero de

pontos que compoe cada spline ou da ordem de quadratura utilizada.

Em nossos testes, buscamos verificar, também, a relacao existente entre
o erro de aproximacao do fluxo escalar e o nimero de pontos que compoe o spline. A
tabela a seguir apresenta resultados das aproximagoes para ¢(x) considerando grau
de anisotropia L = 82, diferentes valores de quadratura e interpolagao polinomial

via Spline Natural e Restrito, com 300 pontos.
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METODO ERRO APROXIMAGCAO(s,)
) RECURSIVO
L N CLASSICO S.NATURAL S.RESTRITO | S.NATURAL  S.RESTRITO
#(0) #(0)
100 1.2287489257E+00  1.2287490811E100  1.2287489250E+00 | 1.2647862925E-07  6.2199035509E-10
200 1.2287679186E 100 1.2287682931E100 1.2287679148E 00 | 3.0483076937E-07  3.0410462155E-09
300  1.2287713743E100  1.2287719702E+00  1.2287713644E400 | 4.8492356066E-07  8.0410972019E-09
#(0.5) #(0.5)
100 9.2023603323E-01  9.2023602044E-01  9.2023603328E-01 | 4.1208276076E-09  5.6065997712E-11
82 200  9.2023250429E-01  9.2023249754E-01  9.2023250467E-01 | 7.3301550938E-09  4.1046374050E-10
300 9.2023186233E-01  9.2023185314E-01  9.2023186341E-01 | 9.9854855074E-09  1.1817260995E-09
5(1) 5(1)
100 6.6146496443E-01  6.6146462545E-01  6.6146496942E-01 | 5.1248129716E-07  7.5370022593E-09
200  6.6144548757E-01  6.6144466803E-01  6.6144552818E-01 | 1.2300196387E-06  6.1392749304E-08
300  6.6144194305E-01  6.6144066265E-01  6.6144206784E-01 | 1.9357637393E-06  1.8866395204E-07

Tabela 4.5: Fluxo escalar 300 pontos spline, L = 82

Apos comparagao entre os dados apresentados nas tabelas (4.1- 4.3) e (4.5), inferimos
que o aumento do nimero de pontos no spline utilizado na interpolacao polinomial
ocasiona uma melhor aproximagao dos resultados referentes ao ¢(z). Esta melhora
na aproximacao ¢ da ordem de 1072 quando se trata da utilizacao do Spline Natural
e da ordem de 1073 relativo ao uso do Spline Restrito. Cabe registrar, porém, que o
aumento de pontos no spline ocasiona lentidao na execucao do programa - levando
até 10 minutos para completar as simulacoes - principalmente para altos valores de
N. Este fato nos mostrou que, na pratica, nesses casos, o aumento do ntimero de
pontos no spline nao é viavel devido ao tempo computacional exigido no calculo do

fluxo em relacao a precisao da aproximacao resultante deste aumento.

Por fim, verificamos a relacao existente entre o erro na aproximacao
do fluxo escalar e a quantidade de pontos necesséirios em cada spline afim de se
atingir um determinado erro definido a priori. Em nossas simulagoes, fixamos
valores de quadratura e graus de anisotropia e consideramos trés diferentes valores

para o dominio. Como critério na comparacao dos resultados, estabelecemos uma

ordem de 107, ou menor, para o erro obtido na aproximacao dos fluxos. Este
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erro na aproximacao foi calculado no inicio, no meio e no final de cada placa,
respectivamente. Apresentamos, abaixo, os resultados obtidos no caso em que
N = 100, L = 82 e tolerancia de 10~® para convergéncia do fluxo calculado

recursivamente. Consideramos trés tamanhos para as placas: 0.1 cm, 1 ¢cm e 10

cim.
ERRO APROXIMAGCAO(s,)
N L 2z PONTOS
=0 T =xo/2 T =z
0.1 6 5.8155778995E-06  1.0582771540E-05  4.1636796278E-05
100 82 1 50 1.7622507688E-05  5.8040829497E-07  6.7727658597E-05
10 500 1.1237714041E-05  6.4868315161E-07  6.1532281846E-05

Tabela 4.6: Aproximacao Fluxo escalar - Tol. 10~® - Spline Natural

ERRO APROXIMAGAO(s,)
N L z9 PONTOS
z=0 T =xo/2 T =0
0.1 6 1.2345003011E-06  3.5509118490E-06  1.0868413044E-05
100 82 1 40 3.0042417232E-06  5.6080695430E-07  4.8564119736E-05
10 350 1.7349395786E-06  4.1315030606E-07  7.2515863073E-05

Tabela 4.7: Aproximacao Fluxo escalar - Tol. 10~® - Spline Restrito

Esses resultados nos inferem que, para placas grandes - em especial, a interpolagao
polinomial utilizando Spline Restrito é mais apropriada, visto que garante a mesma

ordem de aproximacao do fluxo escalar necessitando de menos pontos.

4.2 Problemas em meios heterogéneos

Nesta secao, apresentamos os resultados obtidos para o fluxo escalar
¢(z) de particulas mediante a implementa¢ao do método recursivo para problemas
heterogéneos envolvendo duas regioes homogéneas. Apresentamos, também, os
resultados da comparacao de ¢(x) com os dados obtidos na execugao do programa

LTSy classico para multiregiao.

Graficamente, representamos estes problemas por:
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Figura 4.7: Dominio dividido em 2 regioes.

Problema 1: Regiao 1 Isotropica e Regido 2 Anisotropica com L? = 8; xy = 2;

ol =05;02=0.9; 0} =02 =1; N =40; ¢¥1(0) = 10 e 1»(2) = 0.

. FLUXO ESCALAR
METODO
#(0) o(1) $(2)
CLASSICO 1.1708578117TE+01  3.0435959687E+00  1.7846481274E+00
RECURSIVO | 1.1708575260E4-01  3.0435739951E4-00  1.7845642743E+00
APROX. ‘ 2.4405515091E-07 7.2196179275E-06 4.6985793453E-05

Tabela 4.8: Aprox. ¢(z) - Dominio Heterogéneo N =40, L' =0 e L* =8

Problema 2: Regido 1 Anisotropica com L' = 82 e Regido 2 Anisotropica com

[*=8x0=20=05;02=0.9; 0! =02 =1; N =100; 91(0) = 10 e ¢»(2) = 0.

. FLUXO ESCALAR
METODO
#(0) o(1) $(2)
CLASSICO 1.0775730437E+01  3.9033232975E+400  2.3286056177E+00
RECURSIVO | 1.0775721085E4-01  3.9032862864E+4-00  2.3285314848E+-00
APROX. ‘ 8.6787320404E-07 9.4819642978E-06 3.1835740985E-05

Tabela 4.9: Aprox. ¢(x) - Dominio Heterogéneo N = 100, L' =82 e L? =8

De acordo com os dados apresentados nas tabelas acima, podemos afirmar
que foi possivel reconstruir a solucao ¢(z) de problemas heterogéneos mediante

a implementacao do programa recursivo proposto, resolvendo, para este fim,
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apenas problemas homogéneos e inserindo a heterogeneidade no termo de fonte.
Destacamos, aqui, que a implementacao do programa recursivo em meio homogéneo
foi facilmente estendida para meios heterogéneos mediante pequeno ajuste na

subrotina que calcula as integrais de convolucao.
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5 CONCLUSAO

Nessa dissertacao, utilizamos o método recursivo para construcao
hierarquica da solugao LTSy de equacodes Sy de transporte anisotropicas partindo
da solugao LTSy de equagoes Sy isotropicas. Utilizamos, ainda, este mesmo
procedimento recursivo na resolucao de problemas de transporte em meios
heterogéneos. Destacamos que a motivagao para esta construgao foi a generalizagao
do método recursivo na resolugao de equacoes anisotropicas de transporte nas formas

integral e integro-diferencial.

Analisando os resultados numéricos obtidos mediante simulacao
numeérica do método recursivo para problemas anisotropicos em uma regiao,
constatou-se que o nimero de recursoes necessarias para atingirmos a precisao
desejada depende apenas do grau de anisotropia, nao havendo relagao com o niimero
de direcoes discretas utilizadas na resolucao do problema. Cabe, ainda, destacar a
simplicidade de implementacao computacional do método recursivo para a resolugao
de problemas heterogéneos, sendo necessario apenas uma pequena modificacao
no calculo das integrais de convolucao no algoritmo implementado para o caso
homogéneo. Observamos que, para a resolucao de problemas heterogéneos na forma
LTSy classica faz-se necessario a determinacao do fluxo angular em cada uma das
placas, o que demanda a avaliacao dos autovalores em cada regiao, bem como o
acoplamento das interfaces através da continuidade de fluxo para a aplicacao das
condicoes de contorno. E nesse ponto que o método recursivo proposto apresenta
vantagem, visto que calcula o fluxo angular uma tnica vez, na qual considera-se

toda a placa.

Como sugestao de trabalho futuro, sugere-se o aprimoramento do
algoritmo desenvolvido substituindo a interpolacao polinomial via Spline Cibico

por aproximantes de Padé, por exemplo.
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Como proposta de seguimento deste estudo, destacamos a utilizacao do
método recursivo na resolucao de problemas sem simetria azimutal. A formulagao
LTSy classica segue a decomposicao de Chandrasekhar aplicada a dependéncia
azimutal do fluxo angular. Os coeficientes desta decomposicao sao solucoes
de problemas anisotropicos com simetria azimutal. Desta forma, necessitamos
encontrar os autosistemas para a resolucao de cada um desses problemas. Nossa
ideia, ¢ a utilizacao do método recursivo para resolucao dos problemas com
simetria azimutal provenientes da decomposicao de Chandrasekhar. Desta forma,
os autovalores serao calculados uma tnica vez, sendo que as solugoes dos outros
problemas com simetria azimutal serao obtidas através da primeira mediante o

processo recursivo proposto nessa dissertacao.

Por fim, enfatizamos que esse estudo revela a generalidade do método
recursivo apresentado para a resolucao da equacao de transporte de particulas

neutras tanto em sua forma integral quanto integro-diferencial.
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