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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um esquema re
ursivo visando a


onstrução hierárqui
a da solução LTS

N

de problemas anisotrópi
os a partir da

solução de problemas isotrópi
os. A ideia prin
ipal deste esquema é a de
omposição

da matriz LTS

N

anisotrópi
a, asso
iada ao problema, 
omo uma soma de duas

matrizes na qual uma delas 
ontém a parte isotrópi
a e a outra a parte anisotrópi
a

do problema. A matriz que 
ontém a parte anisotrópi
a é 
onsiderada 
omo

fonte no problema isotrópi
o. A resolução deste problema é realizada através da

de
omposição do �uxo angular 
omo uma série trun
ada de funções intermediárias,

posteriormente substituída na equação isotrópi
a 
om fonte. Em seguida, resolvemos

este problema 
onstruindo um 
onjunto re
ursivo de problemas isotrópi
os que

são fa
ilmente resolvidos pelo método LTS

N

. Nessa dissertação, apli
amos esse

método re
ursivo na resolução de problemas anisotrópi
os em regiões homogêneas e

heterogêneas. Os resultados numéri
os obtidos são apresentados e 
omparados 
om

a solução LTS

N

anisotrópi
a 
lássi
a.
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ABSTRACT

In this work, we present a re
ursive s
heme targeting the hierar
hi
al


onstru
tion of anisotropi
 LTS

N

solution from the isotropi
 LTS

N

solution. The

main idea relies in the de
omposition of the asso
iated LTS

N

anisotropi
 matrix as

a sum of two matri
es in whi
h one matrix 
ontains the isotropi
 and the other

anisotropi
 part of the problem. The matrix 
ontaining the anisotropi
 part is


onsidered as the sour
e of the isotropi
 problem. The solution of this problem is

made by the de
omposition of the angular �ux as a trun
ated series of intermediate

fun
tions and repla
e in the isotropi
 equation. After the repla
ement of these into

the split isotropi
 equation, we 
onstru
t a set of isotropi
 re
ursive problems, that

are readily solved by the 
lassi
 LTS

N

isotropi
 method. We apply this methodology

to solve problems 
onsidering homogeneous and heterogeneous anisotropi
 regions.

Numeri
al results are presented and 
ompared with the 
lassi
al LTS

N

anisotropi


solution.
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1 INTRODUÇ�O

A equação de transporte de partí
ulas des
reve a distribuição espa
ial,

dire
ional e energéti
a de partí
ulas em meios materiais. Existem mais de uma

forma de es
rever a equação de transporte de partí
ulas neutras. Dentre elas,

a formulação integro-diferen
ial é, sem sombra de dúvida, a mais utilizada nas

apli
ações de transporte de nêutrons e transferên
ia radiativa, porém a formulação

integral também é bastante empregada [1℄.

Existem na literatura diversas soluções analíti
as para aproximações

da equação de transporte de partí
ulas em sua formulação integro-diferen
ial, tais


omo o método das ordenadas dis
retas (S

N

) [2℄ e a aproximação dos esféri
os

harm�ni
os (Pn) [1℄, entre outras. O 
onjunto de equações S

N

é uma aproximação


lássi
a da equação de transporte e foi desenvolvida por Chandrasekhar no estudo

de transferên
ia radiativa em atmosferas estelares na dé
ada de 60 [2℄. A ideia


entral desta aproximação é a avaliação do termo integral da equação de transporte

de partí
ulas por Quadratura Gaussiana e posterior apli
ação do método da


olo
ação no 
onjunto de direções dis
retas, as mesmas usadas na quadratura. Deste

pro
edimento, resulta um 
onjunto de equações diferen
iais nas variáveis espa
iais.

Dentre os métodos existentes para resolução analíti
a da aproximação S

N

da equação

de transporte de partí
ulas neutras, en
ontra-se o método LTS

N

, desenvolvido por

Vilhena et al. na dé
ada de 90 [3℄. A ideia prin
ipal do método LTS

N


onsiste

na apli
ação da Transformada de Lapla
e no 
onjunto de equações S

N

, resultando

num sistema de equações dependentes do parâmetro 
omplexo "s". Tal sistema é

resolvido para o �uxo transformado realizando a Transformada Inversa de Lapla
e,

obtendo-se, 
om este pro
edimento, uma expressão analíti
a para a solução das

equações S

N

.
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O método LTS

N

tem sido apli
ado para uma 
lasse abrangente

de problemas, dentre os quais 
itamos: problemas unidimensionais em meios

homogêneo [4℄ e heterogêneos [5℄; problemas envolvendo modelo de multi-grupo de

energia [6℄ e meio 
omposto por dois materiais em sistema de mistura aleatória

[7℄. Desta
a-se, também, a utilização deste método em problemas envolvendo

elevada ordem de quadratura e grandes espessuras [8, 9℄ e 
uja resolução utiliza

mudança de variável e apli
ação da té
ni
a da diagonalização [10℄ para inversão

da matriz asso
iada, eliminando o problema de over�ow para grandes domínios.

Para problemas 
ujo N é inteiro, Bonenberger [11℄ bus
ou estudar a in�uên
ia

da singularidade existente na direção µ = 0 no 
omportamento da solução,

apresentando um estudo da solução para N ímpar. Já Marona et al [12℄ investigaram

problemas 
uja razão de espalhamento é igual a 1; situações nas quais a equação de

transporte unidimensional apresenta dois autovalores que se en
ontram no in�nito.

Desta forma, a formulação LTS

N

não pode ser apli
ada visto que, nestes 
asos, a

matriz asso
iada apresentará dois autovalores nulos e não pode ser diagonalizada.

Para 
ontornar este problema, Marona et. al utilizaram a de
omposição de S
hur e a

expansão de Heavside para inversão da matriz simbóli
a asso
iada ao método LTS

N

.

Ainda, problemas 
om dependên
ia temporal [13, 14, 15, 16℄, já foram resolvidos

pelo método LTS

N

. Para resolução deste tipo de problema, Tomas
hewski [13℄

apli
a a transformada de Lapla
e na variável temporal transformando o sistema

de equações diferen
iais par
iais em um sistema de equações diferen
iais ordinárias

na variável espa
ial. A solução analíti
a destes problemas foi, então, en
ontrada

pelo método LTS

N

. Problemas 
om ou sem simetria azimutal [17, 18℄ e problemas


onsiderando geometria 
artesiana multidimensional (2D e 3D) [19, 20, 21℄ bem


omo para domínio 
onvexo [22℄ também são resolvidos utilizando o método LTS

N

.

Este método de resolução da equação de transporte também já foi utilizado em

problemas de engenharia nu
lear, 
omo, por exemplo, o 
ál
ulo de 
riti
alidade

[23, 24℄, a equação S

N

de 
inéti
a de transporte dependente do tempo [25℄ e em

problemas de transferên
ia radiativa [26℄, bem 
omo a solução do problema não
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linear radiativo-
ondutivo [27℄ e problemas que 
onsideram o 
oe�
iente de albedo


om dependên
ia espa
ial [28℄. É de fundamental importân
ia desta
ar, ainda,

os resultados obtidos por Pazos e Vilhena [29, 30℄ em seus estudos a
er
a da


onvergên
ia da solução LTS

N

, os quais provaram que, à medida que N 
res
e a

solução LTS

N

se aproxima da solução exata de Case [31℄.

Por outro lado, a formulação analíti
a para a solução da aproximação

S

N

da equação de transporte de partí
ulas em geometria 
ilíndri
a, pelo método

LTH

N

, é restrita apenas a problemas isotrópi
os e linearmente anisotrópi
os. Para

maiores informações sobre os avanços nesta direção ver o trabalho de Gonçalves et

al. [32℄. Cumpre observar, ainda, que existe solução analíti
a para a forma integral

da equação de transporte em geometria 
ilíndri
a, porém, apenas para problemas


om espalhamento isotrópi
o. Em sua tese de doutorado, Fernandes [33℄ resolve

o problema de transporte anisotrópi
o representado na forma integral de maneira

re
ursiva, a partir de um 
onjunto de equações de transporte integrais isotrópi
as,

onde a anisotropia é introduzida 
omo termo fonte.

Com o objetivo de apresentar uma metodologia para resolver problemas

anisotrópi
os, tanto na formulação integro-diferen
ial quanto integral, apli
amos,

nesse trabalho o método re
ursivo proposto por Fernandes [33℄ para a resolução

de problemas anisotrópi
os na formulação integro-diferen
ial. Mais ainda, aqui

damos um passo adiante, apli
ando esta ideia de pro
esso re
ursivo para en
ontrar a

distribuição de partí
ulas em um meio heterogêneo, formado por pla
as homogêneas,

evitando assim o uso de a
oplamento das regiões homogêneas usando hipótese de


ontinuidade de �uxo entre as pla
as homogêneas. O número de equações resolvidas

de forma re
ursiva é es
olhido de modo a obter a pre
isão desejada para os resultados.

A �m de 
umprir o objetivo proposto, esse estudo está organizado da

seguinte maneira: no Capítulo 2, des
revemos a estrutura e o desenvolvimento do

método LTS

N

, o qual en
ontra uma solução analíti
a para a aproximação S

N

da

equação de transporte. No Capítulo 3, apresentamos e des
revemos uma proposta
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de 
onstrução da solução LTS

N

de um problema anisotrópi
o genéri
o a partir de

um sistema re
ursivo de soluções LTS

N

de problemas isotrópi
os. Em seguida,

tomando N = 2 em um problema anisotrópi
o, exempli�
amos o pro
esso re
ursivo

de 
onstrução da solução LTS

N

. No 
apítulo 4, apresentamos resultados obtidos

mediante a implementação de um programa em Fortran95, o qual re
onstitui a

solução LTS

N

de problemas anisotrópi
os homogêneos e heterogêneos de maneira

re
ursiva. Essas informações foram 
omparadas 
om os dados obtidos pela exe
ução

de um programa que resolve problemas anisotrópi
os de maneira 
lássi
a e os

resultados de nossa análise apresentados em forma de tabelas e grá�
os. Por �m, no


apítulo 5, apresentamos as 
on
lusões desse estudo e as propostas para trabalhos

futuros.
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2 O MÉTODO LTS

N

Neste 
apítulo, bus
amos des
rever de forma su
inta a estrutura e o

desenvolvimento do método LTS

N

ao longo de quase três dé
adas de estudos [3, 34,

4, 10, 35, 9℄. Este método, proposto para resolução da aproximação S

N

da equação

de transporte, pode ser des
rito através de três etapas, quais sejam: (i) apli
ação da

transformada de Lapla
e nas equações S

N

; (ii) inversão analíti
a da matriz simbóli
a

e (iii) resolução do sistema linear resultante.

2.1 Formulação LTS

N


lássi
a

A �m de des
revermos o método LTS

N

, 
onsideramos a equação de

transporte linear unidimensional, monoenergéti
a, esta
ionária e 
om simetria

azimutal dada por:

µ
∂

∂x
ψ(x, µ) + σtψ(x, µ) =

σs
2

∫ 1

−1

p(cosΘ)ψ(x, µ′)dµ′ +Q(x, µ), (2.1)


om 
ondições de 
ontorno

ψ(0, µ) = f(µ) se µ > 0, (2.2)

ψ(x0, µ) = g(µ) se µ < 0, (2.3)

onde f(µ) e g(µ) são os �uxos angulares in
identes na fronteira do domínio.

Na equação des
rita em (2.1) temos que:
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x é a variável espa
ial perten
ente a [0, x0];

µ = cos θ onde θ é o ângulo polar, portanto µ ∈ [−1, 1];

ψ(x, µ) é o �uxo angular de partí
ulas em x na direção de µ;

p(cosΘ) é a função de espalhamento, onde Θ é o ângulo formado pela direção

de movimento da partí
ula antes da iteração e o ângulo resultante

após a iteração;

Q(x, µ) é uma fonte externa;

σt é a seção de 
hoque ma
ros
ópi
a total;

σs é a seção de 
hoque ma
ros
ópi
a de espalhamento isotrópi
o.

Neste trabalho, primeiramente, assumimos que a função de

espalhamento pode ser aproximada por uma série trun
ada em polin�mios de

Legendre, ou seja:

p(cosΘ) =

L
∑

ℓ=0

βℓPℓ(cosΘ), β0 = 1 (2.4)

E, utilizando o teorema da adição para polin�mios de Legendre [18℄, rees
revemos

(2.4) 
omo:

p(cosΘ) =

M
∑

m=0

L
∑

ℓ=m

βm
ℓ P

m
ℓ (µ′)Pm

ℓ (µ) cosm(ϕ− ϕ′) (2.5)

onde ϕ é o ângulo azimutal formado 
om um ângulo de referên
ia ϕ′
, Pm

ℓ (µ) são

funções asso
iadas de Legendre 
om

βm
ℓ =

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
βℓ. (2.6)

Por estarmos 
onsiderando que o �uxo angular de partí
ulas possui simetria

azimutal, tomamos M = 0 em (2.5), donde, substituindo (2.5) em (2.1) resulta

em:

µ
∂

∂x
ψ(x, µ) + σtψ(x, µ) =

σs
2

∫ 1

−1

L
∑

ℓ=0

βℓPℓ(µ
′)Pℓ(µ)ψ(x, µ

′)dµ′ +Q(x, µ). (2.7)
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Em seguida, para obtermos a aproximação S

N

asso
iada à equação de transporte

(2.7), aproximamos o seu termo integral por quadratura de Gauss-Legendre de ordem

N . Es
revemos, então:

∫ 1

−1

p(cosΘ)ψ(x, µ′)dµ′ ≈

L
∑

ℓ=0

βℓ

N
∑

k=1

ωkPℓ(µk)Pℓ(µ)ψ(x, µk) (2.8)

onde µk são as raízes do polin�mio de Legendre, ordenadas de forma de
res
ente:

−1 < µN < . . . < µN
2
+1 < 0 < µN

2
< . . . < µ1 < 1,


omN par, e os ωk são os respe
tivos pesos da quadratura de Gauss-Legendre, dados

por:

ωk =

∫ 1

−1

N
∏

j=1,k 6=j

(µ− µj)

(µk − µj)
dµ. (2.9)

Posteriormente, apli
amos o método da 
olo
ação na variável µ 
onsiderando a

função Delta de Dira
 δ(µ − µn) 
omo a função teste e as raízes do polin�mio

de Legendre de grau N 
omo os pontos de 
olo
ação. Desta forma, o sistema de

equações S

N

asso
iado à equação de transporte unidimensional em uma pla
a plana,

é dado por:

µn
d

dx
ψn(x) + σtψn(x) =

σs
2

L
∑

ℓ=0

βℓ

N
∑

k=1

ωkPℓ(µk)Pℓ(µn)ψk(x) +Qn(x), (2.10)


om as 
ondições de 
ontorno dadas por:

ψn(0) = fn, se µn > 0, (2.11)

ψn(x0) = gn, se µn < 0. (2.12)

Matri
ialmente, es
revemos (2.10) 
omo:

d

dx
Ψ(x)−AΨ(x) = Q(x), (2.13)
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onde A é uma matriz quadrada de ordem N de�nida por:

aij =







−σt

µi
+

σsωj

2µi

∑L
ℓ=0 βℓPℓ(µi)Pℓ(µj) se i = j

σsωj

2µi

∑L
ℓ=0 βℓPℓ(µi)Pℓ(µj) se i 6= j

, (2.14)

e o vetor Q(x) de ordem N é de�nido por:

Q(x) =

[

Q1(x)

µ1
, . . . ,

QN(x)

µN

]T

. (2.15)

Ainda, o vetor �uxo angular de partí
ulas é de�nido por:

Ψ(x) =





Ψ1(x)

Ψ2(x)



 =





























Ψ1(x)
.

.

.

ΨN/2(x)

ΨN/2+1(x)
.

.

.

ΨN(x)





























, (2.16)

onde Ψ1(x) e Ψ2(x) são sub-vetores do vetor �uxo angular Ψ(x), 
ada um de ordem

N/2. O vetor Ψ1(x) 
ontém os �uxos das direções positivas de µ e o vetor Ψ2(x)

os �uxos das direções negativas de µ. Utilizando esta notação, rees
revemos as


ondições de 
ontorno 
omo:

Ψ1(0) =











f1
.

.

.

fN/2











e Ψ2(x0) =











gN/2+1

.

.

.

gN











. (2.17)

A resolução do problema des
rito por (2.10) via método LTS

N

se dá

apli
ando Transformada de Lapla
e na variável espa
ial das equações diferen
iais

ordinárias representadas pelo sistema matri
ial (2.13). Deste pro
edimento,

obtém-se um sistema linear deN equações eN in
ógnitas, dependentes do parâmetro

s, dadas por:

(sI −A)Ψ̄(s) = Ψ(0) + Q̄(s), (2.18)
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em que Ψ̄(s) = L[Ψ(x)] e Q̄(s) = L[Q(x)] são as transformadas de Lapla
e, s é um

parâmetro 
omplexo e I uma matriz identidade de ordem N . Resolvendo a equação

(2.18) para o �uxo angular transformado de partí
ulas, obtemos:

Ψ̄(s) = (sI −A)−1Ψ(0) + (sI −A)−1Q̄(s). (2.19)

Em seguida, apli
ando a transformada inversa de Lapla
e em (2.19), obtemos o �uxo

angular transformado Ψ(x):

Ψ(x) = B(x)Ψ(0) +H(x), (2.20)


om

B(x) = L−1[(sI −A)−1] (2.21)

e o vetor H(x) de�nido por:

H(x) = B(x) ∗Q(x) =

∫ x

0

B(x− ξ)Q(ξ)dξ, (2.22)

onde o sinal ∗ representa a 
onvolução matri
ial.

A igualdade (2.20) nos forne
e uma expressão para a solução analíti
a

do sistema de equações S

N

(2.13). No de
orrer dos estudos a
er
a da inversão

da matriz simbóli
a (sI − A) [34, 37℄, Segatto et al. [10, 38℄ observaram que os

autovalores da matriz LTS

N

são todos simétri
os não-nulos e distintos quando σs 6=

σt. Diante disso, a matriz A é similar ao seu espe
tro, ou seja, pode ser de
omposta


omo:

A = XDX−1, (2.23)

onde D é a matriz diagonal formada pelos autovalores de A, e X a matriz 
ujas


olunas são autovetores asso
iados. Assim,

B(x) = L−1[(sI −A)−1] = L−1[(sXX−1 −XDX−1)−1]. (2.24)
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E, 
olo
ando em evidên
ia a matriz X dos autovetores à esquerda e X−1
à direita,

temos:

B(x) = L−1[(X(sI −D)X−1)−1] = L−1[(X(sI −D)−1X−1)], (2.25)

e 
omo X é uma matriz 
onstante então podemos es
rever,

B(x) = XL−1[(sI −D)−1]X−1. (2.26)

Assim, a matriz simbóli
a (sI − D) é uma matriz diagonal, na qual os di são os

autovalores de A e, portanto, sua inversa é dada por:

(sI −D)−1 =

















1
s−d1

0 · · · 0

0 1
s−d2

· · ·
.

.

.

.

.

. 0
.

.

. 0

0 . . . 0 1
s−dN

















, (2.27)


uja transformada inversa de Lapla
e é dada por:

L−1[(sI −D)−1] =

















ed1x 0 · · · 0

0 ed2x · · ·
.

.

.

.

.

. 0
.

.

. 0

0 · · · 0 edNx

















= eDx. (2.28)

Deste modo, podemos rees
rever a matriz B(x) 
omo:

B(x) = XeDxX−1. (2.29)

Portanto, a solução LTS

N

das equações S

N

dadas em (2.13) é

representada por:

Ψ(x) = B(x)Ψ(0) +H(x) = XeDxX−1Ψ(0) +H(x) (2.30)

Entretanto, somente a parte do vetor Ψ(0) que 
ontém o valor do �uxo angular nas

direções positivas da solução expressa em (2.30) é 
onhe
ida. Portanto, rees
revemos
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esta solução na forma parti
ionada a �m de 
al
ularmos o valor do �uxo angular

das direções negativas Ψ2(0), que é des
onhe
ido:





Ψ1(x)

Ψ2(x)



 =





B11(x) B12(x)

B21(x) B22(x)









Ψ1(0)

Ψ2(0)



+





H1(x)

H2(x)



 . (2.31)

Em seguida, apli
ando x = x0 nas N/2 últimas linhas da equação (2.39), obtemos:

Ψ2(x0) = B21(x0)Ψ1(0) +B22(x0)Ψ2(0) +H2(x0). (2.32)

Notemos agora que os valores dos vetores Ψ1(0), Ψ2(x0) e H2(x0) são 
onhe
idos e,

dessa forma, obtemos:

Ψ2(0) = B22(x0)
−1[Ψ2(x0)−B21(x0)Ψ1(0)−H2(x0)]. (2.33)

Segue-se, en�m, que a solução (2.30) do problema dado por (2.13) está


ompletamente determinada.

Cabe desta
ar, entretanto, o 
omportamento exponen
ial desta solução

analíti
a apresentada. Este 
aráter exponen
ial junto ao fato de que em des
rições

realísti
as os problemas de transporte apresentam grandes espessuras e/ou altos

graus de anisotropia, mostram que a solução apresentada mediante esta formulação

não é apropriada para essa abrangente 
lasse de problemas [10, 39℄. Nesses 
asos,

o
orre uma falha 
omputa
ional rela
ionada 
om o uso de operações aritméti
as

�nitas, 
ausando over�ow.

Estudos realizados por Gonçalves et al. [9℄ possibilitaram eliminar o

problema de over�ow que o
orria, nos problemas 
itados a
ima, tanto na parte

homogênea quanto no termo de 
onvolução gerado pela fonte. Para isso, usou

simultaneamente a propriedade de invariân
ia de direções dis
retas e a mudança

de variáveis proposta por Bari
hello [40℄ para problemas homogêneos.
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Por propriedade de invariân
ia de projeções, entende-se a equivalên
ia

de 
ondições entre as 
oordenadas (x, µ) e (−x,−µ), ou alternativamente o

tratamento equivalente a �uxos nas direções µ e −µ [1℄. Desta forma, o par (−x,−µ)

pode ser re
olo
ado por (x0 − x,−µ) 
omo resultado do deslo
amento do ponto de

re�exão de 0 para x0/2. Usando esta propriedade Gonçalves et al. [9℄ eliminaram o

over�ow originado pelos termos de exponen
ial positivas para N grande, separando

as soluções homogênea e parti
ular em 
omponentes que 
ontém apenas os expoentes

positivos e outra os negativos. Deste modo, de
ompuseram a matriz eDx

omo:

eDx =





eD1x 0

0 eD2(x−x0)









1 0

0 eD2x0



 . (2.34)

onde D1 e D2 são submatrizes diagonais de ordem N/2 formadas, respe
tivamente,

por autovalores negativos e positivos da matriz A. Assim, rees
revemos a equação

(2.30) 
omo:





Ψ1(x)

Ψ2(x)



 = X





eD1x 0

0 eD2(x−x0)









1 0

0 eD2x0



X−1





Ψ(0)

Ψ(x0)



+





H1(x)

H2(x)





(2.35)

Tomando





ξ1

ξ2



 =





1 0

0 eD2x0



X−1





Ψ(0)

Ψ(x0)



 , (2.36)

temos





Ψ1(x)

Ψ2(x)



 = X





eD1x 0

0 eD2(x−x0)









ξ1

ξ2



+





H1(x)

H2(x)



 , (2.37)

onde

H(x) = B(x) ∗Q(x) = X

∫ x0

0

eD(x−η)X−1Q(η)dη. (2.38)
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Assim quando di for negativo, o intervalo de integração é [0, x] e quando di for

positivo é [x0, x].

Considerando

B(x) = X





eD1x 0

0 eD2(x−x0)



 , (2.39)

rees
revemos (2.37) 
omo:

Ψ(x) = B(x)ξ +H(x), (2.40)

sujeito às 
ondições de 
ontorno

Ψ1(0) = f (2.41)

Ψ2(x0) = g, (2.42)

a qual nos forne
e a solução LTS

N

do problema proposto em (2.1).
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3 MÉTODO RECURSIVO PARA

CONSTRUÇ�O DA SOLUÇ�O LTS

N

DE

PROBLEMAS S

N

ANISOTRÓPICOS

Utilizando o método de resolução de equações S

N

apresentado

anteriormente des
revemos, neste 
apítulo, a 
onstrução da solução LTS

N

do

problema anisotrópi
o a partir de um sistema re
ursivo de soluções LTS

N

de

problemas isotrópi
os, introduzindo a 
orreção da anisotropia pelo termo de fonte.

Em seguida, exempli�
amos, passo a passo, o pro
esso re
ursivo de 
onstrução da

solução LTS

N

de um problema anisotrópi
o no qual N = 2.

3.1 Construindo a Solução do problema S

N

anisotrópi
o

re
ursivamente

Para des
revermos o pro
esso de 
onstrução da solução de problemas

LTS

N

anisotrópi
os mediante sistema re
ursivo de soluções LTS

N

de problemas

isotrópi
os, 
onsidere a seguinte equação S

N

anisotrópi
a:

d

dx
ψn(x) +

σt
µn

ψn(x) =
σs
2µn

N
∑

k=1

P(µn, µk)ψk(x)wk +
1

µn

Sn(x) (3.1)

onde β0 = 1. Considere, ainda, 
ondições de 
ontorno de �uxo in
idente na fronteira,

ψn(0) = fn, para n = 1, ...,
N

2
, (3.2)

e

ψn(x0) = gn, para n =
N

2
+ 1, ..., N. (3.3)

onde

P(µn, µk) =
L
∑

ℓ=0

βℓPℓ(µk)Pℓ(µn), β0 = 1

Ini
ialmente, separamos o termo de espalhamento da equação (3.1) 
omo a seguinte

soma:
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d

dx
ψn(x) +

σt
µn
ψn(x) =

σs
2µn

L
∑

ℓ=0

βℓ

N
∑

k=1

Pℓ(µk)Pℓ(µn)ψk(x)wk +
1

µn
S(x, µ) (3.4)

d

dx
ψn(x) +

σt
µn
ψn(x)−

σsβ0
2µn

N
∑

k=1

ψk(x)wk =

σs
2µn

L
∑

ℓ=1

βℓ

N
∑

k=1

Pℓ(µk)Pℓ(µn)ψk(x)wk +
1
µn
S(x, µ)

Rees
revemos (3.4) 
omo:

d

dx
ψn(x) +

σt
µn
ψn(x)−

σsβ0
2µn

N
∑

k=1

ψk(x)wk =

N
∑

k=1

(

L
∑

ℓ=1

σsβℓ
2µn

Pℓ(µn)Pℓ(µk)

)

ψk(x)wk +
1
µn
S(x, µ) (3.5)

Matri
ialmente, a equação (3.5) pode ser es
rita 
omo:

d

dx
Ψ(x)−AIΨ(x) = ACΨ(x) +Q(x) (3.6)

Aqui Ψ(x) representa o vetor dos �uxos angulares nas N direções dis
retas, AI é a

matriz LTS

N

Isotrópi
a, Q(x) é o vetor fonte, isto é:

Q(x) = [Q1(x)/µ1, Q2(x)/µ2, ..., QN(x)/µN ]
T

e a matriz AC, que 
ontém a parte anisotrópi
a do espalhamento, é de�nida por:

AC =
L
∑

l

Al

onde os elementos alij das matrizes Al, para l = 1, 2, ...L são de�nidas por:

alij =
σsβlwj

2µi

Pℓ(µi)Pℓ(µj) (3.7)
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Para ini
iarmos um pro
esso re
ursivo para a resolução do sistema S

N

,

supomos que o vetor �uxo angular de partí
ulas Ψ(x) seja de
omposto da seguinte

forma:

Ψ(x) =
∞
∑

k=0

Ψk(x) (3.8)

Substituindo a de
omposição (3.8) na equação matri
ial (3.6) temos:

d

dx

∞
∑

k=0

Ψk(x)−AI

∞
∑

k=0

Ψk(x) = AC

∞
∑

k=0

Ψk(x) +Q(x) (3.9)

A solução do sistema a
ima pode ser en
ontrado de maneira re
ursiva.

Nesse trabalho vamos es
olher que 
ada Ψk(x), para k = 0, 1, 2... sejam solução dos

seguintes sistemas:

d

dx
Ψ0(x)−AIΨ

0(x) = Q(x) (3.10)

onde são in
orporadas as 
ondições de 
ontorno do problema original (3.2) e (3.3).

E, os fatores Ψk(x), para k = 1, 2, ... são soluções dos sistemas:

d

dx
Ψk(x)−AIΨ

k(x) = ACΨ
k−1(x) (3.11)


om 
ondições de 
ontorno homogêneas. Cabe desta
ar que a solução dos problemas

de 
ontorno (3.10) e (3.11) são dadas pela solução do problema LTS

N

isotrópi
o e

que a anisotropia é introduzida através do termo fonte.

3.1.1 Exempli�
ando para N = 2

Considere a equação linear de transporte unidimensional

monoenergéti
a, esta
ionária, 
om simetria azimutal, sem fonte externa e


om espalhamento anisotrópi
o dada por:

µ
∂

∂x
ψ(x, µ) + σtψ(x, µ) =

σs
2

∫ 1

−1

p(cosΘ)ψ(x, µ′)dµ′, (3.12)


om 
ondições de 
ontorno

ψ(0, µ) = f(µ) se µ > 0,

ψ(x0, µ) = g(µ) se µ < 0. (3.13)
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Nesta seção, bus
amos des
rever o pro
esso de aproximação S2 da

equação (3.12) e a 
onstrução da solução LTS2 do problema anisotrópi
o a partir

de um sistema re
ursivo de soluções LTS2 de problemas isotrópi
os. Nesse sentido,


onsiderando a equação des
rita a
ima e o grau de anisotropia L = 2, primeiramente

aproximamos sua função espalhamento por uma série trun
ada em polin�mios de

Legendre. Sendo assim:

p(cosΘ) =

2
∑

ℓ=0

βℓPℓ(µ
′)Pℓ(µ) β0 = 1. (3.14)

Para en
ontramos os valores βℓ, utilizamos a fórmula re
ursiva proposta por Siewert

[36℄ que é dada por:

βℓ =

(

2ℓ+ 1

2ℓ− 1

)(

L+ 1− ℓ

L+ 1 + ℓ

)

βℓ−1 (3.15)

Em seguida, aproximamos seu termo integral por quadratura de Gauss

Legendre de ordem N = 2, ou seja:

∫ 1

−1

p(cosΘ)ψ(x, µ′)dµ′ ≈

2
∑

ℓ=0

βℓ

2
∑

k=1

ωkPℓ(µk)Pℓ(µ)ψ(x, µk) (3.16)

onde µk são as raízes do polin�mio de Legendre, ordenadas de forma de
res
ente:

−1 < µ2 < µ1 < 1, (3.17)

e ω1, ω2 os respe
tivos pesos da quadratura de Gauss Legendre.

Substituindo (3.16) na equação (3.12), temos:

µ
∂

∂x
ψ(x, µ) + σtψ(x, µ) =

σs
2

2
∑

ℓ=0

βℓ

2
∑

k=1

ωkPℓ(µk)Pℓ(µ)ψ(x, µk) (3.18)

Finalmente, para en
ontrarmos a aproximação S2 de (3.12), apli
amos

o método da 
olo
ação na variável µ em (3.18) 
onsiderando a função Delta de Dira



omo função teste e as raízes µn (n = 1, 2) 
omo os pontos de 
olo
ação. Temos,

∫ 1

−1

(

µ
∂

∂x
ψ(x, µ)

)

δ(µ− µn)dµ+

∫ 1

−1

(σtψ(x, µ)) δ(µ− µn)dµ =

σs
2

2
∑

ℓ=0

βℓ

∫ 1

−1

2
∑

k=1

(ωkPℓ(µk)Pℓ(µ)ψ(x, µk)) δ(µ− µn)dµ (3.19)
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o que resulta em:

µn
d

dx
ψ(x, µn) + σtψ(x, µn) =

σs
2

2
∑

ℓ=0

βℓ

2
∑

k=1

ωkPℓ(µk)Pℓ(µn)ψ(x, µk) (3.20)

Multipli
ando (3.20) por

1
µn
, obtemos:

d

dx
ψ(x, µn) +

σt
µn
ψ(x, µn) =

σs
2µn

2
∑

ℓ=0

βℓ

2
∑

k=1

ωkPℓ(µk)Pℓ(µn)ψ(x, µk) (3.21)


om 
ondições de 
ontorno:

ψ(0, µn) = f(µn) se µn > 0,

ψ(x0, µn) = g(µn) se µn < 0. (3.22)

Ao fazermos n = 1 : 2 em (3.21) obtemos, portanto, o sistema de

equações S2 asso
iado ao problema (3.12), representado matri
ialmente por:

d

dx

[

Ψ1(x)

Ψ2(x)

]

−

[

σsβ0ω1

2µ1

− σt

µ1

σsβ0ω2

2µ1

σsβ0ω1

2µ2

σsβ0ω2

2µ2

− σt

µ2

] [

Ψ1(x)

Ψ2(x)

]

=









σsβ1ω1P1(µ1)P1(µ1)
2µ1

σsβ1ω2P1(µ1)P1(µ2)
2µ1

σsβ1ω1P1(µ2)P1(µ1)
2µ2

σsβ1ω2P1(µ2)P1(µ2)
2µ2



+





σsβ2ω1P2(µ1)P2(µ1)
2µ1

σsβ2ω2P2(µ1)P2(µ2)
2µ1

σsβ2ω1P2(µ2)P2(µ1)
2µ2

σsβ2ω2P2(µ2)P2(µ2)
2µ2













Ψ1(x)

Ψ2(x)





(3.23)

Rees
revemos (3.23) 
omo

d

dx
Ψ(x)−AIΨ(x) = ACΨ(x) (3.24)

onde Ψ(x) representa o vetor dos �uxos angulares nas 2 direções dis
retas


onsideradas, AI é a matriz LTS2 isotrópi
a e a matriz AC 
ontém a parte

anisotrópi
a do espalhamento.

Para resolvermos o sistema de equações S2 re
ursivamente, supomos

que o vetor �uxo angular Ψ(x) seja de
omposto 
omo:

Ψ(x) =
1
∑

k=0

Ψk(x) = Ψ0(x) +Ψ1(x) (3.25)
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onde Ψ0(x) é solução de

d

dx
Ψ0(x)−AIΨ

0(x) = 0 (3.26)


om 
ondições de 
ontorno:

ψ1(0) = 1

ψ2(x0) = 0 (3.27)

e Ψ1(x) é solução de

d

dx
Ψ1(x)−AIΨ

1(x) = ACΨ
0(x) (3.28)


om 
ondições de 
ontorno homogêneas.

Neste exemplo, 
onsideramos uma pla
a de 
omprimento x0 = 1,


oe�
ientes σs = 0.95 e σt = 1. É sabido que os pesos e as raízes da quadratura

Gaussiana de ordem 2 são dados por:

ω1 = ω2 = 1

µ1 = −µ2 = 0.57735027 (3.29)

Além disso, sabemos que os polin�mios de Legendre de ordem 2 são des
ritos por:

P1(µ1) = µ1

P1(µ2) = µ2

P2(µ1) =
1

2
(3µ2

1 − 1)

P2(µ2) =
1

2
(3µ2

2 − 1) (3.30)

bem 
omo os 
oe�
ientes de anisotropia de grau 2:

β0 = 1

β1 = 1.5

β2 = 0.5 (3.31)
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Substituindo esses valores na equação (3.23), obtemos:

AI =





−0.909326672697321 0.822724132440433

−0.822724132440433 0.909326672697321





(3.32)

AC =





0.411362067375000 −0.411362067375000

0.411362067375000 −0.411362067375000





(3.33)

Para en
ontrarmos a solução via método LTS

N


al
ulamos a matriz dos autovetores

de AI e a sua inversa, bem 
omo os autovalores de AI dados, respe
tivamente, por:

X =





−0.844368909304446 −0.535762209380262

−0.535762209380262 −0.844368909304446





(3.34)

X−1 =





−1.982469593256701 1.257900755947229

1.257900755947230 −1.982469593256701





(3.35)

d1 = −0.387298334077126

d2 = 0.387298334077126 (3.36)

Como des
rito no 
apítulo anterior, a expressão para a solução analíti
a

do problema (3.26) 
om 
ondições de 
ontorno (3.27) é dada por (2.40), que, da

forma numéri
a é:





Ψ0

1
(x)

Ψ0

2
(x)



 =





−0.844368909304446 −0.535762209380262

−0.535762209380262 −0.844368909304446









e−0.387298334077126.x 0

0 e0.387298334077126.(x−1)









ξ0
1

ξ0
2





(3.37)

Os valores de ξ01 e ξ
0
2 são 
al
ulados apli
ando as 
ondições de 
ontorno ao problema

e resolvendo o sistema linear resultante, obtendo:

ξ0 =





−1.454142301911536

0.626390586409032




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Com esses valores 
onhe
idos, en
ontramos a expressão para a soluçãoΨ0(x), a qual

nos permite 
al
ular o �uxo angular em qualquer ponto da pla
a:

Ψ0(x) =

[

1.227832549438500e−0.387298334077126x

0.779074492425424e−0.387298334077126x

]

−

[

0.335596404509501e0.387298334077126(x−1)

0.528904736244767e0.387298334077126(x−1)

]

Desta forma, o valor do �uxo angular nos extremos do domínio 
onsiderado é dado

por:

Ψ0(0) =





1

0.42000713398675277





e Ψ0(1) =





0.4979650289957453

0





(3.38)

Já a expressão para a solução analíti
a do problema (3.28) 
om


ondições de 
ontorno homogêneas, é dada por:





Ψ1

1
(x)

Ψ1

2
(x)



 =





−0.844368909304446 −0.535762209380262

−0.535762209380262 −0.844368909304446









e−0.387298334077126.x 0

0 e0.387298334077126.(x−1)









ξ1
1

ξ1
2



+H(x) (3.39)

onde H(x) é dado por:

H(x) = X

∫ 1

0

eD(x−η)X−1ACΨ
0(η)dη (3.40)


om limites de integração [0, x] para d1 (negativo) e [1, x] para d2 (positivo).

Apli
ando as 
ondições de 
ontorno homogêneas no problema (3.39-3.40),

en
ontramos o vetor ξ1, que é dado por:

ξ1 =





−0.146932716890669

0.146355317125247




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Após substituirmos esse valor no problema (3.39-3.40) é possível determinarmos a

solução Ψ1(x) em qualquer ponto da pla
a. Em parti
ular:

Ψ1(0) =





0

−0.11680787708886052





Ψ1(1) =





0.1163488585512759

2.7755575615628914−17





(3.41)

Desta forma, en
ontramos o vetor �uxo angular que representa a solução do

problema anisotrópi
o des
rito em (3.12-3.13) a partir de um sistema re
ursivo de

soluções LTS2 de dois problemas isotrópi
os. Tem-se, portanto:

Ψ(0) = Ψ0(0) +Ψ1(0) =





1

0.30319925689789223





(3.42)

Ψ(1) = Ψ0(1) +Ψ1(1) =





0.6143138875470212

2.7755575615628914−17





(3.43)

3.2 Problemas Heterogêneos

Nesta seção, apli
amos o método re
ursivo apresentado anteriormente

para a resolução de problemas S

N

de transporte em meio heterogêneo. Nesse sentido,

vamos 
onsiderar uma pla
a heterogênea de espessura x0, 
omposta por K regiões

homogêneas, 
ada uma 
om seus parâmetros de transporte, 
onforme �gura abaixo:
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Região 1 Região 2

σs

1
σs

2

σt

1

L
1

σt

2

L
2

0 x2x1

ψ1(0)

Região k

σs

k

σt

k

L
k

xk

ψ2 k( )x

xk-1

…

Figura 3.1: Domínio dividido em k regiões.

Es
revendo a matriz LTS

N

AK
para 
ada uma das K regiões, temos:

akij =







−
σk
t

µi
+

σk
sωj

2µi

∑L
ℓ=0 β

k
ℓ Pℓ(µi)Pℓ(µj) se i = j

σk
sωj

2µi

∑L
ℓ=0 β

k
ℓ Pℓ(µi)Pℓ(µj) se i 6= j

, (3.44)

para k = 1, 2, ..., K.

Por fa
ilidade de apresentação do método, vamos supor que as 
ondições de 
ontorno

são de �uxo in
identes 
onhe
idos em x = 0 e x = x0 e que não temos fonte externa.

Desta forma, a representação matri
ial das equações S

N

asso
iadas ao problema

des
rito pela �gura (3.1) é dada por:

d

dx
Ψ(x)− (A1 + δ(x)2(A2 −A1) + ...+ δ(x)K(AK −A1))Ψ(x) = 0 (3.45)


om 
ondições de 
ontorno

Ψ(0) = f(x) (3.46)

e

Ψ(x0) = g(x) (3.47)

onde,

δ(x)k =







1, se x está na k-ésima pla
a

0, 
aso 
ontrário

(3.48)
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Bus
ando resolver este problema heterogêneo de forma re
ursiva, rees
revemos a

equação (3.45) 
omo

d

dx
Ψ(x)−A1Ψ(x) =

K
∑

k=2

δ(x)k(Ak − A1)Ψ(x) (3.49)

e tomamos

Ψ(x) =

∞
∑

i=0

Ψi(x) (3.50)

Substituindo (3.50) na equação matri
ial (3.49) e ini
iando o pro
esso re
ursivo,

temos que Ψ0(x) é solução do problema S

N

homogêneo







d
dx
Ψ(x)0 −A1Ψ(x)0 = 0

Ψ(0)0 = f(x) e Ψ(x0)
0 = g(x)

(3.51)


uja solução é dada por Ψ(x)0 = B(x)V 0
.

Seguindo o pro
esso re
ursivo, temos que Ψ(x)i, para i = 1, 2, ..., é solução dos

seguintes problemas homogêneos

d

dx
Ψ(x)i −A1Ψ(x)i =

K
∑

k=2

δ(x)k(Ak − A1)Ψ(x)i−1
(3.52)


om 
ondições de 
ontorno homogêneas.

A solução destes problemas é 
onhe
ida e dada por

Ψ(x)i = B(x)V i +B(x) ∗

K
∑

k=2

δ(x)k(Ak −A1)Ψ(x)i−1
(3.53)

Através deste pro
edimento, portanto, o problema heterogêneo é

resolvido de forma idênti
a ao problema homogêneo e a heterogeneidade é inserida

na forma de fonte.
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3.3 Avaliação numéri
a do termo de 
onvolução

Os resultados apresentados na subseção (3.1.1) foram obtidos 
om o

auxílio do Software Wolfram Mathemati
a 7 e a sua utilização eviden
iou que, ao

aumentarmos o valor de k na expressão (3.25), o 
ál
ulo analíti
o ne
essário para

en
ontrarmos a solução destes problemas anisotrópi
os se torna inviável devido ao

grande número de operações, mais espe
i�
amente, de 
onvoluções, utilizadas para

a obtenção da solução de forma re
ursiva. Para expli
armos este fato, 
onsidere o

seguinte problema:

d

dx
Ψ(x)−AIΨ(x) = ACΨ(x) (3.54)


om 
ondições de 
ontorno

Ψ(0) = f

Ψ(x0) = g (3.55)

Suponha que

Ψ(x) =

4
∑

k=0

Ψk(x) (3.56)

Desta forma,

d

dx

4
∑

k=0

Ψk(x)−AI

4
∑

k=0

Ψk(x) = AC

4
∑

k=0

Ψk(x) (3.57)

Re
ursivamente, 
onstruímos uma solução para este problema da seguinte maneira:

d

dx
Ψ0(x)−AIΨ

0(x) = 0 (3.58)


om 
ondições de 
ontorno do problema original. A solução LTS

N

deste problema

isotrópi
o sem fonte é 
onhe
ida e dada por:

Ψ0(x) = B(x)ξ (3.59)

Na segunda re
ursão, devemos resolver o seguinte sistema:

d

dx
Ψ1(x)−AIΨ

1(x) = ACΨ
0(x) (3.60)
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om 
ondições de 
ontorno homogêneas. A solução LTS

N

deste problema isotrópi
o


om fonte é 
onhe
ida e dada por:

Ψ1(x) = B(x)ξ +XeD
(x)X−1 ∗ACΨ

0(x)

= B(x)ξ +X

∫ x0

0

eD
(x−η)X−1ACΨ

0(η)dη (3.61)

Igualmente, na re
ursão seguinte, o problema isotrópi
o 
om fonte des
rito por

d

dx
Ψ2(x)−AIΨ

2(x) = ACΨ
1(x) (3.62)


om 
ondições de 
ontorno homogêneas tem solução da forma:

Ψ2(x) = B(x)ξ +XeD
(x)X−1 ∗ACΨ

1(x)

= B(x)ξ +XeD
(x)X−1 ∗ (AC(B(x)ξ +XeD

(x)X−1 ∗ACΨ
0(x)))(3.63)

Da mesma forma, para k = 3, 4 em (3.57) 
om 
ondições de 
ontorno nulas, temos

as seguintes soluções:

Ψ3(x) = B(x)ξ +XeD
(x)X−1 ∗ACΨ

2(x) (3.64)

= B(x)ξ +XeD
(x)X−1 ∗ (AC(B(x)ξ +XeD

(x)X−1∗

(AC(B(x)ξ +XeD
(x)X−1 ∗ACΨ

0(x)))))

e,

Ψ4(x) = B(x)ξ +XeD
(x)X−1 ∗ACΨ

3(x) (3.65)

onde Ψ3
é dado pela expressão (3.64).

Desta maneira, 
om o aumento do valor de k em (3.57), as operações de


onvolução aumentam 
onsideravelmente e os 
ál
ulos se tornam inviáveis de serem

resolvidos analiti
amente.

Por este motivo, neste trabalho, aproximamos o termo

X−1ACΨ
(k−1)(x) por Spline Cúbi
o e pro
edemos a integração por fórmula
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de Quadratura Gaussiana. Cabe observar que este pro
edimento não in�uen
ia na

analiti
idade da solução dada via método LTS

N

, visto que é utilizado apenas para

aproximação numéri
a das integrais.

Devemos lembrar que, Spline é uma função polinomial por partes, em

que, a 
ada dois pontos (nós) do domínio, traça-se um polin�mio de grau n. Spline


úbi
o é uma aproximação que utiliza polin�mios 
úbi
os por partes para interpolar

uma função a 
ada dois pontos. Formalmente, de�ne-se:

De�nição 3.3.1 (Spline Cúbi
o). Dada uma função f(x) de�nida no intervalo [a, b]

e um 
onjunto de nós a = x0 < x1 < ... < xn = b, de�nimos um interpolante Spline

Cúbi
o S de f , 
omo uma função que satisfaz:

1. S é um polin�mio 
úbi
o, 
hamado Sj em 
ada subintervalo [xj , xj+1],

j = 0, 1, ...,n−1;

2. S(xj) = f(xj), j = 0, 1, ..., n;

3. Sj+1(xj+1) = Sj(xj+1), j = 0, 1, ...,n−2;

4. S ′
j+1(xj+1) = S ′

j(xj+1), j = 0, 1, ...,n−2;

5. S ′′
j+1(xj+1) = S ′′

j (xj+1), j = 0, 1, ...,n−2.

Conforme des
rito por Ruggiero et al. [41℄, a aproximação via Spline

Cúbi
o pode ser realizada mediante a es
olha de uma das 
ondições de 
ontorno: a

Natural ou a Restrita, donde:

1. S ′′(x0) = S ′′(xn) = 0 (Spline Natural)(Spline Natural)

(Spline Natural)

2. S ′(x0) = f ′(x0) e S
′(xn) = f ′(xn) (Spline Restrito)(Spline Restrito)

(Spline Restrito)

Sendo assim, a aproximação polinomial por Spline Cúbi
o que satisfaz

a 
ondição de 
ontorno Natural utiliza valores nulos para as derivadas segundas



28

nos extremos. Esta aproximação é úni
a nos pontos 
onsiderados. Por outro lado, a

aproximação polinomial que faz uso das 
ondições de 
ontorno ditas Restritas, requer

o 
onhe
imento das derivadas da função em questão nos extremos do intervalo de

aproximação 
onsiderado. Com esta 
ondição, essa aproximação polinomial também

é úni
a.

Na implementação do nosso programa re
ursivo, utilizamos a subrotina

proposta por William H. Press et al, presente em seu livro intitulado 'Numeri
al

Re
ipes in Fortran 77: The Art of S
ienti�
 Computing", página 109, para o 
ál
ulo

dos Splines Cúbi
os [42℄.
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS

Os resultados deste estudo foram obtidos mediante a implementação

de um programa em Fortran95 em dupla pre
isão e exe
utados em um 
omputador

Intel (R), Core (TM), I5-2537M, CPU 1, 4GHz, 64bits, 4GB de memória RAM e

Windows 8 (R). Foram utilizadas as subrotinas do Lapa
k DGEEV para o 
ál
ulo de

autovalores e autovetores, DGETRF para fatoração LU e DGETRS para a resolução

do sistema linear.

4.1 Problemas em meios homogêneos

Nesta seção, analisamos os resultados referentes ao �uxo es
alar de

partí
ulas obtidos mediante a implementação de um problema de transporte

anisotrópi
o, esta
ionário e sem fonte externa, des
rito por:

µ
∂

∂x
ψ(x, µ) + σtψ(x, µ) =

σs
2

∫ 1

−1

p(cosΘ)ψ(x, µ′)dµ′
(4.1)

Consideramos:

- σs= 0.95 cm−1
;

- σt= 1 cm−1
;

- x0 = 1 cm;

- Ψ(0) = 1 µ > 0;

- Ψ(1) = 0 µ < 0;

Simulamos o problema (4.1) 
onsiderando diferentes graus de espalhamento, quais

sejam: L = 8, 82, 299. Os 
oe�
ientes βℓ utilizados em nossas simulações
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foram obtidos de [43℄. Para 
al
ularmos as integrais de 
onvolução presentes

nos problemas 
om fonte, optamos utilizar o esquema de Quadratura de Gauss

Legendre, 
onsiderando 50 pontos. A aproximação polinomial de X−1ACΨ
(k−1)(x)

foi realizada através da utilização de Splines Cúbi
os, 
om as 
ondições de 
ontorno

Natural e Restrita, e implementada utilizando a subrotina proposta por [42℄, página

109. Testamos estas aproximações 
onsiderando variados números de pontos que


ompunham os splines. Nos resultados que apresentamos abaixo, os Splines Natural

e Restrito foram 
ompostos por 100 pontos.

Neste estudo, apresentamos os dados referentes ao �uxo es
alar de

partí
ulas, o qual é de�nido por:

φ(x) =

∫ 1

−1

ψ(x, µ′)dµ′
(4.2)

Para o 
ál
ulo do �uxo es
alar mediante o programa re
ursivo proposto, utilizamos


omo 
ritério de parada a 
onvergên
ia de φ(x), dado por (4.2), impondo uma

tolerân
ia de 10−15
em sua aproximação. Já para o 
ál
ulo do erro na aproximação

do �uxo es
alar, utilizamos a fórmula do erro relativo, dada por:

εr =
φC(x)− φR(x)

φC(x)
(4.3)

onde εr é o erro relativo, φC(x) são os resultados para o �uxo es
alar de partí
ulas

obtidos através da exe
ução do programa que resolve a equação do transporte pelo

método LTS

N

Clássi
o (CLÁSSICO) e φR(x) são os resultados para o �uxo es
alar

obtidos na implementação do programa Re
ursivo proposto nesta dissertação e que

utiliza Spline Natural (S.NATURAL) ou Restrito (S.RESTRITO) na interpolação

polinomial.

Os dados obtidos através das simulações realizadas nos programas 
lássi
o e o

re
ursivo foram 
omparados e os resultados dispostos em forma de tabelas.

A seguir, apresentamos os resultados para o �uxo es
alar φ(x)


onsiderando graus de anisotropia L = 8, 82, 299; valores de quadratura N =
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40, 100, 200, 300, 400, e analisados no iní
io, no meio e no �nal da pla
a; ou seja,

em: x = 0, x = 0.5 e x = 1, separadamente.

L N

MÉTODO ERRO APROXIMAÇ�O(εr)

CLÁSSICO

RECURSIVO

S. NATURAL S. RESTRITO S. NATURAL S. RESTRITO

φ(0) φ(0)

8

40 1.2915273553E+00 1.2915276697E+00 1.2915273522E+00 2.4349690980E-07 2.4071267539E-09

100 1.2916070469E+00 1.2916080710E+00 1.2916070144E+00 7.9290242539E-07 2.5155963758E-08

300 1.2916202887E+00 1.2916231654E+00 1.2916199116E+00 2.2271852379E-06 2.9195750738E-07

82

100 1.2287489257E+00 1.2287522418E+00 1.2287488300E+00 2.6987093705E-06 7.7869699880E-08

200 1.2287679186E+00 1.2287750641E+00 1.2287674058E+00 5.8151904702E-06 4.1731955423E-07

300 1.2287713743E+00 1.2287813781E+00 1.2287701502E+00 8.1412754310E-06 9.9620602791E-07

299

300 1.1933322860E+00 1.1933632184E+00 1.1933289931E+00 2.5921094815E-05 2.7593606816E-06

400 1.1933380368E+00 1.1933774247E+00 1.1933316857E+00 3.3006417003E-05 5.3221413999E-06

Tabela 4.1: Fluxo es
alar em x = 0

L N

MÉTODO ERRO APROXIMAÇ�O(εr)

CLÁSSICO

RECURSIVO

S.NATURAL S.RESTRITO S.NATURAL S.RESTRITO

φ(0.5) φ(0.5)

8

40 9.2329159545E-01 9.2329158297E-01 9.2329159567E-01 1.3523513001E-08 2.3578691852E-10

100 9.2327027685E-01 9.2327025376E-01 9.2327027959E-01 2.5013446873E-08 2.9680128054E-09

300 9.2326697453E-01 9.2326693980E-01 9.2326700099E-01 3.7612491250E-08 2.8659696169E-08

82

100 9.2023603323E-01 9.2023594594E-01 9.2023604398E-01 9.4857717894E-08 1.1682343059E-08

200 9.2023250429E-01 9.2023238249E-01 9.2023255589E-01 1.3235613657E-07 5.6077826817E-08

300 9.2023186233E-01 9.2023173294E-01 9.2023196852E-01 1.4060208980E-07 1.1540061622E-07

299

300 9.1759794930E-01 9.1759801032E-01 9.1759781532E-01 6.6496332108E-08 1.4602004631E-07

400 9.1759770636E-01 9.1759777515E-01 9.1759746788E-01 7.4966390471E-08 2.5989552105E-07

Tabela 4.2: Fluxo es
alar em x = 0.5
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L N

MÉTODO ERRO APROXIMAÇ�O(εr)

CLÁSSICO

RECURSIVO

S.NATURAL S.RESTRITO S.NATURAL S.RESTRITO

φ(1) φ(1)

8

40 6.0592790153E-01 6.0592714414E-01 6.0592791804E-01 1.2499642583E-06 2.7258682098E-08

100 6.0583345920E-01 6.0583105514E-01 6.0583370834E-01 3.9681910852E-06 4.1122432608E-07

300 6.0581776198E-01 6.0581209988E-01 6.0582068101E-01 9.3462205870E-06 4.8183156984E-06

82

100 6.6146496443E-01 6.6145745129E-01 6.6146573845E-01 1.1358341890E-05 1.1701564476E-06

200 6.6144548757E-01 6.6143075483E-01 6.6144995370E-01 2.2273563028E-05 6.7520744595E-06

300 6.6144194305E-01 6.6142306577E-01 6.6145192998E-01 2.8539581169E-05 1.5098733068E-05

299

300 6.8968560447E-01 6.8962898955E-01 6.8971958522E-01 8.2088008976E-05 4.9269918715E-05

400 6.8968156135E-01 6.8961439405E-01 6.8974276259E-01 9.7388857866E-05 8.8738399304E-05

Tabela 4.3: Fluxo es
alar em x = 1

Após análise dos �uxos es
alares 
al
ulados na exe
ução do programa

Clássi
o e do programa Re
ursivo e apresentados nas tabelas a
ima, se veri�
a que

foi possível re
onstruir a solução LTS

N

de problemas anisotrópi
os de variados graus

através da re
orrên
ia de soluções LTS

N

de problemas isotrópi
os. Nos exemplos

a
ima, a pre
isão para a aproximação do �uxo es
alar variou entre 10−5
e 10−8

quando interpolamos o �uxo utilizando Spline Natural e entre 10−5
e 10−10

quando

utilizamos Spline Restrito para interpolação do �uxo es
alar.

Os valores do �uxo es
alar φ(x) obtidos através da implementação do

programa Re
ursivo e satisfazendo tolerân
ia imposta de 10−15
, 
onvergiram após

26 re
ursões quando 
onsideramos L = 8, após 33 re
ursões 
onsiderando L = 82 e

44 re
ursões para grau de anisotropia 299.

A seguir, apresentamos alguns grá�
os que bus
am mostrar o


omportamento das aproximações do �uxo es
alar φ(x) para o problema des
rito em

(4.1) e 
al
uladas via programa Re
ursivo. O 
omportamento destas aproximações

foram 
omparados 
om o �uxo es
alar 
al
ulado via método Clássi
o (LTS

N

).
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Primeiramente, apresentamos grá�
os que ilustram o 
omportamento

da 
onvergên
ia do �uxo es
alar φ(x) 
onsiderando N = 40, L = 8 e spline 
omposto

por 100 pontos.
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Figura 4.1: Fluxo Es
alar N = 40, L = 8, Spline Natural(100 pontos).
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Figura 4.2: Fluxo Es
alar N = 40, L = 8, Spline Restrito(100 pontos).
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Os grá�
os apresentados em seguida ilustram o 
omportamento da


onvergên
ia do �uxo es
alar 
al
ulado mediante a exe
ução do programa re
ursivo

para o 
aso em que N = 100, grau de anisotropia 82 e spline 
omposto por 100

pontos.
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Figura 4.3: Fluxo Es
alar N = 100, L = 82, Spline Natural(100 pontos).
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Figura 4.4: Fluxo Es
alar N = 100, L = 82, Spline Restrito(100 pontos).

Finalizando, apresentamos resultados grá�
os de φ(x) para o 
aso em

que N = 300, L = 299 e spline 
omposto por 100 pontos.
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Figura 4.5: Fluxo Es
alar N = 300, L = 299, Spline Natural(100 pontos).
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Figura 4.6: Fluxo Es
alar N = 300, L = 299, Spline Restrito(100 pontos).

Os grá�
os a
ima nos mostram uma signi�
ativa aproximação entre o resultado

obtido na iteração 0 - que 
al
ula a solução LTS

N

do problema isotrópi
o sem fonte

- e o resultado obtido na iteração 1, onde se ini
ia a 
orreção da anisotropia do

problema original através do termo fonte. Este fato o
orre tanto na utilização de

Splines Natural quanto Restrito. É possível veri�
ar também, em todos os 
asos,

que entre a segunda e a última iterações, a ordem de aproximação entre as soluções

re
ursivas �
a 
ada vez menor e a análise da 
onvergên
ia das soluções torna-se

impossível de ser realizada a olho nu.

A seguir, apresentamos resultados de simulações numéri
as obtidos


om o intuito de des
rever as parti
ularidades a
er
a da utilização dos Splines

Natural e Restrito na implementação de nossos testes. Para isso, diversas simulações

numéri
as do problema des
rito em (4.1) foram realizadas.

Primeiramente, bus
amos des
obrir se existe relação entre a tolerân
ia

imposta e o número de re
ursões ne
essárias para obtermos 
onvergên
ia dos �uxos

es
alares 
al
ulados via re
ursão, mantendo uma mesma ordem para o erro de
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aproximação do �uxo es
alar. Veri�
amos que há relação entre estes dois 
ritérios.

Nos testes realizados para obtenção dos resultados expostos nas tabelas (4.1- 4.3),

por exemplo, é ne
essário impor uma tolerân
ia de apenas 10−8
para mantermos a

mesma ordem para o erro de aproximação do �uxo es
alar φ(x), 
omo nos mostra a

tabela abaixo:

Re
ursões

L tol 10−8
tol 10−15

8 14 26

82 17 33

299 21 44

Tabela 4.4: Relação entre Anisotropia e Número Re
ursões

Esta 
onstatação impli
a, portanto, na signi�
ativa redução do tempo de exe
ução

ne
essário para atingir a 
onvergên
ia imposta. Veri�
ou-se, ainda, que o número

de iterações ne
essárias para a 
onvergên
ia de φ(x), �xados grau de anisotropia e

tamanho de x0, não sofre in�uên
ia do tipo de spline utilizado, nem do número de

pontos que 
ompõe 
ada spline ou da ordem de quadratura utilizada.

Em nossos testes, bus
amos veri�
ar, também, a relação existente entre

o erro de aproximação do �uxo es
alar e o número de pontos que 
ompõe o spline. A

tabela a seguir apresenta resultados das aproximações para φ(x) 
onsiderando grau

de anisotropia L = 82, diferentes valores de quadratura e interpolação polinomial

via Spline Natural e Restrito, 
om 300 pontos.
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L N

MÉTODO ERRO APROXIMAÇ�O(εr)

CLÁSSICO

RECURSIVO

S.NATURAL S.RESTRITO S.NATURAL S.RESTRITO

φ(0) φ(0)

82

100 1.2287489257E+00 1.2287490811E+00 1.2287489250E+00 1.2647862925E-07 6.2199035509E-10

200 1.2287679186E+00 1.2287682931E+00 1.2287679148E+00 3.0483076937E-07 3.0410462155E-09

300 1.2287713743E+00 1.2287719702E+00 1.2287713644E+00 4.8492356066E-07 8.0410972019E-09

φ(0.5) φ(0.5)

100 9.2023603323E-01 9.2023602944E-01 9.2023603328E-01 4.1208276076E-09 5.6065997712E-11

200 9.2023250429E-01 9.2023249754E-01 9.2023250467E-01 7.3301550938E-09 4.1046374050E-10

300 9.2023186233E-01 9.2023185314E-01 9.2023186341E-01 9.9854855074E-09 1.1817260995E-09

φ(1) φ(1)

100 6.6146496443E-01 6.6146462545E-01 6.6146496942E-01 5.1248129716E-07 7.5370022593E-09

200 6.6144548757E-01 6.6144466803E-01 6.6144552818E-01 1.2390196387E-06 6.1392749304E-08

300 6.6144194305E-01 6.6144066265E-01 6.6144206784E-01 1.9357637393E-06 1.8866395204E-07

Tabela 4.5: Fluxo es
alar 300 pontos spline, L = 82

Após 
omparação entre os dados apresentados nas tabelas (4.1- 4.3) e (4.5), inferimos

que o aumento do número de pontos no spline utilizado na interpolação polinomial

o
asiona uma melhor aproximação dos resultados referentes ao φ(x). Esta melhora

na aproximação é da ordem de 10−2
quando se trata da utilização do Spline Natural

e da ordem de 10−3
relativo ao uso do Spline Restrito. Cabe registrar, porém, que o

aumento de pontos no spline o
asiona lentidão na exe
ução do programa - levando

até 10 minutos para 
ompletar as simulações - prin
ipalmente para altos valores de

N . Este fato nos mostrou que, na práti
a, nesses 
asos, o aumento do número de

pontos no spline não é viável devido ao tempo 
omputa
ional exigido no 
ál
ulo do

�uxo em relação à pre
isão da aproximação resultante deste aumento.

Por �m, veri�
amos a relação existente entre o erro na aproximação

do �uxo es
alar e a quantidade de pontos ne
essários em 
ada spline a�m de se

atingir um determinado erro de�nido a priori. Em nossas simulações, �xamos

valores de quadratura e graus de anisotropia e 
onsideramos três diferentes valores

para o domínio. Como 
ritério na 
omparação dos resultados, estabele
emos uma

ordem de 10−5
, ou menor, para o erro obtido na aproximação dos �uxos. Este
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erro na aproximação foi 
al
ulado no iní
io, no meio e no �nal de 
ada pla
a,

respe
tivamente. Apresentamos, abaixo, os resultados obtidos no 
aso em que

N = 100, L = 82 e tolerân
ia de 10−8
para 
onvergên
ia do �uxo 
al
ulado

re
ursivamente. Consideramos três tamanhos para as pla
as: 0.1 
m, 1 
m e 10


m.

N L x0 PONTOS

ERRO APROXIMAÇ�O(εr)

x = 0 x = x0/2 x = x0

100 82

0.1 6 5.8155778995E-06 1.0582771540E-05 4.1636796278E-05

1 50 1.7622507688E-05 5.8040829497E-07 6.7727658597E-05

10 500 1.1237714041E-05 6.4868315161E-07 6.1532281846E-05

Tabela 4.6: Aproximação Fluxo es
alar - Tol. 10−8
- Spline Natural

N L x0 PONTOS

ERRO APROXIMAÇ�O(εr)

x = 0 x = x0/2 x = x0

100 82

0.1 6 1.2345003011E-06 3.5509118490E-06 1.0868413044E-05

1 40 3.0042417232E-06 5.6080695430E-07 4.8564119736E-05

10 350 1.7349395786E-06 4.1315030606E-07 7.2515863073E-05

Tabela 4.7: Aproximação Fluxo es
alar - Tol. 10−8
- Spline Restrito

Esses resultados nos inferem que, para pla
as grandes - em espe
ial, a interpolação

polinomial utilizando Spline Restrito é mais apropriada, visto que garante a mesma

ordem de aproximação do �uxo es
alar ne
essitando de menos pontos.

4.2 Problemas em meios heterogêneos

Nesta seção, apresentamos os resultados obtidos para o �uxo es
alar

φ(x) de partí
ulas mediante a implementação do método re
ursivo para problemas

heterogêneos envolvendo duas regiões homogêneas. Apresentamos, também, os

resultados da 
omparação de φ(x) 
om os dados obtidos na exe
ução do programa

LTS

N


lássi
o para multiregião.

Gra�
amente, representamos estes problemas por:
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Figura 4.7: Domínio dividido em 2 regiões.

Problema 1: Região 1 Isotrópi
a e Região 2 Anisotrópi
a 
om L2 = 8; x0 = 2;

σ1
s = 0.5; σ2

s = 0.9; σ1
t = σ2

t = 1; N = 40; ψ1(0) = 10 e ψ2(2) = 0.

MÉTODO

FLUXO ESCALAR

φ(0) φ(1) φ(2)

CLÁSSICO 1.1708578117E+01 3.0435959687E+00 1.7846481274E+00

RECURSIVO 1.1708575260E+01 3.0435739951E+00 1.7845642743E+00

APROX. 2.4405515091E-07 7.2196179275E-06 4.6985793453E-05

Tabela 4.8: Aprox. φ(x) - Domínio Heterogêneo N = 40, L1 = 0 e L2 = 8

Problema 2: Região 1 Anisotrópi
a 
om L1 = 82 e Região 2 Anisotrópi
a 
om

L2 = 8; x0 = 2; σ1
s = 0.5; σ2

s = 0.9; σ1
t = σ2

t = 1; N = 100; ψ1(0) = 10 e ψ2(2) = 0.

MÉTODO

FLUXO ESCALAR

φ(0) φ(1) φ(2)

CLÁSSICO 1.0775730437E+01 3.9033232975E+00 2.3286056177E+00

RECURSIVO 1.0775721085E+01 3.9032862864E+00 2.3285314848E+00

APROX. 8.6787320404E-07 9.4819642978E-06 3.1835740985E-05

Tabela 4.9: Aprox. φ(x) - Domínio Heterogêneo N = 100, L1 = 82 e L2 = 8

De a
ordo 
om os dados apresentados nas tabelas a
ima, podemos a�rmar

que foi possível re
onstruir a solução φ(x) de problemas heterogêneos mediante

a implementação do programa re
ursivo proposto, resolvendo, para este �m,
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apenas problemas homogêneos e inserindo a heterogeneidade no termo de fonte.

Desta
amos, aqui, que a implementação do programa re
ursivo em meio homogêneo

foi fa
ilmente estendida para meios heterogêneos mediante pequeno ajuste na

subrotina que 
al
ula as integrais de 
onvolução.
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5 CONCLUS�O

Nessa dissertação, utilizamos o método re
ursivo para 
onstrução

hierárqui
a da solução LTS

N

de equações S

N

de transporte anisotrópi
as partindo

da solução LTS

N

de equações S

N

isotrópi
as. Utilizamos, ainda, este mesmo

pro
edimento re
ursivo na resolução de problemas de transporte em meios

heterogêneos. Desta
amos que a motivação para esta 
onstrução foi a generalização

do método re
ursivo na resolução de equações anisotrópi
as de transporte nas formas

integral e integro-diferen
ial.

Analisando os resultados numéri
os obtidos mediante simulação

numéri
a do método re
ursivo para problemas anisotrópi
os em uma região,


onstatou-se que o número de re
ursões ne
essárias para atingirmos a pre
isão

desejada depende apenas do grau de anisotropia, não havendo relação 
om o número

de direções dis
retas utilizadas na resolução do problema. Cabe, ainda, desta
ar a

simpli
idade de implementação 
omputa
ional do método re
ursivo para a resolução

de problemas heterogêneos, sendo ne
essário apenas uma pequena modi�
ação

no 
ál
ulo das integrais de 
onvolução no algoritmo implementado para o 
aso

homogêneo. Observamos que, para a resolução de problemas heterogêneos na forma

LTS

N


lássi
a faz-se ne
essário a determinação do �uxo angular em 
ada uma das

pla
as, o que demanda a avaliação dos autovalores em 
ada região, bem 
omo o

a
oplamento das interfa
es através da 
ontinuidade de �uxo para a apli
ação das


ondições de 
ontorno. É nesse ponto que o método re
ursivo proposto apresenta

vantagem, visto que 
al
ula o �uxo angular uma úni
a vez, na qual 
onsidera-se

toda a pla
a.

Como sugestão de trabalho futuro, sugere-se o aprimoramento do

algoritmo desenvolvido substituindo a interpolação polinomial via Spline Cúbi
o

por aproximantes de Padé, por exemplo.
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Como proposta de seguimento deste estudo, desta
amos a utilização do

método re
ursivo na resolução de problemas sem simetria azimutal. A formulação

LTS

N


lássi
a segue a de
omposição de Chandrasekhar apli
ada à dependên
ia

azimutal do �uxo angular. Os 
oe�
ientes desta de
omposição são soluções

de problemas anisotrópi
os 
om simetria azimutal. Desta forma, ne
essitamos

en
ontrar os autosistemas para a resolução de 
ada um desses problemas. Nossa

ideia, é a utilização do método re
ursivo para resolução dos problemas 
om

simetria azimutal provenientes da de
omposição de Chandrasekhar. Desta forma,

os autovalores serão 
al
ulados uma úni
a vez, sendo que as soluções dos outros

problemas 
om simetria azimutal serão obtidas através da primeira mediante o

pro
esso re
ursivo proposto nessa dissertação.

Por �m, enfatizamos que esse estudo revela a generalidade do método

re
ursivo apresentado para a resolução da equação de transporte de partí
ulas

neutras tanto em sua forma integral quanto integro-diferen
ial.
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