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RESUMO

Muitas questoes de importancia bioldgica ligadas a evolucao e filogenias podem ser
abordadas por meio de andlises estatisticas que utilizam a funcao de verossimilhanca.
Para que tais andlises sejam feitas, sao necessarios modelos que designem probabilidades
a eventos mutacionais, os modelos de substituicao de bases. Como existem diversos destes
modelos, critérios estatisticos para escolher entre eles sao importantes nessa area. Assim, o
objetivo desse trabalho ¢ estudar as propriedades de um dos mais amplamente utilizados
critérios para selecao desses modelos, o teste da razao de verossimilhanga. Utilizando
teoria assintotica, nés propomos um estimador consistente e de baixo custo computacional
para o poder do teste. Nos também utilizamos Simulacoes de Monte Carlo para estudar a
distribuicao da estatistica do teste. Além disso, estudamos propriedades dos estimadores
de méaxima verossimilhanca para parametros do modelo, como sua distribuigao assintotica
em casos particulares e cotas inferiores para sua variancia. A técnica do Jackknife é
utilizada para a correcao do vicio destes estimadores, com bons resultados. Os modelos
de substituicao de bases mais utilizados tem pressupostos restritivos sobre o processo
de evolugao molecular, assim, nés também estudamos alguns modelos mais realistas que
permitem variacao das taxas de mutacao e dependéncia entre sitios.

ABSTRACT

Many important biological questions, especially regarding evolutionary history and
phylogenies, may be tackled by statistical analysis of DNA sequences that use the likeli-
hood function. In order to make these analysis, statistical models that assign probabilities
to mutational events are needed. Since several of these base substitution models exist, sta-
tistical methods that choose between models are important in this field. The goal of this
dissertation is to study the properties of likelihood ratio tests that compare base substitu-
tion models, the most widely used hypothesis tests for this purpose. Through asymptotic
theory, we propose a low computational cost consistent estimator for the power of the
likelihood ratio test. We also study the distribution of the test’s statistic through Monte
Carlo simulations. Properties of the maximum likelihood estimators for model parame-
ters, such as its asymptotic distribution in special cases and lower bounds for it’s variance
are presented, as well as the suggestion of using the resampling method Jackknife for bias
correction. The widely used base substitution models have strong assumptions about the
process of evolution that are not generally valid, thus we also study models that alow for
rate variation and dependency between sites.



Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudamos o teste da razao de verossimilhanga como ferramenta es-
tatistica para escolher entre diferentes modelos que explicam a evolugao temporal de
seqiiéncias de DNA. O contexto no qual esta evolugao se da é o das arvores filogenéticas
que relacionam as seqiiéncias. Os modelos em questao sao os chamados modelos de substi-
tuicao de bases, que designam probabilidades ao tipo mais simples de mutagao que ocorre
no DNA, as substituicoes de bases. Através das mutacoes e filogenias, pode-se explicar a
histéria de um gene, desde um tnico ancestral comum, em algum momento do passado,
até as seqiiéncias homologas do gene em diversos organismos vivos hoje.

Diversas sao as informacoes de interesse biolégico que podem ser extraidas deste pro-
cesso. Relacao de parentesco entre grupos de organismos, histérias evolutivas de certos
genes, tempo que separa uma espécie de seu mais recente ancestral comum e pressoes evo-
lutivas importantes na evolucao das seqiiéncias sao alguns exemplos destas informacoes
que podem ser obtidas a partir de conjuntos de seqiiéncias de DNA. A maioria das fer-
ramentas estatisticas utilizadas para obter estas informacoes fazem uso dos modelos de
substituicao de bases para o calculo de probabilidades de eventos mutacionais. Em muitos
casos, a utilizacao de modelos inapropriados pode levar a conclusoes erradas acerca da
evolucao das seqiiéncias. Assim, destaca-se a importancia da abordagem utilizada neste
trabalho para escolher, dentre os modelos de evolugao das seqiiéncias, o mais adequado.

No Capitulo 2, sao apresentados alguns conceitos preliminares necessarios para todo
o trabalho. Estas informagoes sao fundamentais para a compreensao de diversos modelos
tratados nos capitulos seguintes, que muitas vezes sao baseados em problemas biologicos
especificos. As justificativas de diversos testes de hipdteses estudados neste trabalho
residem no conhecimento de alguns detalhes técnicos, apresentados na secao de conceitos
bioldgicos.

Além disso, no Capitulo 2, apresentamos os modelos de substituicao de bases, que
atribuem a evolugao temporal de cada sitio do DNA uma cadeia de Markov. O que
distingue esses modelos sao os pressupostos bioldgicos para a evolugao da seqiiéncia. En-
tretanto, todos eles tem em comum o pressuposto de que os sitios evoluem independen-



temente, e todos de acordo com as mesmas taxas de mutacao. Estes modelos servem de
base para toda a teoria trabalhada no restante desta dissertagao.

No terceiro capitulo, é introduzido o calculo da fungao de verossimilhanca para seqiién-
cias de DNA relacionadas por uma filogenia. Em seguida, é apresentado o teste da razao
de verossimilhanca para comparar modelos de substituicao de bases. Estudamos um
teorema que da a distribuigao assintética da estatistica do teste e verificamos que ele é
valido para os modelos de substituicao de bases apresentados no Capitulo 2. Consider-
amos, também, algumas criticas ao uso desta distribuicao e apresentamos o método do
bootstrap paramétrico como alternativa para obter a distribuicao da estatistica do teste.
Observamos que o teste da razao de verossimilhanca sera o fio condutor do restante do
trabalho.

Neste capitulo, também sugerimos dois métodos para a obtencao do poder o teste. O
primeiro método é o bootstrap paramétrico, que geralmente ¢é utilizado para obter o valor
critico, mas pode ser alterado para fornecer o poder do teste. Em seguida, nos reportamos
a distribuicao assintética tedrica para propor um segundo método para obter o poder do
teste, um estimador baseado no estimador de maxima verossimilhanca e na informagao de
Fisher observada. Este estimador possui a vantagem de, em uma area em que a maioria das
analises requer grande custo computacional, nao exigir calculos adicionais além daqueles
ja realizados para a aplicagao do teste. Além disso, nesse capitulo, estudamos algumas
propriedades estatisticas do poder do teste e seu estimador. Note que o estudo do poder
do teste da razao de verossimilhanca que compara modelos de substituicao de bases é um
aspecto praticamente nao contemplado na literatura.

Ao final do Capitulo 3 apresentamos, ainda, duas aplicacoes da teoria deste capitulo a
sequiéncias reais. As mesmas seqiiéncias sao novamente utilizadas para aplicacao de testes
comparando alguns modelos apresentados no Capitulo 4.

O Capitulo 4 relaxa diversos pressupostos restritivos em relagao a evolugao dos dife-
rentes sitios da seqiiéncia de DNA. Consideramos modelos que permitem diferentes taxas
de mutacao nos sitios, designando distribuigoes para as taxas de mutagao como a gama
e a multinomial. Estudamos também um modelo que assume dependéncia entre as taxas
de mutacao nos diferentes sitios, através de uma cadeia de Markov oculta. Finalmente,
consideramos alguns casos de modelos que assumem dependéncia entre os processos mu-
tacionais que ocorrem nos diferentes sitios da seqiiéncia, no caso de alguns problemas
bioldgicos especificos. Assim, o quarto capitulo representa uma busca por modelos mais
realistas para a evolucao das seqiiéncias.

Como no Capitulo 4 sao relaxados alguns pressupostos utilizados para estabelecer os
resultados apresentados no Capitulo 3, para cada um destes novos modelos, a teoria é
revista, e alguns ajustes necessarios sao feitos.

Para a realizagao do teste da razao de verossimilhanca, sao necesséarios os estimadores
de maxima verossimilhanca para os parametros dos modelos de substituicao de bases.



No quinto capitulo, estudamos propriedades estatisticas destes estimadores. Inicialmente,
consideramos o caso mais simples, em que temos apenas duas sequiéncias. Nesta caso,
a filogenia pode ser ignorada, de forma que obtém-se resultados acerca da distribuicao
assintética destas estatisticas. Ainda na linha de reducao das dificuldades impostas pela
estrutura filogenética ao estudo dos estimadores de maxima verossimilhancga, impomos
algumas hipdteses restritivas, que nos permitem propor cotas inferiores para a variancia
dos estimadores. Utilizamos simulagoes computacionais para avaliar o comportamento
destas cotas para um dos modelos de substituicao de bases estudados.

Além disso, nesse capitulo, sugerimos uma abordagem de Jackknife para correcao do
vicio dos estimadores de parametros do modelo e comprimentos dos ramos da filogenia.
Essa abordagem é utilizada para propor uma nova versao mais precisa do algoritmo para
a obtencao do poder do teste pelo bootstrap paramétrico.

O sexto capitulo é dedicado a avaliar os métodos estudados ao longo do trabalho por
meio de simulagoes. Nele, utilizamos as simulagoes de Monte Carlo para obter informacoes
importantes em relacao a distribuicao da estatistica do teste e ao seu poder. Por meio das
simulagoes, investigamos os tamanhos de amostra necessarios para que a estatistica do
teste assuma os comportamentos assintoticos descritos no Capitulo 3. Além disso, apre-
sentamos comparacoes entre o comportamento dos dois métodos propostos no Capitulo 3
para obter o poder do teste.

Este capitulo também apresenta um estudo para verificar a viabilidade da utilizagao
do método Jackknife na correcao do vicio dos estimadores dos parametros dos modelos
de substituicao de bases, conforme sugerido no Capitulo 5.

Finalmente, no sétimo capitulo apresentamos as conclusoes obtidas nesse trabalho.
Além disso, comentamos alternativas para futuros trabalhos que complementam os resul-
tados dessa dissertacao.



Capitulo 2

Conceltos Preliminares

2.1 Conceitos Biolégicos

O presente trabalho aborda técnicas matematicas e estatisticas utilizadas para a anélise
de sequiéncias homologas de DNA. Para uma compreensao dos objetivos e justificativas das
analises aqui realizadas, é necessario o conhecimento de conceitos fundamentais de biologia
molecular. Assim, nessa secao, serao apresentados alguns desses conceitos, juntamente
com algumas informacgoes sobre o processamento do DNA para que se possam utilizar as
seqiiencias.

2.1.1 Seqiiéncias de DNA

O DNA, 4cido desoxirribonucléico, estd presente em todas as células vivas® que se tem
noticia. Ele é a molécula responsavel pela informacao genética que é transmitida para os
descendentes. Nele, esta contida quase toda a informacao necessaria para a formagcao de
um ser vivo. Desse modo, estudando o DNA, podemos obter informacoes preciosas sobre
o presente e o passado da vida na Terra. Mas para isso, primeiro precisamos conhecer
algumas informacoes sobre o DNA.

A unidade bésica do DNA é o nucleotideo, que é uma molécula formada por uma
pentose (agucar), um grupo fosfato e uma base nitrogenada. A molécula de DNA ¢
composta de duas fitas em forma de hélice, cada qual um polimero linear constituido
destes nucleotideos. Existem 4 tipos de nucleotideos no DNA, que sao distinguidos por
suas bases nitrogenadas: Adenina (A), Guanina (G), Citosina (C) e Timina (T). E na
sequéncia das bases que estda toda a informacao do DNA. As bases ainda podem ser
divididas em dois grupos: as purinas, A e G, cujas moléculas contém dois anéis carbonicos,

L Alguns virus ndo tem sua informacdo genética em DNA, mas sim em RNA. Entretanto, virus sio
seres acelulares, e ha controvérsia sobre sua classificagio como seres vivos. A posi¢do mais aceita é que
virus nao sao seres vivos.
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Figura 2.1: Estrutura Quimica das Bases do DNA.
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Figura 2.2: Representacao de Dupla Hélice da Molécula de DNA.

e as pirimidinas, C e T, cujas moléculas contém apenas um anel carbonico (ver Alberts
et al. 2004). A Figura 2.1 apresenta a estrutura quimica das bases puricas e pirimidicas.

As duas fitas do DNA sao unidas através das bases, de forma complementar (A com
T e C com G). Tal estrutura esta representada na Figura 2.2. Assim, se em uma posi¢ao
(sitio) da fita molde temos um A, certamente na mesma posi¢ao da fita complementar
teremos um T. Essa caracteristica faz com que uma fita contenha uma seqiiéncia exata-
mente complementar a da outra. Desse modo, a estrutura de dupla fita é uma forma de
conservar a informagao genética, ja que de apenas uma das fitas pode-se sintetizar uma
nova molécula de DNA idéntica a anterior. Além disso, como as fitas sao complementares,
para a analise da molécula de DNA, precisamos apenas da seqiiéncia de bases de uma
delas.
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Figura 2.3: Dogma Central da Biologia Molecular.

Do DNA a Proteina

Mas como seqiiéncias de bases podem determinar a transformacao de uma tinica célula
(zigoto) em um ser humano? De que forma o DNA age na construgao do ser vivo? Nas
sequiéncias de DNA encontramos os genes, que sao porcoes do DNA que contém a in-
formagao para a construcao de proteinas, codificada nas seqiiéncias das quatro bases. Essa
informacao é traduzida (copiada) para moléculas de RNA, que atuam como mensageiros
temporarios, levando a informacao do DNA até os ribossomos, que sao os responsaveis
pela sintese proteica. E através das proteinas que a informacao genética age sobre os
organismos. Elas tém, além da funcao estrutural, a funcao de catalisar quase todas as
reacoes (ue ocorrem no organismo.

A seqiiéncia de eventos dada por informacao genética contida no DNA, transcrita para
o RNA mensageiro, e traduzida para proteina nos ribossomos, é conhecida como o dogma
central da biologia molecular, por ser praticamente onipresente e fundamental para quase
todos os processos celulares. Ela estd representada na Figura 2.3.

Os ribossomos léem as moléculas de RNA de trés em trés bases. O conjunto de trés
bases na seqiiéncia é chamado de cddon, e cada coédon corresponde a um aminodcido na
proteina. Proteinas sao polimeros lineares de aminoacidos. E a ordem desses aminoacidos,
e as interacoes quimicas entre eles, que determinam a conformacao tridimensional da
proteina e, consequentemente, sua funcao. Assim, o estudo da seqiiéncia de aminoacidos
de uma proteina também ¢ de grande importancia e existem diversos trabalhos nessa area.

Os cédons sao compostos de trés sitios, e existem apenas quatro diferentes bases
no DNA. Assim, temos ao todo 64 diferentes cédons. Por outro lado, encontramos em
proteinas apenas 20 aminoacidos diferentes. Dessa forma, temos varios cédons que co-
dificam o mesmo aminodcido. Além disso, temos trés cédons de parada (que encerram
a sintese proteica). A Figura 2.4 apresenta uma tabela com a correspondéncia entre
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Figura 2.4: Cédigo Genético.

cédon e aminodacido, conhecida como cddigo genético. Os cdédons na Figura 2.4 estao
representados no RNA| assim, temos a substituicdo da base do DNA Timina (T) pela
base do RNA Uracila (U).

Diz-se que o cédigo genético é conservado. Uma caracteristica é dita conservada se
permanece inalterada em um grupo grande de organismos. Isso significa que nao sofre
muitas alteracoes na histéria evolutiva.

Note que, em geral, quando um aminoacido é codificado por varios cédons, os primeiros
dois nucleotideos praticamente nao variam, e a distingao entre os codons esta no terceiro
nucleotideo. Assim, freqiientemente nos genes, os primeiros dois sitios dos cédons sao
mais conservados do que terceiro.

Mutacgoes

Conforme dito anteriormente, é através do DNA que a informagcao genética é trans-
mitida para os descendentes. Essa transferéncia de informacao se da pela replicacao do
DNA, em que uma das fitas é utilizada como molde para sintese de uma nova molécula
de DNA idéentica a anterior. Assim, quando a célula se divide, deixa uma cépia do seu
DNA para cada descendente. Existem diversos mecanismos celulares que agem no sen-
tido de garantir que as cdpias sejam o mais perfeitas possivel, além de evitar alteracoes
na seqiiéncia em outros momentos que nao a replicagao. Entretanto, devido ao enorme
tamanho do genoma (informagao genética total contida no DNA de uma célula), que nos
humanos é de 3.2 x107 pares de bases (ver Zaha et al., 2003), as vezes ocorrem alteragoes
nas sequencias.

Qualquer alteracao na sequiéncia de DNA é chamada de mutag¢do e pode ser causada por



diversos fatores, como erro no processamento da molécula, virus, exposicao a substancias
mutagenicas, luz ultravioleta, entre outros. Existem diversos tipos de mutacoes como
adigoes (em que trechos de DNA sdo inseridos no meio da seqiiéncia), dele¢des (em que
um pedago da seqiiéncia é perdido), transposi¢oes (em que um trecho do DNA é removido
da seqiiéncia e colocado em outro lugar do DNA) e substituigcoes de bases (em que uma
base é substituida por outra na mesma posi¢ao, sem alterar o comprimento da seqiiéncia).

Existem modelos probabilisticos que abordam vérios desses tipos de mutagao, mas
nesse trabalho consideramos apenas as mutacgoes do tipo substituicao de bases. Essas
mutacoes sao de abordagem mais direta e sao as mais utilizadas para estudos filogenéticos.

2.1.2 Arvores Filogenéticas

Acredita-se que todos os seres vivos encontrados hoje na Terra descendem de um
unico ancestral comum. Assim, qualquer grupo de seres vivos pode ser relacionado por
uma &arvore filogenética (que representa os graus de parentesco entre eles). Em geral,
organismos mais parecidos tem ancestrais comuns mais recentes, e isso é refletido na
representacao da filogenia.

Note, entretanto, que nao temos muita informacao direta sobre o passado das espécies.
Assim, resta apenas inferir as filogenias. Para isso, além do registro féssil (o qual tem
registro de apenas alguns eventos isolados) temos apenas as informagoes que podemos
obter dos organismos vivos hoje.

A classificagao dos seres vivos em grupos, objeto de estudo da Sistemética, foi uma das
primeiras preocupagoes da Biologia. Ja a utilizagao de arvores filogenéticas é tao antiga
quanto a teoria da evolucao, que estabeleceu a necessidade da busca pelo parentesco.
Originalmente, utilizavam-se caracteres anatomicos dos organismos para agrupa-los. Foi
s6 no inicio da década de 1960 que os trabalhos de Sokal e Sneath inauguraram o uso
de métodos numeéricos na taxonomia (ver Sokal e Sneath, 1963). Nessa mesma época,
com os avancos da Biologia Molecular, iniciou-se o uso de informagoes moleculares, como
freqiiéncias génicas e seqiiéncias proteicas, para a inferéncia de filogenias (ver Felsenstein,
2004).

Filogenias podem ser representadas de diversas formas. Entretanto, nesse trabalho,
utilizaremos preferencialmente as filogenias dicotomicas (em que a separagao das linhagens
ocorre de dois em dois). A Figura 2.5 apresenta um exemplo de filogenia dicotomica com
raiz. A raiz é a indicacao de qual ponto da filogenia esta o mais recente ancestral comum
a todos os grupos da filogenia.

Quando tratando com filogenias, chamamos os organismos dos quais colhemos amostras
de nds externos da filogenia, e os numeramos de 1 a N, em que N é o tamanho da amostra
(nimero de organismos considerados). No caso da filogenia da Figura 2.5, as bolas pretas
numeradas de 1 a 4 representam os noés externos. Os tltimos ancestrais comuns entre duas
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Figura 2.5: Exemplo de Arvore Filogenética.

linhagens sao chamados de nos internos da filogenia, e numerados de N + 1 até 2N — 1.
No caso da Figura 2.5, os nds internos sao representados pelas bolas pretas enumeradas
de5a7 Ondé2N —1échamado de raiz da filogenia. A ligagao entre dois nés é chamada
de ramo da drvore filogenética, e representa o tempo evolutivo que separa um organismo
de seu ancestral. Os ramos também sao numerados de 1 a 2N — 2, e seus comprimentos
sao denotados por 7, [ € {1,--- ;2N — 1}. No caso da Figura 2.5, temos seis ramos cujos
comprimentos sao denotados por 7, - -, Tg.

Na reconstrucao de filogenias, devem ser estimados a topologia da arvore filogenética
(qual a relagao de proximidade entre as linhagens) e os comprimentos dos ramos. Note que
os comprimentos dos ramos representam um conjunto de parametros continuos que devem
ser todos positivos. Ja a topologia da filogenia é de parametrizagdo mais complicada.
Assim, como nesse trabalho a construgao da filogenia nao é o principal foco, assumiremos,
em geral, que a sua topologia é conhecida.

Existem diversos métodos de estimagao de filogenias. Entre os mais utilizados estao
os métodos por matriz de distancias, por parcimonia e por maxima verossimilhanga (ver
Felsenstein, 2004). Todos eles tém vantagens e desvantagens. Entretanto, nesse trabalho
preferimos a estimacao por maxima verossimilhanca. Apesar de exigir um tempo com-
putacional maior do que os outros métodos, em estudos de simulagoes ele é o que apresenta
maior eficiéncia na recuperagao da filogenia original (ver Felsenstein, 2004).

Uma das formas mais utilizadas de representacao de filogenias é o formato “newick”,
em que os grupos sao separados por virgulas e unidos por parénteses. Assim, a filogenia da
Figura 2.5 é representada como “(((1,2),3),4);”. A essa representagao ainda podem ser
adicionados os comprimentos dos ramos, que sao separados das linhagens por dois pontos,
dessa forma, a mesma arvore pode ser escrita como “(((1: 7,2 : 72) : 75,3 : T3) : Tg,4 :
74);”. Além de representar cada arvore de forma tunica, o formato “newick” tem a van-
tagem de ser de facil interpretacao. Em todas as aplicagoes e simulagoes computacionais

11



realizadas nesse trabalho, utilizamos esse formato para as arvores.

2.1.3 Preparacao das Seqiiéncias

Os métodos apresentados nesse trabalho tém como objetivo desvendar aspectos do
passado evolutivo das sequéncias de DNA. Para que isso possa ser realizado, trabalha-se
com sequéncias homdlogas. Um conjunto de seqiiéncias é dito homdlogo se elas repre-
sentam descendentes de uma seqiiéncia ancestral em organismos diferentes. Em geral,
seqliéncias homologas sao obtidas ao se estudar um mesmo gene (ou mesma regiao do
DNA) em organismos diferentes.

Devido aos processos de mutacao, em geral, seqiiéncias homologas nao sao idénticas.
Um mesmo gene em espécies diferentes pode ter comprimentos diferentes, devido, por
exemplo, as mutagoes do tipo adicao e delecao. Entretanto, conforme comentado anteri-
ormente, nesse trabalho consideramos apenas as mutacoes do tipo substituicao de bases.
Assim, € interessante eliminar das sequiéncias os efeitos das adigoes e delecoes, de forma
que possamos estabelecer correspondéncia entre bases que descendem de um mesmo sitio
na sequéncia ancestral. E s6 desta forma que podemos estudar isoladamente o processo
de substituicao de bases.

O processo que estabelece as correspondéncias entre os sitios das diferentes seqiiéncias
homoélogas é o alinhamento. Note que, antes do alinhamento, em geral dispomos de N
seqiiencias de DNA nao necessariamente do mesmo comprimento, em que N é o ntimero
de organismos em estudo. No alinhamento é formada uma matriz que tem como linhas
as N seqiiéncias da amostra. Os sitios correspondentes sao colocados todos na mesma
coluna, e algumas bases s@o removidas (ou espagos em branco sao adicionados) para que
todas as seqiiéncias fiquem com o mesmo comprimento S.

O alinhamento é um procedimento estatistico que atribui um escore para cada matriz
de alinhamento das seqiiéncias. Entao, é feita uma busca no espaco de possiveis matrizes
por aquela que apresenta o melhor escore. O alinhamento de bio-seqiiéncias (DNA, RNA
ou proteinas) é uma &rea de pesquisa ativa, de forma que existem diversas formas de se
definir o escore das matrizes e diversos algoritmos de busca pelo melhor escore.

Nesse trabalho, os alinhamentos foram realizados utilizando-se um dos aplicativos
mais amplamente difundidos para esse propdsito, o Clustal X, disponivel on-line em
hitp://www.clustal.org. O sistema de escore desse aplicativo leva em consideragao o fato
de que alguns sitios sao mais conservados do que outros, e que as seqiiéncias nao sao
independentes, mas sim relacionadas por uma filogenia. No aplicativo, ela é estimada
pelo método de agrupamento de vizinhos (“Neighbour-Joining”; ver Saitou e Nei, 1987).
J& a busca pelo melhor escore é realizada utilizando-se um algoritmo heuristico, para a
reducao do tempo computacional (ver Durbin et al., 2004).
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2.2 Processos Estocasticos

Todos os modelos utilizados nesse trabalho envolvem processos estocasticos. Assim,
apresentamos nessa se¢ao alguns conceitos basicos de processos estocédsticos e suas prin-
cipais propriedades.

Definigao 2.1. (Processo Estocdstico). Seja (€, .A4,P) um espago de probabilidade,
(M, G) um espago mensuravel, e ainda uma familia de varidveis aleatérias X; indexadas
por um parametro t € T, onde T' C R e cada X; : (Q, A4, P) — (M,G) é mensuravel.
Dizemos que {X;}er é um processo estocdstico.

Observacao 2.1. Nesse trabalho, M sera sempre finito. Assim, temos que G é dado pelas
partes de M.

Definigao 2.2. (Espaco de Estados). O espago de estados é o conjunto M, ou seja, o
elenco dos possiveis valores de cada variavel aleatoéria X;, parat € T

Definigao 2.3. (Espacgo de fndices). O conjunto 7" é dito espaco de indices do processo.

O conjunto T possui uma ordem e dizemos que a variavel X;, para cada t € T, descreve
0 que acontece com o processo no tempo t.

No que tange as seqiiéncias de DNA, estamos interessados em dois processos es-
tocasticos. O primeiro, representado por {X;}ier, é 0 processo que designa a combinagao
de bases em um sitio de todas as seqiiéncias consideradas (uma coluna da matriz X obtida
no alinhamento - ver Segao 2.1.3). O espago de estados desse processo é o conjunto das
possiveis combinagoes de bases em um sitio das N seqiiéncias consideradas. Assim, temos
exatamente 4" elementos no espaco de estados, j4 que existem quatro bases no DNA.
Este processo designa uma combinagao para cada um dos S sitios considerados. Assim,
dizemos que {X;}er é um processo a tempo discreto, pois T € {1,2,--- ,S}. Este é o
processo que sera considerado para todas as analises realizadas a partir do Capitulo 3.
Entretanto, devido a diversas peculiaridades do DNA, incluindo a estrutura filogenética
que relaciona as seqiiéncias, as probabilidades dos eventos deste processo nao sao simples
de determinar. Portanto, recorremos a um processo auxiliar.

O processo auxiliar {Y; },er, que serd considerado na Secao 2.3, designa a base de um
sitio de uma seqiiéncia em cada instante de tempo 7. O espago de estados desse processo,
denotado por E, corresponde as quatro bases do DNA, isto é E = {A,G,C,T}. Este é
um processo a tempo continuo, em que 7 € T, e T' = [0, 00).

Definigao 2.4. (Processo i.i.d.). Fixados Q, A e P, dizemos que o processo {X;}er
tomando valores em E (enumeravel) e com parametro ¢ € T C N é independente e

identicamente distribuido, denotado por i.7.d., se
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e X, ¢é independente, ou seja, para todo n e toda seqiiéncia t; < ty < --- < t,, e toda
seqiiéncia de conjuntos By, B, --- , B, contidos em M, vale que

P(X;, € B, Xy, € By,--- , X, € B,) =P(Xy, € B)P(Xy, € By)---P(X;, € By);
e ¢, para todo t € T, vale
P(X; € B) =P(X, € B),

para todo subconjunto B do espago de estados M.

Na Secao 2.3 e em todo o Capitulo 3 trabalhamos com o pressuposto simplificador de
que o processo { X, }er é 1.1.d.. J& no Capitulo 4 essa hipdtese serd relaxada.

Defini¢ao 2.5. (Processo Estaciondrio). Dizemos que o processo {X;}er, tomando
valores em M, com indice t € T, é estaciondrio se, para cada n, para cada seqiiéncia de
indices t; < ty < --- < t, e para cada seqiiencia de conjuntos By, Bs, - - - , B,, contidos em
M, vale que

P(th E B17Xt2 E BQ, A ,th E Bn) - P(Xt1+h 6 Bl,Xt2+h 6 BQ, Tt 7th+h E Bn),

para todo h € T

Para todos os modelos considerados nesse trabalho assumimos processos estacionarios.

2.2.1 Cadeias de Markov

O processo estocastico que mais utilizamos nesse trabalho é o processo de Markov a
tempo continuo. Ele é utilizado para descrever a evolucao temporal de biomoléculas, pois
é razoavel assumir que estas possuem a propriedade de Markov: probabilidade de futuras
mutacoes independe do passado da molécula, dependendo apenas do estado presente.
Assim, temos a seguinte definicao.

Definigao 2.6. (Processo de Markov). Seja {X;}ier um processo estocastico com
espago de estados M finito ou enumerdvel. Dizemos que { X} }ier é um processo de Markov
se vale a condicao

P(Xt - j|Xt1 - ih T 7th = Zn) - P(Xt = j’th = Z.’TI)? (2]‘>

para todo t,ty,---,t, € T, e 7,11, ,i, € M, sempre que t; < ty < --- < t, < te
P(th :7:1,"' ,th :Zn) >O
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Processos markovianos com espaco de estados discreto ou enumeravel sao geralmente
chamados de cadeias de Markov. Nesse trabalho utilizamos, para descrever a cadeia de
Markov a tempo continuo, sua caracterizacao pela matriz geradora infinitesimal. A matriz
geradora infinitesimal ¢ uma matriz em que qualquer linha soma zero.

Defini¢ao 2.7. (Matriz Linha Soma Zero). Uma matriz Q quadrada com entradas
reais é dita linha soma zero se satisfaz

e Q;; <0 para todo 7 € M;
e Q;; >0 paratodoi#j,i,j € M;

° ZjeM Q,; =0, para todo i € M.

Cada entrada da matriz Q representa a taxa infinitesimal de uma dada transicao
(mudanga de estado do processo). Assim, temos que
P(jli, t)

| Pl —1
Qi = %E% — e Qi = %E% — 7 (22)
em que P(j|i,t) = P(X; = j|Xo = i) representa a probabilidade de transi¢ao do estado i

para o estado j no tempo ¢.

Note que, a partir da matriz geradora infinitesimal, podemos determinar todas as
probabilidades de transicao de um estado para outro em qualquer tempo.

Teorema 2.1. As probabilidades de transicao em um determinado intervalo de tempo t
do processo de Markov { X, her podem ser determinadas a partir de sua matriz geradora
infinitesimal Q, resolvendo a sequinte equacgao diferencial matricial

P'(t) =P(1)Q, (2.3)
em que P(t) € a matriz das probabilidades de transi¢do no tempo t, de forma que temos
P, ;(t) = P(jli,t) = P(X; = j| X =1).

A matriz P(t) é tal que a soma de suas linhas é 1, e é chamada de matriz estocéstica.

No restante desse capitulo, apresentamos modelos que detalham o processo de evolucao
temporal de cada seqiiéncia. Assim, estamos interessados no processo {Y; },cr comentado
anteriormente, e nas suas distribuicoes estacionarias. Dessa forma, temos a seguinte
definicao.

Definigao 2.8. (Vetor Estaciondrio). Dizemos que o vetor py é o vetor estaciondrio
do processo { X, }er se, para todo t > 0, temos poP(t) = po.
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Teorema 2.2. Seja {X;}ier um processo de Markov com espago de estados M finito, e
seja Q sua matriz geradora infinitesimal. Entao, existe um vetor estaciondrio pg tal que
poQ = 0. Além disso, se esse vetor € unico, temos que, para qualquer i,

lim P(X; = j|Xo = 1) = poj, (2.4)

em que Po; representa a J-€sima componente do vetor py.

Esse resultado é importante, pois, nos modelos descritos na Secao 2.3, assumimos que a
distribuicao inicial dos processos é a prépria distribuigao estacionaria. Como justificativa
para esta opcao estd o fato de que as seqiiéncias em estudo estao evoluindo sob esse
processo hd muito tempo. Assim, no presente as freqiiéncias dos estados (bases do DNA)
ja estariam muito proximas da distribuicao estacionaria.

2.3 Modelos de Substituicao de Bases de Seqiiéncias
de DNA

A anadlise de seqiiéncias de DNA tem como objetivo responder a diversas questoes
relacionadas ao seu processo de evolugao e aos organismos de onde elas foram obtidas.
Dentre essas questoes, podemos ressaltar a reconstrugao biogeogréfica da historia de um
grupo de organismos, a busca de relacoes entre espécies, a deteccao de fenomenos como
transferéncia génica e coevolugao e a datagao do tultimo ancestral comum a dois organis-
mos. Para abordar essas questoes, faz-se necessaria uma forma de medir distancias entre
seqiiéncias de DNA ou de encontrar as probabilidades P(j|i,7) de que uma base i mute
para outra base j em um determinado intervalo de tempo 7.

Existem diversos modelos para a evolucao da cadeia de DNA que permitem a obtencao
das distancias e probabilidades necessarias para fazer as analises mencionadas acima.
Dentre estes, destacam-se os modelos de substituicao de bases, que sao simplificacoes
probabilisticas da evolucao de seqiiéncias de DNA.

Os modelos de substituicao de bases assumem que o tnico tipo de mutagao que ocorre
é a substituicdo de uma base por outra na mesma posicao da seqiiéncia, de forma que
adicoes e delegoes sao ignoradas. Esta é uma simplificacao relevante, que faz com que
esses modelos nao descrevam de forma adequada seqiiéncias inteiras de DNA. Entretanto,
os modelos de substituicao de bases se prestam bem as analises moleculares desejadas
gragas a etapa de alinhamento, que faz parte da preparagao das seqiiéncias de DNA (ver
Se¢ao 2.1.3).

Os modelos que consideramos inicialmente assumem que os sitios do DNA evoluem de
acordo com processos estocasticos independentes e identicamente distribuidos. Existem
também modelos que permitem que uma proporcao dos sitios sejam invariantes e modelos
que consideram uma estrutura de dependéncia entre os sitios (ver Capitulo 4).
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Os modelos que estudamos atribuem ao processo de evolucao de cada sitio da seqiiéncia
de DNA uma cadeia de Markov, pois assumem que as probabilidades de mutacao depen-
dem apenas do estado (base) em que a cadeia se encontra no momento, sendo inde-
pendente do passado do processo. O espago de estados desses processos corresponde as
quatro bases do DNA, Adenina (A), Guanina (G), Citosina (C') e Timina (7"), denotado
por E ={A G, C,T}. Essas bases estao divididas em dois grupos devido a caracteristicas
quimicas, as purinas R = {A, G} e as pirimidinas Y = {C,T'}.

Desta forma, a matriz de taxas infinitesimais desses modelos é dada por

—qda qdaGc 4qa.c 4ArT
q9c,A —4¢ d4a,c d4aG,Tr
Q= - (2.5)
qc,A qc.G qc d4c,r
qr.a 4qr.¢ d4r.c —dqr

onde ¢;; ¢ a taxa instantanea de mutacao da base ¢ para a base j, e os elementos da

diagonal principal sao tais que as linhas somam zero, ou seja ¢; = >, 2j Gy, para i, j € E.

Como, para todos os modelos considerados, nenhuma das taxas ¢; ; ¢ nula, temos que a
cadeia é irredutivel e recorrente positiva, de forma que o processo possui uma distribuicao
estacionaria denotada por

Po = (WA77TG)7TC77TT)7 (26>

onde m; é a proporcao da base ¢ no DNA. Um pressuposto implicito de alguns desses
modelos é que o processo se encontra proximo a seu estado de equilibrio, de forma que a
distribuicao estacionaria pg ¢ também a distribuicao inicial.

Partindo da matriz (2.5), é possivel encontrar as probabilidades P(j|i,7) de mutagao
da base i para a base j em um intervalo de tempo 7. A matriz de transi¢ao P(7) =
(P(jli, 7)) i jem» due contém essas probabilidades, ¢ uma matriz estocéstica, de forma que
a soma das linhas é 1. Ela pode ser obtida resolvendo a equacao diferencial

P'(1) = P(1)Q, (2.7)
cuja solucao geral é dada por

P(7) = exp(7Q). (2.8)
Nem sempre obteremos expressoes analiticas para as probabilidades de mutagao. Entre-

tanto, estas sempre podem ser obtidas numericamente para um determinado intervalo de
tempo 7.
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Note que o “tempo” 7, considerado nas probabilidades de mutacao, nao corresponde
necessariamente ao tempo real, mas sim ao “tempo” evolutivo, representado nas filoge-
nias pelo comprimento dos ramos. E possivel que dois ramos de uma filogenia tenham
comprimentos diferentes, ainda que representem eventos ocorridos simultaneamente.

Observe ainda que, como esses modelos apresentam distribuicao estaciondria, as pro-
babilidades de mutacao P(i|j,7) em grandes intervalos de tempo se aproximam das fre-
qiiéncias das bases na distribuigao estaciondria, ou seja, lim, ., P(i|j, 7) = m;, para todo
1,7 € B

Note que, quando estudamos seqiiéncias de DNA, temos acesso apenas ao estado pre-
sente do processo. Assim, nao temos como saber quantas mutacoes ocorreram na histéria
de um sitio. Por exemplo, se no passado a base de um determinado sitio foi A, e hoje
observamos um C, podemos inferir que houve uma transicao nesse sitio. Entretanto, nao
podemos afirmar com certeza se houve uma mutacao A — C', pois poderia ter ocorrido a
sequencia de mutagoes A — G — (. Da mesma forma, se verificissemos que a base de
outro sitio foi A no passado e continua sendo A no presente, nao podemos afirmar com
certeza que nao houve mutacao nesse sitio, pois a seqiiéncia A — T — C' — A apre-
senta o mesmo resultado. Esse tipo de mutacao é chamado de silenciosa. O tratamento
desse processo com cadeias de Markov, nesse aspecto se mostra adequado, pois P(i|j, 7),
obtida da matriz P da a probabilidade de encontrarmos a base ¢ em um tempo 7 em
determinado sitio do DNA, dado que no presente encontramos a base j nesse sitio. Tal
probabilidade é independente das mutagoes que ocorreram no meio tempo. Assim, os
modelos de substituicao de bases corrigem para mutacoes multiplas e silenciosas.

2.3.1 Jukes-Cantor (JCG69)

O primeiro modelo que seréd considerado é o modelo Jukes-Cantor, denotado por JC69.
Este modelo assume que as substituicoes de bases de seqiiéncias de DNA ocorrem de
maneira Markoviana, que as probabilidades de mutacao sao todas idénticas e que todas
as bases aparecem com igual probabilidade (ver Jukes e Cantor, 1969). Dessa forma, seja
QJce9 @ matriz de taxas infinitesimais do processo Jukes-Cantor e pg a distribuicao inicial
de probabilidades das bases do DNA. Entao, temos

A G C T

—3a  « o a
Q —3« Q Q
Qucey = o 0 30 o , (2.9)
« « a —3«

em que 3a é a taxa de mutagao do processo, e
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1 1 1 1
Po—(1717171>- (2-10)

A matriz Qjcgo fornece as taxas infinitesimais para mutacoes da base ¢ para a base j,
sendo 7 e j pertencentes ao espaco de estados F = {A, G, C, T} do processo. Observe que
a distribuicao inicial das bases também corresponde as freqiiéncias de equilibrio.

Com base na matriz apresentada acima, podemos encontrar a matriz Pjceo(7) das
probabilidades de mutacao em um intervalo de tempo 7 resolvendo a equacao diferencial

P/JCGQ(T) = PJcag(T)QJC(sg« (2-11)

Lema 2.1. Considere o modelo Jukes Cantor, cuja matriz Qyceo de taxas infinitesimais
¢ dada por (2.9) e cujo vetor py de probabilidades iniciais € dado por (2.10). Entdo, a
matriz Pyoeo(T) das probabilidades de transi¢ao no tempo T € dada por

1—3a, o o o
o 1—3a, o o
PJC69(T) = Oé-r OCT 1 _ 3057- aT Y (212>
o o o 1 —3a;
em que
1 —4at
a; = Z(l_e ). (2.13)

Demonstragao: A matriz Pjcgo(7) das probabilidades de mutagao no tempo 7 pode ser
encontrada através da equagao diferencial (2.11). A solucao desta equagao é dada pela
matriz exp(7Qjoeg). Notamos que TQjceo = T Diag(r) T, em que Diag(7) é a matriz
diagonal dos autovalores de 7Qjce9, € T a matriz com os respectivos autovetores. Entao
temos exp(TQjcee) = T exp(Diag(r)) T~!. Como Diag(7) é matriz diagonal, temos
que exp(Diag(7)) é dada pela matriz com o exponencial dos autovalores de 7Q ;g9 NaS
entradas da diagonal principal, e todas as outras entradas nulas. Portanto, temos

1 -1 -1 —1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 e 0 0

Picoo(™) = | 1 o o 1 |*| o0 0 et g
1 0 1 0 0 0 0 edor

/4 1/4 1/4 1/4
—1/4  3/4 —1/4 —1/4
—1/4 —1/4 —1/4 3/4 |°
—1/4 —1/4 3/4 —1/4
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e assim obtemos (2.12). O

O modelo JC69 foi um dos primeiros modelos de substituicao de bases propostos e é o
mais simples. Entretanto, este modelo tem hipdteses muito restritivas, que nao explicam
diversos dos fenomenos observados em seqiiéncias de DNA como as diferentes taxas para
tipos de mutagoes distintos e diferentes proporcoes entre as bases.

2.3.2 Kimura-2 Parametros (K80)

Assim como o modelo JC69, o modelo Kimura-2 Parametros (denotado por K80)
atribui um processo Markoviano a evolucao da seqiiéncia de DNA e assume que as bases
tém distribuigao uniforme (ver Kimura, 1980). O modelo K80, entretanto, considera o
fato de que as bases do DNA estao divididas em dois grupos, purinas R = {A, G} e piri-
midinasY = {C', T}, de acordo com a semelhanga quimica. Desta forma, no modelo K80,
hé distingao entre transi¢ées (mutagoes para a outra base da mesma categoria quimica)
e transversoes (mudanca de purina para pirimidina ou de pirimidina para purina)®. Por-
tanto, a matriz de taxas apresenta dois parametros. Observe que este modelo tem maior
apelo bioldgico, pois esperamos que mutagoes entre estes compostos assemelhados sejam
mais comuns.

A matriz de taxas infinitesimais que define o processo K80 é dada por

A G C T
—B-2y B g g
_ g =B=2y v g
Qkso = y 5 G-y 3 : (2.14)
¥ ¥ B —B =2y

em que ( é a taxa de transicao e 2y é a taxa de transversdo. Note que as bases sao
ordenadas de forma que purinas e pirimidinas fiquem reunidas.

Assim como no modelo Jukes-Cantor, a distribuicao de equilibrio das bases do modelo
Kimura-2 Parametros é homogénea, e as probabilidades de mutacao podem ser obtidas
resolvendo uma equagao similar & (2.11).

Lema 2.2. Considere o modelo Kimura-2 Parametros, cuja matriz Qgso de taxas in-
finitesimais € dada por (2.14) e cujo vetor py de probabilidades iniciais é dado por (2.10).
Entao, a matriz Pgso(T) das probabilidades de transicdo no tempo 7 é dada por

2Observe a distincao do uso da palavra transicio no contexto biolégico, em que significa mutacao
dentro da mesma categoria quimica, e no contexto de processos estocasticos, em que transigao significa
uma mudanca de um estado qualquer para outro.
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1 - ﬂﬂ' - 2'71' ﬁr Vr Yrs

_ ﬁr 1 - ﬁT - 277‘ 77' 77’7
Pyso(7) = ’ o 1B — 2 5 . (2.15)
Vr Yr 57— 11— ﬁ’r - 277-

em que (3, e v, estao relacionados a [ e vy através das transformacoes

1
B = (14T 200,
1
o= e (2.16)
Demonstracao: Ver demonstragao do Lema 2.4 e Observagao 2.2. 0

2.3.3 Kimura-3 Parametros (K81)

Outro modelo que consideramos ¢ o modelo Kimura-3 Parametros (denotado por K81),
que compartilha dos pressupostos do modelo K80 mas apresenta trés probabilidades dife-
rentes para as transigoes da cadeia de Markov (ver Kimura, 1981). Nesse modelo temos
distingao de probabilidades para dois tipos de transversoes: as transversoes para a base
complementar (A-T e C-G) e as transversdes para a outra base; além de uma probabilidade
para as transi¢oes. Assim como nos modelos JC69 e K80, a distribui¢ao de equilibrio das
bases é homogénea. Desta forma, temos que a matriz de taxas infinitesimais desse modelo
¢ dada por

B-d-y 8 Y 5
_ g —B-d—-7 0 g
Qxs1 = - s S S 3 , (2.17)
5 y R

em que [ representa a taxa infinitesimal para transicoes, o a taxa de transversoes para a
base complementar, e v a taxa das demais transversoes.

Lema 2.3. Considere o modelo Kimura-3 Parametros, cuja matriz Qgs, de tazas in-
finitesimais é dada por (2.17) e cujo vetor py de probabilidades iniciais € dado por (2.10).
Entao, a matriz Pgs1(7) das probabilidades de transi¢cao no tempo T é dada por
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a Br 7 0r

| B a 4 s
Pksi(7) = v 5 a5 | (2.18)
or ¥ Br a

onde a =1— (8; + v, +90,), de modo que a soma das linhas seja 1. Os parametros (3,
Y- € 0r para o modelo K81 se relacionam com as entradas da matriz Qgs, por

3 = i (1= 20497 4 (20T _ 2Ty
N = }1 (14 20497 _ =2040)7 _ p=2(p+0)r)
0y = i (1 — e 2007 _ 220107 | =250 (2.19)

Demonstracao: A matriz Pggi(7) das probabilidades de mutagao no tempo 7 pode
ser encontrada utilizando o mesmo procedimento da demonstracao do Lema 2.1. A
solucdo da equacgao diferencial P'kg;(7) = Pxks1(7)Qxks1 é dada pela matriz exp(7Qks1)-
Mas como T7Qgs; = T Diag(7) T™!, em que Diag(7) ¢ a matriz diagonal dos autoval-
ores de 7Qks1, € T a matriz com os respectivos autovetores, temos que exp(7Qksi) =
T exp(Diag(7)) T~!. Portanto, temos

-1 1 -1 1 e~ 209 0 0 0
p I B N R B 0 e~ 2B+ 0 0
ksi(T) = 1 -1 -1 1 |~ 0 0 e—25+0)7 ()
1 1 1 1 0 0 0 1
/4 —1/4  1/4  1/4
. 1/4 —1/4 —1/4 1/4
14 1/4 —1/4 1/4 |
1/4  1/4 1/4 1/4
e assim obtemos (2.18). O

2.3.4 Tamura-Nei (TN93)

Nos modelos que consideramos até o momento havia sempre o pressuposto de que a
distribuicao das bases na seqiiéncia de DNA é homogénea. Entretanto, na maioria dos
casos isso nao corresponde a realidade. Em grande parte das seqiiéncias de DNA alguma
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das bases aparece com freqiiéncia maior do que as outras, e essa informacgao pode ser
incorporada ao modelo de substituicao de bases.

Em 1993, Tamura e Nei propoem um modelo que representa uma extensao do K80
(que assume probabilidades diferentes para transi¢oes e transversoes) para a situagdo em
que a distribui¢do das bases nao é homogénea (ver Tamura e Nei, 1993). Denotamos esse
modelo por TN93. As taxas infinitesimais sao dadas pela matriz

¢ QRS + G glue VT
ORTA 4 Ta C2 VTe YT
— . 2.20
QTN93 ’YWA ’yﬂ-G CS &Yﬁ _|_,Y7TT Y ( )
YT A glute ay 72+ yme C4
onde a constante ¢ é tal que a soma das linhas seja 0, para todo k € {1,--- 4}, m; é a

proporc¢ao da base 7, ¢ € E, nas seqiiéncias, vy ¢ o parametro relacionado a taxa de mutagao
do processo, mgp = T4 + T ¢ a proporcao de purinas nas seqiiéncias, Ty = mw¢o + 7 €
a proporcao de pirimidinas nas seqiiéncias, e ar € oy sao parametros relacionados as
transi¢oes entre purinas e pirimidinas, respectivamente.

O vetor de distribuicao de probabilidade inicial deste processo é dado por

Po = (74, TG, Mo, ). (2.21)

Assim como nos modelos anteriores, o processo é estacionario, de forma que esta
também ¢é a distribuicao de equilibrio.

Esse modelo pode ser interpretado em funcao de dois eventos distintos. O evento do
tipo II pode ser visto como o processo mutacional béasico, no qual as bases sao subs-
tituidas proporcionalmente a sua distribui¢ao de equilibrio no DNA. Nele ocorrem tanto
transversoes quanto transi¢oes. Este evento tem probabilidade instantanea vy e também
pode ser visto em termos de um processo de retirada de bolas de uma urna. A urna
contém bolas representando as quatro bases do DNA nas suas proporcoes dadas pelo
vetor pg = (74, 7g, 7o, 7). O evento do tipo II corresponde a reposicao da base do sitio
considerado por outra retirada aleatoriamente da urna. Desta forma, existe a chance da
base ser substituida por ela mesma. Ja o evento do tipo I tem taxa agr para purinas
e ay para pirimidinas e representa apenas as transicoes. Este evento também pode ser
interpretado em termos de um processo de retirada de bolas de uma urna. Neste caso,
existem duas urnas, uma contendo apenas bolas representando purinas nas proporgoes

encontradas no DNA, dadas por <Z—2, :—g), e outra contendo apenas bolas das pirimidinas

nas proporgoes dadas por (’T—C ”—T> . Se a base do sitio em questao é uma purina, o evento

7Ty’ Ty
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do tipo I a repoe por uma base retirada da urna das purinas; caso contrario, a reposicao
é feita a partir da urna das pirimidinas.

Lema 2.4. Considere o modelo Tamura-Nei, cuja matriz Qrnos de tazas infinitesimais
¢ dada por (2.20) e cujo vetor py de probabilidades iniciais € dado por (2.21). Entdo, a
matriz Prnos(7) das probabilidades de transicdao no tempo T é dada por

(A, A) Br(AG) (A C) 7 (AT)

= | ZE4 HGD HEO D | e
(T, A) (T,G) B(T,C) c(T,T)

V7(i,7) = mi(1 —e™77), (2.23)

Vi,j € E, tais que i e j sejam de grupos quimicos diferentes,

—(ar+7)
57(7/7]) =Ty (ﬂ-_ye—'w' - e— + 1) ; (224)
TR TR
Vi,j € R, e
—(ay+y)T
67(27.7) =Ty (@6_77- - 6— + 1) ) (225)
Ty Ty

Vi,j €Y. Ainda, temos que a probabilidade de encontrar a mesma base em um determi-
nado sitio apos um tempo T € dada por

cr(i,i) = m— R i (2.26)
TR TR
Vie R, e
e (iyi) = m R 4 T plev ) 4 (2.27)
Ty Ty

Vi € Y. Nas duas ultimas expressoes j representa a outra base da mesma categoria
quimica de 1.

Demonstracao: A matriz Prno3(7) das probabilidades de mutagao no tempo 7 pode
ser encontrada através da equagao diferencial P'rno3(7) = Prnos(7)Qrnes. A solugao
desta equacao é dada pela matriz exp(T7Qrno3). Inicialmente, notamos que TQrnoz =
T Diag(7) T, em que Diag(7) é a matriz diagonal dos autovalores de 7Qrnos, dada
por
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e 0 0 0
. 0 —(ay+~vy)7 O 0
Diag(r) = | | ( " 7) 0 0 : (2.28)
0 0 0 —(an+7)7

e T é a matriz invertivel cujas colunas sao dadas pelos respectivos autovalores de 7Qrnos.
Assim, T é dada por

_T™ ) 1 _Ta
N
T=| 7 L, (2.29)
mC
1 1 1 0
Notamos que, como Diag(.) é matriz diagonal, temos
e 7 0 0 0
: 0 e vt g 0
exp(Diag(7)) = 0 0 1 0 )
0 0 0 e (artnr
e ainda que Pryos(7) = exp(7Qqpngs) = T exp(Diag(7)) T, O

Observacao 2.2. Note que os modelos JC69, K80 e F81 sao todos casos particulares
do modelo TN93. Assim, fazendo a restricao adequada aos parametros dessa matriz
encontramos as probabilidades de mutacao para os demais modelos.

Por exemplo, se considerarmos my = g = ¢ = 7 € ag = ay = 0 recaimos no
modelo JC69, e temos que as entradas o da matriz Qjcey correspondem a 7 na matriz
Qrnosz. Observe que, com esta restricao, temos que

P(ilj,m) = ay =~ (1— ) =

1 (1—e ), (2.30)

Ry

para ¢ # j, que coincide com as probabilidades de mutagao do modelo JC69 dadas na
expressao (2.13).

Dois outros casos particulares do modelo de Tamura-Nei, amplamente utilizados, sao
os modelos Hasegawa, Kishino e Yano, denotado por HKY85 (ver Hasegawa, Kishino e
Yano, 1985) e Felsenstein 1984, denotado por F84 (ver Felsenstein e Churchill, 1996).
Enquanto o modelo TN93 tem seis parametros, os modelos HKY85 e F84 apresentam
cinco parametros.
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2.3.5 Felsenstein 1981 (F81)

Felsenstein (1981) prop6s um modelo que incorpora, de forma simples, a possibilidade
de existirem diferentes proporcoes entre as bases. A matriz de taxas infinitesimais deste
modelo, denotado por F81, que tem como caso particular o modelo Jukes-Cantor, é dada
por

b amg amc anr
ary by ame amp

Qrs1 = ars are by amp | (2.31)
amy ang anc by
onde a constante by, é tal que a soma dos elementos da linha &k é 0, para todo k € {1,--- ,4},

m; representa a proporcao da base ¢ na amostra, e o a taxa de mutacao. O vetor de
distribuicao de probabilidade inicial deste processo é dado por

Po = (7TA77TG77TC77TT)- (232)

Assim como nos modelos anteriores, o processo é estacionario, de forma que esta
também é a distribuicao de equilibrio.

Lema 2.5. Considere o modelo Felsenstein 1981, cuja matriz Qpgy de taxas infinitesimais
¢ dada por (2.31) e cujo vetor py de probabilidades iniciais € dado por (2.21). Entdo, a
matriz Prs1(7) das probabilidades de transicao no tempo T € dada por

a-(A,A) ar(A,G) o (A,C) a(AT)
B aT(G, A) aT(G, G) o (G,C) a.(G,T)
Pram) =1 0 (C4) ar(C.G) ar(C.C) an(CiT) | (2:83)
a-(T,A) o (T,G) o (T,C) o (T,7T)
em que
ar(iyi) =m+ (1 —m)e 7,
para todo i € E, e
o (i,j) =m; (1 —e7),
para todo i,j € E, i # j.
Demonstracao: Ver demonstracao do Lema 2.4 e Observagao 2.2. U
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2.3.6 Hasegawa, Kishino e Yano (HKY85)

Hasegawa, Kishino e Yano (1985) propéem um modelo que é caso particular do TN93,
denotado por HKY85. Neste modelo, de acordo com a notacao do modelo TN93, temos

que 3—5 = ;r—i, e portanto, as probabilidades dos eventos do tipo I em cada grupo sao
o

proporcionais as freqiiéncias das bases daquele grupo. Além disso, a razao Ty com l e
{R,Y}, é igual para purinas e pirimidinas. Desta forma, a taxa instantanea de transi¢ao
para a base j, pertencente a classe [, é dada por

T, (6%
Ckl—] +’}/7Tj = (—l +’Y> Ty = 67Tj,
™ ™

em que [ € {Y, R}; Y representa as pirimidinas, e R representa as purinas.

Assim, a matriz de taxas infinitesimais desse modelo pode ser escrita como

di Brg yme AT

fra  dy Ame ymr
_ 7 2.34
Quxyss viA e ds Brp (2.34)
YTa YT Bre  dy
onde a constante dj, é tal que a soma da linha k é 0, para todo k € {1,--- 4}, e f e~

sao os parametros relativos a transicoes e transversoes, respectivamente.

O modelo HKYS85 é a extensao mais natural do modelo K80, e o contém como caso
particular, quando qualquer base tem probabilidade }1.

2.3.7 Felsenstein 1984 (F84)

No modelo proposto por Felsenstein em 1984 (ver Felsenstein e Churchill, 1996),
denotado por F84, temos que ay = ag, de forma que as probabilidades de eventos do

tipo I sao iguais para purinas e pirimidinas. Portanto, a matriz de taxas infinitesimais do
modelo F84 ¢ dada por

€1 aze + frg prc prr
e €2 Brc prr
Qrss = i o , (2.35)
Ba prc €3 ot + frr
fa fre aze + fre €4
onde e é tal que a soma dos elementos da linha k é 0, para todo k € {1,--- ,4}, B é o

parametro relacionado a taxa de mutagao do processo, T = T4 + TG € a proporcao de
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purinas no DNA, my = m¢ + mp é a proporcao de pirimidinas no DNA, e « é o parametro
relacionado a taxa de transicoes. Observe que o modelo K80 também é um caso particular
desse modelo.

O modelo F84 é muito parecido com o HKY85, mas apresenta a conveniéncia de que
as suas probabilidades de mutacao P(i|j,7) podem ser encontradas explicitamente com
a ajuda da seguinte propriedade. Digamos que ocorra uma série de eventos, cujo tltimo
é do tipo II. Nesse caso, o passado da cadeia nao importa, pois cada base tera uma
probabilidade de aparecer proporcional a sua freqiiéncia. Da mesma maneira, se ocorrer
uma série de eventos do tipo I, independentemente de quantos forem, a probabilidade de
aparecer A no final da cadeia é proporcional a z—;} Dessa forma, temos que eventos do
tipo II anulam o efeito de todos os eventos anteriores, e eventos do tipo I anulam o efeito
de eventos do tipo I anteriores.

Lema 2.6. Considere o modelo Felsenstein 1984, cuja matriz Qpsy de taxas infinitesimais
¢ dada por (2.35) e cujo vetor py de probabilidades iniciais € dado por (2.21). Entdo, a
matriz Prss(7) das probabilidades de transicao no tempo T € dada por

561 G G0 ED
_ | 4G, e, (G, V-G, (G, T
Praam) = | (0 4) ~,(C.G) eC.C) pUCT) | (2:56)
Y (T, 4) 7(T,G) B(T,C) e(T.T)
em que
e (i,i) = e @A 4 %’efm — e (1 — e P
Gelif) = el =) k(1) (237)

77'(@7.]) - Trj(l - e_ﬂT)7
para i,j € E, em que | representa a categoria quimica, R ou'Y, a qual j pertence.

Demonstracao: Suponhamos que deseja-se obter a probabilidade de uma mutagao de A
para G. Para esse modelo, temos que a probabilidade de que em um tempo 7 nao ocorra
nenhum evento é dada por

exp(—(a + B)7). (2.38)

Da mesma forma, a probabilidade de que ocorra pelo menos um evento do tipo I e nenhum
do tipo II é dada por

(1 — exp(—ar))exp(—p07); (2.39)

e a probabilidade de que ocorra pelo menos um evento do tipo II é dada por
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1 — exp(—p7). (2.40)

Com base nas expressoes (2.38), (2.39) e (2.40), temos que

P(G|A,7) = [1 — exp(—arT)] exp(—ﬁT)Z—Z + [1 — exp(—f7)|7c.

De forma mais geral, podemos escrever as probabilidades de transicao da seguinte
maneira

P(jli,7) = exp(—(a+B)7)dy; + exp(—pB7)(1 — exp(—ar)) (%)

+ (1 —exp(=07))7;. (2.41)

Na expressao (2.41), d;; é a fungao delta de Kronecker, que tem valor 1, quando ¢ = j,
e 0, caso contrario. O valor ¢;; ¢ a funcao Watson-Kronecker que tem valor 1, quando i e
7 sao ambos purinas ou ambos pirimidinas e 0, caso contrario. O

O primeiro termo da soma da expressao (2.41), que representa a chance de nao ocorrer
nenhum evento, se anula quando tratamos de duas bases diferentes. O segundo termo da
soma se refere a probabilidade de ocorrer um evento do tipo I seguido de transicao e
nenhum evento do tipo II (ver Felsenstein, 2004).

2.3.8  “General Time Reversible” (GTR)

O modelo, apresentado a seguir, é o mais geral possivel que mantém a propriedade de
reversibilidade no tempo, ou seja,

mP(jli, 7) = m;P(>ilj, 7), (2.42)
onde 7; é a proporcao de bases do tipoiei,j € E.

Reversibilidade no tempo é uma propriedade matematicamente conveniente, apesar
de nao ser fundamentada em razoes bioldgicas. Na pratica, muitos modelos com essa
propriedade se ajustam bem a dados reais (ver Felsenstein, 2004).

O modelo “General Time-Reversible” (denotado por GTR) atribui a evolugao da
seqiiéncia de DNA uma cadeia de Markov a tempo continuo com distribuicao inicial dada
por (2.21) e matriz infinitesimal dada por
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i amg Bre T
Qern = arty fo  Omg  emp
Bra Omg  fs  nmmr |

VTA € NTe fa

(2.43)

onde fj é tal que a soma da linha k é 0, para todo k € {1,--- ,4}.

Observe que a cadeia é estacionaria e que pg ¢ sua distribuicao de equilibrio. Note
também que este modelo satisfaz a propriedade (2.42).

O modelo GTR é bastante geral e tem um grande niimero de parametros. Além disso,
as expressoes analiticas para as probabilidades de transicao sao mais complexas e nao
serao apresentadas aqui. Apresentamos, no entanto, um exemplo numérico que ilustra
como obter a matriz Pgrr(7).

Exemplo: Considere o caso em que temos pg = (0.3,0.2,0.2,0.3), a = 1, f = 0.2,
v =0.3,0 =01, e = 0.0l ep =25 Desejamos obter a matriz Pgrr(7) para estes
parametros fixados. Assim, pela expressao (2.43) a matriz de taxas infinitesimais para o
modelo GTR é dada por

—0.3300  0.2000  0.0400  0.0900

B 0.3000 —0.3230  0.0200  0.0030
Qarr = 0.0600  0.0200 —0.8300  0.7500
0.0900  0.0020  0.5000 —0.5920

(2.44)

Tomando 7 = 1, e considerando a decomposicao Qagrr = TDiag(l)T_l, em que
Diag(1) é a matriz diagonal com os autovalores de Qgrr, € T a matriz com seus autove-
tores, temos que Parr(1) = exp(Qarr) = T exp(Diag(1))T™!, em que

—0578 0 0 0
. 0o 0 0 0
Diag(1) = 0 0 —0.1608 0 ) (2.45)
o 0 0 —1.3356

0.6474 —0.5000 —0.3778 —0.0213
—0.7500 —0.5000 —0.6306  0.0210
T= —0.11564 —0.5000 0.4818 —0.8283 |~ (2.46)

—0.0705 —0.5000 0.4770  0.5595

Assim, temos que
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0.7448 0.1464 0.0387 0.0701
0.2196 0.7460 0.0178 0.0166

Parn(l) =1 00530 00178 05200 0.3953 (247)
0.0701 0.0110 0.2635 0.6554
Ja se o procedimento for repetido com 7 = 0.01, obtemos
0.9679 0.0194 0.0040 0.0087
Parn(0.01) = 0.0290 0.9685 0.0020 0.0005 (2.48)

0.0060 0.0020 0.9221 0.0699
0.0087 0.0003 0.0466 0.9443

Note que como 7 é pequeno Pgrr(7) se aproxima da identidade, ja que lim, o Pgrr(7) é
a matriz identidade. Por outro lado, se escolhemos um valor grande para 7, temos que a
entrada (i, j) da matriz se aproxima dos valores de equilibrio 7;, pois lim, .. P(j|i,7) =
;. Isso pode ser visto na matriz Porg(50), dada por

0.3001 0.2001 0.2000 0.2998
0.3001 0.2001 0.1999 0.2999
0.2999 0.1999 0.2001 0.3001
0.2999 0.1999 0.2001 0.3001

Parr(50) = (2.49)

A Tabela 2.1 apresenta uma comparacao entre os modelos de substituicao de bases
apresentados nesse capitulo, com base nos parametros da matriz Q de taxas infinitesimais,
dada por

hy QT  QyuTc  QgTT
a1ma he agTo  QoTT
Q= Z ¢ 0 , (2.50)
3

Q3T Q7Tg Q2T
5T T anTe g

em que hy é tal que a soma da linha k é 0, para todo k € {1,--- ,4}.
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Tabela 2.1:

Comparagao dos Parametros nos Modelos Estudados.

Modelo \ Po Taxas de Mutacao
JC69 (;11,%,}1,%) Q] = Qg = Q3 = 0y = Q5 = Og =
a7 = Qg = Qg = Q19 = 1] = (12
K80 (3.5 5:3) a1 =y = ap1 = Qn;
Q3 = Qg = Q5 = Qg = Q7 = Qg = g = Q10
K&1 (i,i,%,i) Q1 = Qg = (1] = (12;
a3 = 04 = Qg = (0, A5 = Qg = Q7 = Qg
F&1 (7TA,7T0,7T0,7TT> Q] = Qg = (3 = Oy = Q5 = g =
Q7 = g = (g = (X9 — 11 = 2
HKY®8&5 (Ta, TG, TC, TT) Q1 = Qg = 1] = O12;
a3 = gy = 05 = Qg = Q7 = (g = (g = Q1
TNI93 e F84 | (74, 7q, 7o, 7T) a1 = Qg5 Q1 = (12;
a3 = Qg = 05 = Qg = Q7 = (g = g = Q1
GTR (Ta, TG, TC, TT) Q1 = Qg; Qi3 = Qg A5 = Qg

Q7 = Qg; Qg = (10, (Y11 = (12
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Capitulo 3

Teste da Razao de Verossimilhanca e
seu Poder (Caso Homogéneo)

3.1 Funcao de Verossimilhanga

Os modelos de substituicao de bases apresentados na Secao 2.3 explicam como ocor-
rem as mudancas em uma seqiiéncia de DNA ao longo do tempo. Entretanto, nao se
tem acesso ao passado da seqiiéncia para verificar quantas e quais mutagoes ocorreram.
Portanto, para fazer esse tipo de estudo, é necessario um conjunto de seqiiéncias oriundas
de diferentes organismos, referentes a mesma porcao do DNA (seqiiéncias homoélogas).
Tracando as relagoes de parentesco entre as seqiiéncias de uma amostra, com base nas
semelhancas entre elas, é possivel fazer inferéncias sobre seu passado.

Para determinar o melhor modelo para um grupo de seqiiéncias de DNA, diversos
métodos utilizam a funcao de verossimilhanca.

Defini¢ao 3.1. Seja fx(:) a fung¢ao densidade da vardvel aleatdria X, e 0 seu vetor de
parametros. A fungao de verossimilhanga € definida por L(0|X) = fx(zx), vista como
uma fungao do parametro 6.

Nesse caso, a fungao de verossimilhanca pode ser vista como a probabilidade P(M|X)
do modelo escolhido condicionada aos dados, onde X é o conjunto de dados, e M ¢é o
modelo que descreve o processo estocastico.

Para o célculo da funcao de verossimilhanca sao importantes dois aspectos das arvores
filogenéticas que descrevem a relacao de parentesco entre as seqiiéncias. O formato da
arvore F' determina quais seqiiéncias sao mais proximas, ou seja, quais delas tém um
ancestral comum mais recente, e os tempos de coalescéncia 7 = {7y, 7o, -+ , Toan_2} Tepre-
sentam os tempos decorridos desde a divergéencia de cada ancestral comum.

Como exemplo, a Figura 3.1 apresenta a filogenia F' que relaciona quatro espécies.
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Figura 3.1: Exemplo de Arvore Filogenética.

Em geral, temos apenas informacoes sobre esses organismos, sendo o resto da filogenia
resultado de inferéncia. Em um experimento hipotético, poderiamos ter quatro seqiiéncias
de genes homologos, uma de cada espécie. Nesse caso chamamos os quatro organismos de
nés externos da filogenia, e os numeramos de 1 a N, em que N é o tamanho da amostra
(ntimero de organismos considerados). As bolas pretas 5, 6 e 7 representam os tltimos
ancestrais comuns entre duas linhagens e sao chamadas de nds internos e numeradas de
N+ 1 até 2N — 1. O n6 2N — 1 é chamado de raiz da filogenia. A ligacao entre dois
nés é chamada de ramo da arvore filogenética, e representa o tempo evolutivo que separa
um organismo de seu ancestral. Os ramos também sao numerados de 1 a 2N — 2, e seus
comprimentos! sao denotados por 7, [ € {1,--- ,2N — 1}.

Vamos supor conhecida a filogenia F' que relaciona as seqiiéncias a serem analisadas
e seus tempos de coalescéncia. Observe que cada né da filogenia corresponde a uma
seqliéncia, mas nao se tem acesso as seqiiéncias dos nos internos (ancestrais). Sejam
X1 ... XN as bases da posigao u das seqiiéncias X', .-+, XV; % as possiveis bases da
seqliéncia ancestral k; e h(k) o né imediatamente anterior (ancestral) ao né k. Entao, a
probabilidade de gerar essas N bases como resultado da filogenia conhecida (ver Durbin
et al., 2004) é dada por,

2N -2 N
P(X), - XY[E7) = > mava [] P@EEW, ) [P 7). (3.1)
iN+1 . 2N -1 k=N+1 =1

Nessa expressao, mpezyv-1 € a proporcao, na distribuicao de equilibrio, da base que se
encontra no n6 2N — 1 (raiz da filogenia). Dessa forma, m;2n—1 representa a probabilidade
de encontrar a base i*~! no sitio u da seqiiéncia na raiz da filogenia. J4 a expressao

1O comprimento de um ramo da filogenia representa a quantidade de evolucio ocorrida naquele ramo
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P(ik\ih(k), T) representa a probabilidade de que a base que se encontra na posi¢ao u do
no k seja gerada a partir da base que se encontra em sua seqiiéncia ancestral h(k) em um
tempo 7. Essa mesma probabilidade é denotada por P(X!|i"® 7)) quando a seqiiéncia
filha é parte da amostra X, pois nesse caso tem-se conhecimento da base X!. Essas
probabilidades dependem do modelo de substituicao de bases adotado.

Assim sendo, calcula-se a probabilidade de que uma determinada combinagao de bases
nas seqiiéncias ancestrais gere o conjunto de dados da amostra multiplicando m2v-1 pelas
probabilidades de que cada base de seqiiéncia ancestral gere as bases das suas seqiiéncias
filhas nos tempos 7 determinados pela filogenia. Entretanto, como nao temos acesso as
seqiiéncias ancestrais, para o calculo da funcao de verossimilhanca temos que somar a
probabilidade de obtermos os dados da amostra para todas as possiveis combinagoes de
bases nos noés internos da filogenia F'. Assim, obtemos a fun¢ao de verossimilhanga para
um dos S sitios da seqiiéncia.

Como assumimos independéncia entre os sitios, temos que a fungao de verossimilhanga
para a amostra X ¢ dada por

S
L(F,7|X) = L(F,7|X", - XN = T[P(X), - XV E ), (3.2)
u=1

onde 8 = (F, 7).

3.1.1 Algoritmo para a Obtencao da Funcao de Verossimilhanca

Para simplificar o cdlculo da funcao de verossimilhanca, utiliza-se um algoritmo de-
senvolvido por Felsenstein (1981) que consiste em dividir a filogenia em &rvores menores
para facilitar o célculo da funcao de verossimilhanca.

Seja Ly, a sub-arvore descendente do né k, e seja
P(Lyli)u = P{XY"IXE = ),

em que {X,}* representa as bases encontradas na posigao u dos nés externos (seqiiéncias
da amostra) descendentes do né k. Note que tal probabilidade depende do modelo de
substituicao de bases adotado. Assim, P(Lg|i), representa a probabilidade de que o
modelo de substituicao de bases escolhido produza as bases encontradas na amostra nos
nos externos descendentes da sub-arvore que tem o né k como raiz, dado que a base
encontrada no né k ¢ 1.

O algoritmo proposto por Felsenstein (1981) utiliza os sucessivos P(Lg|?),, para reduzir
o nimero de cdlculos necessarios para a obtencao da funcao de verossimilhanca. Inicia-se
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o algoritmo calculando P(Ly|i), para nés externos (k € {1,--- ,N}), que é simplesmente
dado pela fungao indicadora da base 7, j4 que nao ha descendentes a serem considerados
e temos conhecimento de qual base ocupa a posicao u da seqiiéncia k. Em seguida,
calcula-se P(Lyg|i), para drvores formadas pelos nds imediatamente anteriores (ancestrais)
e seus descendentes. O procedimento de “subir” a filogenia, considerando arvores cada
vez maiores, segue até que se atinja a raiz (k = 2N — 1). Em cada etapa, utilizam-se os
valores de P(Lg|i), das arvores menores para simplificar o célculo.

A funcao de verossimilhanga para o sitio u é dada por L(F, 7| X,) = Y. 5 P(Lan—1]7)umi,
em que 7; € interpretado como a probabilidade de encontrar a base ¢ na posicao u da
seqiiéncia da raiz da filogenia. A funcao de verossimilhanca da amostra é dada pelo
produto das fungoes de verossimilhanca obtidas para cada sitio.

Dessa forma apresentamos o algoritmo de Felsenstein (1981):

1. Para cada sitio v € {1,---, S} das seqiiéncias:

(a) Para cada uma das seqiiéncias da amostra (k € {1,--- ,N}), para cada i € F =
{A,G,C, T} calcular:
P(Lyli), = I(XE = i),
em que [(A) representa a fungao indicadora do conjunto A.

(b) Para cada né interno (k € {N +1,--- ;2N —1}), paracadai € E ={A,G,C,T}
calcular:

em que n e m sao os noés descendentes do no k.

(c) Calcular a fungao de verossimilhanga no sitio u como

L(Fa 7t‘)(u) = ZieE ]P)<L2N71’Z‘)u7ri-

2. Calcular a fungao de verossimilhanca da drvore como L(F, 7|X) = H5:1 L(F,7|X,).

No caso dos modelos em que possuimos resultados analiticos para as probabilidades
de mutagao em fungao do tempo, podemos seguir explicitando as probabilidades P(j|7, )
que aparecem no algoritmo da funcao de verossimilhanca.

Para o modelo Jukes-Cantor (JC69) utilizam-se as expressoes

1
P(]‘Za Tk) = Z(l + 36740{%)7 (33)

se1 =7, e
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1
P(jli,mi) = (1 — ™), (3.4)
sei#j.
Ja para o modelo Kimura-2 Parametros (K80) essas mesmas probabilidades sao dadas
por

1

P(jli, ) = (1 — e, (3.5)

se 1 e J sao ambos purinas ou ambos pirimidinas,
1
P(jli,m) = (1 + e~ 0Tk — 92BN (3.6)

se i e j pertencem a categorias quimicas diferentes, e

P(]hu Tk) =1- ﬁTk - 2’)/7%7 (37>
se 1 =7j.

No modelo Kimura 3-Parametros (K81)

1
P(jli, ) = 7 (1 - e 20O 4 @20 HB)Te _ o257 | (3.8)
se 1 e 7 sao ambos purinas ou ambos pirimidinas,
1
P(jli, ) = 1 (1 — 2000 _ o200+ 6*2(ﬁ+5)7k) . (3.9)
se 1 e J sao bases complementares,
P(jli, ) = 111 (1 + e 20007 _ o=200 40T _ 6—2(ﬁ+5)7'k) 7 (3.10)

se i e J pertencem a categorias quimicas diferentes e nao sao bases complementares, e
P(jli, ) =1 = By — Yo — Orp (3.11)
se i = 7.

Ja no caso do modelo F84, utiliza-se a espressao

P(jli,7) = exp(—(a+ B)7k)di; + exp(—07)(1 — exp(—aTy)) (%)
+ (1 — exp(—p))m;.

Assim, temos como obter a funcao de verossimilhanga para um conjunto de dados com
filogenia F' conhecida e parametros do modelo de substituicao de bases definidos.
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3.1.2 Calculo do Maximo da Funcao de Verossimilhanca

Assim como o calculo da fungao de verossimilhanga para uma determinada filoge-
nia, a sua maximizacao deve ser feita computacionalmente. Como em grande parte das
aplicagoes a filogenia que relaciona as seqiiéncias ¢ desconhecida, a maioria dos progra-
mas computacionais que maximizam a funcao de verossimilhanca o fazem acompanhado
de uma busca pela melhor arvore.

Entretanto, é praticamente impossivel, até mesmo para conjuntos de dados relativa-
mente pequenos, obter com certeza a melhor arvore. Dessa forma, na pratica, os pro-
gramas computacionais utilizam métodos heuristicos para obter arvores quase 6timas em
tempos computacionais razodveis (ver Guidon e Gascuel, 2003).

Por exemplo, no pacote PHYML (Guidon e Gascuel, 2003), utilizado nesse trabalho,
inicialmente a arvore filogenética é construida através do método “Neighbor-Joining”,
baseado em distancias entre as seqiiéncias de DNA. Este método é rdpido mas menos
preciso do que o método da méxima verossimilhanca. Em seguida, é calculada a funcao
de verossimilhanca da arvore, e os parametros do modelo de substituicao de bases sao
otimizados utilizando-se um método de otimizacao numérica. Apds isso, sao feitas suces-
sivas etapas de modificacoes da topologia da arvore e comprimento dos ramos, seguido
de novo céalculo da funcao de verossimilhanca e otimizacao dos parametros do modelo.
Sempre que a nova arvore apresenta funcao de verossimilhanga inferior a antiga ela é
descartada. Caso contrario, ela é mantida e a velha arvore descartada. Esse procedimento
segue até que a funcao de verossimilhancga convirja, e que nao hajam mais modificagoes
na arvore capazes de aumenta-la.

Dessa forma, estima-se a filogenia que melhor relaciona as seqiiéncias e os parametros
do modelo de substituicao de bases escolhido pelo método da maxima verossimilhanca.
Assim também se obtém o maximo da funcao de verossimilhanca para o modelo de subs-
tituicao escolhido que é necessario para a realizacao do teste que compara os modelos.

3.2 Teste da Razao de Verossimilhanca

Nesta secao, utilizamos o teste da razao de verossimilhanca para escolher, entre dois
modelos diferentes, aquele que melhor descreve a evolucao da seqiiéncia de DNA. O ob-
jetivo é testar entre os modelos apresentados na Segao 2.3. Note que todos eles tém os
seguintes pressupostos em comum:

Al. As seqiiéncias sao relacionadas por uma estrutura filogenética;
A2. As mutagoes de cada sitio sao independentes e identicamente distribuidas;

A3. As mutagoes sao regidas por uma cadeia de Markov, com matriz de taxas infinitesi-
mais Q e probabilidades iniciais pyg.
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A distincao entre estes modelos é feita unicamente pela matriz Q e pelo vetor py.
Dessa forma, sejam

Hy: Pressupostos Al, A2, A3 e Q = Qu,, Po = PoM,;
H;: Pressupostos Al, A2, A3 e Q= Qu,, Po=DPoM: (3.12)

em que My e M; pertencem a classe dos modelos de substituicao de bases, dados na Secao

2.3, M = {JC69, K80, K81, F81, TN93, HKY85, F84, GTR}.

Definicao 3.2. Considere o teste de hipdteses dado em (3.12). A fungdo do teste da
razao de verossimilhanca para testar Hy versus Hy € dada por

—2A(X) = —2 (1og (zo(X)) — log (ﬁl(X)» , (3.13)

em que Lo(X) € o mdzimo da fungio de verossimilhanga sob Hy e Li(X) € o mdzimo da
funcao de verossimilhanca sob Hy.

Sob Hj consideramos sempre o modelo que possui o menor nimero de parametros (é
o modelo mais simples), pois dessa forma ele s6 serd rejeitado se o modelo mais genérico
tiver uma diferenca de desempenho significativa.

Observe que, como os modelos que consideramos neste trabalho sao todos casos par-
ticulares uns dos outros, teremos sempre que —2A(X) > 0, pois a fun¢do de méxima
verossimilhanca sob Hy é no maximo igual a funcao de maxima verossimilhanca sob Hj.

Vamos considerar primeiro um exemplo em que analisamos se o modelo Jukes-Cantor
¢ plausivel para o conjunto de dados X considerado, ou se corremos um alto risco de erro
devido a diferenca entre taxas de transicoes e transversoes. Para isso, utilizamos o teste
da razao de verossimilhanga com a hipétese nula Hy: Al, A2, A3 e JC69 (a cadeia se
comporta de acordo com o modelo JC69), contra a hipétese alternativa, Hy: Al, A2, A3 e
K80 (a cadeia se comporta de acordo com o modelo K80). Nesse caso, sabemos que o mo-
delo Kimura-2 Parametros, que permite diferentes taxas de transicoes e transversoes, tera
um melhor desempenho, mas a pergunta é se a diferenca é estatisticamente significativa.

Assumindo como conhecida a arvore F' que relaciona X, calculamos a funcao do teste
—2A(X) de acordo com a expressao (3.13), obtendo Lo(X) e Li(X) como na Secéo 3.1.
Comparamos a fungao do teste —2A(X) com a sua distribui¢ao sob Hy para obter o p-
valor, e com base nele decidir se rejeitamos ou nao a hipétese nula. Observe que, nesse
teste, estamos apenas comparando o aspecto em que diferem os dois modelos (taxas de
transigoes e transversoes), mas assumimos como verdadeiros todos os pressupostos comuns
a ambos. Se algum dos pressupostos comuns aos dois modelos nao estiver correto, isso
pode afetar o resultado do teste.

39



Definicao 3.3. O p-valor € a estatistica definida como o menor nivel de significancia \
para o qual um experimentador utilizando a estatistica T'(X) do teste rejeitaria Hy com
base na amostra observada.

Dessa forma, o p-valor corresponde a probabilidade de, sob a distribuicao de Hy,
encontrarmos valores mais extremos para a estatistica do teste do que o valor observado.
Assim, calculamos o p-valor do teste da razao de verossimilhanca que compara dois mo-
delos de substituicao de bases como

p-valor = P(—2A(X) < Y), (3.14)

onde Y é uma variavel aleatéria com a distribuicao de —2A(X) sob H,.

Teorema 3.1. Sejam Fx(-) funcdo de distribui¢iao do vetor de varidveis aleatdrias X e
0 = (0,,0,) o vetor de parametros, tais que estejam satisfeitas as sequintes condigoes

9 9
E (-2 108)-2 tog(2)) + E (=2 10s(1) —‘9—2/L—o (3.16)
o6, e\ e 108 90,00, e\ ) = Bea6, | T '

para todo 0,,0,, € 8. Considere a hipotese nula Hy : 0, = 0., e a alternativa Hy : 0, # 0,
a serem testadas. Entao, sob Hy, temos que

—2A(X) 4, X2, quando S — oo, (3.17)

onde —2A(X) € a estatistica do teste (3.12), dada na expressao (3.13), x> € a dis-

tribuicao qui-quadrado central com r graus de liberdade, e 4, significa convergéncia em
distribuicao.

Demonstracao: Ver Wilks (1962). O

Observacao 3.1. Para o teste JC69 versus K80 comentado anteriormente, temos r =
2—1=1.

Observacao 3.2. Se X ¢ uma variavel aleatéria com distribuicao qui-quadrado central
com 7 graus de liberdade (X ~ x?), entao, a funcao densidade de probabilidade de X ¢
dada por

€T T
e 2227l 0<x< oo,

oy ={

0, x <0,

40



onde a fungao gama I'(+) ¢ definida por T'(a) = [~ t*te~'dt. Observe que E(X) =17 e
Var(X) = 2r.

Lema 3.1. Considere os modelos de substituicao de bases apresentados na Secdo 2.3, no
caso em que a filogenia F' € conhecida. Entao, as condigoes de reqularidade apresentadas
em (3.15) e (3.16) do Teorema 3.1 estao satisfeitas.

Demonstragao: Para conferir se a propriedade (3.16) é vélida, notamos que as derivadas
de primeira e segunda ordem de log(L), em relacdo aos parametros 6 existem, con-
tanto que os parametros estejam no interior do espaco paramétrico ®. Isso pode ser
facilmente visto, uma vez que log(L(8]X)) = Y5 log (P(X},---, X2¥=1|@)), em que
P(X} -, X2N=110) > 0 é constituido de soma e produto de fungoes do tipo (2.16),
(2.19) e (2.41).

Por outro lado, como X pode assumir apenas um conjunto discreto e limitado de
valores, temos que

2

E (aieu log(L)% log(L)) +E (aef—aew log(L)>
- Z (3%10‘%(1’)32 log(L) + 8(gf—aewlog(L)) Ix(x]0).

Ainda, como L = L(0|X) = fx(x|0), podemos desenvolver as derivadas, de modo que
temos

&=

0 0 o?
( it o8(L) 50 1og<L>) +E (o (D))
02
1 0L 1 0L . l 0*L i@_La_L I
L6, ) \ Lad, L 00,00, L?00, 00,
0?L 0? 0?
0,00, 39u89w ; L= 00,00, L

<[] NM xM

=0, (3.18)

0

em que a primeira igualdade da iltima linha da expressao (3.18) é valida porque o so-
matorio em X é finito.

Para conferir se a propriedade (3.15) é vélida, notamos que
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e (g, st et = | (g omth g on(t)) o

1 0°L
= §<z—agu39w>fx(x|9)

é finito se H% log(L)H < 00. Por outro lado, temos que

(3.19)

1 0L
s log(L) = 5
onde L > 0 para todo X, desde que os parametros do modelo de substituicao de bases
e os tempos 7 nao sejam nulos. Além disso, como L é composto de soma e produto de
expressoes do tipo (2.16), (2.19) e (2.41), se os parametros do modelo de substitui¢ao de
bases e os tempos 7" (Comprimentos dos ramos da filogenia) nao sao nulos nem infinitos,
entao a derlvada é finita.

Assim, como temos L« el < oo para todo 6, € O, entdo ||-2-log(L)|| < oo
, L 0., p ; 80, 08

Assim, a soma finita de (3.19) é finita, de forma que temos

9] o)
HE<89 log(L )(99 log(L )H<oo

Deste modo, mostramos que a condigao (3.15) também é vélida.
O

Goldman (1993), um dos primeiros a utilizar o teste da razado de verossimilhanca
para comparar modelos de substituicao de bases, ressalta alguns problemas na utilizagao
da distribuicao x? para esses testes. Ele trata a matriz de dados X (N x S) como
S sucessivas observagoes 7.i.d. de um processo com distribuigdo multinomial. Assim, a
combinacao de bases que aparece em um sitio do DNA é uma observacao, e cada possivel
observacao tem probabilidade determinada pela filogenia F' e o modelo de substituicao de
bases. Para que a aproximacao qui-quadrado seja vélida, é necessario que cada categoria
(possivel combinagao de bases em um sitio da seqiiéncia) aparega um nimero minimo de
vezes na amostra. Para um dado ntmero N de seqiiéncias consideradas, o numero de
categorias possiveis é 4. Assim, temos que, com algumas poucas seqiiéncias, o nimero
de categorias é maior do que os comprimentos de seqiiéncia usuais. Além disso, na maioria
das seqiiéncias de DNA as categorias com todas as bases iguais sao muito mais frequentes
que as demais categorias. Assim, algumas das categorias nunca apareceriam na amostra.
Desta forma, para utilizar devidamente a aproximacao y? precisarfamos de seqiiéncias
muito longas para um nimero moderado de organismos.

Outra critica de Goldman (1993) ao uso da aproximacao x> é que exemplos como
o explorado acima, em que a arvore filogenética F', que relaciona os elementos de X, é
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conhecida, sao muito raros. Na maioria dos casos, é com os dados de X que se fazem
inferéncias sobre a arvore F' e principalmente sobre os tempos de coalescéncia 7, e esses
resultados podem variar de acordo com o modelo de substituicao de bases adotado. Nesses
casos, os elementos da filogenia fazem parte dos parametros do modelo sob os quais a
funcao de verossimilhanca deve ser maximizada e deveriam ser levados em consideracao
na determinaciao dos graus de liberdade da distribuigao 2. Como a parametrizacio da
estimativa de arvores filogenéticas, pelo método da maxima verossimilhanga, nao é bem
compreendida, é dificil determinar os graus de liberdade 7.

Em funcdo dessas criticas, Goldman (1993) sugere o método apresentado a seguir de
reamostragem paramétrica para obter a distribuigdo da —2A(X) sob Hy.

3.2.1 Meétodo para o Céalculo do p-Valor

Como alternativa a distribuigao x?, Goldman (1993) propoe uma variagao do teste de
Cox para obter a distribuigao de —2A(X) sob Hy e o p-valor, dado pela expressao (3.14).
O teste de Cox compara modelos nao necessariamente hierarquicos, em que a hipdtese
nula pode ser composta, ou seja nao ha um unico valor especificado para os parametros
sob Hy. Como sob Hy a melhor explicagdo para os dados (méximo da funcao de veros-
similhanca) é justamente o modelo com os parametros estimados pelo método da maxima
verossimilhanga, utilizam-se essas estimativas para os valores dos parametros sob Hy. Se
a hipotese nula com estes parametros for rejeitada, entao ela seria rejeitada com qualquer
outra escolha de parametros permitidos por Hy, pois a sua funcao de verossimilhanca
seria menor.

Com base no mesmo principio, utilizam-se as estimativas de maxima verossimilhanca
dos parametros do modelo para fazer uma simulacao de Monte Carlo dos dados e obter a
distribuicao de —2A(X) sob Hy. No caso de seqiiéncias de DNA, os parametros a serem
estimados incluem a arvore filogenética F', o comprimento dos ramos 7 e os parametros
livres do modelo de substituicao de bases adotado.

Para obter uma distribuicao através de uma simulagao de Monte Carlo, utiliza-se
o modelo sob Hy para gerar m conjuntos de dados, e com estes dados constréi-se um
histograma. Quando m aumenta, o histograma deve se aproximar da distribuicao que
estamos tentando obter.

Apresentamos o método baseado em simulagoes de Monte Carlo (também conhecido
como bootstrap paramétrico) para a obtencao do p-valor.

1. Utilizar os dados observados para estimar, pelo método da maxima verossimilhanca, os
parametros do modelo de substituicao de bases, a arvore filogenética F' e os tamanhos
dos ramos 7, utilizando o modelo My sob Hj.

2. Gerar, aleatoriamente, uma seqiiéncia para a raiz da filogenia segundo uma distribuicao
multinomial com vetor de probabilidades py designada pelo modelo My sob Hy.
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3. Utilizando os parametros estimados no passo 1, simular as seqiiéncias filhas da arvore.
Para isso, inicia-se pela raiz da filogenia, e geram-se seqliéncias para os nés adjacentes
partindo da seqiiéncia da raiz e utilizando as probabilidades de mutacao P(i|j, 7).
Essas probabilidades sao determinadas pelos parametros estimados para o modelo de
substituicao de bases e os T estimados. Em seguida, repete-se o procedimento para
os nos descendentes daqueles recém gerados, seguindo o desenho da filogenia estimada
até que se obtenham seqiiéncias para os N nos externos.

Calcular —2A(-) dado pela expressao (3.13) para os dados gerados no passo 3.
Repetir os passos 2, 3 e 4, m vezes 2.
Calcular —2A(-) para os valores da amostra.

Construir um histograma com os valores de —2A(+) simulados.

® N o ook

Verificar a posigao de —2A(X) produzido pela amostra X relativo ao histograma do
passo 7 para obter o p-valor.

Uma alternativa para o procedimento descrito no passo 3 para gerar N seqiiéncias de
acordo com o modelo Mgy sob Hy é atribuir a amostra uma distribuicao multinomial em
que cada uma das possiveis combinacoes de bases em um sitio tem uma probabilidade.
A probabilidade de cada uma das 4"V possiveis categorias pode ser calculada utilizando a
arvore filogenética, os comprimentos dos ramos e os parametros do modelo de substituicao
de bases estimados. Entretanto, como o nimero de categorias cresce rapidamente com
o numero de seqiiéncias, para muitos casos é mais rapido fazer a simulacao da forma
descrita no passo 3 acima.

3.2.2 Poder do Teste

Em testes estatisticos, erros do tipo I ocorrem quando a hipotese nula é rejeitada sendo
ela verdadeira, e o erro do tipo II ocorre quando Hy nao é rejeitada mas ela é falsa, ou
seja

P(erro tipo I) = P(H, é rejeitada| Hy é verdadeira)
P(erro tipo II) = P(H, é aceita|H, ¢é falsa). (3.20)

Definigao 3.4. O poder do teste € definido como 1 — P(erro do tipo II).

Assim, o poder do teste equivale a probabilidade de rejeitar Hy dado que a hipotese
alternativa H; é verdadeira.

2Goldman (1993) comenta que, para esse tipo de teste com 95% de confianca, é aceito que m > 100
apresenta bons resultados.
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Teorema 3.2. Seja 0 = (0,,605) € © o vetor de parametros do modelo submetido ao teste
da razao de verossimilhancga. Considere a hipdtese nula Hy : 0, = 0,, e a alternativa
H,:0, #0,, a serem testadas. Entao, sob as mesmas condigoes do Teorema 3.1, temos
que, para todo € > 0,

lim P (| — 2A(X) — xZ(D)| > €) =0 (3.21)

S—o0

onde —2A(X) € a estatistica do teste (3.13), x*(D) € a distribui¢io qui-quadrado com r
graus de liberdade e parametro de nao centralidade D, e S € comprimento das seqiiéncias.
Temos ainda que, sob Hy, D =0 e sob H;, D = (0, — 0,,)1(0,, — 0,,). Nessa expressao,
I=(luw)uw € a matriz de Informagao de Fisher, cujos termos sao dados por

B 9% log(L)
fuw = —E (W) ’ (3:22)

onde L € a funcao de verossimilhanca e 6,0, € 0,.
Demonstracao: Ver Kendall e Stuart (1973). O

Observacao 3.3. Se X ¢ uma variavel aleatéria com distribuicao qui-quadrado nao-
central com r graus de liberdade e parametro de nao centralidade D, (X ~ x2(D)),
entao, a funcao densidade de probabilidade de X é dada por

_1 R @DYIT(i+3)
fx(z) =4 vere ? 20 Ly 0 << (3.23)
0, xz <0.

Observe que E(X) =r+ D e Var(X) = 2r +4D.

Com base no Teorema 3.2 temos que o poder do teste da razao de verossimilhanca ao
nivel de significancia A é dado por

Poder = P(x2(D) > C,), (3.24)

em que C) é o valor critico do teste, tal que P(—2A(X) > C)) = X se Hy é verdadeira.
Como estamos considerando o resultado assintdtico, Cy = x7, ¢ o valor da distribuicao
qui-quadrado central com r graus de liberdade x7 tal que P(x} > x7,) = .

Apresentamos a seguir um resultado assintético para a distribuicao da estatistica do
teste sob Hy. Para tanto, precisamos do seguinte lema.
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Lema 3.2. Seja X uma varidvel aleatéria tal que X ~ x%(D). Se

(a) D € constante, entao % 4, Z, quando r — 00;

b) r € constante, entdao X_(+D) 4, Z, quando D — o0;
V2r+4D

onde Z ~ N(0,1) € a distribui¢cao normal padrao com média 0 e variancia 1.

Demonstracao: Ver Johnson e Kotz (1970). O
O Lema 3.2 pode ser utilizado para estabelecer o seguinte resultado sobre a distribui¢ao

assintética em S de —2A(X) sob H.

Teorema 3.3. Considere o teste da razao de verossimilhanca que compara dois modelos
de substituicao de bases, dado em (3.12). Entao, a distribui¢dao assintdtica da estatistica
do teste —2A(X), dada em (3.13), sob Hy, € tal que

—2A(X) — D
X) - (r+D) 4, Z, quando S — oo, (3.25)
V2r+4D

onde r e D estio definidos no Teorema 3.2, e Z ~ N(0,1).

Demonstracgao: Pelo Lema 3.1, sabemos que os modelos de substituicao de bases satis-
fazem as condigoes de regularidade do Teorema 3.1. Observe que, pela expressao (3.2), a
funcao de verossimilhanga para qualquer modelo de substituicao de bases, apresentados
na Secao 2.3, é tal que

S
L(F/HX) - L(Fa’ﬂXl? e 7X2N_1) = H]P)(X,i, e aXZN_1|F77i)'

u=1

Note ainda que existem 4" possiveis combinacoes de bases para uma posicao de todas as
sequiéncias (X}, -+, X4%). Se definimos p; como a probabilidade da combinagao i, e s;
como o numero de vezes que a combinagao ¢ aparece na amostra, temos que

N4

log (L(F, 7|X)) =Y _ s;log(p;)-

i=1

A funcao acima ainda pode ser escrita em fungao das estatisticas 5; = %, € {1,--- S
de modo que §; representa a proporg¢ao de sitios da seqiiéncia que apresenta a combinacao
1. Assim, temos que

log (L(F,7|X)) = 5 Z Si log(pi).
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Para calcular o parametro de nao centralidade D, descrito no Teorema 3.2, precisamos
da matriz de Informagao de Fisher I = (1, 4 )u.w, cujos termos sao dados por

8 log(L) g X
I —_FE[Z =2 ) = _qF 5.1 3. 2
ww ( 960,00, ) SE\ 59,00, D> _5ilog(p) (3.26)

=1

Assim, temos que

D = (0,—6,)16,—0,)

= (97" - ero)

= S|, -6,)

A probabilidade p; da combinacao i é uma funcao da filogenia que relaciona as seqiiéncias,
os tempos T, e os parametros do modelo de substituicao de bases. Entretanto, tal proba-
bilidade nao depende de S, de forma que a expressao dentro do parénteses na igualdade
(3.27) nao depende de S. Dessa forma, temos que limg_.o, D = c0.

Assim, lembrando que convergéncia em probabilidade implica convergéncia em dis-
tribuicao, pelo Lema 3.2 temos que

—2A(X) — D
(X) -+ D) 4, Z, quando S — o0, (3.28)
V2r +4D

onde Z ~ N(0,1).
U

Os resultados enunciados acima sao assintoticos em S e validos para os testes da razao
de verossimilhanga, desde que satisfeitas as condi¢oes do Teorema 3.1. Entretanto, se con-
siderarmos os argumentos de Goldman (1993) quanto a convergéncia da distribuicao e as
particularidades da estimacao de filogenias, somos levados a buscar uma forma alternativa
para encontrar o poder do teste.

3.2.3 Método para o Calculo do Poder do Teste

Utilizando uma abordagem semelhante a sugerida por Goldman (1993) para a obtencao
da distribuicao da estatistica do teste —2A(-), sob Hy, criamos o seguinte algoritmo para
o calculo do poder do teste.
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10.
11.

12.

13.

. Utilizar os dados observados para estimar, pelo método da maxima verossimilhanca, os

parametros do modelo de substitui¢cao de bases, a arvore filogenética F' e os tamanhos
dos ramos 7, utilizando o modelo My sob Hj.

. Gerar, aleatoriamente, uma seqiiéncia para a raiz da filogenia segundo uma distribuicao

multinomial com vetor de probabilidades py designada pelo modelo My sob Hj.

. Utilizando os parametros estimados no passo 1, simular as seqiiéncias filhas da arvore.

Para isso, inicia-se pela raiz da filogenia, e geram-se seqiiéncias para os nés adjacentes
partindo da seqiiéncia da raiz e utilizando as probabilidades de mutagao P(i | 7, 7).
Essas probabilidades sao determinadas pelos parametros estimados para o modelo de
substituicao de bases e os tempos 7 estimados. Em seguida, repete-se o procedimento
para os nos descendentes daqueles recém gerados, seguindo o desenho da filogenia
estimada até que se obtenham seqiiéncias para os N nds externos.

. Calcular —2A(-) dado pela expressao (3.13) para os dados gerados no passo 3.
. Repetir os passos 2, 3 e 4, m vezes.

. Construir um histograma com os valores de —2A(+) simulados para descobrir qual o

valor critico Cy.

Utilizando os dados observados, estimar, pelo método da maxima verossimilhanca os
parametros do modelo de substituicao de bases, a arvore filogenética F' e os tamanhos
dos ramos 7T utilizando o modelo M; sob H;.

. Gerar, aleatoriamente, uma seqiiéncia para a raiz da filogenia segundo uma distribuicao

multinomial com vetor de probabilidades py designada pelo modelo M; sob Hj.

. Utilizando os parametros estimados no passo 7, simular as seqtiéncias filhas da arvore

como feito no passo 3.
Calcular —2A(-) dado pela expressao (3.13) para os dados gerados no passo 9.
Repetir os passos 8, 9 e 10, m vezes.

Construir um histograma com os valores de —2A(-) simulados a partir do modelo sob
H; e verificar a posicao do valor critico C).

O poder do teste é dado pela proporcao de elementos do passo 11 maiores do que C).

3.2.4 Estimador D para o Parametro de Nao-Centralidade da

Distribuicao Qui-Quadrado

A obtencao do poder do teste segundo o algoritmo apresentado na Secao 3.2.3 requer

um esforco computacional consideravel. Por exemplo, para conjuntos de 15 seqiiéncias
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de comprimento S = 1000, nos computadores pessoais comuns, essa analise leva em
torno de duas horas e meia para ser concluida em linguagem C. Em geral, quando um
pesquisador aplica o teste da razao de verossimilhanca para comparar modelos de evolugao
do DNA, seu objetivo é escolher o melhor modelo para anélises posteriores, ou responder
a questoes sobre a evolucao das seqiiéncias. O conhecimento do poder desses testes ¢ um
dado complementar que pode ter valor para avaliar a certeza da decisao do teste. Caso
o pesquisador entenda que o tempo computacional do algoritmo utilizado para obter o
poder do teste (dado na Segao 3.2.3) é muito grande, ele poderd, alternativamente, utilizar
o método descrito a seguir.

Desejamos obter uma forma alternativa de estimar o poder do teste, que envolva menor
tempo computacional. Para tanto, recorremos ao Teorema 3.2, que afirma que, sob Hy, a
distribui¢ao assintdtica da estatistica do teste —2A(X) é uma qui-quadrado nao central
com r graus de liberdade. Os graus de liberdade r desta distribuicao sao facilmente
determinados para os testes que comparam os modelos apresentados na Secao 2.3. Ja o
parametro de nao centralidade D desta distribuicao é mais dificil de ser determinado.

Lembramos que, segundo o Teorema 3.2, temos que D = (6, — 0,,)1(0, — 8,,)". Nessa
expressao, I = (I, y)uw ¢ a matriz de Informacao de Fisher, cujos termos sao dados por

9?*log(L)
fuw =—E (W) ’ (3.29)

onde L ¢é a fungao de verossimilhanca e 6,,,60,, € 6,..

Primeiramente, notamos que, em situagoes reais, nao conhecemos o verdadeiro valor
de 0,, o que dificulta o célculo de (6, — 6,,) e a obtencao da esperanga na expressao
(3.29). Além disso, como o formato da funcao de verossimilhanga varia dependendo da
filogenia que relaciona as seqiiéncias, nao temos uma expressao geral para as derivadas
na expressao (3.29).

Para contornar estas questoes, recorremos a Informacao de Fisher Observada como
estimador da matriz de Informagao de Fisher.

Definicao 3.5. A matriz da Informacao de Fisher Observada I= (ju,w)u,w ¢ dada por

~ o D%log(L) 1 o)
YT 00,000 lop L 09.00w|9_p

(3.30)

para todo 6,60, € 8, onde L é a funcao de verossimilhanca, e @ o estimador de maxima
verossimilhanga para 6.

Grande parte dos pacotes computacionais, para a andlise de sequéncias de DNA, que

utilizam o método da maxima verossimilhanca ja obtém a Informacao de Fisher Obser-
vada como meio para estimar a variancia dos estimadores de méaxima verossimilhanca
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dos parametros do modelo de substituicao de bases. Desse modo, a utilizacao desta es-
tatistica para estimar o poder do teste nao acrescenta tempo computacional a andlise das
seqiiéncias.

Assim, propomos o seguinte estimador para o parametro de nao-centralidade D e o
poder do teste:

Lema 3.3. Considere a distribuicao assintotica qui-quadrado nao-central da estatistica
do teste —2A(X), sob Hy, dada no Teorema 3.2. O estimador D para o parametro de
nao-centralidade D desta distribuicao assintotica € dado por

A

D=(0,-6,)i6,-86,), (3.31)

em que @ ¢ o estimador de mdxima verossimilhanca para 0,., e I ¢ amatriz da Informagao
de Fisher Observada. Deste modo, o poder do teste pode ser estimado por

—

Poder =P (Xg < Xf(f))) : (3.32)

em que 0s graus de liberdade r sio determinados como no Teorema 3.1, x* representa a
distribuicao qui-quadrado central com r graus de liberdade, e x2(D) a distribuicdo qui-
quadrado nao central com parametro de nao centralidade D.

No teorema apresentado a seguir estabelecemos a consisténcia do estimador D. Note
que um estimador 0 é dito consistente para o parametro 6 se § —— (ou seja, lim,, .., P(|60—
0] <€) =1, para todo € > 0).

Teorema 3.4. Considere o teste da razao de verossimilhanca que compara dois modelos
de substituigao de bases i.i.d., dado na expressao (3.12), e o estimador D para o parametro
de nao centralidade D da distribui¢do assintdtica qui-quadrado de —2A(X), apresentado
no Lema 3.5. Entao, D ¢ um estimador consistente para D.

Demonstracao: Queremos mostrar que D -2 D. Primeiramente, observe que, sob as
condigoes do Teorema 3.1, temos que o estimador pelo método da maxima verossimilhanca
é consistente (ver Shao, 2003). J& o Lema 3.1 estabelece que, para os modelos i.i.d.
considerados na Secao 2.3, as condigoes do Teorema 3.1 estao satisfeitas. Assim, temos
que - 0.

Por outro lado, note que, se tomamos

2 2
Ig = (g [218(LOXs, - X)) e 1= (5|7 lallbX)) ,
90,00, 0,.0.,c0, 90,00, 0..0.0.
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e consideramos que o processo que designa a combinacao de bases de cada sitio ¢é i.i.d

) 0.,0,€0,

(3.33)

entao, temos a seguinte relacao

S
Lo _ (g [0losL(6X,, - Xs)) g 9% log (HizlL(BIXi))
s 960,00, e 90,00,

s 2

_ ( {a log(L(6]X; ))D .
2B | ™ 50,00,
=1 6..0.,€0,

De forma semelhante, temos que

- ( azlog<L<e|X1,~-7xs>>‘ > > a?log<L<0|xi>>’
i— (- A — -y SR .
0-6/0,.,c0 00,90 l6-6), , g

00,00, ;
=1

Ainda, pela Lei Fraca dos Grandes Numeros (ver Shao, 2003), temos que

_ 1 i%g@(exi))‘ L<E[5210g(L(‘9|Xi))‘ D (3.34)
96,00 0-0/), , .0 90,00 1-61/4,.0,c0.,

i=1

Note que a esperanga da expressao (3.34) é uma funcdo continua de 6. Assim, como
temos que 8 -~ 0, podemos aplicar o Teorema de Slutzky (ver Shao, 2003), de forma

que obtemos

(—IE {82 log(L(6]X5)) ‘ }) N (—E {82 10g(L(9\Xi))D —1,
90,00, |9-01/4, 0.0 06,00, 0u0,c0,

Deste modo, concluimos que a Informagao de Fisher Observada é um estimador consistente

para a informacao de Fisher, ou seja
i L SIl ==
Como temos que I Z1e6-% 0, utilizamos novamente o Teorema de Slutzky, e

obtemos

D=(,-0,)I10,-6,)-0,—06,)106,—0,)=D,

ou seja, D é um estimador consistente para D.
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Observacgao 3.4. A relagao apresentada na expressao (3.33) nos dd uma forma alternativa
para a demonstracao do Teorema 3.3, que garante que

—2A(X) — D
(X) —(r + )i>Z, quando S — o0,
2r +4D

onde r e D estao definidos no Teorema 3.2, ¢ Z ~ N(0,1).
Observe que, como ST; = Ig, temos que

D=(0,-80,)Is06,. -6, =S6,—-806,)I1(0,—-80,).

Dessa forma, estabelece-se facilmente que limg_,., D = oo, e podemos aplicar o Lema
3.2 para concluir a demonstragao.

Para uma comparacao entre o poder do teste estimado utilizando D e 0 método do
bootstrap paramétrico, ver Secao 6.2.

3.3 Aplicacao

Nesta secao serao apresentadas aplicagoes da teoria deste capitulo a seqiiéncias reais.
O teste da razao de verossimilhanca foi utilizado para comparar os modelos da Secao 2.3
em dois conjuntos de dados.

Ressaltamos que um dos principais motivos para comparar modelos de substituicao de
bases é compreender melhor o processo de evolugao molecular das seqiiéncias de DNA. Isso
porque a maioria dos modelos sao baseados em pressupostos com significado biolégico em
relagao a tal processo. Deste modo, a escolha de um determinado modelo é um indicio de
quais fatores tem maior importancia no processo de evolucao da seqiiéncia. Por exemplo,
em um teste que compara os modelos JC69 e K80, a escolha do modelo K80 indica que
taxas de transicoes e transversoes distintas sao importantes na evolucao das seqiiéncias
de DNA em questao.

Outra importante razao pela qual pode-se aplicar esses testes é escolher o melhor
modelo para realizar andlises posteriores utilizando a funcao de verossimilhanca. Diver-
sas andalises moleculares, como a escolha da arvore que relaciona a seqiiéncia, a datacao de
ancestrais comuns e a inferéncia de caracteres ancestrais dependem da funcao de verossimi-
lhanca. Deste modo, para realizar essas analises, deve-se utilizar um modelo de substi-
tuicao de bases. Se por um lado, a utilizacao de modelos equivocados pode afetar essas
andlises, por outro, a utilizagdo de modelos muito complexos (menos parcimoniosos) exige
muito esfor¢o computacional. Desta forma, utilizam-se testes estatisticos para averiguar
se 0 desempenho de um modelo mais complexo ¢ significativamente superior ao do modelo
mais simples.

Todos os calculos da funcao de verossimilhanca foram realizados utilizando o pa-
cote computacional PAML distribuido por Ziheng Yang e disponibilizado on-line em
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http:abacus. gene.ucl.ac.uk/software /paml.html. Para a aplicagao do bootstrap paramétrico,
foi utilizada uma adaptacao do software “baseml”, parte do pacote PAML, e algumas roti-
nas criadas para “R-project”.

3.3.1 Exemplo

Apresentamos um exemplo detalhado de aplicacao da teoria deste capitulo a um con-
junto de seqiiéncias hipotéticas no Apéndice A. Tal exemplo tem como propésito ilustrar o
calculo da fungao de verossimilhanca utilizando tanto o algoritmo da Secao 3.1.1, quanto
diretamente a expressao (3.1). Além disso, este exemplo mostra a aplicagao do teste da
razao de verossimilhanca e a obtencao do seu poder.

Para simplificar o exemplo, supomos que temos uma amostra constituida de trés
sequéncias de DNA alinhadas, com S=1000, e relacionadas por uma filogenia conhecida.
Assim, o objetivo da andlise é comparar o desempenho dos modelos JC69 e K80 para essa
amostra ficticia.

No exemplo, mostramos passo a passo como € feito o calculo da funcao de verossimi-
lhanca, através das probabilidades das combinagoes de bases nos nés externos da filogenia.
Para o calculo de tais probabilidades, consideramos as seqiiéncias desconhecidas dos nés
internos da filogenia. A comparagao entre o procedimento utilizado para os modelo JC69 e
K80 ilustra os céalculos adicionais necessarios quando se adiciona um parametro ao modelo.

Utilizamos, ainda, o bootstrap paramétrico para obter a distribuicao da estatistica do
teste —2A(X), sob Hy, e a comparamos com a distribuigao assintética tedrica dada no
Teorema 3.1. O poder do teste também é obtido pelo bootstrap paramétrico, conforme o
algoritmo da Segao 3.2.3.

3.3.2 Felinos

Apresentamos agora uma aplicacao da teoria deste capitulo a um conjunto de seqiién-
cias reais. O conjunto de dados consiste de 37 seqiiéncias de DNA de felinos, obtidas
do Genbank. Apds a etapa de alinhamento, feita com o software, ClustalX (ver Segao
2.1.3), todas as seqiiéncias tem comprimento de 382 nucleotideos. A filogenia utilizada na
andlise foi estimada com o pacote PAML (disponivel on line em http:abacus.gene.ucl.ac.
uk/software/paml.html), utilizando o modelo GTR, e estd apresentada na Figura 3.2.

Foram aplicados 5 testes comparando os modelos JC69, K80, F81, HKY85 e GTR.
Os parametros dos modelos de substituicao de bases estimados pelo método da méaxima
verossimilhanga para cada um dos modelos estao apresentados na Tabela 3.1; nos modelos
K80 e HKY85, em vez dos valores para 3 e 7 foi estimada a taxa de transicoes/transversoes
K =5 como no Apéndice A. A Tabela 3.2 apresenta os resultados obtidos para os 5 testes,
JC69 x K80, F81 x HKYS85, JC69 x F81, K80 x HKY85 e HKY85 x GTR, segundo
as distribuigoes assintéticas tedricas (ver Teorema 3.1) e segundo simulagoes de Monte
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Figura 3.2: Filogenia estimada pelo modelo GTR para as 37 seqiiéncias de felinos, uti-
lizada na Secao de Aplicacao.

Carlo (ver Segoes 3.2.1 e 3.2.3). A Figura 3.3 apresenta os histogramas obtidos pelas
simulagoes de Monte Carlo em todos os testes para as distribui¢oes de —2A(X), sob Hy e
H;. Nos histogramas sob H; a linha vertical tracejada representa o valor critico a 99% de
confianca. A Figura 3.4 apresenta os Q-Q plot comparando os quantis das distribuicoes
de —2A(X) obtidas sob Hy com os da distribuicao x? e os quantis de —2A(X) sob H,
com os quantis da distribuicao normal.

O primeiro teste aplicado foi JC69 x K80, e o valor obtido para —2A(X) foi 229.8426.
O valor critico 99% encontrado por meio de simulacoes de Monte Carlo foi 7.9013, j4
o valor critico sugerido pela distribuigao assintética (—2A(X) ~ x?) é 6.64, de forma

Tabela 3.1: Estimadores para os Modelos das Seqiiéncias dos Felinos.

’ Modelo ‘ Estimadores
K80 K = 9.4280,
F81 po = (0.3420, 0.2037, 0.2243, 0.2300)
HKYS85 po = (0.3420, 0.2037, 0.2243, 0.2300), K= 9.8142
GTR Po = (0.3420, 0.2037, 0.2243, 0.2300),
a=1,n=2.4983, B = 0.2072, 5= 0.1026, ¥ = 0.2722 e € = 0.0001
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Tabela 3.2: Resultado do Teste para as Seqiiéncias dos Felinos.

Teste —2A(X) | Distribui¢io Tedrica Simulacao de Monte Carlo Decisao
r p-valor p-valor Valor Critico 99%  Poder
JC69 x K80 220.8426 | 1  6.4503 x 10-°2 | < 0.0010 7.9013 1 rejeita
F81 x HKYS85 248.2718 1 6.1825 x 1056 < 0.0010 7.4679 1 rejeita
JC69 x F81 1.4760 | 3 6.8851 x 10~1 0.6930 10.0948 0.9860 aceita
K80 x HKY85 19.9052 | 3 1.7780 x 104 < 0.0010 11.4302 0.7500 rejeita
HKY85 x GTR 44.0106 | 4 6.3833 x 1077 < 0.0010 12.2034 1 rejeita
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Figura 3.3: Histogramas de —2A(X) obtidos por simulagoes de Monte Carlo para os testes
JC69 x K80, JC69 x F81, K80 x HKYS85, F81 x HKY85 e HKY85 x GTR, sob Hj e
H,, para as sequéncias dos Felinos.
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Figura 3.4: Q-Q plots de —2A(X) obtidos por simulagoes de Monte Carlo para os testes
JC69 x K80, JC69 x F81, K80 x HKYS85, F81 x HKY85 e HKY85 x GTR, sob Hy e
H,, para as seqiiéncias dos Felinos.

que rejeitamos Hy independente de qual distribuicao utilizamos. Notamos que o p-valor
obtido por ambas as distribui¢oes consideradas é < 0.001. O segundo teste que aplicamos
foi F81 x HKYS85, e o valor obtido para a estatistica do teste foi 248.2718. O valor critico
assintético é o mesmo do primeiro teste, enquanto o valor obtido das simulagoes foi 7.4679,
de forma que, para esse teste, também rejeitamos Hy com um p-valor < 0.001. Notamos
que ambos os testes rejeitam modelos que nao permitem taxas diferentes para transi¢coes
e transversoes. O poder de ambos os testes foi 1.

Também aplicamos os testes JC69 x F81 e K80 x HKY85, ambos visando avaliar o
efeito ao permitir diferentes freqiiéncias entre as bases. No teste JC69 x F81 obtivemos
—2A(X) = 1.4760, enquanto o valor critico da simulagao de Monte Carlo foi 10.0948, com
um p-valor de 0.6930, de forma que nao rejeitamos Hy, ao nivel de 1% de significancia.
O valor critico segundo a distribuicao assintética (—2A(X) ~ x32) ¢ 11.350 e o poder
obtido para este teste foi 0.9860. J& para o teste F81 x HKYS85 a estatistica do teste
foi 19.9052, enquanto o valor critico obtido foi de 11.4302, de forma que rejeitamos H,
com um p-valor < 0.001. A distribuicao assintdtica para esse teste é a mesma de JC69 x
F81, e o poder obtido por meio das simulagoes foi de 0.7500. Assim, obtivemos resultados
conflitantes em relacao a distribuicao das bases ser diferente da homogénea, mas, como
os testes anteriores trazem forte evidéncia a favor de modelos que diferenciam taxas de
transicoes e transversoes, favorecemos o resultado do teste F81 x HKYS85.
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Tabela 3.3: Estimadores para os Modelos das Seqiiéncias dos Primatas.

’ Modelo ‘ Estimadores
K80 K = 2.0939,
F81 Po = (0.2800, 0.2281, 0.2572, 0.2547)
HKYS5 Po = (0.2862, 0.2073, 0.2540, 0.2525), K= 2.12470
GTR Po = (0.2647, 0.1942, 0.2571, 0.2840),
G =1,4=0.4601, 3 = 0.2126, 6 = 0.2443, /) = 0.5061 e ¢ = 0.3359

O ultimo teste aplicado foi HKY85 x GTR. Obtivemos —2A(X) = 44.0106 e um valor
critico obtido pelo bootstrap paramétrico de 12.2034. Desta forma, rejeitamos Hy com
um p-valor < 0,001. O valor critico segundo a distribuigao assintética (—2A(X) ~ x3) é
13.28, e o poder obtido para esse teste foi 1.

Assim, apés a seqiiéncia de testes, escolhemos o modelo GTR para descrever o processo
de evolucao deste gene nesta filogenia.

Observamos que os mesmos testes de hipdteses realizados utilizando filogenias es-
timadas com os outros modelos para o cédlculo da funcao de verossimilhanca tiveram
resultados semelhantes.

Pela andlise da Figura 3.4 percebemos que a distribuigao de —2A(X) sob Hj obtida
pelas simulacoes de Monte Carlo coincide com a distribuicao y? tedrica para os quantis
baixos, entretanto os Q-Q plots demonstram uma divergéncia dessa distribuicao na cauda
direita. Para os testes JC69 x K80 e F81 x HKYS85 a distribuicao de —2A(X) sob H; se
aproxima de uma distribuicao normal. Entretanto, para os outros testes a distribuicao é
bem distante da normal.

3.3.3 Primatas

Estudamos um conjunto de 17 seqiiéncias de genes da familia ECP-EDN dos primatas
com S = 483. A familia de genes ECP-EDN é composta de duas ribonucleasas (ECP e
EDN) que tém fungao na resposta imunolégica inespecifica desses animais. Esses genes,
que atualmente tém funcoes distintas, sofreram um evento de duplicagao em um ancestral
dos primatas, de forma que cada primata carrega uma copia para o gene ECP e outra
para o gene EDN. As seqiiéncias, ja alinhadas, foram obtidas do conjunto de exemplos
que acompanham o pacote PAML. Utilizamos, para as andlises, a topologia da filogenia
obtida por Bielawski e Yang (2003). Neste trabalho, que apresenta modelos para eventos
de duplicacao génica, os autores estudam o mesmo conjunto de dados, e concluem que a
topologia em questao é a que melhor descreve os eventos ocorridos nessa familia génica. A
Figura 3.5 apresenta esta filogenia, em que o circulo préximo a raiz da arvore representa
o evento de duplicacao geénica.
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Figura 3.5: Filogenia Utilizada para a Aplicacdo dos Primatas.

Tabela 3.4: Resultado do Teste para as Seqiiéncias dos Primatas.

Teste —2A(X) Distribuigao Assintética Simulacao de Monte Carlo Decisao

r p-valor Poder p-valor Valor Critico 99%  Poder
JC69 x K80 32.0992 [ 1 1.4650 x 108  0.9343 [ < 0.0010 6.7860 1 rejeita
F81 x HKY85 33.1716 1 8.4374x 1079 0.9412 | <0.0010 6.2904 0.999 rejeita
JC69 x F81 8.2774 3 4.0613 x 1072 0.4707 0.0440 11.6883 0.468 aceita
K80 x HKY85 9.3498 | 3 2.4984 x 1072 0.5340 0.0270 11.6545 0.536 aceita
HKY85 x GTR | 29.4102 | 4 6.4520 x 10~ - < 0.0010 13.4503 0.977 rejeita
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Assim como na aplicacao dos Felinos, consideramos os modelos JC69, K80, F81,
HKYS85 e GTR. Os parametros dos modelos estimados pelo método da maxima verossimi-
lhanca estao apresentados na Tabela 3.3. Notamos que a parametrizacao utilizada para os
modelos K80 e HKY85 difere daquela dada na Secao 2.3, e estd apresentada no exemplo
do Apéndice A. Os modelos utilizados foram comparados nos seguintes testes: JC69 x
K80, F81 x HKYS85, JC69 x F81, K80 x HKY85 e HKY85 x GTR. Os resultados desses
testes estao expostos na Tabela 3.4.

As distribuigdes da estatistica do teste —2A(+), sob Hy e sob Hy, foram obtidas por
simulacao de Monte Carlo. A Figura 3.6 apresenta os histogramas das distribuicoes obti-
das para todos os testes de hipoteses estudados. Nos histogramas sob Hy, a linha vertical
pontilhada representa o valor da estatistica do teste calculada para os dados X. J& nos
histogramas sob Hy, a linha pontilhada representa o valor critico & 99% de confianca,
obtido nas simulagoes de Monte Carlo. A Figura 3.4 apresenta os Q-Q plot comparando
os quantis das distribui¢oes de —2A(X), obtidas sob Hy, com os da distribuigao x?, e os
quantis de —2A(X), sob Hj, com os quantis da distribui¢do normal.

O poder do teste também foi obtido utilizando o estimador D, para os quatro primeiros
testes. Observamos que os valores obtidos para o poder do teste por este método foram
muito préximos daqueles obtidos com as Simulagoes de Monte Carlo.

Observamos que nos testes de hipoteses JC69 x K80 e F81 x HKYS85, que testam
para o uso de diferentes taxas para transicoes e transversoes, a hipotese nula foi sem-
pre rejeitada. Deste modo, concluimos que, para a evolucao desta familia de genes nos
primatas, diferentes taxas de transicoes e transversoes tiveram um papel importante. O
poder obtido para ambos os testes foi muito préximo de 1.

Ja em relagao aos testes que comparam modelos com e sem o pressuposto de homo-
geneidade nas freqiiéncias das bases (JC69 x F81 e K80 x HKYS85), a hipdtese nula
foi aceita em ambos os testes. Assim, notamos que as freqiiéncias das bases ao longo
dessa familia génica sao suficientemente préoximas das freqiiéncias homogéneas. Portanto,
para posteriores analises envolvendo a funcao de verossimilhanca, a utilizacao de trés
parametros adicionais que representam as freqiiéncias das bases aparentemente nao se
justifica. Ou seja, o desempenho dos modelos que nao assumem que a distribuicao das
taxas é homogénea nao é significativamente superior, de forma que, por parcimonia, op-
tamos pelo modelo mais simples. Entretanto, observamos que o poder em ambos os testes
foi préximo de 50% (ver Tabela 3.4). Portanto, existe uma probabilidade de que a hip6tese
alternativa esteja correta, e o teste nao tem poder suficiente para rejeitar a hipotese Hy.
Assim, esse resultado deve ser utilizado com cuidado.

Na comparacao dos modelos JC69, K80, F81 e HKY85, com base nos testes aqui
apresentados, somos levados a escolher como melhor descricao do processo de evolucao
dessas seqiiéncias o modelo K80, uma vez que este modelo permite diferentes taxas de
transicoes e transversoes e assume que as freqiiéncias das bases sao homogéneas.
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Figura 3.6: Histogramas de —2A(X) obtidos por simulagdes de Monte Carlo para os testes
JC69 x K80, JC69 x F81, K80 x HKYS85, F81 x HKY85 e HKY85 x GTR sob Hy e H;
para as seqiiéncias de Primatas.

O tultimo teste realizado foi HKY85 x GTR. Nesse teste, a hipdtese nula foi rejeitada
com um p-valor < 0.0010, de modo que somos levados a escolher o modelo GTR. Se
compararmos o modelo K80, selecionado pelos testes anteriores, temos que a estatistica
do teste 6 —2A(X) = 38.76, e sua distribuigao assintética tedrica é x2. Assim, com um
p-valor de 2.1717 x 1076 rejeitamos também o modelo K80.

Ressaltamos que o modelo mais amplamente utilizado na literatura ¢ HKY85, seguido
de modelos mais simples (ver Bielawski e Yang, 2003). Isso se deve ao fato de que,
além de apresentar mais parametros que aumentam os tempos computacionais, modelos
mais complexos que mantém o pressuposto de sitios i.i.d. sao de dificil interpretacao
biologica. Assim, uma forma de interpretar a escolha do modelo GTR em detrimento
de modelos mais simples, é que diferentes taxas de transicoes e transversoes e variacao
nas freqiiéncias das bases nao sao suficientes para descrever a evolucao das seqiiéncias de
DNA. E, portanto, deve haver outros fatores envolvidos. O Capitulo 4 apresenta modelos
que tratam de alguns desses possiveis fatores adicionais.
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Figura 3.7: Q-Q plots de —2A(X) obtidos por simulagoes de Monte Carlo para os testes
JC69 x K80, JC69 x F81, K80 x HKYS85, F81 x HKY85 e HKYS85 x GTR sob Hy e H;
para as seqiiéncias de Primatas.
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Capitulo 4

Variacao nas Taxas de Mutacao e
Dependéncia entre Sitios

Os modelos de substitui¢ao de bases apresentados na Secao 2.3 tém em comum diversos
pressupostos, tais como: a estrutura filogenética que relaciona seqiiéncias de DNA; a
evolucao temporal de forma Markoviana dessas seqiiéncias; e a evolucao dos sitios a taxas
constantes segundo uma mesma matriz de transicao, em um processo cujas varidveis
aleatérias sao i.i.d.. Entretanto, essas hipdteses sao muito restritas, de forma que os
modelos deixam de captar diversos aspectos do complexo processo de evolucao molecular.

Nesse capitulo serao apresentados modelos mais complexos para a evolugao molecular
de seqiiéncias de DNA. Esses modelos sao mais realistas, no sentido de permitir fenomenos
ja verificados em seqiiéncias reais, como variacao entre as taxas de mutacao nos diferentes
sitios da seqiiéncia ou mesmo permitir dependéncia entre os sitios no processo de mutacao.
A luz desses modelos, a teoria apresentada no Capitulo 3 deve ser revisada, para que sejam
feitas as devidas alteragoes relacionadas as peculiaridades de cada modelo.

A comparacao entre os modelos apresentados nesse capitulo e aqueles da Secao 2.3 re-
sulta em novos testes estatisticos que avaliam a importancia dessas novas hipéteses (como
dependéncia entre sitios ou variagdo nas taxas de mutagao) para descrever o processo de
evolucao molecular.

4.1 Modelos com Variacao da Taxa de Mutacao entre
os Sitios

Nessa secao serao considerados alguns modelos que relaxam a hip6tese de que todos os
sitios evoluem segundo uma mesma taxa. Essa hipdotese nao tem fundamento biolégico,
ja que os diferentes sitios de uma seqiiéncia de DNA podem estar submetidos a diferentes
pressoes evolutivas e de mutacao, resultado da estrutura secundéria da molécula de DNA
ou de fungoes dos aminoacidos correspondentes em proteinas.
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Estudos evolutivos realizados nos tltimos 30 anos revelaram que variagao nas taxas de
mutacao entre os sitios existe em praticamente todos os genes e proteinas, com a possivel
excecao de alguns pseudogenes e regides intergénicas (Yang, 1996).

Yang et all. (1994) verificaram, por meio de simulagoes, que o uso de modelos que nao
permitem heterogeneidade entre os sitios levam a vicio na estimacao de parametros das
filogenias, como a subestimacao dos comprimento dos ramos.

Note que esses modelos trazem informagcao sobre como sao distribuidas as diferentes
taxas de mutacao entre os sitios, mas nao informam sobre o processo de evolucao da
seqiiéncia em si. Desta forma, faz-se necessario aliar ao modelo uma matriz Q com as
probabilidades de mutacao entre bases e um vetor py de probabilidades iniciais, represen-
tados pelos modelos de substituicao de bases apresentados na Secao 2.3.

4.1.1 Distribuicao Discreta para as Taxas de Mutacao

Utilizamos a notacao +disc sempre que assumimos uma distribui¢ao discreta, nas
condicoes apresentadas nesta sub-se¢ao, para as taxas de mutacao nos diferentes sitios.
Assim, o modelo JC69 com distribuicao discreta para as taxas de mutagao nos sitios é
denotado por JC69+disc.

Nesse modelo, os sitios da seqiéncia de DNA sao divididos em C' categorias, cada
uma com taxa de mutacao distinta. A probabilidade de um determinado sitio pertencer
a categoria [ com taxa de mutagao p; é dada por ¢;. Essas probabilidades estao sujeitas
a restricao 21021 q = 1, e ainda Zz(il wq = 1. A segunda restricao fixa a média das
taxas de mutacao da seqiiéncia, e equivale as restri¢oes feitas a taxa de mutacao geral dos
modelos de substituicao de bases do Capitulo 2, para que seja possivel a estimacao dos
comprimentos dos ramos. Com essas restricoes, o modelo com C' categorias de taxas de
mutagao possui 2C — 1 parametros além daqueles da matriz Q de transicao. Para cada
sitio, o processo de evolugao da base segue o formato da filogenia, e as taxas y; alongam
ou encurtam os ramos para cada sitio. Assim, os sitios com taxa de mutagao geral y; tém
taxas de mutagao de uma base para outra dada por 1; Q.

Em seqiiéncias reais, nao se conhece a taxa de mutacao de cada sitio. Portanto,
o modelo assume que todos os sitios tém a mesma probabilidade de pertencer a cada
categoria. Dessa forma, percebe-se que apesar dos sitios evoluirem a taxas distintas o
processo é i.i.d..

Assim, para um determinado sitio, a probabilidade de encontrarmos a combinacao de
bases X, é dada por uma soma ponderada das probabilidade de encontrarmos X,, segundo
cada uma das diferentes taxas jy. Temos entao o modelo de misturas dado por
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=1

Como a expressao ¢ a mesma para cada sitio, a funcao de verossimilhanca da seqiiéncia
inteira para esse modelo é dada por

S C
L(F7X)=]] ( q P(X!, .- ,X;V|F,T,M)> . (4.2)
=1

u=1

Note que a probabilidade P(X},--- , XN|F 7, ;) depende da matriz de taxas Q do
modelo de substituicao escolhido, e pode ser determinada pelo algoritmo de Felsenstein
(1996) apresentado na Segao 3.1.1.

As taxas p; podem ser definidas previamente ou estimadas a partir dos dados. A
definicao prévia das taxas é um tanto complicada por depender apenas de sensibilidade
e experiéncia de quem faz a anélise, tendo pouco suporte nos dados. Se optarmos por
estimar as taxas a partir dos dados é necessario definir previamente o nimero C' de cate-
gorias. Note entratanto que, como esse ¢ um modelo de mistura, em que sao misturados
C' grupos com taxa de mutagao p; a proporgoes ¢, para [ € {1,---,C}, o nimero C de
categorias para que haja identificabilidade é limitado. Yang (1995) sugere a escolha de
C e {3,4}.

Modelos com Proporcao de Sitios Invariantes

Um dos modelos com distribuicao discreta para as taxas de mutacao mais utilizados,
proposto por Hasegawa et al. (1985), é o modelo de sitios invariantes. Esse modelo,
denotado por +1 (por exemplo, JC69+1, HKY85 +I, GTR +I, dependendo da matriz de
transicao escolhida), divide os sitios da seqiiéncia em 2 grupos: um que segue 0 processo
determinado por sua matriz de transicao com taxa de mutagao geral p; e outro invariante,
com taxa de mutacao pp = 0. Assim como no caso geral, a média da taxa de mutagao sobre
todos os sitios é 1, ou seja, qii1 + qojto = qipn = 1. Dessa forma, g1 = ¢;* = (1 — qo) ™%

Observa-se que, se um sitio nao é constante, ou seja, tem bases diferentes nas diferentes
seqiiéncias, entao ele nao pode pertencer a classe de sitios invariantes. Entretanto, se o
sitio nao pertence a classe dos sitios invariantes, ainda assim existe uma probabilidade de
que ele seja constante. Portanto, temos

g+ @P(XL - XN|F,7,111),  se o sitio é constante
aP(XL - XN|F 7, u1),  se o sitio nao é constante.
(4.3)

IP)(XIIU 7X1]1,V|F777-) :{

64



Existem diversos trechos das seqiiéncias de DNA que sao altamente conservados, de
forma que, na pratica funcionam como sitios invariantes. Usualmente esse fato decorre
de alguma funcao especifica desempenhada pela seqiiéncia, que seria perdida caso a base
fosse alterada. Exemplo disso sdo os motivos de reconhecimento (porgdes do DNA que
dependem de uma seqiiéncia especifica para que possam ser reconhecidos por proteinas)
que sao imprescindiveis para o processamento da informagao contida nas seqiiéncias.

4.1.2 Distribuicao Gama para as Taxas de Mutagao

Outra forma de considerar variagao nas taxas de mutagao entre os sitios é assumir que
as taxas seguem uma distribuicao continua. Varias distribuigoes ja foram utilizadas, como
por exemplo a log-normal (ver Waddell et al., 1997) mas a distribui¢do mais amplamente
utilizada para esse proposito é a gama. Os modelos com distribuicao gama para as taxas
de mutagao recebem o sufixo +I" (por exemplo GTR+T", HKY85+I" e K80+1I"). Nao existe
nenhuma razao bioldgica para a escolha desta distribuicao. No entanto, o uso da gama
decorre da sua versatilidade (ver Yang, 2007).

Observagao 4.1. Se X é uma variavel aleatéria tal que X ~ I'(a,b) entdo a funcao
densidade de probabilidade de X ¢é dada por

baxaflefb;c >
fX(x) — { T'(a) ) 'T_O (44>

0, caso contrario,

onde a func¢do gama I'(a) é definida por

Observe que E(X) = § e Var(X) = .

Assim como no caso em que taxas tém distribuicao discreta, nao sabemos qual a taxa
de mutacao de cada sitio. Entao, para calcular a probabilidade dos dados devemos fazer
uma média sobre todas as possiveis taxas. Como a distribuicao é continua, isso é obtido
por integracao. Desta forma, temos que

P(X!, - XY|F7ab) = / P GOP(XY - XN F, 7, p)dp (4.6)
0

Oobaluaflefbu
_ e PX' - XNIE T u)du.
/0 o) (Xyo - X |F 7, p)dp

A fungao de verossimilhanga para este modelo, dada na expressao (4.6), depende dos
parametros a e b da distribuicao gama. Entretanto, assim como feito quando temos taxas
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de mutacao distintas e discretas, impomos que a taxa de mutacao geral média nos sitios
seja 1. Como a esperanga da distribui¢ao gama é dada por § temos que essa condigao ¢
satisfeita se tomarmos a = b. Com esta restri¢ao, tomamos P(X|F, 7, a,b) = P(X|F, T, a).
Assim, além dos parametros do modelo de substituicao de bases e dos comprimentos de
ramos, o parametro a deve ser estimado a partir dos dados. Valores pequenos de a sugerem
grande variacao nas taxas de mutacao, enquanto que valores grandes de a indicam que as
taxas estao todas proximas a 1.

Calculo da Funcao de Verossimilhanca

Apresentamos a seguir o algoritmo para o cdlculo da fungao de verossimilhanca quando
as taxas de mutagao tém distribuicdo gama (ver Yang, 1993). Note que este é o mesmo
algoritmo da Secao 3.1.1, com algumas alteragoes.

1. Para cada sitio u € {1,---, S} das seqiiéncias:

(a) Para cada uma das seqiiéncias da amostra (k € {1,--- ,N}) e para cada i € E =
{A,G,C, T} calcular:
P(Lli, g = I(XE = i)
em que I(A) representa a fungao indicadora do conjunto A.

(b) Para cada né interno (k € {N+1,--- ,2N—1})eparacadai € E={A G,C,T}
calcular:
P(Lkha M)U = Zj,lEE ]P)(j‘% Tnu /’L)P(Ln’j7 /JJ)UP(Z|Z7 Tm: :U’)P(Lm‘l? /JJ)Uu
em que n e m sao os nos descendentes do no k.

(c) Calcular a fungao de verossimilhanca no sitio u como
L(Fa 7_-|Xu) - ZiGE 7Ti]PJ(LQN—l‘Z')u - ZiEE WiE(P(L2N—1|iJ M)u)

2. Calcular a fungio de verossimilhanga da drvore como L(F,7|X) = [[o_, L(F, 7| X..).

Nos passos 1la e 1b do algoritmo de Yang (1993), para k € {1,--- , N}, é calculada
a probabilidade da sub-arvore L, que tem como raiz o né k, dado que a base 7 esta na
raiz dessa sub-arvore e a taxa de mutacao para o sitio u é u. Essas probabilidades sao
dependentes de pu.

No passo 1c, para obter a probabilidade de toda a arvore (nao condicionada a taxa de
mutagao), calcula-se a esperanca de P(Lon_1]i, 1), em relagao a variavel aleatéria p. Note
que E(P(Lan-_1|i, pt)s) corresponde a integral da expressao (4.6). Na pratica, dependendo
do modelo de substituicao de bases utilizado e da filogenia em questao, pode se explicitar
tal esperanca.
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Teste da Razao de Verossimilhanga

Para verificar se um modelo de substituicao de bases com distribuicao gama para
as taxas de mutagao nos sitios (+I') apresenta melhora significativa na descrigao dos
dados em relagao ao mesmo modelo com taxa de mutacao constante entre os sitios, pode-
se utilizar o teste da razao de verossimilhanca. Dessa forma, consideramos o teste de
hipéteses

Hy : Pressupostos Al, A2, A3 e modelo My;

H; : Pressupostos Al, A2, A3 e modelo M; = My + T,

em que My pertence a classe dos modelos de substituicao de bases, dados na Secao 2.3
M = {JC69, K80, K81, F81, TN93, HKY85, F84, GTRY}, e os pressupostos acima sao

Al. As sequéncias sao relacionadas por uma estrutura filogenética;
A2. As mutacoes de cada sitio sao independentes;

A3. As mutacoes sao regidas por uma cadeia de Markov, com matriz Q de taxas infinitesi-
mais e probabilidades iniciais pg.

A funcao do teste da razao de verossimilhanca para testar H, versus H; é dada por
(3.13), ou seja

—2A(X) = -2 (log (f)g(X)> — log <£1(X)>> ;

em que Lo(X) é a funcio de maxima verossimilhanca do modelo sob Hy e L;(X) é a do
modelo sob H; calculada como indicado acima.

Por meio de simulagoes, Whelan e Goldman (1999) encontraram que, para o teste da
razao de verossimilhanca que avalia o uso da distribuicao gama para as taxas de mutagao,
a distribuigao de —2A(X) é diferente da x2. A justificativa apresentada por esses autores
para tal desvio é o fato de o parametro a sob H, encontrar-se na fronteira do espago de
parametros, contrariando a condicao do Teorema 3.1 que garante que a distribuicao da
estatistica do teste da razao de verossimilhanca é x2. Note que, quando o parametro a
da distribuicao gama aumenta, a variagao entre as taxas de mutagao diminui; no limite,
para que todos os sitios tenham a mesma taxa de mutagao (Mg + I' = My) é necessario
que a seja co. Nesse caso, sob Hy, a estaria na fronteira do espago de parametros, pois,
sob Hy, a € [0,00). O teorema a seguir apresenta a distribuigdo da estatistica do teste
em tais casos.
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Teorema 4.1. Suponha que a fun¢io de verossimilhanca L(6|X) possui as trés primeiras

derivadas parciais em relagao a 0;, para todo 0; € 0 (ou derivadas laterais se @ estd na

, A 1 03L(01X)
fronteira do espaco de parametros), e que ‘EW

esperanca existe, para todo 0; € 0. Além disso, suponha que a matriz de Informagao
de Fisher 1(0) € positiva definida. Entao, para o teste da razao de verossimilhanca que
compara Hy : 0 € Oq versus Hy : 0 € O, tal que Oy C O e apenas um dos componentes
de @ = (61,---,0,) estd na fronteira do espago de parametros sob Hy, temos que

‘ ¢ limitado por uma funcao cuja

—2A(X) ~ 0.5x2_, + 0.5x2, (4.7)

em que r € a diferenca de parametros livres entre os modelo sob Hy e H;.
Demonstracao: Ver Self e Liang (1987). O

Observagao 4.2. No Teorema 4.1 a expressao 0.5x2 ; + 0.5x? representa uma mistura
de duas distribuigoes qui-quadrado independentes. Assim, se X ~ 0.5x%_; + 0.5x?, temos
que a funcao densidade de X é dada por fx = 0.5fy + 0.5f7, em que fy é a funcao
densidade de uma varidvel aleatéria Y, tal que Y ~ x?_,, e fz é a funcao densidade de
Z, tal que Z ~ X2

Um exemplo de tal teste seria comparar Hy : K80 versus H; : F84 + I', nesse caso
terfamos r = 4 pois os parametros livres seriam 74, 7¢, g € a (lembrando que w4 + 7o +
g + mr = 1), e a distribuicao da estatistica do teste seria 0.5x3 + 0.5x2.

Ja no caso do teste em que comparamos um mesmo modelo na auséncia e presenga
da distribui¢ao gama, por exemplo Hy: JC69 versus Hy: JC69+T, temos que —2A(X) ~
0.5x2+0.5x3. Nesse caso, consideramos a distribuigao x2 como aquela que assume o valor
0 com probabilidade um (degenerada em 0).

Para obter o p-valor do teste para o caso destas misturas utilizamos o seguinte resul-
tado.

Lema 4.1. Suponha que a funcgdo de verossimilhanga L(0|X) possui as trés primeiras

derivadas parciais em relagao a 0;, para todo 0; € 0 (ou derivadas laterais se @ estd na

fronteira do espago de parametros), e que ‘é%‘?p{) ¢ limitado por uma funcdao cuja

esperanca existe, para todo 0; € 0. Além disso, suponha que a matriz de Informagao
de Fisher 1(0) ¢é positiva definida. O p-valor do teste da razio de verossimilhan¢a que
compara diferentes modelos, com um dos parametros fixos na fronteira do espaco de
parametros sob Hy, € dado por

1

p-valor(X) = P <_Xg_1 + e —2A(X)) P < —2A(X)) + P (2 < —2A(X))

5 :
(4.8)

2 2
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onde r € a diferenca de parametros livres entre Hy e Hy. Além disso, sob Hy, temos que
E(—2A(X)) =r — 3 e Var(—2A(X)) =r — 1.
Demonstracao: Como as condigdes do Teorema 4.1 estao satisfeitas, temos que —2A(X) ~

SX2_1 + 3x2. Assim, temos que foax)(1) = 3y () +5f2(-), emque Y ~ x2_; e Z ~ x2.

Portanto,
1 1 —2Ak) 1
palor() = P (50t gt < 2800) = [ (3004 a0
1 —2A(x) 1 —2A(x)
P(CL < —20(0) +P(2 < —2A(x)
— 5 :
Além disso, como E(x?) = r e Var(x?) = 2r,
1 1 1 1 1 1 1
E(—2AX) =E (212 4 242) = SEGE )4 “E(3) = —(r — 1)+ or =7 — =
(-2800) = (3¢ 1+ 512) = B0 + 3B = 5lr= 1)+ 3r =7 - 3,
e
1 1 1 1 1 1 1
Var(—2A(X)) = Var <§x?_1 + §x?) = 7 Var()+ 7 Var(xy) = 7 (2r=2)+2r = r—,
onde Y ~ x2 | e Z ~ x? sao varidveis aleatérias independentes. O

Goldman e Whelman (2000) realizaram simulagoes de testes da razao de verossimi-
lhanca para o uso da distribuicao gama, comparando um mesmo modelo com e sem a
distribuicdo gama conforme apresentado nessa segao. Os autores também realizaram
testes hierarquicos em que o modelo sob H; tem distribuicao gama para as taxas de
mutagao, como por exemplo JC69 x K80+I'. Em ambos os casos, verificaram que as
misturas de distribuicoes x?, sugeridas por Self e Liang (1987), sao compativeis com os
resultados das simulagoes.

4.1.3 Comparacao entre as Distribuicoes Discreta e Gama para
as Taxas de Mutacao

Yang (1996) faz um estudo comparativo entre as vantagens e desvantagens do uso da
distribuicao gama e de uma distribuicao discreta para as taxas de mutacao dos diferentes
sitios da seqiiéncia.

Como vantagem da distribuicao discreta, ele destaca que os célculos envolvidos nas
analises da funcao de verossimilhanca sao relativamente simples e rapidos. Por outro
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lado, as estimativas das taxas sao sensiveis a escolha do niimero de organismos, de forma
que a interpretacao do modelo se torna mais dificil. Além disso, nao se pode fazer uma
comparagao dos resultados obtidos de seqiiéncias distintas quando sao utilizados valores
de C' diferentes. Para muitos conjuntos de dados, C' = 2 nao ¢ suficiente para uma boa
adequacao do modelo, e valores maiores de C requerem a estimacao de muitos parametros.

Yang (1996) destaca que o modelo que designa uma distribuicao gama para as taxas
de mutacao possui a vantagem de explicar, através de apenas um parametro, a variagao
das taxas, além de ser de simples interpretacao e possuir maior apelo biolégico, por ser
continuo. Entretanto, o tempo computacional envolvido é tao grande que a utilizacao do
modelo s6 é viavel para amostras de até 6 seqiiéncias.

O modelo da distribuicao gama discretizada (ver Yang, 1994) é uma boa alternativa
a estes dois modelos. Este modelo apresenta, além da facil interpretabilidade e da boa
aderéncia do modelo com distribuicao gama, um tempo computacional compativel com o
das taxas discretas.

Distribuicao Gama Discretizada para as Taxas de Mutagao

O modelo da distribuicao gama discretizada, denotado por +I'y, utiliza C' categorias
para aproximar a distribui¢ao gama (ver Yang, 1994). Assumimos que todas as categorias
tem a mesma probabilidade 1/C.

Os possiveis valores de p € (0, 00) sao divididos em C' categorias por C' — 1 percentis
(1/C,2/C,--- ,(C—=1)/C). A taxa de mutagao pu,; de cada categoria é representada pela
média da distribuicao gama, dentro dos limites da categoria. Assim, a taxa de mutacao
da i-ésima categoria pode ser obtida como

_ ffxfx(x)d:v _ ffxfx(x)dx
ff fx(x)dx 1/C ’

(4.9)

i

em que A é o percentil (i —1)/C da distribuicao gama, B é o percentil i/C' da mesma
distribuicao, e fx(+) é a fungao densidade da distribuigao gama, dada na Observagao 4.1.
Lembramos que, assim como com o modelo apresentado na Secao 4.1.2, queremos que
a taxa de mutacao média seja 1. Portanto, os parametros da distribuicao gama devem
atender a condicao a = b, de forma que os Unicos parametros a serem estimados neste
modelo sao a e C. Entretanto, na maioria das aplicacoes o pesquisador deve escolher com
quantas categorias deseja trabalhar, de forma que o tinico parametro a ser estimado é a.
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Calculo da Funcao de Verossimilhanca

O célculo da funcao de verossimilhanca para este modelo se d& de forma idéntica ao
caso com as taxas discretas. A unica diferenca é que os valores das taxas de mutacao p;
estao atrelados a distribuigao gama, na forma da expressao (4.9), e que todas as categorias
tem igual probabilidade. Assim, temos que

S C
L(FX)=]] (Zé P(X!, ... ,X;V|F,r,m)> : (4.10)

O custo computacional deste modelo é aproximadamente C' vezes aquele do modelo
em que todos os sitios evoluem as mesmas taxas.

4.1.4 Taxas de Mutacao Determinadas através de uma Cadeia
de Markov Oculta (HMM)

Outra forma de considerar taxas variadas de mutacao nos diferentes sitios da seqiiéncia
de DNA ¢ atribuir uma cadeia de Markov oculta ao processo de designacao de taxas de
mutacao nos sitios. Este modelo (HMM), apresentado em Felsenstein e Churchill (1996),
tem como objetivo incorporar as seguintes propriedades:

e permitir que as taxas de mutagao variem entre os sitios;
e 1nao assumir que conhecemos as taxas de mutacao de cada sitio,
mas sim inferi-las a partir dos dados X

e permitir algum tipo de correlagao entre as taxas dos sitios adjacentes. (4.11)

Essas sao as propriedades que os autores consideram que qualquer tratamento minima-
mente realista de heterogeneidade entre os sitios deve possuir.

Observe que os modelos apresentados nas Segoes 4.1.1 e 4.1.2 possuem as primeiras
duas propriedades. Entretanto, ambos nao permitem correlacao entre taxas de sitios
adjacentes, uma vez que a taxa de mutacao de cada sitio é retirada de uma populacao
com determinada distribuicao de taxas em um processo independente.

O modelo de Felsenstein e Churchill (1996) assume que existe um conjunto discreto
de C' possiveis taxas de mutagao u,. Além disso, o modelo exige que determinemos, a
priori, as probabilidades ¢, de cada taxa .

As taxas de mutagao sao determinadas por um processo markoviano que percorre
o comprimento da sequéncia, designado a taxa de cada sitio. As taxas sao escolhidas
de {1, - ,pc}, e assume-se que o processo markoviano é estacionario e irredutivel,
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Figura 4.1: Representacao Esquematica das Mudancas de Estado do Modelo HMM de
Felsenstein e Churchill (1996).

existindo, desta forma, as probabilidades de equilibrio das taxas. Assume-se que as prob-
abilidades de transicao desse processo sao conhecidas. Este processo é oculto, de forma
que nao podemos observar as taxas de mutacao de cada sitio.

Uma vez que as taxas de mutagao dos sitios sejam designadas, cada sitio evolui de
forma independente ao longo da filogenia F' de acordo com um modelo de substituicao
de bases. Dessa forma, assim como com aqueles apresentados nas Secoes 4.1.1 e 4.1.2,
este modelo deve ser aliado a um dos modelos apresentados na Secao 2.3. Além disso,
assume-se que toda correlacao entre os sitios é resultado do agrupamento de taxas altas
ou baixas em sitios adjacentes.

A Figura 4.1.4, retirada de Felsenstein e Churchill (1996), representa esquematica~
mente o processo que designa as taxas p, ao longo dos sitios.

Calculo da Funcao de Verossimilhanca

Assim como para os modelos da Segao 4.1.1, a fungdo de verossimilhanga para uma
determinada filogenia F' é dada pela soma, sob todas as possiveis combinacgoes de taxas
nos sitios, da probabilidade dos dados X condicionada a combinacao de taxas multiplicada
pela probabilidade a priori da combinagao de taxas. Assim, se ¢, denota a categoria que
uma dada combinacao de taxas designa para o sitio u, de forma que a taxa de mutagao
do sitio u é p.,, a funcao de verossimilhanca pode ser escrita como
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0|X ZZ ZP C1,Co, - ,CS) X P(Xﬁa/icla,ucm . 7#65)' (4'12)

c1 c3

O pressuposto de que, uma vez designadas as taxas de mutacao, cada sitio evolui
de maneira independente permite expressar a probabilidade P(X|7, fic;, fley, =+ 5 fleg) €M
forma de um produto, de forma que a expressao (4.12) é reescrita por

LOX) =Y ") - chl,@,, +es) X [[P(Xul7, pe,). (4.13)

C1 Cc2

Como as taxas dos sitios sao determinadas por uma cadeia de Markov oculta, temos
que as probabilidades P(cy, ca, - - - , ¢g) podem ser escritas como

P(c1,co, -+, cs) = e, P(calcr)P(esleg) X -+ x P(eg|es—1), (4.14)

onde ¢., é a probabilidade a priori da categoria c¢;, e as probabilidades P(c,1|c,) sdo
determinadas pela matriz de transicao da cadeia de Markov oculta, para todo u €

{1,---,5 -1}

Observe que, para 3 categorias e seqiiéncias de comprimento S = 1000, teriamos
31000 ~ 10%7 termos na soma de (4.13). Entretanto, os cdlculos podem ser reduzidos
utilizando um algoritmo semelhante ao descrito na Secao 3.1.1 para a obtencao da fungao
de verossimilhanca.

Note que substituindo (4.14) na expressao (4.13), temos que

S
LOX) = > ) - chl (caler)P(es|ea) x -+ x Plegles—1) x [[P(Xul7, pe,)

‘1 c2 u=1
S
= chl (Z~--ZP(02,03,--- ,csler) % HP(th,ucu)) : (4.15)
c1 C2 cs u=1
pois P(eg, 3, ,csler) = Pea|er)P(es|er) X -+ X P(es|es—1). Observe que o termo em

parénteses na expressao (4.15) corresponde a fungao de verossimilhanga para os dados X,
dado que a categoria do sitio 1 é ¢;.

Definindo L) = P(Xy, Xui1, -+, Xg|T, cu), temos que
L(6]X) = quL(Cﬂ (4.16)
onde
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S
L(Ijl = ]P)<X17 te 7XS|77-7 Cl) = Z T Z]P)(027 C3y 7CS|01) X H]P(Xulfnum) (417)
c2 cs

u=1

Note ainda que, utilizando as expressoes (4.13) e (4.14), podemos reescrever a ex-
pressao (4.17), de forma que temos

S
qu) = P(th—uum)Z'"ZP(027C37"' aCS|Cl) X HP(XuH—aMCu)
c2 cs u=2
S
= P(Xu|7, p1e,) Y Plealer) D o> Ples,ca o seslen) x [ [P, pee,)
c2 c3 cs u=2
= P(Xu|7, p1e,) Y Plealer) LS. (4.18)

Cc2

Repetindo o processo realizado em (4.18), chegamos a seguinte regra recursiva

L) = P(X, |7, e, Z P(Cysr|ca) LT (4.19)

Cy+1

vélida para u € {1,--- ;5 — 1}. Para u = S, define-se L(;S) = P(Xs|7, pleg)-

Desta forma, o seguinte algoritmo, proposto por Felsenstein e Churchill (1996), pode
ser usado para calcular a funcao de verossimilhanga deste modelo, através dos passos:

1. Para cada categoria c € {1,---,C'} de taxas de mutagao, calcular Lch) = P(Xs|T, peg);

2. Para cada sitioi € {S—1,5—2,--- 1} e para cada categoria c € {1,--- ,C} de taxas
de mutacao, calcular

LY = P(Xu|7, f1e,) . PlCup|ea) LY

Cu+1

3. Calcular a fungao de verossimilhanca de X como L(8|X) = >  q., qu)’ onde ¢;
representa a categoria do sitio 1.

Note que as probabilidades P(X,, |7, ., ) s@o calculadas de acordo com o modelo de
substituicao de bases escolhido, utilizando o algoritmo da Secao 3.1.1.

Uma questao interessante sobre o processo é qual a combinacao de taxas mais provavel.
Como a fungao de verossimilhanca foi obtida por uma soma da fungao de verossimilhanga
de cada combinacgao de taxas, podemos obter a combinacao de taxas mais provavel como
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aquela que teve a maior contribuicao no valor da funcao de verossimilhanca, ou seja,
MaXe, ¢y cq P(C1,Cy -+, €s)P(X|T, pt1, -+, g). Um algoritmo semelhante ao utilizado
para o calculo da fungao de verossimilhancga deste modelo foi apresentado por Felsenstein
e Churchill (1996) para a determinac@o de tal combinacao de taxas.

Caso Particular de Taxas para o Modelo HMM

Diversas cadeias de Markov podem ser utilizadas para o processo oculto que designa
as taxas de mutacao dos sitios da molécula de DNA no modelo HMM. Apresentamos aqui,
como exemplo, o modelo implementado nos pacotes DNAML e DNAMLK distribuidos por
Joseph Felsenstein através do site http://evolution.genetics.washington.edu/phylip.html.

O programa permite que o usudrio especifique o nimero C' de diferentes categorias, as
taxas de mutacgao u, de cada categoria, e as freqiiéncias ¢, de equilibrio de cada categoria.
Note que Zle ¢, = 1. Além disso, deve-se especificar o parametro de autocorrelagao A,
que representa a probabilidade de que a taxa de mutacao de um determinado sitio seja a
mesma do sitio anterior. Com probabilidade 1 — A o processo de Markov oculto escolhe
uma nova categoria para o sitio, retirando-a de uma urna que contém todas as categorias
nas freqiiéncias g,.

As probabilidades de transicao da cadeia de Markov oculta sao dadas por
P(cy|cy) = ANuw + (1 — Ny, (4.20)

em que 4, , representa a funcao delta de Kronecker, que assume valor 1, se u = v, e 0, caso
contrario. Note que, se o sitio i pertence a categoria c,, com probabilidade A + (1 — \)g,
o sitio 7 + 1 pertencera a mesma categoria. A distribuicao de equilibrio para esse modelo
é composta, justamente, das freqiiéncias g, determinadas para as taxas.

No caso de C' = 3, por exemplo, a matriz de transicao para a cadeia oculta desse
modelo é dada por

@] C2 C3

A1 -Na  (1-XNeg (1—=Ngs
Pavn = (I=Na  A+1=Ng (1= : (4.21)
(1=Na (1-=XNg  A+(1—-XNgs

Felsenstein e Churchill (1996) destacam que as taxas pu,, as probabilidades ¢, e o
parametro de autocorrelacao A podem ser estimados utilizando o algoritmo EM de Baum
et al. (1970). Entretanto, a implementacao de tal algoritmo para estimar as taxas i,
traria um aumento significativo no esfor¢co computacional. Os autores comentam que, na
pratica, é melhor analisar os dados com um conjunto de diferentes taxas e valores para A,
e escolher aqueles que geram maior valor para a funcao de verossimilhanca.

Conforme comentado anteriormente, este modelo para a determinacao das taxas de
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mutacao pode ser aliado a qualquer um dos modelos de substituicao de bases apresentados
na Secao 2.3. Nos pacotes DNAML e DNAMLK, o modelo utilizado ¢é o Felsenstein (1984)
denotado por F84 na Secao 2.3.

As diferentes taxas de mutacao nos sitios sao aplicadas nos ramos das filogenias. Desta
forma, todos os sitios evoluem de acordo com a mesma matriz de transicao Prgs do
processo de substituicao de bases. Entretanto, para todos os sitios de uma determinada
categoria, os ramos da filogenia sao multiplicados pela taxa de mutacao p. Assim, para
sitios com taxa de mutagao maior, a filogenia possui ramos mais longos, ja para os sitios
com taxa de mutagao menor, a filogenia com mesma topologia possui ramos mais curtos.

Felsenstein e Churchill (1996) destacam que o tempo computacional necessério para
este modelo é C' vezes maior do que o tempo necessario para a mesma andlise de maxima
verossimilhanca quando temos apenas uma taxa. Assim, se tivermos C' = 4, o tempo
computacional envolvido na estimagao de filogenias, por exemplo, é quatro vezes maior
do que a mesma estimagao realizada quando a taxa de mutagao é tnica.

4.2 Modelos com Dependéncia entre Sitios

A maioria dos modelos probabilisticos para a evolucao de seqiéncias de DNA as-
sume que os sitios evoluem independentemente, ou seja, a mutagao ocorrida em um sitio
nao afeta as probabilidades de mutacao dos demais sitios da seqiiéncia. Esta é uma
hipotese importante para a utilizagao de tais modelos na anélise molecular por maxima
verossimilhanga, uma vez que simplifica os célculos e reduz significativamente o tempo
computacional envolvido (ver Yang, 2005). Entretanto, em muitas situagoes reais, essa
hipotese é claramente violada. Dessa forma, sao uteis modelos que consideram diferentes
formas de dependéncia entre os sitios da seqiiéncia.

4.2.1 Modelos Dupla Fita

Algumas Informacoes sobre o RNA

Seqiiéncias de DNA que codificam moléculas de RNA ribossomico (rRNA) sao
freqiientemente utilizadas em anélises filogenéticas que relacionam grupos de organismos
muito distintos (com alto grau de divergéncia). Isso se deve ao fato do rRNA ser alta-
mente conservado entre todos os seres vivos, de forma que é possivel alinhar seqiiéncias
de rRNA de espécies muito distantes.

As moléculas de RNA sdo seqiiéncias lineares de nucleotideos (assim como no DNA).
Entretanto, em vez de serem nucleotideos de DNA, sao de RNA. Os nucleotideos de RNA
possuem trés das mesmas bases do DNA (A, C e G) além da base uracila (U). Ha uma
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Figura 4.2: Estrutura secundaria da porcao 5S do ribossomo.

correspondéncia entre as bases do DNA e as de seu respectivo RNA. Assim, se a seqiiéncia
de DNA for A-A-G-T-C, a seqiiéncia de RNA correspondente serd A-A-G-U-C!.

Além disso, a molécula de rRNA desempenha uma importante fun¢gao na maquinaria
celular, resultado da sua conformacdo tri-dimensional (estrutura secundaria). Esta es-
trutura é determinada principalmente pela seqiiéncia das bases, especialmente por parea-
mento dos nucleotideos de RNA de porcoes diferentes da seqiiéncia, causando um do-
bramento da molécula. A Figura 4.2 apresenta a estrutura secundéria da porgao 5S do
ribossomo, e ilustra o pareamento de diferentes sitios da molécula de rRNA.

Como o pareamento é importante para a funcao da molécula de rRNA, uma mutacgao
em uma das bases do par gera uma grande pressao seletiva para que no outro sitio do
par ocorra uma mutagao compensatéria para restabelecer o pareamento. Por exemplo, se
temos um par U = A e ocorrer uma mutacao na primeira base para G, de forma que temos
G = A, o pareamento podera ser desfeito e a molécula poderd perder sua funcao. Assim,
por pressao seletiva, hd um aumento na probabilidade de verificarmos uma mutacao para
C no segundo sitio do par, de forma a restabelecer o pareamento, agora com G = C.

Portanto, as moléculas de rRNA claramente contrariam a hipétese de independéncia
entre os sitios. Entretanto, pelo fato da estrutura do rRNA ser altamente conservada e
bastante estudada, conhecem-se os sitios em que os pareamentos ocorrem. Com isso em
vista, Tillier e Collins (1995) propuseram um modelo para tratar os casos de pareamento
nas moléculas de RNA, e o chamaram de modelo fita dupla. Esse modelo aplica-se apenas
aos sitios em que ha pareamento, devendo os outros sitios serem tratados com os modelos
de substituicao de bases convencionais.

I'Note que a correspondente da base T do DNA é a base U do RNA. O RNA n#o possui T e o DNA
nao possui U. Em seqiiéncias de DNA os pares complementares sio A =T e C = G, jd no RNA os pares
complementares sito A =U e C = G.
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Apresentacao do Modelo Dupla Fita

Para o modelo fita dupla, a unidade de evolugao que esta sujeita a mutacoes com pro-
babilidades determinadas pela matriz de transicao é o par de bases. Dessa forma, temos
16 possiveis estados para o processo (A=A A=C,A=GA=UG=A,---,U=1),
e a matriz de transicao desse processo tem dimensao 16x16. O modelo assume que as
mutacoes sao independentes em sitios nao pareados entre si, assim recaimos facilmente
em um modelo semelhante aos modelos de substituicao de bases apresentados na Segao
2.3, com a diferenca que o espaco de estados E tem cardinalidade 16 em vez de 4. Desta
forma, no caso mais geral que mantém a reversibilidade no tempo, temos 119 parametros
livres para serem estimados, além das freqiiéncias das bases e dos comprimentos dos ramos
da filogenia. Entretanto, se forem consideradas algumas peculiaridades do pareamento de
bases no RNA, o nimero de parametros pode ser reduzido.

Por estarmos tratando de bases pareadas, na grande maioria das vezes que se considera
um desses sitios encontra-se um dos pares A = U, U= A, C= G e G = C, pois sao essas
as combinagoes que formam ligacoes quimicas estaveis entre as bases. O par G =U
(ou U = G), apesar de nao ser complementar como os anteriores, as vezes é encontrado
nas seqiiéncias formando uma ligacao instavel. Muitas vezes esse par serve de passo
intermediario para uma mutagao entre pares complementares distintos. Todos os outros
pares de bases raramente sao encontrados no rRNA. Assim, o modelo de dupla fita designa
a mesma probabilidade para todos eles, tratando-os como um sé estado do processo.
Definimos os estado O = T do processo como o conjunto de todos os pares de bases nao
complementares e diferentes de U = GG e G = U. Deste modo, os estados do processo sao
osparesdebases A=U, G=U,G=C,U=A,U=G,C=GeO =T. Suas respectivas

frequiéncias sao dadas por 7y, mo, T3, Ty, T, T € 7.

A Figura 4.3, obtida de Tillier e Collins (1994), representa esquematicamente as
mutacoes do processo dupla fita. Nela, os pares de bases sao divididos em trés caixas
dependendo de a primeira base do par ser purina ou pirimidina, ou o par pertencer ao
estado O = T. Dentro das duas primeiras caixas, uma transicao simples para formar o
par G = U ocorre com taxa inifitesimal ag, e dupla transicao para sair de uma par de
bases complementar para outro ocorre com taxa ag. As mutagoes entre esses dois grupos
ocorrem com taxa (3, e as mutagoes de um desses grupos para o estado O = T, com taxa

7.

A matriz de taxas infinitesimais deste processo é dada por
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Figura 4.3: Representacao esquemética das mudancas de estado do modelo de Tillier e

Collins (1994).

A=U G=U G=CU=A U=GC=G0O0=T

my QT agm3 fPrg prs PBre 7y
Qs Mg asmy  Bmy Bms PBme my
a4m Qgme  mg Omy Brs Pre Ty
Qu=| Bm Pme  PBrz My QT e YT (4.22)
pmy Bre BT T M QT YTy
pry B BTy Ty QTs M YTy
YT VT2 Y3 VT4 YTs YT M7y
em que os parametros as, ag, 3, vy e m; , i € {1,2,--- T} sdo 0s mesmos que aparecem
na Figura 4.3, e m; é tal que a soma da linha i é 0, para i € {1,--- ,7}.
Assim, pode-se obter a matriz das probabilidades de mutacao Pg4¢, dada por
mioal ol Bt @ @B
o mioob g g @ o
ol ot omi g E A
Pa=| 8 # & ml ool af, o |. (1.2
g g . mb ool o
g B ol ol mb o
R R O N

em que a probabilidade de mutagao de uma caixa para outra (ou seja, de um par de bases
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em que ha uma purina na primeira posicao para outro em que ha uma pirimidina na
primeira posigao) é dada por

1—7'('7

gl =m (1+f1 i —f2) ) (4.24)

com fi e fy definidos em (4.29). J4 a probabilidade de mutacdo de um par de bases
complementar para os intermediarios G = U ou U = G ou vice versa é dado por

7

a, =m (1+f1 +f2—f3> ) (4.25)

1—7T7

para todo i € {1,--- ,6}, com fi, fo e f5 definidos em (4.29). A probabilidade de mutar
de um par complementar para o outro da mesma caixa é

i 7 T2

i —r (1 ), 4.26

Qgr =T < +f11_77+f2+m+ﬂ3f3 7T4> (4.26)
sei € {1,3}e

: 7 T

R ), 4.27

Qgr =T < +f11—7r7+f2+7r4+7r6f3 7T4> (4.27)

sei € {4,6}, com fi, fy e f3 definidos em (4.29). E a probabilidade de mutagao de um par
de bases instavel, da categoria O = T, para um par de bases mais estavel (representados
pelos demais estados do processo) é dada por

para todo i € {1,---,7}, e os elementos m’ sdo tais que a soma da linha i é 1. Ainda,
temos que (ver Tillier e Collins, 1995)
i = e
fy = — -y
1-— 7
2
fs = - m6f(wr7+§(177r7)(6+as))7_ (4.29)

80



Teste da Razao de Verossimilhanga

O modelo dupla fita, apresentado nesta sub-se¢ao, tem como pressuposto a possibi-
lidade de que ocorram duas mutagoes em tempo infinitesimal. Esta é uma caracteristica
controversa, uma vez que usualmente assume-se que, em tempos infinitesimais, apenas
uma mutagao deve ocorrer. O argumento de Tillier e Collins (1994) é que, para que
a integridade da molécula seja mantida, é necessario que sitios pareados tenham bases
complementares ou G = U (ou seja, um par que nao pertenga a categoria O = T'). Assim,
se ocorresse uma primeira mutacao que desmanchasse o par complementar, uma segunda
mutacao no outro sitio do par que reestabelecesse a complementariedade seria altamente
favorecida (essas mutagoes sao conhecidas como mutagdes compensatoérias). Por outro
lado, se a segunda mutagao nao ocorresse, o par seria rapidamente eliminado pela selecao
natural, e assim, nao o encontrariamos na natureza. Esse é um aspecto importante do
modelo e, por ser controverso, ¢ interessante ser testado.

Queremos utilizar o teste da razao de verossimilhanca para avaliar o modelo dupla fita.
Para tanto, devemos primeiro obter a fungao de verossimilhanca para este modelo. Lem-
bramos que a unidade que sofre evolucao nesse modelo nao é um sitio, mas sim dois sitios
pareados. Ainda, notamos que cada par de sitios evolui independentemente dos outros
pares e segundo as mesmas taxas. Desse modo, para obter a funcao de verossimilhanca
desse modelo, podemos utilizar o algoritmo apresentado na Secao 3.1.1, sem alteragoes.
Note que as expressoes (4.24) a (4.28) nos dao as probabilidades de mutagao de um par
de bases para outro, necessarias ao algoritmo.

Temos que as hipdteses do teste da razao de verossimilhanca que avalia a possibilidade
de ocorrerem mutacoes compensatérias em tempos infinitesimais sao

Hy: Pressupostos Al, A2, A3 e (3 =0;
H;: Pressupostos Al, A2, A3,

em que
Al. As sequiéncias sao relacionadas por uma estrutura filogenética;
A2. As mutacoes de cada par de sitio sao independentes e identicamente distribuidas;

A3. As mutagoes sao regidas por uma cadeia de Markov, com matriz de taxas infinitesi-
mais Qdf.

Note que o parametro [ representa as mutagoes compensatorias, como pode ser visto
na Figura 4.3. Temos que, quando # = 0, nao ocorrem mutacoes compensatoérias em
tempos infinitesimais. Mas [ = 0 representa a fronteira do espaco de parametros, uma
vez que 0 < [ < oo. Assim, recaimos no caso apresentado no Teorema 4.1, em que a
distribuigao da estatistica do teste —2A(X), dada em (3.13), é obtida por uma mistura
0.5x3 + 0.5x3.
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4.2.2 Correlacao entre Pares de Sitios

O modelo dupla fita trata de dependéncia entre as mutacoes ocorridas em sitios dis-
tintos, no caso especifico do RNA ribossomico. Entretanto, em diversas outras condicoes,
sequiencias de DNA podem apresentar dependéncia entre os sitios. Deste modo, gostariamos
de um modelo mais geral que considerasse a dependéncia entre os sitios.

Schéniger e van Haesler (1994) sugerem que a ferramenta matemadtica adequada para
tratar de dependéncia entre sitios, no caso geral, deve ser as cadeias de Markov de ordem
superior. Assim, o estado (base) do sitio ¢ depende da seqiiéncia dos v sitios anteriores (e
em geral, poderia depender das bases de sitios seguintes também), em que v representa
a ordem da cadeia da Markov. Tal modelo ainda deveria preservar ordem da cadeia de
Markov ao longo da seqiiéncia, e considerar correlagao entre os sitios vizinhos.

Tavaré e Giddings (1989), utilizam a teoria da informagao para estimar o valor de v,
obtendo v = 1 ou 2, dependendo da regiao da seqiiéncia, para o DNA do bacteriéfago A.
Note que, quando v = 0, os processos de mutacao nos diferentes sitios sao independentes,
o que corresponde aos modelos apresentados nas Secoes 2.3 e 4.1.

Schoniger e van Haesler (1994) argumentam que este modelo nao é matematicamente,
ou computacionalmente, vidvel, e assim apresentam uma simplificacao, o modelo com
correlagao entre pares de sitios. Este modelo considera a existéncia de correlacao entre
pares de sitios que nao se sobrepoem.

Um exemplo importante em que o modelo com correlagao entre pares de sitios se
aplica é o de sequiéncias codificantes, em que se considera apenas as primeiras duas bases
de cada codon. Neste caso, os pares trariam informacoes importantes sobre os aminoacidos
da seqiiéncia codificada, uma vez que as duas primeiras posi¢oes do cdédon sao as mais
importantes na determinagao do aminoacido (ver Segao 2.1). Pela mesma razao, é razoavel
assumir que a probabilidade de uma mutacao em um dos sitios da dupla é afetada pela
base do outro sitio.

Note que o modelo dupla fita também é um caso particular do modelo com correlagao
entre pares de sitios. Neste caso, os pares correlacionados nao sao de sitios adjacentes,
mas sim os sitios que pareiam na estrutura tri-dimensional do rRNA.

O modelo com correlagao entre pares de sitios considera uma seqiiéncia de DNA de
comprimento S, constituida de S/2 pares de bases. Assim, temos que a base do sitio 2i é
dependente da base do sitio 2i — 1, e essas duas bases sao independentes do restante da
molécula. A matriz de transicao da cadeia de Markov, & tempo discreto, que determina
a base do sitio 2i, a partir da base do sitio 2¢ — 1, é chamada de matriz de autocorrelacao
p. Ela pode ser determinada pelas freqiiéncias de cada par de bases, de forma que temos
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TAA TAG TAC TAT
TgA Tage Tac Tar (4.3())
Tca Tcg Tcc Tor
TTA TrGg TT1Cc TTT

em que 7;; representa a freqiiéncia do par de bases (i, j) nas primeiras duas posi¢oes do
cédon.

Com base na matriz p, o processo evolutivo é definido como aquele que preserva as
freqiiéncias dos pares. Assumimos, ainda, que nao ocorrem mutagoes nas duas bases do
par em um tempo infinitesimal, e que o processo atinge o estado estacionario. Deste modo,
podemos descrever a evolucao dos pares independentes da seqiiéncia através de um pro-
cesso markoviano com 16 estados, semelhante ao apresentado para o modelo dupla fita. Os
estados desse processo serao os 16 possiveis pares de bases M = {AA, AG, AC,--- | TT},
e a matriz Q¢ = (V,,0),0em de taxas infinitesimais que governa as mutagoes de um par
de bases para outro tem entradas dadas por

T, se v e v diferem por apenas uma base,
791/,1) = - ZvEM(V;éU) 19’/711’ Se Vv =uv,
0, caso contrario.

Note que este modelo assemelha-se ao modelo F81 apresentado na Secao 2.3, pois
ele mantém as freqiiéncias dos estados (pares de bases) e consequentemente mantém as
freqiiéncias das bases, mas nao assume que estas freqiiéncias sejam homogéneas. Além
disso, ele nao permite probabilidades distintas para transi¢coes e transversoes e possui a
propriedade de reversibilidade no tempo.

O modelo poderia ser alterado para incorporar diferentes probabilidades de transicoes
e transversoes, de forma semelhante aos modelos HKY85 e F84. Para tanto, as entradas
da matriz de taxas infinitesimal Q¢p, = (9,,4)v0ven, deveriam ser dadas por

km,, se v e v diferem por apenas uma transi¢ao,
9 T, se v e v diferem por apenas uma transversao,
VU _
- ZUGM(V#’U) 19’/:“7 Se V=,
0, caso contrario.

83



Teste para Dependéncia entre Sitios (Caso uma Seqiiéncia)

Schoniger e von Haesler (1994) sugerem a utilizacao do teste qui-quadrado para veri-
ficar a dependéncia entre os sitios no caso de uma tunica seqiiéncia. Para tanto, eles
sugerem que as entradas da matriz p sejam estimadas a partir dos dados, utilizando
os estimadores de maxima verossimilhanca. No caso de uma tunica seqiiéncia estes esti-
madores sao dados por

numero de pares v

S/2

Ty =

. . » . 1) _(2
Note que, se vale a independéncia entre os sitios, entao temos que m, = m;; = 7r§ )71'](- ),
SN . .. 1 TN . .
em que 7;; representa a freqiiéncia do par (i, j), 7r§ ) representa a freqiiéncia da base i na

. . .~ , 2 TN . . .~
primeira posicao dos cédons, e ﬂ]( ) representa a freqiiéncia da base j na segunda posigao

(1)

dos coédons. Desta forma, m;”’ pode ser estimado como

(1) _ numero de bases i nos primeiros sitios dos codons
T =

B S/2 ’

2 . : . . .
e 772-( ) pode ser estimado de maneira andloga. Desse modo, definimos o seguinte teste de

hipéteses:

Hy: Todos os sitios s@o independentes, ou seja, p = (m;;)i; = (7'('(1)71'( ))-J;

H,: Ha dependéncia entre o primeiro e segundo sitio de cada cdédon, ou
. 1)_(2
seja, p = (mij)ig # (M0 7). (4.31)

A estatistica do teste qui-quadrado para essas hipdteses é dada por

;) _ 4. ?
ZZ < i ;1 ) , (4.32)

zEE jeE ]

onde 7 ~ x2%, com r = 9.

Note que, assim como para o teste da razao de verossimilhanca, para o teste qui-
quadrado, os graus de liberdade sao determinados pela diferenga entre parametros livres
dos dois modelos. Sob Hy, os parametros do modelo sao w4, Taq, Tac, - , T, mas eles

estao sujeitos a restri¢ao de que ) .,, m, = 1, de forma que temos 15 parametros livres.
Sob Hy, os parametros do modelo sao WS), W(G),W(Cl),ﬁ(T) e ﬂf), Wé),ﬂ'g),ﬂ'ég), sujeitos as
restrigoes ) . p7 (1) =1=3% .k 7r§ ), de forma que ficamos com 6 parametros livres.
Desta forma, temos que ¥ = 15 — 6 = 9, e assim, obtemos que 7 tem distribuicao

assintética v2. Assim, como o quantil 99% da distribuicao Y2 é dado por 21.96, temos
Xo ) q G Xo9 p )
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que, se 7 > 21.96, rejeitamos Hy ao nivel de 99% de confianca, e concluimos que ha
dependéncia entre os dois primeiros sitios do cédon.

Schoniger e von Haesler (1994) ainda apresentam outro teste qui-quadrado que utiliza
duas seqiiéncias homélogas para testar a homogeneidade do processo. Tal teste é realizado
comparando as matrizes p obtidas em cada seqiiéncia.

Teste para Dependéncia entre Sitios (Caso Varias Seqiiéncias)

O teste sugerido por Schoniger e von Haesler (1994) nao considera a estrutura filo-
genética, de forma que nao deve ser utilizado para mais de duas seqiiéncias. Com isso em
vista, e na linha do trabalho realizado com os modelos apresentados até aqui, sugerimos a
utilizacao do teste da razao de verossimilhanca para testar a dependéncia entre os sitios.
Nao s6 o teste da razao de verossimilhanca pode ser utilizado para qualquer ntimero
de seqiiéncias maior do que 1, mas ele também tem a vantagem de avaliar o processo
de evolugao das seqiiéncias considerando a filogenia que as relaciona. Este teste ainda
avalia a adequagao do modelo como um todo, aceitando-o apenas se ele tiver desempenho
significativamente melhor.

Para utilizar o teste da razao de verossimilhanca, devemos primeiro obter a funcao
de verossimilhanca para o modelo com correlagao entre pares de sitios. Para tanto, ob-
servamos que temos uma seqiiéncia de comprimento S/2 de pares de sitios evoluindo
independentemente de acordo com a matriz Qep = (Uy0)vvenr. Assim, podemos utilizar
exatamente o mesmo algoritmo apresentado na Secao 3.1.1, observando que o processo
possui 16 estados no lugar de 4. Para tanto, necessitamos apenas da matriz de transicao
P.,(7), que pode ser obtida computacionalmente através de P ,(7) = exp(7Qcp). Apartir
da funcao de verossimilhanca, podemos optimiza-la computacionalmente para obter a es-
tatistica do teste —2A(X), dada em (3.13).

Note que, embora o objetivo tanto deste teste quanto daquele apresentado para ape-
nas uma seqiiéncia seja verificar se ha dependéncia entre os sitios na forma do modelo
apresentado nessa secao, as hipdteses desse teste sao diferentes daquelas apresentadas em
(4.31). Sao elas:

Hy: Pressupostos Al, A2, A3 e p = (mi;)ijer = (wg”wf))i,j@;
H;: Pressupostos Al, A2, A3 e p = ()i jer # (7'('1(
em que
Al. As sequiéncias sao relacionadas por uma estrutura filogenética;
A2. As mutacoes de cada par de sitio sao independentes e identicamente distribuidas;

A3. As mutagoes sao regidas por uma cadeia de Markov, com matriz de taxas infinitesi-

mais Qqp-
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Observe que, como valem esses pressupostos, recaimos em um caso similar ao dos mo-
delos apresentados na Secao 2.3, e assim, o Teorema 3.1 é valido para esse teste. Portanto,
a estatistica do teste —2A(X) tem distribuicao assintética qui-quadrado com 9 graus de
liberdade.

4.3 Aplicacoes

Nesta secao, sao apresentadas aplicacoes dos modelos deste capitulo a conjuntos
de seqiiéncias reais. Inicialmente, utilizamos o teste da razao de verossimilhanca para
comparar o desempenho dos modelos das Secoes 2.3 e 4.1 nas seqiiéncias analisadas na
aplicacao do final do Capitulo 3.

Por questoes computacionais, o modelo com distribuicao gama continua, apresentado
na Secao 4.1.2, nao esta implementado no pacote PAML para conjuntos de dados com mais
de oito sequiéncias. Assim, como as duas aplicagoes apresentadas na Se¢ao 3.3 possuem
mais de oito seqiiéncias, utilizaremos apenas o modelo da distribuigao gama discretizada,
apresentado na Secao 4.1.3 , nestas duas aplicagoes.

Todos os modelos utilizados nesse capitulo tem como objetivo tratar diferentes formas
de heterogeneidade nas seqiiéncias. Essa heterogeneidade é justificada por varios fatores,
como pressao seletiva diferenciada em trechos da seqiiéncia e restrigoes de conformagao
tridimensional da molécula (seja no proprio DNA, no RNA ou na proteina codificada). E
por meio de testes de hipoteses que comparam esses modelos que avaliamos a importancia
desses fatores na evolugao do DNA.

Deste modo, como ressaltado na Secao 3.3, temos dois interesses principais em aplicar
o teste da razao de verossimilhanca a este modelos. O primeiro é conhecer melhor o
processo de evolucao das sequiéncias, destacando que fatores tem maior influéncia. Assim,
diferentes taxas de mutacao entre os sitios e correlacao das taxas de mutacao em sitios
vizinhos sao pressupostos que tém bom fundamentos biolégicos como justificativa. Mas
serd que eles realmente sao determinantes na evolucao de um determinado gene?

Nosso segundo interesse na aplicacao destes testes é a escolha de um modelo para a
realizagao de anélises posteriores envolvendo a fungao de verossimilhanga (como inferéncia
de filogenia, determinacao de tempo de divergéncia entre espécies e datacao de ancestral
comum). Note que estas anélises podem ter resultados diferentes para modelos diferentes.
Por outro lado, a escolha de modelos muito complexos aumenta bastante o tempo com-
putacional (principalmente quando se considera distribui¢do continua para as taxas ou
dependéncia entre os sitios). Assim, utilizam-se modelos mais complexos apenas quando
eles apresentam desempenho significativamente superior. Além disso, deve-se verificar se
o tempo computacional envolvido nao torna a analise inviavel.
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4.3.1 Felinos

Consideramos, agora, o mesmo conjunto de dados utilizado na Se¢ao 3.3.2, composto
de 37 seqiiéncias com S = 382 sitios de comprimento, proveniente de um gene dos fe-
linos. Sempre que possivel, dentro do que ha disponivel, o pacote PAML foi utilizado
para a analise das seqiiéncias. Entretanto, o pacote nao conta com rotinas para simular
seqiiéncias segundo os modelos com taxas de mutacao determinadas por distribuicao dis-
creta e por cadeias de Markov ocultas. Como tal simulagao é necessaria para o bootstrap
paramétrico, foram desenvolvidas rotinas através do “R-project”.

Os modelos apresentados neste capitulo devem ser sempre utilizados junto com um
dos modelos de substituicao de bases apresentados na Secao 2.3. Os modelos da Segao 2.3
considerados foram JC69, K80, F81, HKY85 e GTR. Ja modelos deste capitulo conside-
rados na analise foram os que atribuem as taxas de mutacao nos sitios uma distribuicao
discreta como na Se¢ao 4.1.1 (denotado por +disc), a distribui¢do gama discretizada
(denotado por +T'y), e uma cadeia de Markov oculta (denotado por +HMM). Além disso,
os modelos da Secao 2.3 foram considerados na sua versao original, em que todos os sitios
da seqiiéncias evoluem de maneira independente e segundo as mesmas taxas (denotado
por i.i.d.). Como todas as combinagoes entre os modelos foram consideradas, ao todo
utilizamos 20 modelos.

Utilizamos nesta se¢ao a notacao i.i.d. para designar aqueles modelos nos quais os sitios
evoluem de maneira independente e todos de acordo com as mesmas taxas, como utilizado
no Capitulo 3. Notamos, entretanto que os modelos +I'y e +disc também representam
processos estocasticos i.i.d., conforme a Defini¢cao 2.4.

Para os modelos +HMM, +I'; e 4+disc utilizamos o ntimero de diferentes taxas C' = 3.
A filogenia utilizada para as analises foi a mesma da Secao 3.3.2, e estd apresentada na
Figura 3.2.

Dentro de cada modelo deste capitulo (+HMM, +I'; e +disc) os modelos de subs-
tituicao de bases do Capitulo 2 foram comparados entre si segundo os mesmos testes
utilizados na Secao 3.3. O objetivo desses testes é verificar o efeito que os diferentes
pressupostos em comum tem na decisao do teste. Os resultados estao apresentados na
Tabela 4.1, que também apresenta o valor da estatistica do teste —2A(X) para cada
comparagcao, e o p-valor encontrado de acordo com a distribuicao assintética qui-quadrado.

Notamos que, entre os testes de hipdteses apresentados na Tabela 4.1, apenas o teste
JC69 +I'y x F81 +I'; teve resultado diferente de seu equivalente com taxas constantes
(JC69 (i.i.d.) x F81 (i.i.d.)). Assim, percebemos que, neste caso, a utilizacdo de modelos
para diferentes taxas de mutacgao nos sitios pouco afeta a escolha do modelo de substituicao
de bases que descreve a evolugao de um sitio. Além disso, destacamos que, em todos
os modelos para diferentes taxas de mutagao nos sitios (+I'y, +disc, +HMM, i.i.d.) o
modelo de substituicao de bases da Secao 2.3 que melhor descreve a evolucao temporal
desse conjunto de dados é o GTR.
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Tabela 4.1: Resultado do Teste para as Seqiiéncias dos Felinos.

Pressupostos Comuns | Teste —2A(X) | Distribuigao Tedrica | Decisao
p-valor

6.4503 x 10—°2 rejeita
6.1825 x 107°6 | rejeita
6.8851 x 1071 aceita
1.7780 x 10~* rejeita
6.3833 x 1079 rejeita
5.5846 x 10773 rejeita
5.3594 x 107°6 | rejeita

r
JC69 x K80 229.8426 | 1
F81 x HKY85 | 248.2718 | 1
iid. JC69 x F81 1.4760 | 3
K80 x HKYS85 19.9052 | 3
HKY85x GTR | 44.0106 | 4
JC69 x K80 234.7156 | 1
F81 x HKYS85 | 248.5566 | 1
+ I JC69 x F81 14.0022 | 3 2.9021 x 1073 rejeita
K80 x HKYS85 27.8432 | 3 3.9179 x 1076 rejeita
HKY85x GTR | 34.1664 | 4  6.8886 x 107 rejeita
1
1
3
3
4
1
1
3
3
4

JC69 x K80 228.6578 1.1696 x 10> | rejeita
F81 x HKY85 | 261.0316 1.0224 x 107°% | rejeita
+ disc JC69 x F81 1.0436 7.9070 x 1071 aceita
K80 x HKYS85 | 19.9536 1.7354 x 10~4 rejeita
HKY85x GTR | 28.2796 1.0946 x 107 rejeita
JC69 x K80 240.2154 3.5297 x 10=°* | rejeita
F81 x HKY85 | 262.8502 4.1044 x 10759 | rejeita
+ HMM JC69 x F81 1.0442 7.9055 x 10~1 aceita
K80 x HKYS85 23.679 2.9146 x 107° rejeita
HKY85x GTR | 28.873 8.2957 x 1076 rejeita

Queremos, agora, avaliar o desempenho dos modelo +1'y, +disc e +HMM em relacao
ao i.i.d., para verificar se sua utilizagao se justifica. Para tanto, utilizamos o teste da razao
de verossimilhanca para comparar os trés modelos com o i.i.d.. Como o modelo GTR foi
escolhido como aquele que melhor descreve as sequiéncias, nés o utilizamos em todas
as comparacoes. A Tabela 4.2 apresenta os valores dos parametros estimados para cada
modelo. Notamos que as estimativas dos parametros do modelo GTR variam, dependendo
do modelo que o acompanha.

O resultado destes testes esta apresentado na Tabela 4.3. Os valores obtidos para a
estatistica do teste foram comparados com a distribuicao dada pelo bootstrap paramétrico,
como apresentado na Secao 3.2.3. A Figura 4.4 apresenta os histogramas obtidos para
—2A(X), sob Hy e sob Hy, para os quatro testes considerados.

Notamos que, nos trés primeiros testes, a hipdtese nula é rejeitada, de forma que temos
fortes indicios a favor de modelos que considerem diferentes taxas de mutacao. Assim,
concluimos que a evolugao mais rapida de alguns sitios da seqiiéncia é um fator importante
na evolucao desse gene.

A Tabela 4.3 também apresenta o teste GTR+disc x GTR+HMM, que tem como
objetivo avaliar o efeito que a correlacao de taxas entre sitios adjacentes tem sobre essa
amostra. A tabela indica que, segundo a distribuicao obtida pelo bootstrap paramétrico,
a hipdtese nula deve ser rejeitada ao nivel de 99% de confianca. Além disso, temos que o
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Tabela 4.2: Estimadores para os Modelos das Seqiiéncias dos Felinos.

’ Modelo \ Estimadores
GTR Po = (0.3420, 0.2037, 0.2243, 0.2300),
a=1,4=0.2722, 3=0.2072, § = 0.1026, /) = 2.4983 e ¢ = 0.0001
Do = (0.3318,0.2237, 0.2468, 0.1977),
GTR +I'y a=1,4=0.2785, 3 =0.1912, § = 0.1057, /) = 2.8458 e ¢ = 0.0001
a=1.7778
Do = (0.3420,0.2037, 0.2300, 0.2243),
GTR + disc a=1,4=0.2089, 3 =0.1777, § = 0.1149, /) = 2.5467 e ¢ = 0.0001,
fir = 0.0001, ¢; = 0.6104, fis = 1.3223, §o = 0.3141, jiz = 7.7507, 43 = 0.0754
Do = (0.3420,0.2037, 0.2300, 0.2243),
GTR + HMM a=1,4=0.1995 3 =0.1768, § = 0.1278, /) = 2.6001 e ¢ = 0.0001,
fin = 0.0967, G1 = 0.7381, iy = 2.0048, Go = 0.1926, ji3 = 7.8273, 43 = 0.0693
0.8510 0.1063 0.0427
Puviv = | 0.5238 0.3276  0.1486
0.1308 0.7368 0.1324

Tabela 4.3: Resultado do Teste para as Seqiiéncias dos Felinos.

Teste —2A(X) Simulacao de Monte Carlo Decisao

p-valor  Valor Critico 99% Poder
GTR (ii.d.) x GTR 4Ty 292.0344 | < 0.001 6.2749 1.0000 | rejeita
GTR (ii.d.) x GTR + disc | 328.7630 | < 0.001 5.5257 1.0000 | rejeita
GTR (i.i.d.) x GTR + HMM | 359.5958 | < 0.001 11.4482 1.0000 | rejeita
GTR + disc x GTR + HMM | 30.8328 | < 0.001 13.6605 0.3580 | rejeita
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GTRiid X GTR+g (sob HO)

GTRiid X GTR+disc (sob H0)

GTRiid X GTR+HMM (sob HO)

GTRe+disc X GTR+HMM (sob HO)
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Figura 4.4: Histogramas de —2A(X) obtidos por Simulagoes de Monte Carlo para os
Testes GTR (i.i.d.) x GTR+I'y, GTR(i.i.d.) x GTR+disc, GTR(i.i.d.) x GTR+HMM
e GTR+disc x GTR+HMM sob Hy e H| para as Seqiiéncias de Felinos.
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modelo com distribui¢ao discreta para as taxas de mutacao é um caso particular do modelo
HMM, em que ha restricoes a matriz de transicao da cadeia oculta. Assim, temos que a
estatistica deste teste —2A(X) tem distribuigdo assintética y2. Segundo esta distribuigao,
a hipdtese nula deve ser rejeitada ao nivel 99% de confianga (p-valor= 2.7315 x 107°).
Assim, ambas as distribui¢des concordam que, nestas seqiiéncias, sitios adjacentes tendem
a evoluir a taxas semelhantes.

De acordo com o resultado destes testes, somos levados a escolher o modelo GTR+HMM
para descrever este conjunto de dados. Notamos, entretanto, que, dependendo da analise
para a qual se deseja utilizé-lo, o tempo computacional envolvido pode ser muito grande
devido ao grande numero de seqiiéncias. Assim, por questoes praticas, pode se fazer a
escolha de um modelo mais simples.

Observamos que o poder do teste, obtido pelo bootstrap paramétrico, foi 1 para os
trés primeiros testes. Entretanto, para o quarto teste, que avalia a presenca de correlagao
entre as taxas de mutagao de sitios adjacente, o poder foi bastante baixo (Poder= 0.3580).

4.3.2 Primatas

O segundo conjunto de dados que analisamos consiste de 17 seqiiéncias, com S = 483
sitios de comprimento, da familia génica ECP-EDN em primatas. Essas sao as mesmas
seqiiéncias utilizadas na Secao 3.3.3. Para dar continuidade aquilo que foi trabalhado
naquela secao, utilizamos a mesma arvore filogenética, apresentada na Figura 3.5. Para a
aplicacao dos testes, foram utilizadas as mesmas rotinas computacionais da Secao 4.3.1.

Os modelos e testes considerados foram os mesmos da aplicacao anterior dos felinos,
apresentada na Secao 4.3.1. Assim, consideramos todas as combinacoes dos modelos JC69,
K80, F81, HKY®85 e GTR com +HMM, +1I'y, +disc e i.i.d.. Inicialmente, comparamos os
modelos de substituicao de bases da Secao 2.3 entre si, mantendo constantes os pressu-
postos em relacao as taxas de mutacao nos diferentes sitios. Os resultados destes testes
de hipdteses estao apresentados na Tabela 4.4.

Como pode ser visto, independente dos pressupostos comuns em relacao a taxa de
mutacao nos sitios, o resultado de todos os testes coincidem com aqueles encontrados na
Secao 3.3.3, apresentados na Tabela 4.4 como i.i.d.. Assim, confirmamos as conclusoes
entao obtidas de que, para esse conjunto de dados, parametros adicionais que representem
diferentes proporcoes das bases na seqiiéncia nao trazem melhoras significativas no desem-
penho do modelo. Lembramos que o que diferencia os modelos JC69 e K80 dos modelos
F81 e HKYS85 é exatamente a existéncia de tais parametros. Além disso, destacamos que
o melhor modelo de substituicao de bases, entre os da Secao 2.3, para esses dados é o
GTR.

Utilizando sempre o modelo GTR, prosseguimos para avaliar a utilizacao de dife-
rentes distribuicoes para as taxas dos sitios. Assim, comparamos os modelos GTR+Iy,
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Tabela 4.4: Resultado do Teste para as Seqiiéncias dos Primatas.

Pressupostos Comuns | Teste —2A(X) | Distribuicdo Teérica | Decisao
p-valor

1.4650 x 1073 rejeita
8.4374 x 1079 rejeita
4.0613 x 102 aceita
2.4984 x 1072 aceita
6.4520 x 1076 rejeita
7.0803 x 10~° rejeita
2.7865 x 107° rejeita
3.3013 x 102 aceita
1.4418 x 1072 aceita
3.7890 x 10~° rejeita
4.9220 x 1079 rejeita
4.5841 x 107° rejeita
9.4136 x 1072 aceita
8.8580 x 1072 aceita
5.1120 x 10~° rejeita
6.1185 x 10~° rejeita
1.4482 x 107° rejeita
1.4261 x 10! aceita
4.1292 x 1072 aceita
7.8623 x 107° rejeita

JC69 x K80 32.0992
F81 x HKYS85 | 33.1716
iid. JC69 x F81 8.2774
K80 x HKY85 9.3498
HKY85x GTR | 29.4102
JC69 x K80 33.5126
F81 x HKYS85 | 35.3276
+Iy JC69 x F81 8.7361
K80 x HKY85 | 10.5510
HKY85x GTR | 25.6118
JC69 x K80 34.2200
F81 x HKYS85 | 34.3584
+disc JC69 x F81 6.3892
K80 x HKY85 6.5276
HKY85x GTR | 29.9072
JC69 x K80 33.7966
F81 x HKYS85 | 36.6028
+HMM JC69 x F81 5.4344
K80 x HKY85 8.2406
HKY85x GTR | 24.0342

W W R W W HRW W HREW W e

GTR+disc e GTR+HMM com o modelo GTR (i.i.d.). Os estimadores de méxima verossim-
ilhanca para os parametros destes modelos estao apresentados na Tabela 4.5, e o resultado
dos testes de hipdteses estao na Tabela 4.6. Note que, para a decisao dos testes utiliza-se
a distribuicao obtida no bootstrap paramétrico, realizado de acordo com o algoritmo ap-
resentado na Secao 3.2.1. Além disso, a Tabela 4.6 apresenta o poder do teste, obtido de
acordo com o algoritmo da Secao 3.2.3, com as devidas alteragoes para acomodar o fato
de que estes modelos tém taxas de mutagao diferentes nos sitios. A Figura 4.5 apresenta
os histogramas de —2A(X), sob Hy e sob Hy, obtidos pelo bootstrap paramétrico.

O resultado dos trés primeiros testes apresentados na Tabela 4.6 indica que, para este
conjunto de dados, modelos que pressupoem diferentes taxas de mutagao para os diferentes
sitios sao preferidos. Além disso, o resultado do teste GTR+disc x GTR+HMM indica
que a correlacao entre as taxas de mutacao de sitios adjacentes foi importante na evolucao
destas seqiiéncias.

Como resultado dos testes de hipdteses aplicados, concluimos que, na familia génica
ECP-EDN de primatas, o modelo que melhor descreve a evolucao das seqiiéncias é o
GTR+HMM.

Destacamos que o poder do teste, obtido pelo bootstrap paramétrico, foi baixo para
os testes GTR (iid.) x GTR+disc, GTR (iid.) x GTR+HMM e GTR+disc x
GTR+HMM (ver Tabela 4.6). Como a hipdtese nula Hy foi rejeitada em todos os casos,
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Figura 4.5: Histogramas de —2A(X) obtidos por Simulagoes de Monte Carlo para os
Testes GTR (i.i.d.) x GTR+I'y, GTR (i.i.d.) x GTR+disc, GTR (i.i.d.) x GTR+HMM
e GTR+disc x GTR+HMM sob Hy e H, para as Seqiiéncias de Primatas.
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Tabela 4.5: Estimadores para os Modelos das Seqiiéncias dos Primatas.

[ Modelo [ Estimadores ]
GTR Po = (0.2647, 0.1942, 0.2571, 0.2840),
a=1,4=0.4601, 8 = 0.2126, § = 0.2443, i = 0.5061 e € = 0.3359

Po = (0.2655,0.1905, 0.2813, 0.2627),

GTR+Iy &=1,4=0.4580, 8 = 0.1962, § = 0.2341, /) = 0.4206 e ¢ = 0.3003
a=0.7260
Po = (0.2755,0.1957, 0.2729, 0.2559),
GTRA+disc a=1,4=0.4742, B = 0.1967, § = 0.2355, /) = 0.4531 e ¢ = 0.3001,
i1 = 0.3878, G1 = 0.7145, iz = 2.3520, g2 = 0.2830, iz = 23.5863, 43 = 0.0024

Po = (0.2729, 0.2559, 0.2755, 0.1957),
GTR+HMM &=1,4=0.4817, B = 0.2002, § = 0.2590, /) = 0.4919 e ¢ = 0.3234,
f1 = 0.3411, G1 = 0.5942, iz = 1.4707, G2 = 0.3469, jiz = 4.8748, g3 = 0.0589
0.9016 0.0001 0.0983
Puav = | 0.1685 0.8313  0.0002
0.0001 0.9929 0.0070

Tabela 4.6: Resultado do Teste para as Seqiiéncias dos Primatas.

Teste —2A(X) Simulacdo de Monte Carlo Decisao

p-valor  Valor Critico 99%  Poder
GTR (i.i.d.) x GTR+Iy 37.2386 | < 0.001 6.6985 0.9980 | rejeita
GTR (i.i.d.) x GTR-+disc 41.0562 | < 0.001 7.7079 0.5850 | rejeita
GTR (iid.) x GTR+HMM | 57.3578 | < 0.001 15.2119 0.3670 | rejeita
GTR+disc x GTR+HMM 16.3016 0.006 13.2119 0.0590 | rejeita

nao precisamos nos preocupar com isso. Entretanto, caso H, fosse aceita para algum
destes testes, terifamos que analisar este resultado com cuidado, uma vez que o poder do
teste acusou valor baixo.

Destacamos novamente que esses modelos, especialmente o +HMM, apresentam alto
custo computacional. Assim, embora ele tenha sido escolhido pelo teste, ele pode nao ser
adequado para certas andlises por as tornar inviaveis.

4.3.3 Dependéncia entre Sitios

Nesta sub-se¢ao, realizamos uma aplicagao do teste para dependéncia entre sitios
apresentado na Secao 4.2.2. Note, entretanto, que os modelos que consideram dependéncia
entre os processos evolutivos que ocorrem nos sitios nao sao tao amplamente difundidos
quanto os demais modelos apresentados nesse trabalho. Assim, os aplicativos que realizam
analises de maxima verossimilhanca em conjuntos de seqiiéncias de DNA, como o PAML,
utilizado neste trabalho, em geral nao possuem estes modelos implementados. Deste
modo, aplicamos o teste para dependéncia entre sitios apenas no caso de uma seqiiéncia,
pois assim, nao precisamos considerar a filogenia.

Ressaltamos que, por considerar apenas uma seqiiéncia, este teste nao considera a
historia evolutiva do gene. Assim, embora possamos concluir a respeito da dependéncia
nesta seqiiéncia, seria apressado concluir se devemos utilizar o modelo de correlagao entre
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Tabela 4.7: Estimadores para as Freqiiéncias das Bases e dos Pares de Bases no Modelo
de Correlagao entre Sitios.

’ Parametro ‘ Estimadores ‘

) # = 03018, 70 = 0.23509, 7 = 0.1754, 7) = 0.2877
7r§2) ﬁ? = 0.0772, frg> — 0.3965, 7 = 0.3263, ng?) = 0.2000
Fa4 = 0.0386, 7ac = 0.1333, Faq = 0.0912, 77 = 0.0336
oy Fea = 0.0140, 7ce = 0.1193, Fe = 0.0246, Fop = 0.0772
e = 0.0140, Age = 0.0807, #ge = 0.0386, Fgr = 0.0421
#ra = 0.0105, 7 = 0.0632, #r¢ = 0.1719, F¢7 = 0.0421

0@ = 0.0233, # (” 2 = 0.1196, #P22 = 0.0985, # V7 = 0.0604

) x w2 A“) 53 = 0.0181, fr(c” g> = 0.0932, 757 (G) 0.0767, #5752 = 0.0470

A(” #@ = 0.0135, #2522 = 0.0696, # ( 172 = 0.0572, W0 0 _ 0.0351

A(Tl) 7@ = 0.0222, 2022 = 0.1141, ( 172 = 0.0939, w(T)ﬂ?) = 0.0575

sitios para a evolucao deste gene. Para tal conclusao, deveriamos utilizar o teste para
dependéncia entre sitios (caso vérias seqiiéncias), que considera uma filogenia e a histéria
evolutiva do gene.

Para esta analise, utilizamos a seqiiéncia do gene de humanos da proteina abglobina,
disponivel no conjunto de exemplos distribuido junto com o aplicativo PAML. Uma ca-
racteristica importante desta seqiiéncia é que ela é composta apenas da regiao codante do
gene e esta na fase de leitura correta (ou seja, sabemos exatamente quais sao os cdédons
da seqiiéncia). O conhecimento dos c6dons da seqiiéncia é fundamental para a aplicacao
do modelo de correlacao entre pares de sitios, pois este assume que héa correlacao entre as
mutacgoes que ocorrem nos dois primeiros sitios de cada codon.

Inicialmente, preparamos a seqiiéncia, composta de 855 nucleotideos, removendo a
terceira posicao de cada cédon da seqiiéncia, pois estes nao estao contemplados no modelo.
Assim, obtivemos uma sequéncia com S = 570 sitios que contém apenas os dois primeiros
sitios de cada codon. Em seguida, calculamos as freqiiéncias das bases na primeira e
segunda posi¢ao de cada codon, frgl) e 7%2(2), além das freqiiencias dos pares de bases nos
coédons 7; ;, com 7,5 € E. A Tabela 4.7 apresenta os valores obtidos para as freqiiéncias

das bases e dos pares de bases. Além disso, essa tabela fornece os valores de frfl) X 7%](2)

20 5 4 =

, com

1,J € E, para fins de comparagao, uma vez que se 7,
entre os sitios.

= 7; ; temos independencia

Observe, por exemplo, que a freqiiéncia esperada do par T'A, sob a hipdtese da inde-
pendéncia seria 0.0222. Entretanto, a freqiiéncia observada deste par é menor, 7r, =
0.0105. Por outro lado, o par T'G apresenta uma freqiiéncia de 0.1719, que é con-
sideravelmente maior do que a frequéncia esperada, sob a hipdtese de independéncia,

(1) A2 . : . -
W(T) X Wé) = 0.0939. Assim, devemos verificar se esses desvios das proporgoes esperadas,
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sob a hipotese de independéncia, sao significativos.

O teste que consideramos tem as seguintes hipdteses:

(1) @)y .
i X7 )igs
H,: Ha dependéncia entre o primeiro e segundo sitio de cada cédon, ou

. 1 2
seja, p = (m3)iy # (1) x 1)

Hy: Todos os sitios sao independentes, ou seja, p = (m;;);; = (7

27_7.

A estatistica do teste, dada pela expressao (4.32), é tal que 7 = 54.2126. Lembramos que
T ~ X2, assim, temos que o p-valor deste teste é de 1.7200 x 107%.

Deste modo, rejeitamos a hipdtese nula, e concluimos que nesta seqiiencia ha de-
pendéncia entre o primeiro e segundo sitio de cada cédon. Ou seja, existe uma correlagao
entre as bases das duas primeiras posicoes de cada cédon, que sao as posicoes fundamentais
na determinacao do aminoécido codificado.
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Capitulo 5
Estimacao

Os testes estatisticos apresentados nos Capitulos 3 e 4 tém por objetivo responder a
perguntas sobre o processo de evolucao molecular de seqiiéncias de DNA. Tais perguntas
sao traduzidas em termos dos diferentes modelos para esse processo. Cada parametro
dos modelos de substituicao de bases representa um aspecto do processo biolégico. Desta
forma, através da estimativa de cada parametro, pode-se avaliar a importancia relativa
dos aspectos do processo representado por cada parametro.

Além disso, para que o teste da razao de verossimilhanca possa ser aplicado, sao
necessarios os estimadores de méaxima verossimilhanga para os parametros dos modelos
envolvidos.

Neste capitulo, serao estudados estimadores para os parametros de diferentes mode-
los de evolucao molecular. Primeiro consideramos o caso em que temos apenas duas
seqliéncias; nessas condicgoes, a estimativa dos parametros se confunde com a da distancia
evolutiva entre as seqiiéncias. Nesse caso particular, podemos obter informagoes sobre
a distribuicao assintotica dos estimadores. Em seguida, consideramos um conjunto de
hipéteses restritivas que nos permitem obter informagoes sobre a variancia dos estimadores
de méaxima verossimilhanca dos parametros dos modelos de substituicao de bases.

Além disso, apresentamos um método baseado em parcimonia para a estimacao do
parametro a da distribuicao gama, conforme modelo apresentado na Secao 4.1.2, e su-
gerimos a utilizacao do Jackknife para a correcao do vicio dos estimadores de maxima
verossimilhanca.

5.1 Distancias entre Duas Seqiiéncias

Iniciamos considerando o caso em que temos apenas duas seqiiéncias. Assim, como elas
tém um ancestral comum, a relagao entre elas esta representada na Figura 5.1. Portanto,
a probabilidade de encontrarmos a base ¢ no sitio u da seqiiéncia 1 e a base 7 no mesmo
sitio da seqiiéncia 2 é dada por
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(a) (b)

T =714

Figura 5.1: Representagao da relagao entre duas seqiiéncias: (a) sem e (b) com reversibi-
lidade no tempo.

]P)<Xvi = ia Xs - .]) = ZWIP(Z“77—1>]P>(]|Z7 7—2)7 (51>

leE

em que [ representa a base encontrada na posicao u da seqiiéncia do ancestral comum
entre 1 e 2. Nessa expressao sao consideradas, para o calculo da probabilidade em questao,
todas as possiveis bases na seqiiéncia ancestral.

Observe que a variavel aleatéria X representa a base que ocupa o u-ésimo sitio da
v-ésima seqiiencia da amostra. De forma analoga, temos que X" representa toda a v-ésima
seqiiéncia da amostra e X, é o vetor com as bases do u-ésimo sitio de todas as seqiiéncias
da amostra.

Note que todos os modelos que consideramos tém a propriedade de reversibilidade no
tempo, ou seja

mP(jli, ) = m;P(i|4, 7).

Dessa forma, podemos reescrever a expressao (5.1) como

P(X) =i, X2=j) =Y mP(lj,m)P(ill,7) = P(ilj, 71 + ),

leE

em que a segunda igualdade é conseqiiéncia das equagoes de Chapman-Kolmogorov (ver
Karlin e Taylor, 1975). Com base nesse resultado, vemos que, para modelos em que a
propriedade de reversibilidade no tempo é satisfeita, nao podemos distinguir os tempos 71
e Ty, pois obtemos apenas informacoes sobre a soma desses tempos. Assim, para fins de
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estimativas, podemos considerar apenas 7 = 71 + T3, a soma dos comprimentos dos ramos
que separam as duas seqiiéncias (ver Figura 5.1).

Nessa secao estudamos os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros
dos modelos de substituicao de bases no caso de apenas duas seqiiéncias. Para tal analise,
sao fundamentais as propriedades assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhanca
apresentadas no teorema a seguir.

Teorema 5.1. Seja 0., o estimador de mdzima verossimilhanca para 0, vetor de parametros
da distribuicao fx(-). Sob as hipdteses do Teorema 3.1, temos que

V5(6,, — 0) 4, Z, quando S — o0, (5.2)
onde Z ~ N(0,%) é um vetor aleatdrio com distribui¢ao normal multivariada com média

0 e matriz de variancias-covariancias X = [1(0)]7', e 1(0) a matriz de informacaio de
Fisher.

Demonstragao: Ver Rohatgi (1976). O

Observacao 5.1. Note que, no Lema 3.1, demonstramos que as condic¢oes de regularidade
do Teorema 3.1 sao validas para os modelos de substituicao de bases apresentados na Se¢ao
2.3.

Além disso, precisamos obter a distribuicao de fungoes de variaveis aleatérias, e para
tanto, recorremos ao método delta.

Teorema 5.2. (Método Delta). Seja T, = (T3, ---,T,) vetor de estimadores com
distribuicao assintotica normal com média @ = (01,---,0,) e matriz de variancias-
covariancias 3. Suponha que a fungdo g(ty, -+ ,tn) = (g1(t1, -+ ,tn), -+, gnl(ts, -+ ,tn))
tem matriz de derivadas J em t = 0. Entao,

Vi(g(T,) —g(0) % 2, quando n — oo,

onde Z ~ N(0,J X J). Assim, g(T,) tem variancia assintética normal multivariada
com vetor de médias g(0) e matriz de varidncias-covaridancias J X J'.

Demonstracao: Ver Apéndice B. O

Modelo Jukes Cantor

Iniciando pelo caso mais simples, consideramos o modelo JC69. Assim, por (2.12)
temos que
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1
]P)(X; = Z,X,z :j) =, = Z(l _ e—40¢7‘>7
seihje
1
]P)(Xi = Z,X,z = ]) =1-3a, = Z<1 + 36—4047')7

se 1 = j. Seja s o numero de sitios em que as duas seqiiéncias diferem e S o comprimento
total da seqiiéncia. Assim, a funcao de verossimilhanca dessas seqiiéncias segundo o
modelo JC69 ¢é dada por

L(r|X) = H]P (X1 X2) = a3(1 - 3a,)5"

. 1 1 —4aTt ° 1 3 —4at 5

Na expressao acima, o parametro do modelo de substituicao de bases a e o tempo de
divergéncia entre as espécies 7 aparecem sempre juntos. Dessa forma, sem informacao
especifica sobre um desses parametros s6 podemos obter dos dados X a estimativa do
produto art.

Note que, para o modelo JC69, 3« é a taxa de mutacao geral, ou seja o niimero médio
do mutacoes por tempo. Seja d a distancia entre duas seqiiéncias definida como o produto
entre a taxa de mutagao e o tempo de divergéncia (d = 3ar, para o modelo JC69). Dessa
forma, d é uma medida da quantidade de evolucao ocorrida entre as duas seqiiéncias.
Como nao podemos obter separadamente « e T, reescrevemos a expressao (5.3) em fungao

de d,
11\ 3 N\
= (A= L) (2 2e)”

Com base nesta expressao, podemos encontrar o estimador de maxima verossimilhanca
para d.

Lema 5.1. Considere o modelo Jukes Cantor, cuja matriz Qyceo de taxas infinitesimais
¢ dada por (2.9) e cujo vetor py de probabilidades iniciais € dado por (2.10). O estimador
de mazrima verossimilhanca para a distancia d entre duas seqiéncias é dado por

A 3 4s
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Demonstracao: Queremos estimar d pelo método da méxima verossimilhanga, e para
tanto devemos maximizar L(d|X). Note, entretanto, que como o logaritmo é uma fungao
crescente, o valor de d em que L(d|X) atinge seu maximo é o mesmo em que log(L(d|X))
atinge seu maximo. Além disso, como para seqiiéncias de comprimento moderado os
valores da funcao de verossimilhanca sao muito baixos é mais natural considerar seu
logaritmo. Assim,

log(L(d|X)) = slog G _ }le—éd) +(S = s)log (le + Ze-éd) | (5.5)

Para encontrar os pontos criticos da funcao acima resolvemos a equacao

Olog(L(dIX)
ad e
Mas note que
Olog(L(d|X)) 4 sesd  (S—s)e s
od 3(1—e 3% (1+3e’%d)
de forma que temos
0= s _ (S=9)

3(1—e39) (14 3e39)

e ainda

S

0= 4s — 35 + 35e 34

Assim, o estimador de méaxima verossimilhanca para d é dado por

4 4 : s 3
que s6 esta definido se § < 4. O

Observacao 5.2. Note que quaAndo 5 — % na expressao (5.4), temos que d — 0. Dessa

forma, quando § > % define-se d = co. Assim, temos

3 4 s s 3
g —ilg(1-35), seg<j (5.6)
0, caso contrario.

O estimador d definido em (5.6) é viciado.
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Para encontrar propriedades do estimador d, recorremos a uma variavel auxiliar. Note
que se p for definido como a probabilidade de um sitio ser heteromorfo (apresentar bases
diferentes nas duas seqiiéncias) e W uma variavel aleatéria definida como o ndmero de
sitios heteromorfos na amostra, entao W tem distribuigao binomial (W ~ B(S, p)).

Note que se W é uma varidvel aleatéria com distribui¢ao binomial, W ~ B(S, p), entao
E(W) = Sp e Var(W) = Sp(1 — p).

Podemos rearranjar a expressao (5.4) da seguinte forma

.3 4
= 2log(1=2p .
d 40g( 319)7 (5.7)

e assim obtemos d como funcao de p. A vantagem dessa abordagem é que a distribuicao
de W é conhecida.

Desejamos utilizar a expressao (5.7) para encontrar a distribui¢do assintética de p.
Entretanto, como a variancia nao é funcao linear de d recorremos ao método delta para

~

obter Var(d).

Lema 5.2. Considere o modelo Jukes Cantor, cuja matriz Qyceo de taxas infinitesimais
¢ dada por (2.9) e cujo vetor py de probabilidades iniciais € dado por (2.10). Considere
p,p E [O, %) A distribuicdo assintotica do estimador de mdxima verossimilhanga d para
a distancia d entre duas seqiéncias, dado em (5.4), é dada por

VS(d - d) 4, Z, quando S — o0,

onde Z ~ N(0, Var(d)), com

Var(d :—p(l—p)7
(d) (- 1)

onde Var(d) € a variancia assintdtica de d. Assim, o estimador d é consistente, pois sua
variancia, dada por Var(d)/S, tende a zero, quando o nimero de sitios S tende a infinito,
e ¢ assintoticamente nao viciado.

(5.8)

Demonstragao: Lembramos que p é estimador de maxima verossimilhanca para p, e
pelo Teorema 5.1 temos que v/S(p — p) 4, Z, quando S — o0, onde Z ~ N(0, Var(p)) e
Var(p) = (p(1 — p)) é a variancia assintdtica de d. Ainda observamos que d = g(p), onde
g(p) = —%log (1 — Z%p) =d, e que



Portanto, utilizando o Método Delta, temos que

Var(d) = Var@)(ag@) ) — p(1— p) x

b oy (- )
- G . Zg (5.9)
Ou seja,
VS(d—d) -2, 2, quando S — o0,
onde Z ~ N(0, Var(d)).
([l

Lema 5.3. Considere o modelo Jukes Cantor, cuja matriz Qyceo de taxas infinitesimais
¢ dada por (2.9) e cujo vetor py de probabilidades iniciais é dado por (2.10). Considere
o estimador de mdxzima verossimilhanca d para a distancia d entre duas seqiéncias, dado
em (5.4). A variancia de d obtida utilizando a informacao de Fisher € dada por

Var(d) = — (3 (10g8§§le))> _ (filé;)p?)s’ (5.10)

e coincide com a aproximacgao obtida pelo Método Delta.

Demonstracao: Note que L(d|X), dado em (5.3), pode ser reescrito em fungao da
probabilidade p = 3a, da proporcao de sitios heteromorfos na seqiiéncia. Desta forma,
temos que

LX) = (ar)" (1= 30.)°~" = (£) (1= )",

Assim, temos que
log(L(d|X)) = slog(p) — slog(3) + (S — s)log (1 — p).
Desta forma, temos que

0 logézgd\X)) ., (p”p ;2(19’)2) _(5—) (p” _(f/,f;;p/)z) |

2 .
em que p’ = g—s ep’ = %. Note que E (%) = p. Assim, escrevemos

103



. <a? 10gé§(d|X))) _ (p”p - (p’)2> g (p” —r'p (p’>2)
? p

-S(p')?
p(1—p)

Como p = 3a, = %(1 — e_%d), temos p’ = exp(—%d), e ainda d = —% log (1 — %p). Assim,
temos que

d? 1—p)

Desta forma, obtemos a variancia assintoética de d, que é dada por

Va(d) - {_E (32 logéflgdp()))} o %.

. (82 1og<L<er>>> _ —Sp §1 —)"

Modelo Kimura-2 Parametros

Para compreender como se comportam os estimadores de maxima verossimilhanga em
modelos com mais parametros, estudaremos o caso do modelo Kimura-2 Parametros. Para
este modelo, sao importantes duas estatisticas das seqiiéncias que estao sendo comparadas.
Sejam s; o nimero de sitios em que se verificam transi¢oes (ou seja, as bases das seqiiéncias
1 e 2 pertencem a mesma categoria, mas nao sao iguais), e sy o numero de sitios em
que se verificam transversoes (ou seja, as seqiiéncias tem bases de grupos diferentes).
Lembramos ainda que 7, representa a probabilidade de verificarmos uma transversao,
0B, a probabilidade de verificarmos uma transicao, e que essas quantidades sao dadas,
respectivamente, pelas seguintes expressoes

1 —4~yT
Tr = Z(l —€ ot )7
1
g = 0+ e~ — 22Ty (5.11)

em que vy e [ sdo os parametros do processo K80 apresentados na matriz (2.14). Assim,
temos que a funcao de verossimilhanca para as duas seqiiéncias segundo o modelo K80 é
dada por
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L(r.8,9X) = JIBOOLX2) = Bras(1 = 8, — 29)70

— Vol e L sy NN —dT ”
- (4+4€ 2° 11

1

1

1 S—s1—82

Substituindo S7 por d; a distancia por transi¢ées (dada pelo produto da taxa de
transi¢oes pelo tempo 7) e 297 por dy, a distancia por transversoes (definida de maneira
andloga) e aplicando o logaritmo, obtemos a seguinte expressao

11 1 11
l L = 1 — _ —2d2 _ = 2d1+d2 l - - —2ds
0g(L(dy, da|X)) = s1log <4 + e 5 +salog | 7= e

1 1 1
S _ _ 1 - T —2do ~ 2dy+d2 .
+ (S —s1—59)log (4 1€ T

Resolvendo o sistema de equacoes

Olog(L(dy,dy|X))

dd, =0
alog(L(dl,d2|X)) —0
0ds ’

obtemos os estimadores de maxima verossimilhanca d; e ds, dados por

1 1
dl = —510g(1 — 2ﬁ1 —ﬁQ) + ZlOg(l — 2]52), se 1 —2152 >0el —2]51 —ﬁz > O,

1
dy = —log(l —2py), se 1 —2py > 0, (5.12)

em que p; = $1/S e Py = s9/S. Note que esses estimadores sé estao definidos se 1 — 2p; —
P2 >0e1l—2p, > 0. Assim como feito no modelo JC69, estendem-se esses estimadores
para todos os valores de p; e po, de forma que temos

J - —2log(1 = 2p1 — po) + Flog(1 —2p5), sel—2p; —ps>0el—2p >0,
7 oo, caso contrario,

(5.13)
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1 . R
A —=log(l —2 1—-2
ds :{ 3 108(1 = 2p2), se 1 =3P > 0, (5.14)
00, caso contrario.
Observe ainda que a distancia d entre as duas seqiiéncias esta definida como d =
(B + 27)7T para o modelo K80. Assim, seu estimador de méxima verossimilhanca é dado
por

1 - - 1 - - - -
d=drdy = { —5log(1 — 2py — po) — 3 log(1 — 2p2), se 1 —2p; — py > O,e.l — 2Py > 0,
00, caso contrario,

(5.15)

No modelo K80 temos trés parametros de interesse: 7, v e (3. Entretanto, temos
apenas como estimar dy = 2v7 e d; = 7. A razao para isso é que, assim como para o
modelo JC69, o tempo de divergéncia 7 entre as espécies aparece sempre multiplicando
os parametros do modelo de substituicao de bases nas expressoes das probabilidades de
mutacao. Dessa forma, a menos que se fixe o valor de algum parametro, nao podemos
obter as estimativas dos parametros individualmente.

A varidvel aleatoria W que apresenta trés resultados, transicao com probabilidade py,
transversao com probabilidade ps e nenhuma mutagao com probabilidade 1 — p; — ps tem
distribuicao multinomial.

Observagao 5.3. Seja W = (W;, Wy, W3) um vetor de varidveis aleatdrias com dis-
tribuicao multinomial, W ~ M(S,p1, pa, p3), tal que p1 + p2 +p3 =1 e 0 < p; < 1,
para i € {1,2,3}. Entao, W; assume valores em {0,---,S}, para i € {1,2,3}, tais que
wy + wge + wg = S. A funcdo massa de probabilidade fw(-) de W é dada por
fw(w) = mpl pa°p3°,  se wi+wy +wy =5,
0, caso contrario.

Temos que E(W;) = Sp;, Var(W;) = Sp;(1 — p;), Cov(W;, W) = —Sp;p;, com 4,5 €
{1,2,3} e i # j. Ainda, p; = & é o estimador de maxima verossimilhanca para p;, para
i€ {1,2,3}.

Para o calculo da distribuicao assintética dos estimadores d1 e dg, recorremos ao
Método Delta no caso multivariado, considerando d, = g1(p1,p2) € dy = g2(P1, P2). Assim,
temos o seguinte resultado.

Lema 5.4. Considere o modelo Kimura-2 Parametros, cuja matriz Qgso de tazas in-
finitesimais € dada por (2.14) e cujo vetor po de probabilidades iniciais é dado por (2.10).
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Sejam py e Py tais que 1 —2p1 —po >0 e 1 —2py > 0. O estimador de maxima verossimi-
lhanga das distancias por transigoes e por transversoes D = (dy,ds), dado por (5.12), tem
distribuicao assintotica dada por

\/5(15 —D) 4, Z, quando S — o0,
onde Z ~ N(0,Xp), com

S — Var(cil) COV(dAl,dAz)
P\ Cov(di,dy)  Var(dy) )’

onde
Var(di) = api(1 - p1) — bpipa + cpa(1 — pa),
) =
o) = (g L=y * HL = =
com

1
C T Ty
b — L+ 2p; — 3po
(1 —2p1 — p2)*(1 — 2p»)
. (1+2p; — 3ps)?

4(1 = 2p1 — p2)?(1 — 2pq)?

Assim, dy e dy sao assintoticamente nao viciados e consistentes, uma vez que suas variancias,
dadas, respectivamente, por Var(dy)/S e Var(ds)/S, tendem a zero, quando S — oc.

Demonstracao: Sabemos que P = (py, pa) é estimador de méxima verossimilhanca para,

P = (p1,p2). Assim, nas condigbes do Teorema 5.1, temos que \/§(75 - P) <, Z,
quando S — oo, onde Z ~ N(0,3p). Ainda, pela Observagao 5.3, temos que a matriz
de variancias-covariancias Yp de p; e po € tal que

P—p)  pis )

Yp = IR R R . 5.16

r ( P1p2 pz(l —P2) ( )

Tomando D = g(P) = (di,d2) = (91(p1,p2), g2(p1,p2)), temos, pelo Método Delta,
que VS(g(P) — g(P)) 4, Z, quando S — oo, em que Z ~ N(0,Xp). Ainda
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( Var(d,)  Cov(dy,ds)
Sp =

P A =J 3 J 5.17
Cov(dy,dy)  Var(ds) ) P (5.17)

em que Xp é dada pela expressao (5.16), e J é a matriz Jacobiana, dada por

ady  ady
J= Op1 Op2
ddy  9dy

Op1  Op2

(p1,p2)=(p1,P2)

Com base na expressao (5.12), encontramos as derivadas parciais de d; e dg, de forma
que

0

1 1 _ 1
J— ( 1-2p1—p2  1-2p1—p2 ) 2(1—2p2) > . (518)

1-2po

Note ainda que pela igualdade (5.17), a variancia de d; é dada por

Ip1 op1 ) \ Op2

S\ 2 . . N
5 ad ad ad od
Var(d;) = ( 1) Var(p;) + 2 ( 1) ( 1) Cov(p1, p2) + (8}52) Var(ps). (5.19)

Substituindo (5.16) e (5.18) em (5.19) obtemos a variancia assintética de d;, dada por

~

Var(dy) = api(1 —p1) — bpips + cp2(1 — p2),

onde

1
C T Uy
b — L+ 2p; — 3po
(1 —2p1 —p2)*(1 — 2p»)
. (1+2p; — 3ps)?

4(1 = 2p1 — p2)?(1 — 2pq)?

A variancia assintética de dy é obtida substituindo (5.16) e (5.18) em forma anéloga
a (5.19). Assim, temos que

s pa(l—po)
Var(dy) = 1=
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Além disso, da expressao (5.17) encontramos a seguinte expressao para a covariancia de

dl (§] dQ
- o (ady\ (ody ) ady \ ( 9d, )
Cov(dy,dy) = <3ﬁ1> (8}51) Var(py) + (8152) <8ﬁ2> Var(ps)

o ody \ [ ods ody \ [ od,
+ COV(pl,pQ) [(8}51) (3_]52> + (8_]52> (8}51>] . (5.20)

Substituindo (5.16) e (5.18) em (5.20) obtemos a covariancia assintética, dada por

P1P2 pa(l — pa2)(1 + 2p1 — 3p2)
(1 —2p; —p2)(1 —2ps)  2(1 —2p1 — pa)(1 — 2p2)?

COV(CZl, CZQ) =
0J

Lema 5.5. Considere o modelo Kimura-2 Parametros, cuja matriz Qgso de taras in-
finitesimais € dada por (2.14) e cujo vetor py de probabilidades iniciais é dado por (2.10).
Seja d = (0 + 2v)7 a distancia entre duas seqiiéncias para o modelo K80, cujo estimador
de mdxima verossimilhanga d ¢ dado por (5.15). Entao, sua variancia assintdtica é dada
por

Var(d) = a%d; 4+ bd, — (a/dy + b'dy)?

onde

, 1 , d 1
ad=— e b=—+_—"7—.
1—2p —po 2 2(1—2po)

Além disso, o estimador d € consistente, pois sua variancia, dada por Var(d)/S, tende
a zero quando o numero de sitios S tende a infinito.

Demonstragao: Ver Yang (2007).

Quando consideramos apenas duas seqiiéncias, a estimacao dos parametros dos mode-
los de substituicao de bases e do tempo de divergéncia entre as seqiiéncias € relativamente
simples, e propriedades desses estimadores podem ser obtidas. Entretanto, quando consi-
deramos mais de duas seqiiéncias, a filogenia que as relaciona deve ser considerada, pois
ela altera a expressao da funcao de verossimilhanca. Isso dificulta a obtencao de ex-
pressoes para os estimadores dos parametros, que geralmente sao obtidos por otimizagao
numérica. Entretanto, se considerarmos um caso particular do problema, em que sao
conhecidas todas as seqiiéncias ancestrais, encontramos resultados interessantes sobre a
variancia dos estimadores dos parametros dos modelos.
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5.2 Cota Inferior para a Variancia dos Estimadores

Queremos encontrar uma cota minima para a variancia dos estimadores dos parametros
de modelos de substituicao de bases. Para tanto utilizamos o limite inferior de Cramér-
Rao (também conhecido como limite da Informagcao de Fisher), apresentado a seguir.

Teorema 5.3. Seja T(X) uma estatistica tal que Var(T(X)) < oo, V0 € O. Denote
E(T(X)) = ¢(0), e suponha que valem

e 0 conjunto A = {X; L(0|X) > 0} ndo depende de 0, e VX € A, V0 € O euiste
Z (log(L(0]X))) e € finita;

o se T'(X) € uma estatistica tal que E(T(X)) < oo, VO € O, entao as operagoes de
integracao e diferenciacao com relagao a 6 podem ser trocadas entre si em

%/_OO /_OO T(X) log(L(6]X))dX (5.21)

e ¢ 0<I() < o0,
onde 1(0) = 88—;2 (log(L(0]1X))). Entao, ¥(X) € diferencidvel e

[¥'(0))?

Var(T(X)) < = 0

. (5.22)

Demonstracao: Ver Kendall e Stuart (1973). O

Corolario 5.1. Nas condi¢oes do Teorema 5.3, se T(X) é um estimador ndao viciado de

0, entio Var(T(X)) < ;-

Note que para utilizar esse resultado, devemos primeiro garantir que as condigoes de
regularidade estejam satisfeitas.

Lema 5.6. As condi¢oes do Teorema 5.3 estao satisfeitas para os modelos de substituicao
de bases i.i.d. com taras de mutacao constantes.
Demonstracao: Ver demonstragao do Lema 3.1. 0

Observe, ainda, que embora os estimadores de méaxima verossimilhanca possam ser
viciados, sabemos que eles sao assintoticamente nao viciados. Assim, o Lema 5.6 pode
ser utilizado.

Cota Inferior para a Variancia do Estimador de Maxima Verossimilhanca para
o Parametro a do Modelo JC69 (Caso Particular)
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Queremos determinar uma cota inferior para a variancia do estimador do parametro
«a do modelo Jukes-Cantor. Para tanto, consideramos o caso em que temos a maior
informacao possivel sobre o processo. Assim, considere a hipotese

H: e conhecemos a estrutura da filogenia F' que relaciona as seqiiéncias;

e conhecemos os tempos de coalescéncia 7 = {7y, -+ , Ton_2};
e conhecemos as seqiiéncias dos nos internos da filogenia X1, -+, Xon_1
além das seqiiéncias da amostra Xi,--- , Xy. (5.23)

Vamos comecar considerando o caso de uma arvore com raiz e N = 3. Desta forma,
temos o seguinte lema.

Lema 5.7. Considere a o parametro do modelo JC69 cuja matriz Qyceo de taxas infinite-
simais € dada na expressio (2.9). Considere o caso em que N = 3 e a hipdtese H, dada
em (5.23), estd satisfeita. Entao, o estimador de mdzxima verossimilhan¢a &g para o é
dado pela solugao da equacdo

4 + —4daT; — —4daT;
s T;e @ 3s. ;e i
0= § S - 5.24
; (;11(1—6—4‘””) %(1+36_40‘Ti)), (5:24)

+_ S j j - T Al e
onde si =37 I(X] # X;;,) es; =S —s]. Além disso, uma cota inferior para a
variancia de ag € dada por

Var(ég) = (485272-26_4“” ((1 — €7-i4a7i)2 1 :}:;631—;2)2)) : (5.25)

i=1

Demonstracao: Note que, para N = 3, a estrutura da filogenia que relaciona as
seqiiéncias estd representada na Figura 5.2, a menos da troca de ordem das seqiiéncias.

Existem 42V~! = 45 possiveis combinacoes de bases nas seqiiéncias X, -, Xon_1.
Entretanto, devido as peculiaridades do modelo Jukes-Cantor, os padroes podem ser re-
unidos em 16 grupos de probabilidades distintas. O primeiro grupo, por exemplo, reline
aqueles padroes em que todas as seqiiéncias possuem a mesma base. A probabilidade do
modelo Jukes-Cantor gerar uma das combinagoes do padrao 1, p;, é dada por

1
P1= 1(1 - 3aT1)(1 - 30572)<1 - 3(173)(1 - 3aT4)7
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T2 71

Figura 5.2: Filogenia F'.

em que o, dado pela expressao (2.13), é a probabilidade de uma mutacdo especifica
em um tempo 7; segundo o modelo Jukes-Cantor. As probabilidades dos demais padroes
podem ser obtidas de maneira semelhante, de forma que temos

1
p2 = ZO‘T1<1 - 304-,-2)(1 o 3&7'3)(1 o 3047'4)

1
b3 = Z(l — 3ar )an (1 = 3ag,)(1 - 3az,)

1
b3 = Z(l - 304.,.1>(1 - BaTQ)(l - 3Ck73)(1 - 305.,—4)

Pis = ZO‘H a72a73(1 - 30474)
1
D = Zaﬁ Oy Qg Oy -

Seja s; o numero de ocorréncias de padroes do grupo i na amostra. Entao, pela
expressao (3.2), a fungao de verossimilhanga é dada por

S

L(a|X) = [[P(X|e) = H o (5.26)

Jj=1

Assim, temos que

16

log(L(a]X)) = 3 s: log(p).

i=1
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Reagrupando as probabilidades, obtemos

log(L(a]X)) = Slog(0.25) + si log(ay,) + s7 log(1 — 3as,)
4 sf lo(an) + 53 log(1 — 3an,) + 5§ log(a)
+ 53 log(1 — 3a,) + s4 log(a,) + sy log(1 — 3a,),

em que
S . .
s = ZI(X{:XX) s; =8 —s]
j=1
S . .
G o= SId=X) sos-s
j=1
S . .
ERgES ZI(ngXg) s3 =S5 —s§
j=1
S . .
si = Zl(XizXé) sy =S —sf.
j=1

Assim, S; conta o ntiimero de vezes em que foi verificada mutagao entre as seqiiéncias
ligadas pelo ramo de comprimento 7;, e S;” conta o nimero de vezes em que nao se verificou
mudanca na base.

Derivando a log-verossimilhanga obtemos

0

_ Dlog(L(o]X)) _ Z stoon s 0(1-3ay)
Ja ar da  (1—3a,,) Ja '

i=1

Mas, lembrando que, pela expressao (2.13),

1
aTz = 1(1 6_4a7-i)
1
1=3ar = J(143e77), (5.27)

temos que

_ Olog(L(a]X)) —Z( sfreton  3sTreiom )

%(1 — —dam) B %(1 + 3e—ami)



A solucao dessa equacao fornece o estimador de méxima verossimilhanca Gy para o
parametro «, dado em (5.24).

Queremos prosseguir para encontrar a variancia de &g, e para isso lembramos o
Corolario 5.1, que garante que o estimador de maxima verossimilhanca é assintoticamente
normal, nao viciado e com variancia dada por

1
E (_32 log(L(a|X))) ’

Var(ay) =

da?

A segunda derivada de log(L(«|X)) é dada por

0% log(L(a|X)) _ i —16s; r7e 1o N 4857 T2e o
aO[Q P (1 _ 6—4()47'1')2 (1 + 36_40’7—1')2 .

Para obter a variancia do estimador, devemos ainda lembrar que

E(SJr) = 37'25
E(s;) = E(S—s/)=S5(1-3mn)

Assim, temos que

E (62 log(L(O‘|X))) - 4852}364% <<1 i, (1=3n) ) (5.28)

oo — e—4aTi)2 (]_ + 36—4()(Ti)2

Pela expressao (5.28) e pelo Corolario 5.1 concluimos o lema. U

Observacao 5.4. O numero total de nés de uma filogenia é 2N —1, pois uma filogenia com
N nos externos possui exatamente N —1 nés internos. Isso pode ser visto se considerarmos
o ndmero de linhagens (ramos) existentes a altura de cada né interno da filogenia. Na
altura dos nos externos temos exatamente N linhagens, ja na altura do primeiro né interno
(por exemplo X* na Figura 5.2) temos a unidao de duas linhagens, de forma que ficamos
com exatamente N — 1 ramos. Esse procedimento se segue, de forma que na altura do
k-ésimo no interno restam N — k ramos. Assim, a filogenia fica reduzida a apenas um
ramo no N — 1-ésimo né interno.

114



Cota Inferior para a Variancia do Estimador de Maxima Verossimilhanca para
o Parametro a do Modelo JC69 (Caso Geral)

O Lema 5.7 pode ser facilmente extendido para o caso de uma filogenia genérica, rela-
cionando N seqiiéncias filhas, com raiz conhecida. Nesse caso, assim como antes, conside-
ramos as hipdteses H, dadas em (5.23), ou seja, temos acesso as seqiiéncias Xy, -, Xon_1
de todos os noés da filogenia F' e aos comprimentos dos ramos 7y, , Ton_1.

Lema 5.8. Considere a o parametro do modelo JC69 cuja matriz Qyceo de taxas infinite-
simais € dada na expressao (2.9). Considere, que a hipdtese H, dada em (5.23), estd
satisfeita. Entdo, o estimador de mdxima verossimilhanc¢a dg para o € dado pela solugao
da equacgao

i sfne_‘la” 33;71-6‘4‘”1‘

Z 1 —4aT; 1 —4daT; = 07 (529)
i=1 (I —etom) (1 + 3e~tom)

onde 57 = S0, 1(X] # X)) e

variancia de &g € dada por

s; = S —s’. Além disso, uma cota inferior para a

2N—-2

-1
—dar; i . (1 — 37—1)
Var () = (488 Z e ( QTR SR P R . (5.30)

Demonstracao: Para uma arvore filofenética F' com N seqiiéncias, temos 42V ~! possiveis
combinacoes de bases nas 2N — 1 seqiiéncias. Entretanto, como estamos considerando o
modelo Jukes-Cantor, essas combinacoes podem ser reunidas em 22V~2 combinacoes com
probabilidades distintas. Denotamos por p; a probabilidade da combinacao do grupo i e
s; o numero de vezes que combinacoes desse grupo aparecem na amostra. A funcao de
verossimilhanca para esse modelo é dada por

22N 2

S
L(a|X) = H (X]a) = H i

Note que o ramo de comprimento 7; é aquele entre a seqiiéncia X; e seu ancestral
imediato na filogenia, denotado por Xj; (ver Figura 5.2). Reagrupando as probabilidades
como feito anteriormente e escrevendo

S

st=>_I(X]#X],) e s =S5-s, (5.31)

?
J=1
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para todo i € {1,---,22N72} ¢ facil ver que

2N -2

log(L(alX)) = Slog @ + 3 (st log(an) + 7 log(1 — 3az)).

i=1

Considerando a expressao (5.27) temos que o estimador de maxima verossimilhanga
ag para o parametro « é dado pela solucao da equacao

o1 L X 2N-2 + : —4aT; 357 : —4aT;
0— og(L(«| )):Z (1827'6_4 . 827’6_4 .)’ (5.32)
1oJe" i1 1_1(1 — e aT’) Z(l + 3e an)
onde s; e s;, para todo i € {1,--- 2N — 2}, estao definidos na expressao (5.31).

Procedendo de forma anéloga ao caso com trés seqiiéncias, derivamos (5.32) para obter
a segunda derivada de log(L(a|X)), dada por

2N -2

9% log(L(a|X)) Z — 165} 72e a7 . 4857 T2e— 10
Do - (1 — etam)2 (1 + 3e4am)2 )’

=1

Para obter a variancia do estimador, devemos ainda lembrar que

E(S+) = 37—15
E(s;) = E(S— sf) =S5S(1—3n).

Assim, do Corolario 5.1 obtemos a variancia assintética do estimador, dada por

Var(Gy) = (E <8%1og(L<a\X)>)_l

i T; (1-3m) B
_ 2 —dar; ( . 920
= (485 ZZI T; € ((1 _ 6—4047'1-)2 (1 + 36—4a7i)2>> . (533)

O

Cota Inferior para a Variancia do Estimador de Maxima Verossimilhanca para
o Parametro KX do Modelo K80

Considere as mesmas hipoteses H utilizadas para dg, dadas por (5.23). Considere,
agora, o modelo K80, sob a restricao de que a taxa de mutacao geral, que é dada por
G427, é 1.
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Lema 5.9. Considere o modelo K80 cuja matriz Qgso de tazas infinitesimais ¢ dada
por (2.14), e seja K = g a taxa de transicoes e transversoes deste modelo. Suponha,
ainda, que a hipdtese H, dada em (5.23), estd satisfeita. Entao, o estimador de mdzima
verossimilhanca K para K € dado pela solucao da equacao

2N -2 { ,

Z T; S; ( 7272 n 727—,-1((1(-2;-1))
— | —= (e K+ e +
i=1 (1+K)* |G

0 ,4/ 4T,

+ S| (e ey o } 0 (5.34)
—_— e Kt+2 — ¢ K42 — —e K+2 = U, .
I- ﬁﬂ‘ - 27TZ Vs

onde s é o nimero de vezes que se observa uma transversao no ramo de comprimento T;,
sk € o nmimero de vezes que se observa uma transicao no mesmo ramo, e 89 é o numero de
vezes em que ndo hd mutacdo aparente neste ramo. Além disso, uma cota inferior para a
varidncia de Ky € dada por

Var(Ky) = (- Z_ [ T a(r) + S(1 = m)b(r) + ;ﬁT;c(Ti)]> ,

, K+2
=1

onde
AT _ A - _ 2m (K1) _% _QTiIgi;rl) 2
a(t;) = (KJFZQ _ 2> Tie £ - (K+Z2 + 2) e ke <Ti€ + Te )
i (K +2)38, (K +2)432
47, 27, (K+1) 47 _2r (K1) 2
b(r;) = (1?22 - 2) Tie K2 4 (I?—_Tﬂ + 2) Te~ o B (Tie K+2 — 1e0 0 K+2 )
i (K +2)33,, (K +2)432
ar; _ 4\ 2
(#75 —2) me =2 (Tie K+2>
C(Ti) - (K+2)3’7n - (K+2)4772_1’

e Br, €7V, sao as probabilidades de transicao do modelo K80, dadas em (2.16).

Demonstracao: Sob a restricao de que a taxa de mutacao geral satisfaz 5 + 2y = 1,
as probabilidades de mutacao podem ser reescritas em funcao do parametro K = 5> que
representa a taxa de transicoes e transversoes. Assim, as probabilidades de mutagao para
esse modelo, dadas na expressao (2.16), podem ser reescritas como
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1 27 1
B = 5 (1+e #fz _ 9e Hye )) (5.35)
1
o= (1 e K+2) (5.36)
. 1 _ar _27(K+1)
P(ili,7) = 1—05,—2v, = 1 (1 +e F+2 4 2e K2 ) : (5.37)

para todo 7 € E. Deste modo, a funcao de verossimilhanca, dada por

22N 1 42N71

L(6]X) = H pi=exp | Y silogp |,

=1

pode ser facilmente rearranjada, da mesma forma como foi feito para o modelo JCG69,
em funcao das mutagoes que ocorrem em cada ramo da filogenia. Note que, para este
modelo existem trés probabilidades de mutacao distintas para um dado 7. Assim, a
log-verossimilhanca para esse modelo pode ser escrita como

2N -2

1
10g<L(0|X>> = Z SlOg 4_1 + S;/ log Vi + S; 10g ﬂn + 5? 10g<1 - 672' - 277—1)7 (538)

i=1

onde s é o nimero de vezes que se observa uma transversao no ramo de comprimento
7; (duas bases de categorias quimicas distintas nos extremos do ramo), s; é o nimero de
vezes que se observa uma transi¢io no mesmo ramo, e sY é o numero de vezes em que nao

h& mutagao aparente neste ramo.

Derivando a expressao (5.38), podemos encontrar o estimador de méxima verossimi-
lhanca Ky para o parametro K, dado pela solucao da seguinte equagao

2N-2 - / T 271, 1
o= QLX) 5~ n s (¢ e )
0K ‘o (1+K)? |6,
SO 47y 27; (K+41) S// 47, :| (5 39)
_|_—’ (e_K+2 — e K+2 > — Y e E®+2| . .
1- ﬁn - 2’77 Vi

Para encontrar a variancia desse estimador, derivamos duas vezes o logaritmo da
funcao de verossimilhanca, obtendo

2log(L(K|X)) ‘o~
0 ogé}é X)) = Z sta(;) + s90(7;) + sc(m),

=1




em que

i ; 2
1o ~ %42 27 —2zilA) < P A —2n<K+1))
a(r;) = (K+2 _ 2) Tie (K_+2 + 2) e K2 B e K2 +Te K2
i ; 2
A7 —— 21; _ 27 (K+1) ( L 47; o _27'1(K+1)>
b(r;) = (K+2 _ 2) Tie K 4 (K_+2 + 2) Te ke ;e K¥2 — el Ki2
4 47 _4n \2
T _ 9) e K12 <Tie K+2)
cri) = — (K+2 ) B | a0

onde 3, e v, sdo dados por (5.35) e (5.36), respectivamente, para todo i € E.

Lembramos que, sob a restricao 1 = (4 27v temos = KLH, ey = KLH

esperancas das estatisticas s/, s; e s¥ sao dadas por

i

Assim, as

" . STi
SKT;

/ o o %
E(Sz) - SﬁTz - K + 9

E(s)) = E(S—s! —s))=8(1—m).

Dessa forma, obtemos o limite inferior para a variancia de Ky, dado por

2N—2 -1
1 STi SKTZ
B (_az 10g(L(K|X))> - (_ Z [—K n 2@(%’) +S(1 —7)b(m) + T 2@(%)]) ;

K2 =1
onde a(7;), b(;) e ¢(;) sdo dados em (5.40). O

Cota Inferior para as Variancias dos Estimadores de Maxima Verossimilhanga
para os Parametros e v do Modelo K80

Considere as mesmas hipdteses H utilizadas nos casos anteriores, dadas por (5.23).

Analisamos agora uma cota inferior para a variancia dos parametros do modelo K80
quando nao estao sujeitos a restricao de que a taxa de mutacao geral do processo seja
1. Nesse caso, o processo possui dois parametros. Escolhemos a parametrizacao desse
modelo apresentada no Capitulo 1, em funcao dos parametros v e [3.
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Lema 5.10. Considere o modelo K80 cuja matriz Qggo de tazras infinitesimais € dada
por (2.14). Suponha, ainda, que a hipétese H, dada em (5.23), estd satisfeita. Entao, os
estimadores de mazrima verossimilhanca BH e yu dos parametros 3 e 7y, respectivamente,
sao dados pela solucao do sistema de equacoes

o Qlog(L(6X)) _ %f 47,5624 4, D=2+
B op N p (1 + e 4T — 2@*2(’Y+5)T¢) (1 + e~ 4 2672(7+ﬁ)n‘)
0 alOg(L<9’X)) B 2NZQ 4Tisg(e—2(ﬁ+7)n _ e—47r) 4Ti8?(€—2(5+7)n + 6—477)
— 8"}/ == £ (1 + e—4mi — 2672('y+,8)n) (1 + 67477-1' + 2672(7+ﬁ)7—i)
4slTeT
A=) (5.41)

onde s é o nimero de vezes que se observa uma transversao no ramo de comprimento T;,
si € o niimero de vezes que se observa uma transicao no mesmo ramo, € s) € o numero de
vezes em que nao hd mutacdao aparente neste ramo. Uma cota inferior para a variancia
de BH € dada por

A 25 iy —2(B+v) T (1 — 6 — 27) ﬁ —4yT;
Varlbe) = Ger@,7) (Z e {u B 2 _] ~Sme

" {(1 — B —27)(1 + e~ 2B+Nm) . B(1 — e 2640wy }) |

T e

5.42
(1 - ﬁﬁ' - 2’77'2')2 ‘12'1 7Ti ( )

em que 3., € Yy, sao as probabilidades de transi¢ao do modelo K80, dadas por (2.16), e
det(I(3,7)) € o determinante da matriz de informagao de Fisher, dado por

det(I(3,7)) = E (82190—;2@)) E <82190—52(L>> N (E <8281;—§(VL>>)2'

De forma andloga, uma cota inferior para a variancia de g e dada por

. -5 il 1 e 1—p8—2y g
Var() = 3m5.9) z; g <_ T3 ) Ll — B — 292 _3} 543)

Alem disso, a covariancia assintotica entre esses dois estimadores € dada por
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2N -2

3 A} — 25 3 =2(8+)7i (1-0-27) _ ﬂ
Cov(0u, u) = det(1(3.7)) ; o e 2Pt 0-F. —2n7 B (5.44)

Demonstracao: De acordo com a parametrizagao do modelo K80 apresentada na Secao
2.3, temos que

1
Bro= (4= 2¢20H0)T) (5.45)
1
o= (1= (5.46)
1
P(ili,7) = 1=8, =2y =7 (14 e ™7 4 272010)7) (5.47)

O logaritmo da fungao de verossimilhanca desse modelo estd dado na expressao (5.38).
Assim, derivando-o em relagao aos parametros 3 e 7, obtemos o seguinte sistema

0 Olog(L(01X)) 2§2 Ay 2B+)T drye2B+)m:
N 85 - — (1 + e~ — 26—2(74'/3)7'1') (1 4+ e~ 4 26—2('y+5)7¢)
0— dlog(L(6|X)) 2%32 47;80 (72BN o=y 480 (e72BHENT 4 =T
= 8’)/ = £ (1 + e~ — 26_2(74_6)”) (1 4+ e~hmi 4 26_2(7+5)Ti)
4slre T
—— . 5.48
* (1—e ) (5.48)

A solucao do sistema (5.48) fornece os estimadores de méxima verossimilhanga dos para-
metros (3 e 7 sujeitos as hipéteses de que F, 7 e (X!, -+ X?¥~1) sdo conhecidos.

Como estamos tratando com um modelo a dois parametros, necessitamos da versao
matricial do limite inferior de Cramér-Rao. Assim,

-1

E(ﬁH,:,H) = (I(B3,7) ", (5.49)

em que E( Bes,m) é a matriz de variancias-covariancias dos estimadores de maxima verossi-

milhanca By e Jm, e [I(3,7)]"! ¢ a inversa da matriz de informacao de Fisher, dada

por

9% log(L) 9% log(L)
0" log(L (2l g (Lt

1(8,7) = <_E { aeog(e ‘ )D - o) oyl |- (5:50)
0% 1/ 00,81 —E{50,) B2
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Note que as derivadas de segunda ordem de log(L(0|X) sao dadas por

9*log(L(6|X)) NP1 et &0 o
B 373 : — 51
09203 121 7 (2 T3 ) [(1 — By, — 27,.)? ﬁ%} (5.51)
0*log(LO1X)) R~ 2 —apiom &0 y
— 2 b ) (6"’7)7—1 1 _ i ) 2
8/66'}/ ; Tz 77’16 |:(1 _ 57—1- _ 2,}/7'2-)2 72_2:| (5 5 )
2N—-2 0 ,

0% log(L(0]X))
0v?

N 2 —2(B+7)7i 5 S| 2~y
= 2 e [(uﬁnmﬁv ] we

SU1 4 e 2000y g1 — e 200y g
X 7 + 1 + _Z
(1 - /67'1' - 2771')2 72'Z 7%

(5.53)

Lembrando que temos E(s)) = S2y7;, E(s}) = SO, e E(s?) = S — E(s}) — E(s}) =
(1 — 3 —27)S7;, podemos encontrar a matriz de varidncias-covariancias 5 . .

Com isso em vista, calculamos a variancia assintética do estimador 4y como

82 log(L)
E (Z552)

- 2
82 log(L) 82 log(L) 82 log(L)
E (%552 B (Z552) - E | (%52 |

s 2 /1 et 1—B8—2y 3
~ det(I(3,7)) 27 <5 3 ) {(1 — Br. — 2752 _2}'

i=1 Ti

Var(4u) =

A variancia de BH ¢ obtida de forma analoga, de modo que temos

E <82 log(L) )

o2

o 2
02 log(L) 02 log(L) 02 log(L)
B (=) B (=) - B [ (%550
S 2N—-2

- - : 1-53—2y) & iy,
- = 212y, e 2(B+)7i [ ( — | — 7l Ay
det(L(3,7)) ; o (1= 08n—2v,)* B

(R R Taliala O S saali W

Var(ﬁH) =

+

— 5.54
(1 - ﬁn - 2%’1)2 " % 7‘12'1‘ ( )

Da mesma forma, a covariancia é dada por
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Figura 5.3: Filogenia da Segao 5.2.1.

02 log(L)
E (%552)
2
92 log(L) 92 log(L) 92 log(L)
E< SR ) E (Z548) — B [ (%)
2N -2

1—(3—29) 8
— 2 B""’Y)Tz ( =
det Zz: K ’YTZ |:(1 - ﬁn - 27‘&')2 721' ’

Cov(Bu, Yu)

onde
det(I(8,7)) =E (82130—52@) I (@2180_52@)) —E [(8281;—2(7”” 2'

5.2.1 Avaliagcao das Variancias de & e ag

Para avaliar a relagao entre a variancia do estimador de maxima verossimilhanca e a
cota inferior para a variancia apresentada na Segao 5.2, realizamos uma aplicagao com-
putacional. Utilizando como exemplo o parametro a do modelo JC69, implementamos
uma rotina no pacote “R-project” para estimar as variancias dos estimadores &, ag, e as
comparamos com a cota inferior apresentada no Lema 5.8.

Neste estudo, utilizamos a filogenia apresentada na Figura 5.3 para simular conjuntos
de seqiiéncias com a € {0.2,0.3,0.4,0.6,0.8,1}. Para cada valor de «, simulamos 40
seqiiéncias com S variando entre 100 e 2000. Para cada seqiiéncia simulada, assumindo a
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Figura 5.4: Comparacao entre as Variancias de & (linha tracejada), g (linha pontilhada),

e a Cota Inferior para a Variancia de ég (linha cheia).
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topologia da filogenia e os tempos 7 conhecidos, estimamos as variancias dos estimadores
& e apy utilizando a informacao observada de Fisher.

A Figura 5.4 apresenta a comparacao entre as variancias de &, &g, e a cota inferior para
a variancia de ag para todos os valores de « analisados. Note que a escala dos graficos da
segunda linha da Figura 5.4 é diferente daquela da primeira linha para permitir melhor
visualizacao da relagao entre os trés estimadores da variancia.

Note que, como as seqiiéncias foram simuladas, dispomos da informagcao das seqiiéncias
nos nos ancestrais Xy, , Xony_1. Essa informagao permite a utilizagao do estimador
ag. Em casos reais, nao dispomos de tais seqiiéncias, de forma que a utilizacao de ay
para estimar « nao seria possivel.

Observe que a unica diferenca entre os estimadores & e Gy é a hipétese adicional de
que as seqiiéncias ancestrais Xy 1, -+, Xony_1 sao conhecidas. No caso de &, contorna-se
o fato de nao conhecer essas seqiiéncias com a soma de todas as possiveis combinagoes de
bases nos nds ancestrais, como apresentado na Se¢ao 3.1. Assim, se & é o estimador seme-
lhante a 4y na auséncia da informacao de Xn.1, -+, Xon_1, espera-se que sua variancia
seja maior do que a variancia de ag. Isso é de fato verificado nas simulagoes, como pode
ser visto na Figura 5.4. Desta forma, a cota inferior para a variancia de ayg é também
uma cota inferior para a variancia de a.

A Figura 5.4 confirma que Var(éag), dado na expressao (5.30), serve como uma cota
inferior para as variancias de & e ay, para todos os valores de « e todos os comprimentos de
sequiéncia testados. Além disso, esta figura evidencia que, com o aumento de S, a variancia
de &g converge para a cota inferior (esse resultado é esperado, uma vez que a cota foi
calculada com base na distribuigao assintética do estimador de méxima verossimilhanga).
A variancia de & também se aproxima da cota inferior, sempre que S aumenta.

Além disso, notamos que com « pequeno as variancias de & e &g sao proximas. Este
fato pode ser interpretado da seguinte forma: com « pequeno, o nimero de mutagoes que
ocorrem na amostra também é pequeno. Com poucas mutacoes, a informacao adicional
contida nas seqiiéncias dos nés internos também é pequena. Desta forma, o estimador
ag, que utiliza essa informagao, nao apresenta uma grande vantagem em relacao a &, o
que ¢é evidenciado pela semelhanca das suas respectivas variancias.

5.3 Correcao de Vicio por Jackknife

Conforme o Teorema 5.1, sob certas condi¢oes de regularidade, estimadores de méxima
verossimilhanca sao assintoticamente nao viciados. Entretanto, dispomos apenas de re-
sultados assintéticos para a esperanca destes estimadores; e, de fato, freqlientemente, eles
sao viciados. Para determinar o vicio de um estimador de méaxima verossimilhanga, é
preciso calcular sua esperanca. Entretanto, no caso dos modelos de substituicao de bases,
quando se consideram diversas seqiiéncias e a filogenia que as relaciona, tal esperanca é
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dificil de ser determinada.

Uma estimativa nao paramétrica para o vicio de um estimador pode ser obtida através

do Jackknife.

Lema 5.11. Considere uma amostra de varidveis aleatorias i.i.d. xy,--+ Ty, € 0 esti-
mador 0 para o parametro 0 da populacdo. Seja 6( i) o estimador 0 calculado sobre a
amostra Xy, , i 1,Tit1, " ,Tn, quando o elemento x; € retirado da amostra. Entdao, a

estimativa do Jackknife para o vicio de 6 ¢ dada por

vicio(d) = (n — 1)(9 —0) (5.55)
onde é(.) = %Z?:l é(_i). Assim, temos que o estimador corrigido por Jackknife € dado
por

0, =60 — vicio(d) = nf — (n — 1)é(_) (5.56)

Demonstracao: Ver Efron e Tibshirani (1993).

No caso dos modelos de substituicao de bases, esta técnica pode ser aplicada tanto para
os parametros dos modelos quanto para os comprimentos dos ramos das filogenias. Para
tanto, removemos o primeiro sitio da amostra, ficando com seqiiéncias de comprimento
S — 1, e entao, estimamos os parametros do modelo por maxima verossimilhanca, para
obter é(_l), em que 6 contém os comprimentos de ramos 7 e os parametros do modelo
de substituicao de bases. Esse procedimento é repetido para os S sitios da seqiiéncia, e
entdo 6, é calculado conforme a expressao (5.56).

Note que o estimador 0 s tem um custo computacional aproximadamente S + 1 vezes
maior do que 0. Assim, a decisao de utiliza-lo deve ser feita comparando o custo com-
putacional e o ganho em precisao da estimativa dado pelo Jackknife.

A correcao do vicio por Jackknife pode ser utilizada para todos os modelos apresenta-
dos nesse trabalho que possuem a propriedade de que os sitios sao i.i.d.. Assim, o Unico
modelo que apresentamos para o qual esta correcao nao pode ser aplicada é o modelo
que designa uma cadeia de Markov oculta para as taxas de mutacao dos sitios, dado na
Secao 4.1.4. Note que, para utilizar a correcao do vicio para os modelos que assumem
dependéncia entre os sitios, apresentados na Se¢ao 4.2, nao devemos considerar os sitios
isolados, mas sim, o par de sitios, pois estes sao i.i.d..

Na Secao 6.3 sao apresentadas simulacoes computacionais que visam avaliar o desem-
penho da correcao do vicio por Jackknife para modelos de substituicao de bases.
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5.3.1 Nova Versao do Algoritmo para a Obtencao do Poder do

Teste

Utilizando a correcao do vicio dos estimadores por Jackknife, podemos obter uma

nova versao, mais precisa, do algoritmo apresentado na Secao 3.2.3 para obter o poder
do teste da razao de verossimilhanca que compara dois modelos de substituicao de bases.
Para tanto, em vez de utilizar os estimadores de méxima verossimilhanga para gerar
as replicagoes das seqiiéncias, utilizamos os estimadores com a correcao do vicio por
Jackknife. Assim, temos o algoritmo para o cdlculo do poder do teste apresentado a
seguir.

1.

10.

Utilizar os dados observados para estimar, pelo método da maxima verossimilhanca, os
parametros do modelo de substituicao de bases, a arvore filogenética F' e os tamanhos
dos ramos 7, utilizando o modelo My sob H,.

. Aplicar o Jackknife aos dados, e realizar a correcao do vicio por Jackknife aos parametros

estimados no passo 1.

. Gerar, aleatoriamente, uma seqiiéncia para a raiz da filogenia com a distribuicao de

bases pg designada pelo modelo My sob Hj.

Utilizando os parametros estimados no passo 2, simular as seqiiéncias filhas da arvore.
Para isso, inicia-se pela raiz da filogenia, e geram-se seqiiéncias para os nos adjacentes
partindo da seqiiéncia da raiz e utilizando as probabilidades de mutagao P(i | 7, 7).
Essas probabilidades sao determinadas pelos parametros estimados para o modelo de
substituicao de bases e os tempos 7 estimados. Em seguida, repete-se o procedimento
para os nos descendentes daqueles recém gerados, seguindo o desenho da filogenia
estimada até que se obtenham seqiiéncias para os N nés externos.

. Calcular a estatistica do teste —2A(-), dada pela expressao (3.13), para os dados

gerados no passo 4.

. Repetir os passos 3, 4 e 5, m vezes.

Construir um histograma com os valores de —2A(+) simulados para descobrir qual o
valor critico Cl).

. Utilizando os dados observados, estimar, pelo método da méaxima verossimilhanca os

parametros do modelo de substituicao de bases, a arvore filogenética F' e os tamanhos
dos ramos 7 utilizando o modelo M; sob H;.

. Aplicar o Jackknife aos dados, e realizar a correcao do vicio por Jackknife aos parametros

estimados no passo 8.

Gerar, aleatoriamente, uma seqiiéncia para a raiz da filogenia com a distribuicao de
bases pg designada pelo modelo M; sob H;.
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11. Utilizando os parametros estimados no passo 9, simular as seqiiéncias filhas da arvore
como feito no passo 4.

12. Calcular a estatistica do teste —2A(-), dada pela expressao (3.13), para os dados
gerados no passo 11.

13. Repetir os passos 10, 11 e 12, m vezges.

14. Construir um histograma com os valores de —2A(-) simulados a partir de H; e verificar
a posicao do valor critico C'y.

15. O poder do teste é dado pela proporcao de elementos do passo 13 maiores do que C'.

5.4 Estimacao do Parametro ¢ no Modelo com Dis-
tribuicao (Gama para as Taxas de Mutacao

No modelo que designa uma distribuicao gama para as taxas de mutacao nos sitios da
seqiiéncia (ver Segao 4.1.2), o parametro a estd inversamente relacionado a variabilidade
entre os sitios. A distribuicao gama com a > 1 assume forma de um sino, assim temos o
caso em que a maioria dos sitios tem taxas de mutacao intermediarias, e alguns poucos
tem taxas muito altas ou muito baixas. No limite, quando a = oo, temos o caso em que
todos os sitios evoluem a mesma taxa de mutacao. Para valores de a < 1, a distribuicao
gama assume forma de L, neste caso, a maioria dos sitios teria taxa de mutacao pequena,
e alguns poucos sitios teriam taxa de mutacao muito grande (os chamados “hot spots”
mutacionais).

Deste modo, observamos que o parametro a tem informacgoes preciosas sobre as ca-
racteristicas mutacionais do gene. Por esta razao, estamos interessados em estimé-lo.
Yang e Kumar (1996) sugerem um método baseado no principio da parcimonia para
estimar a.

Assumindo que cada sitio da seqiiéncia evolui conforme o modelo JC69 (ver Secao
2.3), temos que

| g 1 —daTt
P(ilj7) = (1 — 1)

1
P(ili, ) = Z(l + 3e717),

onde 7,j € E. Além disso, a probabilidade condicional de se observar um sitio no qual
ocorra um padrao especificol em que se observa k mutacoes, dado a taxa de mutacao p é

'Para um exemplo dos padrdes de bases da amostra X e do calculo de suas probabilidades, ver
Apéndice A.
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dada por

P(k|p) = P(ili, o) PN MR (i, ),

onde 2N — 2 representa o numero de ramos da filogenia sem raiz. Assim, como p tem
distribuicao gama, temos que

B(k) = / " B(kl) (1),

onde fx(u) representa a funcdo densidade da distribuigdo gama, dada na Observagao
4.1. Desta forma, temos que a funcao de log-verossimilhanca, que é calculada como o
logaritmo da probabilidade de encontrar N, sitios pertencentes ao padrao de bases k,
com k pertencente ao conjunto de possiveis padroes de bases, é dado por

log(L) = ZNklog(]P’(k‘))

© (1 e—tarBN2H 1 3e~tom\"
- ;Nk </0 (Z_Z ) Sx(w) (Z-i‘z ) fx(u)du>-

(5.57)

Para estimar a otimizamos numericamente o logaritmo da funcao de verossimilhanca,
dada na expressao (5.57).

Em Yang e Kumar (1996) o tempo 7 que aparece na expressao (5.57) é obtido como
a razao entre o numero médio de mutagoes por sitio e o nimero de ramos da filogenia
2N — 2. Note, entretanto, que nao dispomos do exato nimero de mutagoes ocorrido em
cada sitio, mas apenas das seqiiéncias dos nos externos da filogenia. Assim, o nimero de
mutacoes ocorrido em cada sitio deve ser estimado por parcimonia, como o menor nimero
de mutagoes necessario para gerar o padrao de bases encontrado no sitio. Esse ntmero
minimo de mutagdes pode ser obtido pelo algoritmo de Hartigan (1973).

Note que o algoritmo da parcimonia claramente sub-estima o niimero de mutacoes
dos sitios, e consequentemente o nimero de mutagoes médio nos ramos 7, uma vez que
nao considera a possibilidade de mutagoes silenciosas. Yang e Kumar (1996) comentam
que a também é sub-estimado por este método, ainda que menos do que outros métodos
de estimacao de a. Eles ainda destacam que a utilizacao de valores maiores para 7 nao
parece melhorar as estimativas de a.

Observamos que a ainda pode ser estimado por maxima verossimilhanca, utilizando a
expressao (4.6) para a func¢ao de verossimilhanga, e otimizagao numérica, conforme feito
para todos os parametros tratados até aqui neste trabalho. Destacamos, entretanto, que
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o custo computacional deste procedimento é muito maior do que quando utilizamos a
expressao (5.57).
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Capitulo 6

Simulacoes

Neste capitulo sao apresentadas simulacoes que visam avaliar o comportamento de
diversas estatisticas estudadas nesse trabalho.

Inicialmente estudamos o comportamento dos testes da razao de verossimilhanca que
comparam dois modelos de substituicao de bases. Tal estudo é feito através da estatistica
do teste —2A(X), dada pela expressao (3.13). O efeito de diversos fatores, como o nimero
de seqiiéncias, comprimento das seqiiéncias, caracteristicas das filogenias e parametros sao
avaliados para os modelos apresentados na Secao 2.3. Além disso, apresentamos um estudo
do comportamento da correcao do vicio dos estimadores dos parametros dos modelos pelo
método do Jackknife.

6.1 Caso i.i.d. com Taxas de Mutacao Constantes

Nessa secao, sao analisados, por meio de simulagoes, os testes da razao de verossimi-
lhanca que comparam os modelos de substituicao de bases apresentados na Secao 2.3.
Estes modelos sao i.i.d. e apresentam taxas de mutacao constantes entre os sitios. Foram
avaliadas as fungoes de distribuigao da estatistica do teste —2A(X), dada pela expressao
(3.13), tanto sob Hy quanto sob Hy. O objetivo desta andlise é avaliar o efeito da variac¢ao
do comprimento S da seqiiéncia, do nimero N de espécies e dos parametros dos modelos
na distribuicao da estatistica do teste e no seu poder.

A metodologia utilizada é aquela apresentada no Capitulo 3 para a obtencao do valor
critico e do poder do teste por meio de simulacoes de Monte Carlo. Foram utilizadas
adaptacoes de rotinas do pacote PAML, disponibilizado on-line em hitp:abacus.gene.ucl.ac.
uk/software /paml.html.

Consideramos os testes de hipdteses que comparam os modelos JC69 x K80, JC69
x F81, K80 x HKYS85, F81 x HKYS85 e HKY85 x GTR, para trés filogenias difer-
entes. As filogenias, estimadas originalmente de seqiiéncias reais, foram retiradas dos
exemplos que acompanham o pacote PAML e estao apresentadas na Figura 6.1. A
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Tabela 6.1: Parametros Utilizados na Simulacao.

Nimero de Seqiiéncias N € {4,13,19}
Comprimento da Seqiiéncia | S € {100,500, 1000, 2000}
Numero de Repeticoes Re = 1000

Tabela 6.2: Parametros dos Modelos Utilizados na Simulacao.

’ Modelo \ Parametros
JC69 K =1epg=(0.25,0.25, 0.25, 0.25)
K80 K € {3, 5} e po = (0.25, 0.25, 0.25, 0.25)
F81 K=1epy=1(02,0.3,0.3,0.2)
HKYS85 K =3epy=1(0.2,0.3,0.3,0.2)
GTR a=1,0=02,v=03,0=02,¢=0.1,n=2epg=(0.2,0.3,0.3,0.2)

arvore 1 apresenta N = 4, a arvore 2 apresenta N = 13, e a arvore 3 tem N = 19.
Para cada arvore filogenética, foram simuladas seqiiéncias filhas com comprimentos de
S € {100,500, 1000, 2000} segundo cada um dos 5 modelos envolvidos nos testes. Para o
modelo K80 foram utilizados valores de K € {3,5} (taxa de transicoes e transversoes);
para o modelo HKYS85, K = 3; e para o modelo GTR, conforme a notagao da matriz
(2.43), foi utilizado a« =1, 8 = 0.2, 7y = 0.3, § = 0.2, ¢ = 0.1 e n = 2. Para os mo-
delos F81, HKY85 e GTR utilizamos pg = (74, g, 7c, 71, ) = (0.2, 0.3, 0.3, 0.2). Para
todas as simulagoes consideramos Re = 1000 replicagoes. Os parametros utilizados nas
simulagoes estao sintetizados nas tabelas 6.1 e 6.2.

A escolha dos valores para os parametros foi feita com base em resultados de anélise de
seqliéncias reais, para que eles fagam sentido do ponto de vista biolégico. Os parametros
do modelo GTR ainda foram escolhidos de forma que as seqiiéncias simuladas com esse
modelo, quando analisadas sob outros modelos, apresentem estimativas de K proximo a

3 (valor de K utilizado para K80 e HKY85).

Valor Critico da Fungao de Distribuicao de —2A(X), sob H,

As Tabelas 6.3 e 6.4 apresentam o valor critico a 99% obtido para cada um dos testes de
hipdteses estudados, nos comprimentos .S € {100, 500, 1000, 2000} para todas as &rvores,
com py estimado, respectivamente, pelos métodos da méxima verossimilhanca (denotado
por Po) e dos momentos (denotado por pg). Além disso, para fins de comparagcao, a tltima
coluna das tabelas apresenta o valor critico sugerido pela distribuigao assintdtica x? (ver
Teorema 3.1).

Note que, para ambos os testes de hipdteses JC69 x K80 e F81 x HKY85, a funcao
de distribuigdo tedrica de —2A(X) é x3. Observe que, tanto para o teste JC69 x K80
quanto para F81 x HKYS85, os valores criticos simulados variam em torno do valor critico
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Arvore 1 Arvare 2 Arvore 3

T

Figura 6.1: Arvores Utilizadas nas Simulagoes.

tedrico.

J& para os testes da razao de verossimilhanca que comparam JC69 x F81 e K80 x
HKYS85 a fungao de distribuigao teérica de —2A(X) é x2. Os valores que encontramos
para ambos os testes, nas simulacoes em que pg é estimado pelo método da maxima
verossimilhanca, estao préximos do valor critico tedrico.

Finalmente, para o teste de hipdteses HKY85xGTR, a estatistica do teste tem dis-
tribuigao assintética tedrica x2. De forma geral, pode-se dizer que os valores encontrados
na simulacao com pg estimado pelo método da maxima verossimilhanca estao préximos
ao valor critico tabelado.

Nas simulagoes em que pg € estimado pelo método dos momentos, o valor critico simu-
lado tende a ser inferior ao valor critico tabelado para o teste de hipdteses que comparam
JC69 x F81 e K80 x HKYS85. Ja para HKY85xGTR, com py estimado pelo método dos
momentos, o valor critico simulado foi sempre maior do que o tabelado, como pode ser
visto na Tabela 6.4.

Notamos, através das Tabelas 6.3 e 6.4 que, apesar dos valores criticos simulados
estarem proximos dos valores criticos tabelados da distribuicao assintotica qui-quadrado,
ha bastante variabilidade nesses resultados. Desta forma, sugere-se novo estudo com
maior nimero de replicacoes para verificar se esta variacao é realmente apenas devida ao
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Tabela 6.3: Comparacao entre Valor Critico Simulado e Tedrico Utilizando py.

Teste Arvore | S =100 | S =500 | S = 1000 | S = 2000 | Valor Critico
Teérico
1 7.2678 6.5562 6.8426 6.8322 6.64
JC69 x K80 2 7.6886 6.5456 6.6568 6.6048 6.64
3 6.5702 7.0386 5.6932 5.9630 6.64
1 11.8492 | 11.4164 | 12.6830 11.6228 11.36
JC69 x F81 2 11.3966 | 12.0164 | 11.0836 12.6642 11.36
3 11.7898 | 12.3754 | 11.4188 11.3166 11.36
1 10.5066 | 11.5928 | 12.1312 10.4880 11.36
K80 x HKYS85 2 12.2736 | 11.7202 | 10.0436 12.7340 11.36
3 11.9502 | 9.9860 12.0482 10.3848 11.36
1 7.6480 6.1212 7.1450 6.6690 6.64
F81 x HKY8&5 2 6,7022 6.3468 6.4874 6.2496 6.64
3 6.1860 6.9846 6.4940 6.0468 6.64
1 12.3402 | 13.1654 | 12.3796 14.0130 13.28
HKYR85 x GTR 2 13.5666 | 13.9564 | 12.7916 13.5186 13.28
3 130438 | 12.6556 | 12.7004 13.6898 13.28

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.

efeito aleatério.

As Figuras 6.2 a 6.6 apresentam histogramas das distribui¢oes obtidas nas simulacoes
para —2A(X) utilizando o estimador py na Arvore 3. As Figuras 6.7 a 6.10 apresentam
histogramas das distribui¢oes obtidas utilizando o estimador py para a mesma arvore.
Nos histogramas em que aparece a linha vertical tracejada, ela representa o valor critico
a 99% de confianga obtido para aquele teste (tal linha nao estd presente nos histogramas
sob Hp). Ja as Figuras 6.14 a 6.16 apresentam os Q-Q plots obtidos para a Arvore 3,
em que os quantis da distribuigao de —2A(X) sob Hy sd@o comparados com os quantis da
respectiva distribuigao x?, e os quantis da distribuicao de —2A(X) sob H; sdao comparados
com aqueles da distribuicao normal.

Além disso, foram realizados testes de hipdteses que avaliam a adequacao da dis-
tribuicao obtida pelas simulagoes para —2A(X) com a distribuicao tedrica. Foi utilizado
o teste qui-quadrado para verificar se —2A(X), sob Hy, é de fato uma qui-quadrado, e o
teste de normalidade Shapiro-Wilks para verificar se —2A(X), sob Hy, possui distribuigao

normal. As decisoes desses testes entao apresentadas nas Tabelas D.1 a D.4, no Apéndice
D.

Observa-se que a distribuicao assintotica tedrica da estatistica do teste sob Hy, quando
S cresce, é qui-quadrado. Nas simulagoes para os testes de hipéteses JC69 x K80, HKY85
x F84 e HKY85 x GTR a fungao de distribuigdo de —2A(X) se aproxima de uma qui-
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Tabela 6.4: Comparacao entre Valor Critico Simulado e Teérico Utilizando py.

Teste Arvore | S =100 | S =500 | S =1000 | S = 2000 | Valor Critico
Tedrico
1 11.4614 | 11.2738 12.5556 9.4124 11.36
JC69 x F81 2 10.3364 | 10.1318 9.5160 10.8180 11.36
3 10.1400 | 10.5134 10.7418 9.9574 11.36
1 9.5134 | 10.8692 | 11.9666 10.3136 11.36
K80 x HKY85 2 11.2508 | 10.1412 8.6866 11.0700 11.36
3 10.9548 | 9.1172 11.8954 10.0656 11.36
1 7.4444 6.2936 7.2370 6.62006 6.64
F81 x HKYS&5 2 7.0422 6.4498 6.8994 6.5502 6.64
3 6.2488 7.0320 4.5482 4.7254 6.64
1 14.0524 | 14.3326 13.8066 15.9540 13.28
HKYS85 x GTR 2 17.4364 | 17.8594 15.8970 16.4914 13.28
3 15.3268 | 15.0882 | 14.5502 14.9148 13.28

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.

quadrado para todos os comprimentos de seqiiéncia e todas as arvores, independente do
método de estimacao utilizado para pg. Os testes qui-quadrado confirmam esses resulta-
dos, com poucas excegoes pontuais, como pode ser visto nas Tabelas D.1 e D.2. Assim,
notamos que, para o uso da distribuicao assintética y?, seqiiéncias de comprimento 100
ja4 assumem o comportamento assintético, como pode ser visto nas Figuras 6.2 a 6.16.
Além disso, o nimero de seqiiéncias analisadas aparentemente nao afeta a forma dessa
distribuicao.

Whelan e Goldman (1999) realizaram andlises semelhantes, comparando os modelos
JC69 x K80 e F81 x HKY85, e obtiveram conclusoes semelhantes em relacao ao compri-
mento das seqiiencias. Também verificaram que a filogenia e o niimero de seqiiéncias tém
pouco efeito na distribuicao da estatistica do teste da razao de verossimilhanca sob Hy, e
que as funcoes de distribuicao de ambos os testes sdo compativeis com uma x?.

Nas simulacoes dos testes de hipdteses JC69 x F81 e K80 x F84 com py notamos
que a funcao de distribuigao da estatistica do teste nao é qui-quadrado, o que pode ser
facilmente evidenciado pela presenca de valores negativos para —2A(X). Nos testes qui-
quadrado, a hipétese nula (de que —2A(X), sob Hy, tem distribuicao x3) foi rejeitada a
nivel de confianca 99% para todos os testes, como pode ser visto na Tabela D.2. Note
que, como esses testes sio hierdrquicos, isto é Ly(X) < Ly(X), onde Lo(X) é 0 maximo
da fun¢ao de verossimilhanca sob Hj e ﬁl(X) ¢ o mesmo maximo sob H;. Dessa forma
valores negativos de —2A(X) nao sao possiveis para o teste da razao de verossimilhanga.
Eles aparecem nas simulacoes devido ao fato de que o parametro py é estimado pelo
método dos momentos e nao pelo método da maxima verossimilhanca. Desta forma, o

teste que estd sendo realizado, no caso de JC69 x F81, nao é Hy : pg = (%, i, %, ;11,)
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Figura 6.2: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipéteses JC69 x K80, sob Hy e
sob Hi, para a Arvore 3.
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sob HO (S=100) sob HO (S=500) sob HO (S=1000) sob HO (S=2000)
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Figura 6.3: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses JC69 x F81, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 3.
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Figura 6.4: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipéteses K80 x HKY85, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 3.
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Figura 6.5: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipé6teses F81 x HKYS85, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 3.
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Figura 6.6: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses HKY85 x GTR, sob H
e sob Hy, com pg, para a Arvore 3.
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Figura 6.7: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses JC69 x F81, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 3.
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Figura 6.8: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hip6teses K80 x HKY85, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 3.
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Figura 6.9: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses F81 x HKY85 sob Hj e
sob H;, com pg, para a Arvore 3.
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Figura 6.10: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses HKY85 x GTR, sob H,
e sob Hy, com pg, para a Arvore 3.
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Figura 6.11: Q-Q plot sob Hy para os Testes de Hipoteses JC69 x K80 e JC69 x F81,
com Py, para a Arvore 3.
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Figura 6.12: Q-Q plot sob Hy para os Testes de Hipdteses K80 x HKY85, F81 x HKYS&5
e HKY85 x GTR, com py, para a Arvore 3.

142



JC69 x F81 (S=100) K80 x HKY (S=100) F81 x HKY (S=100) HKY x GTR (S=100)

—2Delta
0 5 10
—2Delta
0 5 10
—2Delta
0 4 8 12
o
N
S
(o))
© )
o
5
—2Delta
0 5 10 20

-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 20 0 5 10 15
Qui—-Quadrado Qui-Quadrado Qui-Quadrado Qui—-Quadrado
JC69 x F81 (S=500) K80 x HKY (S=500) F81 x HKY (S=500) HKY x GTR (S=500)
o 8
- o 3
g I g ° g
g = g = 8 8 2
N N o~ < N
[T} ) 10 1 [
o o o o
-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15 0 2 4 6 8 12 0 5 10 20
Qui—-Quadrado Qui-Quadrado Qui-Quadrado Qui—-Quadrado
JC69 x F81 (S=1000) K80 x HKY (S=1000) F81 x HKY (S=1000) HKY x GTR (S=1000)

—2Delta
0 5 10
—2Delta
0 5 10
—2Delta
0 4 8 12
o
N
»
o o
oo
—2Delta
0 5 10 20
%
o

0 5 10 15 0O 5 10 15 20 0 5 10 15 20 25
Qui—-Quadrado Qui-Quadrado Qui-Quadrado Qui—-Quadrado
JC69 x F81 (S=2000) K80 x HKY (S=2000) F81 x HKY (S=2000) HKY x GTR (S=2000)

—2Delta
0 5 10
—2Delta
0 5 10
—2Delta
0 4 8 12
o
N
N
o
o
[ee]
o
—2Delta
0 5 10 20
o

0 5

=
o

0 5 10 15 0 5 10 15 20

Qui-Quadrado Qui-Quadrado Qui-Quadrado Qui-Quadrado

Figura 6.13: Q-Q plot sob Hy para os Testes de Hipoteses JC69 x F81, K80 x HKYS85,
F81 x HKY85 e HKYS85 x GTR, com pg, para a Arvore 3.

143



JC69 x K80 K=3 (S=100)

< (]
™
ol ~
©
[a) -
N
! o
Y o
T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
Normal
JC69 x K80 K=3 (S=500)
o -
~
S =
©
b -
Yoo
1
@ o
! T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
Normal
JC69 x K80 K=3 (S=1000)
o -
~
g <+
©
A -
Yoo
1
™ _|o
! T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
Normal
JC69 x K80 K=3 (S=2000)
- Qo
o
g L /
T -
a]
IS -
| -
I
™ _o
! T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
Normal

Figura 6.14: Q-Q plot sob H; para os Testes de Hipdteses JC69 x K80 e JC69 x F81,

com Py, para a Arvore 3.
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Figura 6.15: Q-Q plot sob H; para os Testes de Hipdteses K80 x HKY85, F81 x HKYS&5
e HKY85 x GTR, com py, para a Arvore 3.
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Figura 6.16: Q-Q plot sob H; para os Testes de Hipdteses JC69 x F81, K80 x HKYS85,
F81 x HKYS85 e HKYS85 x GTR, com pg, para a Arvore 3.
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versus Hy : po = (wa, g, 7o, ) tais que 0 < m; < 1 e ma + g + ¢ + 1 = 1, mas
sim Ho : po = (§, 1,4, 3,) versus Hy : po = (4, g, T, Tr), em que 7; é a freqliéncia
observada da base 7 na amostra X. Assim, temos um teste de hipéteses nao hierarquico
e nao podemos esperar a distribuicao qui-quadrado.

Por outro lado, muitos dos aplicativos computacionais disponiveis para andlises de
maxima verossimilhanca em seqiiéncias de DNA por meio de filogenias utilizam o método
dos momentos para estimar pg, devido a reducao no custo computacional, de forma que
é interessante analisar o comportamento desse teste. Destacamos que o uso de py pode
acarretar varios problemas estatisticos. Observamos, ainda, que as distribuicoes encon-
tradas nas simulagoes sob Hy nao foram afetadas por variacoes em S ou NN, assim como
acontece para os testes que utilizam py.

Ja nas simulacoes dos testes de hipdteses JC69 x F81 e K80 x F84 com pg estimado
pelo método da maxima verossimilhanca, tanto os testes qui-quadrado, quanto os Q-Q
plots indicam que, sob Hy, —2A(X) ~ x3.

Whelan e Goldman (1999) realizaram analises semelhantes, estudando os testes de
hipoteses JC69 x F81 e K80 x HKY85 utilizando pg e pg. Os autores encontraram, de
forma compativel com os nossos resultados, que ambos os testes utilizando o método dos
momentos tém distribuicao diferente da x3. Além disso, quando utilizaram os estimadores
de méxima verossimilhanca para pg, obtiveram distribuigoes proximas a x3.

Poder do Teste e Fungao de Distribuicao de —2A(X) sob H;

As Tabelas 6.5 e 6.6 apresentam o poder do teste obtido por meio de simulacoes para
S € {100, 500}, para as arvores 1, 2 e 3, com Py e Py, respectivamente. Para todos os
testes estudados e todas as arvores o poder do teste quando S € {1000, 2000} foi 1. Como
as tabelas e os histogramas obtidos nas simulagoes (histogramas das arvores 1 e 2 estao no
Apéndice C) evidenciam, o poder do teste aumenta a medida que o tamanho da seqiiéncia
aumenta para todas as arvores e em todos os testes. Além disso, notamos que, para as trés
arvores, o poder do teste que compara os modelos JC69 e K80 aumenta quando utilizamos
o parametro K = 5 em vez de K = 3. Esses resultados ja eram esperados e evidenciam o
efeito que um aumento no tamanho da amostra e no valor do parametro que distingue os
modelos causam no poder do teste.

Por outro lado, nao encontramos um padrao no efeito causado pelo aumento do niimero
de seqiiencias N no poder do teste. Entretanto, percebemos que os valores para o poder do
teste simulado para os testes na arvore 2 foram sempre maiores do que o mesmos valores
simulados para os testes nas arvores 1 e 3. Como esse efeito nao pode ser relacionado
ao numero de seqiiéncias das arvores, ja que a arvore 2 apresenta valor de N maior do
que da arvore 1 e menor do que da arvore 3, devemos olhar para outras caracteristicas da
filogenia para buscar explicacao para esse comportamento.

Anisimova et al. (2001) avaliaram, por meio de simulagoes de Monte Carlo, o poder de
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Tabela 6.5: Poder do Teste Utilizando py.

Teste ‘ Arvore ‘ S =100 | S =500

1 0.8750 1.0000

JC69 x K80 2 1.0000 1.0000
K=25 3 0.9440 1.0000

1 0.9990 1.0000

JC69 x K80 2 1.0000 1.0000
K=15 3 1.0000 1.0000

1 0.3290 1.0000

JC69 x F81 2 0.5310 1.0000
3 0.3080 0.9990

1 0.4120 0.9980

K80 x HKYR&5 2 0.5410 1.0000
3 0.2680 1.0000

1 0.8390 1.0000

F81 x HKYS85 2 1.0000 1.0000
3 0.9520 1.0000

1 0.2320 0.9370

HKY85 x GTR 2 0.4840 1.0000
3 0.2360 0.9860

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianga.
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Tabela 6.6: Poder do Teste Utilizando py.

Teste | Arvore | S =100 | S =500

1| 0.3250 | 1.0000

JC69 x F81 2 | 0.4710 | 1.0000
3 | 0.3520 | 0.9990

1| 04500 | 0.9980

K80 x HKYS5 | 2 | 0.4790 | 1.0000
3 | 0.2710 | 1.0000

I | 0.8480 | 1.0000

F81 x HKYS5 | 2 | 1.0000 | 1.0000
3 | 0.9500 | 1.0000

I | 02370 | 0.9500

HKYS5 x GTR | 2 | 0.5460 | 1.0000
3 | 0.2680 | 0.9880

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.

testes que comparam modelos de mutacoes sinonimas e nao sinonimas em seqiiéncias de
DNA. Em suas simulacoes, encontraram que o poder do teste é afetado pelos comprimentos
das sequéncias e pelos parametros do modelo. Além disso, avaliaram o efeito que a
divergéncia entre as seqiiéncias tem sobre o poder do teste, percebendo que o poder
do teste é pequeno para arvores com pequena divergéncia entre as seqiiéncias (div =
0.11), aumentando para valores intermedidrios (div = 1.1), e voltando a diminuir para
grandes valores de divergéncia (div = 11). Ou seja, testes realizados em arvores com
valores intermediarios de divergéncia entre as seqiiéncias apresentam maior poder do teste.
Eles explicam tal fato da seguinte forma: em arvores com div pequeno houve pequena
quantidade de evolucao, de forma a dificultar a deteccao de qual modelo é mais adequado.
Assim, o aumento de div acarreta em um aumento do poder do teste. Entretanto, para
valores muito grandes de div, o nimero de mutacoes ocorridas na filogenia é tao grande
que varias mutagoes provavelmente ocorreram no mesmo ramo, mascarando a historia do
processo, e reduzindo a nossa capacidade de obter informacoes sobre as seqiiéncias.

Observamos que nas simulagoes aqui realizadas, as arvores 1 e 3, que apresentam poder
do teste mais baixo, tém respectivamente divy = 0.9400 e divg = 0.6990. Ja a arvore 2,
na qual obtivemos o maior poder do teste para todos os testes de hipéteses analisados,
tem divy = 1.7600. Assim, esses resultados sao compativeis com aqueles apresentados em
Anisimova et al. (2001).

Para comparar o poder dos diferentes testes devemos considerar a influéncia da escolha
dos parametros para a simulacao. Assim, nao podemos comparar o poder de testes nao
relacionados. Entretanto, devido a utilizacao dos mesmos parametros, podemos comparar
testes que avaliam o mesmo efeito na evolucao das seqiiéncias.

149



Por exemplo, nos testes de hipdteses JC69 x K80 e F81 x HKYS85, o que distingue os
dois modelos testados é a taxa de transicoes e transversoes, representada pelo parametro
K. Nos dois testes de hipdteses, sob Hy, temos que K = 1, enquanto que, sob Hy, K
é um parametro a ser estimado. Portanto, ambos os testes de hipdteses estao avaliando
o efeito da taxa de transicoes e transversoes no desempenho do modelo. A diferenca é
que o primeiro teste assume que a distribuicao das bases é homogénea, enquanto que no
segundo a distribuicao das bases deve ser estimada a partir dos dados. Observando as
Tabelas 6.5 e 6.6 nao temos resultados conclusivos sobre qual teste teria o maior poder.

Ja na comparacao entre os testes de hipdteses JC69 x F81 e K80 x HKYS85, que
testam a homogeneidade na distribuicao das bases, nao encontramos padrao distintivo.
Enquanto que, para as arvores 1 e 2, o teste K80 x HKY85 tem maior poder do teste,
para a arvore 3 o maior poder do teste ocorre no JC69 x F81 (tanto utilizando py quanto
utilizando py).

De modo semelhante, ao compararmos os testes de hipdteses com pg estimado tanto
pelo método da méxima verossimilhanga quanto pelo dos momentos nao percebemos dis-
tincao clara no poder do teste. Em geral, um mesmo teste utilizando os diferentes esti-
madores para py pode apresentar poder do teste semelhante. Portanto, para aqueles testes
de hipéteses que nao testam para diferencas de po, em que a distribuigao de —2A(X),
sob Hy, é qui-quadrado, devido a reducao no esforco computacional, a utilizacao de pg
pode ser vantajosa. Ja para os testes de hipoteses que testam para diferencas de pg, é
necessaria uma forma precisa de determinar a distribuicao de —2A(X), sob Hy, para que
o estimador py possa ser amplamente usado.

Por fim, notamos que nas fungoes de distribui¢ao obtidas para —2A(X) sob Hy, nao sé
os valores da estatistica do teste aumentam com o aumento de S, mas também ocorre uma
modificacao no formato da funcao de distribuicao. Para muitos dos testes de hipdteses, nos
valores menores de S, encontramos distribuigoes assimétricas e, a medida que S aumenta,
a distribuigao se torna mais simétrica. Os testes de normalidade, cujos resultados estao
apresentados nas Tabelas D.3 e D.4, nao apresentaram padrao conclusivo. Percebe-se,
entretanto, que ha uma tendéncia para que a hipdtese de normalidade seja aceita para
valores maiores de S. Por outro lado, para alguns testes, a hipétese de normalidade é
aceita para algum valor baixo de S e depois rejeitada para os valores maiores de S.

6.1.1 Efeito do Comprimento das Seqiiéncias sobre o Poder do
Teste

Comprimento Otimo da Seqiiéncia

Nessa secao analisamos o efeito do comprimento da seqiiéncia sobre o poder do
teste. Conforme observado na Secao 6.1, o poder do teste aumenta com o aumento de
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Tabela 6.7: Valor Critico do Teste de Hipoteses JC69x K80, variando S.

’ S ‘Arvore 1| Arvore 2 | Arvore 3

20 6.9406 7.0134 6.0831
100 | 6.9406 7.6887 6.5701
200 | 6.5581 7.8732 6.1061
300 | 6.1416 7.3673 6.3780
400 | 6.6519 7.0430 6.3829
500 | 6.5562 6.5456 7.0386
600 | 6.0699 7.4848 6.1244
700 | 7.1687 7.3865 5.8399
800 | 6.4658 6.1187 6.2562
900 | 6.3819 6.2504 6.3979
1000 | 6.8426 6.6568 5.6946

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianga.

S. Entretanto, a utilizagao de seqiiéncias demasiadamente longas acarreta em aumento
de custos para o seqlienciamento e aumento do tempo computacional. Assim, o objetivo
desse estudo é prescrever um comprimento de seqiiéncia adequado para que o teste da
razao de verossimilhanca tenha boa capacidade de discriminar os modelos.

Por meio de simulagoes de Monte Carlo, estudamos o teste de hipdteses JC69x K80.
Pelos resultados da Segao 6.1, percebemos que para esse teste de hipdteses, o poder do
teste é sempre 1, ja para S = 1000. Assim, para este conjunto de simulagoes refinamos
o intervalo, utilizando S € {50, 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000}. Além
disso, na Secao 6.1, verificamos que o valor de K e a filogenia F' também afetam o poder
do teste. Desta forma, nestas simulagoes utilizamos as mesmas filogenias da Figura 6.1,
e valores de K € {1.5,2, 3}. Todas as simulagbes foram realizadas com Re = 1000
replicagoes.

A Tabela 6.7 apresenta o valor critico simulado ao nivel de 99% de confianca, para as
trées arvores utilizadas. Ja as Tabelas 6.8, 6.9 e 6.10 apresentam o poder do teste simulado
nos casos em que K = 1.5, K =2 e K = 3, respectivamente.

Notamos que, quando K = 2, obtemos um poder do teste superior a 95% para todas as
trés arvores consideradas quando S = 300. J&, quando K = 3, S = 200 ¢ suficiente para
que o poder do teste seja maior do que 95%. No caso de K = 1.5 apenas para S = 900
que o poder de 95% é atingido. Além disso, percebemos que aumentos posteriores em S
tém pouco efeito sobre o poder do teste.

Entretanto, notamos que o poder do teste varia tanto com a filogenia utilizada, quanto
com o valor do parametro K. Aparentemente, a influéncia do valor de K sobre o poder
do teste é maior do que a da filogenia. Assim, para valores K > 2, podemos dizer que
S = 300 é um bom comprimento de seqiiéncia para o teste de hipdoteses JC69xK80. Para
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Tabela 6.8: Poder do Teste de Hipoteses JC69x K80, variando S e com K = 1.5.

’ S ‘Arvore 1| Arvore 2 | Arvore 3

20 0.0490 0.1870 0.0850
100 | 0.1160 0.3090 0.1490
200 | 0.2720 0.6660 0.4050
300 | 0.4270 0.8790 0.5590
400 | 0.5450 0.9610 0.7150
500 | 0.6700 0.9920 0.7950
600 | 0.7850 0.9970 0.8970
700 | 0.8190 0.9990 0.9390
800 | 0.8940 1.0000 0.9680
900 | 0.9620 1.0000 0.9790
1000 | 0.9420 1.0000 0.9950

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianga.

Tabela 6.9: Poder do Teste de Hipdteses JC69x K80, variando S e com K = 2.

’ S ‘Arvore 1| Arvore 2 | Arvore 3

50 | 0.1840 0.5660 0.2810
100 | 0.4110 0.8620 0.5360
200 | 0.8000 0.9950 0.8920
300 | 0.9560 1.0000 0.9790
400 | 0.9860 1.0000 0.9990
500 | 0.9980 1.0000 0.9990

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianga.

Tabela 6.10: Poder do Teste de Hipdteses JC69x K80, variando S e com K = 3.

’ S ‘Arvore 1| Arvore 2 | Arvore 3

50 | 0.5460 0.9620 0.6800
100 | 0.8840 1.0000 0.9440
200 | 0.9990 1.0000 1.0000
300 | 1.0000 1.0000 1.0000
400 | 1.0000 1.0000 1.0000
500 | 1.0000 1.0000 1.0000

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.
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Tabela 6.11: Decisao do Teste de Normalidade Shapiro-Wilks para —2A(X), sob Hj.

Teste | Arvore | S = 4000 | S = 6000 | S = 8000 | S = 10000 |
1 - aceita aceita aceita
JC69 x K80 2 - aceita aceita aceita
3 - aceita aceita aceita
1 - aceita aceita aceita
JC69 x F81 2 aceita, aceita aceita aceita
3 aceita aceita aceita aceita
1 - aceita aceita aceita
K80 x HKY®&5 2 aceita aceita aceita aceita
3 aceita aceita aceita aceita
1 aceita aceita aceita aceita
F81 x HKY85 2 aceita aceita aceita aceita
3 aceita aceita aceita aceita
1 aceita aceita aceita aceita
HKYS85 x GTR 2 aceita aceita - aceita
3 aceita aceita aceita aceita

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianga.
seqliencias com K < 2, sao necessarios comprimentos maiores para S.
Estudo da Distribuigao Assintética de 2A(X) sob H;.

No Teorema 3.3 obtivemos o resultado analitico de que a distribuicao assintética da
estatistica do teste sob H; é regida por uma variavel aleatéria normal. Entretanto, nas
simulagoes apresentadas na primeira parte dessa secao, encontramos apenas indicios fracos
de que, com o aumento de S, a distribuigao de —2A(X), sob Hj, se aproxima da normal.
Deste modo, com o objetivo de corroborar o resultado do Teorema 3.3, realizamos novas
simulagoes de bootstrap paramétrico utilizando os mesmos parametros das Tabelas 6.1
e 6.2, mas com valores de S € {4000, 6000, 8000, 10000}. As distribuigoes obtidas para
—2A(X), sob Hy, foram submetidas ao Teste de Normalidade Shapiro-Wilks, e o resultado
desse teste esta apresentado na Tabela 6.11. Na Tabela 6.11, para os testes em que nao
aparece a palavra “aceita”, a hipétese nula de normalidade foi rejeitada.

Os resultados apresentados na Tabela 6.11 indicam que, para valores grandes de S,
a distribuicao da estatistica do teste, sob Hy, é normal, conforme o Teorema 3.3. Além
disso, o resultado das simulagoes quando S € {100, 500, 1000, 2000} é condizente com uma,
distribuicao qui-quadrado nao-central, onde o parametro de nao-centralidade aumenta a
medida que S aumenta, como a Figura 6.6 evidencia. Este é o argumento utilizado na
demonstracao do Teorema 3.3.
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Tabela 6.12: Poder do Teste de Hipdteses JC69x K80, variando N e com K = 2.

| N | S=100]5 =300 |
2 [ 0.1030 | 0.3870
5 | 0.5370 | 0.9810
10 | 0.7080 | 0.9940
20 | 0.7790 | 0.9970
30 | 0.6900 | 0.9990
40 | 0.7780 | 0.9990
50 | 0.7900 | 0.9990
100 | 0.8150 | 1.0000

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.

E importante notar, que apesar de interessante, esse resultado nao pode ser utilizado
para obter aproximagoes para o poder do teste. Isso se deve ao fato de que, a medida que
S aumenta, o poder do teste também aumenta. E como visto nas simulagoes, em geral, a
normalidade assintética sé é atingida quando o poder do teste ja é muito proximo de 1.

6.1.2 Efeito do Numero de Seqiiéncias sobre o Poder do Teste

Nesta sub-secao, estudamos, por meio de simulagoes de Monte Carlo, o efeito que
o numero de seqiiéncias N tem sobre o poder do teste JC69xK80. Para tanto, foram
geradas 8 filogenias com N € {2, 5, 10, 20, 30, 40, 50, 100}. Para isolar o efeito de N do
efeito da divergéncia div = > 7;, os comprimentos dos ramos das drvores geradas foram
padronizados, de forma que div = 1. Para cada uma das 8 filogenias geradas, foram
simuladas seqiiéncias com S € {100, 300}. Para o modelo K80, foram utilizados valores
de K € {2,3}. Todas as simulagoes foram realizadas com Re = 1000 replicagoes.

As Tabelas 6.12 e 6.13 apresentam o poder do teste obtido para as simulagoes quando
K =2 e K = 3, respectivamente. Percebemos que o aumento de N leva a um aumento
no poder do teste. Entretanto, para N > 5 este aumento é muito lento, se comparado ao
efeito de incrementar S, como pode ser visto nas Tabelas 6.9 e 6.10. *

Aplicamos o teste x? para verificar se a distribui¢ao da estatistica do teste —2A(X),
sob Hy, é de fato x?, conforme o Teorema 3.1. Para todas as arvores utilizadas e nos dois
comprimentos de seqiiéncia utilizados, a hipdtese nula, de que —2A(X) tem distribuigao
qui-quadrado com um grau de liberdade foi aceita. Aplicamos, também, o teste de nor-
malidade Shapiro Wilks para a distribui¢ao de —2A(X), sob H;. Em todos as simulagoes
realizadas, a hipétese nula de normalidade foi rejeitada ao nivel de significancia 95%.
Entretanto, a andlise dos histogramas de —2A(X), sob Hi, indica que, com o aumento

L Além disso, notamos que o aumento no tempo computacional é linearmente proporcional ao aumento
de S. J4 um aumento em N afeta mais rapidamente o tempo computacional, devido a natureza do
algoritmo do célculo e otimizagdo da fungao de verossimilhanga (ver Capitulo 3).
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Tabela 6.13: Poder do Teste de Hipdteses JC69x K80, variando N e com K = 3.

| N | S=100]5 =300 |
2 ] 03750 | 0.9260
5 | 0.9670 | 1.0000
10 | 0.9800 | 1.0000
20 | 0.9960 | 1.0000
30 | 0.9910 | 1.0000
40 | 0.9980 | 1.0000
50 | 0.9990 | 1.0000
100 | 0.9990 | 1.0000

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.

sob H1, N=2 (S=300) sob H1, N=5 (S=300) sob H1, N=50 (S=300)

60
60

Figura 6.17: Histogramas da Distribuicao de —2A(X), sob Hy, com N € {2,5,50}.

de N, a distribuicao se torna progressivamente mais simétrica, como pode ser visto na
Figura 6.17.

6.1.3 Efeito do Indice de Divergéncia entre as Seqiiéncias sobre
o Poder do Teste

Nesta sub-secao estudamos, através de simulagoes de Monte Carlo, o efeito que a di-
vergéncia div entre as seqiiéncias tem sobre o poder do teste JC69xK80. A divergéncia
entre as seqiiéncias é uma caracteristica da filogenia F', e é dada pela soma dos compri-
mentos dos ramos, div =) 7;.

Para as simulagoes, geramos uma arvore filogenética com N = 10 e, posteriormente,
multiplicamos seus comprimentos de ramos por constantes para obter os valores de div
desejados. Assim, a mesma estrutura filogenética gerou as 14 arvores utilizadas nesse
estudo, com div € {0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.5, 1.75, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12}. Foram geradas
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Tabela 6.14: Poder do Teste de Hipoteses JC69x K80, variando div.

| div 025 [ 05 [ 075 | 1 [ 15 [ 175 | 2 |

| Poder do Teste | 0.3840 | 0.5550 | 0.6400 | 0.8030 | 0.8230 | 0.8590 | 0.9180 |

| div 3 [ 4 | 5 | 6 | 8 [ 10 | 12 |
|

| Poder do Teste | 0.9320 | 0.9360 | 0.9060 | 0.8930 | 0.7630 | 0.6230 | 0.4050 |

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.

seqiiéncias com S = 100. Sob o modelo K80, o valor utilizado para o parametro K foi 2.
Em todas as simulagoes utilizamos Re = 1000 replicagoes.

A Tabela 6.14 apresenta os valores obtidos para o poder do teste. Observamos que,
para valores muito pequenos ou grandes de div o poder do teste é baixo. Mas para valores
intermediarios de div, por exemplo entre 2 e 5, o poder do teste é alto. Esses resultados
sao condizentes com o que foi comentado na Secao 6.1, referente as simulagoes das arvores
1, 2, e 3. Além disso, nossos resultados estao de acordo com o reportado por Anisimova
et al. (2001) em modelos de mutagoes sinénimas e nao sinonimas em seqiiéncias de DNA.

6.2 Comparacao entre o Poder do Teste Obtido com
o Estimador D e com o Bootstrap Paramétrico

Nesta se¢ao, avaliamos a comparagao entre a estimativa do poder do teste utilizando o
estimador D, conforme apresentado na Secao 3.2.4, e utilizando o bootstrap paramétrico.

Inicialmente, estudamos o teste de hipdteses JC69 xK80. Para tanto, estimamos
o parametro de nao centralidade D para seqiiéncias simuladas com o modelo K80 com
S € {50,100, 200,300, 400,500}. Nas simulagoes foram utilizadas as arvores 1, 2 e 3
apresentadas na Figura 6.1. Todas as seqiiéncias utilizadas apresentaram K =15. Os
valores obtidos para o poder do teste utilizando o estimador D foram entao comparados
com os valores obtidos para o poder do teste utilizando o bootstrap paramétrico.? Os
resultados estao apresentados na Tabela 6.15.

Notamos que, para todas as seqiiéncias analisadas, o poder do teste obtido pelo boot-
strap paramétrico foi superior a estimativa do poder do teste obtida utilizando o estimador
D. Notamos, ainda, que com, o aumento de S, o poder do teste estimado por ambos os
métodos aumenta. Além disso, também por ambos os métodos de estimagao, o poder
do teste obtido para um determinado comprimento de seqiiéncia foi sempre maior para a
arvore 2.

O poder obtido pelo bootstrap paramétrico nessas simulagoes foi sempre maior para
a arvore 3 do que para a arvore 1, embora essa diferenca nao seja tao grande quanto para

2Note que os resultados do bootstrap paramétrico ja foram utilizados na Secdo 6.1.1 para outra andlise.
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Tabela 6.15: Comgaragéo do Poder do Teste JC69 x K80 obtido por Bootstrap
Paramétrico e com D, para K = 1.5.

Arvore | S | Estimativa com D | Bootstrap

~ L —

D Poder Poder

50 | 0.6414  0.0337 0.0490
100 | 1.3167  0.0686 0.1160
1 200 | 2.8386  0.1905 0.2720
300 | 4.0466  0.3204 0.4270
400 | 5.5242  0.4095 0.5450
500 | 6.9036  0.5267 0.6700
50 | 1.8329  0.1107 0.1870
100 | 3.5768  0.2465 0.3090
2 200 | 7.7119  0.5794 0.6660
300 | 10.7818  0.7601 0.8790
400 | 14.3642  0.8875 0.9610
500 | 18.2805  0.9553 0.9920
50 | 0.8532  0.0494 0.0850
100 | 1.0824  0.0624 0.1490
3 200 | 2.9369  0.1941 0.4050
300 | 4.8021  0.3500 0.5590
400 | 6.7524  0.5087 0.7150
500 | 8.2342  0.6130 0.7950

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.
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a arvore 2. Essa mesma relacao entre as arvores foi encontrada para as estimativas do
poder utilizando D para todos os comprimentos de seqiiéncia, com excecao de S = 100.
Nas seqiiéncias de comprimento 100, o poder do teste obtido utilizando o estimador D foi
muito semelhante para as arvores 1 e 3, embora tenha sido um pouco maior para a arvore
1 do que para a arvore 3.

Assim, desses resultados concluimos que a estimativa do poder do teste utilizando D
para JC69 x K80 subestima o poder quando comparado aquele obtido pelo método do
bootstrap paramétrico. Entretanto, em geral, o poder do teste estimado acompanha os
padroes obtidos com o bootstrap paramétrico, ou seja, se o teste A tem maior poder do
que o teste B segundo o bootstrap paramétrico entao a estimativa do poder utilizando D
tenderd a apresentar essa mesma distingao.

Ressaltamos novamente que a principal vantagem da utilizacao do estimador D para
obter o poder do teste é o baixo custo computacional. Enquanto o método do bootstrap
paramétrico requer um numero alto de replicagoes, o estimador D pode ser obtido dire-
tamente a partir da andlise da amostra, sem a necessidade de céalculos adicionais além
daqueles que usualmente sao realizados para esses testes de hipdteses.

6.3 Avaliacao da Correcao de Vicio por Jackknife

Nesta secao apresentamos os resultados de simulagoes realizadas para avaliar o uso
da correcao do vicio de estimadores de maxima verossimilhanca por Jackknife, conforme
Secao 5.3. Para tais simulagoes, utilizou-se o modelo HKY85 (i.i.d.), e a filogenia 1 da
Figura 6.1. Foram utilizadas 5 combinagoes de parametros para o modelo HKYS85, que
estao apresentadas na Tabela 6.16. Para cada conjunto de parametros, foram estimados
K, ma, g, 7c (parametros do modelo HKY85), além dos comprimentos dos ramos da
filogenia, 7, -+ ,75. Note que o parametros my nao precisa ser estimado independente-
mente, uma vez que 7 = 1 — 14 — ¢ — mg. Os conjuntos de parametros 4 e 5 sao tais
que os valores de K e pg sejam proximos daqueles estimados para as aplicagoes de felinos
e primatas das Secoes 3.3.2 e 3.3.3, respectivamente.

Para cada conjunto de parametros da Tabela 6.16, simulamos um conjunto de dados

Tabela 6.16: Parametros Utilizados nas Simulacoes para Avaliar o Jackknife.

(Plnln|n|n|n|K[m]|7]|mr ]|
P1{012|0.10.1|022|04 0.25 ] 0.25 ] 0.25
P2{0.12|0.10.1|022|04 0.20 { 0.20 | 0.25
P3{0.12|0.110.1|022|04 0.25 ] 0.25 | 0.25
P410120.1/0.1]|022|04 0.32 1 0.20 | 0.23
P5{012 0.1 0102204 0.29 { 0.21 | 0.25

N © Ot W N
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da mesma forma como feito nos passos 2 e 3 do algoritmo da Secao 3.2.1. Os parametros
foram estimados por maxima verossimilhanca, utilizando o pacote PAML. Em seguida,
aplicamos o Jackknife, e realizamos a correcao do vicio dos estimadores, de acordo com o
procedimento apresentado na Secao 5.3. Foram realizadas 200 replicagoes deste procedi-
mento para cada conjunto de parametros, nos comprimentos de seqiiéncia S = 80, 140, 200.

Nesta secao apresentamos apenas os dados referentes ao conjunto de parametros P1.
Os demais resultados encontram-se no Apéndice F.

Para avaliar o efeito que o aumento no comprimento das seqiiéncias tém sobre a
estimativa do vicio pelo Jackknife, a Tabela 6.17 e as Tabelas F.2, F.5, F.8 e F.11, do
Apéndice F, trazem a média sobre as 200 replicagoes da estimativa do vicio para cada
parametro, respectivamente para os conjuntos de parametros de P1 a P5. Ao observa-las,
notamos que, em geral, o vicio estimado pelo Jackknife diminui com o aumento de S.
Este resultado é esperado, uma vez que estamos tratando com estimadores de maxima
verossimilhanca, que sao assintoticamente nao viciados.

Deste modo, observamos que a utilizacao do Jackknife para correcao do vicio parece se
justificar mais quando aplicada a seqiiéncias curtas, uma vez que nas seqiiéncias longas,
além do vicio ser muito pequeno, o custo computacional do Jackknife é muito grande.

Para avaliar qual o real efeito que a correcao do vicio por Jackknife tem sobre as
estimativas, comparamos os respectivos estimadores com os valores reais dos parametros.
Para tanto, utilizamos a seguinte estatistica

g=10-10]—10—0,l, (6.1)

em que 6 é o parametro de interesse, § seu estimador de maxima verossimilhanca e 6, o
estimador com a correcao de vicio por Jackknife, conforme apresentado na Secao 5.3. Note
que, se a correcio do vicio por Jackknife melhorar a estimativa de 6 (|0 — 0] > |0 — 0,]),
entao g é positivo; ja, se a estimativa de 0 s for pior, teremos g negativo. Desse modo, g
mede o desempenho da correcao do vicio por Jackknife, isto é, quanto maior for g, melhor
terd sido o desempenho da correcao.

Note que a utilizacao da estatistica g s6 é possivel porque estamos tratando com
simulagoes, em que conhecemos o verdadeiro valor de #. Para seqiiéncias reais, ela nao
poderd ser utilizada.

A Tabela 6.18 e as Tabelas F.3, F.6, F.9 e F.12, do Apéndice F, apresentam os valores
médios de g nas 200 replicacoes, respectivamente, para os conjuntos de parametros P1 a
P5. Notamos que, na maioria das estimativas, assim como acontece com a estimativa do
vicio, o ganho obtido com a correcao por Jackknife é reduzido com o aumento de S na
maijoria das vezes. Como 6 J € calculado com base na estimativa do vicio, é esperado que
o médulo de g diminua com a redugao do vicio. Entretanto, em um nimero consideravel
das estimativas obtivemos g maior quando S = 140, e nao quando S = 80.
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Tabela 6.17: Vicio Médio para P1.

E

|

|

K

T1 T2 73 ‘ T4 ‘ 75 ‘ ‘ TA e TC
80 0.00320 | 0.00234 | 0.00088 | 0.00612 | 0.01363 | 0.13249 | -0.00007 | -0.00005 0.00010
140 | 0.00237 | 0.00091 | 0.00061 | 0.00246 | 0.00696 | 0.06213 0.00002 | -0.00003 | -0.00002
200 | 0.00083 | 0.00059 | 0.00058 | 0.00224 | 0.00509 | 0.04310 | 0.00008 | 0.00006 | -0.00005
Tabela 6.18: Ganho Médio com 6, para P1.

’ S \ T Ty \ T3 \ T4 \ T \ K \ TA \ TG TC
80 | 0.00129 | 0.00065 | 0.00062 | 0.00252 | 0.00221 | 0.05652 | -0.00007 | 0.00002 | -0.00002
140 | 0.00035 | 0.00027 | 0.00018 | 0.00044 | 0.00100 | 0.01441 | 0.00003 | 0.00003 | -0.00001
200 | 0.00070 | 0.00019 | 0.00022 | 0.00068 | 0.00142 | 0.00829 | 0.00003 | -0.00003 | -0.00005

As tabelas de ganho ainda indicam que os parametros das freqiiéncias das bases (74,
TG e Te) sao os que menos sao afetados pela corregao do vicio pelo Jackknife. Assim,
para estes parametros isoladamente, a correcao pode nao se justificar.

A Tabela 6.19 e as Tabelas F.4, F.7, F.10 e F.13, do Apéndice F, apresentam o
percentual das replicagoes em que 0 J representa uma melhora na estimativa de 6, em
relagao a é, para, respectivamente, os conjuntos de parametros de P1 a P5. Notamos que
os diferentes parametros tem comportamentos distintos em relacao a esta estatistica. Em
alguns casos, temos proporcoes que se aproximam dos 80%, que é um resultado muito
bom. No entanto, em outros temos proporcoes proximas de 50%. Notamos, entretanto,
que, diferentemente do que ocorre com a estimativa do vicio e com ¢, nao identificamos
tendéncia distinta desta propor¢ao com o aumento de S.

A Figura 6.18 apresenta uma representacao grafica do vicio médio, ganho médio e per-
centual de melhora das estimativas para cada parametro de P1, dados respectivamente
nas Tabelas 6.17, 6.18 e 6.19. Nela fica evidenciado que tanto o vicio estimado quanto o
ganho para o parametro K é muito maior que nos outros parametros do modelo. Entre-
tanto, essa relacao nao se repete no percentual de melhoras com a correcao do vicio por
Jackknife. Ja a Figura 6.19 apresenta o grafico do vicio médio e do ganho médio para
cada parametro de P1, com exce¢ao do parametro K. Nela podemos ver como a corre¢ao
do vicio com o Jackknife pouco afeta as estimativas das freqiiéncias das bases.

Tabela 6.19: Percentual das Replicacoes com g Positivo para P1.

S [nl[n[nm[n[n[K[7|7]|7]
SO | 645 | 625 | 665 | 54.0 | 45.0 | 520 | 46.0 | 545 | 515
140 | 69.0 | 56.0 | 59.5 | 50.5 | 46.5 | 49.5 | 53.5 | 49.5 | 47.0
200 | 71.0 | 56.0 | 63.0 | 505 | 54.5 | 48.0 | 535 | 465 | 46.0
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Figura 6.18: Graficos de (a) Vicio Médio, (b) Ganho Médio, e (¢) Percentual de
Replicacoes com g Positivo para P1.
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Figura 6.19: Gréaficos de (a) Vicio Médio e (b) Ganho Médio para P1, para Todos os
Parametros Exceto K.
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Tabela 6.20: Ganho Médio e Probabilidade de Melhorar as Estimativas para cada Con-
junto de Parametros.

’ S \ Parametros \ pm \ g ‘
80 P1 0.52500 | 0.01069
140 P1 0.55110 | 0.00423
200 P1 0.53500 | 0.00204
80 P2 0.55833 | 0.00762
140 P2 0.53444 | 0.00185
200 P2 0.54333 | 0.00127
80 P3 0.54556 | 0.02107
140 P3 0.55277 | 0.00815
200 P3 0.56111 | 0.00639
80 P4 0.54056 | 0.08351
140 P4 0.56778 | 0.03150
200 P4 0.52944 | 0.00963
80 P5 0.55166 | 0.00708
140 P5 0.53778 | 0.00249
200 P5 0.54278 | 0.00128

Finalmente, apresentamos um resumo destas estatisticas para cada conjunto de para-
metros. Na Tabela 6.20 constam o valor de g médio (g) e a probabilidade de melhora
(pm) das estimativas, em cada conjunto de parametros utilizado. A andlise da tabela
confirma uma reducao do ganho médio com o aumento de S. J& a probabilidade de haver
uma melhora na estimativa com a correcao do vicio, calculada como a proporcao das
replicagoes em que a estimativa foi melhorada, nao sofre influéncia de S.

Nas simulacoes apresentadas, obtivemos uma probabilidade de melhora da estimativa
média proxima de 0.55. A questao importante é se este ganho é suficiente para justi-
ficar a utilizagdo do Jackknife (e seu custo computacional). Esta resposta depende de
diversos fatores como o comprimento das seqiiéncias, a precisao desejada, o objetivo das
estimativas, entre outros. Uma forma de abordar esta questao, sugerida na pagina 8 de
Efron (1982), é através da comparagao entre as estimativas de vicio e variancia. O autor
comenta que, se a razao
vicio(6)

Var(f)

razao =

(6.2)

—_—

~ ~

em que vicio(f) e Var(f) sao estimados pelo Jackknife, for muito pequena, entao o vicio
tem importancia pequena em relagao a variancia. Assim, ele sugere que a correcao de
vicio por Jackknife seja utilizada apenas quando esta razao for superior a 1/4.
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Tabela 6.21: Percentual das Replica¢oes em que razao > 1/4 para P1.

S [nlnl[m|n|n | K [7]|7][7]
S0 | 925 950 | 920 | 97.5 | 995 | 100.0 | 7.5 | 74.0 | 725
140 | 94.5 | 93.0 | 89.5 | 99.0 | 100.0 | 100.0 | 90.0 | 86.0 | 87.5
200 | 96.0 | 97.0 | 94.0 | 99.5 | 100.0 | 100.0 | 96.0 | 95.0 | 95.5

Calculamos a razao dada pela expressao (6.2) para todas as replicagdes do conjunto
de parametros nimero 1. A Tabela 6.21 apresenta o percentual das replicagoes em que a
razao entre vicio e desvio padrao, estimados por Jackknife, foi superior a 1/4. A variancia
dos parametros foi estimada utilizando a seguinte expressao:

—— 91, N2
Var(0) = —— (8(—i)_0(')> : (6.3)

=1

onde é(_i) ¢ a estimativa do parametro # para a amostra quando se retira a observagao i,
el = %Zil 0(—s), conforme dado no Lema 5.11 (ver Efron e Tibshirani, 1993).

Notamos que, tanto para os comprimentos de ramos quanto para o parametro K,
obtivemos valores superiores a 1/4 para a razao entre vicio e desvio padrao em cerca de
90% das replicacoes. E, até mesmo para os parametros de freqiiéncia das bases, na grande
maioria das replicacoes a condicao foi satisfeita. Assim, segundo o critério sugerido por
Efron (1982), na grande maioria das vezes a utilizagdo da corre¢do do vicio por Jackknife
é recomendada para o conjunto P1 de parametros.

Entretanto, conforme comentado anteriormente, a estimativa do vicio diminui com o
aumento da amostra. Entao, ainda que o critério anterior esteja satisfeito, é possivel que
para comprimentos grandes de S, o uso do Jackknife nao se justifique. A determinacao
para quais valores de S o uso do Jackknife nao seria recomendado é uma questao complexa.
Diversos fatores como o niimero de seqiiéncias na amostra, o modelo utilizado e o grau de
precisao desejado nas estimativas estao envolvidos. Assim, esta é uma questao que requer
uma andalise mais detalhada, e pode ser objeto de futuros trabalhos.
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Capitulo 7

Conclusoes e Futuros Trabalhos

Neste trabalho estudamos diversos aspectos dos testes da razao de verossimilhanca que
comparam modelos de substituicao de bases em seqiiéncias de DNA. Percebemos, tanto
por vias analiticas quanto por meio das simulagoes de Monte Carlo, que a distribuigao
assintotica qui-quadrado é realmente uma boa aproximagao para a estatistica do teste
—2A(X) com S grande, quando consideramos apenas modelos em que os sitios sdo inde-
pendentes e suas taxas de mutacao sao idénticas. Além disso, as simulagoes mostram que
a assintoticidade é atingida até para comprimentos de seqiiéncia muito pequenos, como

S = 100.

Utilizamos a mesma teoria assintotica para estudar o poder dos testes da razao de
verossimilhanca, através da distribuicao da estatistica do teste sob H;. Percebemos que,
diferentemente do que acontece com o valor critico, o poder do teste é influenciado pelo
comprimento das seqiiéncias. Mostramos nao s6 que o poder do teste aumenta com o
aumento de S, mas também que a distribuicao da estatistica do teste, sob Hi, converge
para uma distribui¢ao normal, quando as seqiiéncias ficam mais longas. As simulagoes de
Monte Carlo corroboram esses resultados, e indicam que a distribui¢ao assintética normal
¢ atingida apenas para valores maiores de S, como S = 4000.

Por meio das simulagoes do Capitulo 6, notamos também que o nimero N de seqiiéncias
da amostra tem influéncia muito pequena sobre o poder do teste. Ja o indice de divergéncia
entre as seqiiéncias apresenta uma relagao interessante com o poder: o poder do teste é
maior para valores intermediarios de div. Essa relacao ¢ bastante forte, e devera ser alvo
de futuros trabalhos para verificar se existe um valor de div étimo para todas a seqiiéncias,
ou se esse valor varia dependendo de outros parametros.

Propomos um novo estimador D para o parametro de nao-centralidade da distribuicao
qui-quadrado, que pode ser utilizado, em conjunto com a teoria assintética, para obter
o poder do teste. Além disso, demonstramos a consisténcia de D. Tal estimador tem a
vantagem de nao exigir esforco computacional adicional, além daquele necessario para o
calculo da estatistica do teste. Como estudos do poder destes testes sao praticamente
inexistentes na literatura, nao pudemos comparar o desempenho deste estimador com
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outros trabalhos. Assim, para avaliar a estimativa do poder do teste utilizando 15, a
comparamos com as estimativas para o poder obtidas pelas simulacoes de Monte Carlo.
Notamos que a variacao de parametros e caracteristicas da amostra parecem influenciar
as duas estimativas do poder do teste de forma semelhante. Entretanto, o estimador do
poder que utiliza D tende a sub-estimar o poder do teste, quando comparado com as
simulagoes de Monte Carlo.

Em trabalhos futuros, pretendemos seguir investigando as propriedades estatisticas
do estimador D. Além disso, pretendemos avaliar como ele se comporta quando aplicado
a outros testes e analisar melhor a relacao que existe entre as estimativas do poder do
teste por simulacoes de Monte Carlo e pelo D. Tudo indica que este estimador é um forte
candidato a ser implementado nos aplicativos de analise de maxima verossimilhanca para
usuarios, uma vez que ele fornece o poder do teste praticamente sem custo computacional
adicional. Ressaltamos que, até o momento, o poder do teste dificilmente é considerado
quando se utilizam testes de hipéteses para escolher entre modelos de evolucao do DNA.

No Capitulo 5, através de hipdteses restritivas, obtivemos cotas inferiores para a
variancia dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros de alguns modelos
de substituicao de bases. Notamos ainda que, ao menos no caso do modelo JC69, com o
aumento de S, a variancia de & se aproxima de sua cota inferior. Além disso, a variancia
de & se torna mais proxima de sua cota inferior a medida que a taxa de mutacao o diminui.

Destacamos que, em trabalhos futuros, esta mesma idéia pode ser aplicada aos demais
modelos, para a obtencao de cotas para seus parametros. Acreditamos que a aproximacao
da variancia do estimador da sua cota inferior, quando S aumenta, seja um padrao que
se repete nos demais modelos.

Sugerimos, ainda no Capitulo 5, a utilizacao da técnica de reamostragem Jackknife
para a correcao do vicio dos estimadores de maxima verossimilhanga utilizados nesse
trabalho. Realizamos diversos estudos de simulagao para avaliar quais os reais beneficios
de seu uso. Observamos que o ganho obtido com o uso deste método é reduzido a medida
que as seqiiéncias se tornam maiores, ainda que geralmente seja positivo. Por outro lado,
a comparacao entre estimativas de vicio e variancia indica que, na grande maioria das
vezes, a importancia da estimativa do vicio é grande em relagao a variancia. Assim,
temos bons argumentos que favorecem o uso desta técnica para melhorar as estimativas
dos parametros, ao menos no caso de S pequeno. Ainda assim, faz-se necessario um
estudo que avalie esse método em casos mais gerais e identifique para quais valores de S
ele é recomendado.

As aplicagoes da teoria deste trabalho aos genes de primatas e felinos ilustram bem
a interpretagao dos resultados dos testes de hipdtese em seqiiéncias reais e o cuidado
que se deve ter com os pressupostos do modelo, que podem levar a conclusoes equivo-
cadas. Por meio delas, exemplificamos como se aplicam os testes de hipdteses e quais
conclusoes podem ser obtidas. As aplicagoes também foram importantes para confir-
mar o que freqientemente é dito na literatura: sao necessarios modelos que considerem
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as diferentes pressoes que existem no DNA e que expliquem a variabilidade gerada por
elas. Os modelos devem ainda observar as restri¢coes impostas pelo tempo computacional.
Apresentar alguns destes modelos foi o objetivo do Capitulo 4.

O estudo de modelos que expliquem a evolucao temporal das seqiiéncias de DNA é
muito importante para a biologia evolutiva. Através da estimacao de parametros dos
modelos e comparacao entre modelos diferentes obtém-se informagoes sobre o processo
biolégico. Além disso, a utilizacao de modelos inadequados nas analises que utilizam a
funcao de verossimilhanca pode levar a conclusoes equivocadas. Neste contexto, desta-
camos a importancia dos estudos realizados sobre as caracteristicas do teste da razao de
verossimilhanca, um dos critérios estatisticos mais amplamente utilizados para escolher
entre os modelos.
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Apeéendice A

Nessa apéndice serd apresentado um exemplo de aplicacao do teste da razao
de verossimilhanca. Neste exemplo comparamos a eficiéncia dos modelos Jukes Cantor
(JC69) e Kimura 2-Parametros (K80) para uma amostra ficticia. O objetivo é demon-
strar todas as etapas envolvidas no cédlculo da funcao de verossimilhanca e na aplicacao
do teste.

Suponha que temos uma amostra constituida de trés seqiiéncias de DNA alinhadas,
cada uma de comprimento S = 1000. Suponha ainda, por simplicidade, que a filogenia F'
que relaciona as sequéncias é conhecida e dada na Figura A.1.

Como a funcao de verossimilhanca é calculada como a probabilidade do modelo condi-
cionada aos dados, queremos calcular qual a probabilidade de que um determinado modelo
gere as seqliéncias da amostra. Como tanto o modelo JC69 quanto o K80 assumem que os
sitios sao i.i.d, podemos considerar cada sitio isoladamente. Assim, inicialmente, quere-
mos encontrar a probabilidade de cada uma das possiveis combinagoes de bases na posicao
u das seqiiéncias da amostra, mas para tanto, a filogenia deve ser considerada.

Note que a amostra X é constituida de trés seqiiéncias com 1000 bases em cada.
Dessa forma, no exemplo em questao, a amostra, que é dada por uma matriz N x S, tem
dimensao 3 x 1000. Entretanto, para a analise desejada devemos considerar as seqiiéncias
desconhecidas dos nés internos. Dessa forma, extendemos a matriz X para incluir também

os vetores de varidveis aleatérias X* e X5 que representam respectivamente as seqiiéncias
desconhecidas dos nés internos 4 e 5. Portanto, X = (X!, X2 X3 X4 X5

Funcao de Verossimilhanga para JC69

Comegaremos calculando a probabilidade P(X! = A, X2 = A, X3 = A) de encontrar-
mos a base A na posicao u das trés seqiiéncias da amostra, segundo o modelo JC69. Para
tanto consideramos a arvore apresentada na Figura A.1.

Como os estados dos nos 4 e 5 sao desconhecidos, para calcular a probabilidade de-
sejada devemos considerar todas as possiveis combinacoes de bases nos nds ancestrais.
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Figura A.1: Filogenia F' na posi¢ao hipotética u.
Desta forma, a probabilidade desejada é dada por

P(X)=AX2=AX}=A)=) m P(X) = A X2=AXJ=A| X] =)

i€l
1
=D P, =AXI=AXI=A|X] =),
i€l

pois, para o modelo JC69, 7; = % para todas as bases. Ainda temos que

1 1 _ 2 __ 3 _ 5_'_1 3 _ 5 __ »
ZZ]P’(Xu_A,Xu_A,Xu_A]Xu_z)_ZZIP’(Xu_A]Xu_z)

el i€l
XY P(Xy = | Xp =) P(X) = A, X2 = A,| X = ).

jJEE
Note que, como estamos considerando o modelo JC69, temos

P<YT+TO =1 ‘ YTo :]) = P<YT+TO =1 ‘ YTo = k)

(A.2)

(A.3)

para quaisquer bases i, j e k, tais que i # j e i # k. Na expressao (A.3) Y representa a
varidvel aleatéria de uma cadeia de Markov regida pela matriz (2.9) de taxas infinitesimais

do processo JC69.

A expressao (A.3) significa que as mutagoes para bases diferentes sdo equiprovéveis.
Dessa forma, o somatério em (A.2) pode ser discriminado e eventos de igual probabilidade

reunidos de forma que temos
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=AX2=AX2=A)
LOB(XS = A|XS = AYP(XE = AIX] = AP(X] = AIX! = AJF(X} = A|XE = 4)

+ 3P(X2 = A|XD = AP(X! = O|X>3 = AP(X2 = AlX! = O)P(X! = A|IX!=0O)

+ 3P(X; = AlX; = O)P(X, = A[X] = O)P(X = A|X, = AP(X, = A[X, = A)

+ 3P(X3 = AIX? =CO)P(X!=C|X] P(X2=AlX!=C)P(X! = AX!=0C)

+ 6P(X2 = AIX? =GQ)P(X! =C|X = G)P(X2 = A|X!=CO)P(X] = A|X}=C)).
(A.4)

Cada uma das probabilidades da expressao (A.4) deve ser calculada individualmente,
levando em conta os comprimentos de ramos da arvore F. Assim temos que

P(X!=AX2=A4X3=A)
1
= —(P(Yo5 = A]Yy = A)P(Yo2 = AlYo = A)P(Yos5 = A[Yo2 = A)P(Yo5 = A|Yo2 = A)

4
+ 8B(Yos = Al¥ = AP(Yos = OfYp = A)P(¥os = AlYes = O)B(Yas = Al¥ps = O)
b BB(Yos = AlYy = OJB(Yps = AlYy = C)P(¥os = Al¥ps = AP(Yos = AlYo, = A)
+ 3P(Yos = AlYo = C)P(Yo2 = C|Yy = C)P(Yo5 = A|Yo2 = C)P(Yo5 = AlYo2 = C)
+ 6P(Yos = AlYo = G)P(Yo2 = C|Yo = G)P(Yos = A[Yo2 = C)P(Yo5 = AlYo2 = C)).
(A5)

De acordo com as probabilidades de transigdo do processo dadas pela matriz (2.12)
podemos reescrever a expressao (A.5) como

P(X!=AX2=A4X3=A)
1
= Z«l — 30[0_5)(1 — 3(1/0.2)(1 — 3040_3)(]_ — 30&0.3) —f- 3(1 — 3040_5)0(02 0.3 X0.3

+ 3aps(l —3aps)aos aps + 3apsaoa(l —3aps) (1 —3aps) + 605 o2 aos aps).

(A.6)

Utilizando a expressao (2.13) obtemos P(X! = A, X2 = A, X? = A) em fungao do
parametro « do modelo JC69. Entretanto, é comum que os métodos de estimativa de
filogenias utilizem uma versao padronizada dos modelos de substituicao de bases em que
a taxa de mutagao geral é 1 (ver Felsenstein, 2004). Dessa forma, sdo os comprimentos
dos ramos que indicam a quantidade de evolucao ocorrida naquela linhagem. Assumindo
essa padronizacao e considerando que a taxa de mutacao do processo JC69 é 3a temos
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Tabela 1: Probabilidades das possiveis combinacoes de bases em um sitio da amostra
segundo o modelo JC69 e niimero de combinagoes em cada grupo de igual probabilidade.

’ Tipo de Evento \ N¢ de Combinacoes \ Probabilidade ‘
XI=AX2=AX3=A 4 0.0780
X; =AX:=AX=C 12 0.0229
=AX:=CX =A 24 0.0113
= A, X2 C, X3 G 24 0.0059

que o = 1/3, e com isso podemos encontrar «,, dado pela expressao (2.13), para cada
tempo 7 dado pela Figura A.1. Assim, temos que

1 :

ags = (1 — e P30%) % 0.1217 (A7)
1

an = 7(1— e 5X0%) ~ 0.0824 (A8)
1 s

Qg = 7(1— e 750%) & 0.0585. (A.9)

Dessa forma, obtemos a probabilidade desejada, dada por

P(X!=A X2=AX3=A)~0.0780. (A.10)

Observe que realizamos exatamente o procedimento descrito na Secao 3.1.1 deste tra-
balho para o cdlculo de P(X!, -+ XY|F,7). Como conhecemos a filogenia F' e os com-
primentos dos ramos 7, recaimos na expressao (3.1) apresentada na Segao 3.1.1, dada
por

2N -2 N
P(X} -  XN|F7) = Z Tian—1 H P(i*)i"®) ;) HP (XL}ihO,
iN+17... 71‘2N71 k=N+1 =1

Note que, para o modelo JC69, P(X} = A/ X2 = A/ X2 = A) = P(X} =i, X? =
i, X3 = i), para qualquer i € E.

Ainda nos resta calcular a probabilidade das outras combinacoes. Este calculo é
feito utilizando o mesmo procedimento apresentado para a combinagao {X! = A, X2 =
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A, X3 = A}, e seus resultados estao apresentados na Tabela 1.

Ao todo sao possiveis 64 combinacoes de bases em X,. Entretanto, devido a pecu-
liaridades da filogenia F' e ao fato do modelo JC69 nao distinguir entre as probabilidades
de mutacao, essas combinagoes podem ser reunidas em apenas quatro grupos com prob-
abilidades distintas. Se considerarmos outros modelos ou filogenias com ntmero de nés
externos maior, o nimero de probabilidades a serem calculadas aumentara.

Através das probabilidades acima, podemos finalmente calcular a verossimilhanca das
seqliéncias segundo o modelo JC69. Para isso utilizamos a expressao (3.2), dada por

S
L(F,7X) = L(F,7|X", - XYy =[] P(X,, -, X)|F. 7). (A.11)
u=1
Para simplificar a notacao da funcao de verossimilhanga definimos a estatistica Sxa4 que
conta o nimero de sitios da amostra em que aparece a combinagao {X! = A, X? =
A, X3 = A}, ou outras de igual probabilidade. Da mesma forma, sejam Saca, Saac
e Sicg o numero de sitios da amostra em que aparecem combinacoes de base que ap-
resentam, respectivamente, as mesmas probabilidades de {X! = A, X2 = C, X3 = A},
(X! =AX2=AX3=C}e{X! =AX2=0C, X2 = G}. Assim podemos escrever
(3.2) como

LIF,7IX) = P(X}=A X2=A X3 =A)P(X! = A X2 =C, X3 = A)aca
x P(X,=AX)=AX=C)"P(X} =4 X.=C, X} =G)%e.
(A.12)

Suponhamos que na amostra X as combinacoes estejam distribuidas nos sitios de tal
forma que

SAAA:354§ SACA:31O§ SAACZQGS; SACG:68.

Assim, podemos calcular o logaritmo da funcao de verossimilhanca para estes dados
segundo o modelo JC69, que é dado por

log (L(F, 7|X)) ~ —3653.348. (A.13)

Funcgao de Verossimilhanga para K80

Agora vamos fazer o mesmo procedimento utilizando o modelo K80, para obter o valor
da funcao de verossimilhanca das seqiiéncias de DNA sob este modelo. Entretanto, para
o cdlculo de P(X}, X2, X3), utilizaremos o algoritmo apresentado na Segao 3.1.1.
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Figura A.2: Sub-arvore formada pelos nds externos 1 e 2 e pelo né interno 4, na posicao
hipotética wu.

Vamos primeiro calcular P(X} = A, X2 = C, X2 = A). Inicialmente, explicitamos os
vetores (P(Lg|i),)icr para os nds externos, ou seja k = 1,2,3. Como temos que,

P(Lili), = I(X} = i), (A.14)

em que I(A) representa a funcao indicadora do conjunto A, notamos que,

(P(L1]i)u)ier = (1,0,0,0) (A.15)
(P(Leli)u)ice = (0,0,1,0) (A.16)
(P(L3li)u)ice = (1,0,0,0). (A.17)

Em seguida, consideramos a sub-arvore formada pelos nés externos 1 e 2 e pelo né
interno 4, representada na Figura A.2, para calcular P(Ly|i),.

Para calcular P(L4|A), notamos que

P(Leli)u = Y (i1, 70)P(Lal)uP Ui, ) P(Lin| D (A.18)

Jler

em que n e m sao os nos descendentes do né k. Assim, temos que

P(La|A), = 3 P(1A, 0.3)P(L]j) PUIC, 0.3)B(Lali).. (A.19)

JlEE

Como 1 e 2 sao nds externos temos P(L4|j), = 0, para todo j # A, e P(Ls|l), = 0,
para todo [ # C, a expressao acima se reduz a
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P(Ly|A), = P(A|A, 0.3)P(L,|A)P(A|C, 0.3)P(Ls|C). = P(A|A, 0.3)P(C| A, 0.3). (A.20)

Observando a matriz de probabilidades de transigao do processo K80 dada pela ex-
pressao (2.15), podemos explicitar as probabilidades da expressao (A.20). Assim, obtemos
a seguinte expressao,

P(La|A) = (1 =273 — fos)(703)
_ (1 . %(1 o 674’”0'3) _ i(l + e2(ﬁ+'y)><0‘3)> (%1(1 . 64'y><0.3)) (A.Ql)

em que v e (3 sao os parametros do modelo K80, 793 é a probabilidade de que uma
determinada transversao ocorra em 7 = 0.3, e (3y.3 ¢ a probabilidade de uma transicao em
T=0.3.

Utilizamos a mesma padronizacao realizada para o modelo JC69, de forma que a
taxa geral de mutacao seja 1, ou seja 27 + 3 = 1. Dessa forma, podemos reescrever os
parametros v e 3 do modelo K80 em funcao da razao de transicoes e transversoes K = g,
obtendo

1 K

= = —. A.22
K +2 b K +2 ( )

r-)/

O valor de K deve ser estimado a partir dos dados. Supondo que o valor estimado
de K seja 10, com base nas expressoes de (A.22) podemos calcular a probabilidade na
expressao (A.21), obtendo

P(L4|A), ~ 0.0182. (A.23)

Fazendo o mesmo procedimento para as outras trés bases obtemos o vetor

(P(L4|i)o)icr ~ (0.0182, 0.0045, 0.0182, 0.0045). (A.24)

Agora seguiremos para o né imediatamente anterior, ou seja o né 5. Para calcular
P(Ls|A), devemos considerar os vetores (A.17) e (A.24) e a sub-drvore representada na
Figura A.3.

Diferentemente de (P(Lg|i)y)ier para k = 1,2,3, (P(Ly4li)y)ier ¢ um vetor com todas
as entradas nao nulas. Dessa forma, o célculo de P(Ls|i), nao pode ser simplificado da
forma como feito com P(Ly4|i),. Assim, temos que

P(LslA)u = Y P(j|A 0.5)P(Lslj)uP(| A, 0.2)P(La|l),
JleE
= P(A]A,05) ) P(I|A,0.2)P(Ly|l),

leE
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Figura A.3: Sub-arvore formada pelo né externo 3 e pelos nds internos 4 e 5, na posicao
hipotética wu.

e ainda,

P(Ls|A)y = (1 —2%5— Bos)(1 — 27902 — Bo2)P(La|A)y + Bo2P(Ls|G).

considerando K = 10. Utilizando o mesmo procedimento com as outras trés bases, temos
que

(P(Ls|i)u)ice ~ (0.0107, 0.0017, 0.0006, 0.0003). (A.25)

Assim, podemos calcular o valor da fungao de verossimilhanga da combinagao (X! =
A X2=C, X3 = A), que é dado por

. 1 .
LIF7IX! = A X2=0C,X3=A) = ZP(L5yz)m =1 ZP(L5|Z>U, (A.26)
ieE i€l
ja que o modelo K80 assume distribuicao homogénea de bases. Portanto, temos que
L(F,7|X) = A, X2=C, X3 = A) ~0.0033. (A.27)

Este mesmo procedimento deve ser repetido para todas as outras possiveis combinacoes
de bases em (X}, X2 X3 ). Os resultados desses célculos estao apresentados na Tabela 2.

Agora queremos escrever a funcao de verossimilhanga da amostra X. Sejam S444,
Saac, Saaa, Saca, Saga, Sace € Sace 0s numeros de sitios com combinagoes de base que
apresentam, respectivamente, as mesmas probabilidades de {X! = A, X2 = A, X3 = A},
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Tabela 2: Probabilidade das possiveis combinagoes de bases em um sitio da amostra,
segundo o modelo K80, e nimero de combinagoes em cada grupo de igual probabilidade.

’ Tipo de Evento \ N¢ de Combinacoes \ Probabilidade ‘
X' =AX2=AX2=A 4 0.0885
X}L =AX:=AX=C 8 0.0082
=AX:=AX =G 4 0.0504
= A, X2 C, X3 A 16 0.0033
= A, X2 G, X3 A 8 0.0322
X1 A, X2 G, X3 C 8 0.0039
X1 A, X2 C, X3 G 16 0.0024

(X! =AX?=AX3=0C}L{X=A4AX2=AX3=G}, {X! =AX2=C,X3= A}
(X1 A X2 =G X3 = A} (X = A X2 =G, X3 = C) e {X1= A, X2=C, X3 = Q).
Assim podemos escrever (3.2) como

LIF,7IX) = P(X,=AX2=A X} =A)P(X! = A X2 =A,X] = ()
x P(X)=AX=AX}=G)MP(X, =A X} =C,X = A)ca
x P(X!=AX2=G, X3=A)%caP(X! = A X2 =G, X3 = (C)%4cc
x P(X}=AX2=C X3 =@q)%ce,

(A.28)

Note que o modelo K80 apresenta um niimero maior de grupos de combinagoes de bases
com probabilidades distintas do que o modelo JC69. Isso é uma conseqiiéncia natural do
fato de o modelo K80 designar probabilidades diferentes para transicoes e transversoes,
enquanto o modelo JC69 trata todas as mutacoes de forma igual.

Suponhamos que na amostra X as combinacoes estejam distribuidas nos sitios de forma
que

Saaa =354;  Saac =1202;  Saac =66;  Saca =53;

Saga =257, Sacc =31, Sace = 37.

Assim, podemos calcular o logaritmo da funcao de verossimilhanca para os dados,
segundo o modelo K80, que é dado por

log (L(F, 7|X)) ~ —3361.126. (A.29)
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Aplicagao do Teste JC69 x K80

Na andlise acima mostramos apenas como se obtém o valor da fun¢ao de verossimilhan-
¢a da amostra X para uma filogenia com topologia e comprimentos de ramos conhecidos.
Essa é uma situagao hipotética, na maioria dos casos tais informagoes (especialmente os
tempos 7) dificilmente estao disponiveis ou sao confidveis. Entretanto, ainda dentro do
exemplo, desejamos aplicar o teste de razao de verossimilhanga, ver expressao (3.13), para
descobrir qual o melhor modelo para as seqiiéncias X.

Para tanto, é necessario maximizar as funcoes de verossimilhanca sob os modelos JC69
e K80. Neste exemplo, conhecemos todos os parametros da filogenia. Entao, as funcoes
de verossimilhanga devem apenas ser otimizadas em relagao aos parametros livres dos
modelos de substituicao de bases. Para o modelo JC69, devido a restricao de que a taxa
geral de mutacao é 1, nao restam parametros livres para que se faca uma otimizacao, e
assim o maximo da fungao de verossimilhanga é o mesmo valor calculado em (A.13). J&
no caso do modelo K80, a funcao de verossimilhanca deve ser maximizada em relacao
ao parametro K (taxa de transigoes e transversoes). Para o calculo de tal fungao, neste
exemplo, tivemos que supor que o valor de K foi estimado. Se utilizarmos o valor de K
estimado pelo método da maxima verossimilhanca, entao, por definicao, a fungao atingira
seu maximo neste ponto. Desta forma, temos que

Hy : Pressupostos Al, A2, A3 e Q = Qycgo, Po= (3.1,5.1);
H; : Pressupostos Al, A2, A3 e Q = Qkso, Po= (3.1,5.3),

onde os pressupostos Al, A2 e A3 sao os mesmos apresentados na Secao 3.2. Assim,
utilizando as expressoes (A.13) e (A.29), temos que

A(X) = log (EKSO(X)) ~log <£J069(X)> ~ —3653.348 + 3361.126 ~ —292.222, (A.30)

onde L joe0(X) é o valor da funcdo de verossimilhanga para o modelo JC69, e iK80<X>
é o valor da funcao de verossimilhanca para o modelo K80, calculado no valor de K,

estimado pelo método da maxima verossimilhanca. Dessa forma, a estatistica do teste
—2A(X) assume valor 584.444.

Para calcular o p-valor devemos comparar o valor de —2A(X) obtido com a distribuigao
de —2A(X) sob Hy (ver Yang, 2007). Conforme apresentado na Segao 3.2, a distribuicao
assintética tedrica de —2A(X) é x2, em que 7 representa os graus de liberdade e ¢ dado
pela diferenca de parametros livres dos modelos de Hy e H;. Assim r =2 — 1 = 1. Note
que da comparacio de —2A(X) com a distribuigao x? temos que

p-valor = P(—2A(X) < x3) < 0.0001. (A.31)
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JC69 x K80 (sob HO) JC69 x K80 (sob H1)
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Figura A.4: Histograma e Q-Q plots dos valores de —2A(X) obtidos por simulagoes de
Monte Carlo sob Hy e H;.

Desta forma, temos forte evidéncia de que o modelo K80 descreve melhor a evolucao da
amostra X, e rejeitamos Hy. Note que, se quisermos realizar um teste de nivel de confianca
A = 0.01 (isto é, P(H; é aceita |H, é verdadeira) = 0.01), com base na distribuigao
assintotica tedrica, devemos comparar —2A(X) = 584.444 com o valor 6.64, obtido da
distribuigao x?. Neste caso também temos forte evidéncia de que o modelo K80 é mais
adequado ao nivel de 99% de confianca.

Por outro lado, podemos utilizar o bootstrap paramétrico, descrito na Secao 3.2.1,
para obter a distribuicao da estatistica do teste sob Hj. E, neste caso, utilizando 1000
repeticoes para as simulagoes de Monte Carlo com filogenia fixa F, temos que o valor
critico para o nivel de confianca 99% é de 6.5070. O p-valor obtido é também menor
do que 0.001, de forma que, com base nesse método, também temos fortes indicios para
rejeitar H.

Utilizando o método proposto na Secao 3.2.3 podemos obter o poder do teste da razao
de verossimilhanca que compara os modelo JC69 e K80 para a amostra X com base na
distribuicao obtida pelas simulagoes. Utilizamos a filogenia F' e o valor estimado da taxa
de transicoes e transversoes K = 10, com 1000 repeticoes. Assim temos que o poder do
teste é 1. A Figura A.4 apresenta histogramas e Q-Q plots da distribuicao de —2A(X)
obtida pelas simulagoes sob Hy e Hy. Nos Q-Q plots, a distribuigao de —2A(X), sob Hy, é
comparada com a x? e a distribuigao de —2A(X), sob Hy, é comparada com a distribuigao

182



Tabela 3: Resultado do Teste do Exemplo.

Teste —2A(X) | Distribui¢do Tedrica Simulagao de Monte Carlo Decisao
r p-valor p-valor Valor Critico 99%  Poder
[ JC69 x K80 | 584.444 [ 1 4.0497 x 10~ 9 [ < 0.0001 6.5070 1 rejeita

normal.

Os resultados obtidos para o teste de hipoteses estao apresentados na Tabela 3.
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Apéendice B

Apresentamos aqui uma demonstragao para o Teorema 5.2 dado na Segao 5.1.

Teorema B.1. (Método Delta). Seja T, = (11,---,T,)" vetor de estimadores com

distribui¢ao assintética normal multivariada com média @ = (04,---,0,) e matriz de
variancias-covariancias 3. Suponha que a func¢ao g(ty, - ,t,) = (g1(t1, - ,tn), -+,
Gn(t1, -+ ,tn)) tem matriz de derivadas J em t = 6. Entao,

Vi(g(T,) —g(8)) = Z.  quandon — oo, (B.1)

onde Z ~ N(0,J X J'). Assim, g(T,) tem varidancia assintética normal multivariada
com vetor de médias g(0) e matriz de varidancias-covariancias J X J'.

Demonstragao: A expansao em série de Taylor de g(T,,) em torno de 8 é dada por

g(T.) =g(0) + (Tn — 0)'T + O(| T — 6]%) (B.2)
em que ||z|| = /D22 e O(z) é uma funcao tal que limzﬂo@ ¢ uma constante e

lim, o O(z) = 0. Assim, rearranjando a expressao acima, temos

v (g(Ts) — 8(0)) = Vi(Tn — 0)'J + VnO(| T — 0]%). (B.3)

Mas note que por hipotese

V[T — 6] — N(0,%). (B.4)

Deste modo, temos que
E (v (g(T,) — 8(6))) ~ E (vn(Ta — 6)/3) — 0 (B.5)
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Var (v/n (g(T,) — g(8))) ~ Var (vVn(Tn — 0)J) - I = J".

Assim, pelo Teorema de Slutzky, temos que, quando n — oo,

Vn[g(T,) — g(0)] — N(0,J = J).
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Apéndice C

Apresentamos aqui os histogramas omitidos da Secao 6.1. Os histogramas apre-
sentam a distribuigdo obtida para a estatistica do teste —2A(X) apresentada em (3.13),
sob Hy e sob Hy, definidas em (3.12). Estes histogramas sao para os testes de hipéteses
JC69x K80, JC69xF81, K8OxHKYS85, F81 xHKY85 e HKY85x GTR. Os quatro ultimos
testes de hipoteses foram estudados no caso em que pg é estimado tanto pelo método da
maxima verossimilhanga quanto pelo método dos momentos. Os parametros utilizados
nas simulacoes estao apresentados no texto da Secao 6.1 e os histogramas a seguir sao
correspondentes as arvores 1 e 2 apresentadas na Figura 6.1.

Os histogramas apresentados neste apéndice ratificam as observagoes feitas na Secao
6.1. Destacam-se as observagoes sobre a funcao de distribuicao de —2A(X) sob Hy para
os testes de hipdteses JC69xF81 e K8OxHKY85, quando utilizamos o estimador pg, que
claramente nao é uma qui-quadrado. Isso pode ser facilmente evidenciado pela presenca
de valores negativos para a estatistica do teste. Outra observacao evidenciada pelos
histogramas desse apéndice é o fato de o poder do teste aumentar quando o nimero de

sitios S de cada seqiiéncia aumenta. Com o aumento de S, percebe-se que os valores de
—2A(X), sob Hj, aumentamn.
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Figura C.1: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipéteses JC69 x K80, sob Hy e
sob Hi, para a Arvore 1.
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sob HO (S=100) sob HO (S=500) sob HO (S=1000) sob HO (S=2000)
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Figura C.2: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses JC69 x F81, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 1.
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Figura C.3: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses JC69 x F81, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 1.
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sob HO (S=100) sob HO (S=500) sob HO (S=1000) sob HO (S=2000)
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Figura C.4: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipoteses K80 x HKY85, sob H
e sob Hy, com pg, para a Arvore 1.
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Figura C.5: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipoteses K80 x HKY85, sob Hy
e sob Hy, com pg, para a Arvore 1.
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Figura C.6: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipéteses F81 x HKY85, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 1.
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Figura C.7: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipéteses F81 x HKY85, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 1.
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sob HO (S=100) sob HO (S=500) sob HO (S=1000) sob HO (S=2000)
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Figura C.8: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hip6teses HKY85 x GTR, sob Hy
e sob Hy, com pg, para a Arvore 1.
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Figura C.9: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses HKY85 x GTR, sob H,
e sob Hy, com pg, para a Arvore 1.
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sob HO (S=100) sob HO (S=500) sob HO (S=1000) sob HO (S=2000)
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Figura C.10: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses JC69 x K80, sob Hy e
sob Hi, para a Arvore 2.
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sob HO (S=100) sob HO (S=500) sob HO (S=1000) sob HO (S=2000)
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Figura C.11: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses JC69 x F81, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 2.
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Figura C.12: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses JC69 x F81, sob Hy e
sob H;, com pg, para a Arvore 2.
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Figura C.13: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hip6teses K80 x HKYS85, sob Hy
e sob Hy, com pg, para a Arvore 2.
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Figura C.14: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hip6teses K80 x HKYS85, sob Hy
e sob Hy, com pg, para a Arvore 2.

194



sob HO (S=100) sob HO (S=500) sob HO (S=1000) sob HO (S=2000)

8 - 8 - 8 - 8
= ' = ' = ' = '
' ' ' '
o ' o ' - ' o '
8 1 8 1 8 1 8 1
| | | |
| | | |
g 4 ! g 4 ! g 4 ! g 4 !
' ' ' '
' ' ' '
s | ' s | ' s | ' s | '
- | - | - | - |
| | | |
1 1 1 1
T Tt T Tt T Tt B e e
0o 2 4 & 8 10 o 2 4 6 8 10 0o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
sob H1 (S=100) sob H1 (S=500) sob H1 (S=1000) sob H1 (S=2000)
T S S S
' ' ' '
' ' ' '
8 1 8 1 8 1 8 1
| | | |
[ | | |
2 ! g g g !
[ ' ' '
[ ' ' '
< < < <
T T T T
[ | | |
1 1 1 1
< < < =
o 200 600 1000 o 200 600 1000 o 200 600 1000 o 200 600 1000

Figura C.15: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipéteses F81 x HKY®85, sob Hy
e sob Hy, com Py, para a Arvore 2.
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Figura C.16: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipteses F81 x HKY®85, sob Hy
e sob Hy, com pg, para a Arvore 2.
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Figura C.17: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hip6teses HKY85 x GTR, sob H
e sob Hy, com pg, para a Arvore 2.
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Figura C.18: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses HKY85 x GTR, sob H,
e sob Hy, com pg, para a Arvore 2.
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Apendice D

Apresentamos aqui os Q-Q plots e resultados dos testes de aderancia omitidos da
Secao 6.1, para os testes de hipéteses JC69x K80, JC69x F81, K8Ox HKY85, F81 x HKY85
e HKY85x GTR. Os quatro tltimos testes foram estudados no caso em que pg é estimado
tanto pelo método da maxima verossimilhanca quanto pelo método dos momentos. Os
parametros utilizados nas simulagoes estao apresentados no texto da Segao 6.1.

Os graficos apresentam comparagoes de quantis entre as distribui¢oes obtidas para a
estatistica do teste —2A(X), definida em (3.13), sob Hy, e as respectivas distribui¢oes
tedricas x?. Apresentam ainda as comparacoes de quantis entre as distribuicoes de
—2A(X), obtidas sob Hj, e a distribuicdo normal. As figuras de D.1 a D.6 referem-
se as simulagoes realizadas na arvore 1, com pg e pgo. Ja as figuras D.7 a D.12 referem-se
as mesmas simulacoes realizadas na arvore 2

As Tabelas D.1 e D.2 apresentam a decisao dos testes de aderéncia qui-quadrado que
tem como hipétese nula: —2A(X), sob Hy, tem distribuigao x? determinada pelo Teorema
3.1. Ja as Tabelas D.3 e D.4 apresentam a decisao dos testes de normalidade Shapiro-
Wilks, que tem como hipé6tese nula: —2A(X), sob Hy, tem distribuigdo normal. Em todas
as tabelas, quando nao aparece “aceito”na célula correspondente a um teste, significa que
H, foi rejeitada.

Os graficos neste apéndice ratificam o que foi mencionado na Secao 6.1 em relacao a
fungao de distribuicao de —2A(X), sob Hy e sob H;. Notamos que a funcao de distribuigao
de —2A(X), sob Hy, é préxima a distribuigao qui-quadrado prevista pelo Teorema 3.1
para todos os testes de hipdteses, com excecao de JC69xF81 e K80xHKY85 quando
utilizamos p. Nesses testes de hipéteses percebe-se um claro desvio da distribuicao qui-
quadrado na cauda esquerda. J& em relagao a fungao de distribuicao de —2A(X), sob Hy,
nota-se que para S € {100,500, 1000} a distribuigao se aproxima da distribui¢do normal
com o aumento de S. Para S = 100, a funcao de distribuigao é distante da normal para
a maioria dos testes de hipoteses analisados. Entretanto, nem sempre se verifica uma
aproximacao da distribuicao normal quando S passa de 1000 para 2000.
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O resultado dos testes de aderéncia reforcam o que foi comentado anteriormente. Para
os testes que utilizam o estimador pg, a estatistica do teste sob Hy tem distribuicao qui-
quadrado. E, entre os testes que utilizam o estimador pg, apenas aqueles que nao testam
para pg apresentam distribuicao qui-quadrado (embora nao de maneira tao consistente
quanto com py). Sob Hj, a estatistica do teste apresenta distribuigdo normal apenas para
alguns testes, e em geral, para valores grandes de S.

Tabela D.1: Decisao do Teste Qui-quadrado para —2A(X), sob Hy, Utilizando po.

Teste Arvore | S =100 | S =500 | S =1000 | S = 2000 | Distribuicao
Tedrica
1 aceita aceita aceita aceita
JC69 x K80 2 aceita aceita aceita aceita %
3 aceita aceita aceita aceita
1 aceita aceita aceita -
JC69 x F81 2 aceita aceita aceita aceita X3
3 aceita aceita aceita aceita
1 aceita aceita aceita aceita
K80 x HKYS85 2 aceita aceita aceita aceita X3
3 aceita aceita aceita aceita
1 aceita - aceita aceita
F81 x HKY85 2 aceita aceita aceita aceita X3
3 aceita aceita aceita aceita
1 aceita aceita - aceita
HKYS85 x GTR 2 aceita aceita aceita aceita %
3 aceita aceita aceita aceita

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianga.

198



Tabela D.2: Decisao do Teste Qui-quadrado para —2A(X), sob Hy, Utilizando py.

Teste Arvore | S =100 | S =500 | S =1000 | S = 2000 | Distribuicao
Teérica
1 _ _ Z _
JC69 x F81 2 - - - - Xa
3 - - - -
1 N - - N
K80 x HKYS85 2 - - - - Xa
3 - - - -
1 aceita aceita aceita aceita
F81 x HKY85 2 aceita aceita aceita aceita X3
3 aceita aceita - -
1 aceita aceita aceita aceita
HKYS85 x GTR 2 - - - - %
3 aceita aceita - aceita

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianga.

Tabela D.3: Decisao do Teste de Normalidade Shapiro-Wilks para —2A(X), sob Hy,
Utilizando py.

Teste | Arvore | S =100 | S =500 | S =1000 | S = 2000 |

1 - - aceita aceita

JC69 x K80 2 - aceita aceita aceita

K=3 3 - aceita - aceita
1 R - R R

JC69 x K80 2 - aceita aceita aceita
K=5 3 - aceita aceita -
1 R R R R
JC69 x F8&1 2 - - - -
3 - - - -
1 Z Z Z Z
K80 x HKYS&5 2 - - - -
3 - - - -
1 - - aceita -

F81 x HKY85 2 - - aceita aceita
3 - - - -
1 R - R R
HKY85 x GTR 2 - - - -
3 - - - -

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.
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Tabela D.4: Decisdo do Teste de Normalidade Shapiro-Wilks para —2A(X), sob Hj,
Utilizando py.

Teste | Arvore | S =100 | S =500 | S =1000 | S = 2000 |

1 Z Z _ _
JC69 x F81 2 - - - -

3 - - - -

1 R R _ -
K80 x HKYS&5 2 - - - -

3 - - - -

1 - - aceita -
F81 x HKY85 2 - - aceita aceita

3 - - -

1 - aceita aceita
HKY85 x GTR 2 aceita - -

3 aceita - -

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianga.
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Figura D.1: Q-Q plot, sob Hy, para os Testes de Hipdteses JC69 x K80 e JC69 x F81
para a Arvore 1, Utilizando pg.
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Figura D.2: Q-Q plot, sob Hy, para os Testes de Hipoteses K80 x HKYS85, F81 x HKYS&5
e HKY85 x GTR para a Arvore 1, Utilizando py.
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Figura D.3: Q-Q plot, sob Hy, para os Testes de HipGteses JC69 x F81, K80 x HKYS85,
F81 x HKY85 e HKYS85 x GTR para a Arvore 1, Utilizando py.
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Figura D.4: Q-Q plot, sob Hj, para os Testes de Hipdteses JC69 x K80 e JC69 x F81

para a Arvore 1, Utilizando pg.
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Figura D.5: Q-Q plot, sob Hy, para os Testes de Hipoteses K80 x HKYS85, F81 x HKYS&5
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Figura D.6: Q-Q plot, sob H;, para os Testes de Hipdteses JC69 x F81, K80 x HKYS85,
F81 x HKYS85 e HKY85 x GTR para a Arvore 1, Utilizando py.
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Figura D.7: Q-Q plot, sob Hy, para os Testes de Hipdteses JC69 x K80 e JC69 x F81
para a Arvore 2, Utilizando pog.
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Figura D.8: Q-Q plot, sob Hy, para os Testes de Hipoteses K80 x HKYS85, F81 x HKYS&5
e HKY85 x GTR para a Arvore 2, Utilizando py.
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Figura D.9: Q-Q plot, sob Hy, para os Testes de HipGteses JC69 x F81, K80 x HKYS85,
F81 x HKY85 e HKYS85 x GTR para a Arvore 2, Utilizando py.
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Figura D.10: Q-Q plot, sob Hy, para os Testes de Hipdteses JC69 x K80 e JC69 x F8&1

para a Arvore 2, Utilizando pg.
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Figura D.11: Q-Q plot, sob Hy, para os Testes de Hipoteses K80 x HKYS85, F81 x HKYS&5
e HKY85 x GTR para a Arvore 2, Utilizando py.

211



JC69 x F81 (S=100)

K80 x HKY (S=100)

F81 x HKY (S=100)

HKY x GTR (S=100)

< O < 0’0 < 0 <
N ™
S o g o - 8 o 8
© © a © z
a] _ a) ) [= .
¥ § o R ¥
~ -
) g N 7
)
L L L L L T T T 1 11 L L L L L
-3 -1 1 2 3 -3 -1 1 2 3 -3 -1 1 2 3 -3 -1 1 2 3
Normal Normal Normal Normal
JC69 x F81 (S=500) K80 x HKY (S=500) F81 x HKY (S=500) HKY x GTR (S=500)
- <~ : P - <« [
N o~
o] g N ol < .
§ e § e § e D
r,v § ¥ %
T T T 1 11 T 1 T 111
-3 -1 1 2 3 -3 -1 12 3 -3 -1 1 2 3 -3 -1 12 3
Normal Normal Normal Normal
JC69 x F81 (S=1000) K80 x HKY (S=1000) F81 x HKY (S=1000) HKY x GTR (S=1000)
™ - (4] 1) ™ -
N o~ o~ -
8 < 4 e — £ o g
8 - 8 8 8
s ° § ° § S ° ]
- 1 .
o o~ o
1 | o [
o ! o
L L L L L L L L L L
-3 -1 12 3 -3 -1 12 3 -3 -1 1 2 3 -3 -1 12 3
Normal Normal Normal Normal
JC69 x F81 (S=2000) K80 x HKY (S=2000) HKY x GTR (S=2000)
N [9) o ® ™
o
~ 4
s © s s s
© T © T
a] a) ) o o 4
o o N N - N
1 | - | I I ]
]
R o Y
o) I
|
-3 -1 1 2 3 -3 -1 12 3 -3 -1 1 2 3 -3 -1 12 3

Normal

Normal

Normal

Normal

Figura D.12: Q-Q plot, sob Hy, para os Testes de Hipoteses JC69 x F81, K80 x HKYS85,
F81 x HKYS85 e HKY85 x GTR para a Arvore 2, Utilizando py.
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Apeéendice E

Apresentamos aqui os resultados de simulacoes feitas com as arvores da Figura
6.1 para os testes de hipéteses K80xF84 e F84x GTR. Os parametros utilizados para os
modelos K80 e GTR foram os mesmos da Secao 6.1. Para o modelo F84 foi utilizado
K =3epo = (02 03,0.3,0.2), e os comprimentos das seqiiéncias utilizados foram
S € {100, 500, 1000, 2000}. O parametro py foi estimado utilizando pg. As Tabelas E.1
e E.2 apresentam, respectivamente, o valor critico a 99% de confianca e o poder do teste
para todas as simulacoes. A Tabela E.3 apresenta a decisao do teste qui-quadrado que
tem como hipétese nula: —2A(X), sob Hy, tem distribuig¢iao y? determinada pelo Teorema
3.1. Ja a Tabela E.4 apresenta a decisao do teste de normalidade Shapiro-Wilks, que tem
como hipdtese nula: —2A(X), sob Hj, tem distribuicdo normal. Em ambas as Tabelas
E.3 e E.4, quando nao aparece aceito na célula correspondente a um teste, significa que H
foi rejeitada. As Figuras E.1 a E.6 apresentam os histogramas obtidos para a distribuicao
da estatistica do teste —2A(X), definida em (3.13), sob as hipdteses Hy e Hy, dadas em
(3.12).

Notamos que os valores criticos simulados para o teste de hipoteses K80xF84 foram
sempre inferiores ao valor critico da distribuigao tedrica x3 (11.36). Por outro lado, para
o teste de hipoteses F84x GTR, obtivemos valores criticos simulados em geral maiores do
que o valor critico tedrico, que é de 13.28. Observamos também que o poder do teste
aumenta, com o aumento de S, e para valores de S > 500, o poder do teste ja é muito
préoximo de 1. Esses resultados sao compativeis com aqueles encontrados para outros
testes de hipdéteses na Segao 6.1.

Os resultados dos testes qui-quadrado sao condizentes com o apresentado na Secao
6.1. No teste K80 x F84, que testa para pg, a hipdtese de que —2A(X) ~ x? foi sempre
rejeitada. E, com poucas excegoes, a hipdtese de que —2A(X) ~ x? foi aceita no teste
F84 x GTR, que nao testa para a freqiiéncia das bases. Notamos ainda que, sob Hi, a
hipétese de normalidade foi aceita em alguns testes, e para valores grandes de S.
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Tabela E.1: Comparacao entre Valor Critico Simulado e Tedrico.

Teste Arvore | S =100 | S =500 | S =1000 | S = 2000 | Valor Critico
Tedrico

1 10.2536 | 11.1868 11.9346 10.2632 11.36
K80 x F84 2 11.0078 | 10.7020 8.9476 11.6952 11.36

3 11.0894 9.2974 | 11.8948 10.0656 11.36

1 13.6606 | 13.0518 | 13.6120 15.0006 13.28
F84 x GTR 2 14.5004 | 14.4504 15.4392 14.1852 13.28

3 13.7744 | 15.1752 13.5312 13.2064 13.28

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.

Tabela E.2: Poder do Teste Utilizando py.

Teste | Arvore | S =100 | S =500 | S =1000 | S = 2000
1 [ 03910 | 0.9990 | 1.0000 | 1.0000

K80 x F84 2 0.5410 1.0000 1.0000 1.0000
3 0.2880 | 0.9990 1.0000 1.0000
1 0.2250 | 0.9800 1.0000 1.0000
F84 x GTR 2 0.6690 1.0000 1.0000 1.0000

3 0.3120 | 0.9920 1.0000 1.0000

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.

Tabela E.3: Decisao do Teste Qui-quadrado para —2A(X), sob Hy, Utilizando py.

Teste Arvore | S =100 | S =500 | S = 1000 | S = 2000 | Distribuicao
Tedrica
1 R _ _ -
K80 x F&4 2 - - - - X§
3 - _ - -
1 aceita - aceita aceita
F84 x GTR 2 - acelta acelta aceita X;
3 aceita aceita aceita aceita

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianga.
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Tabela E.4: Decisao do Teste de Normalidade Shapiro-Wilks para —2A(X), sob Hj,
Utilizando py.

Teste | Arvore | S =100 | S =500 | S =1000 | S = 2000 |
1 _ _ _ _
K80 x F84 2 - - aceita aceita
3 - - - aceita
1 _ _ _ _
F84 x GTR 2 - - - aceita
3 ; ; ; ;

Nota: Os testes foram realizados ao nivel de 99% de confianca.
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Figura E.1: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses K80 x F84, sob Hy e sob
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Figura E.2: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses F84 x GTR, sob Hy e
sob Hi, Utilizando pg, para a Arvore 1.
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Figura E.3: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses K80 x F84, sob Hy e sob
H;, Utilizando pg, para a Arvore 2.
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Figura E.5: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hip6teses K80 x F84, sob Hy e sob
H;, Utilizando pg, para a Arvore 3.
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Figura E.6: Histogramas de —2A(X) para o Teste de Hipdteses F84 x GTR, sob Hy e
sob Hy, Utilizando pg, para a Arvore 3.
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Apeéendice F

Neste apéndice estao apresentadas as tabelas omitidas na Se¢ao 6.3, referentes ao es-
tudo da correcao por Jackknife do vicio dos estimadores obtidos pelo método da maxima
verossimilhanca, e seus respectivos graficos. As Tabelas F.2, F.5, F.8 e F.11 trazem a
média sobre as 200 replicacoes da estimativa do vicio para cada parametro, respectiva-
mente para os conjuntos de parametros de P2 a P5, apresentados na Tabela F.1. Ja as
Tabelas F.3, F.6, F.9 e F.12 apresentam os valores médios da estatistica g, dada pela
expressao (6.1), nas 200 replicagdes, respectivamente, para os conjuntos de parametros
P2 a P5. E as Tabelas F.4, F.7, F.10 e F.13 apresentam o percentual das replicagoes
em que 6, representa uma melhora na estimativa de 6, em relacao a 0, para 0s mesmos
conjuntos de parametros.

As Figuras de F.1 a F.4 apresentam as representacoes graficas das estatisticas uti-
lizadas para avaliar a correcao do vicio por Jackknife para, respectivamente, os conjuntos
de parametros P2 a P5.

Fica evidenciado neste apéndice que nao ha uniformidade nos resultados obtidos pela
correcao do vicio por Jackknife. Freqiientemente, o ganho obtido em um parametro é
compensado por um resultado ruim em outro parametro. Entretanto, em geral, observa-
se que o vicio estimado tende a diminuir com o aumento de S, e, em grande parte das
estimativas, o ganho com a correcao também diminui. Verifica-se também que o maior
beneficio da utilizacao da correcao do vicio por jackknife ocorreu no parametro K. No
entanto, esse beneficio foi pequeno para os parametros w4, Tg € 7.
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Tabela F.1: Parametros Utilizados nas Simulagoes para Avaliar o Jackknife.

(Plnln|n|mn|n|K[m]|7]|mr ]|

P1]012|0.1/0.1]022|04| 2 |0.25]0.25|0.25

P21012|0.1/0.1]022|04| 3 |0.20|0.20 | 0.25

P3]1012|0.1/0.1]022|04| 5 |0.25]0.25|0.25

P4|012|0.1/0.1|022|04(9 |0.32]0.20|0.23

P5[1012 0.1 10.1]022|04| 2 |0.29]0.21|0.25
Tabela F.2: Vicio Médio para P2.

s [ n [ =» [ =»n [ n [ = [ K | m [ 76 [ 7 |
80 | 0.00554 | 0.00106 | 0.00244 | 0.00634 | 0.01567 | 0.26063 | -0.00024 | -0.00027 | 0.00025
140 | 0.00190 | 0.00115 | 0.00073 | 0.00372 | 0.00923 | 0.12285 | -0.00011 | -0.00007 | 0.00008
200 | 0.00119 | 0.00057 | 0.00071 | 0.00263 | 0.00610 | 0.08365 | -0.00013 | -0.00002 | 0.00006

Tabela F.3: Ganho Médio com 6, para P2.

S [ »n [ =» [ = [ n [ = [ K | m | 7 [ 7c |
80 | 0.00008 | 0.00032 | 0.00126 | 0.00209 | 0.00565 | 0.08685 | 0.00000 | 0.00002 | -0.00007
140 | 0.00170 | 0.00012 | 0.00039 | 0.00124 | 0.00230 | 0.03219 | 0.00000 | 0.00004 | 0.00006
200 | 0.00072 | 0.00023 | 0.00033 | 0.00068 | 0.00112 | 0.01525 | 0.00003 | -0.00005 | 0.00006

Tabela F.4: Percentual das Replicagoes g Positivo para P2.

S [nlnln | n|[n[K[m|["]m"]

80 60 | 59 | 66 | 55 | 485 | 47 | 545 | 49 | 425

140 | 70.5 | 56 | 63.5 | 49.5 | 47.5 | 51.5 | 48.5 | 53 56

200 | 62.5 | 59.5 | 64.5 | 47.5 | 485 | 49 | 525 | 44.5 | 53
Tabela F.5: Vicio Médio para P3.

s [ n [ =» [ =»n [ =n [ = [ K | = [ 76 [ 7 |
80 | 0.00569 | 0.00143 | 0.00227 | 0.00723 | 0.01832 | 0.54675 | -0.00003 | -0.00005 0.00003
140 | 0.00232 | 0.00106 | 0.00097 | 0.00426 | 0.01059 | 0.26646 0.00003 | -0.00004 | -0.00002
200 | 0.00123 | 0.00061 | 0.00077 | 0.00301 | 0.00705 | 0.18317 | -0.00001 0.00007 0.00002

Tabela F.6: Ganho Médio com 6, para P3.

’ S ‘ 51 ‘ To ‘ T3 ‘ T4 ‘ T ‘ K ‘ TA ‘ TG o
80 -0.00156 | 0.00032 | 0.00018 | 0.00023 | 0.00338 | 0.18745 | -0.00024 | -0.00006 | 0.00003
140 0.00178 | 0.00062 | 0.00054 | 0.00176 | 0.00334 | 0.06522 | -0.00003 0.00007 | 0.00000
200 0.00098 | 0.00035 | 0.00035 | 0.00123 | 0.00142 | 0.05306 0.00005 0.00002 | 0.00004
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Tabela F.7: Percentual das Replicagoes com ¢ Positivo para P3.

S [nlnln | n|[n[K[m|["]m"]

80 |62.5]63.5|62.0 550 |44.5|49.0 | 48.5 | 54.0 | 52.0

140 | 72.0 | 64.5 | 60.5 | 52.0 | 51.0 | 49.5 | 45.5 | 53.0 | 49.5

200 | 66.0 | 64.0 | 57.5 | 55.5 | 48.0 | 52.5 | 56.0 | 52.5 | 53.0
Tabela F.8: Vicio Médio para P4.

S 1l n [ » | »n [ n [ = [ K | m | 76 [ 7 |
80 0.00920 | 0.00108 | 0.00363 | 0.00897 | 0.03022 | 1.74506 | 0.00022 | 0.00012 | -0.00014
140 | 0.00377 | 0.00129 | 0.00117 | 0.00541 | 0.01670 | 0.79466 | 0.00011 | 0.00003 | -0.00007
200 | 0.00151 | 0.00078 | 0.00089 | 0.00414 | 0.00972 | 0.48154 | 0.00002 | 0.00002 0.00000

Tabela F.9: Ganho Médio com 6, para P4.

’ S ‘ i51 Ty ‘ T3 ‘ T4 ‘ Ts ‘ K ‘ TA ‘ ife] o
80 0.00282 | 0.00051 | 0.00117 | 0.00359 | 0.00939 | 0.73387 0.00005 0.00003 | 0.00010
140 | 0.00279 | 0.00107 | 0.00115 | 0.00345 | 0.00657 | 0.26833 0.00009 | -0.00002 | 0.00008
200 | 0.00156 | 0.00044 | 0.00057 | 0.00181 | 0.00284 | 0.07950 | -0.00001 | -0.00001 | 0.00001

Tabela F.10: Percentual das Replicacoes com g Positivo para P4.

S [nlnln|n|[n[K[m|["]m"]

80 | 55.0|59.0 |62.0|52.0|49.5|48.0 | 53.5 | 52.5 | 55.0

140 | 70.0 | 61.5 | 66.0 | 56.5 | 50.5 | 46.5 | 55.0 | 49.0 | 56.0

200 | 66.0 | 60.5 | 60.5 | 53.0 | 49.5 | 44.0 | 45.0 | 49.0 | 49.0
Tabela F.11: Vicio Médio para P5.

S 1l n [ » | n [ nmn [ » | K | m | 7 | 7 |
80 0.00554 | 0.00106 | 0.00244 | 0.00634 | 0.01567 | 0.26063 | -0.00024 | -0.00027 | 0.00025
140 | 0.00190 | 0.00115 | 0.00073 | 0.00372 | 0.00923 | 0.12285 | -0.00011 | -0.00007 | 0.00008
200 | 0.00119 | 0.00057 | 0.00071 | 0.00263 | 0.00610 | 0.08365 | -0.00013 | -0.00002 | 0.00006

Tabela F.12: Ganho Médio com 6, para Pb5.

’ S ‘ i1 ‘ Ty ‘ T3 ‘ T4 ‘ Ts ‘ K ‘ N ‘ ife] o
80 0.00008 | 0.00032 | 0.00126 | 0.00209 | 0.00565 | 0.08685 | 0.00000 | 0.00002 | -0.00007
140 | 0.00170 | 0.00012 | 0.00039 | 0.00124 | 0.00230 | 0.03219 | 0.00000 | 0.00004 | 0.00006
200 | 0.00072 | 0.00023 | 0.00033 | 0.00068 | 0.00112 | 0.01525 | 0.00003 | -0.00005 | 0.00006
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Tabela F.13: Percentual das Replicacoes com g Positivo para P5.

S [nln[m[n|[n[K |77
SO | 60 | 59 | 66 | 55 | 485 47 | 545 | 49 | 425
140 | 70.5 | 56 | 63.5 | 49.5 | 47.5 | 51.5 | 485 | 53 | 56
200 | 62.5 | 59.5 | 64.5 | 475 | 485 | 49 | 525 | 445 | 53
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Figura F.1: Gréficos de (a) Vicio Médio, (b) Ganho Médio, e (c) Percentual de Replicagoes
com g Positivo para P2.
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Figura F.2: Gréficos de (a) Vicio Médio, (b) Ganho Médio, e (c) Percentual de Replicagoes
com g Positivo para P3.
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Figura F.3: Gréficos de (a) Vicio Médio, (b) Ganho Médio, e (c) Percentual de Replicagoes
com g Positivo para P4.
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Figura F.4: Gréficos de (a) Vicio Médio, (b) Ganho Médio, e (c¢) Percentual de Replicagoes
com g Positivo para P5.
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