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Resumo: Este trabalho aborda um estudo, a nivel introdutério, sobre pro-
cessos de Markov reversiveis, onde seguimos a exposigao de Stroock [24]. Mais
especificamente, estudamos cadeias de Markov sobre S (espaco de estados) finito
que sejam reversiveis com respeito a uma dada distribuicao inicial p. Analisamos
também a validade do limite limy .o [[P*f — (f),, [|2,, = 0, nos preocupando, prin-
cipalmente, com a taxa de tal convergéncia. Por fim, propomos uma Dinamica de
Glauber para o Estado de Gibbs p(3) e damos uma cota superior e inferior para a
taxa de convergéncia Ag do limite limy o0 [|P*f — (f) 5 ll2.u(5 = 0. Concluindo,
apresentamos aplicacoes, em modelos fisicos, da teoria desenvolvida ao longo desta
dissertacao.

Abstract: This work approach a study, in introductory level, about reversible
Markov processes, where we follow the Stroock “s exposition [24]. More specifically,
we study Markov chains about S (space of states) finite that is reversible with respect
a initial distribution p give. Too we analysis the validate of limit lim; . |Pf —
(f) i |2, = 0, preoccupying, principally, with the rate of convergence. Finish, we
propose a Glauber Dynamics to Gibbs States j(3) and we give a lower and upper
boundary to rate of convergence \g of the limit lim; . [|P*f — ()i l2u8) = 0.
Concluding, we presents applications, in physical models, of the developed theory
in the course these dissertation.
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Introducao

Quando Markov introduziu seu modelo em 1906, nao havia se preocupado
com as aplicacoes. De fato, ele o introduzira para mostrar que independéncia nao é
necessario para a Lei (fraca) dos Grandes Numeros. Hoje em dia existem intimeras
aplicagoes, podemos citar algumas como por exemplo: fenomenos bioldgicos, teoria
de populagoes e genética; ciéncias sociais, a mobilidade social pode ser descrita em
termos markovianos; engenharia elétrica, processamento de imagens, comunicacoes
de redes; a fisica é, provavelmente, o maior patrono da teoria das cadeias de Markov,
modelos de Markov tém sido usados no entendimento qualitativo de fenomenos com-
plexos (o modelo da difusdao de Ehrenfest, o modelo de Ising-Peierls de transi¢ao de
fase).

O presente trabalho apresenta um estudo sobre uma classe especial de Proces-
sos de Markov, denominados Processos de Markov Reversiveis (veja definigao 2.2.1).
Seguimos, na maior parte do tempo, a exposi¢ao dada por Stroock [24].

Mais especificamente, vamos desenvolver a teoria geral sobre Processos Es-
tocasticos de Markov Reversiveis com respeito a uma dada distribuicao inicial de
probabilidades p, sobre S (Espago de Estados, ver definigao 1.3.4) finito, com o
intento de aplicar tal teoria ao caso particular de uma Dindmica de Glauber (veja
definigao 5.1.1).

Feito isto, temos como objetivo especifico dar uma cota superior e inferior
para a taxa (velocidade) de convergéncia do limite lim; .o [|[P*f — (f), l2, = O,
onde f € L*(u) :={f:S = R: | fllau < 0o} e P'f estd definida em 2.10. Tal fato
estd demonstrado no teorema 5.3.1, cujo cerne para demonstracao ¢ a importante
defini¢ao de Forma de Dirichlet (ver defini¢ao 2.4.4).

Nesta dissertagao nao temos a ambicao de sermos originais nos assuntos aqui
desenvolvidos (exceto pelo capitulo 6 que, conforme nossa particular pesquisa bibli-
ografica, ndao detectamos nada do género), de fato, nossa contribuigao neste trabalho
reside apenas na organizagao dos assuntos, escolha adequada de exemplos, no estilo
proprio de comentar os resultados e no detalhamento das demonstragoes apresen-
tadas (sendo que algumas destas nao foram indicadas por Stroock [24]).

A escolha do tema deste trabalho deve-se a dois motivos principais. Primeira-
mente, procuramos algo que relacionasse Processos de Markov e Mecanica Es-
tatistica. Num segundo momento, preocupamo-nos em elaborar um material para
que o leitor nao familiarizado com processos reversiveis, e tao pouco com a Dinamica
de Glauber, possa aqui encontrar um material introdutério e com alto grau de de-
talhe nas demonstracoes e exemplos de tais assuntos (de fato, tivemos muitas difi-
culdades na aquisigao de referéncias sobre tais assuntos).

No capitulo 1, apresentamos os rudimentos sobre processos estocasticos com o
intento de relembrar ao leitor conceitos e resultados relevantes que serao utilizados
incessantemente nos capitulos seguintes, e também fixar as notagdes empregados
doravante, cuja escolha da-se, simplesmente, pelo particular gosto.



Iniciamos o capitulo 2 com a importante definicao de Processos de Markov
Reversiveis (ver definigdo 2.2.1) e também apresentamos uma condigao necessaria e
suficiente para que um processo de Markov seja reversivel com respeito a uma dada
distribuigao inicial p, a saber, a Condi¢ao do Balan¢o Detalhado (ver proposi¢ao
2.2.3) (de fato, quando falarmos sobre processos de Markov Reversiveis, devemos
pensar na condicao 2.4).

Neste capitulo nos concentramos nos processos de Markov a tempo discreto,
dando enfoque a teoria geral sobre a convergéncia de P" f (conforme 2.10) ao valor
esperado (f) , quando n — o0, objetivando dar uma estimativa para a taxa de
convergéncia deste limite, apresentamos também a definicao de Forma de Dirichlet
(ver defini¢ao 2.4.4). Na subsegao 2.4.2 procuramos dar uma estimativa para o Gap
FEspectral (veja proposi¢ao 2.3.7) em termos da geometria dos Grafos de Transi¢ao
(que serd fundantal para o que segue no capitulo 3).

Grosso modo estenderemos, no capitulo 3, os resultados e defini¢oes vistas no
capitulo 2 (tempo discreto) ao caso de Processos de Markov Reversiveis a tempo
continuo. O que faremos aqui é, simplesmente, contextualizar e identificar analogias
entre os dois casos (tempo discreto e tempo continuo). Este capitulo apresenta as
ferramentas necessarias para a demonstracao do principal teorema deste trabalho
(teorema 5.3.1).

Apresentamos no capitulo 4, sucintamente, os rudimentos da Mecanica Es-
tatistica de Equilibrio (de um ponto de vista fisico, onde seguimos [20] e [22]). Aqui,
vamos nos preocupar em descrever o chamado Ensemble Candnico (ver definigao
4.3.4), pois é nele que se alicerga a constru¢ao da Dindmica de Glauber. Damos, na
segao 4.3, um esboco da dedugao da distribui¢ao de probabilidades p(/3) conhecida
como Estado de Gibbs (ver proposi¢ao 4.3.2). Finalizamos este capitulo construindo,
de forma heuristica, uma Fqua¢do Mestra (veja secao 4.4) para (u(f3));, i.e., uma
equacao que descreve a dinamica da evolugao temporal da coordenada ¢ de pu(53).
Com tal Equacao Mestra, damos uma justificativa fisica para a Condi¢ao do Balango
Detalhado 2.4, que caracteriza os processos reversiveis!

Propomos, no capitulo 5, a construcao de uma Dinamica de Glauber para o
Estado de Gibbs. Além disso, utilizamos os resultos oriundos dos capitulos 2 e 3,
para provar o teorema 5.3.1 que nos da uma cota superior e inferior para a taxa de
convergéncia, Ag, com que |[P'f — (£ ll2u( — 0 quando ¢ — oo, onde P ¢ a
Dinamica de Glauber descrita na secao 5.2.

Finalmente, explicitamos no capitulo 6 uma Dinamica de Glauber (como pro-
posta na segao 5.2) para dois particulares sistemas fisicos, que s@o, Sistema de
Particulas com Dois Niveis de Energia e o Modelo de Nicleos Magnéticos Loca-
lizados.

Interpretamos alguns casos limites de P! (matriz de transigdo de probabili-
dades a tempo continuo) para cada sistema em estudo. Por fim, aplicamos alguns
resultados dos capitulos anteriores para certas varidveis aleatérias (o hamiltoniano
H no primeiro exemplo e a variavel de spin ¢ no segundo), mostrando com isto que
a Dinamica de Glauber P!, agindo sobre estas varidveis aleatérias (no sentido da
relagdo 2.10), converge ao valor esperado das mesmas e, além disso, estimamos a
taxa de tal convergéncia.



1 Elementos de Processos Estocasticos

1.1 Introducao

Neste capitulo veremos alguns resultados dos processos estocasticos e demais
conteidos afins que sao relevantes para o bom entendimento do que segue nos
capitulos seguintes. O leitor que ja tenha feito um curso introdutério de processos
estocasticos podera, perfeitamente, omitir a leitura deste capitulo, mas recomen-
damos sua leitura para fixar as notacgoes. Vale ressaltar que, como mencionado
anteriormente, o proposito deste capitulo é apenas resumir informagoes necessérias
para o entendimento dos capitulos restantes desse trabalho. Sendo assim, a maior
parte dos resultados serao dados sem indicacao de suas provas. Para um aprofunda-
mento e verificagao das provas dos teoremas e proposicoes, indicamos as seguintes
referéncias: [3], [6], [9], [14], [17].

1.2 Teoria da Medida
Comecamos simplesmente definindo o importantissimo conceito de J—Algebm.
Definicao 1.2.1

Seja € um conjunto nao-vazio e A C P(£2) uma familia ndo-vazia de subcon-
juntos de 2, onde P(2) denota o conjunto das partes de  (i.e., formado por todos
subconjuntos de ). Dizemos que A é uma o-Algebra sobre () se,

1. Qe A
2. Ac A= A=Q\ A€ A;
3. {A 2, CA= U A, € A

Observacgao 1.2.2

Note que, se A é uma o-Algebra vem, pelas propriedades elementares de ma-
nipulagoes com conjuntos, que

1. ABe A= ANB e A;
2. ABe A= A\ B€ A
3. {A 2, CA= N2 A, € A



Observacgao 1.2.3

Se a unido, na definicao 1.2.1, for apenas finita, dizemos entao que A é uma
Algebra de subconjuntos de €2.

Definicao 1.2.4

Dado T C P(Q2), a a-/flgebm Gerada por T é simplesmente a interseccao de
todas as o-Algebras de €2 contendo Y. Denotamos por o(Y) tal intersecgao.

o

Um dos conceitos mais relevantes, utilizado com freqiiéncia neste trabalho, é
o de Probabilidade, que sera dado na definicao abaixo.

Definicao 1.2.5

Uma fungao de conjunto P : 4 — [0,1], onde A é dada como na definigao
1.2.1, é dita uma Probabilidade se,

2. P é o-aditiva, isto é, dado uma seqiiéncia de conjuntos A, € A, dois a dois
disjuntos, tal que sua unidgo A = >~ A, =| |7 A, também pertenga a A,
entdao P(A) = > 07 | P(A,).

n=1

Definicao 1.2.6

Fixado uma probabilidade sobre uma U—Algrbra A, a Probabilidade Condi-
cional de ocorrer o evento A € A, dado que ocorreu o evento B € A, é o niimero

P(A, B)

PIAIB) = 7 (1.1)

quando P(B) > 0, aqui a virgula entre A e B denota a intersecgao entre os eventos.

o
Teorema 1.2.7 Regra de Bayes
(Versao 1) Se P(A) > 0, com A € A, entao
P(A[B)P(B)
P(B|A) = ———————= 1.2
(514) =~ (1.2

(Versao 2) Sejam By, Bs, ... elementos da J—Algebra A onde P esta definida,

tais que
-
i=1



entao, VA € A, vale

P(4) = > B(AIB)B(B). (1)
i=1
(Versao 3) Para qualquer seqiiéncia de eventos Ay, ..., 4, € A, temos
P(N7,A;) = P(A)P(Ay|A1)P(As|A; N Ag).. P(A,| NIt A)). (1.4)
o

Definicao 1.2.8

Um FEspago de Probabilidade é um terno (2, A,P), onde Q é um conjunto, A
é uma o-Algebra de subconjuntos de €2, e P é uma probabilidade sobre A (como na
defini¢ao 1.2.5). Denomina-se Espaco Mensurdvel o par (£2,.A).

Teorema 1.2.9 (Teorema de Ezxtensdo de Hahn-Kolmogorov)

Seja © um conjunto, Ay uma Algebra de subconjuntos de 2 e Py : Ay — [0, 1]
uma fungao de conjunto aditiva. Entao, se A é a o-Algebra gerada por Ay, existe
uma sé probabilidade P : A — [0, 1] tal que P| 4, = P,.

Definigao 1.2.10

Uma funcao X : (©2,.4) — (5,G), onde (£2,.4) e (S, G) sao espagos mensuraveis,
é dita Mensurdvel se X '(A) € A para todo A € G. A fungao mensurdvel X ¢é
usualmente chamada de Varidvel Aleatoria.

1.3 Processos Estocasticos

Definicao 1.3.1

Considere (€2, A, P) um espago de probabilidade, (S, G) um espa¢o mensuravel
e ainda uma familia de variaveis aleatérias X;, indexadas por um parametro t € T,
onde 7" C R, e onde cada X; : (2, 4) — (5,G) é mensuravel. Dizemos que tal
{Xi}1er é um Processo Estocdstico. Trataremos quase que na totalidade deste texto
S finito ou enumerével, e assim G = P(S).

Definicao 1.3.2

O conjunto T # (), contido em R, é denominado Espaco de Pardmetros ou
Indices do Processo. O conjunto 7' possui uma ordem e vamos pensar que, para
cada t € T, a varidavel X; descreve o que acontece com o processo no tempo t.
Destacamos dois casos:

Parametro Discreto: Quando T'= N, ou Z, ou ainda {1,2,...,n}.

Parametro Continuo: Quando T = [a,b], ou T =R" ou T =R.



Observacao 1.3.3

Quanto o processo estocastico em questao for de tempo continuo usaremos a
letra t para os elementos de T', por outro lado, quando o tempo for discreto usaremos
a letra n para nos referirmos aos elementos de 7.

Definicao 1.3.4

O Espaco de FEstados é o conjunto S, ou seja, o elenco dos possiveis valores de
cada variavel aletoria X;.

Definicao 1.3.5

Uma matriz #5 por #5

onde (i,7) € S? é dita Estocdstica (ou Linha Estocdstica) se, para cada i fixo, vale
que > _cg(P)ij =1, e ainda (P);; > 0.

Definicao 1.3.6

Um vetor (linha) p = ((1):)ies ¢ dito um Vetor de Probabilidade sobre S se
cada entrada (u); > 0e > . o(p); = L.

= ((1)i)ics € dito Vetor de Probabilidade Estaciondrio (ou uma Distribui¢ao
FEstaciondria) para a matriz P, dada por 1.5, se uP = p.

1.3.1 Processos de Markov a Tempo Discreto

Definicao 1.3.7

Um Processo Estocdstico de Markov (com tempo discreto) em um espaco de
estados S (finito ou enumeravel) é uma familia de varidveis aleatérias {X,,}n>o,
tomando valores em S, com a propriedade que, para todo n > 0 e (ig,...,i,,J) €
S"+2 tenhamos

P( X1 =j|Xo =0,y Xpn = ip) = P( X1 = | X0 = i), (1.6)

sempre que P(Xy = ig, ..., X, = ip,) > 0.

Observacao 1.3.8

A notagao utilizada na definigao 1.3.7, P(A|B), significa a Probabilidade Condi-
cional de ocorrer o evento A dado que ocorreu o evento B, conforme definicao 1.2.6.

o
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Definicao 1.3.9

Define-se Probabilidade de Transigcdo a probabilidade P™" (i, j) = P(X,41 =
J| X, = i) do processo estar no estado j no tempo n + 1, dado que o processo esta
no estado ¢ no tempo n.

Definigao 1.3.10

Seja {X,,}n>0 um Processo de Markov, dizemos que ele tem Probabilidade de
Transi¢ao Estaciondria se, e somente se, existe uma matriz P = (P);; do tipo #S5
por #5S, tal que, Vn > 0eV (i,7) € S, se tenha

]P)(Xn—i-l = ]|Xn = Z) = IP)()(1 = ]’XO = Z) = (P)ij' (1'7)

A matriz P = (P);;, definida em 1.7, é chamada de Matriz de Transi¢ao sobre
S associada ao processo.

Observacgao 1.3.11

A matriz P, mencionada na definicao 1.3.10, é uma Matriz Fstocdstica, no
sentido da defini¢ao 1.3.5.

Definigao 1.3.12

Se um vetor de probabilidade (definigao 1.3.6) u = ((1t)i)ies tem a i-ésima
entrada dada por (u); = P(Xy = ), entdo pu é chamado a Distribuicdo Inicial do
Processo Estocéstico (algumas vezes denotado por pu® = ((1°);)ie s, para enfatizar o
tempo inicial zero). Além disso, Vn > 0e Vi € 5, vale que

(P"); = P(X, = i), (18)

onde, por convecao, P’ = I, P = PP" 1 Vn > 1, e P é a matriz de transigdo.
Uma distribui¢do inicial p = ((u);)ics tal que pP = p é dita uma Distribuicdo
Inicial Estaciondria para a matriz estocastica P.

Teorema 1.3.13

Seja {X,}n>0 um processo estocastico de Markov com probabilidade de
transi¢ao estaciondria. Entao, dada a matriz de transicao P = (P);, (i,7) € S?
(associada ao processo conforme a definicdo 1.3.10) e uma distribui¢ao inicial
= ((1);)ies, o processo fica determinado completamente, no sentido que é possivel
determinarmos a probabilidade P(Xy = iy, X7 = 41, ..., X;, = i,) (conhecida como
Distribui¢ao Congunta). De fato,

P(Xo = d0, X1 = i1, ., Xoo = i) = (1)ig (P)igis (P)iyig---(P)i_yin- (1.9)

%
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Definicao 1.3.14

Uma Cadeia de Markov (com estados em S finito ou enumerdvel) associada
a matriz estocéastica P fixada, tipo #S por #S, é a classe de todos os processos
estocasticos de Markov que podemos obter, a partir de todas as distribuigoes iniciais

p=((1)i)ics-

Observacao 1.3.15

Os elementos da matriz P™ serdo denotados por (P");;, V (i,7) € S%

Definicao 1.3.16
Seja P = (P);; uma matriz de transigdo com (i, j) € S?. Entao,

1. Se (P");; > 0, para algum n > 0, dizemos que j é Acessivel a i, ou que ¢
Conduz a j e escrevemos i — j.

2. Sei — jej—idizemos que i e j se Comunicam e escrevemos i < j. (i.e.,
i < j < 3Ing,ne > 0 tal que (P™);;, (P"2); > 0).

Proposicao 1.3.17

A relacao < acima, é uma relagao de equivaléncia. Além disso, < divide S
em Classes de Equivaléncia, ou seja, se existirem m classes de equivaléncias C; C S,
. ~ . ~ ~ m
com i € {1,...,m}, para a relagdo de comunicagao <, entdo S = |J;_, C;.

Definicao 1.3.18

Se existe somente uma classe de equivaléncia para a relacao de comunicagao
—, a cadeia é dita Irredutivel. Diremos também que P é uma Matriz Irredutivel.

Teorema 1.3.19 Teorema de Perron-Frobenius

Seja A uma matriz N x N irredutivel. Entao, A possui um autovalor )\,
(denominado o autovalor dominante de A) tal que:

1. Se Ao, A3, ..., Ay sa@o os outros autovalores de A, entao podemos ordend-los em
relacao a Ay do seguinte modo

2. dim(A — \I)~}(0) = 1;
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3. O autovetor a esquerda u; e o autovetor a direita v, associados a \;, podem
ser escolhidos positivos e tais que (uy, vi)py = 1.

o
Corolario 1.3.20
Se, além das hipéteses anteriores, tivermos A (linha) estocdstica, entao

L. AM=1;

2. Existe um tnico v = ((v)1, ..., (v)n) tal que vA =v e ) (v); = 1;

3. Se z = ((2)1, ..., (x) ) satisfaz ) (z); = 1, entdo

nll_)Holo A" = .

o

Proposicao 1.3.21 Desigualdade de Schwarz

Para quaisquer sequéncias reais {a,}nez € {b,}nez tem-se

> Janba| < Zag\/Zbg. (1.10)

nez ne 7 ne 7z

Teorema 1.3.22
Seja P matriz estocastica irredutivel sobre S finito. Entao:

1. P tem um tnico vetor de probabilidade estacionério i e as componentes de
sao todas positivas, i.e., u € o unico vetor de probabilidade tal que uP = pu,

Yies(p)i =1 com (u); >0VieS;

2. Se p é qualquer vetor de probabilidade, entao a seqiiéncia de vetores pP, pP?,...
converge a distribuigao estacionaria p, i.e.,

lim pP" = p;

n—oo

3. As entradas das matrizes P, P?,...obtidas a partir de P convergem para as
entradas da matriz M cujas linhas sao todas iguais ao vetor estacionario .
Em outras palavras
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Proposicao 1.3.23 Desigualdade de Jensen

Seja 1 : [0,00) — [0, 00) uma fungao nao-decrescente, continua e convexa, g =
(9(1),4(2),...,9(N)) o vetor determinado por g : S —>N[O, o0) (onde S = {1,2,..., N})
e (a1, as,...,ay) € [0,1]" com a propriedade que ijl a; = 1. Entao,

b (Z og-g(j)) < Zangu)). (1.11)

1.3.2 Processos de Markov a Tempo Continuo

De forma andloga a definigao 1.3.7 definimos Processo de Markov a Tempo
Continuo como segue abaixo.

Definicao 1.3.24

Um Processo Estocdstico de Markov (com tempo continuo) em um espago
de estados S (finito ou enumerdvel) é uma familia de varidveis aleatérias {X;}i>o,
tomando valores em S, com a propriedade que, para todo t > 0 e (ig, ..., in, j) € S™*2,
tenhamos

P(Xt — j’X(] — 7:0,Xt1 — 1'1, ...,th — Zn) — P(Xt — letn — Zn); (]_].2)
sempre que 0 < t] <ty < ... <t, <teP(Xy=1p, Xy, =i1,...., Xy, =1,) > 0.
o

Pelo que vimos no caso do tempo discreto, na definicao 1.3.12 e no teorema
1.3.13, a probabilidade P sobre S¥, associada a um processo Markoviano, fica deter-
minada a partir da matriz estocédstica P e uma distribuigao inicial p sobre S. Em
outras palavras, P fica determinada pela familia de matrizes P", que satisfazem a
propriedade que Vn,m € N, P*P™ = P e uma distribuicao inicial p sobre S.

Motivados pelo paragrafo anterior, queremos saber se existe uma familia de
matrizes estocdsticas Pt, t € RT, do tipo #S por #5S tal que

1. para todo t,s € RT, vale que P'P$ = Pi+s,
2. para cada t € RT, a matriz P* é estocéstica,
3. PV =1,

e tal que, a partir de qualquer vetor de probabilidade p possamos determinar, com-
pletamente, a probabilidade P.

A resposta para nossa duvida é afirmativa e, todas as questoes envolvendo a
demonstracao destes fatos despenderiam algumas paginas; como este nao é nosso
objetivo, destacaremos apenas os resultados mais relevantes.
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Definicao 1.3.25

Seja S um conjunto finito ou enumeravel. Uma Q-matriz em S é uma matriz
Q = (Q)yj, para (i,7) € S?, satisfazendo as seguintes condigoes:

1. OS—(Q)“<OOVZES,
2. (Q)Z]ZOVZ#L],(’Z,])ESQ,
3. 3 ,s(Q)y = 0VieS.

A O-matriz é, muitas vezes, chamada de matriz tipo Linha Soma Zero, em jus
a propriedade 3.

o

Vamos agora expor a conexao existente entre a Q-matriz e o semi-grupo a
tempo continuo P, t € R*, sobre S.

Lema 1.3.26

Sejam Q; e Q, matrizes do tipo #S por #S, se 19y = Q,Q;, entdo e T2 =
Q192 — 2291

Teorema 1.3.27

Seja Q uma matriz em um conjunto S finito. Defina P! = ¢'© (onde €'¢ denota
o linite Y 72 t*Q"/k!). Entao, P’ para t € R" tem as seguintes propriedades:

1. P+ = PtPs ¥t s (propriedade de semi-grupo),

2. PO=1,

3. P! parat € RT ¢ a tinica solucao da forward equation
4Pt =Plo; P =1,

4. P! parat € RT é a tinica solucao da backward equation
4pt = QP P =1,

5. para k =0,1,2, ... temos
4P limo = Q.

o
O préximo teorema fecha as propriedades requeridas sobre Pt.
Teorema 1.3.28
Uma matriz Q é uma Q-matriz se, e somente se, P! = ¢'© é uma matriz

estocastica, para todo t > 0.
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Fixado um semi-grupo a parametro continuo P*, e uma distribuicao inicial p,
existe uma expressao analoga a dada no teorema 1.3.13, a saber:

P(XU =10, Xy, =101, Xy, = lg, .., Xy, = Zn) = (:u)io (Ptl>ioil (PtQitl)iliQ“'(Ptnitn_l)in—lin'
(1.13)

Em resumo, os teoremas 1.3.27 e 1.3.28, juntamente com o paragrafo anterior,
nos afirmam que se @ é uma Q-matriz, entao o semi-grupo a tempo continuo P =
e!Q ¢ estocastico e, desta forma, a partir de uma distribuicdo inicial p sobre S,
podemos definir, completamente, P. P! para t > 0 é, assim, a matriz de transicao
associada ao processo Markoviano com tempo continuo que procuravamos.

Em quase sua totalidade, as definicoes e demais resultados vistos no caso de
processos de Markov com tempo discreto se estendem, de forma natural, ao caso de
tempo continuo com as devidas adaptacoes logicas.
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2 Processos de Markov Reversiveis e
Forma de Dirichlet-Tempo Discreto

2.1 Introducao

Desenvolveremos o estudo de uma classe especial de Processos de Markov sobre
S finito, a saber, processos de Markov reversiveis, i.e., que admitem uma distribuicao
inicial com respeito a qual eles sao reversiveis, no sentido que, para qualquer inter-
valo de tempo, a distribui¢ao conjunta (ver teorema 1.3.13) do processo é a mesma
quando ele estd evoluindo em tempo reverso (passado), assim como quando ele esté
evoluindo em tempo a frente (futuro).

Neste caso, tanto a cadeia original, quanto a de tempo reverso, sao estocasti-
camente as mesmas, posto que, pelo teorema 1.3.13, a distribuicao conjunta de uma
cadeia de Markov estd inteiramente determinada pela distribuicao inicial e a matriz
de transicao.

Primeiramente, vamos derivar condigoes necessarias e/ou suficientes para que
um Processo de Markov, tanto a tempo discreto quanto a tempo continuo, seja
reversivel com respeito a uma dada distribui¢ao inical pu. Estudaremos detalhada-
mente a importante definicao de Forma de Dirichlet e suas conseqiiéncias, que serao
fundamentais para o que segue nos capitulos 3 e 5, em particular, estamos focados
em desenvolver ferramentas para estimar uma cota inferior para ( que aparece na
proposicao 2.3.7.

2.2 Reversibilidade

2.2.1 Conceitos Gerais

Daremos agora a definicao de Processo de Markov Reversivel.
Definicao 2.2.1

Seja {X;}+>0 um Processo de Markov com distribuicao inicial p e matriz de
transicao P irredutivel. Dizemos que {X;}i>0 é um Processo de Markov Reversivel
com respeito a p se, para qualquer n > 1 e (i, ..., 7,,) € S"™! vale, no tempo discreto

P(Xo = i0, .o, Xpn = in) = P(Xo = in, ..., Xpn = i), (2.1)
e no tempo continuo
IP)(X() — ?:(), ceey th - Zn) - ]P)(XO = in, "'7th—t1 - il,th - 2.0), (22)

sempre que 0 =ty <t < ... < 1.
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Definicao 2.2.2

De modo geral, dizemos que uma matriz A = (A);;, (i,j) € Z* satisfaz a
Condi¢ao do Balanco Detalhado para um vetor v = ((v););cz se, e somente se, vale

V(i j) € 72
(0)i(A)i; = (v);(A)ji- (2.3)

A préxima proposicao nos fornece um critério para inferirmos sobre a reversi-
bilidade de uma cadeia de Markov.

Proposicao 2.2.3

Sejam {X;};>¢ um Processo de Markov (qualquer) com matriz de transi¢ao
de probabilidades P irredutivel e p uma distribuicdo inicial. Entao, {X;}i>¢ ¢ um
Processo de Markov Reversivel com respeito a p se, e somente se, vale a condi¢ao
do balango detalhado para P e p, i.e. < V (i,5) € S? vale que

(1)i(P)ij = (1);(P);i (2.4)

Prova
Provaremos apenas para o caso de tempo discreto, o caso de tempo continuo
se prova analogamente.
Suponhamos que {X,, },>¢ seja reversivel, entao tomando n = 1 em 2.1 temos,
V(i,7) € S* que
(P = P(X; = | X, =) =t ; ’ —2
(1)i(P)is (1)iP(X1 = j| Xo =) =" (1) (X, = i)
P(Xog=jX1=1 _ ,
= (1) (Xo =4, X1 >:P(X1:l,X0:J):3
(k)i
= P(Xo =j)P(X1 =i[Xo = j) = (1);(P);,

onde a 1 e 3 seguem da defini¢ao de probabilidade condicional (ver definigao 1.2.6),
utilizamos a equacao 2.1 para justificar 2. Logo, V (i,7) € S?, vale a condi¢ao do
balanco detalhado 2.4.

Reciprocamente, suponhamos valida, V (i,7) € S?, 2.4. Utilizaremos nesta
parte da demonstracao inducao em n.

Com efeito, para n = 1 temos (ver teorema 1.3.13) que

P(Xo =0, X1 =i1) = (ig(Pigiy = ()i (P)iyip = P(Xo = i1, X1 = ig) =
— ]P)(Xl :io,Xo :il),
onde em 1 utilizamos a condi¢ao 2.4 e em 2 novamente o teorema 1.3.13. Logo, vale

a equacao 2.1 para n = 1. No que consiste, suponhamos valida a equacao 2.1 para
um certo n = k, i.e, que

P(Xo =0, X1 = i1, o, X = i) = (1)io(Pigir--(P)ig_yir = M (P)igir_y - (P)izip =
— P(Xo =g, X1 = g1, 00y X = d0).
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Vamos entao verificar que vale a equagao 2.1 paran = k+1, ou seja, denotando
IEDIH—I = P(XO = ’io,Xl = il; ...,Xk+1 = ik+1), temos

(1)io (P)igiy ---(P )lk 1lk(P>ikik+1 =
(:u)lk(P)%k%k 1 ( )21i0(P>ikik+1 =
= (M)lk(P)1k1k+1( Vi1 - (P)irig =
(M)%Jrl( )lk+1ik (P)ikik—l'“<P)i1i0 =
= P(Xo =tps1, X1 =ik, .., X1 = 70),

PkJrl _1

onde 1 e 4 seguem do teorema 1.3.13, 2 segue da hip6tese de inducao acima, 3 vem
da condicao de balango detalhado 2.4 aplicada a ()i, (P)igiy., -

Ou seja, vale a equacao 2.1 para o sucessor de k e, portanto, pelo principio da
inducao, vale Vn € N. Logo, o processo ¢é reversivel com respeito a p.

O
Exemplo 2.1

Considere o processo estocastico determinado pela distribuicao inicial pu =
(1/4,1/2,1/4) e pela matriz estocédstica P dada por

1/4 1/2 1/4
P=11/4 1/2 1/4 |,
1/4 1/2 1/4

Vamos verificar que o processo de Markov associado é reversivel. Com efeito,
pela proposicao 2.2.3 é suficiente mostrar a validade da relagao 2.4, note que

(0:(P)iz = 15 = 37 = (WPl
(91(Phis = 17 = Ws(Par
(192(P)as = 35 = 13 = (Ws(Pax

Logo, pela proposicao 2.2.3, o processo é reversivel.

Além disso, é relativamente facil ver que uP = u, ou seja, p é uma distribuicao
estacionaria para P. Tal fato visto acima é geral para processos reversiveis, como
segue no corolario abaixo.

OJ
Corolario 2.2.4

Se {X;}+>0 ¢ um processo de Markov reversivel com respeito a p, entao p é
distribuicao estacionaria para P, i.e., uP = p.



19

Prova

Como {X;}i>0 ¢ reversivel com respeito a p vem, pela proposi¢ao 2.2.3, que
vale a condigdao do balango detalhado para p e P, V(i,5) € S?. Logo, utilizando a
definicao de produto matricial, vem

(WP)i = Z(M)k(P)ki =! Z(M)Z(P)zk = ()i Z(P)zk =% ()i,

kes keS keS

onde 1 segue da condigao 2.4 e 2 vem do fato de P ser (linha) estocastica. Logo,
(uP); = (n); Vi € S, donde p é distribuicao estacionaria para P.

U
O seguinte exemplo mostra que a reciproca do corolédrio 2.2.4 é, em geral, falsa.
Exemplo 2.2

Consideremos uma cadeia de Markov cuja matriz de transicao de probabili-
dades seja dada por

0 2/3 1/3
P=11/3 0 2/3|,
2/3 1/3 0

e seja u = (1/3,1/3,1/3). Claramente p é uma distribuicao estacionaria para P.
Note que (u); = ()2 = (1)3 = 1/3, entao para verificarmos a condi¢ao 2.4 basta
vermos, por exemplo, que (P)1s = 1/3 # 2/3 = (P)s1. Logo, nao vale a condigao
do balanco detalhado e, assim, pela proposicao 2.2.3, vem que o processo de Markov
que tem esta P como matriz de transicao e este p como distribuicao estaciondaria
nao ¢ reversivel.

O

2.3 Convergéncia em L*(;) - Tempo Discreto

Queremos compreender como atua a dinamica de uma Cadeia de Markov P
Irredutivel, Reversivel com respeito a p, sobre uma fun¢ao mensurdvel (ver defini¢ao
1.2.10) f : S — R, onde S é o espago de estados que estamos considerando finito
(digamos que possua N estados). Mais especificamente, estamos interessados em
saber o quao répido os iterados de P, agindo sobre f (no sentido da equagao 2.10),
se aproximam do valor esperado de f, ou de um estado de equilibrio.

Para motivagao, sabe-se, pelo Teorema de Perron - Frobenius (ver teorema
1.3.19), que o autovalor de segundo maior médulo de uma matriz estocéstica nos da
a taxa de convergéncia ao equilibrio (ver exemplo 1.4, pdgina 198 de [4]).

A defini¢ao abaixo sera utilizada comumente ao longo do restante deste tra-
balho evidenciando, deste modo, sua importancia.

Definicao 2.3.1

Seja p uma distribui¢ao inicial estritamente positiva (i.e., (u); > 0Vi € S) e
considere as funcoes f,g: S — R.
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Definimos o produto interno com respeito a j entre f e g por
(f19)a = Y F(D)g() (1) (2.5)
ics

A norma de f com respeito a p definimos como

1l = S o = D F(@)2 ()i (2.6)
€S

J& o valor esperado de f com respeito a j é

(Fru= (£ D), =D L)W (2.7)
€S
onde1: S — R étal que 1(1) =1Vi € S.
Finalmente, a variancia de f com respeito a i serd dada por

Vardf)i= 32 (56 = (1,) (o = (1), = (02 (28)

Nao é uma tarefa dificil provar que 2.5 e 2.6 satisfazem, de fato, os axiomas
de produto interno e norma respectivamente.

Observacao 2.3.2

Para o produto interno definido em 2.5 vale a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,
ou seja, V f,g € L*(u) temos

[ 9o | < 1SNzl g2, (2.9)

Para um esbogo da demostracdo de que | - ||z, é, de fato, uma norma e da
desigualdade 2.9 veja [24].

o

Observacao 2.3.3

Utilizaremos a notagao L*(u) := {f : S = R : || fllz,, < oo}, Le, f: 5 = R
limitadas. L?(u) é um espaco vetorial de dimensao finita com métrica induzida
d.(f,9) = ||f — gll2, .. Este espaco métrico, munido com a métrica d,(f,g) é com-
pleto.

Doravante, utilizaremos a seguinte notagao (veja também subsecao 2.3.2)
Pf(i) =) f()(P)y = (P, (2.10)
jes

onde f é o vetor coluna determinado por f (i.e., f:= (f(1), f(2),..., f(N))).
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Teorema 2.3.4

Uma matriz de transicao de probabilidades irredutivel P é reversivel com res-
peito a uma distribuigao inicial i se, e somente se, P é auto-adjunta em L?(pu), i.e.,
=

<Pf’g>27ll = <f77)g>2,u7 (211)
Vfge L*(n).

Prova
Suponhamos que P seja uma matriz de transicao de probabilidades irredutivel
e reversivel com respeito a u, entao, pela proposigao 2.2.3 temos, V (i,7) € S?, que

(1)i(P)ij = (1);(P)ji-
Logo, YV f,g € L*(u), temos

(Pf.g)a = D (PR ()i = { (Z f(j>(P)ij> g(i)(u)z} —

€S €S jes

oD WP f g =" () (P)iif (7)ai) =
€S jES €S jES

> {f(j) (Z g(@')@)ﬁ) (M)j} = ([, Pg)s -

jes €S

onde 1 segue da condi¢ao do balanco detalhado dada acima.
Donde que, (Pf,g), , = (f,Pg)y , ¥ f,9 € L*(11) e, dai, P é auto-adjunta em

L2 ().

Reciprocamente, suponhamos que P seja auto-adjunta em L?(u), ou seja, que
valha 2.11 V f,g € L*(u). Defina, para cada k € S, 0x(i) := &y, i.e., o Delta de
Kronecker tal que d;; = 0 e 0, = 1. Entdo, tomando f(k) = 6;(k) e g(k) = 9,(k)
em 2.11 temos, para cada (i,j) € S?, que

(P6i,0;)y 0 = > (Po:(R))6; (k) (s = (Z 5i(l)(P)kl> 05 (k) ()e =

= Z(M)k(P)ki5j(/€) = (1);(P)ji-

De forma anéloga

((51',77(5]-)27” = 2(5 W = Z(S (Z 5j<l)(P)k:z> (e =

kes kesS tes
= D (Wr(P)rjoi(k) = (n)i(P)ij.
kes

Portanto, voltando a equacao 2.11, somos levados a concluir, V (4, j) € S?%, que
(1)i(P)i; = (1);(P);i e dai, pela proposigao 2.2.3, P é reversivel com respeito a pu.

O
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Prosseguindo, devemos notar que, para cada f € L*(u), Pf(i) estd bem
definida (pois, sendo S finito a soma definida em 2.10 sempre é um nimero real!).

Proposicao 2.3.5

Seja P uma matriz de transicao de probabilidades irredutivel, reversivel com
respeito a . Entao, P é uma Contragao Auto-Adjunta no Espacgo de Hilbert ' L*(p).
Mais especificamente vale, V f, g € L*(u), que

<vag>2,u = <f7739>2,u7 (2.12)

€
1P fll2, i < [1f 2. e (2.13)
<

Prova

Jé foi provado no teorema 2.3.4 que P é auto-adunta, i.e., que vale 2.12. Basta
mostrar, entdo, que P é uma contracio em L*(u1), ou seja, mostrar a validade da
relacao 2.13. Com efeito, note primeiramente que Vi € S

2
<4

0 [Zf [Zlf
> IF G ij=5ZfJ )i =" P()(),

onde 1 segue da relagio 2.10, 2 e 5 vem do fato que Vo € R |z|*> = 2%, 3 vem
da desigualdade triangular, 4 vem da proposicao 1.3.23 tomando ¥ (z) = 2% (que é
nao-negativa em [0, 00), continua e conveza) e lembrando que P é (linha) estocéstica
(logo, > ;cs(P)ij =1, Vi € ), jé 6 segue novamente pela relagao 2.10.

Portanto,
1P, = D (PR (s <" D PR e = (Zf? )( o =
keS kesS keS \jes
= > ) (Z(N)k(P)kj) =23 PO =2 113,
JjES keS JjES

onde 1 segue do arrazoado feito acima, 2 vale pois p é invariante para P, 3 vem da
defini¢ao de norma 2.3.1.
Ou seja,
1P fll2, i < [1.fll2,
V f € L*(u1). Mostramos com isto que P é uma contracao, concluindo, deste modo,
a prova desta proposicao.

O

'Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial equipado com um produto interno que determina
uma norma para a qual a métrica associada é completa (veja, [19]).
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Exemplo 2.3

Vamos considerar o espago de estados S = {1,2,3}, o vetor de probabilidade
= (1/3,1/3,1/3) e as fungoes f,g: S — R dadas por f(i) :=i* e g(i) := 2i. Além
disso, seja P a matriz das probabilidades de transicao definida abaixo.

0 1/2 1/2
P=1]1/2 0 1/2
1/2 1/2 0

E relativamente facil ver que P, dada acima, é irredutivel e reversivel com
respeito a .

Mostraremos que a conclusao da proposicao 2.3.5 é verdadeira neste ex-
emplo particular, i.e., P é uma contragao auto-adjunta em L*(u). Com efeito,
primeiramente pela definicao de f e g vale que (f(1),f(2),f(2)) = (1,4,9)
e (9(1),9(2),9(2)) = (2,4,6). Além disso, pela relacdo 2.10 temos que
(Pf(1),Pf(2),Pf(3)) = (13/2,5,5/2) e, analogamente, (Pg(1),Pg(2),Pg(3)) =
(5,4,3).

Logo, pela defini¢io de produto interno em L?(u) (definicio 2.3.1) e pelas
relagoes do paragrafo anterior.

113 5)
§ = |—=.2+54 1
(Pf,9)s, Pf(i) )i 3{2 + 5. +26} 6,
e, de forma analoga
(f;Pg)s, E f(@)Pg(i) [15—1—44—1—93]-16

Ou seja, (Pf, 9>2,u = (f, P9>27u'

Finalmente, pela definigao de norma em L?(p) (definigao 2.3.1) temos

Il = 3| 3207 ) = o) 302 +42 4.9 = 5,71

Pl = ilpf(i)Q(u)i -3 ((?) 4524 (g)) — 4,95

Donde que, [|Pfll2, . < || fll2,, como afirma a proposigao 2.3.5.

2.3.1 O Gap Espectral

Voltando a problematica introduzida na segao 2.3 provaremos, com resultados
da mesma segao que, V f € L*(u), vale

Tim ([P — (), oy = 0. (2.14)
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onde P ¢ estocastica, reversivel com respeito a pu.

Obteremos também uma primeira estimativa para a taxa de tal convergéncia.

Podemos identificar o espago das fungoes f : S — R com o RY (lembre que
f=(f(1),..., f(N))). Deste modo, o produto interno em L?(u1) tornar-se-4 o produto
interno Y, «(p)i(v)i(w); dos vetores v,w € RV,

Posto isto, a proposicao 2.3.5 nos afirma que P atua como uma contracao
simétrica em RN com este produto interno.

Defina P* := DY?PD~'2 onde D = diag{(u)1, ()2, ..., (1)} entdo, pela
relagao 2.4, P* é simétrica com respeito ao produto interno padréo (v, w)pny =
> es(0)i(w); em RY, com [ - ||z~ sendo a norma associada. Logo, podemos enunciar
a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.6

Como um operador sobre o RY. P* é uma contracio, i.e.
b ) )

[P llrr < (/£ (2.15)

Prova
Utilizando a definigao de || - ||g~, temos

1P fily = (PEPE)en =) (PE);=) (DV*PDV?); =!

€S €S
= Y (Wi(PDV)? = |Pyll3,, <* llgl3, = (9.9)s,
i€S
= 00 = DR, = S (DD
i€S €S €S
= Y ()7 = [IflZ~,
€S

onde g ¢ a funcao determinada pelo Vetor D~Y2f. 1 e 3 seguem do fato que, sendo
D diagonal = (D'2);; = (D)/* = \/(n);, j 2 segue em virtude de 2.13.

O

E bem conhecido da teoria das matrizes simétricas em RY ([10], [16]) que P*
admite autovalores 1 > A\; > ... > Ay > —1, com autovetores associados {vy, ..., vy}
que s@o ortonormais em relacado ao produto interno (-, -)pn, i.e., (Vi, Vi)pn = Ok,
onde ¢;; ¢ o Delta de Kronecker.

Além disso, P e P* possuem os mesmos autovalores (sdo conjugadas por DV/2,
ver exercicio 8, péagina 56 de [7]), como sabemos que P é estocastica vem, pelo
Teorema de Perron-Frobenius (teorema 1.3.19), que A; = 1.

Sendo v; o autovetor de P* associado a A\; = 1 temos, por um lado, que

(V)i = (P*v1); = Z(P*)ik(vl)k- (2.16)

kes

Por outro lado, temos que
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V)i =D (P (. (2.17)

kesS

Comparando 2.16 com 2.17 somos levados a tomar (v1); = y/(u);, para cada
i € S. A validade da relacao 2.17 sera analisada para o caso particular N = 2, o
caso geral se demonstra de forma analoga. Primeiramente note que,

(w1
P P)igY—
P = DI2pp-1/2 — (Plu (P)z ()2

()2
(P)a1 (Z)l (P)22

Logo, utilizando (P*);; V (4,7) € {1,2}? dado pela expressao acima temos,

S PV (e = (P (wh + (Pzy/(w)2 =

= (P)uv(u1 +(P) \/—\/

P/ ()1 + (P)i2v/( =
= ((P)n + (P)1 )\/(M)l (1)1,

onde 1 segue do fato que P ¢é (linha) estocastica.
Analogamente,

Z(P*)%\/ (1)k = (1),

justificando a equacao 2.17 para o caso N = 2 como desejavamos.
Finalmente, definamos g, := D~ '/?v, e seja g, a associada funcao em S.
Vemos, para cada i € S, (ja que P* = DY?PD~1V2 = D=1/2Pp* = PD~Y/?) que

Pg, = PD Vv, = D~ V2P*v, = D2\ vy = M D~ Y2v; = Mg

Donde pode-se concluir que
Pagr = MG (2.18)

Também, com a identificagao feita acima, (vq); = \/(u); Vi € S, temos que
g1(i) =1Vi € S e, além disso,

_ (Dal (Ve)i(Vi)i o\

- Z(Vk> ( l) = <V/€7Vl>RN = 6kl-

€S

Resumindo, mostramos que P, atuando em L?(u), tem autovalores 1 = \; >
.. > Ay > —1 que correspondem as autofuncoes g, ..., gy que sao ortonormais com
respeito ao produto interno (-, ), .- Ao mesmo tempo, ja que L?(u) tem dimensao N
e, pela ortonormalidade, as gx, para k € {1,..., N}, sdo linearmente independentes,



26

vem que ¢ = {g1,...,gn} é uma base ortonormal em L?(u). Por conseguinte, toda
f € L?*(u) pode ser escrita como combinacio linear dos elementos da base ¢ =
{91, ..., gn }, mais explicitamente temos

F= F9k)0, 95 (2.19)

kesS

A proposicao abaixo nos mostra que nao apenas, de fato, vale o limite 2.14,
como também nos fornece a taxa de tal convergéncia.

Proposicao 2.3.7

Seja P uma matriz de transicao de probabilidades irredutivel, reversivel com
respeito a p. Entao, V f € L?*(u) e n > 0, vale que

1P = (P llz < (1= B[ = () ll2ms (2.20)

onde 5 := (1—X)A(14+Ay) é chamado o Gap Espectral entre {—1,1} e {Ag, ..., An}
(notagao x Ay := min{z,y}).
Em particular, como ( € (0, 1], vale o linite 2.14.

Prova
E relativamente facil ver que de 2.18 vem, por inducao em n, que P"g, =
LgrVk € S, com isto, levando-se em conta que P é um operador linear vem,
utilizando a relagao 2.19, que

Pf = Z e S 9k>2,ﬂ Gk-

kesS

Desta ultima expressao segue que (utilizando a definicao de valor esperado
2.3.1)

Pf = Z A (S gk>27u gx = ([, gl>2,u 91+ Z Ar (S 9k>27u gk =

keS keS\{1}

= (L, 1+ D> N g, gn=(ut D A {f0k)a, 9k

keS\{1} keS\{1}
Donde vem que,

Pnf - <f>,u = Z )‘Z <f7 gk>2,p. 9k

keS\{1}

e dai,

H']jnf - <f>u Hg,u = < Z )\Z <f> gk)z,u 9k, Z )\Z’ <f7 gk’)g’u gk’> =0
2

keS\{1} Kes\{1} ”

= D N, G g, =" D> A (fgk), <

keS\{1} kesS\{1}

< (@=B"If =z
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onde 0 segue da linearidade do produto interno juntamente com a ortonormalidade
da base ( = {¢1,...,gn}, enquanto que 1 segue somente desta ultima, ja 2 vem do
fato que \y < 1— 3, para k € S\ {1}.

Para completar a justificativa de 2 note que, analogamente ao que fizemos
acima vem, pela equagao 2.19, que

F=Du= D (F00)2, 0

keS\{1}

e dai,

||f - <f># Hg,u = Z <f7 gk>§”u <gk7gk>2”u = Z <f7 gk>§,,u :

kesS\{1} keS\{1}

Portanto,
1P"f =)y lloe < (1= B)"Lf = (), 2

VfeL*(u)eVn>0.
Como (3 € (0,1] é ébvio que vale o limite 2.14.

[l

A relagao 2.20 é nosso foco principal e dela vemos que a convergéncia é poli-
nomial de taxa r = 1 — (3, logo toda e qualquer questao sobre a velocidade de
convergencia r pode ser traduzida em termos de 3.

Exemplo 2.4

Retornando a cadeia de Markov do exemplo 2.3 temos que seus autovalores sao
A1 = 1 (dominante), Ay = A3 = —1/2. Como B = (1= 2)A(1+X3) = (3/2)A(1/2) =
1/2.

Logo, a taxa de convergéncia sera r =1 — 3 = 1/2.

O

A préxima proposi¢ao nos da uma expressao mais interessante para o § que
aparece em 2.20.

Proposicao 2.3.8

A relagao 2.20 é valida quando

B=1=sup{|Pf = (), llzp: f € L*(p) com | fl2c = 1}. (2.21)
<

Prova
Para provar tal proposicao, utilizaremos inducao em n. Note que, quando [ é
dado por 2.21 tem-se, para n = 1, que

PN
P(Hsz,u) <Hf\|2,u>u

IPf =)l = [1fll2

< (1 =Bz

2,p
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quando f € L2(p) \ {0} é qualquer. E claro que ||Pf — ()2 < I fl2,n quando
f =0. Além do mais, observe que

P, = >, (Z f<k'><P">z-k> ()i = Y L) D (w)s(P)ix =" F k) ()i =

1€S \keS kesS i€S kes

onde 1 ¢é valido pois p ¢ invariante para P, ja 2 vem da definicao de valor esperado
2.3.1.
Logo, supondo valida a relacao para um certo n fixo, temos

[P = (Oullzge = I1PPF) = (P ) ll2ge < (1= BP"f = (P f), o =
= L=DIP"f = {f)ullzpe < A= Bl

Daf, por indugdo, temos que [|[P"f — (f) , ll2,, < (1= 83)"[|f|l2,, ¥n > 0. Logo,
para f € L*(y), definamos f := f — (f),- Temos finalmente, Vn > 0, que

IP"f = (Fllz = IP"(f = (F)lloge = IP" Fllzpe = IP"f = Ol =
= |P"F = (F), Nl < (1= B)" [ Fll2ge = (L= B) 1 = ) 2

Assim sendo,

[P = (P llzge < (L= B)" (1 = () [l

V f e L*(u)en > 0, provando, assim, esta proposicao.

2.3.2 DMais Sobre a Notacao P f

Nesta subsecao vamos procurar esclarecer um pouco mais o significado da
notagao Pf, introduzida em 2.10, assim como dar uma justificativa para o limite
limy, o0 ||Pnf - <f>,¢ ||2,N = 0.

Lembremos que, pela definicao de valor esperado 2.3.1, temos que

=D F@O s = FW (@ + F2) ()2 + - + FIN) (1) (2.22)

€S

Por outro lado, por 2.10 temos, para cadan € Ne ¢ € S, que

=Y G SOE" )+ f2)(P)iz+ -+ f(N)(P" )i (2.23)

JjeS

Como, para cada i € S, >, o(P")i; = 1 (j& que P" também ¢ estocdstica),
podemos identificar P" f(i) como sendo o valor esperado de f(i) em relagao a dis-
tribuicao de probabilidades w; := ((P");;)jes, para cada i € S. Mais do que isto,
como estamos supondo P irredutivel e p é distribuigao estacionéria (pois P é re-
versivel com respeito a pu, ver corolario 2.2.4) temos, pelo teorema 1.3.22, que para
cada (7,7) € S*

lim (P");; = ().

n—oo
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Juntando esta tltima expressao com a equacgao 2.23 somos levados a concluir
que

Tim P (i) = f(D) (w1 + F) (w2 + -+ F(N) () =" (f),

onde 1 segue da equagao 2.22.
Logo, faz sentido perguntar sobre a validade do limite lim, . |[|P"f —
(f),ll2,u = 0 e concluimos, desta forma, nossa explanagio.

2.4 A Forma de Dirichlet

Ao longo desta secao vamos desenvolver ferramentas para que possamos obter,
de forma explicita, uma estimativa para o valor étimo (i.e., os maiores valores) de
[ em 2.20 (por conseguinte o menor valor de r = 1 — 3) para o caso de processos a
tempo discreto.

2.4.1 Forma de Dirichlet e Desigualdade de Poincaré

Nossa primeira tarefa é obter uma outra expressao (mais conveniente) para [,
em particular vamos trabalhar um pouco mais a expressao 2.21. Para tal, iniciamos
com a seguinte proposicao.

Proposicao 2.4.1

A expressao 2.21 é equivalente a
1= 8 = sup{[Pfllay. : J € L3(u) com [|flla,e = 1), (2.24)

onde Lg(n) := {f € L*(u) : (f), = 0}.

Prova Ora, como L3(u) C L*() vem (de forma abreviada) que

sup{IPf = {(f), Iz (1)} = sup{IPf = (f), o Lo(1)} = sup{lIPfll20, LG(11)}-

Para provar a desigualdade oposta, seja f € L?(u) com ||f]|2,, = 1, entdo ou
1f = (), I =0 e, neste caso, [|[Pf —(f), llay =0, 0ul>[f—(f), || >0 e, neste

caso, defina f := ”j: 2 i i- Note que <f> =0, ou seja, f € L3(p) e || fll2, = 1, daf
f= -
Pf— <||P|——r = |P .
|| f <f>M ||2,M = <||f_ <f>u ||> ) || f||27li

Logo,

sup{[|Pf — (f), l2ges (1)} < sup{lIPfll20, Lo(1)}-

Portanto, 2.21 é equivalente a 2.24.
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Prosseguindo, utilizaremos mais adiante a seguinte proposicao.
Proposicao 2.4.2
Vale a igualdade

sUp{||Pfllzy. : f € Li(u) com [ fll2 = 1} = (2.25)
sup{| (f,Pf)s,. | : f € Lo(w) com || fll2,. = 1}.

Prova
Para provar a proposicao note que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
(equagao 2.9) temos (escrevendo de forma abreviada)

sup{| (f, P [} < sup{llfl2ullPfllzp} =" sup{lIP 2},

onde 1 segue do fato de || f||2,, = 1.
Para provar a desigualdade oposta, seja f € L3(u) com || fll2, = 1 dada,
assuma que ||Pfl|2,, > 0, e defina

__Pf
1P fll2p
Entao, g € L2(p) ja que

_ P _ 1 i 1 _
<g>,u - <H,PfH27M>/L HPfHZ,u <,Pf>u H,PfHQ,'u <f>M 0,

onde 1 estd justificada no primeira pardgrafo da prova da proposicao 2.3.8. Além
disso, ¢ claro que ||g||2,, = 1.
Conseqiientemente, se ¢ denota o supremo no lado direito de 2.25 tem-se,

1Pz, ! Py
NPy = M P, = 4<||7’f||2u’Pf > -
= 49, Pf)y, = ((f+9),P(f+9))y, — (f —9),P(f - g)m <
< ollf + 9B~ If —alZ) < o1 + gl + 1 — gl =
20 (|12, + l9l,) =* 4o
Donde, |Pf|l2,, < o e dai,

sup{[|Pfll2,.} < sup{[ (f,Pf)s, [}

Concluimos, assim, que vale a igualdade 2.25.
A igualdade 1 nos cédlculos acima se justifica da seguinte forma (omitiremos
abaixo o subescrito 2, u de (-, ), )

AP fllz

(f+9),P(f+9)—((f—9),P(f—g) =" (f, P+ {f.Pg) +{9.Pf)+
+ {9, Pg) — ([, Pf)+{f,Pg) +
+ (9,Pf)—(9,Pg) =

2(f,Pg)+2(9,P[) =
2<7’ >+2<9,7’f>
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onde 1 vem da (bi) linearidade do produto interno, 2 segue pelo teorema 2.3.4, ja 3
vem da comutatividade do produto interno. Justificamos, deste modo, a igualdade
1 dos célculos anteriormente mencionados.

A desigualdade 2 ¢é justificada do seguinte modo. Como observamos anteri-
ormente, o denota o supremo no lado direito de 2.25, entao, (de forma abreviada)
Vh € L*(u), temos que

o =sup{|{£.P1) 1} 2 (7P
1Pll2e 1All2, 1213,
Donde, (h, Ph), , < o||h||3,. Concluindo a justificativa da desigualdade 2.
A igualdade 3 nos célculos acima é devida a Identidade do Paralelogramo (ver
exercicio 10.12 pagina 133 de [16]). Finalmente, 4 segue de || f||3, = llg[13,, = 1.

h h > o <h77)h>2,u
2,p

O
Pela proposicao 2.4.2, podemos escrever 2.24 como
1= B =sup{[{f,Pf)y,|: [ € Li(n)com|f]3, = 1}. (2.26)
Dai, segue a seguinte proposicao.
Proposicao 2.4.3

Suponhamos que vale a igualdade

B=mft{(f,(I = P)f)y, : f € Lo(n) com||f]3,, =1}, (2.27)

e que P seja ndo-negativa definida (i.e., (f,Pf), >0V f € L?(2,p)). Entao, vale
2.26.

Prova
Para provarmos a proposicao, devemos observar primeiramente que, V f €

L3 (1),

<f7([_73>f>27u = <f7]f_7jf>27u:<f7f>2,u_<f77)f>2,u:
Hf”g,,u - <f7 Pf>2,# =1- <f7 pf>2,;¢'

Dai, supondo 2.27 temos (de forma abreviada) que

B=inf{(f,(I = P)f)y,} =inf{l = (£, Pf),,} =1—sup{(f,Pf),,}.
Donde vem 1 — 8 = sup{[ (f,Pf),,, [}

Definicao 2.4.4

O produto interno que aparece em 2.27 é conhecido como a Forma de Dirichlet
associada a cadeia de Markov P, reversivel com respeito a p. Utilizaremos a notacao

E 1) = (LT =P) )y
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Corolario 2.4.5

B =if{(f,(I = P)f)y, : | € L*(p)comVar,(f) = [If = (f), |5, =1} (2.28)

Prova
Note que

=P)f=N)=F—N,—Pfr+NH,=f-Pf=U-P)/f.
Defina, V f € L*(u),
f=
||f - <f>u ||2,u.
E facil ver que <7># =0e|flla,=1
Podemos entao, aplicar a proposicao 2.4.3 a f. Dali,

FeLlyn) & f—(f,€Lin) = fe L),

Além disso, pelo que vimos no inicio desta prova

O AN ekt PRSP ek ) PR U
F.U=P)),, = <W_QﬂMMJU me—wnmykw_

7=

= e - e =P =), =
= G DU =PI, = G (U = P) ), -
- T (DU =P)F), = G (=PI
1 1
= Var, () e b Dt gy D 1Py =
= G =P

onde 1 segue da definigdo 2.3.1 e 2 segue da mesma definigao e do fato que (P f) u=
(f),» como j& vimos anteriormente.

Portanto, (da proposicio 2.4.3 aplicada & f)
B =mt{(f, (I =P)f),,: f € Li(u) com | fllz,, = 1},

é equivalente a

§ = int{— (. (1 = PV}, ] € P com [ f ] = 1,

ru(f)

que é, finalmente, equivalente a escrever

B=mf{(f,(I =P)f)y,: f€ L?*(p) com Var,(f) = 1}.
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Proposicao 2.4.6

Para todo processo de Markov reversivel com respeito a uma dada distribuicao
inicial 4 vale que

B =0+ NG, (2.29)
onde
Be = inf{(f,(I FP)f)y, : | € L* () comVar,(f) =1}. (2.30)
o
Prova

Primeiramente, como vimos na prova da proposicao 2.4.3

<fa (I_P)f>2,u =1- <f77)f>2,u

e, analogamente
i+ P)fay =14 Phoy

Note agora que, pelas expressoes que definem (. tem-se (de forma abreviada)

Be Ao = if{(f, (I =P) )y, } ANt {(f, (I +P)f)y,} =
= nf{1 = (f,Pf)y,} ANE{L+ (f, P [y}

Dal, existem duas possibilidades, ou (f, P f), . < 0 e, neste caso

<f7 Pf>2,u = _‘ <f77)f>2,;¢’

e contas acima tornar-se-ao

By AB- = inf{1+|(f,Pfy, [} Ainf{1 = (f,Pf),, [} =
= inf{1 = [(f,Pf)y, |} =1 —sup{|{f,Pf),, I} =5,

ou (f,Pf),, > 0 e, neste caso

(L P oy =1 { Pyl

e contas acima tornar-se-ao

B NB- = if{l— [ {f,Pf)y, I AE{L+[(f, Pf)y, [} =
= inf{l = [{f,Pf)y, [} =1 —sup{|{f,Pf)y, [} =" B,
onde a igualdade 1 se deve ao arrazoado feito no inicio desta prova; 2 e 4 sao evidentes

pois 1 —[(f,Pfy, | <1 +[{f,Pf)y,], 3 eb seguem da equacdo 2.26, conclindo
assim a prova desta proposicao.

O
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Observagao 2.4.7

Levando em conta as expressoes de (4 podemos obervar que, no caso particular
em que P é nao-negativa definida ((f,Pf),, > 0V f € L?(u) : notagao P > 0),
teremos (de forma abreviada e utilizando os mesmos argumentos empregados na
prova da proposi¢ao 2.4.6) que

By = 1—sup{{(f,Pf),,} < 1.

B =1+sup{(f,Pf)y,} = 1.

Portanto, vale que 6, <1 < g, dal § = . A B_ = [B,. Tal observacao é
relevante pois para o caso de processos reversiveis a tempo continuo mostraremos
(ver lema 3.3.1) que o semigrupo estocdstico a tempo continuo goza da propriedade
Pt > 0. Portanto, tendemos a dar mais énfase ao parametro (3.

Lema 2.4.8

Se P é uma matriz de transicao de probabilidades irredutivel, reversivel com
respeito a uma distribuicao inicial p, entao o periodo de P é 1 ou 2. Além disso, o
periodo é 2 se e s6 se, existe uma f € L?(u) \ {0} tal que f = —PF.

o

A prova deste lema é do mesmo nivel das ja apresentadas neste trabalho e
pode ser encontrada em [24].

Proposicao 2.4.9

Defina - como na proposicao 2.4.6. Entao, f_ = 0 a nao ser que a cadeia
seja aperiddica.

Prova

Trivialmente S_ > 0. Pelo lema 2.4.8 o periodo da cadéia s6 pode ser 1 ou 2,
daf se for 2, i.e., se ela for periddica vem que existe uma f; € L*(u) \ {0} tal que
fi = =P fi1. Agora, voltando com esta f; na definigdo de _ teremos que (de forma
abreviada)

po = Wwf{(f,(I +P) ),y < {fr, i+ Phi)y, =
= <f17 =P+ Pf1>2,;4 =0,

= [_ <0 e, portanto, B_ = 0 e nao ser que a cadeia reversivel seja aperiddica.
O

A expressao para 3 dada por 2.28 no corolério 2.4.5 é bem importante do ponto
de vista computacional. De fato, todo nosso trabalho nesta secao vai ao encontro
da idéia de expressar 0 de modo que seja conveniente sua manipulacao do ponto de
vista algébrico.

Com este intento, obteremos uma expressao um pouco mais explicita para a

Forma de Dirichlet {(f, f) := (f, (I — P)[),,,, como ird mostrar o seguinte teorema.
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Teorema 2.4.10
A Forma de Dirichlet £(f, f) pode ser escrita como

€. 1) = 5 S LPYs(F0) — ) (2.31)

i#]

Prova
Temos, pela definigao de produto interno (defini¢ao 2.3.1), por um lado que

1) = (T =P) )y, =D FE) )l —P)f(i)] =

€S

= D fOWLLF@) = PG =Y f@) () [f(i) =Y FiP)

€S €S JjeS

1

€S jes jes

= D D f@OWP)(f@) = fG) = Y FOW(P)y(fE) = f()).

i€S jeSs (i,5)€S?

onde 1 vem do fato que »_(P);; = 1 para cada i € S.
Por outro lado,

§0.0) = D FOWUP(F@) = D) =" Y0 FOW(Pa(f() — F(7) =
(4.7)€S? (4.7)€S?
=2 (WP (F(G) = F(3)),
(i,5)€52
onde 1 segue da condi¢ao do balanco detalhado 2.4 e 2 vem da mudanca de indice.
Somando-se estas duas expressoes encontradas para £(f, f) temos

26(£,1) = Y FOW{P)(fG@) = FG)+ D FGW:(P)y(f() = (i) =

(4,9)€52 (4,5)€S2

= Y WdP)lFOE) = FG) + FGSG) = F@)] =

id)es?
= (..Z);SQ(M>i(P)ij[f(i>2 — F@FG) + FG)* = £ =
= (lﬂisz(u)i(P)ij[f(i)Q = 2f(D)f () + f()] =
= ge(u)i(P)ij(f(j) = f(@)%,
onde 1 segue d:é]fato que o ponto (7,7) € S? nao contribui para a soma.
Por fim,

) = 5 S P () — F(0))

i#]
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Na maioria dos casos, quando mencionarmos Forma de Dirichlet, estaremos
pensando na equacao 2.31.
De forma anéloga ao que fizemos acima é possivel mostrar que

(F. (T4 PV =8 ) = 5 S0P (FG) + FO) (232)
(4,9

Observacao 2.4.11

A forma quadratica £(f, f), dada por 2.31, é uma analogia discreta da forma
quadratica % [ IV f?(x)dz introduzida por Dirichlet, justificando assim o nome dado

a&(f?f)'

Prosseguindo com esta analogia, podemos interpretar # como a Constante de
Poincaré na Desigualdade de Poincaré

BVar,(f) < &(f. f), (2.33)
v f e L(p).

Pelo corolario 2.4.5 e teorema 2.4.10 (3 serd expresso, finalmente, como

B =nf{¢(f, f) : f € L*(u) com Var,(f) = IAmf{E(f, f) : f € L*(n) com Var,(f) = 1}.

(2.34)
A desigualdade 2.33 vem do fato de (3 ser expresso como um infimo, donde que
o= iy
- (ZT#

2.4.2 Estimando (.

Esta parte do texto se destina a encontrar uma estimativa para (3, em termos
da geometria do Grafo de transicao (ver definicdo 2.4.13) associado a matriz de
transicao de probabilidades P.

Com o objetivo de estimar 3, utilizando uma desigualdade andloga a 2.33,
devemos escrever Var,(f) de uma forma mais conveniente, como segue no lema
abaixo.

Lema 2.4.12

Seja f € L?(u). Entao,

Var,(f) = = > _(f() = £G))*(w)i(p);- (2.35)
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Prova
No que consiste, temos que

53U — O = 5 S+ FG — 200G x(w)s =

S DB MIMNGEED B WO INIGE

= Y S O5G) = 5 Y@ 3w+

DS GROS SIS SINIG SO
ics jes ics jes

= LU U~ D, =
= (%), — () =Varu(f),

onde 1 vem do fato de u ser vetor de probabilidade e da definigao de valor esperado
2.3.1. Concluindo, desta forma, a prova do lema.

O

A conveniéncia de 2.35 é que ela expressa Var,(f) em termos da diferenca
entre valores de f em diferentes pontos de S (lembre que £(f, f) também é dado
em termos de tais diferencas). Todavia, as diferengas que aparecem em &(f, f) sao,
unicamente, entre os valores de f em pares de pontos (¢, j) para os quais (P);; > 0,
enquanto que, 2.35 é dada para qualquer (7,7) € S%.

Antes de prosseguirmos, daremos alguns conceitos cuja definicao segue abaixo.

Definicao 2.4.13

Grosso modo, um Grafo de Transicao associado a P, é um diagrama cujos
Vértices representam os elementos de S (i.e., os estados) e cujas Arestas orientadas
e = (i1, 12) representam a probabilidade de transicdo de um estado i; para um outro
estado iy, ou seja, representam (P);,;,, conforme mostra a figura 2.1,

Um Caminho Acessivel é uma (n + 1)—upla p(i,7) = (ko, ..., k) € S™ tal

que, ko = i é o vértice inicial, k, = j é o vértice final e, além disso, (P)g, i, >0
para cada 1 < m < n. Denotaremos por A o conjunto das arestas.

o

Como vimos na definicdo 2.4.13, denotaremos por e a aresta e = (i,7),

conectando os vértices i e j (para uma melhor compreensao veja exemplo 2.5).
Definamos entao, a grandeza

p(e) == (1)i(P )i, (2.36)

quando e = (k,1).
Segue entao a seguinte definicao.
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Figura 2.1 - Grafo de transicao associado a P com vértices iy, i e 15 e arestas
(i17i2)7 <i27i3) e (i37i1)'

Definicao 2.4.14

Vamos definir uma escolha de caminhos acessiveis P como segue. Para cada
par ordenado de estados distintos (i, j) selecionamos um, e somente um, caminho
acessivel p(i, 5). Seja, P = {p(i,j) : (i,5) € S*\ D}, onde D = {(i,5) € S* : i = j}
uma tal escolha.

Definimos o Coeficiente de Poincaré por

W(P) := sup Z w(p), (2.37)
EEA{pGPtaI quee€ p}
onde 1
w(p) = (w)i(p); ) omp= p(i, 7). (2.38)

O préximo teorema vai nos dar uma estimativa para Var,(f) em termos de
&(f, f) e sua prova serd baseada no que vimos acima.

Teorema 2.4.15

Seja P uma matriz de transicao irredutivel, reversivel com respeito a g em S
finito. Entao,

Var,(f) < W(P)E(f, f)- (2.39)

o

Prova

Para provar este teorema, devemos nos concentrar na definicao 2.4.14. Por-
tanto, é necessdrio escolher, para cada (i,j) € S*\ D, um tinico caminho acessivel
p(i,j) = (ko, ..., k) € S" com kg =i e k, = j. Observando entao que

2

O —F@ =1 > A,

e€ p(4,5)

onde a soma em e é tomada sobre os seguimentos orientados (k,,_1, k) para 1 <
m < m no caminho p(i,j), e, para e = (k,1), A.f = f(l) — f(k). Dali, pela
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Desigualdade de Schwarz 1.3.21 temos, multiplicando o argumento da soma acima
por (a(e)/p(e))/?(p(e)/a(e))/? , (note que p(e) > 0, pois estamos assumindo (p); >
0Vie Se (P)>0jique p(i,j) ¢ um caminho acessivel, ja a(e) é um coeficiente
genérico qualaquer) que

2 —

a(e)1/2 p(e)1/2 <a(e)1/2)2 p<€)1/2 2
2. AS) < | 2 2 \aneld
1/2 1/2 = 1/2 1/2
gy POV ) Sty NP gy N UE)
_ Z a(e) Z ple) (A f)?
rin PO ) \edoipy @©
Portanto, tomando desde ji a(e) = 1 (por conveniéncia, ja que no caso de

maior interesse, a saber, processos a tempo continuo é esta escolha que faremos) e
para qualquer selecao P de caminhos acessiceis temos, pelo lema 2.4.12, que

Vary(f) = 3 d (f(@) = F))*(m)i(p); <
1 1 2 2
< o2y | D2 o) (Acf)ple) =
peEP e€ p(i,7) e€ p(i,7)
= % w(p) Z (Aef)Qp(e) = %Z(Aef)Qp(e) (Zw<p)> SB
peP e€ p(i,j) ecp pSe

< W(P)E(S, ),

onde 1 vem do que foi exposto no inicio desta prova, 2 se deve a equacao 2.38, e a
soma entre parénteses deve ser feito sobre os p € P nos quais e aparece, ja 3 vem do
fato de W (P) ser definido em termos de um supremo (ver equacao 2.37) e também
nao é dificil ver que a primeira soma é, de fato, a Forma de Dirichlet £(f, f) dada
por 2.31.

Concluimos, com isto, que

Var,(f) < WP, f).

O
Este teorema (equacao 2.39) nos diz que viff,l{}) > W%P). Com isto, somos
levados a concluir (pela expressao 2.30 para 3;) que

LSS 2 : 1 2 .
5+—1nf{m.f€[/(u)}me{m.fEL(u)}—m.

Logo, para qualquer escolha de caminhos acessiveis P vale que.

Bz (2.40)

(P)

Na maior parte das aplicagoes de 2.40 escolhemos P conforme a conveniéncia
da particular situacao em consideracao.
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De forma totalmente analoga ao que fizemos acima, considerando agora o caso
em que a cadeia é aperiddica, podemos escolher uma selecao de caminhos acessiveis
P, onde cada caminho acessivel é da forma p(i,5) = (ko = 4, ..., kans1 = Jj), e dai
definir

w(p) = (1)) L (2.41)

= rle)
com
W(P) = sup > @) (2.42)
{peP:ecp}
Logo, a estimativa para 3_ fica
B> (2.43)
~ W(P)

Exemplo 2.5

Neste exemplo vamos mostrar como estimar § por meio das relacoes 2.40 e
2.43 que nos dam uma cota inferior para 3 (por conseguinte uma cota superior para
a taxa de convergéncia r = 1 — 3 da cadeia).

Consideremos a seguinte cadeia de Markov,

1/2 1/4 1/4
P=|1/2 0 1/2
1/2 1/2 0

Tal matriz de transicao é irredutivel e reversivel com respeito a u =
(1/2,1/4,1/4) (como se verifica facilmente).

Seja S = {1,2,3} o espago de estados associado. Note que, Vi # j tem-se que
(P);; > 0. Dal, para calcular W (P) devemos escolher (comforme definicao 2.4.14),
para cada i # j, um unico caminho acessivel p(i, j) para construir a selegao P de tais
caminhos. Observe que sao possiveis muitas escolhas para P, das quais destacamos
duas:

Py = {p(1 2,3),m(3,2) = (3,2), ;1 (2,1) = (2, 1),
1

P, = {p2(172) = (1’2)7172(273) = (273)ap2(372) = (372)7172(27 1) = (27 1)7
pa(l ) = (1,2,3),])2(3, 1) = (3,2, 1)}

Além disso, o conjunto das arestas é:
A= {61 - (17 2)762 = (273)763 = (37 2)7 €4 = (27 1)765 = (173)766 = (37 1)}

Posto isto, iniciaremos calculando W (P;) dado pela relagao 2.37, para tal
devemos calcular os w(p;) em 2.38. Com efeito,

1(11)2
(P)i2

Y

wp(L,2) = (Wi(w2 > = = ph(p)e—— =

e€p1(1,2) P
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W (23) = (el 3 o = (o) = A2 gy

e€p1(2,3) P

e de forma totalmente analoga,

w(p1(3,2)) = 1/27 w(p1(27 1)) =1, w<p1(173>> =1, w(p1(3, 1)) =1L

Portanto, por 2.37

W(Py) =sup » w(pr) =" max{1,1/2,1/2,1,1,1} =1,
eeAp136

onde 1 se deve ao fato que cada caminho é formado por uma tunica aresta, donde

que Zplaew(l?l) = w(p1).
Procederemos de forma anéloga para o célculo de W (P3y). Com efeito,

w(p2(1,2)) = w(pi(1,2)) =1,
w(p2(2,3)) = w(pi(2,3)) =1/2,
w(p2(3,2)) = w(pi(3,2)) =1/2,
w(p2(2,1)) = w(pi(2,1)) =1

Entretanto, nos dois ultimos caminhos restentes aparece uma mudanga inte-
ressante.

Gn(13) = s X = (s (b ) =

e1)  plez)

S

1 1
- W”W*<wMPm*mem%):Z

w(pa(3,1)) = (sl ——=umwn( L, 1 ):

1 1
- Wﬁw”(whpm*wmxmm)zz

Observando P5 e o conjunto de arestas A vemos que a aresta e; aparece no
primeiro e no quinto caminho, e; aparece no segundo e no quinto caminho, ez aparece
no terceiro e sexto caminho, e; no quarto e sexto caminho, e5 e eg apenas nos
respectivos caminhos quinto e sexto. Logo,

W(Py) = max{1+42,(1/2) +2,(1/2) +2,142,2,2} = max{3,5/2,5/2,3,2,2} = 3.

Além disso, pela relacao 2.41 temos que (note que apenas P é possivel pois,
para este caso, nossos caminhos devem ser da forma p(i, j) = (ko =1, ..., kon11) para

n > 0)
w(p1<1, 2)) = 47 w(p1(2, 3)) = 27 w(pl(gv 2)) = 27 w(p1(2, 1)) = 27

w(pi(1,3)) =4, w(p(3,1)) = 2.
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Donde que, pela relacao 2.42 vem
W (P;) = max{2,4} = 4.

Agora, se escolhemos P; como selecao de caminhos acessiveis temos, por 2.40
que 51 > 1 e por 2.43 que B_ > 1/2, logo por 2.29 segue que > min{l,1/2}=1/2.
Por outro lado, se consideramos P, como sendo outra escolha de cominhos acessiveis,
vem que 3, > 1/3 e, como antes, _ > 1/2. Portanto, § > min{1/2,1/3} = 1/3.
Ou seja, em nosso exemplo particular, vamos tomar P, como nossa escolha (de
modo a minimizar [, i.e., maximizar r = 1 — 3). Dali, por 2.40 temos, finalmente

que § > 1/3 (de fato g = 1/2).
[

Note também que, W(P) dado por 2.37, pode ser escrito como

WE) =sp Y Z(u@)i)(ég@)h) (2.44)

A
¢€ {peP:ecp}eep

onde (u(p))- = (1)i e (u(p))+ = (1), quando p inicia em 7 e termina em j.

Em geral, 2.40 nao da informagao. De fato, embora a irredutibilidade de P
garanta a existéncia de pelo menos um caminho conectando todo par de pontos,
quando S é infinito nao hé garantia que P possa ser escolhido de modo que W (P) <
0o. Além disso, mesmo que S seja finito, e entdo W (P) < oo para toda escolha de
P, somente uma escolha adequada produz uma boa estimativa em 2.40.
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3 Processos de Markov Reversiveis e
Forma de Dirichlet-Tempo Continuo

3.1 Introducao

Vamos estender as idéias vistas no capitulo 2 sobre o conceito de reversibilidade
e convergencia a processos com tempo continuo.

De fato, a parte mais ardua do trabalho ja esta feita no capitulo 2, tentaremos
apenas adaptar estes resultados conhecidos para nosso caso em consideragao (tempo
continuo).

Este capitulo apresentara as ferramentas necessarias para provar o teorema
5.3.1, principal féco deste trabalho.

3.2 Reversibilidade

O conceito de reversibilidade para processos de tempo continuo esta dado na
definicao 2.2.1 e, como vimos no capitulo 2, a proposicao 2.2.3 nos da uma condigao
necesséaria e suficiente para que uma matriz de transicado de probabilidades (semi-
grupa a um parametro continuo) P?, t > 0, juntamente com uma distribuigao inicial
i determinem um processo de Markov reversivel, a saber, a condi¢cao do balanco
detalhado 2.4.

Continuando, para o que segue abaixo, ¢ necessaria a definicao de Q-matriz,
definicao 1.3.25.

Apresentaremos a seguir, um procedimento para obter uma matriz estocéastica
[[, a partir de uma Q-matriz. Tal matriz estocdstica é denominada a Matriz Jump
associada a Q-matriz e sua importancia ficara clara a medida que avancarmos.

Definicao 3.2.1

Seja Q@ uma Q-matriz sobre S finito, entao, a Matriz Jump [[ = (7);; com,
(i,7) € S?, associada & Q-matriz Q = (Q);;, com (i,5) € S?, é dada por:

(m)i; = % sej#ie—(Q)#0
0 sej#ie(Q=0,

_ J 0 se—(Q)u#0
(Mt = { 1 se(Q)i;=0.

Proposicao 3.2.2
A Matriz Jump [ = (7);j, definida acima, é uma matriz (linha) estocéstica.

<
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Prova
Provaremos apenas o caso j # i e —(Q);; # 0. Com efeito

o @y 1 TR SR
2_Ms =2 20y = S 2@ = =g, @ =1

i ji Wi

onde 1 segue do fato que, sendo > . o(Q)ij = 0= que >, (Q)i; + (Q)ii = 0=
—(Q)ii = 2_2,4(Q)ij- Logo, IT é (linha) estocastica.

O
Proposicao 3.2.3

Toda Q-matriz admite uma decomposi¢ao da forma Q = R ([][—1), onde
R = diag{—(Q):} = diag{(R);;} para todo i € S, [[ é a Matriz Jump e I é a
matriz identidade sobre S.

Prova
Note primeiramente que a matriz [ [ —1 é dada por (7);; se i # j e por (m); —1
se i = j. Mas, pela definigao de [ (defini¢ao 3.2.1) temos que

0 sej#ie(Q)i=0,

. —1 Se —(Q)” 7£ O
(M =1 = { 0 se(Q);=0.

Logo, utilizando a definicao de produto matricial vem, V j # i, que

[R (H —I)Lj = ,{EZS(R)MM)M =! (R)z’z‘(ﬁ)ij = _(Q)ii _(?C;Z)]” = (Q)iju

onde 1 segue do fato que j # ¢ e dal utilizamos a primeira expressao acima, além
disso, devemos salientar que R ¢ diagonal.
Para j = ¢ temos,

[R (H _Iﬂ =Y Ra(m =" (Ru((mu — 1) = =(Qa(~1) = (Q)u

" kes

(m)ij = {% se j#ie—(Q)u#0

aqui 1 se deve ao fato que j = i e, portanto, utilizamos a segunda das expressoes
acima. Logo, @ = R (][ —1), concluindo desta forma a prova da proposigao.

OJ
Definicao 3.2.4

A matriz R = diag{—(Q)s;} = diag{(R);} mencionada na proposi¢ao 3.2.3
acima é chamada a Matriz das Tazas (R de Rates) (R)y; = —(Q); Vi € S. Dizemos
que as taxas (R); sao limitadas se sup;cg(R):; < 00.
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Exemplo 3.1
A O-matriz
[ —2 1 1
Q= 1 -1 0 |,
| 2 1 =3
tem como matriz jump associada a matriz
0 1/2 1/2
[I=1 1 o o |,
2/3 1/3 0
e a matriz das taxas sera
200
R=10120
0 0 3
E relativamente fécil verificar que Q = R ([] —1)

O
Observacao 3.2.5

A idéia de Processos de Markov Ezplosivos nao serd dada aqui, pois é im-
portante apenas no caso em que S ¢ infinito. Para um tratamento analogo ao que
faremos, porém sobre S infinito, referenciamos o leitor para [24].

o

Prosseguindo, vamos assumir que a Q-matriz Q em consideracao seja irre-
dutivel, no sentido que (ver definicao 1.3.18) (Q™);; > 0 para algum n € N.

Denotemos, como de costume, P! = '€ a matriz de transicdo de probabili-
dades a parametro continuo gerada por Q.

Nosso principal objetivo agora é mostrar que, se uma distribuicao inicial de
probabilidades p satisfaz a condicao do balango detalhado para a Q-matriz Q, entao,
 satisfaz a condicao do balanco detalhado para o semi-grupo a tempo continuo P?,
e dal, o processo a tempo continuo {X;};>o é reversivel com respeito a pu. Como
estamos considerando S finito, as taxas (R); sao limitadas, posto isto, podemos
enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.2.6

Seja Q uma Q-matriz irredutivel sobre S finito. Assuma que uma distribuicao
inicial de probabilidades p satisfaca a condigao do balanco detalhado para Q, i.e,
que vale, V (i, j) € S?,

(1)i(Q)ij = (1);(Q)ji- (3.1)

Entao vale, V (i,j) € S? e t > 0, que

(1)i(P")ij = (1);(P")ji- (3.2)
Ou seja, dado que Q satisfaz a condicao do balanco detalhado 3.1 para u, P*
também a satisfaz (ver equagdo 3.2) e, daf, P* é reversivel com respeito a p.
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Prova

Mostraremos, primeiramente, que (1);(Q")i; = (1);(Q™);i ¥ (i,j) € S* eVn €
N. Faremos esta parte da prova por indug¢ao em n. No que consiste, para n = 1
temos

(M)i(Q)w‘ = (M)j(Q)jia

que é, justamente, nossa hipdtese 3.1, ou seja, a propriedade desejada vale para
n=1.
Supondo valida para um certo n = k fixo, i.e.,

(1)i(Q%)ij = (1);(Q%);i (3.3)

vamos mostrar que isto implica sua validade para n = k + 1. Com efeito, temos

(H)i(@k+1)ij =' ()i Z(Qk)il(Q)lj = Z(#)i(@k)u(Q)lj =2

les e

= > @@y = D (@)l @)y =*
les P

= > (@)@ = (1); Y_(Q);(Q%)u =*
les leS

= W)j(QkH)jz’,

onde 2 se deve a hipdtese de inducao 3.3, 3 se deve a hipdtese 3.1, 1 e 4 a definicao de
produto matricial. Portanto, (u);(Q"™);; = (1);(Q*1);: V(i,4) € S?. Logo, pelo
principio da indugao, temos que (p);(Q™)i; = (1);(Q™);: ¥V (i,7) € S* e Vn € N.

Da maneira que definimos P (ver teorema 1.3.27), i.e.,

WPy = (0,3 1@ g~ i@y 5= i@

n=0 n=0 n| n=0 n‘
o (oO" ; .

=, 3 iy,
n=0 ’

Ou seja, vale 3.2 e, entdo, podemos concluir que P! é reversivel com respeito
a 1 pela proposigao 2.2.3.

O

3.3 Convergéncia em L*(y) - Tempo Continuo

Pelo teorema 3.2.6, vimos que um processo de Markov a tempo continuo é
reversivel com respeito a j se, e somente se, vale V (4, j) € S,

(1)i(Q)ij = (1);(Q);:, (3.4)
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onde Q é a Q-matriz (conforme definigao 1.3.25).
Portanto, valendo 3.4 tem-se, V (i,j) € S? e V¢ > 0, que

(1)i(P")ig = (1) (P") i, (3.5)

onde P! é o semi-grupo a tempo continuo gerado pela Q-matriz.

Com a validade de 3.5, estamos tentados a utilizar as idéias desenvolvidadas
na se¢ao 2.4 para estimar a taxa com que P'f (andlogo a 2.10) converge a <f>u em
L*(p). Ou seja, a taxa com que

tlim P f — (f)u l|l2.,. = 0. (3.6)
— 00
Para sermos mais precisos, primeiramente, enunciaremos o seguinte lema.

Lema 3.3.1

Para cada h > 0, temos que

(P )y, =P 5, = 0. (3.7)

Prova
Com efeito, pela equacgao 2.10 temos, para cada ¢ € S, que

PYEfG) =) F) (P

keS

Logo, pela definicao de norma 2.3.1, temos

IPY213,, = D (PM2F)" (=3 (PM2F() (PM2£(1) ()i =

les _lES
= Z Zf Ph/2 Zf Ph/2 )l:
leS LkeS . _]ES
= Z Zf k)(P"2),, Zf Ph/Q
les keS ] _]ES
= D Do FRP )] | D F@ )i (P ]_
les Lres 1 Ljes
= Zf(k) Zf Z ph/2) (P2,
:keS ::Jes les .
= > rm| | £GP =
:kES : :jGS |
= D [ SO P | =
LkES 1 Ljes |
- & (Zf )W =3 P! F(R) () =
keS jes poared
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onde 1 e 3 se devem a condicao do balanco detalhado 3.5, j4 2 vem da definicao de
produto matricial e da propriedade de semi-grupo, 4 vem de 2.10 e, finalmente, 5
vem da defini¢ao de produto interno 2.3.1, provando assim o lema.

0

Com este lema, temos que § = 3, e dai temos a seguinte identificagao para [,
(comparando com aquelas expressoes dadas por 2.21, 2.28 e 2.34).

B(h) = 1—sup{[(f, th>2,u’ f € L) com || flla, =1} =
= inf{(f,(I - Ph)f>27u  f € L*(u)comVar,(f) =1} =

= inf{&(f, f): f € L*(w) com Var,(f) =1}, (3.8)
onde
&(f. 1) = 5 S P)u(FG) — F(0)) (3.9
i#]

A equagao 3.9 é a Forma de Dirichlet de P* em L?(u). Conseqiientemente, em
analogia com a relacao 2.20, tem-se, para qualquer t > 0 e n > 0, que

1P = () lloge < (1= BE/n)"1f = (£ N2 (3.10)

Para prosseguirmos, devemos relembrar que, como estamos considerando ape-
nas o caso em que S ¢é finito, as taxas R sao limitadas (ver definicao 3.2.4).
Posto isto, podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 3.3.2
Seja &,(f, f) dada como em 3.9 e f € L*(;1). Entao,

tim ST oy p) (3.11)
onde ]
S 1) =5 2@ () = F(0))*. (3.12)
i#j
o
Prova
Com efeito,
i S = i g 0Pl 0) = SO =
1 [ (PM); -0 . 2 1
- §Z#<u>i;g5( ) () - 0 =
1 . (PM)i; — (1) . 2 _2
_ §#j<u>i;g%( ) () - 0 =
1
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onde 1 vem do fato que a soma esta sendo feita apenas para i # j e, neste caso, o0s
elementos fora da diagonal da matriz identidade I sao nulos, i.e., (I);; = 0, além
disso, pelo teorema 1.3.27 temos que P’ = I. J4 2 segue também pelo teorema
1.3.27, pois o limite que aparece dentro do somatério na igualdade 1 é, de fato, igual

a %(Pt)ijh:o = (Q)ij~
O

Da proposic¢ao 3.3.2 concluimos que, lim,_o3(h)/h existe e, além do mais,
para (3(h) dado por 3.8, tem-se:

A= lim @ =inf{€9(f, f) : f € L*(i) com Var,(f) =1}, (3.13)

h—0

em analogia com a relacao 2.34.
Finalmente, no caso em consideracao (.S finito e, portanto, taxas R limitadas),
concluimos (ver quagao 3.10) que

1P f = (f) Mo < €M = (), Ml (3.14)

Para ver isto, lembremos primeiramente que, da andlise na reta, vale o limite

lim (1 - 9)8 _—— (3.15)

§—00 S

Logo,

lim (1 B(t/n))" = lim (1 _ B/n) (t/n))n — lim (1 - M%)n _2

N o0 n—00 (t/n) n—oo (t/n)

onde em 1 apenas multiplicamos e dividimos por t/n. Ja 2 segue do limite 3.15,

além disso, quando n — oo temos £ — 0 e portanto, por 3.13 G(£)/(L£) — A, Em
analogia com a expressao 2.20. Vemos assim que vale o limite 3.6 e, além disso, a
convergéncia é exponencial com taxa .

3.3.1 Estimando )\

De forma andloga ao que fizemos na subsecao 2.4.2, podemos estimar A em
3.14, assim como estimamos 3 em 2.20.

No que consiste, devemos escolher uma selecao de caminhos P consistindo de
caminhos p(i,j), para cada (i,j) € S*\ D, com a propriedade que, se p(i,j) =
(ko ..., kn), com ko = ¢ sendo o vértice inicial e k,, = j o vértice final entao, p(i, j) é
acessivel no sentido que (Q)k,, ,x,, > 0 para cada 1 < m < n, onde Q ¢é a Q-matriz
geradora do semi-grupo a tempo comtinuo P°.

Logo, da mesmo forma como procedemos em na subsecao 2.4.2, temos

A

) (3.16)
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onde,

A
€€ {peP:ecp}ecp

e onde o supremo é tomado sobre as arestas orientadas e = (k,[) com (Q)g > 0, a
primeira soma ¢ sobre p € P em que a aresta e aparece, a segunda soma ¢é feita sobre
as arestas € que aparecem no caminho p, também (u(p))- = (u); e (u(p))+ = (w);,
sep=7p(i,7) e p(e/) = (r(Q)w se € = (k,1) (veja também o exemplo 2.5).

Com isto, completamos a analogia com o caso de processos a tempo discreto.

Temos, portanto, ferramentas suficientes para desenvolver um dos principais
capitulos deste trabalho (capitulo 5) e provar o importante teorema la enunciado
(teorema 5.3.1).
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4 Elementos de Mecanica Estatistica

4.1 Introducao

Neste capitulo iremos apresentar, de forma sucinta, os rudimentos da mecanica
estatistica de equilibrio, mais especificamente, nos focaremos na descricao do
chamado Ensemble Canonico. A abordagem dada aqui serd, praticamente, do ponto
de vista fisico e a omisao da leitura deste capitulo nao compromete, em nada, o en-
tendimento dos seguintes.

De fato, a exposicao abaixo tem o objetivo de motivar e justificar algumas
idéias e conceitos apresentadas nos capitulos 5 e 6, além de dar um ar de completude
para este trabalho. Para um tratado completo sobre os tépicos apresentados abaixo
indicamos as seguintes referéncias: [13], [15], [20] e [22].

4.2 Postulados da Mecanica Estatistica de
Equilibrio

Antes de introduzir os postulados da termodinamica de equilibrio, vamos
definir Sistema Simples e Sistema Composto.

Definicao 4.2.1

Sistemas Simples sao macroscopicamente homogéneos, isotréopicos, descarrega-
dos, quimicamente inertes e suficientemente grandes. Muitas vezes, um Sistema
Simples é chamado de Fluido Puro.

Um Sistema Composto é constituido por um conjunto de Sistemas Simples
separados por paredes ou vinculos.

Vinculos sao divisérias ideais que podem ser restritivas a certas variaveis. Os
principais tipos de vinculos sao:

1. Adiabaticos: Sao restritivos a troca de energia na forma de calor.
2. Fixos: Sao restritivos a variagao do volume.

3. Impermeaveis: Impedem a passagem de particulas de um ou mais componentes

do fluido.
o

Primeiro Postulado: O FEstado Microscopico de um fluido puro é comple-
tamente caracterizado pela energia interna U, pelo volume V' e pelo nimero de
particulas V.
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O numero de Estados Microscopicos de um fluido termodinamico, com energia
E, volume V' e nimero de particulas IV, na presenga de um conjunto {x;} de vinculos
internos, é dado por uma fungao Q = Q(FE,V, N;{x;}). Por exemplo, se tivermos V;
particulas associadas ao vinculo y;, muito freqiientemente na literatura se encontra

QE,V,N:{x:}) = Hi(Ni!)’ (4.1)

onde > . N; = N.

Figura 4.1 - Sistema composto constituido por trés fluidos simples separados por
vinculos adiabdticos, fixos e impermeaveis.

O problema fundamental da termodinamica, que sera respondido pelos dois
postulados seguintes, consiste na determinacao do estado final de equilibrio atingido
apos a remoc¢ao de vinculos internos de um sistema composto. Por exemplo, qual
seria 0 estado final de equilibrio quando um vinculo do sistema composto, repre-
sentado pela figura 4.1, se transforma em Diatérmico (antonimo de adiabético)?

Sequndo Postulado: Existe uma funcao de todos Parametros Extensivos de um
sistema composto, denominada Entropia, S = S(Uy, Vi, N1, Us, Va, N, ...), que estéd
definida para todos os estados de equilibrio. Na remocao de um vinculo interno, os
parametros extensivos assumem valores que maximizam a entropia.

&

Terceiro Postulado: A entropia de um sistema composto é aditiva sobre
cada um dos seus componentes. A entropia é um funcao continua, diferenciavel
e monatona crescente.

Temos, portanto,

S(UL, Vi, Ny, Uz, Vo, Ny, ) = Y S(U;, V;, ). (4.2)

J
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Além disso, a aditividade da entropia significa que S = S(U,V,N) é uma
funcao homogénea de primeiro grau das suas variaveis, i.e., que

S(aU,aV,aN) =aS(U,V,N). (4.3)

Finalmente, enunciaremos o principal postulado da mecanica estatistica de
equilibrio, o postulado fundamental da mecanica estatistica ou postulado das proba-
bilidades iguais a priori.

Postulado fundamental da mecanica estatistica: Em um sistema estatistico

fechado, com energia fixa, todos os estados microscépicos acessiveis sao igualmente
provaveis.

Vamos dar agora a definicao da Entropia Termodinamica de Boltzmann.
Definigao 4.2.2
A Entropia Termodinamica de um sistema isolado com energia F é dada por
S(E) := kglog(QUE)), (4.4)

onde kp é a constante de Boltzmann, e Q(FE) é o nimero de estados microscopicos
acessiveis ao sistema com essa energia (ver, por exemplo, equagao 4.1).

4.2.1 Parametros Intensivos da Termodinamica

Na Representacao da Entropia, a Fquacdo Fundamental de um fluido puro é
dada pela funcao S = S(U,V, N). Temos, entao, a forma diferencial

0S8 a8 0S
_ (98 95 95 _ 1.
a9 (8U>V,NdU+(aV>U,NW+(8N>U,VdN (45)

Por outro lado, pela Lei da Conservagao da Energia, temos

1 D v
= = £ dv — L dN. 4.
ds TdU+TdV Td (4.6)

Donde, comparando 4.5 com 4.6, obtemos as seguintes definicoes dos
Parametros Intensivos da termodinamica (FEquacoes de Estado):

1._ (98 p._ (95 o _2._ (95 (4.7)
T \OU)yy" T \V)uy T \ON/,, ’

onde as equagoes de estado T'= T(U,V,N), p = p(U,V,N) e v = v(U,V, N) sao,
respectivamente a temperatura, a pressao e o potencial quimico.
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®

Figura 4.2 - Sistema S em contato com o reservatorio térmico R a temperatura 7'

4.3 Ensemble Canonico

Vamos considerar um sistema simples & em contato com um reservatorio
térmico com temperatura T por meio de uma parede diatérmica, mas fixa e im-
permeavel. Na figura 4.2, o reservatério R é muito grande em relagao ao sistema de
interesse S.

Quando o sistema composto S + R estiver isolado, com energia total Ey, valem
os postulados da mecénica estatistica de equilibrio (ver secao 4.2). Portanto, a
distribui¢ao de probabilidades u = ((1)1, (@t)2, ...), com (u); sendo a probabilidade
de encontrar o sistema S num particular estado microscopico i, serda dada por

(1) = cQr(Ey — Ey), (4.8)

onde ¢ é uma constante de normalizacao, E; é a energia do sistema no particular
estado microscépico ¢ e Qp(F) é o nimero de estados microscépicos acessiveis ao
reservatorio R com energia E.

Antes de enunciarmos a préxima proposicao, vamos dar a importante definicao
de Fung¢do Candnica de Partigao (ou soma sobre os estados, do alemao Zustand-
summe).

Definicao 4.3.1
Define-se Fun¢ao Canonica de Parti¢cao como a soma
Z(B) = e, (4.9)
J
onde = 1/(kgT) e E; é a funcao energia do sistema no estado microscépico j.
o

A funcao canonica de particao Z estd associada a normalizacao de probabili-
dade (u);, como veremos na proposicao abaixo. (Note que f Nao é o Gap Espectral).
Proposicao 4.3.2

Para o caso em consideracao, a distribui¢ao de probabilidades p, onde (u); esta
dado como em 4.8, é dada por

)=
p(B)i = — =,
Z(3)

onde Z(3) é a fungao candnica de particao dada por 4.9.

(4.10)
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Prova

Como o reservatério R é sempre muito grande, a energia F; deve ser muito
menor do que Ey (ver relacao 4.8). Entao, tomando o logaritmo em 4.8, podemos
fazer a seguinte expansao

tgl()) = toate) + ool ) + | ZETHE| (¢

Usando a definicao de entropia termodinamica dada pela equacao 4.4 e a

primeira das trés equagoes de estado em 4.7 temos
Olog(Qr(E)) _ 1

OF  kgT’

onde T é a temperatura do reservatorio. Também devemos ter
Plog(Qr(E)) 1 9 (1
= —-— _— —_— 07
OFE? kg OE \T

no limite de um verdadeiro reservatério térmico, em que a temperatura esta prati-
camente fixa. Portanto, a expansao inicial se reduz a forma

1

log((p)i) = ¢ — k:B_TEi

ou seja,

(1) = W’
onde estamos utilizando a notagao § = 1/(kgT).

Logo, valendo-nos da definigao de funcao canonica de parti¢ao (definigao 4.3.1)
concluimos, finalmente, que

Observacao 4.3.3

A distribuigao de probabilidades u(3), onde (1(3)); é dada por 4.10, é deno-
minada um Fstado de Gibbs.

Em certas situacoes, é necessario dar mais, ou menos importancia para
um determinado estado microscopico 2, basta considerar entao um vetor v =
()1, (¥)2, ...), chamado Vetor de Pesos (fisicamente correponde a degenerescéncia
do estado de energia mas, na maioria dos casos, consideramos v uniforme, i.e.,

(v); =1 Vi). Dai, o Estado de Gibbs tornar-se-a:

)= 55

(4.11)

o
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Estamos aptos a definir o que, de fato, é o Ensemble Canonico.
Definicao 4.3.4

O Ensemble Canonico é constituido pelo conjunto de estados microscopicos
{i}, associados a distribuicao de probabilidades dada pela equagao 4.11, acessiveis
a um sistema &, em contato com um reservatorio térmico R a temperatura 7.

4.3.1 Valor Esperado e Variancia

Certamente existe flutuagoes da energia no ensemble canonico. Utilizando o
Estado de Gibbs (1), dado por 4.10, podemos obter o valor médio, ou valor esperado
probabilistico, da energia do sistema &, é facil ver que

0 >, Eje Pt e PP 2.
—%109(2(5)) == Z0) ;Ej 70 - ;Ej ()5 =" (Ej) i) »

onde 1 vem da relacao 4.10 e 2 vem da definicao de valor esperado em relagao a
1(B), como na defini¢ao 2.3.1.

Logo, o valor esperado da energia pode ser dado, em termos da fungao canénica
de particao Z(3), por

(B = —%wg(m». (412)

Vamos agora obter uma expressao para a variancia. Pela definicao 2.3.1, a
variancia de Ej;, com respeito ao Estado de Gibbs p(3), sera

S Ere PR N Eje :
Varue)(E;) = (E5),4 (Ejbus) = jZ(ﬁ) B jZ(ﬁ) ]:
_ 0 [roz@)_ 0 . _ P
= 55z 05 ) = 08 Bhn = el Z0)
Donde que )
0
Vs (Ey) = 55 log(2(9)). (4.13)

4.4 A Equacao Mestra

Vamos introduzir a Fqua¢ao Mestra que governa a evolucao temporal dos
processos de Markov. Com ela, daremos uma justificativa para a condi¢ao do balanco
detalhado 2.4 vista no capitulo 2.

Seja (u(t)); a probabilidade de encontrar um sistema no estado microscépico
7, num determinado instante ¢. De forma ilustrativa, podemos escrever

0

E(/fl(t))z = Raentro — Rfora; (414)
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onde a taxa de variacao da probabilidade “para dentro”do estado ¢ é dada por

Rdentro = Z(N(t))y (Pt)ji7 (415)

J

com (P?);; interpretado como sendo a probabilidade, na unidade de tempo, de que
o sistema mude do estado j para o estado ¢. Da mesma maneira, a taxa de variagao
da probabilidade “para fora”do estado i é escrita como

Rfora = (IU“(t))Z Z(Pt)l] (416)

J
Temos, portanto, a seguinte definicao para a Fquagcao Mestra.

Definicao 4.4.1

A Equacao Mestra é definida por

)= 3 [ (P — (0P, (1.17)

J
&

Toda dificuldade reside na obtencao das probabilidades de transi¢io (P');;.
Em problemas de interesse fisico (veja capitulo 6) devemos calcular essas probabili-
dades de transicao adotando formas plausiveis, consistentes com os aspéctos fisicos
subjacentes.

Nos estados estaciondrios, a probabilidade (u(t)); ndo deve ser uma fungao
explicita do tempo, ou seja

) =0 (4.18)

na situacao de equilibrio. Observando a equacao 4.17, uma condi¢ao suficiente para
o equilibrio é dada, Vi j, por

(1)i(P)ij = (1) (P") i, (4.19)

que é, justamente, a Condicdo do Balango Detalhado (ver equagao 2.4).

Essa equacao de balanco detalhado, como o préprio nome indica, tem um
significado intuitivo muito claro: na situacao estacionaria, devemos ter o mesmo
nimero de transicoes de ¢ para j ou na direcao contraria, de j para i.

Uma das estratégias mais freqiientes nessa drea consiste em escolher (P);; a
fim de satisfazer a equacao do balan¢o detalhado no equilibrio, ou seja, tal que

i (); (P');; = lim (1), (P);:. (4.20)

Com essa escolha que, em geral, nao é unica, temos a certeza de atingir um

estado final de equilibrio para tempos suficientemente grandes.
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5 Dinamica de Glauber

5.1 Introducao

Como vimos no capitulo 4, um FEstado de Gibbs (ver equagao 5.3) é um modelo
de equilibrio, portanto é de interesse nos perguntarmos qual a dinamica (cadeia de
Markov) para que tal estado seja, de fato, um estado de equilibrio.

Devemos, portanto, procurar um Processo de Markov para o qual o Estado de
Gibbs seja uma distribui¢ao estaciondria (definicdo 1.3.6). Além disso, por razoes
fisicas, deve ser reversivel (ver defini¢ao 2.2.1 e também segdo 4.4). Em outras
palavras, devemos olhar os processos de Markov que sao reversiveis com respeito ao
Estado de Gibbs (pois reversibilidade implica invariancia, i.e. P = u ver corolario
2.2.4).

Tais processos foram introduzidos neste contexto por R. J. Glauber (veja
também um trabalho original em [11]).

Iniciaremos pois, por construir uma Dinamica de Glauber para o Estado de
Gibbs 5.3.

Além disso, utilizaremos as ferramentas desenvolvidas ao longo do capitulo 3
para dar uma cota superior e inferior para a taxa Ag (teorema 5.3.1) de convergéncia
do limite

T [PYf = (f)5) ll2u08) = 0, (5.1)

onde f € L*(p(B)), P! é uma Dinamica de Glauber e P!f é dada como na equagao
2.10 do capitulo 2.

Definicao 5.1.1

Um processo de Markov que é reversivel com respeito a um Estado de Gibbs
é chamado de Dinamica de Glauber para este Estado de Gibbs.

o

Desenvolveremos aqui o estudo sobre Estados de Gibbs e sua Dinamica de
Glauber associada.

5.2 Construcao da Dinamica de Glauber

Lembre que, salvo mencao explicita, vamos considerar apenas o caso em que
o espaco de estados S ¢ finito.

Como vimos na observacao 4.3.3 é, muitas vezes, conveniente considerar, para
cadai € S, um Vetor de Pesos v, tal que sua i-ésima coordenada seja (v);. Também
observamos que, em muitas aplicacoes, v é uniforme, i.e., dd peso 1 para cada i € S,
mas, em outras situacoes, é conveniente nao assumir, a priori, que v seja uniforme.
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Vamos considerar uma fun¢ao H : S — R*, o Hamiltoniano do sistema (funcao
energia, ver capitulo 4) com a propriedade que

Z(B) =) e M) < o0, (5.2)

i€S

para cada (3 € (0,00). (O que sempre ocorre no caso de S finito).

Como vimos no capitulo 4, fisicamente 5 = 1/(kgT), onde kg é a constante
de Boltzmann, T é a temperatura absoluta e a fungao Z : (0,00) — (0,00) tal que,
B — Z(P) dada em 5.2, ¢ a Fun¢do Candnica de Parti¢ao (ver defini¢ao 4.3.1).

Definicao 5.2.1

Para cada § € (0,00), o Estado de Gibbs u(3) é, por defini¢ao, o vetor de

probabilidade dado por .
()i = Zzy ¢ 7 V)i (5.3)

para i € S.
o

A prova da proposigao 4.3.2 nos dd um esbogo da deducao da distribuic¢ao 5.3.

Num ponto de vista fisico, tudo de interessante esta na funcao de partigao 5.2.
Por exemplo, como vimos no capitulo 4 subsecao 4.3.1, é relativamente facil obter
o valor médio (valor esperado) e a variancia da funcao energia H, basta tomar o
logaritimo de Z e derivar em relagao a (3, ou seja,

2

(M) uis) = —% log(Z(B)) e Varyps(H)= 5’8_62

onde o subescrito u(3) indica que, tanto o valor esperado, quanto a variancia, estao
sendo calculadas em relacao ao Estado de Gibbs () (veja também definigao 2.3.1).

Para descrever a Dinamica de Glauber, iniciamos com uma matriz A que

tenha entradas nao-negativas e, cujas entradas da diagonal, sejam nulas. Além
disso, vamos assumir que A seja irredutivel, no sentido que, V (i, j) € S?, se tenha

log(2(5)), (5.4)

sup(A");; > 0, (5.5)

n>0

(ver definigao 1.3.18), e que seja reversivel com respeito a v, (proposigao 2.2.3), no
sentido que, V (i, j) € S?, valha

()i(A)ij = (v);(A)ji, (5.6)

que é, justamente, a condi¢ao do balanco detalhado.
Finalmente, devemos notar que

> e MO (A);; < o0, (5.7)

jes

VieSefB>0.
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Continuando, existem varias maneiras de construir uma Dinamica de Glaber.
Adotaremos uma que melhor se adapta a nosso propédsito, cuja Q-matriz seja dada
por

(QB))y; = e PO (A), se i (5.8)
QB = =D _(Q(B)i
j#i

onde 7 := 2V 0 é a parte ndo-negativa do nimero x € R.
A proxima proposicao nos mostra que o processo Markoviano gerado pela Q-
matriz 5.8 tem as propriedades requeridas.

Proposicao 5.2.2

Seja {X;}i>0 o processo de Markov com tempo continuo, cuja matriz de
transi¢do de probabilidades P' é gerada pela Q-matriz 5.8. Entao, {X;};>0 é um
processo de Markov reversivel com respeito ao Estado de Gibbs u(f3) dado por 5.3,
i.e., {X;} >0 é uma Dinamica de Glauber.

Prova

Pelo teorema 3.2.6, é suficiente provar que a Q-matriz 5.8 é reversivel com
respeito ao Estado de Gibss u(83), i.e., que vale, V (i, j) € S?, a condigao do balango
detalhado

(1(8))i(Q(8))i = (u(8));(Q(5));i-
Com efeito, por 5.3 e 5.8, vem para i # j que

(1(3):(QB))y = Z(lﬂ) e M (1) PO (1), =
_ Z(lﬂ) ¢ BO+HG) M) (1)), (A),, =1
_ Z(lﬂ) e FHOVHG) (1) (A),; =
_ Z(lﬂ) e FHGVHE) (1) (A),; =
_ Z(lﬂ) e B HHOHDID () (A) ;=
= ¢ O W) OO ()= (u(9),(QU)

onde 1 segue da condigao 5.6.
Logo, pelo teorema 3.2.6 vem que P! é reversivel com respeito ao Estado de
Gibbs e, portanto, {X;};>0 ¢ uma Dinamica de Glauber.

O
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E claro que esta escolha para a construcao da Dinamica de Glauber nao é
unica, e cada escolha depende da particular situacao em consideracao. Além disso,
assumindo, a priori, que S seja finito vem, pela observacao 3.2.5, que, seja qual for
nossa escolha, para cada 5 > 0, Q(f3) determina um processo de Markov cujas tazas
R sdo limitadas. Para uma outra construcao da Dinamica de Glauber referenciamos
o leitor para o exercicio 5.6.14, pagina 143 de [24].

5.3 Convergéncia em L*(u(3)) da Dindmica de
Glauber

Vamos contextualizar os resultados vistos na secao 3.3, com a Dinamica de
Glauber construida acima.
Definamos, como na equagao 3.13 o seguinte:

Ny = inf{Ea(f, £) : f € L2(u(B)) com Varg(f) = 1}, (5.9)

onde &5(f, f) é a Forma de Dirichlet (ver equacao 3.12), dada por

E(1.1) = 3 S (HENQ () — 1)) (5.10)
i

Na equacao 5.9 estamos utilizando a notacao abreviada Varg(f) para significar
Var,g(f), i-e., a varidncia de f com respeito ao Estado de Gibbs p(03).

Para prosseguirmos, vamos introduzir as seguintes notacoes, para um caminho
p = (ig, ..., i) € S™ (ver definigao 2.4.13 do capitulo 2).

Elev(p) := oénn?}g(nH(im)’ (5.11)
e(p) := Elev(p) — H(ig) — H(in). (5.12)

Entao, como u(3) é dado por 5.3 e Q(f) é dada por 5.8 vemos, para p =
(10, -+, in), (ver equagao 3.17) que

i b ) _
R GGG Q)T Dy R W e 417 e

_ 1y e MO W) e M (v);,
Z(p) Z e~ PMlim=1) (), e BH(im)=H(im-1))" (A)
1
(

Im—1%
m= m—1tm
n

=1
S Wl )
B) 22 Wi 1 (At i & PO )

Z

m

1%
1 3 Wio(P)in (0 M)~ (0 M)
Z(B) = (V)i 1 (A, i

Mas, para todo i,, € S com m € {0,...,n} vale, por 5.11 e 5.12 que

m=1

H(im) V H(im—1) — H(io) = H(in) < Elev(p) — H(io) — H(in) = e(p).
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Portanto,

¥ RS ()i (V)i eﬁe(p):Lw ePep)
7= 20) 2 W (Ao R

3
Il

onde

wip) =Y (V)ii'/_)l’z%i:_ﬂm : (5.14)

Além disso, para qualquer escolha de caminhos P, sabemos que (ver equagao
3.17)

m=1

1
Ws(P) = < —— PO (p 5.15
5(P) = sup > walp) < 7z € (P), (5.15)
{peP:ecp}
onde
W(P) := sup Z w(p) e E(P):=supe(p). (5.16)
eeA{pEP:eEp} peP

Portanto, concluimos (ver equacao 3.16) que

VRS T 1 _ Z(B) e PE®)
P Wa(P) T S fERIW(P)  W(P)

(5.17)

Como estamos considerando S finito, é claro que 5.17 esta bem definida ja que,
neste caso, W(P) < co. Ao mesmo tempo, ela mostra que se o interesse estd nos 3's
grandes, entao é importante escolher P de modo que E(P) seja o menor possivel.

A finitude de S permite-nos obter, para cada (i,7) € S?, um caminho p(i, j)
que minimize Elev(p) dentre todos os caminhos acessiveis de i a j e, claramente,
qualquer P consistindo de tais caminhos minimiza E(P) (ver equacdo 5.11). Em
qualquer caso, sempre que S for finito e P consistir de caminhos p(7, j) que mini-
mizem FElev(p) sobre todos os caminhos p de i a j, E(P) tem uma interpretagao.

Pense S como um conjunto de sitios em um mapa e H como a funcao que da
a altitude de cada sitio em relagdo ao nivel do mar, i.e., H(i) é a altitude do sitio
1 € S em relagao ao nivel do mar.

Sem perda de generalidade, vamos supor que o sitio de menor altitude kg € S
esteja ao nivel do mar, ou seja, que H (ko) = 0.}

Quando existe tal kg, nés interpretamos (de forma metaférica) E(P) como a
maior (diferenca de) altitude que uma pessoa caminhando deve atingir, ndo importa
onde ele tenha iniciado, ou que caminho acessivel tenha escolhido, para chegar ao
nivel zero (do mar seguindo a metafora).

Para ver isto, primeiramente observe que se p e p’ sdo um par de caminhos
acessiveis e, se o ponto final de p é o ponto inicial de p’, entdo o caminho ¢ é
acessivel e Elev(q) < Elev(p) V Elev(p’), onde ¢ é obtido conectando-se p e p/, i.e.,

s€ D= (1o, eeeyin) €D = (i0y vy i) €NLAO G = (G0, cvvy Ty Gfyy vy ) -

lcaso contrario, i.e., se H(ko) # 0 basta substituir H por H — H(kg), dai
()7 = e PHOHE) 1)/ (PHE Z(3) = (W]t e, da mesma forma, (@) =

efﬁ((H(j)fH(ko))f(H(i)fH(ko))ﬁ(A)Z.j = e%(H(a‘%H(i))*(A)ij = (Q)Z}, Donde, a desigualdade 5.17
parmace, exatamente, a mesma.
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Dai, para qualquer (i,7), e(p(i, 7)) = e(p(i, ko)) V e(p(J, ko)), donde fica claro
que E(P) = max;cse(p(i, ko)).

Finalmente, j& que, para cada i, e(p(i, ko)) = H(l) — H(i), onde [ é o mais alto
ponto ao longo do caminho p(i, kg), concluimos nossa explanagao.

Quando S é finito, podemos mostrar que, ao menos para (’'s suficientemente
grandes, a desigualdade 5.17 nés d4 uma boa estimativa para Ag. Para sermos mais
precisos, vejamos o teorema que segue abaixo.

Teorema 5.3.1

Assuma que S seja finito e que Q(f3) seja dada por 5.8. Seja m = min;cg H(7)
e Sy ={i €S :H()=m}, esejae o menor valor de F(P) tomado sobre todas
selecoes de caminhos acessiveis P. Entao, e > —m e € = —m se, e somente se, para
cada (i,7) € S x Sy existe um caminho acessivel p de i a j tal que Elev(p) = H(i).

Mais geralmente, qualquer que seja o valor de €, existem constantes 0 < ¢_ <
cy < 00, independentes de H, tais que

c_e Bletm) < Mg < cpePlerm) V3 >0.

Prova
Primeiramente note que, nem u(3) nem Q(f) mudam se H for substituido por
‘H — m, enquanto que € muda para € + m. Com efeito, Vi € S
(B = —— IO (1), — e = sy = O
Z(ﬁ) Eies € (l)(’/)ie " Zies € @)

Logo, (u(8))1F™™ = (u(B))}, onde estamos supondo estar claro o emprego do so-

brescrito na expressao acima.
Também, para i # j temos

(Q(ﬁ))”.—m — e—ﬂ[(H(j)—m)—(H(z‘)—m)ﬁ(A)

j

e portanto (Q(8))2™ = (Q(A))

Finalmente, utilizando as relacoes 5.11 e 5.12, temos

i = e PO (A = (Q(8)

R

™™ = min B(P)"™™ = min (sup e(p)H_m> =
P P pe P

— i (sup [Blew(s)"*~" — (i(i) = m) — (34(6) ~ m)] ) =
= min (s :Org% (H(j) — m) — Hlio) — H(iy) + zm)D _

sup | s (R(7) — M) = i) + )| ) =

= min

pep [0<i<n

= mgn sup [Elev(p)™ — H(io) — H(z,ﬂ)}) +m =

(
(2]
— o (sup | max () ~ M) = ) ) 4 =
(
(

= min ( sup e(p)H) +m = m}in E®P)" +m=¢"+m.
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O que mostra que €™ = " 4 m.

Posto toda esta argumentacao inicial, podemos supor entao, sem perda de
generalidade, que m = 0.

Dali, escolha uma sele¢io de caminhos acessiveis P = {p(i,7) : (i,7) € S?}
de modo que, para cada (i,7) € S?, p(i,j) minimize e(p) sobre todos os caminhos
acessiveis de ¢ para j. Agora, seja kg € Sy fixo.

Pelo que vimos na metéafora acima,

€ = max e(p(i, ko))- (5.18)
Em particular, como e(p(i,ky)) = FElev(p(i,ko)) — H(i) — H(ko) =

Elev(p(i, ko)) — H(i) > 0, pois kg € Sy e Elev(p(i, ko)) = maxo<j<, H(j) Vi € S,
provando assim que € = max;es e(p(i, ko)) > 0 e, é claro que, € = 0 se, e somente se,
Elev(p(i, ko)) — H(i) = 0 < Elev(p(i, ko)) = H(i) Vi € S.

Para estimar o limite inferior de Ag, observe que, como estamos supondo m = 0,
e Z(8) =Yg € MO (v); > e Pk (1) = (v), > 0 vem, por 5.17, que devemos
g

Finalmente, para provar o limite superior, escolha [y € S\ {ko} de modo que
e(po) = €, onde py := p(lo, ko), e seja I' o conjunto dos i € S com a propriedade que
ou i = ko ou Elev(p(i)) < Elev(py) para o caminho p(i) := p(i, ko) € P de i a ko, e
defina f := xr, i.e., a funcao indicador do conjunto I', tal que, f(i) = 1sei €' e
f(i) =0seiel®".

Entéao, ja que ky € T e [y € I'°, vem (ver equagao 2.8)

tomar c_ =

, que nao depende de H.

Varg(f) =" (f*) = (/)" =" D FP@)u®B) - [Zf(i)(u(ﬂ))i] =

= )i~ [_wa))i] =3 ) [1—2@(5)»] -
= (Z(u(ﬁ)%) (Z(u(ﬁ))]) > ((B)) o (11(B))ig =

e*ﬁH(’fo)(y)ko efﬁH(lo)(V)l0 B (,/)ko(y)lo e—B(H(ko)+H(lo))
Z(B) A Z()* ’

onde 0 e 1 seguem, respectivamente, da definicao de variancia e valor esperado dada
na definicao 2.3.1, 2 segue do fato que podemos decompor S =T'UT“e f := xr,
em 3 apenas fatoramos a soma, ja em 4 usamos o fato que 1 = > . _(u(B)); =
Yier(1(B)i + 2 sere(1(B))i 0 que implica 1 — 32, o(1(B))icr = ZjeS(:u(ﬁ»jE re,
onde nesta uiltima passagem fizemos uma mudanga de incices (i < j !).

Ao mesmo tempo, pela equacao 5.10, temos

G 0) = 5 S WONQSFG) ~ TP = Y (AQ), =

j#i (i,4) €l xTe

- ¥ L 00 (), e~ 0G4, —
e 7
1,j)elxT
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1 ) )
= 720 Z (1)1(A);; e PHOVHG),
(i,j)erxTe
Mas, se i € I'\ {ko}, 7 € I'“ e (A);; > 0 entao H(j) > Elev(py). Para ver isto,
considere o caminho ¢ obtido indo-se em uma etapa de j para i e, entao, seguindo
p(i) de i para ky. Claramente, ¢ é um caminho acessivel de j para kg e, deste modo,
Elev(q) > Elev(p(j)) > Elev(po). Mas, isto significa que

Elev(po) < Elev(p(j)) < Elev(q) = Elev(p(j)) V H(5),

que, junto com Elev(p(i)) < Elev(py) (ver definicao de I'), nos leva a concluir que
H(j) > Elev(py). Da mesma forma, vemos que H(j) > FElev(py) se j € T e
(A)ky; > 0 ja que, neste caso, o caminho p(j, ky) é acessivel e

H(j) = Elev(p(j, ko)) > Elev(p(j)) > Elev(py).

Conseqlientemente, a expressao anterior de {5(f, f) pode ser escrita como

Es(f, f) < % e PRIl N T (1)i(A)y.
(i,j)erxTe

Como, por hipdtese, € = e(py) = Elev(pg) — H(ko) — H(lp), concluimos que

Yo = & f) Vars(h) =1} < 2L <

L sBlepo Z(5)? B
< 70 BElev(po) Z (1)i(A)y (091 () P T

(i,j)€rxTe

Z(B) e o
(i,j)ET xTe

= US| e

(y>k0 (V>IO (i,j)EFXFC

Finalmente, note que

28) = 128) = |3 MW < 30 | MO@y] = 3 | O] ()] <
€S (Ish €S
< Il =1 v I,
€S

onde, || f |lvi=>_;cq|f(@)] é a norma variacional (veja subsecao 2.1.2 em [24]).
Logo, devemos tomar

vl o
C+ = (V)ko(y)lo (i,j)gzrxpc( )z(A)U

Concluindo, deste modo, a demonstracao do limite superior e, por conseguinte,
a do teorema.

O
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6 Aplicacoes

6.1 Introducao

Neste capitulo vamos construir, explicitamente, a Dinamica de Glauber, da
maneira que foi proposta no capitulo 5, para dois sistemas fisicos, a saber, Sis-
tema de Particulas com Dois Niveis de Energia e o Modelo de Nicleos Magnéticos
Localizados.

De fato, vamos obter os correspondentes semi-grupos a tempo continuo P?,
para t > 0, que nos fornecem as probabilidades de transicao para cada um dos
sistemas fisicos mencionados, e que sejam reversiveis com respeito ao Estado de
Gibbs (ver defini¢ao 5.2.1).

Serd dada uma interpretacao para alguns casos limite de P!, em cada sistema.

Na parte final de cada exemplo, mostraremos que a dinamica de P! agindo
sobre certas variaveis aleatorias, no sentido da relacao 2.10, converge de forma bem
rapida (exponencial) ao valor esperado destas veridveis aleatérias e vamos estimar
a taxa de tal convergéncia.

6.2 Sistema de Particulas com Dois Niveis de
Energia

6.2.1 Modelagem

Vamos considerar um gas de N particulas semi-classicas que podem ser en-
contradas em dois estados, com energia e; = 0 e €9 = ¢ > 0, respectivamente,
numa situagao em que a energia total do sistema pode flutuar, mas a temperatura
permanece com valor fixo 7.

Um estado microscépico do sistema global fica caracterizado pela atribuicao
do estado de energia de cada particula. Podemos, entao, introduzir uma variavel
s;, associada a j-ésima particula, com j € {1,2,..., N}, tal que s; = 0, quando a
particula j tiver energia nula, e s; = 1, quando a particula j tiver energia € > 0.

Um estado microscopico do sistema, caracterizado pelo conjunto de valores
{sj}icqi2,..ny, tem Hamiltoniano global

7:2({33}) = Zesi. (6.1)

Concluindo, desta forma, a modelagem do sistema.

6.2.2 Construcao das Probabilidades de Transicao

Com o intento de obter, explicitamente, o semi-grupo a tempo continuo P?,
vamos seguir o roteiro introduzido na secao 5.2.
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No que consiste, note que S = {0,1} pois, neste caso, existem apenas dois
estados possiveis de energia, a saber, 0 e ¢ > 0 que, como vimos na modelagem,
estao associados aos valores 0 e 1 respectivamente. Além disso, vamos considerar v
uniforme, i.e., (v); = 1 Vi € S. Note que, H : S¥ — R* ¢ tal que H = ¥H, com
H : S — R* sendo o hamiltoniano de particula tinica (dado por 6.3).

Desta forma, a func¢ao canonica de particao (global) pode ser escrita na forma

208) = e — Y Y LY s

{Sj} s1€40,1} s2€ {0,1} snye{0,1}
= Z e st Z e Pz Z e Pesn —
s1€{0,1} s2€{0,1} sne{0,1}
N
= | 2 ] =2,
s€{0,1}

mostrando que a fungao canonica de partigao do sistema (global) se fatora, donde
Z(B)= > el =14e (6.2)
s€{0,1}

Ou seja, tudo se passa como se estivéssemos considerando apenas uma tunica
particula e, de fato, é 6.2 que vamos consisderar (todo sistema cuja fungao canonica
de partigao se fatora pode ser abordado desta formal).

Neste ponto de vista, a equacao 6.1 tornar-se-4 H : S — R™, dada por

H(s) = es. (6.3)
Dai, o Estado de Gibbs (equagao 5.3) fica, Vs € {0,1} = S,

efﬁss efﬂz-:s

(M(ﬁ))s = Zl(ﬁ) = 1+6_55‘

(6.4)

Avancando nas idéias do capitulo 5, vamos considerar a matriz A 14 men-
cionada. Camo estamos assumindo v uniforme, temos de tomar A simétrica para
que satisfaca a condicao do balanco detalhado 5.6. Explicitamente, considere a
seguinte matriz A

A:[(l) H (6.5)

Prosseguindo, para construir a Dinamica de Glauber devemos obter a Q-matriz
Q(3), conforme a equagado 5.8. Com efeito, levando-se em conta as relagoes 6.3 e
6.5, temos

(Q(ﬁ))m = e—ﬁ(H(l)—H(o))+(A)01 = ¢ Al 0)+1 = 6_56;
QA1 = e PHOTHOT(A))g = e A0 = A2 =,
QB0 = —(Q(B)o = —e 7

(Q(5))

O

(
(ﬁ 1 = _(Q<ﬁ))10:_1
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Portanto,

—e e } (6.6)

o~ ="

O polinomio caracteristico associado & matriz 6.6 é p(A) = A2 — ATr(Q(B)) +
det(Q(3)), mas Tr(Q(B)) = —(1 + ") e det(Q(3)) = 0, portanto

p(A) = A2 + A1+ e 7). (6.7)
Dai, temos como autovalores, i.e., solugdo de p(\) = 0,
M=0 e Jo=—-(1+e)=-2Z(p), (6.8)
com respectivos autovetores
v =(L,D)T e wy= (=" 1T, (6.9)

Logo, a matriz Q(3), dada por 6.6, é conjugada a uma matriz diagonal D, i.e.,
existe uma matriz B invertivel, (mudanga de coordenadas) cujas colunas sdo v; e vy
respectivamente, e tal que Q(3) = BDB™!, onde

0 0
D— : 6.10
{ 0 —Z1(0) } ( )
s 1 e=Pe
B [ 1 el } o Bl — [ 2B Afp) ] . (6.11)
_Zl(ﬁ) Zl(/B)

Finalmente, como vimos na subsecao 1.3.2, a matriz de transicao probabili-
dades a tempo continuo é dada por P = €2 Vvt > 0, logo, por 6.10 e 6.11 vem,
lembrando que exp(diag{ai,as}) = diag{e™,e*}, que

_ 1 e P
Pt~ 90 _ gDl — [ L —e ﬂs] [ 10 ] [ HCRAC) ] _

—tZ1(B) 1 1"
L. 0 e AR
1 1 —Be—tZ1 (8 e P 1 —Be—tZ1 (B
ARG R 7 bk 1
L 1 —tZi(p) e | L —tZi(B)
Z1(B) Z1(B) Z1(8) Z1(8)

Donde vem, YVt > 0

pt_ (6.12)

2 (5) 1 — e~ tZ1(B) e Pe e—tZ1(B)

Note que o semi-grupo a parametro continuo 6.12 satiztaz a condicao do
balanco detalhado para o estado de Gibbs 6.4. Com efeito,

t B 1 e P _e*ﬁ‘f*tzl(ﬁ) - e e 1 _eitzl(ﬁ) _
(1(B))o(P o1 = AG) <Z1(ﬂ) Z1(3) > -~ Z1(B) <Z1(5) Z1(B) ) N

= (u(B))1(P")10.

Logo, o processo estocastico de Markov a tempo continuo {X;};>¢, onde a
variavel aleatéria X; indica o estado de energia de cada particula no instante ¢, é
uma Dinamica de Glauber (ver defini¢ao 5.1.1).

1 [ 1 _'_ e—,@E—tZl(,B) 6_/35 — e_ﬂa_tzl(ﬁ) :|
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Existem alguns limites interessantes de P?, por exemplo, quando t — oo, temos

hmptzlﬁ Z(ﬁ;)]:{(ﬂ(ﬁ))o (A T 613

e (1(B))o (u(B))

Z(B)  Z1(B)

Ou seja, u(8) = ((1(B))o, (1(B))1) é, por construgao, o (tinico) ponto fixo para
Pt. Em outras palavras, uu(3) é o estado de equilibrio do sistema e dai, V p vetor de
probabilidade inicial, lim; .., pP* = () (veja teorema 1.3.22).

Além disso, note que sempre temos (u(3))o > (u(5))1, ou seja, o nivel de
energia mais baixa (0) estd sempre mais populado de particulas do que o nivel mais
alto (¢ > 0), tal fato particular vai ao encontro do principio fisico geral de que, grosso
modo, “todo sistema fisico tende a ocupar o estado de menor energia”. Podemos
ver por 6.13 que, no equilibrio, dado que uma particula esta no estado fundamental
(0), é mais provavel que 14 ela permanega, do que ela salte para o estado ezcitado
(¢ > 0). Do mesmo modo, dado que uma particula estd no estado excitado (¢ > 0),
¢ mais provédvel que ela vé para o estado fundamental (0), do que ela permanega
neste esdado.

Lembrado que 3 = 1/(kgT), verifica-se a igualdade de (u(3))o > (u(5))1 ape-

t—o00

nas para 1" — oo (i.e., § — 0) e, neste caso, limg_o(1(3))o = limg_o l—f—e%ﬁa =1/2

e limg_o(u(0))1 = limgﬁo% = 1/2, indicando que os dois niveis de ener-
gia estao igualmente populados. Para T — 0 (i.e., § — 00), limg_oo(p(5))o =
limg oo frompe = 1 € limgoo(u(B))1 = limg_.oo @—fik = 0, indicando que todas

particulas estao no estado fundamental, com energia nula.
Vamos agora nos perguntar sobre a validade do limite

}Hgo IP"H — <H>#(5) l2,8) = 0, (6.14)

onde a notagao P'H ¢ a mesma ja empregada no capitulo 2 (equacao 2.10) que quer

dizer
PUH(i) = Y HG) (P, (6.15)
j€s

a norma e o valor esperado apresentados na equacao 6.14 sao, a norma e o valor
esperado em L?(u(3)) (ver definigao 2.3.1), com u(/3) sendo o Estado de Gibbs dado
em 6.4, H é o Hamiltoniano dado por 6.3. Sendo valido o limite 6.14 que estimativa
podemos dar a taxa de tal convergéncia?

Como H € L*(uu(8)) vem, pelos argumentos do capitulo 3, que vale o limite
6.14. Mais do que isto, vale que

IPH — (M), o < eV H — (H),, 2,

onde a estimativa para a taxa \g é dada em 5.17, i.e., \g > Z,(8) e P E®) /W (P).
Para explicitarmos tal estimativa, notemos que a unica selecao de caminhos

acessiveis P é P = {p(0,1) = (0,1),p(1,0) = (1,0)}. Mas E(P) = sup,pe(p).

Entao, pela defini¢ao de e(p) dada em 5.12 temos que

e(p(0,1)) =e—H((O0) —H(l) =e—0—e =0,

e(p(1,0)) = ¢ — H(1) —H(0) = —c — 0 = 0.
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Donde que, E(P) = max{0,0} = 0.
Vimos na se¢ao 5.3 que, para um caminho p = (ig, ..., i)

w(p) = Z (y)lij/)lzzzgy))zrum :1 1’

m=1

onde 1 se deve ao fato que em nosso caso particular (v); = (A); = 1V (4,7) € {0, 1}
Donde, vem que (veja equagao 5.16) W(P) = max{l, } = 1. Dai, retornando a
estimativa, vemos que A\g > Z1(3) e PE®) /W (P) = Z,(B) i.e., \g > Z1(53).

O

6.3 Modelo de Nicleos Magnéticos Localizados
6.3.1 Modelagem

Os ntcleos dos atomos de certos solidos tém spin ¢ = 1. De acordo com a
teoria quantica, cada ntcleo pode ter trés estados quanticos de spin, a saber, o = 1,
0 =0e o = —1. Esse numero quantico mede a proje¢ao do spin nuclear ao longo do
eixo cristalino do sélido. Como a distribuicao de carga nuclear nao é esfericamente
simétrica, a energia do nucleo depende da orientacao de seu spin em relacao ao
campo elétrico local.

Assim, um nicleo nos estados 0 = £1 tem energia D > 0 e um nicleo no estado
o = (0 tem energia nula. Considere agora este sistema, com N nicleos magéticos, a
temperatura T'. O Hamiltoniano global do sistema pode ser escrito como

H({o;}) =D ot (6.16)

onde D é positivo e o estado microscépico do sistema fica caracterizado pelo conjunto
de varidveis de spin {o;} com o; € {1,0,—1} = S, para qualquer sitio (localiza¢ao)
je{1,2,...,N}.

6.3.2 Construcao das Probabilidades de Transicao

Procederemos de forma analoga a subsecao 6.2.2. No que consiste, para obter
o semi-grupo a tempo continuo P, vamos considerar S = {1,0,—1} e v = (1,1,1).
Dai, a fungao canonica de parti¢ao (global) pode ser escrita como

Z(B) = Ze—ﬂﬁ({m}): Z Z e BDLL o _

{O’i} 0'16{1,0,71} oNE {1,0,71}

_ Z e~PDot Z e PPN = Z,(B)N,

016{1707_1} JNE{1707_1}

onde
Zi(B)= > e =P p14e P =142 (6.17)

oce{1,0,—1}
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Ou seja, novamente a funcao canodnica de particao do sistema se fatora e, dai,
temos de utilizar apenas 6.17 (isto se deve ao fato que os sitios sdo nao-interagentes).
Logo, o Hamiltoniano H : S — R* de cada sitio sera

H(o) = Do?, (6.18)

para o € S.
Portanto, o Estado de Gibbs (/) sera dado, Vo € S, por
e—BDo? e—BDo?

(:u(ﬁ))a = Zl(ﬁ) = 1+ 208D

(6.19)

Seguindo a ordem que adotamos na subsecao 6.2.2, devemos construir a matriz
A satisfazendo a condicao do balanco detalhado com v, como estamos considerando
v uniforme, A deve ser simétrica, além disso, como S é constituido de tres estados,
A deve ser uma matriz 3 x 3. De fato, vamos assumir A da seguinte forma

011
A=1101]. (6.20)
110

Agora, para obter a Q-matriz Q(f3), devemos levar em consideragao as ex-
pressoes 6.18 e 6.20, e também lembrar que D > 0. Entao,

(Q(B)10 = e PHOHINT(4), ) = PEDT] = 1,
(QB)1-1 = e PHEDNTOT (), ) = =D = 1
(Q(ﬁ))m = eiﬁ(H(l)iH(O)ﬁ (A)01 = 675(D)+1 = eiﬁDS

Agoy = e PP = PP,

))o-1 (
(Q(B) 1y = e PHOHED (4) ) — =AD" 1,
(Q(B))-19 = e PHOTHEDT(A) )= PP =1
Q)11 = —(Q(B)10— (QB)11=—1—1==2;
(Q(B)oo = —(Q(B))o1 — (Q(B))o-1=—e BD _ ¢=AD — —Ze*ﬂD;
(

Dai, a matriz Q((3) serd dada, em forma matricial, por

-2 1 1
QB)=| e PP —2e PP PP | (6.21)
1 1 —2

O polinomio caracteristico associado a matriz 6.21 é
p(A) = —e PPAB+ A)(2+ P (1 + N)). (6.22)
Os autovalores sao as solugoes de p(A) = 0, i.e., sdo os valores
AM=-3 X=0 e I3=-21(0), (6.23)

onde Z;(f3) é a fungdo canonica de partigdo dada por 6.17.



72

Seus respectivos autovetores sao
v = (—1,0, 1), vy = (1,1, )7, e vg = (1, =27 1)T. (6.24)

Desta forma, concluimos que a Q-matriz Q() é conjugada a uma matriz
diagonal D, ou seja, existe uma matriz invertivel B, tal que, Q(3) = BDB™!, onde

-3 0 0

D=100 0 : (6.25)

0 0 —Z(p) |

-1 1 1 i
B=| 0 1 =277 |, (6.26)

1 1 ]

e 1 1

1 0 1

2 2

-1 _ e~ PD 1 e—BD
B = DR AR O (6.27)

22:(8)  Z1(B) 2Z:1(B)

Logo, pelos mesmos argumentos feitos na subsecao 6.2.2, temos que P? serd
dada por

111 e 00 0 3,
t —BD e 1 e
Pl=| 0 1 27 0o 1 0 AR COE
1 1 1 0 0 e 4Bt L __1 !
27Z1(8) Z1(B)  2Z1(B)

ou seja, Vt > 0 temos, finalmente que

e—3t  o—BD o~ Z1(B)t 1 ez et | eBD | —Zi(B)
RN ARG 70 7 5 Y720 T 240
,Pt . e PD  —PD-Z1(B)t 1 + 2e—BD—Z1(B)t e BD  =BD-Z1(P)t
- Z1(6) Z1(B) Z1(B) Z1(P) Z1(6) Z1(6)
et o0 mon RG] e O
2 Z1(B) 271(B) Z1(B) Z1(B) 2 Z1(PB) 271(B8)
(6.28)

Veremos agora que o semi-grupo a tempo continuo P!, para ¢t > 0, dado por
6.28, satisfaz a condicao do balanco detalhado para o Estado de Gibbs 6.19. Com
efeito,

¢ P 1 e e e PD-ZBN
WANP = Fo (Zl( . Zﬂ@)‘zlw) (W) e )
= (u(B))o(P")o1;

((B)1 (P11 =

e—BD o e—BD e—Z1(B)t B o '
Z1(B) <_ 2 * Z1(B) - 221(5)) = (u(B))=1(P")-11;

¢ _ e~ PD 1 B e—Z1(B)t B 1 e PP B e~ PD-21(B)t _
(1(B)-1(P)-10 = Z:09) (21(5) Z,(8) )  Z1(B) (Zl(ﬁ) Z1(B) > B
= (u(B))o(P*)o-1.
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Portanto, o processo estocastico de Markov a tempo continuo {X;};>0, onde a
variavel aleatoria X; indica, no instante ¢, o estado quantico de spin de cada nicleo
localizado, é uma Dinamica de Glauber.

Assim como fizemos na subsecao 6.2.2, vamos analisar alguns casos limite, por
exemplo, quando t — oo tem-se

a zm ag | [ WO WO (wB)
tliglopt: ;lg@ le(g) ;125) = | (B (B (1(B))-1 |- (6.29)
S T om (81 (u(B)o (1(B)) -1
)

Assim, concluimos que pu(5) = ((1(8))1, (1(5))o, (1(5))-1) é o tnico vetor de
probabilidade invariante para P?, e dai, seja qual for a distribuicao inicial p, temos

sempre lim;_,o pP" = pu(F) (conforme teorema 1.3.22).

Além do mais, note que (u(83))o > (u(B))1 = (u(B))-1, conclui-se dai que,
apos um amplo intervalo de tempo, a maior parte dos nicleos estao ocupando o
estado quantico de spin 0 e, dos nicleos restantes, metade estao ocupando o estado
quantico de spin 1 e a outra metade o estado quantico de spin —1. Novamente,
como justificado na subsecao 6.2.2, este numero de ocupac¢ao se deve ao fato que o
estado quantico de spin 0 é menos energético do que os outros dois estados 1 e —1
(que sao igualmente energéticos, ver equagao 6.18).

Vemos por 6.29 que, no equilibrio, dado que um nicleo esta no estado quantico
de spin 1 é mais provavel que ele va para o estado de spin 0, e é igualmente provavel
que ele permaneca no estado quantico de spin 1, ou que ele va para o estado quantico
de spin —1. Do mesmo modo, dado que um nticleo esta no estado quantico de spin
0 é mais provavel que ele permaneca neste estado quantico, e é igualmente provavel
que ele va para os estados quanticos de spin 1 e —1. Finalmente, dado que um
nucleo esta no estado quantico de spin —1 é mais provavel que ele va para o estado
de spin 0, e é igualmente provavel que ele permaneca neste estado quantico de spin,
ou va para o estado de spin 1 (Veja figura 6.1).

Figura 6.1 - Uma possivel configuragao para o sistema de N nicleos magnéticos
localizados, onde estamos convencionando seta para cima quando o =
1, auséncia de seta quando o = 0 e seta para baixo quando o = —1.

Outra comprovacao dos fatos mencionados no paragrafo anterior pode ser dada
calculando-se o Valor Esperado de Spin, i.e., (o) (8) pela definicao 2.3.1 do capitulo

2 temos

e 8D e 8D
+0—
Z1(B) Z1(B)

(‘7>#(5) = ZU (1(8)) =

o€eS

= 0; (6.30)
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ou seja, escolhendo-se um nicleo ao acaso, é mais provavel encontra-lo no estado
quantico de spin 0, confirmando as previsoes feitas nos paragrafos anteriores.
Prosseguindo a andlise dos limites, temos a igualdade em (u(3))o > (u(8))1 =
(u(B))-1 apenas para T — oo (i.e., f§ — 0) e, neste caso, nao é dificil ver que
limgo(11(8))o = limgo s = 1/3, e que limg_o(u(3))1 = limgo((8)) -1 =
limg_.o % = 1/3. Com isto, somos levados a concluir que, para altas tem-
peraturas, os tres estados quanticos de spin estao igualmente ocupados. Por outro

lado, quando T" — 0 (i.e., 8 — 00), limg_.o(1(B))o = limg_. m = 1e, além

e~ PD

disso, limg.co(1(B))1 = limpoo((B))-1 = limg.co -5.=55 = 0, indicando que,
para baixas temperaturas, todos os nicleos estao no estado quantico de spin 0,
correspondente ao estado de menor energia.

Vamos agora nos perguntar sobre a veracidade do limite (note que, por 6.30

<O>u(ﬂ) =0)
lim [P0 = (), llugs) = 1 [P'o], =0, (6.31)

onde P’o é uma notagio analoga a relacao 6.15. Como o € L?(11), pelas mesmas ob-
servacoes da subsecao 6.2.2 é valido o limite 6.31. O quao rapida é tal convergéncia?
Da mesma forma que fizemos acima (subsecao 6.2.2) devemos estimar para a taxa

Ag utilizando 5.17, i.e., \g > Z1(B8) e PE®) /W (P).
No que consiste, seja
P = {p(LO) = (1,0),29(0, 1) = (07 1),2?(0, _1> = (07 _1)7]7(_170) = (_170)7
p(17 _1) = (17 _1)ap(_17 1) = (_17 1)}7

a (boa) selecdo de caminhos acessiveis escolhida. Pela definicdo de e(p) dada em
5.12 temos, levando-se em conta o Hamiltoniano 6.18, que

e(p(1,0)) = e(p(0,1)) = e(p(0, =1)) = e(p(-1,0)) = 0,

e(p(1,-1)) = e(p(-1,1)) = =D <0.
Logo, E(P) = max{0,—D} = 0.

Como vimos na segao 5.3, para um caminho p = (ig, ..., i)

W(p) N Z (V)Ziy):(()f(ély)zrﬂm - .

m=1

onde 1 se deve ao fato que, novamente, em nosso caso particular (v); = (A);; =
1V (i,j) € S% Donde, vem que (veja equagdo 5.16) W(P) = max{l,1} = 1.
Daf, retornando & estimativa, vemos que A\g > Z1(3) e PE®) /W (P) = Z,(B) i.e.,
As > Z1(B).

Para qualquer outra escolha de P vamos obter W (P) > 1. Como j& observamos
a selegdo de caminhos acessiveis P deve ser tomada de modo a minimizar W (P).

O



75

Referéncias Bibliograficas

Balakrishnan, A. V. Applied Functional Analysis. Springer-Verlag, 1976.

Berger, Noam, et. al. Glauber Dynamics on Trees and Hyperbolic Graphs.
Preprint available at, http://front.math.ucdavis.edu/math.PR/0308284,
2006.

Billingsley, P. Probability and Measure. John Wiley & Sons, Inc., 1995.

Brémaud, Pierre. Markov Chains: Gibbs Fields, Mont Carlo Simulation
and Queues. Springer-Verlag, 1999.

Brin, M. Stuck, G. Introduction to Dynamical Systems. Cambridge Uni-
versity Press, 2002.

Castro Jr, A. Armando de. Curso de Teoria da Medida. Projeto Euclides-
Impa, 2004.

Doering, Claus Ivo. Lopes, Artur Oscar. Equacoes Diferenciais Ordinérias.
Colecao Matematica Universitaria-Impa, 2005.

Ellis, R. S. Entropy, Large Deviations, and Statistical Mechanics. Springer-
Verlag, 1985.

Fernandez, P. Medida e Integracao. Projeto Euclides, 1996.

Gantmacher, F.R. The Theory of Matrices, vol. 2. Chelsea Publishing Com-
pany, New York, N.Y., 1959.

Glauber, Roy. J. Time-Dependent Statistics of the Ising Model, Journal of
Mathematical Physics, Vol. 7, 1963.

Gibbs, J. W. Elementary Principles in Statistical Mechanics. New Haven,
Yale University Press, 1902.

Huang, K. Statistical Mechanics. New York, John Wiley and Sons, 1963.

Karlin, S., Taylor, H. A first course in stochastic processes. Academic Press,
Inc. 1975.

Knipis, C., Landim, C. Scaling Limits of Interacting Particles Systems.
Springer-Verlag, 1999.

Landau, L. D., Lifshitz, E. M. Physique Statistique. Moscou, edi¢oes MIR,
1967.

Lima, Elon Lages. Algebra Linear. Colecao Matemética Universitaria-
Impa, Inc. 2001.



[21]

[22]
[23]
[24]

[25]

[26]

[27]

76

Norris, J. R. Markov Chains. Cambridge University Press, 1998.

Pollicott, M. Yuri, M. Dynamical Systems and Ergodic Theory. Cambridge
University Press, 1998.

Reed, Michael, Simin, Barry Methods of Modern Mathematical Physics:
Vol 1. Functional Analysis. Academic Press, 1980.

Reif, F. Fundamentals of Statistical and Thermal Physics. New York,
McGraw-Hill Book Company, 1965.

Royden, H. L. Real Analysis. New York, Macmillan Company, 1963.
Salinas, Silvio R. A. Introducao a Fisica Estatistica. edusp, 1999.
Sinai, Ya. Probability Theory. Springer-Verlag, 1992.

Stroock, W. Daniel An Introduction to Markov Processes. Springer-Verlag,
2000.

Taylor, J. C. An Introduction to Measure and Probability. Springer-Verlag,
1997.

Walters, P. An Introduction to Ergodic Theory. Springer-Verlag, New York,
1982.



