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Resumo: Iremos apresentar algumas simulagcdes numéricas sobre as
propriedades da funcdo (ryeie- EM particular, considerado o toro T2,
é possivel construir o fluxo geodésico sobre ele. O comprimento das
geodésicas fechadas permitem, por meio da funcao zeta acima, estu-
dar a distribuicao delas mesmas.

A superficie e as geodesicas

O Toro é uma superficie de revolucao gerada pela rotacao de um
circulo, sobre um eixo coplanar com o circulo, no espaco tridimensional.
Em particular, a superficie
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pode ser pensada como uma variedade lisa. Para o nosso caso foi
usada uma parametrizacao padrao da superficie, onde u,v € |0, 27).

S(u,v) = ((1 + %Cos(u))cas(v), (1+ %COS(U)) Sin(v),%sin(u))

Uma geodésica é a curva de
menor comprimento que une
dois pontos (se 0s pontos fo-
rem suficientemente proximos).
Para ser mais rigoroso uma
geodésica (dado um ponto na su-
perficie e um vetor tangente como
condicoes iniciais) € uma curva
v(t) € S(u,v) que satisfaz, para
fungoes u(t),v(t) comt € I C R
as equacoes

i + 2 (1 4 %cos@)) (sinu)(0)2 = 0
sin(u)
1+1 cos(u)

onde todas as derivadas sao calculadas respeito a t. Essas equacoes
sao um caso particular das equacoes

T; + F;-’k:iﬁjj?k =0

onde 1, 7, kK sao os indices das coordenadas e F;. ;. 880 os simbolos de

Christoffel (calculados a partir da primeira forma fundamental da su-
perficie). Veja |1] para mais detalhes sobre as geodeésicas. Ademais,
por meio de uma reparametrizacao, € possivel restringir o problema a
achar geodesicas tais que a velocidade inicial ||7(0)|| = 1. Desta forma
pode-se resolver a EDO acima.

Observamos que as geodésicas fechadas preenchem bastante rapida-
mente o toro.

Do ponto de vista numérico, um modo de encontrar geodésicas fecha-
das, é estudando o fluxo restito a uma secao e usar os pontos fixos
sobre a secao. No caso atual, usando as simetrias do toro, foi suficiente
escolher a secao gerada para os eixos zz. Ou seja :

S(u,v) = ((1 + %Cos(u))cos(v), 0, %Siﬂ(U)) .

Lembramos que uma geodésica, no momento de voltar a se¢ao gerada
para 0s eixos xz, tem que ter derivadas iguais aquelas usadas como
condicoes iniciais.

Funcao zeta

Para o tempo ¢t = e* ~ 55 procuramos o conjunto das geodésicas de
comprimento até ¢ por meio das solugoes de EDO acima. Ao longo do
circulo inicial foram escolhidos cerca 120 pontos para ~(0), e por cada
ponto foram escolhidos 120 pontos para +(0). A partir delas, em todos
0S casos calculamos a funcgao zeta:

Cruetie(2) = || (1 - e_"‘“@)_l 2€C

TET,

onde 7, sao Orbitas primas de comprimento até 55.
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A direita a nossa
Observamos que 0 custo com-
putacional da operacao nao per-
mite obter resultados com uma
boa precisdao. Por simplicidade
foi calculada (g ;. € NGO (Ryelle-
Observamos que é melhor aproxi-
mar a zeta com poucas orbitas e
obter uma boa precisao no com-
primento delas, ao invés de mui-
tas orbitas em baixa precisao (por
causa da natureza hiperbodlica do
fluxo geodésico). As simulacoes
(a direita) mostraram a possibi-
lidade de ter um zero cerca de
R(z) ~e leJ(z)~el.

aproximacao para [N

As simulacoes foram efetuada
com o software opensource Sci-
Lab.
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