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RESUMO

Neste trabalho, uma versao analitica do método de ordenadas discretas (ADO)
¢ utilizada no desenvolvimento de solugoes para uma ampla classe de problemas de
gases rarefeitos em semi-espaco e canal plano. A modelagem dos problemas baseada
em modelos cinéticos derivados da equacao linearizada de Boltzmann, tais como
os modelos BGK, o S, o Gross-Jackson ¢ o MRS. Em particular, resultados
para o modelo MRS sao originais. A solugdo ADO se mostrou eficiente e precisa e
uma série de resultados sao apresentados no sentido de estabelecer uma comparagao
entre os modelos propriamente ditos e resultados obtidos a partir da ELB. Além
disso, uma andlise da influéncia de alguns parametros é apresentada, para todos os

problemas.



xXviii

ABSTRACT

In this work, an analytical version of the discrete-ordinates method (the ADO
method) is used to develop solutions for a wide class of rarefied gas problems in half-
space and plane channel. The modelling of the problems is based on kinetic models of
the linearized Boltzmann equation, such that the BGK, the S, the Gross-Jackson
and the MRS models. In particular, results for the MRS model are originals. The
ADO solution was founded to be efficient and accurate and a series of results are
presented in order to establish a comparison between the kinetic models themselves
and results provided by the ELB. In addition, an analysis of the influence of some

parameters was presented, for all problems.



1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos, os fenomenos referentes a dinamica de gases rarefeitos
tem despertado um grande interesse dos pesquisadores, principalmente por suas

aplicagoes no estudo de escoamentos em microcanais.

Isto se deve ao grande interesse da industria em desenvolver e miniaturizar
os mais diversos dispositivos. De fato, esse processo de fabricar dispositivos em
escalas cada vez menores pode conter varios obstaculos, que podem resultar no
desenvolvimento de novas técnicas de produgao ou até mesmo na utilizagao de novos
materiais (ligas). Por exemplo: a miniaturizagdo de um componente eletrénico pode
acarretar em problemas associados ao superaquecimento, sendo necessario o uso de
um dispositivo de refrigeracao ou entao produzir esse componente utilizando ligas

que dissipem o calor mais rapidamente.

Expressoes do tipo, sistemas microeletromecanicos (MEMS) e microsistemas
tecnoldgicos (MST) tém sido muito utilizadas para descrever o modelo e a metodolo-
gia no processo de fabricagao desses microcomponentes. O entendimento da im-
portancia dos MEMS e MST fez com que paises industrializados, como Estados
Unidos e Japao, criassem e financiassem uma grande quantidade de programas de

pesquisa relacionados a essa area.

Apesar dos primeiros resultados analiticos baseados no fluxo de um gés estavel
ao longo de um canal ter sido publicado na década de 30, os trabalhos cientificos
em microfluidos eram raros até 1990 [33]. Kennard em 1938 [60] desenvolveu uma
expressao simples para a taxa do fluxo de massa num longo tubo circular através de
um canal de placas paralelas. Seguindo uma cronologia, outros trabalhos que podem
ser citados sao os de Cercignani [20], Loyalka e Ferziger [74], Loyalka [72], Williams
[133], Cercignani [21], Lo, Loyalka e Storvick [70], Cercignani [22], Loyalka e Hickey

[75] e Van der Pol e Branebjerg [88]. No entanto, a partir dos anos 90, houve um



crescimento no nimero de publicacoes, destacando-se Gravesen, Branebjerg e Jensen
[48] e Shoji e Eshashi [107] que dedicaram dois artigos a componentes basicos em

microfluidos (microbombas, microvalvulas, microsensores,etc.).

Segundo Rostami [94], em 1991 haviam cerca de trezentas companhias e insti-
tutos que trabalhavam com tecnologia de MEMS. Depois de quatro anos, gragas ao
investimento governamental em universidades e institutos de pesquisa, esse nimero

aumentou rapidamente para oito mil [39].

Atualmente, os microsistemas sdo utilizados em diversas areas [94], dentre
elas se encontram a medicina, biotecnologia, aviagao, telecomunicacoes, metrolo-
gia, utensilios domésticos e aerosoéis, tecnologia de computadores, robdtica, en-
genharia automotiva e aeroespacial. Dispositivos como cabecotes de impressoras,
acelerometros de airbags, marcapassos do coragao, sensores de pressao, sistemas de
deposicao de medicamentos, micromotores, microcanal de reatores, microbombas e
sistema de injecao automotiva sao alguns dos microdispositivos que ja sao comer-

cialmente usados ou que serao usados num futuro préximo.

A maioria dos microsistemas envolve, de uma forma ou de outra, fluxos de
fluidos. Quando se trabalha com fluxos em pequena escala, a aproximacao continua
pode nao ser vélida e alguns fendmenos passam a ter de ser levados em consideragao,
tais como viscosidade, compressibilidade, forgas intermoleculares [42]. Esses efeitos
e mais os de superficie tétm um papel mais importante nos fluxos de gases e liquidos
em microsistemas do que nos macrosistemas [136]. Em microescala, deve-se con-
siderar também para o fluxo de liquidos os efeitos de eletrocinética [58] e o efeito
mecanico polar [129], enquanto que para o fluxo de gases, o estado de rarefagao é
mais importante. Em simulagoes numéricas, nem todos os fluxos podem ser mode-
lados pela equacao de Navier-Stokes, principalmente em MEMS, devido a pequena
escala de comprimento caracteristico. A relacdo deste comprimento caracteristico
com o livre caminho médio [ das moléculas de gas é o que determina se o fluxo pode

ou nao ser modelado usando as hipéteses do continuo. No caso negativo, a equagao



de Boltzmann passa a ser considerada para se entender e calcular o fluxo nesses

dispositivos [22, 23, 25].

No caso especifico do comportamento de um gas, isto é, o perfil de velocidade,
perfil de fluxo de calor, desvio de temperatura, desvio de densidade, dependem das
propriedades do gas, regidas por leis de forgas interatomicas e também pelas iteragoes
do gas com a superficie da parede. De um modo geral, os problemas de dinamica
de gases sao baseados no estado de rarefagao do gés [133, 105]. Este estado pode
ser classificado pelo valor do nimero de Knudsen Kn, definido como a razao entre
o livre caminho médio [ (distancia média percorrida por uma molécula de gas entre
as colisoes) e algum comprimento caracteristico a, (por exemplo, a largura de um
canal),

[

Kn = —. 1.1
e (1)

O valor do nimero de Knudsen de um determinado fluxo, além de deter-
minar o grau de rarefacao do gas, pode ser usado para analisar a validade das
equagoes de Navier-Stokes para a modelagem do fluxo. Se o nimero de Knudsen é
muito pequeno (Kn < 1073), entao o livre caminho médio também ¢ pequeno, nos
permitindo considerar o meio como sendo continuo, onde as equagoes cléssicas da
hidrodinamica e as equacoes de Navier-Stokes podem ser aplicadas no escoamento
do gas (regime hidrodinamico). Quando o numero de Knudsen é muito grande
(Kn > 10), as colisoes das moléculas do gds com o contorno sao mais freqiientes do
que as colisoes entre as proprias moléculas e pode-se considerar que as moléculas
movimentam-se independentes umas das outras (regime molecular livre). Quando o
nimero de Knudsen tem um valor intermedidario, alguns cuidados devem ser toma-
dos. Se (107' < Kn < 10), encontra-se o chamado regime de transi¢ao, onde nao
se considera o gas como ou meio continuo e nem se desconsidera as colisoes in-
termoleculares. Nesse regime as equagoes de Navier-Stokes nao podem ser usadas,
sendo necessario o uso de outras formulagoes baseadas na equacgao de Boltzmann ou

equagoes cinéticas (modelos). Se (1072 < Kn < 107!) ainda se pode considerar o



meio como sendo continuo, mas faz-se necessario o uso de condigoes do tipo slip-flow,

de forma que efeitos de deslizamento préximos a parede sao considerados [42].
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Figura 1.1: Tipicas aplicacoes em MEMS e nanotecnologia avaliados com relagao ao
nimero de Knudsen [42].

Para ilustrar como determinadas condi¢oes podem alterar a natureza do fenome-
no, Gad-el-Hak [42] cita o seguinte exemplo: ao considerar ar a uma temperatura
e pressao padroes (T = 288K e p = 1.01 x 10°N/m?), um cubo de 1um de lado
contém 2.54 x 107 moléculas separadas por uma distancia média de 0.0034m. Para
este exemplo, o livre caminho médio é | = 0.065um. Agora repare que, dado um
dispositivo com comprimento caracteristico de 1um com Kn = 0.065 indicaria que
o problema estaria em um regime de slip-flow. Sabendo que o nimero de Knudsen
cresce quando a pressao diminui, se for considerado entao uma pressao de 0.1latm e a
temperatura for mantida constante, se tera Kn = 0.65 para o mesmo dispositivo de
1um e o fluxo estara entao no regime de transicao. Além disso, podem existir mais
de dois milhdes de moléculas no interior desde mesmo cubo de 1um, e a distancia

média entre elas seria de 0.0074um. O mesmo dispositivo a 100K m de altitude teria



Kn = 3 x 10*, onde o fluxo passa a estar no regime molecular livre. No caso de um
gas leve como o hélio, o nimero de Knudsen ¢é cerca de trés vezes maior do que para

o fluxo de ar nas mesmas condigoes.

Ainda relacionado com gases, segundo Gad-el-Hak [42], a mecanica dos mi-
crofluidos tem sido estudada incorporando condigoes de contorno de deslizamento,
creep térmico e dissipagao viscosa, bem como efeitos de compressibilidade nas equagoes
de movimento. Os modelos baseados na dinamica molecular tem sido testados para
uma infinidade de parametros e o seu uso pode ser feito desde a teoria cinética dos
gases representada pela equagao de Boltzmann até o método de simulacao direta
tal como o método de Monte Carlo. Ainda por Gad-el-Hak [42], a mecanica de mi-
crofluidos para liquidos é mais complicada. As moléculas ficam muito mais préximas
a temperatura e pressao padroes, e a forca de atracao entre as moléculas do liquido
bem como as moléculas do liquido e de um sélido tem um papel mais importante
se o comprimento caracteristico do fluxo é pequeno o suficiente. Gad-el-Hak [42]
afirma que, no caso de se optar pela simulagao direta quando o modelo continuo
tradicional falha, conclui-se que o método ainda nao representa de forma eficiente
fluxos reais com uma grande quantidade de moléculas por causa do grande custo
computacional. Como conseqiiéncia, a mecanica dos microfluidos para liquidos é

muito menos desenvolvida do que para gases.
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Figura 1.2: Modelos para fluxo molecular e continuo [42].




Normalmente os resultados experimentais em microcanais apresentados na li-
teratura sao referentes apenas as medidas de taxa de fluxo. Fato que nao é sur-
preendente, uma vez que sé a fabricagao por si s6 dessas estruturas ja é complicada,
dificultando ainda mais medir esses fluxos nestas microestruturas. Nesses casos, s
o modo de colocar um medidor em um microdispositivo de forma que nao atrapalhe
ou modifique o fluxo passa a ser um desafio. A comunidade cientifica reconhece que
a area de microfluidos ¢é carente de informacoes mais detalhadas, tanto na area com-
putacional quanto na drea experimental. Liu, Tai, Pong e Ho [69, 89] integraram
sensores de pressao para medir a distribuigao de pressao ao longo de um microduto.
Meinhart, Wereley e Santiago [82] usaram velocidade de imagem de particulas para
mapear o campo de velocidade de fluxos de liquidos através de microcanais. Shih,
Ho, Liu e Tai [106] fizeram experimentos em microcanais para medir o fluxo de

massa e distribuicao de pressao axial para os gases hélio e nitrogénio.

No Brasil, a pesquisa em micro e nanotecnologia ainda é muito recente, o
nimero de profissionais qualificados é baixo e o investimento em pesquisa ainda é
modesto. Contudo, buscando promover o desenvolvimento cientifico e econéomico do
pais, especialistas brasileiros ja estao tracando estratégias afim de usar a nanotec-
nologia como fonte de inovacao tecnoldgica, buscando desenvolver produtos e proces-
sos tteis tanto em setores de alta tecnologia quanto nos setores mais tradicionais. O
governo brasileiro, buscando desenvolver uma tecnologia prépria, destinou em 2006
cerca de R$ 14 milhdes para laboratdrios e centros de pesquisa em nanotecnologia,
sendo que atualmente existem dez centros com pesquisadores em todas as regioes e

nas principais universidades brasileiras.

Como conseqiiéncia desse empenho, além da criacao de setores como o de Micro
e Nanotecnologia vinculado ao Ministério da Ciéncia e Tecnologia, criou-se também
o Centro de Nanociéncia e Nanotecnologia da UFRGS (CNANO - UFRGS), tendo
como parte dos objetivos o desenvolvimento de projetos de pesquisa, a troca de

conhecimentos e a iteracao com empresas. Pouco tempo depois, gragas ao empenho



do conselho administrativo do CNANO, houve a 1* Mostra de Nanociéncia e Nan-
otecnologia da UFRGS, onde nosso grupo de pesquisa também participou, buscando
mostrar, além de alguns exemplos de aplicagoes, resultados referentes a utilizagao
da versao linearizada da equagoes de Boltzmann no tratamento de problemas na

dindmica de gases rarefeitos [5].

A teoria desenvolvida para a Eq. Boltzmann faz parte de uma das mais impor-
tantes areas de equacoes diferenciais parciais, abrangendo teoria cinética, mecanica
dos fluidos e mecanica estatistica. Ela foi criada no século XIX por Ludwig Boltzmann,
um dos pais da mecanica estatistica, em seus estudos em teoria cinética dos gases
[11]. Tendo a fungao de descrever estatisticamente a distribui¢ao de particulas em
um gas, a equagao de Boltzmann é utilizada no estudo de como um gas transporta

determinadas quantidades fisicas, como calor e massa.

Figura 1.3: Ludwig Boltzmann [24].



Durante sua vida, além da sua enorme contribuicao na area da fisica, Boltzmann
também influenciou algumas dreas da matematica. Segundo [24], em 1912, o matemético
David Hilbert indicou como obter solucoes aproximadas da equagao de Boltzmann.

O método usado por Hilbert em seguida foi generalizado por David Enskog [24].
Além disso, a teoria ergotica, que é baseada nos conceitos de Boltzmann em mecanica

estatistica, se tornou uma area importante na matematica.

Apo6s a morte de Boltzmann, uma versao linearizada de sua equacao passou
a ser aplicada em outros ramos da fisica, como por exemplo na astrofisica no es-
tudo de fenémenos de transferéncia radiativa em meios estelares. A tao conhecida
equagao de transporte de particulas pode ser encontrada na literatura na forma
integro-diferencial [43], na forma integral e na forma integral de superficie [95]. Em
particular, diz-se que a equacao de transporte integro-diferencial fornece uma de-
scricao qualitativa das distribuigoes espacial, direcional, energética e temporal das

particulas em meios materiais.

No inicio dos anos 60, a equacao de Boltzmann foi intensamente estudada com
o objetivo de resolver problemas de fluxo de gases rarefeitos. Contudo, mesmo com
o uso de métodos semi-analiticos ou puramente numeéricos, o tratamento de proble-
mas de fluxo via equagao de Boltzmann nao é facil. Em 1960, Gross [49] j& havia
manifestado seu interesse na equacdo de transporte integro-diferencial (que é uma
versao linear da equagao de Boltzmann) uma vez que, aliada a distribuigoes discre-
tas de velocidade, era possivel obter um sistema acoplado de equacoes diferenciais

parciais, tornando viavel sua aplicacao no campo de transferéncia radiativa.

Devido ao crescente interesse em estudar os fenomenos relacionados com a teo-
ria cinética, muitos estudos relacionados ao tratamento da equacao de Boltzmann
propriamente dita tem sido feitos [118, 119, 75, 127, 128]. Muitos dos resultados
tedricos existentes na literatura se devem a pesquisadores do campo da matematica,
sendo Cercignani um dos mais conhecidos por sua contribuicao na area de teoria

cinética [21, 23, 26]. Por causa da grande dificuldade no tratamento da equagao



de Boltzmann, devido principalmente a complexidade do ntucleo de colisao, que
faz parte do termo integral, foram definidas equagoes modelo, que nada mais sao
do que equacoes onde o termo integral de colisao é simplificado e que mantém
as caracteristicas matemadticas e fisicas fundamentais da equacgao de Boltzmann
[116, 103, 104, 6, 137]. Sendo assim, para a resolugao dos diferentes problemas
propostos, foram criadas diversas equac¢oes modelo, dentre elas, tem-se o modelo
BGK proposto por Bhatnagar, Gross e Krook [8], o modelo S proposto por Shakhov
[101, 105], o modelo Gross-Jackson proposto por Gross e Jackson [50] e discutido
por Scherer em [97], o modelo MRS proposto por Garcia e Siewert [46], o modelo
CLF proposto por Cercignani [20] e Loyalka e Ferziger [74] e abordado por Siewert
[113] e por Williams [133], os modelos CES e CEBS proposto por Barichello e
Siewert [4]. Os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS além de serem os mode-
los que serao utilizados nesse trabalho, possuem em comum o fato de serem modelos
que consideram constante a freqiiéncia de colisao das particulas. Observa-se também
que o modelo CLF pode ser considerado como um caso particular do modelo CES e
que ambos modelos tém frequéncia de colisao variavel. Ainda relacionado a modelos
com freqiiéncia de colisdo varidvel, encontra-se o modelo de McCormack [78], o

qual ¢é aplicado nos casos de misturas de dois gases.

Segundo Siewert [115], o estudo tedrico de problemas classicos que modelam
escoamentos de gases em canais planos (fluxo de Poiseuille, fluxo de Couette, Creep
Térmico,...) ¢é importante pois ajuda na definigdo de novos modelos mateméticos
bem como no desenvolvimento de novas técnicas computacionais. Dessa forma, é
possivel acompanhar o crescente desenvolvimento cientifico e obter resultados satis-
fatorios em tempo habil de problemas mais complexos que possam ser comparados

com resultados experimentais.

Com relagao aos métodos de resolucao dos modelos cinéticos e da ELB, ao longo
dos anos alguns métodos foram propostos para a equagao linear. Dentre eles, pode-

se citar o método de solugao aproximada two-stream [99, 100], o método de esféricos
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harmonicos [59], o método de ordenadas discretas [132, 27|, um método exato de
solugdo chamado de método de Case [19], o método de velocidades discretas [102] e
o método de ordenadas discretas analitico [110, 2]. Chama-se a atengao aqui que o
método de Case, apesar de exato, so ¢ valido em casos onde o termo integral é bem

simples.

A versao de ordenadas discretas proposta por Wick [132] consiste em aproxi-
mar o termo integral da equacao de transporte integro-diferencial por uma férmula
de quadratura, transformando a equagao em um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias que pode ser resolvido analiticamente. FEsse método foi aplicado poste-
riormente por Chandraseckhar [27] em problemas de transferéncia radiativa. J& a
versao de ordenadas discretas analitico proposta por Barichello e Siewert [2] para a
solucao de problemas de transporte em geometria plana difere do método original
por possibilitar o uso de um esquema de quadratura mais arbitrario, do tipo half-
range, pela determinacao de constantes de separacao que sao obtidas na resolucao
de um problema de autovalores e pelo fato de se trabalhar com a variavel espacial

analiticamente.

O método de ordenadas discretas analitico (ADO)[2] tem-se mostrado um fer-
ramenta muito 1til na resolucao dos varios problemas de dinamica de gases rar-
efeitos [111, 112, 115, 123, 3, 114], principalmente pela possibilidade de se construir
solugoes unificadas para os diferentes modelos cinéticos, como por exemplo os ja
citados BGK [6], S [16], Gross-Jackson [97, 50] ¢ MRS [46]. Resultados satis-
fatorios também foram encontrados na resolugao de problemas como o do fluxo de
Poiseuille, Creep Térmico, fluxo de Couette e deslizamento viscoso com a utilizagao
dos modelos BGK [6], S [15, 16] e de modelos com freqiiéncia de colisdo variavel
[17, 18]. Também podem ser citados outros trabalhos, como a resolugdo dos pro-
blemas de fluxo de Poiseuille, Creep Térmico e fluxo de Couette [115] e salto de
temperatura [121] baseados no modelo CES, o problema de deslizamento viscoso

com a aplicacdo do modelo CLF [113, 17, 18] e de problemas de misturas de gases
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baseados no modelo McCormack [122; 124, 125, 44]. Destaca-se também o uso do
método ADO na resolucao de problemas de fluxo associado a diferentes condicoes de
contorno [61, 62] e problemas relacionados & equagao de Boltzmann propriamente
dita, sem a aplicagao de equagoes modelo [118, 120]. Observa-se aqui que em [15, 16]

o problema de deslizamento térmico também foi abordado.

O modelo associado a equacao de Boltzmann para o tratamento de fluidos
também em macroescala surgiu a mais de uma década, como uma alternativa na
area da dinamica dos fluidos computacional (CFD). Existe uma grande quantidade
de trabalhos baseados no método de lattice Boltzmann, dentre monografias, artigos e
reviews pode-se citar [5, 1, 64, 9, 10, 36, 37, 38, 66, 7, 84, 85, 30]. O método de lattice
Boltzmann tem tido muito sucesso em simulagoes de aplicagoes de fluxos de fluidos
envolvendo contornos complicados e/ou fluxos mais complexos, como por exemplo
o turbulento sobre a parte externa de uma estrutura com complicadas geometrias
[130], a instabilidade de Rayleigh-Taylor entre dois fluidos [55, 53|, suspensao de
particulas em fluidos [90, 91, 92|, fluxos de reagoes quimicas [31] e combustao [40],

magnetohidrodinamica [32] e cristalizagao [83].

Antes do método de lattice Boltzmann (MLB) ser criado, existiam mode-
los similares, por exemplo os modelos de velocidade discreta (DVM)[13, 12] e o
esquema de feixes [96]. Apesar desses modelos mais tedricos terem uma conexao
muito préxima a equacao de lattice Boltzmann, nao eram interessantes para o uso
computacional ou como ferramenta de simulacao. Eles eram comumente utilizados
como uma forma de estudar certas propriedades de gases e liquidos analiticamente,
tais como solugoes analiticas da equagdo de Boltzmann para fluxos simples [12],
choques [13] ou propriedades mecanica estatisticas de fluidos bidimensionais, tais

como a divergéncia dos coeficientes de transporte bidimensionais [51, 52].

Em 1988, a primeira tentativa de usar a equacao de lattice Boltzmann para
simular dindmica de fluidos foi feita por [57, 81]. O fato de que modelos simples

como a equacgao de lattice Boltzmann podiam simular problemas hidrodinamicos,
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propiciou um grande avango no campo da fisica computacional e em particular, na

dinamica de fluidos computacionais.

Segundo Luo [76], o que diferencia o MLB de outros métodos convencionais
em CFD é a natureza cinética do método. Alguns dos fatores que justificam esse

destaque sao:

e 0 operador de conveccao do MLB é linear no espaco de fase, similar a equacao de

Boltzmann e diferente das equacoes de Euler e Navier-Stokes;

e a pressao ¢ obtida de uma equagao de estado, o oposto de resolver a equagao de

Poisson das equagoes de Navier-Stokes incompressivel;

e 0 MLB ¢ capaz de incluir modelos iterativos que possam simular fluidos mais

complexos;

e 0 MLB utiliza um conjunto de velocidades discretas minimo, de forma que o valor

das quantidades é computado até a exatidao da maquina;

e 0 MLB ¢ facilmente paralelizavel, possibilitando que a divisao de uma tarefa entre

varios processadores reduza o tempo de processamento;

e 0 MLLB é capaz de manipular contornos complexos sem comprometer a velocidade

computacional.

As vantagens tedricas do M LB sao ainda pouco conhecidas no campo do CFD e
ainda sao dependentes do problema se comparado com outros métodos convencionais
utilizados na resolucao das equagoes de Navier-Stokes. Infelizmente, devido a falta
de esfor¢cos em pesquisa nesta area, nao existe evidéncia numérica que comprove as
vantagens tedricas do MLB, especialmente nas dreas onde os métodos convencionais

do CFD sao amplamente utilizadas, como no campo da aerodinamica.
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Neste trabalho, todo o estudo é feito através da equacao integro-diferencial de
Boltzmann, com a qual pretende-se dar uma visao global dos modelos cinéticos e da

ELB no tratamento de problemas em RGD.

Tendo constatado a eficiente aplicabilidade do método de ordenadas discretas
analitico utilizando os modelos BGK]I6] e S[16], decidiu-se desenvolver uma nova
formulagao que englobasse outros modelos cinéticos, tais como o Gross-Jackson[97]
e o MRSJ[46], possibilitando escrever solucoes de forma unificada e permitindo uma

analise mais detalhada dos efeitos de determinados parametros nos fenomenos.

Para a resolu¢do dos problemas propostos (fluxo de Couette e de Poiseuille,
problemas de Creep Térmico, de deslizamento Térmico, de deslizamento Viscoso e
de transferéncia de calor), utilizou-se condi¢oes de contorno do tipo difuso-especular
(onde é considerado que uma porgdo « das particulas é refletida difusamente pela
parede enquanto a por¢ao restante (1 — «) é refletida especularmente), fazendo com
quer todas as propriedades fisicas dependam apenas de um tipo de coeficiente de
acomodacao. Além disso, nos problemas de fluxo de Couette, fluxo de Poiseuille e de
Creep Térmico sao considerados que as duas paredes possuem o mesmo coeficiente

de acomodacao.
Assim, para a realizacao deste trabalho, seguiu-se os seguintes passos:
e implementou-se os problemas propostos aqui segundo Cabrera e Barichello [16];

e de forma diferente da utilizada por Cabrera e Barichello [16], definiu-se uma for-
mulacao genérica em relacao ao parametro 3 e w para os problemas propostos,

englobando os modelos BGK, S, Gross-Jackson ¢ MRS;

e baseado na implementacao descrita no primeiro item, desenvolveu-se um programa
que resolve todos os problemas descritos no primeiro item, podendo utilizar qualquer

um dos quatro modelos citados, gerando resultados originais;
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e implementou-se o problema de transferéncia de calor segundo Scherer [97] também

possibilitando o uso de qualquer um dos quatro modelos citados.

Outro tépico superficialmente abordado neste trabalho se refere ao método
lattice Boltzmann, onde buscou-se iniciar um estudo da aplicacao da equacgao de
Boltzmann em macrosistemas. Como primeira parte deste estudo, além de um
apanhado geral sobre o método, sua historia e suas areas de aplicagao, também
mostrou-se passo a passo como obter a equacao evolutiva da funcao distribuigao
f(z,&,t) a partir da equagao de Boltzmann aproximada pelo modelo BGK. Em um
segundo momento, trabalhou-se especificamente no problema de Poiseuille, usando
uma malha com estrutura triangular, onde todos os passos para o processo também

sao indicados. Este estudo é apresentado nos apéndices B e C.

Assim, este trabalho foi estruturado da seguinte forma: no capitulo 2 apresenta-
se uma modelagem da equacao linearizada de Boltzmann e formulacoes para os qua-
tro modelos cinéticos aqui descritos. O capitulo 3 trata da apresentagao e formulagao
matematica dos problemas propostos, apresentando suas formulacoes vetoriais, as
solucoes em ordenadas discretas e considerando as condigoes de contorno do tipo
difuso-espectral. No capitulo 4 tem-se os resultados numéricos obtidos a partir das
simulagoes. Resultados adicionais obtidos ao longo do trabalho para os problemas
de fluxo, os quais nao foram utilizados para andlise de resultados mas podem servir
para posterior consulta, sao apresentados no apéndice A. No capitulo 5, sao feitas

as consideragoes finais a respeito as investigagoes feitas nos problemas em RGD.
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2 EQUACOES MODELO

Devido a grande dificuldade de se trabalhar com o termo integral da Equacao de
Boltzmann (termo que representa as colisoes entre as particulas), tem sido propostas
alternativas para substituir esse termo por expressoes mais simples e que conservem
certas propriedades do fenomeno fisico de interagao das particulas. Essas expressoes
simplificadas sdo chamadas de modelos de colisdo e a equagao de Boltzmann (apds
a substituicdo do termo integral por um modelo de colisao) é chamada de modelo

cinético ou equagao cinética.

2.1 Equacao Linearizada de Boltzmann

Em se tratando de um gas rarefeito monoatomico, seu estado estacionario é
descrito por uma fungao distribuigdo de particulas f(r,v), onde r é um vetor de
coordenadas espaciais e v = (v,, vy, v;) é o vetor velocidade das particulas. Essa
funcao distribuicao satisfaz a equacgao integro-diferencial nao linear de Boltzmann
[134]

vV, f(r,0) = J(f f), (2.1)

onde J representa o operador de colisao, definido por

f f /d’Ul /d'v2 /d'UQW 1—>'l)1 2—>'I)2)

Lf(r, o) f(r,0))) — fr,v) f(r,v2)], (2.2)

em que f e [’ sdo respectivamente as funcoes de distribuicao de particulas “antes”e
“depois”das colisoes e W ¢ a funcao de freqiiéncia de espalhamento diferencial para

a colisao entre dois corpos.

Através de f(r,v) podem ser determinadas [134] todas as grandezas fisicas
macroscépicas de interesse relativas ao fluxo do gés, tais como: velocidade, fluxo de

calor, temperatura, densidade, etc.



16

De forma mais geral, de acordo com Knackfuss e Barichello [62], para situagoes
fracamente fora do equilibrio, escreve-se a funcao distribuicao relativa a pequenas

perturbagoes (Jh| < 1) causada a distribuicdo Maxwelliana absoluta fy(v) como

fr,v) = fo(v)[1 + h(r,v)]. (2.3)

Ainda seguindo [62], a forma da fungao distribui¢do Maxwelliana absoluta fy(v)

é dada por

m1%? muv?
Jo(®) =m0 [2%1@%] *xp [_MJ’ (24)

onde v é a magnitude da velocidade da particula, m é a massa molecular, k£ ¢ a
constante de Boltzmann, ngy é a densidade de equilibrio das particulas e Tj é uma

temperatura de referéncia.

Assim, partindo-se da Eq. (2.3), a determinagao da fungao distribuicdo f se
dara em termos da funcao perturbacao h. Para isso, substituindo a linearizagao
dada pela Eq. (2.3) na Eq. (2.1), considerando também algumas propriedades do
operador de colisao J [133], desprezando termos de ordem O(h?) e fazendo a seguinte

adimensionalizacao

2kT,

obtém-se a equacao linearizada de Boltzmann em termos da funcao perturbacao h

c:v[ m }1/2, (2.5)

cx%h(m*,c) = USTLO?TI/Q,C{h}(l‘*,C), (2.6)

onde o é o diametro de colisao das particulas de gas (na aproximacao de esferas

rigidas) e o operador de colisdo é descrito por

L{R} (" ¢) = ~v(c)h(a",c) +
-I—/OO /oo /OO e—c2K(c’7c)h(x*7c/)alcggdcydcz7 (2.7)

onde z* é a varidvel espacial, K(c,¢) é chamado de nicleo de espalhamento, ¢ é o
vetor velocidade adimensional e v(c) é a freqiiéncia de colisao das particulas, que
depende da adimensionalizacao dada pela Eq. (2.5) e que serd tratada na préxima

secao.
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Escrevendo o vetor velocidade em coordenadas esféricas (¢, arccos i, x), ou seja,

e =cp, ¢y =c(l—p®)siny, e =c(l—p*)?cosy, (2.8)

a Eq. (2.6) pode ser escrita na forma

C/L%h(:ﬁ*,c) = 2o 2L{h} (a", ¢, (2.9)

e reescreve-se o operador de colisao como

L{h}(x* e) = —v(c)h(z",c) + o
+/ / / e "K (¢, e)h(z*, & )dx ddc’.  (2.10)

Na literatura, é grande a quantidade de trabalhos desenvolvidos com a finali-
dade de obter equagoes modelo para aplicagdo na dinamica de gases rarefeitos [15].
Essas metodologias precisam considerar de alguma forma dados essenciais na res-
olucao do problema como, por exemplo, o livre caminho médio e a freqiiéncia de
colisao de particulas. Barichello e Siewert em [4] apresentam um método sistemético
para construcao de expressoes aproximadas do nicleo de colisao exato. Estas ex-
pressoes sao chamadas de ntcleos sintéticos e também servem para definir o livre
caminho médio e a freqiiéncia de colisao prépria para cada modelo, como veremos

a seguir para o caso do modelo de esferas rigidas.

2.2 Modelo de Esferas Rigidas

Segundo Barichello e Siewert em [4], o niicleo exato de espalhamento que
descreve as iteracoes entre as particulas, baseado no modelo de esferas rigidas de
Pekeris e Alterman [87], é definido por

K(€.0) = = 30 320+ 1)(2— 80,) P () B (ko€ ) coslm(x’ — X)), (211)

n=0 m=0

onde P (u) sao fungoes normalizadas de Legendre definidas por

n—m)! 1/2 m
P = | R, (@2
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e P,(u) sdo os polinomios de Legendre. Os elementos bésicos k,(c, ¢) foram avalia-
dos primeiramente por Pekeris e Alterman [87] usando n=1 e 2 e depois por Loyalka
e Hickey [75] para n=0 e 3. Barichello e Siewert [4] também apresentaram esses el-
ementos para os mesmos valores de n. Considerando a simetria k, (¢, ¢) = k,(c, ),

temos para ¢ < ¢
—(1/2)ccko(c,c) = (2/3)® +2cc* — 4P(), (2.13)

—(1/2)*ki(d,e) = (2/15)c® —4d — (2/3)c*c* — 4(d* — 1)P(c), (2.14)

—(1/2)PPky(d ) = as(c,c) + ba(c, c)P() (2.15)
(§]
—(1/2)*c*ks(c, ¢) = as(c, ) + bs(c, c) P(c), (2.16)
onde
as(d,e) = (2/35)c" —3c® 4+ 18¢ — [(2/15)c® — 37, (2.17)
bo(c,c) = —6c* 4+ 1567 — 18 + [2¢% — 3], (2.18)
as(c,c) = (2/63)c —5c® 420 — 150¢" — [(2/35)c7 — ¢ + 30c]c* (2.19)
€
b3(c/,c) = —10¢® 4 45¢* — 120 + 150 + [6¢* — 21 + 30]¢?, (2.20)
Ccom

P(c) = 662/ e da. (2.21)
0

Ainda por [4], para que se tenha conservagao de massa, momento e energia, o niicleo

de espalhamento K(c',¢) na Eq. (2.10) deve satisfazer

v(c)S(c, p, x) / / / ~8( 1 K (¢ e) X dpldd, (2.22)
-1J0

onde

cp
S(e,p,x) = | e(1 —p®)Y2cosy | - (2.23)

c(1 — p?)V?sin
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Assim, fazendo uso das Eqgs. (2.11) e (2.22), obtém-se as seguintes condigoes que

devem ser satisfeitas por v(c)

vie) = / e ko(c, 0)*dd, (2.24)
0
v(c)e = / e ky(c, 0)Pdd, (2.25)
0
e
1/(0)02:/ e ko(c, c)*dd. (2.26)
0

Agora substituindo as Eqs. (2.13) e (2.14) nas Eqs. (2.24) a (2.26), obtemos a

expressao para a freqiiéncia de colisao em esferas rigidas

2c2 41 (€
v(c) = ¢ c+ / e dr 4 e (2.27)
0

2.3 Livre Caminho Médio

O livre caminho médio [ representa a distancia média percorrida por uma
particula antes de sofrer uma colisdo. Segundo Barichello e Siewert [4], define-se a
variavel adimensional 7 = z*/[, de forma que pode-se reescrever a versao homogénea
da Eq. (2.9) como

cu%h(ﬁ c) =eL{h}(r,c), (2.28)

onde o operador L é dado pela Eq. (2.10) e
£ = olnor*/?l. (2.29)

Neste ponto, o livre caminho médio é um parametro a ser determinado. Na lite-
ratura existem defini¢oes do livre caminho médio em funcao da viscosidade e da
condutividade térmica. Essa escolha depende do tipo de problema que estamos li-
dando. Loyalka e Hichey [75] propde para problemas como o Poiseuille que o livre

caminho médio em fung¢ao da viscosidade p, seja

1 =1, = (s /po) 2kTom)"/?, (2.30)
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onde py = nokTy € a pressao, m é a massa molecular, k é a constante de Boltzmann
e Ty é uma temperatura de referéncia. Fazendo uso da definicao de viscosidade
proposta por Pekeris e Alterman [87]

2mkTy)'? % e
s = M/ e “b(c)cbde, (2.31)
0

15703

com b(c) definida em [4] como sendo a solu¢ao da equacao integral de Chapman-

Enskog para viscosidade
v(c)e?b(c) — / e~ b( ko (', c) ! = ¢ (2.32)
0

e da Eq. (2.29), tem-se

1 o
—67r_1/2 / e~ b(c)cCde. (2.33)
0

5:€p:15

Por outro lado, Loyalka e Ferziger [73] propoe para problemas como o de salto
de temperatura, que o livre caminho médio em func¢ao da condutividade térmica \,
seja

1 =1, = [4\./(5nok)][m/ (2kTH)])V?, (2.34)

onde, também fazendo uso da proposta de condutividade térmica feita por Pekeris

e Alterman [87]
4k(2kTy/m)? [ .
A = (2kTo/m) / e a(e)c’de, (2.35)
0

2
3mog

com a(c) definida em [4] como sendo solugao da equagado integral de Chapman-

Enskog para a condutividade térmica
v(c)ca(c) — /OO e a(d )k (¢, 0)Pdd = c( —5/2), (2.36)
0
juntamente com a condi¢ao de normalizacao
/OO 6_02a(0)04dc =0, (2.37)
0
tem-se da Eq. (2.29) que

16 >
E=¢g = 1—57r_1/2/ e a(c)ctde. (2.38)
0
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As expressoes para € representadas pelas Eqgs. (2.33) e (2.38) sao utilizadas
na adimensionalizacao dos problemas que virao a seguir. Além disso, €, e €, depen-
dem do modelo cinético que sera trabalhado e sao uteis na aquisicao dos resultados

numeéricos.

2.4 Nucleos Sintéticos

Devido a dificuldade de se trabalhar com estes nticleos exatos K (¢, ¢), foram
desenvolvidos nicleos aproximados (sintéticos) que tem por finalidade simplificar o
tratamento analitico e numérico do termo de espalhamento da ELB. A elaboracao
desses nucleos sintéticos nao se restringem apenas ao truncamento das expansoes
do nucleo exato, uma vez que poucos termos da série ainda causam dificuldades
no ponto de vista numérico. As maiores dificuldades estao localizadas nas funcoes
k. (', ) que possuem derivadas descontinuas nos pontos ¢ = ¢ mesmo para pequenos
valores de n. Assim, novas abordagens tem sido propostas na teoria cinética com
a finalidade de simplificar e linearizar as expansoes do ntcleo de espalhamento sem
mudar suas caracteristicas, as mantendo ainda na categoria de equacoes modelo.
Assim, com a finalidade de se obter resultados numéricos, alguns modelos foram
propostos, tais como: BGK [8], S [101], Gross-Jackson [50] e o MRS [46], onde
as freqiiéncias de colisdo sao constantes; os modelos CLF [20], CES [4], CEBS
[4] que sdo caracterizados por sua freqiiéncia de colisdo ser variavel; e ainda exis-
tem os modelos que sao aplicados ao caso de mistura de gases, como o modelo de

McCormack [78].

Segundo [4], para construcao de um nicleo sintético baseado na Eq. (2.11), ndo
basta apenas truncar o somatorio, é preciso também trocar as componentes exatas

k. (c,¢) por aproximagoes f,(c/,c) que preservam as propriedades fisicas do niicleo
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de espalhamento original. Dessa forma, tem-se

4722 (2n 4 1)(2 = 00.m) P (1) P (1) fu (s ) cos[m(x" — x)], (2.39)

n=0 m=0

com n < N. Assim, podemos escrever a Eq. (2.28) ja na forma adimensionalizada
0 ]
cu——nh(r,c) = eL*(T,¢), (2.40)
or
onde L£*{h} depende do nicleo sintético F(c,¢)

LR (re) = —v(e)h(r, ) / / /Qﬁ < hr, VP, )2y dilde,  (2.41)

com F(¢/,e) sendo dado pela Eq. (2.39). Para garantir que o nucleo sintético man-
tenha as mesmas caracteristicas do nicleo exato, as componentes fo(c/, ), fi(c,c)
e fa(d,c), que substituem ko(c, ¢), ki(c,c) e ko(c, ¢), também devem satisfazer as
Egs. (2.24) a (2.26), (2.32), (2.36) e (2.37). Essas componentes f,(c,c) dependem

do modelo como serd mostrado a seguir.

2.5 Modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS

Depois de definidas, as Eqgs. (2.40) e (2.41) serao usadas na construcao das
equacoes modelo para a ELB, bem como outras expressoes necessarias, como por
exemplo, as fung¢oes de Chapman-Enskog e os parametros . Segundo Cabrera [15],
para o desenvolvimento matematico dos modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS
baseado no modelo de esferas rigidas, toma-se as relacoes entre coordenadas esféricas
e cartesianas dadas pela Eq. (2.8), obtendo-se novamente o vetor velocidade ¢ em
coordenadas retangulares (c,,c,,c;) e a ELB é escrita de uma forma semelhante a
da Eq. (2.6) como

a@ h(r,e) = eL*{h}(T,¢), (2.42)

Cx
onde agora

L{h}(r,¢) = —v(c)h(r,e) + 73/ / / / e h(r,d)F(c,c)dc,dc,dc,.
e (2.43)
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As componentes f,(c, ¢) foram determinadas por Barichello e Siewert [4] para
o modelo BGK como um caso particular do modelo CES. Apds isso, Siewert e
Sharipov [126] também as obtiveram usando os modelos BGK e S em conjunto. O
modelo de Gross-Jackson foi definido nos trabalhos [97, 50] e 0 modelo MRS foi
obtido como um caso particular do modelo de McCormack em [32] utilizando se de
apenas uma unica espécie de gas para o modelo de esferas rigidas. Segundo Garcia
e Siewert [46] e Scherer [97], o nicleo de espalhamento destes quatro modelos tem

um mesmo formato e podem ser descritos pela expressao
F(c,e) =142(c'-¢)+(2/3) (* = 3/2) (¢* — 3/2) + BM(c,¢) + wN(c',¢), (2.44)

onde § e w sao parametros que vao depender do modelos em que estamos trabal-

hando e
M(c,e) = (4/5)(c -¢) (* —=5/2) (¢ —5/2), (2.45)
N(cd,e) = 2(c'-¢)* —(2/3)c*c, (2.46)
¢ e=ce (2= om)P(i) P (1) cos[m(x’ — X)) (2.47)

Para que o nicleo definido pela equagao (2.44) corresponda a um determinado

modelo, certos valores para os parametros 3 e w sao considerados. Por exemplo:
e modelo BGK: f =0e w =0;

e modelo S: f=1/3 e w = 0;

e modelo Gross-Jackson [97]: 5 =5/9 e w = 1/3;

e modelo MRS [46]: 8 =1 — (16/15)2'/2 e = = 1 — (8/5)2'/2.
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Segundo Garcia e Siewert [46], para escrever o nicleo de espalhamento dado

pela Eq. (2.44) no formato da Eq. (2.39), define-se as componentes f, (¢, ¢) como

foldye) = 4#”2{14—2-(62—-2) (cQ—-;>], (2.48)

fild,c) = 2#1/20’0 ll + %B <C’2 — g) <c2 — g)] : (2.49)

/ 16 1/2

fQ(C,C) = T

5 wd?c? (2.50)

fulde)=0, n>2. (2.51)

Além disso, de acordo com Garcia e Siewert [46], as componentes f, (¢, ¢) devem
satisfazer as condigoes integrais dadas pelas Eqgs. (2.24) a (2.26) (que resultam das
condigoes de conservagao de massa, momento e energia). Assim, substituindo as Egs.
(2.48) e (2.49) nas Egs. (2.24) a (2.26), conseguimos determinar que a freqiiéncia
de colisao v(c¢) = 1 para os quatro modelos. Ainda, substituindo as Eqgs. (2.49) e
(2.50) nas Eqgs. (2.32), (2.36) e (2.37), determina-se as fungoes de Chapman-Enskog

a(c) e b(c) préprias para cada modelo.

Observadas as funcoes de Chapman-Enskog obtidas seguindo o procedimento
acima, é possivel escrevé-las de uma forma mais geral, dependendo apenas dos

parametros [ e w. Assim, Garcia e Siewert em [46], definem

alc) = &(c*—5/2), (2.52)
bc) = e, (2.53)
onde
- 1% (2.54)
& = 17%25‘ (2.55)

Dessa forma, ao substituir as expressoes (2.52) e (2.53) em (2.33) e (2.38)

consegue-se determinar os valores de € para os quatro modelos. Para o modelo
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BGK tem-se
ee=1, ¢e,=1, alc)=(>-5/2), blec)=1 (2.56)
Para o modelo S tem-se
ee=3/2, ¢e,=1, alc)=(3/2)(c*=5/2), blc)=1. (2.57)
Para o modelo Gross-Jackson tem-se
ee=9/4, ¢,=3/2, alc)=(9/4)(c*-5/2), blc)=3/2. (2.58)
E para o modelo MRS tem-se

e = (15/32)2Y2, ¢, = (5/16)2'%, a(c) = (15/32)(c*=5/2)2"2, b(c) = (5/16)2"/2.
(2.59)

Vale lembrar ainda, segundo [4], que para a ELB tem-se
gr = 0.679630049..., g, = 0.449027806.... (2.60)

A partir dos valores de ¢, e & encontrados para os modelos acima, pode-
se avaliar o nimero de Prandtl. Esse parametro é seguidamente usado em teoria

cinética para determinar a relacao entre €, e &, podendo ser expresso por

Pr="" (2.61)
&t

Substituindo a Eq. (2.60) em Eq. (2.61), verifica-se que para a ELB o parametro
Pr = 0.660694457..., sendo este um valor préximo de 2/3 e que, segundo [22, 105],

Pr =2/3 é o valor normalmente utilizado na teoria cinética.

Avaliando esse parametro para os outros modelos citados anteriormente, tem-se
Pr =1 para o modelo BGK, enquanto para os demais modelos (S, Gross-Jackson,
MRS) tem-se Pr = 2/3. Assim, a literatura [105] considera uma vantagem o uso
dos modelos S, Gross-Jackson ¢ MRS sobre o uso do modelo BGK, apesar de
todos estarem relacionados a freqiiéncia de colisao constante, uma vez que podemos

conseguir o valor correto para o nimero de Prandtl quando avaliada a razao ,/e;.
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Outro elemento indispensavel na resolucao de problemas de dinamica de gases
sao as condicoes de contorno, cuja funcao é descrever o comportamento do gas
proximo as paredes. Esse processo de iteragao entre as particulas do gés e a parede
podem ser descritas pela lei de Cercignani-Lampis (discutida por Knackfuss em
[61]) e pela lei Difuso-Especular (introduzida por Williams em [133] e que serd
adotada nesse trabalho) onde é considerado que uma fragao das particulas é refletida

difusamente enquanto a fracao restante é refletida especularmente.

Nos proximos capitulos serao apresentadas, além de formulagoes matematicas
para o problema de transferéncia de calor em um canal plano e problemas cléassicos
de fluxo de gas em dominios finitos e semi-infinitos, condi¢oes de contorno especificas
definidas para o tratamento destes problemas, nos quais pretende-se aplicar os mod-

elos BGK, S, Gross-Jackson e MRS conjuntamente com o método ADO.
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3 FORMULACAO MATEMATICA

Apoés a apresentacao de uma formulacao em esferas rigidas da ELB e de ex-
pressoes importantes na definicao do livre caminho médio em funcao das equacoes de
Chapman-Enskog para a viscosidade e para a condutividade térmica, neste capitulo
serao formulados problemas classicos de fluxo e um problema de transferéncia de

calor utilizando cada um dos modelos cinéticos citados anteriormente.

3.1 Problemas Classicos de Fluxo em Dinamica de Gases

Rarefeitos

Os problemas em dinamica de gases rarefeitos em regime de transigao podem
ser modelados tanto pela ELB quanto por modelos cinéticos, com suas condigoes de
contorno apropriadas. Seguindo Barichello em [4], considera-se a equagao cinética

ja escrita em termos de uma perturbacao h(7,¢) da fungao distribuigao
c 0 h(t,e) + eh(r,c)
x A 1UT, T, =
or
= 57r_3/2/ / / e h(r, c)F(c,c)dc,dc,dc, + S(c), (3.1)

onde S(e¢) é um termo fonte e F'(¢/,¢) é o mesmo nicleo de espalhamento sintético
abordado anteriormente pela Eq. (2.44), onde é mantida a dependéncia de [ e w
pois é com a escolha apropriada do valor destes parametros que se define o ntcleo
para cada um dos modelos cinéticos citados anteriormente (dentre os modelos BGK,
S, Gross-Jackson e MRS). Considera-se também M (c,¢) e N(¢/,¢) como sendo

os mesmos definidos anteriormente pelas Eqs. (2.45) e (2.46).

Ainda em consideracao a Eq. (3.1), sendo 7 = 2* /] uma variavel adimensional

escrita em termos do livre caminho médio [ (que a principio serd considerado ar-
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bitrario), ¢ é o vetor velocidade adimensional em coordenadas retangulares (¢, ¢y, ;)

e € é o mesmo definido pela Eq. (2.29).

Assim como foi feita para a Eq. (2.1), ao tomar as condi¢oes de contorno
que consideram os efeitos de reflexdo difusa e espectral [16], e nessas condigoes for
aplicada a Eq. (2.3), consegue-se condi¢oes de contorno em termos da perturbagao
h(7,e). Sendo que para problemas de canais planos, 7 € [—a,al, as condigoes de

contorno associadas a Eq. (3.1) sdo dadas por

h(—a,cq, ¢y c) — (1 —a) —Cy, Cyy C3) =

= (2a/7) / / / —c,, &, &) dc,de,dc,  (3.2)

h(a, —cq, ¢y c.) — (1 — a)h(a, cpy ey, C2) =

= (2a/7) / / / h(a,c,, ¢, c,)c,dc de,dc,,  (3.3)

onde « € (0, 1] representa o coeficiente de acomodagao das paredes e ¢, > 0.

Para problemas de semi-espaco, 7 € [0,00), tem-se para a Eq. (3.1) uma
condi¢ao de contorno no infinito juntamente com uma condicao semelhante a equagao

(3.2), que é definida por

h(0, ¢y, ey, ) — (1 — a)h(0, —cy, ¢y, ) =

2a/7r/ / / ~"h(0 , = Cy, Cy o) deydc,. (3.4)

Dentre as quantidades de interesse que serao avaliadas neste trabalho, destacam-
se o perfil de velocidade u(7) e a perfil de fluxo de calor ¢(7). Estas grandezas sao

definidas em termos da funcao h(7,¢) [16] como segue

u(t) = 7r_3/2/ / / 6_C2h(7',CI,Cy,CZ)CyddeCydCZ, (3.5)

q(t) = 7T_3/2/ / / e_CQh(T,cm,cy,cz)(f—5/2)cydcmdcydcz. (3.6)
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Outra quantidade de interesse a ser avaliada, mas esta restrita apenas ao problema

de fluxo de Couette, é a componente do tensor pressao P,, dado por

P, = 7T1/ / / e’CQh(T, Cay Cys Co ) CuCydegdeyde,. (3.7)

Devido ao fato de essas quantidades serem integrais dependentes da funcao
h(r,¢), faz-se uso de projegdes adequadas para simplificacdo do problema e sub-
sequiente resolucao pelo método ADO. Mais adiante serd visto que as projecoes
utilizadas nos problemas cléssicos de fluxo de gases rarefeitos sao diferentes das

projecoes utilizadas nos problemas de transferéncia de calor.

3.2 Formulagao Vetorial para os Problema de Fluxo

Tendo em vista que as quantidades de interesse sao definidas em termos de
momentos (integrais) da func¢ao h(r,¢), ao invés de se trabalhar diretamente com a
Eq. (3.1) s@o criados problemas auxiliares. Isso acarreta na diminui¢do do nimero

de variaveis envolvidas, simplificando a avaliacao das quantidades de interesse.

Os problemas auxiliares sao obtidos mediante projecoes estabelecidas a partir

das proprias quantidades de interesse. Assim, escolhe-se

2 2

¢1(cy, ¢2) = (¢y/m)e” V™= (3.8)
e
da(cy, c.) = [ey/(TVR))(c) + & = 2)e 0 (3.9)
e define-se
hi(r,c,) = / / P1(cy, )T, Cs, ¢y, c;)deyde, (3.10)
e

hQ(T,cx):/ / pa(cy, c2)h(T, Cz, cy, C;)deydes, (3.11)



30

de forma que consegue-se reescrever as Egs. (3.5), (3.6) e (3.7) como

u(r) = 7'('1/2/ e’cihl(ﬂcz)dcx, (3.12)
g(r) = =2 ( / e % (c2 — 1/2)ha (7, ¢ )deat

—|—21/2/ e~ hy (T, cm)dcx) (3.13)

o0

P, = / e_cihl(T,cr)czdcm. (3.14)

oo
Posteriormente serd visto que reescrever essas expressoes dessa forma facilita a for-

mulacao vetorial do problema.

Agora, multiplica-se a Eq. (3.1) pela Eq. (3.8), integra-se esse produto em ¢,
e ¢, em (—o0,00) e considera-se a nova notagao ¢, = &, nao esquecendo das Egs.

(3.10) e (3.11), encontra-se

e (n) +e(n) = er [~ el Oming) +

+f12(&, §)h2(7,og')]d§’ + a1(8), (3.15)
onde
fu(€,8) = 1+2we+(28/5)(€% —1/2)(€% - 1/2), (3.16)
fu(€,€) = (2v28/5)(€* - 1/2) (3.17)
a1(§) = /_OO /_OO o1(cy, c2)S(&, ¢y, cz)deyde,. (3.18)

De forma equivalente, multiplica-se a Eq. (3.1) pela Eq. (3.9) e integra-se esse
produto em ¢, e ¢, em (—00,00) ainda considerando ¢, = £ e nao esquecendo das

Egs. (3.10) e (3.11), encontra-se

g%}b (T’ f) + €h2 (7—7 é) = 877-71/2 /_Z 6752 [f21 (gla g)hl (7—7 5/) +
+f22(€, ) ha (7, §)]dE" + as(€), (3.19)
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onde
fa(€,€) = (2v28/5)(€” ~1/2), (3.20)
f2(€,6) = 4B/5 (3.21)
/ / P2(cy, c2)S(€, ¢y, ¢ )deyde.. (3.22)

Assim, usando as Egs. (3.10) a (3.22), consegue-se reescrever vetorialmente o

problema como

L H(r,6) + cH(r,€) = en V2 / T TR OHnEE Y AE)  (323)

or e

onde os termos da Eq. (3.23) s@o dados por

Ko — | @O a9 a0
7 | f12(6,6) f2(€€) 7

A = alg] (3.25)

H(r,¢) = ZIET’ 2 ] . (3.26)

Para definir as condigoes de contorno apropriadas a Eq. (3.23), as Eqs. (3.2)
a (3.4) devem passar pelo mesmo processo que a Eq. (3.1). O resultado é que, para

problemas de canais planos, as condigoes de contorno associadas a Eq. (3.23) sao

H(—-a,§) = (1-a)H(-a,=¢), € (0,00), (3.27)
H(a,—¢) = (1—a)H(a,§), £€(0,00). (3.28)

Para os problemas de semi-espaco, além de uma condicao no infinito, é associada a

Eq. (3.23) uma condic@o de contorno do tipo

H0,6) = (1 — )H(0,—¢), €€ (0,00). (3.29)
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Com esse procedimento, também é possivel reescrever as Eqgs. (3.12), (3.13) e (3.14)

em fungao de H(7,&), como segue

- T
u(r) = 7T_1/2/oo et ! H(r, &)d¢E, (3.30)
oo 0
q(r) = 742 /_006_52 : _\/_21/2 H(r, &)d¢ (3.31)
e
T
P,, = / e | ! H (T, €)&de. (3.32)
oo 0

3.3 Alguns Problemas Classicos

O procedimento desenvolvido neste trabalho até o momento é valido para todos
os modelos cinéticos ja citados e para todos os problemas de fluxo de gases rarefeitos
que serao apresentados a seguir. Também serao descritas especificacoes de cada um
dos problema, cuja resolugao sera feita pelo método ADO e cujas formulagoes ja

foram discutidas anteriormente [133, 16].

Os trés primeiros problemas que serao apresentados sao referentes a fluxos em
canais planos, onde vamos considerar o canal definido entre duas paredes localizadas
em 7 = +a. Os ultimos dois problemas se referem a meios semi-infinitos, cujas
solugoes sao utilizadas na avaliacao dos coeficientes de deslizamento que sao tteis
quando aplicados em problemas hidrodinamicos associados a condicoes de contorno

de deslizamento.

3.3.1 Fluxo de Poiseuille

Segundo Williams [133], o problema denominado fluxo de Poiseuille se carac-

teriza por manter um gas rarefeito confinado entre duas placas paralelas infinitas,
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separadas a uma distancia 2a, sujeito a um gradiente de pressao (constante) ortog-

onal a dire¢ao do fluxo. Segundo [4], tem-se na Eq (3.1) que
S(e) = —kye,, (3.33)

onde, para obtengao de resultados numéricos neste trabalho, serd tomado £, = 1.

Usando as Egs. (3.8), (3.9), (3.18) e (3.22), encontra-se para a Eq. (3.23)

A(6) = _;/ 1 (3.34)

Ainda com relagao a Eq. (3.23), usa-se a condigao de contorno
H(a, =€) = (1 - a)H(a,§), &€ (0,00) (3.35)
aliada a uma condicao de simetria

H(r,&) = H(—7,—=¢). (3.36)
3.3.2 Problema de Creep Térmico

Segundo [134], o problema de Creep Térmico trata do movimento de um gas
entre duas placas paralelas, separadas a uma distancia 2a, provocado por um gradi-
ente (constante) de temperatura paralelo as placas que cercam o gas. Normalmente
este fenomeno se refere a pequenas particulas suspensas em um gas se movendo na
diregdo em que a temperatura decresce. Para este problema tem-se para Eq. (3.1)
que

S(e) = —cy (3 + ¢ + 2 —5/2)ky, (3.37)

onde escolheu-se k; = 1 para obtencao de resultados numéricos. Fazendo o mesmo

procedimento utilizado para o problema de Poiseuille, obtém-se

&2 —-1/2
A = — ) .
(&) =-1/2 /5 (3.38)

Para completar a defini¢ao do problema de Creep Térmico, associamos a Eq. (3.23)

as condigoes definidas pelas Eqgs. (3.35) e (3.36).
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3.3.3 Fluxo de Couette

Para o problema do fluxo de Couette, considera-se que duas placas paralelas
infinitas, separadas a uma distancia 2a, se movimentam em direcoes opostas, com
velocidade fu,,. Parte-se entao da Eq. (3.23) com S(e) = 0 e associa-se a condigao

de contorno nao homogénea
H(a7 _5) = (1 - Q)H(av 5) - Oéqu)l, 5 S (07 OO), (339>

onde

1
&, = . (3.40)
0

Além disso, usa-se também a condicao anti-simétrica

H(r,§) = —H(-1, ). (3.41)
3.3.4 O Coeficiente de Deslizamento Térmico

Considera-se novamente o fluxo de um gas causado por um gradiente (con-
stante) de temperatura paralelo & parede do canal. Segundo Williams [134], tem-se
para Eq. (3.1)

S(e) = —cy(d 4+ ¢+ —5/2)k. (3.42)
Como conseqiiéncia da defini¢ao da Eq. (3.42), juntamente com as Eqs. (3.18) e

(3.22) e fazendo k; = 1 (para obtencao de resultados numéricos), tem-se

A(e) = —1/2 &-1/2 (3.43)
_ ol ,

Em consideragao a condicao de contorno, com a expressao
H(0,§) = (1 - a)H(0,-¢), ¢ € (0,00), (3.44)
espera-se que o comportamento da quantidade velocidade no infinito seja

lim ug(7) = (1/2)As, (3.45)

T—00

o que define Ag como o coeficiente de Deslizamento Térmico a ser avaliado.
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3.3.5 O Coeficiente de Deslizamento Viscoso

Por [61], o problema de Deslizamento Viscoso descreve o deslocamento de
um gas em um dominio semi-infinito, com um gradiente de velocidade ortogonal a

parede. Segundo [134], considera-se para este problema
S(e) = —2c,cy ko, (3.46)

onde, faz-se ky = 1 e com o mesmo procedimento aplicado nos problemas anteriores,

obtém-se para a Eq. (3.41)

A(6) = . (3.47)

A condigao de contorno associada a Eq. (3.41) é a mesma referida anteriormente pela
Eq. (3.44) e espera-se que o comportamento da quantidade velocidade no infinito é
dado por

lim —ug(r) = Ak. (3.48)

Porém, para este problema em especifico, a quantidade perfil de velocidade é definido

por
T
[e.e]

—1/2 —€2 1
ug(T) = AgT + 7 e H(r, &)dE. (3.49)
— 00 O
Como relatado anteriormente, é de interesse determinar o coeficiente de Desliza-
mento Viscoso Ak, dado por

lim H"(r,¢) = Ag. (3.50)

T—00

3.4 Solucgoes Particulares

Levando em consideracao o termo fonte que aparece na Eq. (3.23), torna-
se necessario determinar solugoes particulares, onde essas solucoes dependem do

problema a ser resolvido. Assim, seguindo Cabrera e Barichello [16], propde-se uma
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forma geral para a solugao particular
HP(1,&) = [BT* + C1é + DE* + E¢ + F), (3.51)

que sera aplicada a todos os problemas, exceto ao de Couette por ser homogéneo.
Considera-se também que B, C, D, E e F sao vetores constantes. Dessa forma, sub-
stituindo (3.51) em (3.23) e usando as Egs. (3.34), (3.38), (3.43) e (3.47), encontra-se

para o problema de Poiseuille

e(1—w)r? (5—4p8)¢&2

- — T+
H(1,¢) = ? ﬁ"; =0 (3.52)
5¢(1-p)

para os problemas de Creep Térmico e Deslizamento Térmico

P — (3.53)
T,§) = ——— )
2(8-1) | 2
e para o problema de Deslizamento Viscoso
B - —— | (3.54)
’ 5(w — 1) 0 ’

Uma vez conhecidas as solugoes particulares, propoe-se para o problema em

fungao de H (7, &) uma solugao na forma
H(r,¢) = H"(r,&) + H'(7,€), (3.55)

onde H? (7, £) é a solucao particular mencionada anteriormente e H" (7, €) é a solucio

do problema homogéneo definido a partir da Eq. (3.23) como

EH' () e () == [ WOKE OB (. (350
sendo
V(&) =712 € (3.57)

e, para os problemas de Poiseuille e Creep Térmico, as condigoes de contorno sao
dadas por
H"a,—6) — (1 - a)H"(a,6) = R(E), &€ (0,00), (3.58)



37

com

R(§) = (1 —a)H(a,§) — H"(a, =¢). (3.59)
Para os problemas de Deslizamento Térmico e Viscoso, as condigoes sao dadas por
Hh(oa 5) - (1 - Oé)Hh(O, _5) = R(€)7 5 € (07 00)7 (360>

onde

R(¢) = (1 — a)H"(0,=¢) — H"(0,¢). (3.61)

Para o problema de Couette, a condigao de contorno é dada pela Eq. (3.39) por se

tratar de um problema homogéneo.

3.5 Solucao em Ordenadas Discretas

Verificando que a Eq. (3.57) corresponde a uma fungao par, podemos reescrever

a Eq. (3.56) como
0
g H' (7.8 +H (7,6) =
—c [ WO KEOH &)+ K(=€ O (=€) af' (3.62)
onde, aplicando o método ADO, reescreve-se a Eq. (3.62) como

igi%H"(T, +&) + eH" (1, £&) =
N
=) we V(&) [K (&, &) H" (7,6) + K (=&, &) H" (1,-&)] , (3.63)
k=1

parai=1,2,...,N. Os pares {&,wy} para k = 1,2,..., N correspondem respecti-
vamente aos N pontos e pesos obtidos pelo método ADO quando avaliada a integral

no intervalo [0, c0).

Seguindo Scherer [97], para resolugdo do problema definido pela Eq. (3.63),

busca-se solucgoes do tipo

H"(7,6) = ®(v,&)e ", (3.64)
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onde
B(v,€) = o) | (3.65)
(I)2<l/, f)
Substituindo a Eq. (3.64) na Eq. (3.63), encontra-se
N
(v F&)B(r, &) = v > wel(&) [K (&, &) (v, &)+
k=1
+K (=&, +&)®(v, =& )] . (3.66)
Fazendo ¢« = 1,..., N, pode-se escrever uma versao matricial da Eq. (3.66)
como
(I — %M) . (v) = WH,+)®: (v) +W(—,+)®_(v), (3.67)
(I + %M) o (v) = WH, )P (v)+W(—,—)®_(v), (3.68)

onde I é a matriz identidade de dimensao 2N x 2N, M ¢é a matriz de dimensao

2N x 2N definida como

M = diag{&1.6, .- 6N 6.6, - 6N T (3.69)

®. (v) e ®_(v) sao vetores de dimensao 2N dados por
¢i<y) = [¢1(V7 j:gl)a s 7¢1(V> Il:fN), ¢2(V7 igl)? s 7¢2(V> :I:&-N)] (370>
e W(+, ) sao matrizes de dimensao 2N x 2N definida como

Wi(+,+) Wi(£, £+
W(t, +) = u(E£) Wl 2) , (3.71)
Woi(£,£) Was(£,£)
cujos elementos sao as seguintes sub-matrizes de dimensao N x N

(W (£, )];; = w V(&) frun (£85, &), (3.72)

para m,n = 1,2 e 4,7 = 1,..., N. Além disso, observando as Eqs. (3.16), (3.17),

(3.20) e (3.21), nota-se que a matriz definidas na Eq. (3.24) apresenta a seguinte
simetria com relacao aos sinais de & e &’

K(+¢,+¢§) = K(=¢, =), (3.73)

K(=¢,+¢) = K(+£,=9). (3.74)
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E essa simetria se mantém nas matrizes W (4, 4), portanto

W(+7+) - W<_7_)7 (375)
W(—+) = Wt ). (3.76)

Ainda por Scherer [97], define-se entao

Wi=W(H+,+)=W(—,—), (3.77)
W_=W(+,—-)=W(-,+), (3.78)

possibilitando reescrever as Egs. (3.67) e (3.68) como

(1 - %M) B.(v) = W, 0. (1) +W & (1), (3.79)
(I + %M) S (1) = W B, () +W.0 (). (3.80)

Por Scherer [97], se for definido
U=, (v)+®_(v), (3.81)

com @ (v) e ®_(v) sendo os vetores definidos por (3.70), pode-se somar e subtrair
as Egs. (3.79) e (3.80), sem esquecer de usar a Eq. (3.81), e chegar ao seguinte

problema de autovalores

(A- )X =0, (3.82)
onde A é a matriz de dimensao 2N x 2N definida por
A=I-W, +W_ M 'I-W, -W_)M ", (3.83)

com X e A sendo, respectivamente, o autovetor e o autovalor associado, de forma

que

X = MU, (3.84)
A= v? (3.85)

e estes autovalores sao todos reais e distintos.
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O problema de autovalores definido pela Eq. (3.82) fornece um conjunto de
2N constantes de separacao v; associadas a 2V vetores X (v;) de dimensao 2N que,

aplicados nas Eqs. (3.79) e (3.80), determinam as seguintes solugoes elementares

@ (1) = (/DM — v,(I W, - W)U, (3.86)

@ (v)) =12 M I +v;(I -W, -W_)U, (3.87)

Assim, apds determinadas as constantes de separagao v; e as solugoes ele-
mentares ® (), pode-se entao escrever a solugao em ordenadas discretas do prob-

lema dado pela Eq. (3.56) como

2N
H"(7,+6) = ) [A®(v;, & )e T/ 4 Bid (v, Fé)e /M) (3.89)

j=1
Contudo, sendo este um problema conservativo [6], uma das constantes de
separacao, por exemplo sy, torna-se ilimitada quando n — oo. Assim, afim de
escrever a solucao geral do problema em termos de solugoes elementares adequadas
e linearmente independentes, despreza-se esta constante de separagao e acrescenta-se
a Eq. (3.88) duas novas solugdes linearmente independentes (solugoes exatas) da Eq.
(3.56). Portanto, a forma final da solugao para o problema homogéneo relacionado
a canais planos é dado por
H"(1,+&) = ;@' 4 Bj®*(r, +&) +
2N-1

+ )[4y, £&)e = 4 Bi® (v, FE)e =] (3.89)

j=1
e com relacao a problemas em semi-espago, tem-se
H"(1,+£&) = Ai®' 4 Bi®* (7, +£&) +

2N—-1

+ ) [AB (v, £E)e = + Bi®(vy, FE)e Y] (3.90)
j=1
As solugoes exatas da Eq. (3.56) consideradas sao
1

®' = (3.91)
0
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(46 = | 5/()(1 s (3.92)

3.6 Quantidades de Interesse

Nesta se¢ao todos os esforcos serao concentrados na determinacao dos coefi-
cientes A}, BY, A; e B; necessarios para determinacao das solugoes dadas pelas Eqgs.
(3.89) e (3.90) e que também serdo necessérias para obtencao das quantidades de
interesse. A determinacao destes coeficientes sera feita considerando as solugoes do
problema homogéneo dadas pelas Eqgs. (3.89) e (3.90), as solugoes particulares dadas

pelas Eqgs. (3.52) a (3.54) e as Eqgs. (3.39) e (3.58) a (3.61).

Outras quantidades de interesse a serem analisadas neste trabalho sao as taxas
de fluxo de particulas U e de fluxo de calor (). Essas grandezas dependem dire-
tamente de das Egs. (3.30) e (3.31) e do tipo de problema envolvido. Para os

problemas de Poiseuille e Creep Térmico, essas grandezas sao dadas por

L - (3.93)

5.2
2a% J_,

L /a q(7)d. (3.94)

2
2a% J_,

Ja no problema de Couette, por causa da maneira com que o problema foi construido,

essas grandezas sao definidas da mesma forma, porém com a integral sendo de 0 a

Q.

3.6.1 Fluxo de Poiseuille e Creep Térmico

Para esses problemas, aplica-se na Eq. (3.89) a condigao de simetria dada pela

Eq. (3.36), de onde conclui-se que Bf =0e A; = Bj para j =1,...,2N — 1. Dessa
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forma, podemos reescrever a solugao pelo método ADO como

2N—-1
H"(7,48) = Aj@' + ) Aj[@(v;, £&)e =" 4 ® (v, T )e = D/]. (3.95)

j=1
Substituindo a Eq. (3.95) na Eq. (3.58) e usando ainda as Eqs. (3.52) e (3.53),

encontra-se o seguinte sistema linear

2N-1

> A@; (1 + (= D ™)

j=1

+O(v;, —€) (o — 1+ e 2/M)] + aAT®' = R(£), (3.96)

com dimensao 2N x 2N, de onde obtém-se o valor dos coeficientes A} e A; sendo

que, para o problema de Poiseuille, tem-se

R(E) = —ag(1 —w@)a?/2 — (2 — a)a& — a(b — 48)E?/5e(1 — 3) (3.07)

—av/283/5¢(1 - 3)

e para o problema de Creep Térmico

—a £2

=5-1 | » (3.98)

R(¢) =

Assim, substituindo a Eq. (3.95) nas Egs. (3.30) e (3.31), nao esquecendo da

Eq. (3.55), obtém-se para o problema de Poiseuille o perfil de velocidade

e(1l — w)r? (5 —4p)
2 10e(1 — ﬁ)} i

2N -1
+ Z Ajle =@t/ L ems@=D/VIN, (1) (3.99)

Jj=1

up(r) = A + [

e o perfil de fluxo de calor

2N—1
} + > Ajle DM 4 e DN (1)), (3.100)

Jj=1

1

qp(T) = [m

Para o problema de Creep Térmico, obtém-se o perfil de velocidade

2N—-1

j=1

1
=B - 1)
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e perfil de fluxo de calor

2N—-1

i0) = | |+ X AL NG, (310

onde o
N(rp) = (&) (1) (.60 + By —6)]  (3.103)
Nale) =D wdic) ¢ _f;/ ’ | B csw w0y

Aplicando as Egs. (3.99) a (3.104) nas Eqs. (3.93) e (3.94), encontra-se para o

problema de Poiseuille a taxa de fluxo de particulas

1 ., (el ==)a®  (5—4B)a
Up—2—a2{2aA1—|—|: 3 +5€(1—ﬁ):|

9 2N—-1
Tz > Al - 6_2'15/””']1\71(%‘)} (3.105)

J=1

e taxa de fluxo de calor

1 e 22N—1 D — o205/ N (1,
@r = 2a? { [6(1 — ﬁ)} + € ; Ajvj(l [N o J)} (3.106)

E para o problema de Creep Térmico, tem-se a taxa de fluxo de particulas

1 a 22]\/—1 ,
= 55 X _ — 1,01 _ o—2ae/v; )
Ur = 22 {QaAl + [28(5— 1)1 + 5 ; Ajvj[l —e |N1(v;) (3.107)

e taxa de fluxo de calor
IN-1
1 5a 2
Qr =5 { [—] 2 Al - 6_2a€/”j]N2(Vj)} : (3.108)
202 | |2¢(6—1) €
3.6.2 Fluxo de Couette

Aplicando na Eq. (3.89) a condigao de anti-simetria descrita pela Eq. (3.41),

encontra-se A} =0e B; = —Aj para j =1,...,2N — 1. Assim, pode-se reescrever
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a solucao pelo método ADO como

H"(r,+¢) = Bi®*(r, £€) +
2N -1

+ Z Aj[® (v, £&)e~ @ _ (v, F&)e SO (3.109)

Substituindo a Eq. (3.109) na Eq. (3.39) e considerando w,, = 1, encontra-se o

sistema linear

2N—-1

> AR (@ — el — 1)+

+®(v;, —&)(1 — o+ e 2] + aB;®y = —au,®;, (3.110)

com dimensao 2N x 2N, de onde obtém-se o valor dos coeficientes B} e A;, sendo

®, dado pela Eq. (3.40) e ®; definido por

o, — aae +£2—a)/(1 —m) ' (3.111)
0

Substituindo a Eq. (3.109) nas Eqgs. (3.30) a (3.32), encontra-se para este problema
o perfil de velocidade

2N-1
uc(T) = BieT + Z A; [e=set)/vi _ 675(“77)/”]1\71(%), (3.112)
j=1
o perfil de fluxo de calor
2N-1
Go(r) = Y A= — eI N (1) (3.113)
j=1
e a pressao
B*
p, = BT (3.114)

2(w—1)
Ainda para esse problema, substituindo as Eqs. (3.112) e (3.113) nas Egs. (3.93)
e (3.94) (nao esquecendo que para o problema do fluxo de Couette, a integral é de
(0,a)), encontra-se para esse problema a taxa de fluxo de particulas

1 1 2N—-1
Uc = {B;“sa —= Z Ajvj(e2evi — 1)2N1(yj)} (3.115)

22
7=1
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e a taxa de fluxo de calor
12N
Ce=35p { Z Ajuj(em2el — 1>2N2<uj>} , (3.116)

onde os vetores N; e Ny sdo os mesmos definidos anteriormente pelas Eqgs. (3.103)

e (3.104).
3.6.3 Deslizamento Térmico e Viscoso

Baseado nas condic¢oes dadas pelas Eqgs. (3.45) e (3.48), nao se deseja que a
solugao para esses problemas representada pela Eq. (3.90) cres¢a sem limite quando
T — 00. Dessa forma, faz-se necessario que Bf =0e Bj =0paraj=1,...,2N —1.
Assim, a solucao em ordenadas discretas para esses problemas passa a ser reescritas
como

2N-1
H'(1,+8) = Aj®" + ) A;® (v, £&)e 7/ (3.117)
j=1
Substituindo a Eq. (3.117) na condic¢ao de contorno dada pela Eq. (3.60), encontra-

se o sistema linear
IN-1

Z A[®(v;,6) + (a — 1D)®(vj, —€)] + aAI®" = R(¢), (3.118)

com dimensao 2N x 2N, onde obtém-se o valor dos coeficientes A} e A; sendo que,

para o problema de Deslizamento Térmico, tem-se que

—« 52
R(¢)=——— 3.119
e para o problema de Deslizamento Viscoso tem-se
fla—2) |1
== = ) 1
RO=20-3 |, (3120)

Substituindo a Eq. (3.117) na Eq. (3.30) juntamente com a Eq. (3.55), encontra-se

para o problema de Deslizamento Térmico o perfil de velocidade

2N—-1

us(7) = Ay + {m} * ; Aje /N (1)) (3.121)
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e substituindo a Eq. (3.121) na Eq. (3.45), é encontrada a expressao para o coefi-

ciente de Deslizamento Térmico
As =2A7+1/2¢(B —1). (3.122)

Da mesma forma para o problema de Deslizamento Viscoso, substituindo a Eq.
(3.117) nas Egs. (3.49) e (3.50), é encontrado como perfil de velocidade

2N—-1
ug(r) =7+ A} + Y Aje /N () (3.123)

i=1

e como coeficiente de Deslizamento Viscoso
A = A, (3.124)
onde os vetores N; e N5 sao os mesmos definidos anteriormente.

Uma observacao importante a ser feita é de que, para fazer comparacoes de
resultado com outros trabalhos, os valores do perfil de velocidade ug(7) devem ser

multiplicados por 2.

3.7 Problema de Transferéncia de Calor

Considerando o problema de transferéncia de calor no regime de transicao em
um canal plano, sua modelagem pode ser feita de forma analoga a feita para os
problemas cldssicos de fluxo de gases rarefeitos [97]. Entao, da mesma forma que na

Eq. (3.1), o problema pode ser descrito por

cug-g(r,€) + eg(r,e) =
= e 3/? / / / e—C’zg(r,c’)F(c’,c)dc;dcfydc;,(3.125)

onde aqui também é considerado que ¢(7,¢) é uma perturbagdo da fungao dis-
tribuigdo de particulas, ¢ dada pelas Eqgs. (2.33) e (2.38) dependendo de como

se deseja trabalhar com o livre caminho médio e F'(¢/,¢) é o nicleo de espalhamento
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do modelo a ser utilizado, sendo escrito na mesma forma das Eq. (2.44) fazendo uso
também das Eqs. (2.45) e (2.46). Note que, diferente da Eq. (3.1), a Eq. (3.125)

nao possui termo fonte.

Para esse problema, segundo Scherer [97], as condigdes de contorno associadas

a Eq. (3.125) sao dadas por

g(—a,cg, ¢y, ;) = ag6q( (*=2)+(1 —al)g( a, —Cy, Cy, C;) +

+2a1/7r/ / / ) —Ch, Gy ) deydc,, ¢, > 0 (3.126)

g(a, cz, ey, c;y) = aads( c —2) (1 —a)g(a, —cq, ¢y, C2) +

+2a2/7r/ / / a,cm,cy,cz)c;dc;dclydc;, ¢, <0, (3.127)

onde a; e ap sao valores entre 0 e 1 que representam os coeficientes de acomodagao
do gas que ha entre as paredes, d; e d5 representam as temperaturas adimensionais

dessas paredes e sao dadas por

(3.128)

by = 20 (3.129)

com T, e T,, representando, respectivamente, as temperaturas dimensionais nas

paredes localizadas em 7 = —a e T = a.

Ainda segundo Scherer [97], as quantidades de interesse fisico deste problema
a serem determinadas sao as perturbacoes de densidade, de temperatura e o fluxo

de calor entre as paredes, dadas respectivamente por

N(r) =732 / / / g(7,¢)dc,de,de., (3.130)
T(r) = (2/3)72 / / / [c —-} o(r.c)desdeyde,  (3.131)



48

Qs = 7r_3/2/ / / e [02 - g] g(7,¢)cdeydeyde,. (3.132)

Repare que a Eq. (3.132) foi escrita independente de 7, isso porque ao multiplicar
a Eq. (3.125) por e com n = 0,2, integrar o resultado em c,, ¢, e ¢, em
(—00,00) e ainda usar as informacoes contidas nas condigdes de contorno, obtém-se

a independéncia do fluxo de calor da variavel 7.

3.7.1 Formulagao Vetorial para o Problema de Transferéncia

Da mesma forma que nos problemas de fluxo, utilizar de projecoes para criar
problemas auxiliares ao invés de se trabalhar diretamente com a Eq. (3.125), torna
mais simples o processo de avaliar as quantidades de interesse. Como foi dito an-
teriormente, uma vez que as quantidades de interesse sao diferentes, as projegoes a

serem usadas aqui também serao diferentes. Assim, como foi feito anteriormente, ao

escolher
ey, c.) = (1/m)e == (3.133)
e
2 2 —c2—c?
P2y, c) = (1/m)(c, +c; — L)e” ™= (3.134)
e definir
g1(T, ) = / / 1(cy, c2)h(T, Cs, ¢y, cy)deyde, (3.135)
e
go(T,¢2) = / / Pa(cy, o) M(T, Cs, ¢y, ¢y)dcyde,, (3.136)
consegue-se reescrever as Eqgs. (3.130), (3.131) e (3.132) como
N(r)=m""? / e (7, ¢ )dey, (3.137)
1) = @3 ([~ @ - 1Dt et

—|—/ 6_C§92(77C$)d0$) (3.138)

—00
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T(r)=mn"4? (/ cxe_ci(ci —3/2)q1(7, cz)deg+

+/ Cxecng(T,Cx)dCx). (3.139)

Seguindo o mesmo processo feito para os problemas anteriores: multiplicar
a Eq. (3.125) pela Eq. (3.133), integrar esse produto em ¢, e ¢, em (—o00,00) e

considerar a notagao ¢, = £ sem esquecer das Egs. (3.135) (3.136), obtém-se
0 e
§5-91(T &) +eqi(7.6) = 57—1/2/ e [ful€,€)aq(r.€) +
+f12(€, §)ga (7, §N]dE (3.140)
onde agora sera considerado que

ful€,6) = 1+2wg€ + (2/3)(&7 — 1/2)(€7 — 1/2) + (48¢8'/5)(€* — 3/2) -
(67 = 3/2) + 20 [(2/3)€%€"” — (1/3)(€* + €7) + (1/6)] (3.141)

Fra(€,6) = (2/3)(€* = 1/2) + (48¢€'/5)(€* — 3/2) +
+2w [(1/6) — (1/3)€?] (3.142)

O mesmo vale se 0 mesmos passos forem seguidos para a Eq. (3.125) com relagao a

Eq. (3.134), resultando em

15) o 2
2 ga(r,€) + cgu(r, &) = e / € (€, E)gn(r, €) +

or
+fa2(€',§)ga(7, )] dE, (3.143)
f(€,€) = (2/3)(€7 — 1/2) + (48¢€'/5) (€% — 3/2) +
+2w [(1/6) — (1/3)€"] (3.144)

fa(8,€) = (2/3) + (466€'/5) + (w/3). (3.145)
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Dessa forma, usando as Eqs. (3.135) a (3.145), consegue-se escrever vetorial-
mente o problema como
a oo
GO +Gre) == [ WOKE QG (1)
onde a Eq. (3.146) tem o mesmo formato da Eq. (3.56) dada anteriormente, K (£, )
é expressa da mesma forma que a Eq. (3.24), ¥(§) é o mesmo dado pela Eq. (3.57)
e G(1,¢) é dado por
(251 (7—7 g)

G(1,¢) . (3.147)
92(T> f)

Seguindo 0s mesmos passos, é possivel também reescrever as Eqs. (3.137), (3.138) e

(3.139) vetorialmente e em termos de G(7,§), assim

N(r) = / w(e) G(r.)de, (3.148)
oo 0
re = [Cwe | © | e (3.149)
0., - / “wioe| T emee (3.150)
oo 1

Para a definigdo de condigbes de contorno apropriadas a Eq. (3.146), as Egs.
(3.126) e (3.127) devem passar pelo mesmo processo que a Eq. (3.125), resultando
que para o problema de transferéncia de calor, as condi¢oes de contorno associadas

a Eq. (3.146) sao

1 O o0 12
Gl—a,6) = (1 — an)G(—a, ) + 20, / Gl—a,—€)e < 'de’ +
0 0 0

& -1
+061(51 (3151)

1
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1 0] ,
Gla,—€) = (1 — 0)C(a, €) + 202 / Gla, &) ¢'de’ +
0 0| Jo

& -1
+O{252 . (3152)
1

Segundo Scherer, para a comparacao dos resultados obtidos para o fluxo de calor
deste trabalho com outros da literatura, é necessario computar o chamado fluxo de

calor normalizado ¢ que, segundo Siewert [117], é dado por

@
Qfm’

onde @y, € o fluxo de calor adimensional em condigoes de moléculas livres. Ainda

q (3.153)

por [117], usa-se
a1a2(51 — 52)

(a1 + ay — ayag) /2

Qm = (3.154)

Assim, substituindo as Egs. (3.154) e (3.150) na Eq. (3.153) obtém-se a expressao
para o fluxo de calor normalizado

T

(1 + ag — ayag)r'/? [ €2 —3/2
10 (0 — 0y) /oo e G(r,6)de.  (3.155)

3.7.2 Unicidade do Problema

Um fato importante que deve ser ressaltado é a seguinte questao: esse problema
tem ou nao tem uma solugao tnica? O fato de que o problema definido pelas Egs.
(3.146), (3.151) e (3.152) nao tem uma unica solucao ¢ relativamente simples de se

verificar, uma vez que se G(7,&) é solucao desse problema, entao

G(r.§) =G(r,¢) +K (1) (3.156)
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também o serd para qualquer escolha de K. Segundo Siewert [117, 109] e Garcia e
Siewert [45], para definir a constante IC é necessario usar uma condi¢do de normal-

izacao sobre a densidade, como

’ N(r)dr = 0. (3.157)

Ao substituir a Eq. (3.156) na Eq. (3.148) e o resultado for substituido na Eq.
(3.157), obtém-se

T

K = —(1/2a) /_ ' /_ T u(e) (1) G(r, ¢)dcdr (3.158)

Para verificar quais sao os efeitos da constante C nas outras quantidades de
interesse, basta substituir a Eq. (3.156) nas Eqgs. (3.149) e (3.155), de onde constata-
se que essa constante nao exerce qualquer influéncia na perturbagao de temperatura
e fluxo de calor normalizado. Sendo assim, a unica quantidade de interesse que
necessariamente precisa levar em consideracao a constante IC é a perturbacao de

densidade, que passa a ser reescrita como

T

N(r) = / “we | | e odet k. (3.159)

3.7.3 Solugcao em Ordenadas Discretas

A forma como o método de ordenadas discretas serd aplicado a Eq. (3.146)
para resolver o problema de transferéncia de calor é a mesma de como foi aplicada
na Eq. (3.56) para a resolugao da parte homogénea dos problemas de fluxo de gases.
Isso se deve ao fato de as duas equagoes serem semelhantes apesar de representarem
problemas diferentes. Assim, sendo V() a mesma fungao par dada pela Eq. (3.57),
reescreve-se a Eq. (3.146) usando no termo integral metade do seu dominio

0
gaG(T7 5) + EG(T7 5) =

=€ /OOO \I;(g’) [K(_§,> 5)0(7', —f,) + K(fl, f)G(T, 5/)] dgl (3160)
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Ao aplicar o método ADO na Eq. (3.160), encontra-se um sistema de equagoes

diferenciais ordindrias

ifZ%G@', :t&) + SG(T, :i:&) =

= ey w V(&) [K (&, +6)G(r, —&) + K (&, £6)G(,&)], (3.161)

que é similar ao sistema dado pela Eq. (3.63). Neste ponto, ao definir G(7, &) como
uma solucao do tipo

G(1,€) = ®(v,&)e ™", (3.162)

a Eq. (3.161) passa a ser reescrita como a Eq. (3.66) e a partir daqui, todos os
passos a serem dados até a obtencao de um solucao em ordenadas discretas sao os

mesmos dados da Eq. (3.66) a Eq. (3.88), sendo esta tltima dada por
2N
G(r, &) = Y [A @y, £&)e "/ + Bi®(v;, F&)e =] (3.163)
j=1

Uma observagao importante a ser feita é que, apesar da formulacao para a obtencao
da solucao em ordenadas discretas ser a mesma, as condigoes de contorno, o ntcleo
de espalhamento e até o nimero de constantes de separacao a ser consideradas para

este problema nao sao iguais aos dos problemas de fluxo de gases.

Os problemas de transferéncia de calor, assim como os problemas de fluxo de
gases, também sao conservativos. Portanto é esperado que algumas das constantes
de separacao v; sejam ilimitadas conforme j cresce, mas diferente dos problemas de
fluxo de gases, para este problema de transferéncia de calor foram encontrados duas
constantes de separacao referentes a dois autovalores degenerados. Dessa forma,
para evitar perdas significativas ao desconsiderar esses termos probleméticos, em
seus lugares sao introduzidas as chamadas solugoes exatas. Aqui serao introduzidas
um total de quatro solugoes exatas. Assim, a solucao do problema de transferéncia

de calor em ordenadas discretas pode ser escrita como
2N—2
G(T, ifz) = Z [Aj@(uj, j:gi)e—e(a-&-r)/uj + qu)<Vj, :ng)e—a(a—T)/uj} +
j=1

+G* (1, £¢;), (3.164)
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onde

G*(7,€) = A{G1 + A3G1 (&) + BiGs() + B;Gu(r,€). (3.165)

Por Scherer [97], baseado no trabalho de Garcia e Siewert [45], essas solugoes

exatas sao
G - 1], Gz(f)[gm}, G3<s>[§] (3.166)
0 1 0
Gy(7,8) =TH(E) + F(¢), (3.167)
H(¢) = & =32 (3.168)
1

e F(¢) ainda ¢ uma fungdo a ser determinada afim de descobrir a forma de G4(7,§).

Para isso, substitui-se a Eq. (3.167) na Eq. (3.146), de onde ¢ obtido

F(§) =—(£/e)H(E) +/_ V(K (E,EF(E)dS'. (3.169)
Baseado em Siewert [122], a fungao F(§) pode ser expressa como
3
F(¢) =) _P(9F; (3.170)
i=0

Po(f) =1, Pl(f) =¢, P2(f) = 52 - 1/27 Ps(f) =¢ (52 - 3/2) . (3-171)

Agora, ao substituir a Eq. (3.170) na Eq. (3.169), multiplicar a expressao resultante
por ¥(§)P; para ¢ = 0,1,2,3 e integrar em £ em (—00,00), é obtido um sistema
linear de dimensao oito, de onde sao determinadas as componentes dos vetores F;

analiticamente. Como resultado deste sistema, obtém-se

§ ¢ —3/2

(3.172)

e portanto

(€ —3/2) — ;155 (€ = 3/2)

£
T~ 19

Gy(7,§) = (3.173)
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3.7.4 Quantidades de Interesse

Uma vez conhecida a solucao do problema de transferéncia de calor, o proximo
passo ¢ determinar os 4N coeficientes A}, A3, BT, B, Aje B;,j =1,...,2N =2 que
aparecem na Eq. (3.164). Para isso, faz-se necessario o uso da versao em ordenadas

discretas das condigoes de contorno indicadas pelas Eqgs. (3.151) e (3.152), que sdo

1 0|& e
G(—a,&) =1 —a1)G(—a,—=§&) + 20y 00 Zwkka’(—a, —&p)e $ 4
k=1

&1
—|—05151 (3174)
1
e
10| e
G(a,=&) = (1 — 22)G(a, &) + 2a2 ZG(a,fk)e bt
0 0 | k=0
g1
202 (3.175)
1

Contudo, verificou-se que a solugao exata dada por G; satisfaz a porcao homogénea
da condi¢ao de contorno, impossibilitando a determinacgao do coeficiente Aj. Mas
mesmo assim, se for substituida a Eq. (3.164) nas Eqs. (3.174) e (3.175), é obtido

um sistema linear de dimensao 4N X 4N — 1, representado por

2N -2 1
> Bi{®(v;,—&) — (1— a)®(v, &) — 204 . Si(vy) pe i 4
j=1
N2 [ 1 i
+ YA @, &) — (1 — a1)®(vy, —&) — 20 0 S_(v;) ¢ +
j=1
1.2—1 2—« i+Oé7Tl/22
o 3 ALt ( )& +aqm/?/ B +
1 0
a2 ¢(£2-3/2) — 2 _1
4 €(l—ﬁ)€ (52 / ) ala(&z ) B; _ (Xl(is(fi) (3176)

a1 —2
(i s




o6

€
2N -2 [ 1 1
Z A l/], z) (]_ — &Q)Q(Vj,gi) — 2042 0 S+(Vj> 6_2a€/yj +
2N—-2 i 1 7
+ Z B V]afz (1—&2) (VJ7 &)—2&2 0 S—(Vj) +
| g — 2)& — agmt/?/2
Fan gz A; + ( 2 )f 2 / Bik +
1 0
202 ¢(€2 — 3/2) + aza(€2 — 1
+ 5(1—5)5 (gz / ) a2a(§z ) B; _ OégégR(fi), (3177)

2—a
m& + asa

onde 1 < ¢ < 2N com ®(v;, £&;) sendo os vetores de dimensao 2 x 1 dados pela Eq.

(3.66) avaliados nos pontos de quadratura e constantes de separacao e ainda

9T

N
.| 1
~(vy) = Zwkékeigk ®(v;, —&), (3.178)
k=1 0
" 9T
.| 1
Si(vy) =) wypbpe % . ®(v;, &) (3.179)
k=1
€
&—1
R&)=|" : (3.180)
1

Nao tendo sido possivel determinar o coeficiente A} pelas Eqs. (3.176) e (3.177),
em seu lugar ¢é utilizado o coeficiente K. Para acrescentar I como incognita a
ser determinada no sistema acima, substitui-se a Eq. (3.164) na Eq. (3.158) e

discretiza-se o termo integral da expressao resultante em &, resultando em

| 22 N
- (1 — p—2ag/y; A . .
K= 2 < V](l € )(A] + BJ) kz:;wkqj(fk)
T
1
0 [®(v), &) + @ (v, —&k)] - (3.181)

Ao adicionar a Eq. (3.181) ao sistema linear formado pelas Eqgs. (3.176) e (3.177), ¢é

obtido um outro sistema linear, agora de dimensao 4N + 1 x 4N, que pode ser
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resolvido pelo método de minimos quadrados e de onde provém os coeficientes

necessarios.

Para a obtencao das perturbacoes de densidade e temperatura e o fluxo de calor
normalizado (nesta ordem), substitui-se a Eq. (3.164) nas Eqgs. (3.159), (3.149) e
(3.155), resultando em

2N -2
NG =K = Bir+ Y [Ae 0 L Be e V), (3189
=1
! 2N —
T(1) = A; + B37 + (2/3) Z @D/ 4 B~/ Y (1) (3.183)
(&
o+ ag — agag)r? [ R (atr) /vy _ c(a—r) /v,
q= a1a2(51 _ 52) { — [A e + B e }Z(]/])_
5B;
_m} o (3.184)
onde
T
al 1
=D w¥(&) . [@ (v, &) + (v, —&)] (3.185)
=1
- T
= &—1/2
() =D w(&) | B (v, &) + B (v), —&)] (3.186)
k=1
(§] . ) -
7—3/2
v =S w(g) | & 1 21 @6 - d;—6)]. (3.187)
k=1

No capitulo a seguir, sera feita uma breve descrigao do procedimento utilizado
na implementacao computacional dos problemas, bem como do método ADO e de
resultados numéricos obtidos para os problemas cléssicos de fluxo de gases rarefeitos

e transferéncia de calor apresentados.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

4.1 Consideracoes Gerais

Para a obtengao dos resultados numéricos correspondentes as quantidades de in-
teresse definidas para os problemas mostrados anteriormente, deve-se primeiramente
definir o esquema de quadratura que sera aplicado conjuntamente com o método de
ordenadas discretas analitico. Baseado nos trabalhos de Siewert [114, 115, 121],
Barichello [6], Camargo e Barichello [18] e Cabrera e Barichello [16], o procedimento
a seguir mostrou-se adequado no que diz respeito ao tratamento do termo integral

da equagao integro-diferencial de transporte.

Afim de mapear os pontos £ do intervalo [0, 00) para os pontos u(§) do intervalo

[0, 1], costuma-se fazer uso da transformacao nao linear

u(§) = exp(=¢) (4.1)

para, em seguida, utilizar o esquema de quadratura de Gauss-Legendre [14] no in-
tervalo [0,1]. Uma vez definido o esquema de quadratura, sdo computadas as con-
stantes de separacao (obtidas indiretamente do problema de autovalores dado pela
Eq. (3.82)), as solucoes elementares (definidas pelas Eqgs. (3.86) e (3.87)) e os co-
eficientes necessarios para avaliagdo das quantidades de interesse (obtidos a partir
da resolugao do sistema formado pelas condigdes de contorno). Note que este pro-
cedimento é padrao tanto para os problemas de fluxo de gases quanto para o prob-
lema de transferéncia de calor. A implementacdo computacional foi feita baseada
na linguagem FORTRAN, fazendo uso de subrotinas dos pacotes LINPACK [35] e
EISPACK [108].

A seguir, sao apresentados resultados numéricos das quantidades de interesse
para cada problema proposto neste trabalho e, quando possivel, comparados com

outros trabalhos ja existentes na literatura. Salienta-se que os resultados obtidos
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através dos modelos Gross-Jackson e MRS (no caso de problemas de fluxo) e

MRS (no caso do problema de transferéncia de calor) sao originais [98].

Com relagao a confiabilidade dos resultados, alguns critérios foram estabele-
cidos. Dentre estes, esta a constatacao de que ao aumentar o ntimero de pontos
de quadratura do método ADO, mais digitos significativos dos resultados sao con-
servados, dando uma nocao de convergéncia numérica. Além disso, os resultados
obtidos aqui para os modelos BGK e S mostram-se corretos se comparados com
os da literatura. O fato de ter sido usado o mesmo programa pra simular todos os

modelos para cada problema aumenta a confiabilidade nos resultados.

Para ilustrar a forma com que o aumento do niimero de pontos na quadratura
influencia na convergéncia numérica dos resultados, analisou-se o comportamento do
erro relativo (comparado a N = 100) para o perfil de velocidade up(7) do problema
do Fluxo de Poiseuille (usando 2a = 2, a = 0.5, € = ¢, ¢ 0 modelo MRS). Na Fig.
4.1, o gréfico do erro relativo (na cor azul) mostra que realmente o erro relativo
diminui conforme é aumentado o nimero de pontos na quadratura. J& o grafico em
vermelho, que representa a reta obtida a partir da aplicacao do método de minimos
quadrados ao grafico do erro relativo, indicando a taxa média com que o erro relativo

decai conforme sao acrescentados mais pontos a quadratura.

Q  Relativo a N=100
—— Minimos Quadrados

Erro relativo

# . SN=40

10 ' 10
Miamero de pontos da guadratura

Figura 4.1: Evolucao do erro relativo (em escala logaritmica) conforme o valor de N
aumenta.
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Outro dado que é de interesse salientar é o tempo de processamento. Usando
um Desktop Dell Dimension Dim4500 (Pentium 4, 2GHZ, 384MB RAM), o tempo
computacional estimado na obtencao de todo um perfil usando N = 50 é de 4.5s

(incluindo o tempo gasto na obtengao dos pontos e pesos da quadratura de Gauss).

4.2 Problemas Classicos de Fluxo em Dinamica de Gases

Rarefeitos

Afim de relacionar com a literatura [16] os resultados obtidos a partir dos
modelos cinéticos, aumentando também a confiabilidade no programa desenvolvido,
uma série de tabelas foram geradas a partir de parametros definidos anteriormente,
como por exemplo a largura do canal 2a, o coeficiente de acomodacao « e a posicao
(normalizada) 7/a no canal em que ocorre o fenomeno, possibilitando a comparagao
dos modelos cinéticos entre si e com resultados da literatura. Os resultados que sao
apresentados foram obtidos considerando o parametro € = ¢, e utilizando N = 50,
sendo que dos dezesseis digitos significativos que a implementacao em FORTRAN
utiliza, de cinco a sete se conservam ao aumentar o valor de N. Para valores menores

de N, como por exemplo para N = 10, até trés digitos se conservam.

4.2.1 Fluxo de Couette

Nas Tabs. 4.1 a 4.12 sao apresentados os resultados obtidos para o fluxo de
Couette, sendo que nas Tabs. 4.1 & 4.6 constam os perfis de velocidade uc(7)
para os quatro modelos cinéticos, para ELB [119] (no caso da Tab. 4.1) e para o
modelo CES [115], considerando a largura do canal 2a = 1, diferentes valores de «
e diferentes valores de u,. O mesmo ¢ feito com relagao as Tabs. 4.7 a 4.12 com

relagdo ao perfil de fluxo de calor go(7), onde também tem-se da literatura perfis

obtidos a partir da ELB [119] (no caso da Tab. 4.7) e do modelo CES [115].
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Outras quantidades de interesse verificadas aqui sao referentes as taxas de fluxo
Ue e taxa de fluxo de calor )¢, dadas pelas Tabs. 4.13 a 4.18, nas quais é possivel

comparar os resultados obtidos por essa metodologia com a literatura em relagao a

ELB e aos modelos BGK, S e CES.

Na avaliacao dos perfis de velocidade uc(7), pode-se constatar que a diferenca
mais significativa entre os perfis obtidos para os diferentes modelos cinéticos ocorre
préximo aos contornos (7/a &~ +1), independente da largura do canal, do coeficiente

de acomodacao ou da velocidade das placas.

Com relacao as Tabs. 4.1 e 4.3, a concordancia dos perfis obtidos a partir
do modelo CES e da ELB pode chegar a cinco digitos significativos (Tab. 4.3
parat/a = 0.2), e a mesma concordancia foi obtida ao comparar entre si os modelos
BGK, S, Gross-Jackson ¢ MRS (Tab. 4.1 para 7/a = 0.1). Além disso, dentre
os modelos cinéticos aqui estudados, o perfil obtido a partir modelo MRS é o que
mais se aproxima do obtido pela ELB, cuja concordancia pode chegar a trés digitos

significativos (Tab. 4.1 para 7/a = 0.7).

Tabela 4.1: Couette, u,, = 1; perfil de velocidade uc(7), 2a =1, a = 1.0.

7/a  BGK[17] S[16] GJ MRS CES[115]  ELB[I19]
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 -4.44498(-2)! -4.46405(-2) -4.421891(-2) -4.410134(-2) -4.29400(-2) -4.3188(-2)
02 -8.90639(-2) -8.94424(-2) -8.863464(-2) -8.830049(-2) -8.60736(-2) -8.6559(-2)
0.3 -1.34020(-1) -1.34580(-1) -1.334611(-1) -1.327025(-1) -1.29611(-1) -1.3031(-1)
04 -1.79526(-1) -1.80258(-1) -1.789511(-1) -1.774288(-1) -1.73802(-1) -1.7469(-1)
0.5 -2.25845(-1) -2.26734(-1) -2.254282(-1) -2.226302(-1) -2.18965(-1) -2.1998(-1)
0.6 -2.73338(-1) -2.74364(-1) -2.733452(-1) -2.685106(-1) -2.65547(-1) -2.6662(-1)
0.7 -3.22559(-1) -3.23689(-1) -3.234027(-1) -3.153727(-1) -3.14241(-1) -3.1525(-1)
0.8  -3.74467(-1) -3.75655(-1) -3.768460(-1) -3.637318(-1) -3.66275(-1) -3.6704(-1)
0.9 -4.31190(-1) -4.32349(-1) -4.364870(-1) -4.146943(-1) -4.24420(-1) -4.2461(-1)
1.0 -5.03723(-1)  -5.04599(-1) -5.174254(-1) -4.737175(-1) -5.03454(-1) -5.0206(-1)

Para as Tabs. 4.2 a 4.4, foi verificado que o perfil gerado com o modelo MRS

é o que mais se aproxima do perfil gerado com o modelo CES, podendo coincidir

Lé-se —4.444980 x 1072,
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em até quatro digitos significativos (Tab. 4.2 para 7/a = 0.1 e Tab. 4.3 para
7/a = 0.3). Também observou-se que o perfil obtido com modelo S concorda em
até quatro digitos com o modelo BGK (Tab. 4.3 para 7/a = 0.1), ou entao com
o modelo MRS (Tab. 4.4 para 7/a = 0.6). Pela Tab. 4.5 observou-se que o perfil
gerado com modelo S tem uma concordancia um pouco menor com os perfis gerados
com os outros modelos, podendo chegar a 3 digitos se comparado ao modelo BGK

(1/a =0.1) e ao modelo Gross-Jackson (7/a = 0.2).

Tabela 4.2: Couette, u,, = 1; perfil de velocidade ux(7), 2a = 1, a = 0.5.

7/a BGK S GJ MRS CES[115]
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 -2.183115(-2) -2.197123(-2) -2.202530(-2) -2.106077(-2) -2.10475(-2)
0.2 -4.377579(-2) -4.405463(-2) -4.418889(-2) -4.218782(-2) -4.22286(-2)
0.3  -6.595703(-2) -6.637184(-2) -6.664146(-2) -6.345256(-2) -6.36889(-2)
04 -8.851954(-2) -8.906581(-2) -8.956177(-2) -8.493784(-2) -8.56013(-2)
05 -1.116476(-1) -1.123186(-1) -1.131803(-1) -1.067474(-1) -1.08189(-1)
0.6 -1.355971(-1) -1.363830(-1) -1.378217(-1) -1.290224(-1) -1.31765(-1)
0.7 -1.607601(-1) -1.616464(-1) -1.639916(-1) -1.519743(-1) -1.56821(-1)
0.8 -1.878265(-1) -1.887908(-1) -1.925965(-1) -1.759655(-1) -1.84230(-1)
0.9 -2.183336(-1) -2.193369(-1) -2.257002(-1) -2.017805(-1) -2.15983(-1)
1.0 -2.603471(-1) -2.612790(-1) -2.745635(-1) -2.333290(-1) -2.62841(-1)

Tabela 4.3: Couette, u,, = 1; perfil de velocidade uc(7), 2a =1, @ = 0.1.

7/a BGK S [16] GJ MRS CES[115]  ELB[L19]
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 -4.354317(-3) -4.39057(-3) -4.468924(-3) -4.084538(-3) -4.21138(-3) -4.2247(-3)
02 -8.736125(-3) -8.80842(-3) -8.971976(-3) -8.184771(-3) -8.45518(-3) -8.4806(-3)
0.3 -1.317529(-2) -1.32832(-2) -1.354642(-2) -1.231763(-2) -1.27668(-2) -1.2802(-2)
04 -1.770706(-2) -1.78499(-2) -1.823660(-2) -1.650286(-2) -1.71885(-2) -1.7229(-2)
0.5 -2.237652(-2) -2.25533(-2) -2.309997(-2) -2.076526(-2) -2.17748(-2) -2.1814(-2)
0.6 -2.724657(-2) -2.74558(-2) -2.821780(-2) -2.513874(-2) -2.66031(-2) -2.6632(-2)
0.7 -3.241419(-2) -3.26537(-2) -3.371745(-2) -2.967440(-2) -3.17943(-2) -3.1799(-2)
0.8 -3.805094(-2) -3.83173(-2) -3.982838(-2) -3.446030(-2) -3.75661(-2) -3.7525(-2)
0.9 -4.454147(-2) -4.48290(-2) -4.707658(-2) -3.968798(-2) -4.44157(-2) -4.4293(-2)
1.0 -5.392470(-2) -5.42197(-2) -5.836631(-2) -4.631930(-2) -5.50626(-2) -5.4771(-2)

Um fato que facilita a analise grafica dos resultados é que independente do
modelo utilizado para representar o fenomeno, o perfil de velocidade obtido tem o

mesmo formato, permitindo que se opte por um dos modelos para verificar como
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Tabela 4.4: Couette, u,, = 1.0; perfil de velocidade uc(7), 2a = 2, o = 0.5.

T/a BGK S GJ MRS

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 -3.150273(-2) -3.171887(-2) -3.110734(-2) -3.204531(-2)
0.2 -6.314602(-2) -6.357734(-2) -6.237397(-2) -6.418272(-2)
0.3 -9.508386(-2) -9.572818(-2) -9.397556(-2) -9.651201(-2)
04 -1.275005(-1) -1.283540(-1) -1.261250(-1) -1.291502(-1)
05 -1.606368(-1) -1.616929(-1) -1.591049(-1) -1.622464(-1)
0.6 -1.948357(-1) -1.960838(-1) -1.933262(-1) -1.960063(-1)
0.7 -2.306398(-1) -2.320618(-1) -2.204527(-1) -2.307448(-1)
0.8 -2.690352(-1) -2.705987(-1) -2.687212(-1) -2.670133(-1)
0.9 -3.123027(-1) -3.139428(-1) -3.140806(-1) -3.060338(-1)
1.0 -3.732125(-1) -3.747065(-1) -3.830016(-1) -3.541501(-1)

a variagao de certos parametros podem modificar o perfil de velocidade. Para isso
escolheu-se 0 modelo MRS, uma vez que os resultados obtidos através dele aqui
neste trabalho sao originais e sao os que mais se aproximam da ELB. Nos graficos
a seguir, sera ilustrado como a variacao de determinados parametros afetam o perfil

de velocidade, tomando como base as Tabs. 4.1 a 4.5.

—=a— alpha=1.0 | —a—2a=50 —a— Uw=50
—=e—alpha=0.5 [l —e—2a=20 " —e— Uw=20

alpha=0.1 2a=10 1.0 u Uw=10
—v—2a=01 - —v—Uw=05

.
S B T ] vRmsaeay

AL ARG SRS & 5 S S e I

s N3 i 4

s RS

" e
~ e, - 0.2 el s "~

Figura 4.2: Efeitos que a variagao de certos parametros causam ao perfil de veloci-
dade no fluxo de Couette.

Na Fig. 4.2 sao apresentados perfis de velocidade para o problema de Couette,
onde sao consideradas variacoes no coeficiente de acomodacao «, na largura do
canal 2a ou na velocidade das placas u,,. A partir dos graficos, verifica-se que as
maiores variagoes do perfil de velocidade ocorrem no uso de maiores coeficientes de
acomodagao (o = 1.0), em canais mas largos (2a = 5.0) ou ainda quando as placas

estdao a uma maior velocidade (u,, = 5.0).



Tabela 4.5: Couette, u,, = 5.0; perfil de velocidade uc(7), 2a = 1, o = 0.5.

T/a BGK S GJ MRS

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 -1.091557(-1) -1.098561(-1) -1.101265(-1) -1.053038(-1)
0.2 -2.188789(-1) -2.202731(-1) -2.209444(-1) -2.109391(-1)
0.3 -3.207851(-1) -3.318592(-1) -3.332073(-1) -3.172628(-1)
0.4  -4.425977(-1) -4.453200(-1) -4.478088(-1) -4.246892(-1)
05 -5.582382(-1) -5.615933(-1) -5.659017(-1) -5.337372(-1)
0.6 -6.779855(-1) -6.819151(-1) -6.891085(-1) -6.451123(-1)
0.7 -8.038005(-1) -8.082323(-1) -8.199583(-1) -7.598715(-1)
0.8 -9.391327(-1) -9.439544(-1) -9.629825(-1) -8.798278(-1)
0.9 -1.091668 -1.096684 -1.128501 -1.008902
1.0 -1.301735 -1.306395 -1.372817 -1.166645
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Outro parametro que pode ser usado para o estudo do comportamento dos perfis

é o parametro . Como foi visto anteriormente, este parametro pode depender da

viscosidade (¢ = ¢,) ou da condutividade térmica (¢ = &), ou como Garcia e Siewert

propuseram em [46], baseados nos parametros (3 e w que sao utilizados na defini¢ao

dos modelos.

—a— BGK
—— 3

—¥— MRS

-0.5

T
0.0
T/

—a— BGK
——35

—¥— MRS

Figura 4.3: Efeitos que a variagao do parametro € causa aos perfis de velocidade
para o fluxo de Couette.

Na Fig. 4.3 sao apresentados perfis baseados nas Tabs. 4.2 e 4.6. No caso

de ¢ = ¢, (a esquerda), observa-se que o perfil tragado com o modelo BGK é

intermediario aos demais modelos (e muito préximo ao do modelo S), enquanto

para ¢ = ¢; (a direita), os perfis obtidos pelos modelos S, Gross-Jackson e MRS
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aparecem bem separados do obtido pelo BGK. Uma vez que para o modelo BGK
tem-se que €, = &, o perfil gerado por esse modelo pode servir de referéncia para
se verificar a influéncia do parametro € nos modelos. Um fato que fica mais visivel
de verificar pelas tabelas é que os perfis gerados pelos modelos S, Gross-Jackson

e MRS sao muito mais préximos entre si quando se utiliza ¢ = &;.

Tabela 4.6: Couette, u,, = 1; perfil de velocidade uc(7), 2a =1, a = 0.5, ¢ = &;.

7/a BGK S [16] GJ MRS

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 -2.183115(-2) -2.732893(-2) -2.697399(-2) -2.710932(-2)
0.2 -4.377579(-2) -5.478841(-2) -5.410231(-2) -5.430057(-2)
0.3 -6.595703(-2) -8.252069(-2) -8.155418(-2) -8.166225(-2)
04 -8.851954(-2) -1.106944(-1) -1.095326(-1) -1.092977(-1)
0.5 -1.116476(-1) -1.395271(-1) -1.383034(-1) -1.373374(-1)
0.6 -1.355971(-1) -1.693247(-1) -1.682474(-1) -1.659603(-1)
0.7 -1.607601(-1) -2.005636(-1) -1.999695(-1) -1.954376(-1)
0.8 -1.878265(-1) -2.340968(-1) -2.345765(-1) -2.262394(-1)
0.0 -2.183336(-1) -2.718644(-1) -2.746529(-1) -2.593960(-1)
1.0 -2.603471(-1) -3.244274(-1) -3.349368(-1) -3.001566(-1)

Da mesma forma que para o perfil de velocidade, a maior variacao entre os
perfis de fluxo de calor g-(7) obtidos a partir dos diferentes modelos cinéticos ocorre
proximo aos contornos (7/a ~ £1). Porém, diferente da Tab. 4.1, na Tab. 4.7 o
perfil gerado pela ELB mostra uma variacao menor do que o perfil gerado pelo

modelo MRS.

Com relagao as Tabs. 4.7 e 4.9, observa-se que dentre os modelos cinéticos
apresentados, o perfil gerado pelo modelo MRS é o que possui maior concordancia
com relagao ao gerado com a ELB, podendo coincidir em até quatro digitos signi-
ficativos (Tab. 4.9 para 7/a = 0.1, 7/a = 0.8, 7/a = 0.9 e 7/a = 1.0). Comparando
os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS, a concordancia entre os perfis nao

passa de dois digitos (7/a = 0.1).

Para as Tabs. 4.8 a 4.9, verificou-se que o perfil gerado com o modelo BGK

¢ o que mais se aproxima ao perfil gerado com o modelo CES, podendo chegar a



Tabela 4.7: Couette, u,, = 1; perfil de fluxo de calor go(7), 2a = 1, a = 1.0.

7/a  BGK[L7] S[16] GJ MRS CES[115] ELB[L19]
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 3 0.0

0.1 5.27864(-3) 6.07574(-3) 7.096357(-3) 4.352015(-3) 4.92200(-3) 4.0656(-3)
0.2  1.06394(-2) 1.22242(-2) 1.427309(-2) 8.758192(-3) 9.88757(-3) 8.1681(-3)
0.3 1.61712(-2) 1.85236(-2) 2.161678(-2) 1.327680(-2) 1.49428(-2) 1.2347(-2)
04 219779(-2) 2.50653(-2) 2.922795(-2) 1.797531(-2) 2.01395(-2) 1.6648(-2)
0.5 2.81910(-2) 3.19638(-2) 3.723291(-2) 2.293790(-2) 2.55397(-2) 2.1125(-2)
0.6  3.49916(-2) 3.93759(-2) 4.580481(-2) 2.827847(-2) 3.12236(-2) 2.5855(-2)
0.7 4.26555(-2) 4.75392(-2) 5.520736(-2) 3.416677(-2) 3.73061(-2) 3.0946(-2)
0.8 5.16636(-2) 5.68672(-2) 6.590536(-2) 4.089174(-2) 4.39767(-2) 3.6587(-2)
0.9 6.30785(-2) 6.82756(-2) 7.895052(-2) 4.907242(-2) 5.16363(-2) 4.3192(-2)
1.0 8.23988(-2) 8.65722(-2) 1.001713(-1) 6.173518(-2) 6.23423(-2) 5.2963(-2)
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quatro digitos significativos (Tab. 4.8 para 7/a = 0.1 e Tab. 4.9 para 7/a = 0.1,

7/a =102, 7/a =04 e 7/a=0.5). Também foi observado que o perfil obtido com

o modelo BGK concorda em até trés digitos com o modelo MRS (Tab. 4.10 para

7/a = 0.1) ou em até 3 digitos com o modelo S (Tab. 4.12 para 7/a = 0.1).

Tabela 4.8: Couette, u,, = 1; perfil de fluxo de calor go(7), 2a = 1, a = 0.5.

7/a BGK S GJ MRS CES[115]
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 3.297881(-3) 3.860358(-3) 4.751532(-3) 2.538391(-3) 3.25143(-3)
0.2 6.652510(-3) 7.773605(-3) 9.565602(-3) 5.112136(-3) 6.53651(-3)
0.3  1.012543(-2) 1.179695(-2) 1.450983(-2) 7.759358(-3)  9.89106(-3)
04 1.378899(-2) 1.599736(-2) 1.966335(-2) 1.052437(-2) 1.33558(-2)
0.5 1.773535(-2) 2.045967(-2) 2.512654(-2) 1.346280(-2) 1.69806(-2)
0.6 2.209238(-2) 2.530106(-2) 3.103847(-2) 1.665036(-2) 2.08311(-2)
0.7 2.705619(-2) 3.070061(-2) 3.761329(-2) 2.020059(-2) 2.50037(-2)
0.8 3.297171(-2) 3.697317(-2) 4.523233(-2) 2.430800(-2) 2.96616(-2)
0.9 4.060756(-2) 4.482264(-2) 5.476688(-2) 2.939186(-2) 3.51587(-2)
1.0 5.399663(-2) 5.800039(-2) 7.111505(-2) 3.751783(-2) 4.33653(-2)

Para a analisar a influéncia que determinados parametros exercem sobre o

fenomeno, novamente escolheu-se o modelo MRS para gerar a Fig. 4.4, onde os

graficos ilustram como a variacao de alguns parametros afetam o perfil de fluxo de

calor, baseados nos perfis apresentados nas Tabs. 4.7 a 4.11.



Tabela 4.9: Couette, u,, = 1; perfil de fluxo de calor go(7), 2a =1, a = 0.1.

7/a BGK S[16] GJ MRS CES[115]  ELB[119]
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 7.475070(-4) 8.86758(-4) 1.139676(-3) 5.467317(-4) 7.67912(-4)  5.7604(-4)
0.2 1.508758(-3) 1.78677(-3) 2.295891(-3) 1.101642(-3) 1.54464(-3) 1.1590(-3)
0.3  2.298691(-3) 2.71442(-3) 3.486579(-3) 1.673566(-3) 2.33962(-3) 1.7563(-3)
0.4 3.134922(-3) 3.68660(-3) 4.732825(-3) 2.272803(-3) 3.16366(-3) 2.3767(-3)
0.5 4.040001(-3) 4.72482(-3) 6.061553(-3) 2.912328(-3) 4.03012(-3) 3.0311(-3)
0.6 5.045373(-3) 5.85900(-3) 7.510332(-3) 3.609881(-3) 4.95687(-3) 3.7347(-3)
0.7 6.199532(-3) 7.13514(-3) 9.137422(-3) 4.392186(-3) 5.97051(-3) 4.5105(-3)
0.8 7.588259(-3) 8.63462(-3) 1.104727(-2) 5.305220(-3) 7.11669(-3) 5.3996(-3)
0.9 9.403871(-3) 1.05406(-2) 1.348020(-2) 6.448515(-3) 8.49586(-3) 6.4950(-3)
1.0 1.266583(-2) 1.38401(-2) 1.780122(-2) 8.315263(-3) 1.06484(-2) 8.3205(-3)

Tabela 4.10: Couette, u,, = 1.0; perfil de velocidade go(7), 2a = 2, o = 0.5.

7/a BGK S GJ MRS
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 2.670450(-3) 3.473046(-3) 4.170367(-3) 2.336860(-3)
0.2 5411181(-3) 7.016559(-3) 8.428118(-3) 4.721250(-3)
0.3 8299185(-3) 1.070703(-2) 1.286750(-2)  7.204910(-3)
0.4 1.142663(-2) 1.463454(-2) 1.759826(-2) 9.849045(-3)
0.5 1.491382(-2) 1.891433(-2) 2.275878(-2) 1.273223(-2)
0.6 1.893238(-2) 2.370729(-2) 2.853966(-2) 1.596432(-2)
0.7 2.375353(-2) 2.926292(-2) 3.523332(-2) 1.971472(-2)
0.8 2.987028(-2) 3.602783(-2) 4.336157(-2) 2.428226(-2)
0.9 3.842313(-2) 4.502669(-2) 5.413476(-2) 3.033095(-2)
1.0 5.579713(-2) 6.206090(-2) 7.483981(-2)  4.127390(-2)
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Na Fig. 4.4 sao apresentados perfis de fluxo de calor para o fluxo de Couette,

onde também é estudado os efeitos das variagoes no coeficiente de acomodacao «, na

largura do canal 2a ou na velocidade das placas u,,. Da mesma forma que na Fig.

4.2, verifica-se que as maiores variagoes do perfil de fluxo de calor ocorrem no uso

de maiores coeficientes de acomodagao (o = 1.0), em canais mais largos (2a = 5.0)

ou ainda quando as placas estdo a uma maior velocidade (u,, = 5.0).

Avaliando também a influéncia do parametro €, investigou-se o comportamento

do perfil de fluxo de calor baseado nos modelos cinéticos apresentados nas Tabs. 4.8

e 4.12. A Fig. 4.5 apresenta os perfis gerados pelos modelos cinéticos considerando
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calor no fluxo de Couette.

Tabela 4.11: Couette, u,, = 5.0; perfil de velocidade go(7), 2a =1, o = 0.5.

7/a BGK S GJ MRS
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 1.648040(-2) 1.930179(-2) 2.375766(-2) 1.269195(-2)
0.2 3.326255(-2) 3.886802(-2) 4.782801(-2) 2.556068(-2)
0.3  5.062716(-2) 5.898478(-2) 7.254918(-2) 3.879679(-2)
04 6.894497(-2) 7.998681(-2) 9.831678(-2) 5.262189(-2)
0.5 8.867677(-2) 1.022983(-1) 1.256327(-1) 6.731404(-2)
0.6 1.104619(-1) 1.265053(-1) 1.551923(-1) 8.325181(-2)
0.7 1.352809(-1) 1.535030(-1) 1.880664(-1) 1.010029(-1)
0.8  1.648585(-1) 1.848658(-1) 2.261616(-1) 1.215400(-1)
0.9 2.030378(-1) 2.241132(-1) 2.738344(-1) 1.469593(-1)
1.0 2.699831(-1) 2.900019(-1) 3.555752(-1) 1.875891(-1)

e = ¢, (& esquerda) e ¢ = & (a direita). O que se observa é que, diferente do
que ocorre para uc(7T), para go(7) a diferenca entre os graficos é muito pequena.
Essa pequena diferenca pode ser melhor analisada via comparacao das Tabs. 4.8
e 4.12, de onde se verifica que para um determinado modelo, os perfis concordam
em até trés digitos significativos na média. Casos especiais seriam o modelo MRS
apresentando uma concordancia de quatro digitos (7/a = 0.5) e o modelo S com

uma concordancia de seis digitos (7/a = 0.7).
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Figura 4.5: Efeitos que a variagao do parametro € causa aos perfis de fluxo de calor
para o fluxo de Couette.

Tabela 4.12: Couette, u,, = 1; perfil de fluxo de calor ¢o(7),2a =1, « = 0.5, € = &;.

7/a BGK S GJ MRS
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 3.297881(-3) 3.751830(-3) 4.578773(-3) 2.493141(-3)
0.2  6.652510(-3) 7.567114(-3) 9.233997(-3)  5.029406(-3)
0.3 1.012543(-2) 1.151462(-2) 1.404820(-2) 7.655523(-3)
04 1.378899(-2) 1.567511(-2) 1.911766(-2) 1.042630(-2)
0.5 1.773535(-2) 2.015145(-2) 2.456409(-2) 1.341134(-2)
0.6 2.209238(-2) 2.508659(-2) 3.055567(-2) 1.670671(-2)
0.7 2.705619(-2) 3.070088(-2) 3.735116(-2) 2.045856(-2)
0.8 3.297171(-2) 3.738578(-2) 4.541285(-2) 2.492111(-2)
0.9 4.060756(-2) 4.602972(-2) 5.580859(-2)  3.065090(-2)
1.0 5.399663(-2) 6.152967(-2) 7.478745(-2) 4.045102(-2)

Com relacao a taxa de fluxo Ug, tem-se as Tabs. 4.13 & 4.15, de onde verifica-se

novamente que, dentre os modelos cinéticos aqui estudados, o MRS é o que fornece

o perfil mais préximo do obtido a partir da ELB, chegando a concordar em até trés

digitos (Tabs. 4.13 e 4.15 para 2a = 10.0). Concordancias maiores, de até quatro

digitos, foram obtidas na comparagao do modelo CES com a ELB (Tab. 4.13 para
2a = 10.0 e Tab. 4.15 para 2a = 1.0 e 2a = 10.0).
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Tabela 4.13: Couette, u,, = 1; taxa de fluxo Ug, a = 1.0.

2a  BGK[L15] S[16] GJ MRS CES [115]  ELB[119]
0.01  -1.29070 -1.29080 -1.635522 -8.235778(-1)  -1.53426 -
0.10 -6.85780(-1) -6.86397(-1) -7.803548(-1) -5.203759(-1) -7.41991(-1) -7.2929(-1)
1.00 -2.32188(-1) -2.32065(-1) -2.333535(-1) -2.262053(-1) -2.26777(-1) -2.2737(-1)
10.0 -4.22811(-2) -4.23132(-2) -4.211409(-2) -4.277584(-2) -4.21424(-2) -4.2192(-2)
Tabela 4.14: Couette, u,, = 1; taxa de fluxo Ug, a = 0.5.
2 BGK S GJ MRS CES[115]
0.01 -4.775504(-1) -4.776164(-1) -6.148316(-1) -2.958241(-1) -5.75403(-1)
0.10 -2.749263(-1) -2.752393(-1) -3.223689(-1) -2.016654(-1) -3.04586(-1)
1.00 -1.161200(-1) -1.167387(-1) -1.188589(-1) -1.092178(-1) -1.13676(-1)
10.0  -3.266363(-2) -3.270740(-2) -3.247434(-2) -3.323140(-2) -3.24470(-2)
Tabela 4.15: Couette, u,, = 1; taxa de fluxo Ug, a = 0.1.
2a  BGKI[L15] S[16] GJ MRS CES[115]  ELB[119]
0.01 -8.00320(-2) -8.00534(-2) -1.039470(-1) -4.875231(-2) -9.71553(-2) -
0.10 -4.81420(-2) -4.82051(-2) -5.748455(-2) -3.426569(-2) -5.41084(-2) -5.3191(-2)
1.00 -2.34756(-2) -2.36446(-2) -2.452195(-2) -2.135814(-2) -2.31248(-2) -2.3115(-2)
10.0 -1.17090(-2) -1.17390(-2) -1.164261(-2) -1.194974(-2) -1.15560(-2) -1.1584(-2)

Para a taxa de fluxo de calor ¢, cujos resultados sao dados pelas Tabs. 4.16

a 4.18, também se verificou uma concordancia de até quatro digitos entre o modelo

CES e a ELB (Tab. 4.18 para 2a = 10.0) e uma concordancia um pouco menor, de

até trés digitos, entre o modelo MRS e a ELB (Tabs 4.16 e 4.18 para 2a = 10.0).

Usando as Tabs. 4.13 a 4.18, gerou-se a Fig. 4.6 baseada no modelo MRS,

com a qual foi possivel verificar graficamente os efeitos da variacao do coeficiente de

acomodacao as taxas de fluxo Ug e fluxo de calor Q¢.
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Tabela 4.16: Couette, u,, = 1; taxa de fluxo de calor Q¢, o = 1.0.

2a  BGK[115] S[16] GJ MRS CES[115]  ELBJ[119]
0.01 5.05490(-1) 5.06169(-1) 6.801447(-1) 2.715025(-1) 3.15754(-1) -

0.10 2.12309(-1) 2.15086(-1) 2.681916(-1) 1.316221(-1) 1.44794(-1) 1.1892(-1)
1.00 3.13629(-2) 3.47258(-2) 4.030937(-2) 2.493126(-2) 2.69864(-2) 2.2451(-2)
10.0  3.62529(-4) 4.95270(-4) 4.792207(-4) 4.614865(-4) 2.85980(-4)  3.0697(-4)

Tabela 4.17: Couette, u,, = 1; taxa de fluxo de calor Q¢, a = 0.5.

2a BGK S GJ MRS CES[115]

0.01 1.918964(-1) 1.921932(-1) 2.614569(-1) 1.009111(-1) 1.19086(-1)
0.10 9.171721(-2) 9.311179(-2) 1.195006(-1) 5.438092(-2)  6.22276(-2)
1.00  1.997154(-2) 2.251894(-2) 2.759074(-2) 1.478506(-2) 1.81577(-2)
10.0  4.298612(-4) 6.092611(-4) 6.128665(-4) 5.224104(-4)  3.64077(-4)

Tabela 4.18: Couette, u,, =

1; taxa de fluxo de calor Q¢, a = 0.1.

2a  BGK[115] S[16] GJ MRS CES[115] ELBJ[119]
0.01 3.26004(-2) 3.26557(-2) 4.472210(-2) 1.693786(-2) 2.01604(-2) -
0.10 1.66805(-2) 1.69599(-2) 2.215206(-2) 9.639672(-3) 1.12938(-2) 9.3667(-3)
1.00 4.58954(-3) 5.24981(-3) 6.726165(-3) 3.221723(-3) 4.34898(-3)  3.2993(-3)
10.0 1.98991(-4) 2.91222(-4) 3.040643(-4) 2.330397(-4) 1.79134(-4) 1.7731(-4)
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Figura 4.6: Efeitos que a variagao do coeficiente de acomodacao « causa as taxas
de fluxo Ug e de fluxo de calor Q¢ para o fluxo de Couette.
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4.2.2 Fluxo de Poiseuille

Referentes ao problema de Fluxo de Poiseuille, tem-se as Tabelas 4.19 a
4.28, onde sao considerados resultados obtidos a partir dos quatro modelos cinéticos
abordados neste trabalho, além de resultados para o modelo CES [115] e para a
ELB [119]. Nas Tabelas 4.19 a 4.23 sao apresentados perfis de velocidade up(7)
para canais de diferentes larguras, diferentes coeficientes de acomodacao e levando
em considerando o parametro €. Nas tabelas 4.24 a 4.28 tem-se resultados para o
perfil de fluxo de calor ¢p(7), também considerando diferentes larguras de canal,

diferentes coeficientes de acomodacao e a utilizacao do parametro &;.

Resultados adicionais, gerados no decorrer do trabalho e que, apesar de nao
terem sido utilizados na andlise de resultados podem servir para consultas posteri-
ores, foram colocadas no Apéndice A. Dentre estes, tem-se as Tabs. A.1 e A.2 sao
referentes ao perfil de velocidade up(7), para um canal de largura 2a = 2 e con-
siderando diferentes valores de a. O mesmo é feito nas Tabs. A.3 e A.4 com relagao
ao perfil de fluxo de calor gp(7). As Tabs. A.5 a A.7 sdo referentes a taxa de fluxo
Up para canais de diferentes larguras e diferentes coeficientes de acomodacgao. Com
relacao a taxa de fluxo de calor QQp, tem-se as Tabs. A.8 a A.10 onde também sao
considerados resultados para canais de larguras diferentes e diferentes coeficientes

de acomodacao.

Ao avaliar o perfil de velocidade up(7), verificou-se que para cada ponto 7/a, o
valor de up(7) obtido pelo modelo MRS ¢ significativamente maior do que o obtido
através dos outros modelos (em mddulo). Observou-se também que a diferenca mais
significativa entre os perfis gerados a partir dos modelos ocorre nos pontos proximos

ao centro do canal (7/a = 0).

Com relacao as Tabs. 4.19 a 4.21 verificou-se que, dentre os modelos cinéticos
aqui estudados, o perfil obtido a partir do modelo Gross-Jackson é o que mais

se aproxima do obtido pela ELB, cuja concordancia pode chegar a trés digitos
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significativos (Tab. 4.19 para 7/a = 0.5). Nas demais tabelas essa concordancia
¢ um pouco menor, podendo chegar a dois digitos (Tab. 4.20 para 7/a = 0.0 e
7/a = 0.4, Tab. 4.21 para 7/a = 0.0, 7/a = 0.1 e 7/a = 0.3). O modelo Gross-
Jackson também tem uma boa concordancia com o modelo CES, podendo chegar

a trés digitos (Tabs. 4.19 e 4.20 para 7/a = 0.9).

Tabela 4.19: Poiseuille; perfil de velocidade up(7), 2a = 1, a = 1.0.

1.0 -5.075012 -5.111458 -4.764740 -6.010263 -4.81439

7/a BGK S GJ MRS CES[115]  ELB[119]
0.0 -8.718816(-1) -8.811016(-1) -8.564498(-1) -9.530798(-1) -8.42636(-1) -8.5378(-1)
0.1 -8.691746(-1) -8.783448(-1) -8.537125(-1) -9.503272(-1) -8.40049(-1) -8.5117(-1)
02 -8.610075(-1) -8.700279(-1) -8.454500(-1) -9.420303(-1) -8.32242(-1) -8.4327(-1)
0.3 -8.472357(-1) -8.560054(-1) -8.315038(-1) -9.280659(-1) -8.19060(-1) -8.2994(-1)
04 -8.275952(-1) -8.360118(-1) -8.115830(-1) -9.082096(-1) -8.00220(-1) -8.1090(-1)
05 -8.016581(-1) -8.096164(-1) -7.852148(-1) -8.821002(-1) -7.75264(-1) -7.8568(-1)
0.6 -7.687446(-1) -7.761355(-1) -7.516437(-1) -8.491673(-1) -7.43460(-1) -7.5357(-1)
0.7 -7.277351(-1) -7.344429(-1) -7.096156(-1) -8.084803(-1) -7.03591(-1) -7.1335(-1)
0.8 -6.766011(-1) -6.824982(-1) -6.568361(-1) -7.583738(-1) -6.53440(-1) -6.6281(-1)
0.9 -6.108240(-1) -6.157550(-1) -5.881233(-1) -6.951963(-1) -5.88008(-1) -5.9696(-1)
(-1) (-1) (-1) (-1) (-1) (-1)

Tabela 4.20: Poiseuille; perfil de velocidade up(7), 2a = 1, @ = 0.5.

7/a  BGK S GJ MRS  CES[115] ELB[119]
0.0 -1.778827 -1.792544 -1.756357 -1.919092 -1.74191  -1.7574
0.1 -1.776314 -1.789989 -1.753761 -1.916653 -1.73946  -1.7549
0.2 -1.768733 -1.782284 -1.745925 -1.909303 -1.73209  -1.7475
0.3 -1.755959 -1.769301 -1.732701 -1.896952 -1.71965  -1.7350
04 -1.737759 -1.750808 -1.713815 -1.879429 -1.70188  -1.7172
0.5 -1.713756 -1.726425 -1.688820 -1.856459 -1.67835  -1.6936
0.6 -1.683349 -1.695547 -1.656996 -1.827612 -1.64836  -1.6635
0.7 -1.645540 -1.657172 -1.617137 -1.792178 -1.61078  -1.6258
0.8 -1.598502 -1.609463 -1.567009 -1.748886 -1.56347  -1.5785
0.9 -1.538115 -1.548275 -1.501478 -1.694926 -1.50156  -1.5167
1.0 -1.442924 -1.451986 -1.392838 -1.616319 -1.39899  -1.4143

Para estudar como o perfil de velocidade se comporta diante alteragoes de deter-
minados parametros, usou-se o modelo Gross-Jackson para a geracao de graficos.
Isso porque, além dos perfis obtidos através desse modelo serem os mais préximos

dos obtidos pela ELB, tem também a questao da originalidade dos resultados. A
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Tabela 4.21: Poiseuille; perfil de velocidade up(7), 2a =1, @ = 0.1.

7/a  BGK S GJ MRS  CES[115] ELB[I19]
0.0 -8.806269 -8.918156 -8.865360 -9.138366 -8.84866  -8.3693
0.1 -8.893960 -8.915824 -8.862927 -9.136271 -8.84637  -8.8671
0.2 -8.887000 -8.908792 -8.855585 -9.129966 -8.83948  -8.8602
0.3 -8.875278 -8.806953 -8.843195 -9.119387 -8.82784  -8.8486
0.4 -8.858596 -8.880107 -8.825505 -9.104414 -8.81122  -8.8320
0.5 -8.836627 -8.857928 -8.802099 -9.084859 -8.78923  -8.8101
0.6 -8.808847 -8.820894 -8.772304 -9.060419 -8.76122  -8.7822
0.7 -8.774382 -8.795131 -8.734983 -9.030599 -8.72612  -8.7473
0.8 -8.731619 -8.752030 -8.683006 -8.994500 -8.68192  -8.7035
0.9 -8.676872 -8.696906 -8.626408 -8.950130 -8.62395  -8.6461
1.0 -8.590514 -8.610104 -8.522683 -8.887406 -8.52657  -8.5499

figura a seguir ilustra como a variacao de determinados parametros afetam o perfil

de velocidade, tomando como base as Tabs. 4.19 a 4.22.
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Figura 4.7: Efeitos que a variagao de certos parametros causam ao perfil de veloci-
dade no fluxo de Poiseuille.

A partir da Fig. 4.7, verifica-se que o problema de fluxo de Poiseuille desenvolve
maiores velocidades em canais mais largos (2a = 5.0) ou com o uso de coeficientes
de acomodacao menores (o = 0.1). Além disso, verificou-se também que a veloci-
dade mais alta é atingida no centro do duto (7/a = 0). O perfil parabdlico obtido
também condiz com resultados obtidos por outras metodologias para problemas de

escoamentos continuos.
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Tabela 4.22: Poiseuille; perfil de velocidade up(7), 2a =
7/a__ BGK[0] S[16] GJ MRS
0.0 -3.652222 -3.676046 -3.641848 -3.820594
0.1 -3.644836 -3.668546 -3.634417 -3.813142
0.2 -3.622577 -3.645940 -3.612007 -3.790710
0.3 -3.585117 -3.607901 -3.574244 -3.753056
0.4 -3.531852 -3.553821 -3.520432 -3.699743
0.5 -3.461789 -3.482705 -3.449422 -3.630056
0.6 -3.373321 -3.392939 -3.359331 -3.542857
0.7 -3.263726 -3.281800 -3.246929 -3.436263
0.8 -3.127917 -3.144185 -3.106052 -3.306842
0.9 -2.954020 -2.968215 -2.921968 -3.146873
1.0 -2.676407 -2.688084 -2.608772 -2.916553

= 0.5.
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Para a analise do efeito que o parametro € tem sobre os perfis obtidos a partir

dos modelos cinéticos aqui trabalhados, gerou-se a Fig. 4.8 baseada nas Tabs. 4.20

e 4.23, onde se verifica que os perfis obtidos usando ¢ = ¢, (a direita) sao mais

préximos entre si do que os obtidos usando € = ¢, (a esquerda). Contudo, apesar do

perfil gerado a partir do modelo MRS ser mais préximos dos demais usando € = ¢,

sua concordancia com os outros modelos nao chega a um digito decimal.
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Figura 4.8: Efeitos que a variacao do parametro € causa aos perfis de velocidade no
fluxo de Poiseuille.

Ainda com relacao a parametro e, a concordancia entre os modelos BGK, S

e Gross-Jackson pode ser melhor analisada a partir das Tabs. 4.20 e 4.23, uma

vez que via grafico os efeitos desse parametro parecem pouco significantes. Nestas
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tabelas é verificado que a concordancia entre esses modelos nao passa de um digito
se usado € = ¢,. Porém, se considerado € = ¢;, a concordancia entre os modelos
pode chegar a trés digitos significativos, como no caso dos modelos BGK e Gross-
Jackson (Tab. 4.23 para 7/a = 0.1) e para os modelos BGK e S (Tab. 4.23 para
7/a = 0.6).

Tabela 4.23: Poiseuille; perfil de velocidade up(7), 2a =1, « = 0.5, ¢ = &;.

7/a  BGK S GJ MRS

0.0 -1.778827 -1.803725 -1.780048 -1.896357
0.1 -1.776314 -1.800559 -1.776830 -1.893264
02 -1.768733 -1.791014 -1.767320 -1.883951
0.3 -1.755959 -1.774942 -1.751199 -1.868309
04 -1.737759 -1.752070 -1.728198 -1.846142
05 -1.713756 -1.721952 -1.697797 -1.817133
0.6 -1.683349 -1.683873 -1.659149 -1.780774
0.7 -1.645540 -1.636632 -1.610818 -1.736234
0.8 -1.598502 -1.578005 -1.550102 -1.682006
0.9 -1.538115 -1.502802 -1.470658 -1.614732
1.0 -1.442924 -1.383813 -1.336808 -1.517380

Analisando o perfil de fluxo de calor ¢,(7), verificou-se que a diferenca mais
significativa entre os perfis gerados a partir dos modelos cinéticos também ocorre
nos pontos proximos ao centro do canal (7/a =~ 0). Também foi observado que para
cada ponto 7/a, o valor de gp(7) obtido pelo modelo BGK ¢ significativamente

menor do que o obtido através dos outros modelos.

Com relacao as Tabs. 4.24 a 4.26, verificou-se que o perfil obtido a partir
do modelo Gross-Jackson é o que mais se aproxima do obtido pela ELB, cuja
concordancia pode chegar a trés digitos significativos (Tab. 4.25 para 7/a = 0.3).
E a mesma concordancia também ocorre na comparagao dos modelos S e MRS
(Tab. 4.25 para 7/a = 0.8). Concordancias menores, dois digitos, também foram
encontradas relacionando o modelo Gross-Jackson com os modelos MRS (Tabs.
4.24 e 4.25 para 7/a = 0.8), S (Tabs. 4.24 ¢ 4.25 para 7/a = 0.9) ¢ CES (Tabs.
4.24 € 4.26 para 7/a = 0.1 e 7/a = 0.2).
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Tabela 4.24: Poiseuille; perfil de fluxo de calor ¢p(7), 2a = 1, a = 1.0.
7/a BGK S GJ MRS CES[115] ELB[L19]
0.0 1.778878(-1) 2.193560(-1) 2.374943(-1) 2.008668(-1) 2.40862(-1) 2.2669(-1)
0.1 1.771593(-1) 2.184503(-1) 2.363845(-1) 2.002241(-1) 2.39884(-1) 2.2590(-1)
0.2 1.749507(-1) 2.157090(-1) 2.330272(-1) 1.982773(-1) 2.36927(-1) 2.2348(-1)
0.3  1.711899(-1) 2.110559(-1) 2.273347(-1) 1.949676(-1) 2.31918(-1) 2.1938(-1)
0.4 1.657446(-1) 2.043522(-1) 2.191473(-1) 1.901876(-1) 2.24727(-1) 2.1348(-1)
0.5 1.584010(-1) 1.953734(-1) 2.082069(-1) 1.837642(-1) 2.15142(-1) 2.0559(-1)
0.6 1.488193(-1) 1.837641(-1) 1.941049(-1) 1.754240(-1) 2.02833(-1) 1.9539(-1)
0.7 1.364396(-1) 1.689408(-1) 1.761699(-1) 1.647197(-1) 1.87262(-1) 1.8239(-1)
0.8 1.202476(-1) 1.498497(-1) 1.531848(-1) 1.508501(-1) 1.67475(-1) 1.6567(-1)
0.9 9.798401(-2) 1.241476(-1) 1.224205(-1) 1.320578(-1) 1.41371(-1) 1.4322(-1)
1.0 5.819761(-2) 7.991669(-2) 6.961365(-2) 9.974392(-2) 9.84408(-2) 1.0463(-1)

Tabela 4.25: Poiseuille; perfil de fluxo de calor ¢p(7), 2a = 1, a = 0.5.

7/a BGK S GJ MRS CES[115]  ELBJ[119]
0.0 2.107978(-1) 2.766992(-1) 2.928121(-1) 2.572475(-1) 2.99576(-1) 2.8922(-1)
0.1 2.101661(-1) 2.759242(-1) 2.918382(-1) 2.567374(-1) 2.98793(-1) 2.8860(-1)
0.2 2.082508(-1) 2.735782(-1) 2.888911(-1) 2.551927(-1) 2.96425(-1) 2.8673(-1)
0.3 2.049886(-1) 2.695954(-1) 2.838915(-1) 2.525687(-1) 2.92417(-1) 2.8355(-1)
0.4  2.002636(-1) 2.638558(-1) 2.766939(-1) 2.487836(-1) 2.86667(-1) 2.7899(-1)
0.5 1.938873(-1) 2.561643(-1) 2.670624(-1) 2.437057(-1) 2.79013(-1) 2.7288(-1)
0.6 1.855588(-1) 2.462104(-1) 2.546199(-1) 2.371263(-1) 2.69196(-1) 2.6501(-1)
0.7 1.747789(-1) 2.334802(-1) 2.387393(-1) 2.287038(-1) 2.56798(-1) 2.5499(-1)
0.8 1.606351(-1) 2.170351(-1) 2.182664(-1) 2.178238(-1) 2.41066(-1) 2.4212(-1)
0.9 1.410666(-1) 1.947554(-1) 1.905552(-1) 2.031331(-1) 2.20325(-1) 2.2482(-1)
1.0 1.053460(-1) 1.555159(-1) 1.411566(-1) 1.779382(-1) 1.85908(-1) 1.9460(-1)

Para verificar o comportamento do perfil de fluxo de calor ¢p(7) frente a al-

teracoes de determinados parametros, também utilizou-se o modelo Gross-Jackson

na geracao dos graficos. Com esses graficos, é possivel ilustrar os efeitos que essas

alteracoes causam nos perfis, tomando como base as Tabs. 4.24 a 4.27.

Com base na Fig. 4.9, verifica-se que os maiores fluxos de calor ocorrem em

canais com menor coeficiente de acomodagao (o = 0.1) ou em canais mais largos

(2a = 5.0). Além disso, os maiores valores de fluxo também s@o atingidos no centro

do duto (7/a = 0.0). Observou-se também que para canais muito largos, o fluxo de

calor proximo a parede pode ter sinal contrario ao resto do perfil.
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Figura 4.9: Efeitos que a variacao de certos parametros causam ao perfil de fluxo de
calor no fluxo de Poiseuille.

Na anélise dos efeitos que a modificagdo do parametro £ causa nos perfis de
fluxo de calor obtidos a partir dos modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS,
gerou-se a Fig. 4.10 com base nas Tabs. 4.25 e 4.28, de onde se constata que usando
e = g (a direita), os perfis gerados com os modelos S, Gross-Jackson e MRS se
aproximam muito mais do gerado com o modelo BGK do que usando ¢ = ¢, (a
esquerda). Um fato que fica mais claro a partir da figura é que, além da variagao
dos perfis a direita ser menor, os perfis estao mais proximos entre si. Via tabelas, o
que se consegue verificar é que os modelos S, Gross-Jackson e MRS concordam
em até dois digitos significativos com o modelo BGK para ¢ = ¢, (Tab. 4.28 para

7/a = 0.8), enquanto essa concordancia nao passa de um digitos se considerado

e =¢, (Tab. 4.25).

Outro fato que vale a pena salientar é de que dentre os modelos cinéticos aqui
apresentados, os modelos S, Gross-Jackson e MRS possuem uma concordancia
entre si de até dois digitos significativos (Tabs. 4.24 & 4.28 para 7/a = 0.8), po-
dendo ocorrer uma concordancia de até quatro digitos se comparados os modelos S

e Gross-Jackson (Tab. 4.27 para 7/a = 0.8).
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Figura 4.10: Efeitos que a variacao do parametro € causa aos perfis de fluxo de calor
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Tabela 4.26: Poiseuille; perfil de fluxo de calor ¢p(7), 2a = 1, @ = 0.1.

T/a BGK S GJ MRS CES[115]  ELB[LL9]
0.0 2.549102(-1) 3.633100(-1) 3.738073(-1) 3.464464(-1) 3.78635(-1) 3.7272(-1)
0.1  2.543809(-1) 3.626959(-1) 3.730177(-1) 3.460670(-1) 3.78092(-1) 3.7231(-1)
0.2 2.527756(-1) 3.608330(-1) 3.706276(-1) 3.449186(-1) 3.76451(-1) 3.7106(-1)
0.3 2.500399(-1) 3.576714(-1) 3.665700(-1) 3.429684(-1) 3.73675(-1) 3.6895(-1)
0.4  2.460738(-1) 3.531100(-1) 3.607215(-1) 3.401571(-1) 3.69698(-1) 3.6592(-1)
0.5 2.407141(-1) 3.469806(-1) 3.528807(-1) 3.363884(-1) 3.64413(-1) 3.6188(-1)
0.6 2.336991(-1) 3.3900534(-1) 3.427230(-1) 3.315098(-1) 3.57651(-1) 3.5667(-1)
0.7 2.245017(-1) 3.288720(-1) 3.297024(-1) 3.252710(-1) 3.49135(-1) 3.5006(-1)
0.8 2.125852(-1) 3.156566(-1) 3.127980(-1) 3.172200(-1) 3.38362(-1) 3.4160(-1)
0.9 1.958368(-1) 2.975897(-1) 2.896223(-1) 3.063557(-1) 3.24197(-1) 3.3022(-1)
1.0 1.645328(-1) 2.648733(-1) 2.466250(-1) 2.876757(-1) 3.00538(-1) 3.1004(-1)
Tabela 4.27: Poiseuille; perfil de fluxo de calor ¢p(7), 2a = 2, a = 0.5.

7/Ja __ BGK S[L6] GJ MRS

0.0 2.789951(-1) 3.819458(-1) 4.147296(-1) 3.360037(-1)

0.1 2.778026(-1) 3.803740(-1) 4.127431(-1) 3.349999(-1)

0.2 2.741731(-1) 3.756033(-1) 4.067149(-1) 3.319516(-1)

0.3 2.679420(-1) 3.674606(-1) 3.964208(-1) 3.267436(-1)

0.4 2.588103(-1) 3.556282(-1) 3.814945(-1) 3.191638(-1)

0.5 2.462789(-1) 3.395882(-1) 3.612716(-1) 3.088667(-1)

0.6 2.205448(-1) 3.185106(-1) 3.347453(-1) 2.952986(-1)

0.7  2.072483(-1) 2.910084(-1) 3.002272(-1) 2.775377(-1)

0.8 1.768427(-1) 2.545136(-1) 2.545965(-1) 2.538937(-1)

0.9 1.323942(-1) 2.030982(-1) 1.905994(-1) 2.205530(-1)

1.0 4.108812(-2) 1.038975(-1) 6.611860(-2) 1.579308(-1)




Tabela 4.28: Poiseuille; perfil de fluxo de calor ¢p(7), 2a = 1, « = 0.5, ¢ = &;.

T/a BGK S GJ MRS

0.0 2.107978(-1) 2.236631(-1) 2.405356(-1) 2.010663(-1)
0.1 2.101661(-1) 2.228725(-1) 2.395351(-1) 2.005569(-1)
0.2 2.082508(-1) 2.204761(-1) 2.365036(-1) 1.990121(-1)
0.3 2.049886(-1) 2.163968(-1) 2.313470(-1) 1.963800(-1)
0.4 2.002636(-1) 2.104936(-1) 2.238933(-1) 1.925656(-1)
0.5 1.938873(-1) 2.025370(-1) 2.138633(-1) 1.874147(-1)
0.6 1.855588(-1) 1.921600(-1) 2.008108(-1) 1.806816(-1)
0.7 1.747789(-1) 1.787520(-1) 1.839936(-1) 1.719610(-1)
0.8 1.606351(-1) 1.611886(-1) 1.620395(-1) 1.605168(-1)
0.9 1.410666(-1) 1.368990(-1) 1.317720(-1) 1.447077(-1)
1.0 1.053460(-1) 9.197686(-2) 7.522138(-2) 1.162584(-1)
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4.2.3 Problema de Creep Térmico

Com relagao ao problema de Creep Térmico, os resultados podem ser en-
contrados nas Tabs. 4.29 a 4.38, sendo que as Tabs. 4.29 a 4.33 correspondem aos
valores do perfil de velocidade ur(7) para diferentes larguras de canal e coeficientes
de acomodagao. O mesmo ocorre com as Tabs. 4.34 a 4.38 com relacao ao perfil de
fluxo de calor ¢r(7). Resultados obtidos na literatura referentes ao modelo CES e

a ELB também sao apresentados.

Ainda sobre este problema, resultados adicionais podem ser encontrados no
Apéndice A, onde as Tabs. A.11 e A.13 sao apresentados resultados para a taxa
de fluxo de calor @y também para diferentes larguras de canal e coeficientes de

acomodacao.

Baseando-se nos resultados obtidos para o perfil de velocidade uz(7), verificou-
se que o perfil gerado usando o modelo BGK possui valores significativamente
menores dos obtidos a partir dos outros modelos cinéticos e que, mantendo o parametro
€ = ¢, fixo e variando o valor de «, essa diferenca tende a aumentar. Também foi
observado que a diferenca mais significativa entre os perfis gerados a partir dos

modelos aqui apresentados ocorre para 7/a & 0.
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Baseado nas Tabs. 4.29 a 4.31 e considerando apenas os modelos cinéticos
apresentados neste trabalho, verifica-se que o perfil gerado com o modelo Gross-
Jackson é o que mais se aproxima do obtido a partir da ELB, cuja concordancia
pode chegar a dois digitos significativos (Tab. 4.29 para 7/a = 0.5 ¢ 7/a = 0.6;
Tab. 4.30 para 7/a = 0.2 e 7/a = 0.3). Na Tab. 4.31 essa concordancia é um
pouco menor, nao passando de um digito. Considerando os resultados obtidos na
literatura para o modelo CES, verifica-se que a concordancia do perfil obtido por
este modelo ao obtido pela ELB é maior, sendo de até trés digitos (Tabs. 4.29 e

4.31 para 7/a = 0.9) ou de dois digitos para quase todos os pontos 7/a na Tab.

4.30.

Tabela 4.29: Creep Térmico; perfil de velocidade ur(7), 2a = 1, o = 1.0.

7/a BGK S GJ MRS CES[115]  ELBJ[119]
0.0 1.699817(-1) 2.122226(-1) 2.290942(-1) 1.953903(-1) 2.35639(-1) 2.2268(-1)
0.1 1.694342(-1) 2.114861(-1) 2.281859(-1) 1.948766(-1) 2.34795(-1) 2.2199(-1)
0.2  1.677755(-1) 2.092578(-1) 2.254391(-1) 1.933211(-1) 2.32240(-1) 2.1987(-1)
0.3  1.649546(-1) 2.054788(-1) 2.207852(-1) 1.906787(-1) 2.27914(-1) 2.1629(-1)
0.4 1.608787(-1) 2.000415(-1) 2.140996(-1) 1.868674(-1) 2.21700(-1) 2.1113(-1)
0.5 1.553980(-1) 1.927727(-1) 2.051815(-1) 1.817551(-1) 2.13417(-1) 2.0422(-1)
0.6 1.482754(-1) 1.833989(-1) 1.937143(-1) 1.751332(-1) 2.02776(-1) 1.9530(-1)
0.7 1.391231(-1) 1.714735(-1) 1.791804(-1) 1.666623(-1) 1.89310(-1) 1.8391(-1)
0.8 1.272435(-1) 1.561936(-1) 1.606483(-1) 1.557357(-1) 1.72188(-1) 1.6927(-1)
0.9 1.110983(-1) 1.357877(-1) 1.360484(-1) 1.410290(-1) 1.49586(-1) 1.4960(-1)
1.0 8.301685(-2) 1.013553(-1) 9.474415(-2) 1.161063(-1) 1.12398(-1) 1.1581(-1)

Tabela 4.30: Creep Térmico; perfil de velocidade ur(7), 2a =1, o = 0.5.

7/a BGK S GJ MRS CES[115]  ELBI[119]
0.0 1.974209(-1) 2.637227(-1) 2.768469(-1) 2.483357(-1) 2.89736(-1) 2.8169(-1)
0.1 1.970988(-1) 2.632585(-1) 2.762580(-1) 2.480390(-1) 2.89204(-1) 2.8126(-1)
0.2 1.961235(-1) 2.618543(-1) 2.744772(-1) 2.471414(-1) 2.87598(-1) 2.7996(-1)
0.3 1.944665(-1) 2.594743(-1) 2.714603(-1) 2.456193(-1) 2.84878(-1) 2.7775(-1)
04 1.920757(-1) 2.560532(-1) 2.671266(-1) 2.434294(-1) 2.80974(-1) 2.7457(-1)
0.5 1.888669(-1) 2.514853(-1) 2.613459(-1) 2.405025(-1) 2.75774(-1) 2.7032(-1)
0.6 1.847070(-1) 2.456037(-1) 2.539115(-1) 2.367293(-1) 2.69099(-1) 2.6484(-1)
0.7 1.793770(-1) 2.381337(-1) 2.444828(-1) 2.319317(-1) 2.60660(-1) 2.5785(-1)
0.8 1.724818(-1) 2.285786(-1) 2.324398(-1) 2.257917(-1) 2.49936(-1) 2.4886(-1)
0.9 1.631428(-1) 2.158304(-1) 2.163829(-1) 2.176138(-1) 2.35775(-1) 2.3677(-1)
1.0 1.468959(-1) 1.941861(-1) 1.888667(-1) 2.039968(-1) 2.12264(-1) 2.1573(-1)




Tabela 4.31: Creep Térmico; perfil de velocidade ur(7), 2a =1, o = 0.1.
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7/a BGK S GJ MRS CES[115]  ELBI[119]
0.0 2.356156(-1) 3.429189(-1) 3.477315(-1) 3.338783(-1) 3.62774(-1) 3.6061(-1)
0.1 2.355384(-1) 3.427978(-1) 3.475750(-1) 3.338061(-1) 3.62638(-1) 3.6050(-1)
0.2  2.353048(-1) 3.424317(-1) 3.471020(-1) 3.335876(-1) 3.62229(-1) 3.6018(-1)
0.3  2.349082(-1) 3.418117(-1) 3.463007(-1) 3.332178(-1) 3.61535(-1) 3.5963(-1)
0.4  2.343370(-1) 3.409215(-1) 3.451500(-1) 3.326874(-1) 3.60539(-1) 3.5883(-1)
0.5 2.335720(-1) 3.397346(-1) 3.436155(-1) 3.319815(-1) 3.59215(-1) 3.5777(-1)
0.6 2.325829(-1) 3.382092(-1) 3.416423(-1) 3.310766(-1) 3.57516(-1) 3.5640(-1)
0.7 2.313199(-1) 3.362761(-1) 3.391395(-1) 3.299342(-1) 3.55370(-1) 3.5466(-1)
0.8  2.296924(-1) 3.338096(-1) 3.359400(-1) 3.284858(-1) 3.52645(-1) 3.5242(-1)
0.9 2.274979(-1) 3.305263(-1) 3.316623(-1) 3.265809(-1) 3.49047(-1) 3.4941(-1)
1.0 2.236910(-1) 3.249405(-1) 3.242251(-1) 3.234784(-1) 3.43035(-1) 3.4411(-1)

Em comparagao a outros modelos, a velocidade ur(7) obtida com o modelo

Gross-Jackson pode concordar em até trés digitos se comparada com a obtida a

partir do modelo S (Tab. 4.31 para 7/a = 1.0). Concordancias menores, de até dois

digitos, foram obtidas na comparagao do modelo Gross-Jackson com os modelos

S e MRS (Tabs. 4.30 e 4.32 para 7/a = 0.9 e Tab. 4.31 para 7/a = 1.0).

Tabela 4.32: Creep Térmico; perfil de velocidade ur(7), 2a = 2, «
T/a BGK]6] S[16] GJ MRS
0.0 2.439084(-1) 3.441850(-1) B3.674717(-1) 3.111374(-1)
0.1  2.434617(-1) 3.434690(-1) 3.665695(-1) 3.106905(-1)
0.2 2.421049(-1) 3.412986(-1) 3.638341(-1) 3.093356(-1)
0.3 2.397858(-1) 3.376035(-1) 3.591750(-1) 3.070288(-1)
0.4  2.364086(-1) 3.322554(-1) 3.524279(-1) 3.036894(-1)
0.5 2.318176(-1) 3.250471(-1) 3.433286(-1) 2.991870(-1)
0.6 2.257644(-1) 3.156501(-1) 3.314610(-1) 2.933142(-1)
0.7 2.178377(-1) 3.035240(-1) 3.161445(-1) 2.857304(-1)
0.8 2.072854(-1) 2.876877(-1) 2.961488(-1) 2.758193(-1)
0.9 1.924101(-1) 2.659330(-1) 2.686979(-1) 2.622150(-1)
1.0 1.643019(-1) 2.265443(-1) 2.185769(-1) 2.380830(-1)

= 0.5.

Para analisar o efeito que a modificacao de certos parametros causam ao perfil

de velocidade, os graficos a seguir foram gerados a partir do modelo Gross-Jackson,

devido a sua proximidade nos resultados com a ELB. A figura a seguir ilustra estes

efeitos, tomando como base as Tabs. 4.29 a 4.32.
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Figura 4.11: Efeitos que a variagao de certos parametros causam ao perfil de veloci-
dade no problema de Creep Térmico.

Com base na Fig. 4.11 é possivel observar que, equivalente ao problema do
fluxo de Poiseuille, o perfil de velocidade obtido para o problema de Creep Térmico
¢ parabdlico, onde as maiores velocidades se desenvolvem em canais mais largos

(2a = 5.0) ou com o uso de coeficientes de acomodagao menores (o = 0.1).

Com base nas Tabs. 4.30 e 4.33, gerou-se a Fig. 4.12 como forma de ilustrar
o efeito que o parametro € tem sobre os perfis de velocidade, indicando mais uma
vez que os perfis obtidos a partir de ¢ = &; (a direita) sdo muito mais préximos
entre si do que os obtidos a partir de ¢ = ¢, (a esquerda). Tal proximidade pode
ser verificada via tabela, onde é constadada uma concordancia de até dois digitos
significativos para os quatro modelos cinéticos (Tab. 4.33 para 7/a = 0.9) e uma
concordancia de até trés digitos entre o modelo BGK (cujo perfil ndo concorda em

nenhum digito com os demais modelos no uso de €,) e S (Tab. 4.33 para 7/a = 0.9).
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Figura 4.12: Efeitos que a variagao do parametro € causa aos perfis de velocidade

no problema de Creep Térmico.

Tabela 4.33: Creep Térmico; perfil de velocidade ur(7), 2a =1, « = 0.5, ¢ = &;.

7/a BGK S GJ MRS

0.0 1.974209(-1) 2.072228(-1) 2.200633(-1) 1.900734(-1)
0.1  1.970988(-1) 2.068150(-1) 2.195450(-1) 1.898182(-1)
0.2 1.961235(-1) 2.055802(-1) 2.179758(-1) 1.890453(-1)
0.3  1.944665(-1) 2.034829(-1) 2.153108(-1) 1.877318(-1)
0.4 1.920757(-1) 2.004581(-1) 2.114686(-1) 1.858360(-1)
0.5 1.888669(-1) 1.964008(-1) 2.063176(-1) 1.832903(-1)
0.6 1.847070(-1) 1.911447(-1) 1.996500(-1) 1.799883(-1)
0.7 1.793770(-1) 1.844161(-1) 1.911241(-1) 1.757554(-1)
0.8 1.724818(-1) 1.757188(-1) 1.801196(-1) 1.702779(-1)
0.9 1.631428(-1) 1.639392(-1) 1.652331(-1) 1.628652(-1)
1.0 1.468959(-1) 1.432429(-1) 1.388530(-1) 1.500994(-1)

Com relagao ao perfil de fluxo de calor gy (7) verificou-se que, ao contrario do

que ocorre para o perfil ur(7), o perfil gerado usando o modelo BGK possui valores

significativamente maiores dos obtidos a partir dos demais modelos cinéticos e, além

disso, uma vez fixado o parametro € = ¢, e diminuindo o valor de «, essa diferenga

tende a aumentar ainda mais.

Agora, levando em consideragao as Tabs. 4.34 a 4.36 e considerando apenas os

modelos trabalhados aqui, verifica-se que o perfil gerado a partir do modelo Gross-

Jackson ¢é o que melhor se aproxima do obtido a partir da ELB. Isso porque, apesar
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do modelo MRS possuir uma concordancia maior em digitos, a proximidade dos

perfis gerados a partir do modelo Gross-Jackson e da ELB é mais uniforme.

Em relacao a concordancia , dentre os modelos cinéticos aqui estudados, o
perfil gerado pelo modelo MRS pode concordar em até dois digitos com o obtido a
partir da ELB (Tabs. 4.34 e 4.35 para 7/a = 0.4 e Tab. 4.36 para 7/a = 1.0). A
concordancia passa a ser de um digito se comparado o modelo Gross-Jackson com

a ELB (onde essa concordancia é obtida para quase todos os pontos 7/a).

Acrescentando o modelo CES as comparacoes, verifica-se que este modelo é o
que gera os perfis que mais se aproximam dos gerados pela ELB pois, além da grande
proximidade entre os perfis, a concordancia pode chegar a trés digitos significativos

(Tab. 4.36 para 7/a = 0.5 ¢ 7/a = 0.6).

Tabela 4.34: Creep Térmico; perfil de fluxo de calor ¢r(7), 2a = 1, a = 1.0.

7/a BGK S GJ MRS CES[115]  ELB[119]

0.0 -7.821325(-1) -9.739447(-1) -9.856726(-1) -9.878355 -1.01920 ~9.9636(-1)
0.1 -7.804260(-1) -9.715919(-1) -9.829413(-1) -9.860081 -1.01629 -9.9383(-1)
0.2 -7.752453(-1) -9.644620(-1) -9.746661(-1) -9.804690 -1.00749 -9.8616(-1)
0.3 -7.663985(-1) -9.523311(-1) -9.605922(-1) -9.710402 -9.92531(-1)  -9.7312(-1)
04 -7.535353(-1) -9.347917(-1) -9.402563(-1) -9.573978 -9.70952(-1)  -9.5425(-1)
0.5 -7.360898(-1) -9.111874(-1) -9.129122(-1) -9.390202 -9.41998(-1)  -9.2884(-1)
0.6 -7.131666(-1) -8.804838(-1) -8.773844(-1) -9.150863 -9.04486(-1)  -8.9575(-1)
0.7 -6.833007(-1) -8.409960(-1) -8.317572(-1) -8.842608 -8.56489(-1)  -8.5313(-1)
0.8 -6.438649(-1) -7.897146(-1) -7.726039(-1) -8.441679 “7.94564(-1)  -7.9763(-1)
0.9 -5.891062(-1) -7.200660(-1) -6.924079(-1) -7.896532 7A1177(-1)  -7.2182(-1)
1.0 -4.910621(-1) -5.999699(-1) -5.539307(-1) -6.960879 5.69111(-1) -5.8837(-1)

Com base nas Tabs.

4.34 a 4.37 foram gerados graficos para a andlise do

comportamento do perfil de fluxo de calor frente a alteragoes dos parametros largura
de canal (2a) e coeficiente de acomodagao («). O modelo utilizado para a geragao
destes perfis foi 0 modelo Gross-Jackson devido a proximidade de seus resultados

com os da ELB.
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Tabela 4.35: Creep Térmico; perfil de fluxo de calor ¢r(7), 2a = 1, a = 0.5.
7/a BGK S GJ MRS  CES[115] ELB[1L9]

0.0 —9.660223(—1) -1.288279  -1.292917 -1.306050 -1.33088 -1.3193
0.1 -9.650962(—1) -1.286901 -1.291241 -1.305090 -1.32909 -1.3178
0.2 —9.622862(—1) -1.282727 -1.286165 -1.302183  -1.32368 -1.3132
0.3 —9.574940(—1) -1.275633 -1.277538 -1.297244  -1.31449 -1.3054
0.4 —9.505396(—1) -1.265393 -1.265085 -1.290118 -1.30124 -1.2942
0.5 —9.411329(—1) -1.251643 -1.248360 -1.280557 -1.28348 -1.2790
0.6 —9.288155(—1) -1.233811 -1.226664 -1.268170 -1.26051 -1.2593
0.7 —9.128379(—1) -1.210962 -1.198851 -1.252325 -1.23118 -1.2340
0.8 —8.918582(—1) -1.181426 -1.162862 -1.231904 -1.19340 -1.2011
0.9 —8.629387(—1) -1.141540 -1.114145 -1.204489 -1.14263 -1.1561
(1)

1.0 -8.117762 -1.073269 -1.029709 -1.158605 -1.05592 -1.0763

Tabela 4.36: Creep Térmico; perfil de fluxo de calor ¢r(7), 2a = 1, a = 0.1.

7/a  BGK S GJ MRS  CES[115] ELB[119]
0.0 -1.179286 -1.715751 -1.718318 -1.716055 -1.74575  -1.7429
0.1 -1.179084 -1.715421 -1.717897 -1.715853 -1.74531  -1.7425
0.2 -1.178471 -1.714423 -1.716625 -1.715240 -1.74396  -1.7414
0.3 -1.177427 -1.712728 -1.714464 -1.714202 -1.74167  -1.7395
04 -1.175915 -1.710286 -1.711348 -1.712707 -1.73836  -1.7368
0.5 -1.173875 -1.707015 -1.707168 -1.710712 -1.73395  -1.7332
0.6 -1.171214 -1.702785 -1.701754 -1.708141 -1.72824  -1.7284
0.7 -1.167777 -1.697386 -1.694827 -1.704877 -1.72096  -1.7223
0.8 -1.163289 -1.690439 -1.685883 -1.700713 -1.71161  -1.7144
0.9 -1.157148 -1.681116 -1.673797 -1.695202 -1.69907  -1.7036
1.0 -1.146416 -1.665290 -1.652806 -1.686237 -1.67762  -1.6844

A partir da Fig. 4.13, verifica-se que o perfil de fluxo de calor assume maiores
valores para canais mais estreitos (2a = 0.1) ou para canais com maiores coeficientes
de acomodagao (o = 1.0). Além disso, quanto menores a largura do canal e o coefi-
ciente de acomodagao, menor é a diferenga entre o maior e o menor valor assumido

pelo fluxo.

Com base nas Tabs. 4.35 e 4.38, foram computados os perfis de fluxo de
calor para os diferentes modelos cinéticos aqui trabalhados como forma de ilustrar a
influéncia do parametro € no comportamento do fenomeno. Para isso, gerou-se a Fig.

4.14, onde foi possivel verificar que quando ¢ utilizado o parametro € = ¢, os perfis
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Figura 4.13: Efeitos que a variagao de certos parametros causam ao perfil de fluxo
de calor no problema de Creep Térmico.

Tabela 4.37: Creep Térmico; perfil de fluxo de calor ¢r(7), 2a = 2, o = 0.5.

7/a BGK S[16] GJ MRS

0.0 -1.110495 “1.560345 -1.582064 -1.543710
0.1 -1.109416 1.558405  -1.579824 -1.542448
0.2 -1.106123 -1.552869 -1.573012 -1.538613
0.3 -1.100449 -1.543234  -1.561335 -1.532051
0.4 -1.092080 -1.520164 -1.544260 -1.522485
0.5 -1.080508 -1.509968 -1.520924  -1.509462
0.6 -1.064913 -1.484546  -1.489960 -1.492265
0.7 -1.043927 1.451090 -1.449118 -1.469715
0.8 -1.015042 -1.406330 -1.394332 -1.439697

0.9 -9.726268(-1) -1.343005 -1.316529 -1.397571
1.0 -8.883954(-1) -1.224549 -1.168819 -1.321009

obtidos a partir dos modelos S, Gross-Jackson e MRS sao proximos entre si mas
bem distantes do obtido através do modelo BGK. Contudo, no uso do parametro
£ = g; se observa que os perfis baseados nos quatro modelos cinéticos aparecerem
bem mais proximos entre si, podendo concordar em até dois digitos significativos
(Tab. 4.38 para 7/a = 0.4). Graficamente essa mudanga brusca nos perfis fica mais
evidente quando se usa o perfil obtido pelo modelo BGK como referéncia, uma vez

que para este modelo tem-se que ¢, = ;.
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Figura 4.14: Efeitos que a variacao do parametro € causa aos perfis de fluxo de calor
no problema de Creep Térmico.

Tabela 4.38: Creep Térmico; perfil de fluxo de calor ¢r(7), 2a =1, « = 0.5, ¢ = &;.
7/a BGK S GJ MRS

0.9 -8.629387
1.0 -8.117762

-8.444160
-7.810083

-8.268079
-7.478445

-8.826597
-8.411594

00 -9.660223(-1) -9.699611(-1) -9.804895(-1) -9.677033(-1)
0.1 -9.650962(-1) -9.688382(-1) -9.791209(-1) -9.669356(-1)
0.2 -9.622862(-1) -9.654309(-1) -9.749671(-1) -9.646066(-1)
0.3 -9.574940(-1) -9.596180(-1) -9.678786(-1) -9.606358(-1)
04 -9.505396(-1) -9.511789(-1) -9.575822(-1) -9.548759(-1)
05 -9.411329(-1) -9.397570(-1) -9.436375(-1) -9.470900(-1)
0.6 -9.288155(-1) -9.247883(-1) -9.253477(-1) -9.369039(-1)
0.7 -9.128379(-1) -9.053494(-1) -9.015710(-1) -9.237078(-1)
0.8 -8.918582(-1) -8.797795(-1) -8.702487(-1) -9.064141(-1)

(-1) (-1) (-1) (-1)

(-1) (-1) (-1) (-1)
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4.2.4 Deslizamento Térmico

As Tabs. 4.39 a 4.46 se referem ao problema de Deslizamento Térmico,
sendo que nas Tabelas 4.39 e 4.40 sao apresentados os coeficientes Ag para diferentes
valores de «, considerando o parametro €. Ja nas Tabs. 4.41 a 4.46 tem-se os perfis
de velocidade ug(7) para diferentes valores de o onde também é levado em conta o
parametro €. Mais resultados referentes a ug(7) podem ser consultados nas Tabs.

A.15 e A.16 do Apendice A.

Com relagao as Tabs. 4.39 e 4.40 se verifica que, no uso do parametro € = ¢, os
valores dos coeficientes Ag obtidos a partir do modelo BGK sao significativamente
menores se comparados com os obtidos através dos outros modelos. Além disso,
a taxa com que esses coeficientes aumentam conforme a variacao do o também é
menor para o modelo BGK. Os coeficientes Ag obtidos pelos modelos S, Gross-
Jackson e MRS sao muito proximos quando sao considerados pequenos valores de
a (concordancia de dois digitos na Tab. 4.39 para a = 0.01) e, conforme o valor de
« aumenta, a diferenca entre esses coeficientes para estes modelos também aumenta,
permitindo uma concordancia de no maximo um digito entre os modelos S e MRS

(Tab. 4.39 para a = 1.0).

Ja& com o uso do parametro € = ¢, (Tab. 4.40), o que se verifica é que a diferenca
entre os coeficientes obtidos a partir o modelo BGK e dos demais modelos é bem
menor, fazendo com que o perfil gerado pelo modelo BGK seja intermediéario aos

demais.



Tabela 4.39: Deslizamento Térmico; coeficientes Ag.

a BGK][6] S[16] GJ MRS
0.01 5.028545(-1) 7.548846(-1) 7.556476(-1) 7.538043(-1)
0.10 5.283566(-1) 7.981907(-1) 8.052203(-1)  7.879864(-1)
0.20 5.563021(-1) 8.449652(-1) 8.577742(-1)  8.258535(-1)
0.30 5.838476(-1) 8.903832(-1) 9.078469(-1)  8.636132(-1)
0.40 6.110039(-1) 9.345014(-1)  9.556074(-1)  9.012769(-1)
0.50 6.377813(-1) 9.773733(-1)  1.001209 9.388561(-1)
0.60 6.641898(-1) 1.019050 1.044795 9.763623(-1)
0.70  6.902391(-1) 1.059578 1.086492 1.013806
0.80 7.159384(-1) 1.099005 1.126419 1.051200
0.90 7.412966(-1) 1.137374 1.164687 1.088554
1.00 7.663225(-1) 1.174724 1.201394 1.125880

Tabela 4.40: Deslizamento Térmico; coeficientes Ag, £ = &;.
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a BGK][6] S[16] GJ MRS CES[126]7 ELB[119]?
0.01 5.028545(-1) 5.032564(-1) 5.037651(-1) 5.025362(-1) - -
0.10 5.283566(-1) 5.321271(-1) 5.368135(-1) 5.253242(-1) 5.343452(-1)  5.3153(-1)
0.20 5.563021(-1) 5.633101(-1) 5.718494(-1) 5.505690(-1) 5.540462(-1)  5.4890(-1)
0.30 5.838476(-1) 5.935888(-1) 6.052313(-1) 5.757421(-1) 5.728368(-1)  5.6580(-1)
0.40 6.110039(-1) 6.230009(-1) 6.370716(-1) 6.008512(-1) 5.907804(-1)  5.8225(-1)
0.50 6.377813(-1) 6.515822(-1) 6.674732(-1) 6.259041(-1) 6.079346(-1)  5.9827(-1)
0.60 6.641898(-1) 6.793664(-1) 6.965300(-1) 6.509082(-1) 6.243522(-1)  6.1388(-1)
0.70 6.902391(-1) 7.063856(-1) 7.243281(-1) 6.758710(-1) 6.400810(-1)  6.2909(-1)
0.80 7.159384(-1) 7.326703(-1) 7.509466(-1) 7.008002(-1) 6.551652(-1) 6.4394(-1)
0.00 7.412966(-1) 7.582491(-1) 7.764581(-1) 7.257030(-1) 6.696452(-1) 6.5842(-1)
1.00 7.663225(-1) 7.831497(-1) 8.009295(-1) 7.505868(-1) 6.835580(-1)  6.7256(-1)

Baseada nas Tabs. 4.39 e 4.40, a Fig. 4.15 ilustra como os coeficientes de

deslizamento térmico Ag variam conforme o coeficiente de acomodacao o aumenta e

o que acontece quando ¢é variado o parametro . O perfil gerado a partir do modelo

BGK pode ser usando como uma referéncia para comparacao entre os perfis, uma

vez que para este modelo tem-se que €, = &;.

20s valores sao o dobro do apresentado na literatura.
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Figura 4.15: Coeficientes de Deslizmento Térmico utilizando os parametros ¢, (a
esquerda) e g, (a direita).

Além disso, se comparados os coeficientes Ag obtidos a partir dos modelos
BGK, S, Gross-Jackson e MRS com os obtidos a partir do modelo CES e da
ELB, o que se percebe é que apesar dos modelos S e Gross-Jackson possuirem
uma concordancia de até dois digitos com a ELB (Tab. 4.40 para a = 0.1), o modelo
CES ¢ o que melhor se aproxima da ELB, concordando em um ou dois digitos em
todo o perfil (Tab. 4.40). Contudo, devido a dificuldades em sua utiliza¢do, como a
avaliacao de algumas equacoes integrais e o grande esfor¢co computacional que sua
implementagao envolve, o modelo CES nao é o mais indicado, uma vez que o ganho

obtido com o seu uso é de no maximo um digito com relacao ao modelo MRS.

Ainda em se tratando do coeficiente Ag, tem-se o perfil de velocidade ug(7),
cuja relagao ¢ dada pela Eq. 3.45 e ilustrada pela Fig. 4.16. Pelos resultados
apresentados nas Tabs. 4.39 & 4.46, verifica-se que ug(7) tende a Ag conforme o

valor de 7 aumenta.



Figura 4.16: Figura que ilustra a relacao entre ug(7) e Ag.

Ag

ug(0)
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Com relagao ao perfil de velocidade ug(7), foi possivel perceber com a analise

das Tabs. 4.41 a 4.46 que, conforme o coeficiente de acomodacao « diminui, também

diminui a variacao de ug(7) independente de qual parametro € é utilizado, isto é, a

diferenca entre ug(0) e Ag fica cada vez menor.

Tabela 4.41: Deslizamento Térmico; perfil de velocidade ug(7), a = 1.0.

T BGK[6] S[16] GJ MRS
0.00 2.185558(-1) 2.952344(-1) 2.633391(-1) 3.610030(-1)
0.20 3.875591(-1) 5.300430(-1) 5.427391(-1) 5.237434(-1)
040 4.695371(-1) 6.541118(-1) 6.890021(-1) 6.110737(-1)
0.60 5.255086(-1) 7.429497(-1) 7.920608(-1) 6.747119(-1)
0.80 5.670040(-1) 8.111668(-1) 8.695000(-1) 7.247727(-1)
1.00 5.991177(-1) 8.654474(-1) 9.295804(-1)  7.657759(-1)
1.40  6.453593(-1) 9.460954(-1) 1.015258 8.297272(-1)
1.80  6.765404(-1) 1.002307 1.071405 8.777389(-1)
2.00 6.884206(-1) 1.024153 1.092158 8.975715(-1)
2.50 7.108100(-1) 1.066028 1.129760 9.383575(-1)
3.00 7.260418(-1) 1.095092 1.153705 9.698709(-1)
5.00 7.537610(-1) 1.149395 1.190988 1.044826
7.00 7.619180(-1) 1.165793 1.198847 1.080361
10.0  7.652814(-1) 1.172616 1.201038 1.105089
15.0 7.662061(-1) 1.174491 1.201376 1.119481
20.0 7.663071(-1) 1.174694 1.201393 1.123708

Em relagao a ELB, nao foi possivel identificar qual dos modelos cinéticos a

melhor representa. De fato, o que se observa é que dependendo do valor de 7 e do

valor de @ um modelo se sobressai com relacao aos demais.



Tabela 4.42: Deslizamento Térmico; perfil de velocidade ug(7),
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o = 10, g = &¢.

T BGK[6] S[16] GJ MRS ELB[119]2
0.00 2.185558(-1) 1.968229(-1) 1.755594(-1) 2.406687(-1) 2.0938(-1)
0.20 3.875591(-1) 3.987145(-1) 4.154414(-1) 3.809868(-1) 3.9228(-1)
040 4.695371(-1) 4.952998(-1) 5.280405(-1) 4.498079(-1) 4.7484(-1)
0.60 5.255086(-1) 5.598452(-1) 6.009044(-1) 4.974797(-1)  5.2782(-1)
0.80 5.670040(-1) 6.064056(-1) 6.514146(-1) 5.334908(-1)  5.6450(-1)
1.00 5.991177(-1) 6.413382(-1) 6.876700(-1) 5.619695(-1) 5. 9088( 1)
1.40 6.453593(-1) 6.892317(-1) 7.340919(-1) 6.044339(-1)

1.80 6.765404(-1) 7.192656(-1) 7.604118(-1) 6.345972(-1) -
2.00 6.884206(-1) 7.300615(-1) 7.691367(-1) 6.465806(-1) 6.5034(-1)
2.50 7.108100(-1) 7.491448(-1) 7.832715(-1) 6.702480(-1) -
3.00 7.260418(-1) 7.609279(-1) 7.909090(-1)  6.875257(-1) -
500 7.537610(-1) 7.785089(-1) 7.997193(-1) 7.241072(-1) -
7.00 7.619180(-1) 7.820331(-1) 8.007564(-1) 7.383408(-1) -
10.0 7.652814(-1) 7.829943(-1) 8.009179(-1)  7.463206(-1) -
15.0 7.662061(-1) 7.831420(-1) 8.009293(-1) 7.497216(-1) -
20.0 7.663071(-1) 7.831492(-1) 8.009294(-1) 7.503877(-1) -

Como forma de ilustrar como a variagao do parametro a afeta o perfil de

velocidade ug(7) tem-se a Fig. 4.17, que foi gerada a partir do modelo MRS,
utilizando-se das Tabs. 4.42, 4.44 e 4.46.

us(T)

—a&— alpha=1.0
—e— alpha=0.6
alpha=0.1

Figura 4.17: Efeitos que a variagao do parametro « causa ao perfil de velocidade no

problema de Deslizamento Térmico.

E assim como foi feito para os outros problemas de fluxo, também foram gerados

graficos que ilustram como a variagao do parametro € modifica o perfil de velocidade.

Para isto, a Fig. 4.18 foi gerada a partir das Tabs. 4.43 e 4.44.



Tabela 4.43: Deslizamento Térmico; perfil de velocidade ug(7), a = 0.6.

05 -

0.8 H

07 H

us(7)
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0.3 4

T BGK]6] S[16] GJ MRS
0.00 3.225358(-1) 4.538591(-1) 4.222834(-1) 5.121441(-1)
0.20 4.304719(-1) 6.104791(-1) 6.156257(-1) 6.122305(-1)
0.40 4.816888(-1) 6.906419(-1) 7.127744(-1) 6.654514(-1)
0.60 5.164243(-1) 7.474742(-1) 7.804412(-1) 7.041232(-1)
0.80 5.420738(-1) 7.908598(-1) 8.309577(-1) 7.344914(-1)
1.00 5.618698(-1) 8.252436(-1) 8.699820(-1) 7.593342(-1)
1.40 5.902961(-1) 8.761244(-1) 9.254002(-1) 7.980293(-1)
1.80 6.094128(-1) 9.114521(-1) 9.615742(-1) 8.270405(-1)
2.00 6.166854(-1) 9.251517(-1) 9.749151(-1) 8.390146(-1)
2.50  6.303740(-1) 9.513650(-1) 9.990440(-1) 8.636213(-1)
3.00 6.396728(-1) 9.695207(-1) 1.014376 8.826164(-1)
5.00 6.565604(-1) 1.003343 1.038181 9.277295(-1)
7.00 6.615180(-1) 1.013522 1.043180 9.490770(-1)
10.0 6.635590(-1) 1.017747 1.044570 9.639116(-1)
15.0 6.641194(-1) 1.018906 1.044784 9.725338(-1)
20.0 6.641805(-1) 1.019031 1.044794 9.750638(-1)
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Figura 4.18: Efeitos que a variagao do parametro € causa aos perfis de velocidade
no problema de Deslizamento Térmico.
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Tabela 4.44: Deslizamento Térmico; perfil de velocidade ug(7), a = 0.6, £ = &;.

T BGK[0] S[L6] GJ MRS
0.00 3.225358(-1) 3.025727(-1) 2.815223(-1) 3.414294(-1)
0.20 4.304719(-1) 4.363758(-1) 4.461538(-1) 4.275646(-1)
0.40 4.816888(-1) 4.983161(-1) 5.202941(-1) 4.694155(-1)
0.60 5.164243(-1) 5.393276(-1) 5.677780(-1) 4.983259(-1)
0.80 5.420738(-1) 5.687560(-1) 6.005104(-1) 5.201285(-1)
1.00 5.618698(-1) 5.907572(-1) 6.239194(-1) 5.373501(-1)
1.40 5.902961(-1) 6.208173(-1) 6.537883(-1) 5.629962(-1)
1.80 6.094128(-1) 6.396059(-1) 6.706666(-1) 5.811891(-1)
2.00 6.166854(-1) 6.463471(-1) 6.762511(-1) 5.884109(-1)
250 6.303740(-1) 6.582453(-1) 6.852845(-1) 6.026639(-1)
3.00 6.396728(-1) 6.655789(-1) 6.901566(-1) 6.130595(-1)
5.00 6.565604(-1) 6.764952(-1) 6.957630(-1) 6.350386(-1)
7.00 6.615180(-1) 6.786769(-1) 6.964206(-1) 6.435756(-1)
10.0 6.635590(-1) 6.792706(-1) 6.965227(-1) 6.483558(-1)
150 6.641194(-1) 6.793617(-1) 6.965299(-1) 6.503909(-1)
20.0 6.641804(-1) 6.793661(-1) 6.965300(-1) 6.507892(-1)

Tabela 4.45: Deslizamento Térmico; perfil de velocidade ug(7),

T BGK S GJ MRS
0.00 4.684645(-1) 6.950839(-1) 6.861890(-1) 7.092697(-1)
0.20 4.879469(-1) 7.249721(-1) T7.250771(-1) 7.265478(-1)
0.40 4.969426(-1) 7.396900(-1) 7.436651(-1) 7.356234(-1)
0.60 5.029921(-1) 7.499958(-1) 7.564246(-1) 7.421922(-1)
0.80 5.074366(-1) 7.578051(-1) 7.658712(-1) 7.473382(-1)
1.00 5.108548(-1) 7.639625(-1) 7.731283(-1) 7.515406(-1)
1.40 5.157457(-1) 7.730274(-1) 7.833781(-1) 7.580742(-1)
1.80 5.190236(-1) 7.792900(-1) 7.900341(-1) 7.629635(-1)
2.00 5.202681(-1) 7.817119(-1) 7.924817(-1) 7.649792(-1)
2.50  5.226067(-1) 7.863350(-1) 7.968982(-1) 7.691173(-1)
3.00 5.241923(-1) 7.895283(-1) 7.996967(-1) 7.723077(-1)
5.00 5.270643(-1) 7.954547(-1) 8.040250(-1) 7.798692(-1)
7.00 5.279047(-1) T7.972301(-1) 8.049204(-1) 7.834382(-1)
10.0  5.282501(-1) 7.979649(-1) 8.051799(-1) 7.859137(-1)
15.0 5.283447(-1) 7.981658(-1) 8.052184(-1) 7.873499(-1)
20.0 5.283550(-1) 7.981874(-1) 8.052202(-1) 7.877707(-1)
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Tabela 4.46: Deslizamento Térmico; perfil de velocidade ug(7), a = 0.1, ¢ = &;.

T BGK S GJ MRS ELB[119]2
0.00 4.684645(-1) 4.633892(-1) 4.574593(-1) 4.728465(-1) 4.7754(-1)
0.20 4.879469(-1) 4.887304(-1) 4.902524(-1) 4.876791(-1)  5.0022(-1)
0.40 4.969426(-1) 4.999972(-1) 5.042830(-1) 4.947948(-1)  5.0968(-1)
0.60 5.029921(-1) 5.073703(-1) 5.131510(-1) 4.996917(-1)  5.1564(-1)
0.80 5.074366(-1) 5.126254(-1) 5.192198(-1) 5.033762(-1)  5.1970(-1)
1.00 5.108548(-1) 5.165364(-1) 5.235393(-1) 5.062817(-1)  5.2262(-1)
1.40 5.157457(-1) 5.218563(-1) 5.290257(-1) 5.106008(-1) -
1.80 5.190236(-1) 5.251671(-1) 5.321124(-1) 5.136591(-1) -
2.00 5.202681(-1) 5.263522(-1) 5.331311(-1) 5.148718(-1)  5.2912(-1)
2.50 5.226067(-1) 5.284397(-1) 5.347757(-1)  5.172626(-1) -
3.00 5.241923(-1) 5.297234(-1)  5.356605(-1)  5.190043(-1) -
500 5.270643(-1) 5.316284(-1) 5.366754(-1) 5.226796(-1) -
7.00 5.279047(-1) 5.320076(-1) 5.367939(-1) 5.241038(-1) -
10.0 5.282501(-1) 5.321105(-1) 5.368122(-1) 5.248999(-1) -
15.0 5.283447(-1) 5.321263(-1) 5.368135(-1) 5.252383(-1) -
20.0 5.283550(-1) 5.321270(-1) 5.368135(-1) 5.253045(-1) -

4.2.5 Deslizamento Viscoso

Os resultados para o problema de Deslizamento Viscoso podem ser observa-

dos nas Tabs. 4.47 a 4.50, onde as Tabs. 4.47 a 4.51 tratam do perfil de velocidade
ug (7) para diferentes valores de «, considerando também resultados obtidos da li-
teratura para a ELB. A Tab. 4.50 apresenta os coeficientes A obtidos para varios
valores de «, considerando os modelos aqui estudados e outros resultados obtidos

a partir da literatura. Outro resultado referente a ug(7) aparece na Tab. A.16 do

Apéndice A.

Segundo a analise das Tabs. 4.47 a 4.51, verificou-se que quanto menor o
coeficiente de acomodacao «, maior a magnitude do perfil de velocidade ug (1),
independente do parametro e utilizado. Também foi observado que, da mesma
forma que no problema de Deslizamento Térmico, nao é possivel identificar para
o problema de Deslizamento Viscoso o modelo que melhor representa o perfil de

velocidade se comparado com a ELB.



Tabela 4.47: Deslizamento Viscoso; perfil de velocidade ug(7), o = 1.0.

T BGK[6] S[16] GJ MRS ELB[119]
0.00 7.071068(-1) 7.043622(-1) 7.016371(-1) 7.098626(-1) 7.1553(-1)
0.20 1.027415 1.023037 1.045767 9.858021(-1)  1.0463
0.40 1.276161 1.271763 1.297946 1.223688 1.2922
0.60 1.506903 1.502820 1.529126 1.450350 1.5189
0.80 1.728463 1.724809 1.750097 1.670839 1.7363
1.00  1.944445 1.941256 1.965089 1.887306 1.9484
1.40  2.366367 2.364080 2.384718 2.312398 -
1.80  2.780389 2.778897 2.796537 2.730728 -
2.00  2.985559 2.984416 3.000703 2.938160 2.9752
2.50  3.495016 3.494617 3.507970 3.453161 -
3.00 4.001214 4.001393 4.012405 3.964460 -
5.00 6.011854 6.013302 6.018974 5.990059 -
7.00  8.014746 8.016648 8.020292 8.001339 -

10.0 1.101587(1)  1.101798(1)  1.102065(1)  1.100867(1) -
15.0 1.601616(1)  1.601833(1)  1.602070(1)  1.601261(1) -
20.0 2.101619(1)  2.101837(1)  2.102070(1)  2.101367(1) -

Tabela 4.48: Deslizamento Viscoso; perfil de velocidade ug (1), o = 0.6.

T BGK[6] S[16] GJ MRS
0.00 1.805584 1.799554 1.793105 1.811218
0.20 2.182908 2.175729 2.208064 2.122927
0.40 2.453793 2.447136 2.485026 2.377855
0.60 2.698309 2.692475 2.730920 2.616453
0.80 2.929448 2.924506 2.961758 2.846041
1.00  3.152488 3.148423 3.183794 3.069776
1.40  3.584033 3.581564 3.612635 3.505874
1.80  4.004171 4.003044 4.029995 3.932191
2.00 4.211588 4.211038 4.236113 4.142849
2.50 4.725143 4.725800 4746784 4.664336
3.00 5.234016 5.235599 5.253293 5.180502
5.00  7.249226 7.252795 7.262929 7.217052
7.00  9.253350 9.257619 9.264860 9.233117

10.0  1.225495(1)  1.225953(1)  1.226538(1)  1.224354(1)
15.0 1.725536(1)  1.726004(1)  1.726546(1)  1.724913(1)
20.0 2.225540(1)  2.226009(1)  2.226547(1)  2.225064(1)




Figura 4.19: Efeitos que a variagao do parametro « causa ao perfil de velocidade no
problema de Deslizamento Viscoso, considerando o modelo MRS e as

Com relagao ao parametro €, o que se observa na comparacao das Tabs. 4.48
e 4.51 é que, diferente do que ocorre para os outros problemas de fluxo, os perfis

gerados pelos modelos cinéticos sao mais préoximos entre si quando usado € = ¢p,.
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Tabs. 4.47 a 4.49.

Como forma de ilustrar esse efeito, segue a Fig 4.20.
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Figura 4.20: Efeitos que a variagao do parametro € causa aos perfis de velocidade
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no problema de Deslizamento Viscoso.



Tabela 4.49: Deslizamento Viscoso; perfil de velocidade ug(7), o = 0.1.

T BGK S GJ MRS ELB[119]
0.00 1.646106(1) 1.644817(1) 1.643291(1) 1.647205(1) 1.6472(1)
020 1.691820(1) 1.690632(1) 1.695074(1) 1.683340(1) 1.6956(1)
040 1.721927(1) 1.720927(1) 1.726299(1) 1.711166(1) 1.7252(1)
0.60 1.748240(1) 1.747432(1) 1.752976(1) 1.736638(1) 1.7507(1)
0.80 1.772641(1) 1.772015(1) 1.777458(1) 1.760820(1) 1.7743(1)
1.00 1.795891(1) 1.795430(1) 1.800659(1) 1.784166(1) 1.7968(1)
1.40 1.840328(1) 1.840152(1) 1.844848(1) 1.829243(1) -
1.80 1.883155(1) 1.883206(1) 1.887369(1) 1.872935(1) -
2.00 1.904194(1) 1.904342(1) 1.908257(1) 1.894428(1) 1.9023(1)
2.50 1.956091(1) 1.956437(1) 1.959806(1) 1.947434(1) -
3.00 2.007331(1) 2.007825(1) 2.010750(1) 1.999691(1) -
500 2.209453(1) 2.210258(1) 2.212147(1) 2.204782(1) -
7.00 2.410027(1) 2.410939(1) 2.412426(1) 2.407013(1) -
10.0  2.710249(1) 2.711209(1) 2.712502(1) 2.708457(1) -
15.0 3.210306(1) 3.211280(1) 3.212514(1) 3.209230(1) -
20.0 3.710312(1) 3.711288(1) 3.712514(1)  3.709438(1) -
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Com relagao ao coeficiente de Deslizamento Viscoso Ak, a Tab. 4.50 mostra

que os coeficientes obtidos a partir dos modelos BGK, S e MRS sao bem préximos

entre si, podendo concordar em até dois digitos significativos (v = 0.9 e a« = 1.0).

Porém, ao se comparar os resultados obtidos a partir da ELB, verifica-se que dentre

todos os modelos, o CES é o que mais se aproxima, mantendo uma concordancia

de dois digitos em quase todo o perfil. Contudo, pelo mesmo motivo descrito para

o problema de Deslizamento Térmico, o modelo CES nao é computacionalmente

Tabela 4.50: Deslizamento Viscoso; coeficientes Ag.

o BGK[6] S[16] GJ MRS CES[126]  ELB[119]
0.01 1.766386(2) 1.766495(2) 1.766635(2)  1.766299(2) - -
0.10 1.710313(1)  1.711289(1)  1.712514(1)  1.709536(1)  1.704462(1)  1.70478(1)
0.20 8.224902 8.233445 8.243968 8.217986 8.169615 8.17248
0.30 5.255116 5.262546 5.271532 5.248992 5.203049 5.20563
0.40 3.762619 3.769046 3.776671 3.757241 3.713778 3.71609
0.50 2.861190 2.866704 2.873130 2.856499 2.815562 2.81761
0.60 2.255410 2.260100 2.265470 2.251353 2.211984 2.21478
0.70 1.818667 1.822617 1.827062 1.815195 1.779429 1.78098
0.80 1.487654 1.490942 1.494581 1.484717 1.451586 1.45292
0.90 1.227198 1.229898 1.232837 1.224746 1.194279 1.19540
1.00 1.016191 1.018372 1.020709 1.014179 9.864009(-1)  9.87328(-1)
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vantajoso, fazendo com que se opte pelo modelo MRS, cuja concordancia com a

ELB nao ultrapassa de um digito significativo.

Tabela 4.51: Deslizamento Viscoso; perfil de velocidade ug (1), o = 0.6, € = &;.

T BGK S GJ MRS
0.00 1.805584 1.199702 1.195403 1.207478
0.20 2.182908 1.544109 1.568212 1.502168
0.40 2.453793 1.794983 1.820613 1.744302
0.60  2.698309 2.024849 2.049091 1.972341
0.80 2.929448 2.244610 2.266771 2.192913
1.00 3.152488 2.458518 2.478520 2.408796
1.40 3.584033 2.876347 2.892473 2.831789
1.80 4.004171 3.286791 3.299843 3.247554
2.00 4.211588 3.490399 3.502195 3.453668
2.50 4.725143 3.996574 4.005904 3.965457
3.00 5.234016 4.500244 4.507848 4.473789
5.00 7.249226 6.505453 6.510024 6.490420
7.00 9.253350 8.506435 8.510272 8.496345

10.0 1.225495(1)  1.150669(1)  1.151031(1)  1.149942(1)
15.0 1.725536(1)  1.650673(1)  1.651031(1)  1.650062(1)
20.0 2.225540(1)  2.150673(1)  2.151031(1)  2.150084(1)

Também a partir da Tab. 4.50, gerou-se a Fig. 4.21, onde pode ser visto como

o coeficiente Ax decai conforme o valor de v aumenta.

178 4

—a— BGK
177 4 —4—5
GJ
176 | —¥— MRS
CES
175 —4—ELB

T
4N

T T T T T T T T T T T !
00 01 0z 03 04 05 06 07 08 08 10 11
&

\

.
I e S

Figura 4.21: Variacao do coeficientes de Deslizamento Viscoso Ak utilizando o
parametro &p.
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4.2.6 Problema de Transferéncia de Calor

Desejando comparar os resultados obtidos, nao sé a partir de modelos cinéticos
[109, 97], mas também considerando a ELB [117] quando possivel, foram geradas

tabelas de resultados considerando os casos abaixo

Tabela 4.52: Casos de transferéncia de calor analisados.
Casos 2a o« a9 01 0o
I 20 07 03 1.0 -1.0
1I 50 1.0 05 1.0 -1.0
IIT 1.0 0.7 03 1.0 -1.0
IV 1.0 0.7 03 2.0 -1.0
\Y% 1.0 09 01 1.0 -1.0
VI 1.0 05 05 1.0 -1.0

onde a variacao de parametros como da largura do canal 2a, dos coeficientes de
acomodacao oy e ai, da temperatura nas paredes d; e d5 e até mesmo do parametro
¢ serao usados para a comparacao entre os modelos e a ELB e na verificacao da

sensibilidade do fenomeno a variagao destes parametros.

Para a comparagao com a literatura, os resultados obtidos para o problema de
Transferéncia de Calor foram obtidos utilizando N = 30, sendo que dos dezesseis
digitos significativos utilizados, de cinco a seis se conservam ao aumentar mais o
valor de N. Para valores menores de N, como para N = 10, até trés digitos se

conservarai.

Nas Tabs. 4.53 a 4.60 sao apresentados resultados obtidos para o problema
de Transferéncia de Calor referentes as quantidades perturbacao de densidade
N(7) e perturbagao de temperatura T'(7), baseados nos parametros definidos pelos
casos I a II na Tab. 4.52, onde é possivel fazer uma comparagao entre os modelos
cinéticos aqui estudados e os relacionar com a ELB. Ja nas Tabs. 4.61 a 4.68 sao
apresentados outros resultados presentes na literatura, possibilitando a comparagao

destes com os obtidos a partir do modelo MRS. Por fim, as Tabs. 4.69 a 4.76 sao
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referentes aos casos V e VI que, aliados aos casos anteriores, auxiliaram na analise
grafica dos resultados. A Tab. 4.77 se refere ao fluxo de calor normalizado ¢ para

os seis casos, considerando a ELB, os quatro modelos cinéticos e o parametro ¢.

Tabela 4.53: Perturbacao de densidade N(7) para o caso I com ¢ = ¢,,.

7/a _ BGKT] S[97] GJ[O7] MRS

1.0 -2.645801(-1) -2.161697(-1) -2.178725(-1) -2.050896(-1)
0.8 -1.930967(-1) -1.531382(-1) -1.479868(-1) -1.533952(-1)
0.6 -1.411904(-1) -1.109823(-1) -1.061460(-1) -1.127890(-1)
0.4 -9.347171(-2) -7.328989(-2) -6.981796(-2) -7.483912(-2)
0.2 -4.744219(-2) -3.739778(-2) -3.565354(-2) -3.799481(-2)
0.0 -1.940454(-3) -2.068213(-3) -2.185608(-3) -1.479117(-3)
0.2 4.387489(-2)  3.359561(-2)  3.160752(-2)  3.529652(-2)
04  9.091894(-2)  7.056904(-2)  6.684001(-2)  7.296939(-2)
0.6 1.406371(-1) 1.103927(-1)  1.053410(-1)  1.125005(-1)
0.8 1.963821(-1) 1.566399(-1)  1.515845(-1)  1.559703(-1)
1.0 2.797634(-1)  2.323430(-1)  2.369868(-1)  2.152371(-1)

Tabela 4.54: Perturbagao de densidade N(7) para o caso I com & = &;.

7/a  BGK[97] S[97] GJ[97] MRS ELB[117]
1.0 -2.645801(-1) -2.682733(-1) -2.675544(-1) -2.621666(-1) -2.5368(-1)
0.8 -1.930967(-1) -1.905462(-1) -1.827593(-1) -1.963678(-1) -1.8265(-1)
0.6 -1.411904(-1) -1.385100(-1) -1.318669(-1) -1.445493(-1) -1.3342(-1)
0.4 -9.347171(-2) -9.152498(-2) -8.688809(-2) -9.593145(-2) -8.8300(-2)
0.2 -4.744219(-2) -4.652590(-2) -4.412745(-2) -4.863251(-2) -4.4787(-2)
0.0 -1.940454(-3) -2.154736(-3) -2.082200(-3) -1.729698(-3) -1.7756(-3)
0.2 4.387480(-2)  4.254529(-2)  4.024419(-2)  4.546905(-2)  4.1504(-2)
04 9.091894(-2) 8.861857(-2)  8.394339(-2)  9.371546(-2)  8.5893(-2)
0.6 1.406371(-1)  1.377655(-1)  1.308993(-1)  1.441594(-1)  1.3278(-1)
0.8 1.963821(-1) 1.941117(-1)  1.860468(-1)  1.993490(-1)  1.8556(-1)
1.0 2.797634(-1)  2.866885(-1)  2.883261(-1)  2.746166(-1)  2.6933(-1)




Tabela 4.55: Perturbagao de densidade N(7) para o

Tabela 4.56: Perturbacao de densidade N(7) para o caso II com € = &;.

caso II com € = ¢,

7/a  BGK[97] S[97] GJ[97] MRS

1.0 -5.787381(-1) -4.935455(-1) -4.898606(-1) -4.969416(-1)
0.8 -4.371448(-1) -3.637638(-1) -3.525300(-1) -3.799420(-1)
0.6 -3.238811(-1) -2.680410(-1) -2.591909(-1) -2.818122(-1)
0.4 -2.155265(-1) -1.782201(-1) -1.721746(-1) -1.877737(-1)
0.2 -1.089826(-1) -9.057606(-2) -8.731025(-2) -9.534969(-2)
0.0 -2.944756(-3) -3.540280(-3) -3.068027(-3) -3.319555(-3)
0.2 1.035007(-1) 8.398549(-2)  8.152315(-2)  8.925722(-2)
04 2.113987(-1)  1.732575(-1)  1.675859(-1)  1.834432(-1)
0.6 3.225774(-1)  2.664737(-1)  2.572804(-1)  2.809276(-1)
0.8 4.418259(-1) 3.693916(-1)  3.569852(-1)  3.855860(-1)
1.0 6.075009(-1)  5.281250(-1)  5.273068(-1)  5.223868(-1)

7/a  BGK[97] S[97] GJ[97] MRS ELB[117]
1.0 -5.787381(-1) -5.777093(-1) -5.744557(-1) -5.830264(-1) -5.6834(-1)
0.8 -4.371448(-1) -4.302270(-1) -4.207801(-1) -4.472924(-1) -4.2825(-1)
0.6 -3.238811(-1) -3.183011(-1) -3.114257(-1) -3.321508(-1) -3.1770(-1)
04 -2.155265(-1) -2.117074(-1) -2.071454(-1) -2.212273(-1) -2.1140(-1)
0.2 -1.089826(-1) -1.069900(-1) -1.044396(-1) -1.119563(-1) -1.0661(-1)
0.0 -2.944756(-3) -2.814972(-3) -2.185462(-3) -3.118206(-3) -2.2547(-3)
0.2 1.035007(-1)  1.017004(-1)  1.002668(-1)  1.062069(-1)  1.0237(-1)
04 2.113987(-1)  2.075761(-1)  2.036785(-1)  2.170628(-1)  2.0807(-1)
0.6 3.225774(-1)  3.167049(-1)  3.096569(-1)  3.311494(-1)  3.1637(-1)
0.8 4.418259(-1)  4.344377(-1)  4.235511(-1)  4.524960(-1)  4.3158(-1)
1.0 6.075009(-1)  6.101076(-1)  6.081653(-1)  6.089209(-1)  5.9529(-1)

Tabela 4.57: Perturbacao de temperatura 7'(7) para o caso I com € = ¢,,.

7/a__ BGK[97] S[97] GJ[7] MRS
1.0 6.74583(-1) 6.53158(-1) 6.59872(-1) 6.36187(-1)
0.8 5.96369(-1) 5.82962(-1) 5.81170(-1) 5.80153(-1)
0.6 5.39983(-1) 5.36032(-1) 5.33329(-1) 5.36700(-1)
0.4 4.88603(-1) 4.94437(-1) 4.92103(-1) 4.96422(-1)
0.2 4.39292(-1) 4.55047(-1) 4.53554(-1) 4.57493(-1)
0.0 3.90626(-1) 4.16345(-1) 4.15850(-1) 4.18977(-1)
0.2 3.41552(-1) 3.77207(-1) 3.77659(-1) 3.80162(-1)
0.4 2.90926(-1) 3.36417(-1) 3.37536(-1) 3.40281(-1)
0.6 2.36995(-1) 2.92103(-1) 2.93201(-1) 2.98197(-1)
0.8 1.75848(-1) 2.40098(-1) 2.39380(-1) 2.51519(-1)
1.0 8.40673(-2) 1.55442(-1) 1.42126(-1) 1.87370(-1)
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Tabela 4.58: Perturbacao de temperatura 7'(7) para o caso I com ¢ = ;.

7/a  BGK[97] S[97] GJ[97] MRS ELB [117]
1.0 6.74583(-1) 6.80154(-1) 6.84732(-1) 6.66768(-1) 6.7606(-1)
0.8 5.96369(-1) 5.93935(-1) 5.89609(-1) 5.95632(-1) 5.9100(-1)
0.6 5.39983(-1) 5.36942(-1) 5.32607(-1) 5.40741(-1) 5.3593(-1)
0.4 4.88603(-1) 4.86226(-1) 4.83114(-1) 4.89780(-1) 4.8692(-1)
0.2 4.39292(-1) 4.38055(-1) 4.36583(-1) 4.40467(-1) 4.4033(-1)
0.0 3.90626(-1) 3.90692(-1) 3.91002(-1) 3.91666(-1) 3.9450(-1)
0.2 3.41552(-1) 3.42882(-1) 3.44960(-1) 3.42521(-1) 3.4824(-1)
04 2.90926(-1) 2.93259(-1) 2.96912(-1) 2.92111(-1) 3.0025(-1)
0.6 2.36995(-1) 2.39670(-1) 2.44341(-1) 2.39046(-1) 2.4843(-1)
0.8 1.75848(-1) 1.77127(-1) 1.81134(-1) 1.80319(-1) 1.8785(-1)
1.0 8.40673(-2) 7.35788(-2) 6.43816(-2) 9.89676(-2) 8.4272(-2)

Com relagao a ELB, foi verificado que, apesar do perfil gerado a partir do
modelo Gross-Jackson ser indiscutivelmente o que mais se aproxima da ELB na
Tab. 4.54 (concordando em até trés digitos para 7/a = —0.8 e 7/a = —0.2), para as
demais tabelas o modelo S foi o que se mostrou mais eficiente, com uma concordancia
de até trés digitos significativos (Tab. 4.56 para 7/a = —0.4, 7/a = —0.2, 7/a = 0.0
e 7/a = 0.6; Tab. 4.58 para 7/a = —0.4; Tab. 4.60 para 7/a = —0.6). Além disso,
na maioria dos casos em que os perfis gerados a partir dos modelos S e Gross-
Jackson apresentam a mesma concordancia com a ELB, foram os valores gerados
a partir do modelo S que se mostraram mais préximos (a exce¢ao da Tab. 4.54 como

mencionado anteriormente).



Tabela 4.59: Perturbagao de temperatura 7'(7) para o caso II com ¢ = ¢,,.

Tabela 4.60: Perturbagao de temperatura T'(7) para o caso II com ¢ = ;.

7/a  BGK[97] S[97] GJ[97] MRS

1.0 8.26728(-1) 7.91686(-1) 7.93644(-1)  7.84177(-1)
0.8  6.75739(-1)  6.50609(-1)  6.43283(-1)  6.59063(-1)
0.6  5.58060(-1) 5.49579(-1) 5.43763(-1)  5.57213(-1)
04  4.46817(-1)  4.56286(-1)  4.52939(-1)  4.60622(-1)
0.2 3.38030(-1) 3.65945(-1)  3.65298(-1)  3.66124(-1)
0.0 2.29936(-1)  2.76436(-1)  2.78586(-1)  2.72165(-1)
02 1.21266(-1) 1.86236(-1) 1.91260(-1)  1.77563(-1)
04 1.05785(-2) 9.36106(-2) 1.01545(-1)  8.09886(-2)
0.6 -1.04577(-1) -4.38745(-3)  6.24753(-3) -1.96601(-2)
0.8 -2.30311(-1) -1.15102(-1) -1.03170(-1) -1.29156(-1)
1.0 -4.10298(-1) -2.91041(-1) -2.95335(-1) -2.76398(-1)

T/a

BGK[97]

S[o7]

GJ[97]

MRS

ELB [117]

-1.0
-0.8
-0.6
-0.4
-0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

8.26723(-
6.75739
5.58060
4.46817
3.38030
2.29936

1.05785
-1.04577
-2.30311

8.27698(-
6.68739(-
5.52586(-
4.43689(-
3.37426(-

1.25965(-
1.80643(-
-9.43996(-
-2.18552(-

8.28658(-
6.61561(-
5.47358(-
4.40718(-
3.36628(-

1.29598(-
2.42503(-
-8.53560(-
-2.07026(-

8.23802(-
6.79791(-
5.61587(-
4.48797(-
3.38118(-

1.17338(-
4.80829(-
-1.11684(-
-2.37151(-

-4.10298

(-
(-
(-
(-
(-
1.21266(-
(-
(-
(-
(-

1)
1)
1)
1)
1)
1)
1)
2)
1)
1)
1))

(-1)
(-1)
(-1)
(-1)
(-1)
2.31937(-1)
(-1)
(-2)
(-2)
(-1)
(-1)

-4.12022(-

(-1)
(-1)
(-1)
(-1)
(-1)
2.33290(-1)
(-1)
(-2)
(-2)
(-1)
(1)

-4.14296 (-

(-1)
(-1)
(-1)
(-1)
(-1)
2.28012(-1)
(-1)
(-3)
(-1)
(-1)
(-1

-4.04401(-

Tabela 4.61:

Perturbagao de densidade N(7) para o caso III com ¢ = ¢,,.

T/a

BGK[97]

S[97]

GJ[97]

MRS

-1.0
-0.8
-0.6
-0.4
-0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

~1.778868(-
-1.296852(-
-9.458135(-
-6.259044(-
-3.189521(-
-1.597160(-
2.897711(-
6.055567(-
9.424390(-
1.324566(-
(-

1)
1)
2)
2)
2)
3)
2)
2)
2)
1)
1.890710(-1)

-1.485249(-1)
-1.057447(-1)
-7.653020(-2)
-5.053978(-2)
-2.580131(-2)
-1.654203(-3)
2.286899(-2)
4.843234(-2)
7.618071(-2)
1.086151(-1)
1.601085(-1)

-1.547073(-1)
-1.059560(-1)
-7.580675(-2)
-4.986146(-2)
-2.564398(-2)
-1.970171(-3)
2.203015(-2)
4.730000(-2)
7.530148(-2)
1.093301(-1)
1.694222(-1)

-1.314027(-1)
-9.833716(-2)
-7.223567(-2)
-4.791603(-2)
-2.435224(-2)
-1.012722(-3)
2.251116(-2)
4.665912(-2)
7.207884(-2)
1.001219(-1)
1.379236(-1)
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Tabela 4.62: Perturbagao de densidade N(7) para o caso III com € = ;.
7/a_ BGK[97] S[o7] GJ[97] MRS
1.0 -1.778868(-1) -1.851828(-1) -1.888107(-1) -1.710837(-1)
0.8 -1.296852(-1) -1.312064(-1) -1.283976(-1) -1.279338(-1)
0.6 -9.458135(-2) -9.504775(-2) -9.189817(-2) -9.401490(-2)
04 -6.259044(-2) -6.275901(-2) -6.042218(-2) -6.237304(-2)
0.2 -3.189521(-2) -3.209101(-2) -3.096348(-2) -3.168637(-2)
0.0 -1.597160(-3) -1.925169(-3) -2.149253(-3) -1.282907(-3)
02 2.897711(-2) 2.856185(-2)  2.700185(-2)  2.934964(-2)
04  6.055567(-2)  6.026330(-2)  5.755702(-2)  6.076456(-2)
0.6 9.424390(-2)  9.456500(-2)  9.122114(-2)  9.378793(-2)
0.8  1.324566(-1)  1.345951(-1)  1.320067(-1)  1.301802(-1)

1.0 1.890710(-1) 1.994866(-1)  2.062686(-1)  1.796355(-1)

Tabela 4.63: Perturbacao de densidade N(7) para o caso IV com € = ¢,,.
7/a__ BGK[97] S[97] GJo7] MRS
1.0 -2.668302(-1) -2.227873(-1) -2.320610(-1) -1.971040(-1)
0.8 -1.945278(-1) -1.586171(-1) -1.589340(-1) -1.475057(-1)
0.6 -1.418720(-1) -1.147953(-1) -1.137101(-1) -1.083535(-1)
04 -9.388566(-2) -7.580967(-2) -7.479219(-2) -7.187405(-2)
0.2 -4.784282(-2) -3.883697(-2) -3.846597(-2) -3.652836(-2)
0.0 -2.395740(-3) -2.481305(-3) -2.955257(-3) -1.519083(-3)
0.2  4.346567(-2) 3.430349(-2)  3.304524(-2)  3.376674(-2)
0.4 9.083351(-2)  7.264851(-2)  7.095000(-2)  6.998868(-2)
0.6 1.413658(-1)  1.142710(-1)  1.129522(-1)  1.081182(-1)
0.8 1.986850(-1)  1.620228(-1)  1.639951(-1)  1.501829(-1)

1.0 2.836066(-1) 2.401628(-1)  2.541333(-1)  2.068855(-1)

Tabela 4.64: Perturbagdo de densidade N(7) para o caso IV com € = &;.
7/a  BGK[97] S[7] GJ[97] MRS
1.0 -2.668302(-1) -2.777742(-1) -2.832295(-1) -2.566255(-1)
0.8 -1.945278(-1) -1.969446(-1) -1.925964(-1) -1.919007(-1)
0.6 -1.418720(-1) -1.425716(-1) -1.378472(-1) -1.410223(-1)
0.4 -9.388566(-2) -9.413852(-2) -9.063328(-2) -9.355956(-2)
-0.2  -4.784282(-2) -4.813652(-2) -4.644523(-2) -4.752956(-2)
0.0 -2.395740(-3) -2.887753(-3) -3.223879(-3) -1.924361(-3)
0.2  4.346567(-2)  4.284277(-2)  4.050279(-2)  4.402446(-2)
0.4 9.083351(-2)  9.039496(-2)  8.633553(-2)  9.114684(-2)
0.6 1.413658(-1) 1.418475(-1) 1.368317(-1)  1.406819(-1)
0.8 1.986850(-1) 2.018926(-1)  1.980101(-1)  1.952703(-1)
1.0 2.836066(-1)  2.992209(-1)  3.094029(-1)  2.694532(-1)
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Com relacao aos modelos cinéticos propriamente ditos, verificou-se que os re-
sultados gerados a partir dos modelos S e Gross-Jackson possuem uma boa con-
cordancia, podendo chegar a até quatro digitos (Tab. 4.66 e 4.68 para 7/a = —0.8
e Tab. 4.69 7/a = 0.0). Concordancias menores (de até trés digitos) foram encon-
tradas em boa parte das tabelas, principalmente para 7/a = 0.0. Com relagao ao
modelo MRS as tabelas mostraram que, de um modo geral, os perfis gerados por
este modelo sao muito proximos dos gerados a partir do modelo BGK, mantendo
uma concordancia de até trés digitos para a maioria das tabelas em que o parametro

€ = & € utilizado.

Tabela 4.65: Perturbagao de temperatura 7'(7) para o caso III com ¢ = ¢,,.

7/a  BGK[97] S[97] GJ[97] MRS

1.0 6.26834(-1) 6.13506(-1) 6.23102(-1) 5.93453(-1)
0.8 5.73818(-1) 5.65740(-1) 5.67949(-1) 5.57592(-1)
0.6 5.34979(-1) 5.32657(-1) 5.32761(-1) 5.29333(-1)
0.4 4.99668(-1) 5.03228(-1) 5.02314(-1) 5.03095(-1)
0.2 4.65847(-1) 4.75342(-1) 4.73843(-1) 4.77731(-1)
0.0 4.32481(-1) 4.47927(-1) 4.45978(-1) 4.52630(-1)
0.2 3.98780(-1) 4.20166(-1) 4.17692(-1) 4.27322(-1)
0.4 3.63897(-1) 3.91180(-1) 3.87874(-1) 4.01302(-1)
0.6 3.26568(-1) 3.59661(-1) 3.54842(-1) 3.73838(-1)
0.8 2.84110(-1) 3.22829(-1) 3.14924(-1) 3.43442(-1)
1.0 2.21848(-1) 2.65487(-1) 2.46971(-1) 3.02571(-1)

Tabela 4.66: Perturbagao de temperatura 7'(7) para o caso III com ¢ = ;.

7/a  BGK[97] S[97] GJ[97] MRS

1.0 6.26834(-1) 6.35763(-1) 6.43869(-1) 6.16986(-1)
0.8 5.73818(-1) 5.75646(-1) 5.75659(-1) 5.70178(-1)
0.6 5.34979(-1) 5.34932(-1) 5.33463(-1) 5.33669(-1)
0.4 4.99668(-1) 4.98837(-1) 4.97114(-1) 4.99825(-1)
0.2 4.65847(-1) 4.64672(-1) 4.63165(-1) 4.67120(-1)
0.0 4.32481(-1) 4.31102(-1) 4.29962(-1) 4.34762(-1)
0.2 3.98780(-1) 3.97127(-1) 3.96288(-1) 4.02143(-1)
0.4 3.63897(-1) 3.61665(-1) 3.60822(-1) 3.68608(-1)
0.6 3.26568(-1) 3.23078(-1) 3.21518(-1) 3.33200(-1)
0.8 2.84110(-1) 2.77799(-1) 2.73774(-1) 2.93931(-1)
1.0 2.21848(-1) 2.05323(-1) 1.89421(-1) 2.40400(-1)




Tabela 4.67: Perturbagao de temperatura 7'(7) para o caso IV com € = ¢,,.

7/a  BGK[97] S[97] GJ[97] MRS
1.0 1.44025 1.42026 1.43465 1.390180
0.8 1.36072 1.34861 1.35192 1.336389
0.6 1.30246 1.29898 1.29914 1.293999
0.4 1.24950 1.25484 1.25347 1.254643
0.2 1.19877 1.21301 1.21076 1.216596
0.0 1.14872 1.17189 1.16896 1.178945
0.2 1.09817 1.13024 1.12653 1.140983
0.4 1.04584 1.08677 1.08181 1.101953
0.6 9.89852(-1) 1.03949 1.03226 1.060757
0.8 9.26165(-1) 9.84244(-1) 9.72387(-1) 1.015163
1.0 8.32773(-1) 8.98231(-1) 8.70458(-1) 9.538565(-1)

Tabela 4.68: Perturbacao de temperatura 7'(7) para o caso IV com € = &;.

7/a  BGK[97] S[97] GJ[97] MRS
1.0 1.44025 1.45364 1.46580 1.425479
0.8 1.36072 1.36347 1.36349 1.355267
0.6 1.30246 1.30239 1.30019 1.300504
0.4 1.24950 1.24825 1.24567 1.249737
0.2 1.19877 1.19701 1.19474 1.200680
0.0 1.14872 1.14665 1.14494 1.152143
0.2 1.09817 1.09569 1.09443 1.103214
0.4 1.04584 1.04249 1.04123 1.052912
0.6 9.89852(-1) 9.84618(-1) 9.82277(-1) 9.998004(-1)
0.8 9.26165(-1) 9.16699(-1) 9.10661(-1) 9.408968(-1)
1.0 8.32773(-1) 8.07985(-1) 7.84132(-1) 8.606005(-1)

Tabela 4.69: Perturbacao de densidade

N(7) para o caso V com ¢ = g,,.

7/a BGK S GJ MRS
1.0 -7.081865(-2) -5.758682(-2) -5.961147(-2) -5.125546(-2)
0.8 -5.265972(-2) -4.201736(-2) -4.210200(-2) -3.893465(-2)
-0.6 -3.886827(-2) -3.087757(-2) -3.069067(-2) -2.887885(-2)
0.4 -2.608248(-2) -2.075778(-2) -2.062543(-2) -1.937824(-2)
0.2 -1.367021(-2) -1.101681(-2) -1.106310(-2) -1.008281(-2)
0.0 -1.301100(-3) -1.319628(-3) -1.578210(-3) -8.007828(-4)
0.2 1.129267(-2) 8.605427(-3)  8.167921(-3)  8.626734(-3)
0.4 2.442366(-2) 1.907533(-2)  1.857242(-2)  1.838335(-2)
0.6 3.859134(-2)  3.059670(-2)  3.028398(-2)  2.875324(-2)
0.8  5.491672(-2)  4.430650(-2)  4.480397(-2)  4.034546(-2)
1.0 7.994769(-2)  6.684585(-2)  7.141751(-2)  5.642483(-2)
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Tabela 4.70: Perturbacao de densidade N(7) para o

caso V com € = &;.

T/a BGK S GJ MRS
1.0 -7.081865(-2) -7.351126(-2) -7.452623(-2) -6.832496(-2)
0.8 -5.265072(-2) -5.343333(-2) -5.227418(-2) -5.187430(-2)
0.6 -3.886827(-2) -3.924769(-2) -3.806420(-2) -3.848424(-2)
0.4 -2.608248(-2) -2.635112(-2) -2.551596(-2) -2.581950(-2)
-0.2  -1.367021(-2) -1.393073(-2) -1.358402(-2) -1.342070(-2)
0.0 -1.301100(-3) -1.575779(-3) -1.765669(-3) -1.040426(-3)
02  1.129267(-2) 1.104170(-2)  1.032915(-2)  1.152527(-2)
04  2.442366(-2) 2.430707(-2)  2.316111(-2)  2.451379(-2)
0.6 3.859134(-2)  3.885041(-2)  3.750620(-2)  3.829815(-2)
0.8 5.491672(-2) 5.613243(-2)  5.523822(-2)  5.369539(-2)
1.0 7.994769(-2)  8.523936(-2)  8.888023(-2)  7.527719(-2)
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Ainda com relagao aos modelos cinéticos, também foi constatado que os per-

fis gerados a partir desses modelos cinéticos apresentam uma maior diferenga nos

contornos e que, dependendo do parametro e utilizado, os perfis tendem a ser mais

Nas Tabs. 4.71, 4.72, 4.75 e 4.76 verificou-se que quando os

préximos entre si.

coeficientes de acomodagao a sdo iguais nas duas paredes, as quantidades N(7) e

T'(7) apresentam as mesmas propriedades de anti-simetria observadas no problema

de Couette.
Tabela 4.71: Perturbac@o de densidade N(7) para o caso VI com € = ¢,,.

7/a BGK S GJ MRS

1.0 -2.216856(-1) -1.877386(-1) -1.969750(-1) -1.643100(-1)
0.8 -1.584268(-1) -1.304439(-1) -1.308923(-1) -1.211102(-1)
0.6 -1.141321(-1) -9.204054(-2) -9.188486(-2) -8.807814(-2)
0.4 -7.443885(-2) -6.023916(-2) -5.008548(-2) -5.772480(-2)
0.2 -3.679724(-2) -2.967898(-2) -2.899251(-2) -2.860447(-2)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.2 3.679724(-2)  2.967898(-2)  2.809251(-2)  2.860447(-2)
0.4 7.443885(-2)  6.023916(-2)  5.908548(-2)  5.772480(-2)
0.6  1.141321(-1)  9.204054(-2)  9.188486(-2)  8.807814(-2)
0.8  1.584268(-1)  1.304439(-1)  1.308923(-1)  1.211102(-1)
1.0 2.216856(-1) 1.877386(-1)  1.969750(-1)  1.643100(-1)




Tabela 4.72: Perturbacao de densidade N(7) para o caso VI com ¢ = ;.
T/a BGK S GJ MRS
1.0 2.216856(-1) -2.320261(-1) -2.381258(-1) -2.121217(-1)
-0.8 -1.584268(-1) -1.604628(-1) -1.570423(-1) -1.561701(-1)
0.6 -1.141321(-1) -1.144468(-1) -1.104502(-1) -1.136440(-1)
-0.4  -7.443885(-2) -7.426021(-2) -7.116576(-2) -7.451910(-2)
0.2 -3.679724(-2) -3.661360(-2) -3.496639(-2) -3.693859(-2)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.2  3.679724(-2)  3.661360(-2)  3.496639(-2)  3.693859(-2)
0.4 7.443885(-2) 7.426021(-2) 7.116576(-2)  7.451910(-2)
0.6  1.141321(-1)  1.144468(-1)  1.104502(-1)  1.136440(-1)
0.8  1.584268(-1)  1.604628(-1)  1.570423(-1)  1.561701(-1)

1.0 2.216856(-1)  2.320261(-1)  2.381258(-1)  2.121217(-1)

Tabela 4.73: Perturbacao

de temperatura 7'(7) para o caso V com € = ¢,,.

7/a BGK S GJ MRS
1.0 9.029105(-1) 9.015279(-1) 9.041017(-1) 8.960466(-1)
0.8 8.829299(-1) 8.841108(-1) 8.842199(-1) 8.826912(-1)
0.6 8.676896(-1) 8.715016(-1) 8.708853(-1) 8.718226(-1)
0.4 8.535869(-1) 8.600461(-1) 8.590575(-1) 8.615877(-1)
0.2 8.399095(-1) 8.490220(-1) 8.477899(-1) 8.515922(-1)
0.0 8.262747(-1) 8.380411(-1) 8.365872(-1) 8.416159(-1)
0.2 8.123686(-1) 8.267851(-1) 8.250473(-1) 8.314760(-1)
0.4 7.978278(-1) 8.148852(-1) 8.127018(-1) 8.209636(-1)
0.6 7.820834(-1) 8.017647(-1) 7.988030(-1) 8.097610(-1)
0.8 7.638952(-1) 7.861656(-1) 7.816759(-1) 7.972042(-1)
1.0 7.363672(-1) 7.610936(-1) 7.515092(-1) 7.798794(-1)

Tabela 4.74: Perturbacao

de temperatura 7'(7) para o caso V com € = &;.

T/a BGK S GJ MRS
1.0 9.020105(-1) 9.054485(-1) 9.076619(-1) 9.001866(-1)
0.8 8.829299(-1) 8.830618(-1) 8.825611(-1) 8.823631(-1)
-0.6 8.676896(-1) 8.671735(-1) 8.661897(-1) 8.679849(-1)
0.4 8.535869(-1) 8.527860(-1) 8.517316(-1) 8.544632(-1)
0.2 8.399095(-1) 8.389500(-1) 8.379830(-1) 8.412644(-1)
0.0 8.262747(-1) 8.251999(-1) 8.243344(-1) 8.280955(-1)
0.2 8.123686(-1) 8.111094(-1) 8.102984(-1) 8.147149(-1)
0.4 T7.978278(-1) 7.962223(-1) 7.953033(-1) 8.008446(-1)
0.6 7.820834(-1) 7.797970(-1) 7.784163(-1) 7.860571(-1)
0.8 7.638952(-1) 7.601736(-1) 7.574817(-1) 7.694414(-1)
1.0 7.363672(-1) 7.276523(-1) 7.190814(-1) 7.461547(-1)
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Tabela 4.75: Perturbacao de temperatura 7'(7) para o caso VI com € = ¢,,.

111

7/a BGK S GJ MRS

1.0 2.445790(-1) 2.116305(-1)  2.282048(-1)  1.775319(-1)
0.8 1.750112(-1)  1.477516(-1)  1.536278(-1)  1.307193(-1)
0.6 1.259128(-1)  1.052350(-1)  1.080374(-1)  9.492077(-2)
0.4 8.203144(-2)  6.816291(-2)  6.949537(-2)  6.214157(-2)
0.2 4.052250(-2)  3.356672(-2)  3.409971(-2)  3.077338(-2)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.2 -4.052250(-2) -3.356672(-2) -3.409971(-2) -3.077338(-2)
0.4 -8.203144(-2) -6.816291(-2) -6.949537(-2) -6.214157(-2)
0.6 -1.259128(-1) -1.052350(-1) -1.080374(-1) -9.492077(-2)
0.8 -1.750112(-1) -1.477516(-1) -1.536278(-1) -1.307193(-1)
1.0 -2.445790(-1) -2.116305(-1) -2.282948(-1) -1.775319(-1)

Tabela 4.76: Perturbagao de temperatura 7'(7) para o caso VI com e = ;.

7/d BGK S GJ MRS

1.0 2.445790(-1) 2.595547(-1)  2.735947(-1)  2.278491(-1)
0.8 1.750112(-1)  1.796699(-1)  1.818409(-1)  1.671744(-1)
0.6 1.259128(-1)  1.278116(-1)  1.276851(-1)  1.213260(-1)
204 8.203144(-2)  8.276234(-2)  8.211561(-2)  7.941731(-2)
0.2 4.052250(-2)  4.075464(-2)  4.020467(-2)  3.932763(-2)
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.2 -4.052250(-2) -4.075464(-2) -4.029467(-2) -3.932763(-2)
0.4 -8.203144(-2) -8.276234(-2) -8.211561(-2) -7.941731(-2)
0.6 -1.259128(-1) -1.278116(-1) -1.276851(-1) -1.213260(-1)
0.8 -1.750112(-1) -1.796699(-1) -1.818409(-1) -1.671744(-1)
1.0 -2.445790(-1) -2.595547(-1) -2.735947(-1) -2.278491(-1)

Assim como foi feito para os outros problemas, graficos foram gerados con-
siderando as tabelas apresentadas como forma de auxiliar a andlise do comporta-
mento dos perfis frente a modificacao de certos parametros. Para a geragao destes

perfis o modelo utilizado foi o S, devido a sua proximidade com a ELB.
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Com relacao ao parametro &, usou-se na geracao das Figs. 4.22 e 4.23 as Tabs.

4.61, 4.62, 4.65 e 4.66 para ilustrar a influéncia deste parametro nos perfis N(7) e

T(1). Com o uso destas figuras, foi mais facil verificar que os perfis gerados a partir

de € = ¢; sao mais préximos entre si, principalmente se o perfil gerado a partir do

modelo BGK for usado como referéncia. E este comportamento é observado em

todos os casos, tanto para a perturbacao de densidade quanto para a perturbacao

de temperatura.
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Figura 4.22: Efeitos que a variagao do parametro € causa aos perfis de perturbagao
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de temperatura no problema de Transferéncia de Calor.
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Para a avaliacao da influéncia do parametro « nos perfis de perturbacao de
densidade e de temperatura, a Fig. 4.24 foi obtida a partir das Tabs. 4.62, 4.66,
4.70, 4.72, 4.74 e 4.66, de onde se verifica que quanto menor a diferenca entre a; e
ap, maiores sdo as variagoes de N(7) e T'(7). Além disso, foi observado que N(7)
(considerando ay = 0.7 e g = 0.3) ¢ igual a —N(—7) (considerando oy = 0.3
e ap = 0.7). Também foi verificado que, apesar da variagdo da perturbagao de
temperatura ser a mesma usando a; = 0.7 e as = 0.3 ou o contrario, os valores

obtidos para T'(7) sdo maiores quando o maior « é utilizado na parede mais quente.
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Figura 4.24: Efeitos que a variagao dos coeficientes de acomodacgao a; e ap causam
aos perfis de perturbacao de densidade e temperatura no problema de
Transferéncia de Calor.

Para a analise grafica do efeito da variacao da largura do canal 2a nos perfis
de perturbacao de densidade e de temperatura, a Fig. 4.25 foi gerada a partir das
Tabs. 4.54, 4.58, 4.62 e 4.66. Com o uso desta figura foi possivel verificar que com
o aumento da largura do canal também ocorre um aumento da variacao dos perfis
N(71) e T(r). Além disso, verifica-se que a variagdo da perturbagao de densidade é
minima no centro do duto para qualquer largura de canal, enquanto que no grafico
da perturbacao de temperatura, o ponto de interseccao dos trés perfis se encontra
mais préximo de 7/a = —1.0 pois é nesta parede que a temperatura e o coeficiente
de acomodagao s@o maiores (aumentando o valor de «; esse ponto de intersecgao

tenderia a ser mais préximo ainda da parede).
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Figura 4.25: Efeitos que a variacao da largura do canal 2a causa aos perfis de per-
turbacao de densidade e temperatura no problema de Transferéncia de
Calor.

Com relacao aos efeitos da variacao da temperatura na parede, obteve-se a Fig.

4.26 a partir das Tabs. 4.62, 4.64, 4.66 e 4.68, de onde verificou-se que quanto maior

a temperatura d;, maiores sao as variagoes de N(7) e T'(7). Além disso, é possivel

verificar que quanto maior o valor de d;, maiores sao os valores obtidos para o perfil

de T'(1
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Com relacao a Tab. 4.77, é verificado que os resultados obtidos a partir dos
modelos cinéticos sao mais préximos entre si utilizando € = ;. Além disso, pode ser
observado que as maiores concordancias foram obtida entre os modelos S e Gross-
Jackson (chegando a trés digitos para o Caso II utilizando ¢;) e entre os modelos
BGK e MRS (chegando a dois digitos para os Casos I a V utilizando ¢;). Com
relacao a ELB, o modelo que se mostrou mais préximo foi o BGK, apresentando

uma concordancia de até trés digitos (Caso V para ;).

Tabela 4.77: Fluxo de calor normalizado ¢ para os casos I a VL.

Casos ¢ BGK][97] S[97] GJ[97] MRS ELB [117]
I e, 7.722926(1) 8.231404(1) 8.177036(-1) 8.354383(1) -
I gy 7.722926(-1) 7.677320(-1) 7.640570(-1) 7.777936(-1) 7.75502(-1)
I e, 4A472267(-1) 5.376703(-1) 5.363627(-1) 5.428485(-1) ]
I e, 4.472267(-1)  4.465040(-1) 4.460350(-1) 4.488278(-1) ;
I1I gp  8.622379(-1) 8.930329(-1) 8.858598(-1) 9.059575(-1) -
I e 8.622379(-1) 8.556544(-1) 8.492411(-1) 8.687018(-1) 8.61658(-1)
IV e, 8.622379(-1) 8.930329(-1) 8.858598(-1) 9.059575(-1) ]
IV & 8.622379(-1) 8.556544(-1) 8.492411(-1) 8.687018(-1) 8.61658(-1)
V3 g, 9.435911(-1) 9.570281(-1) 9.538068(-1) 9.626274(-1) ]
V3 e 9.435911(-1) 9.406100(-1) 9.376895(-1) 9.465221(-1) 9.43315(-1)
VI e, 8.333606(-1) 8.697085(-1) 8.612374(-1) 8.850121(-1) ]
VI3 &, 8.333606(-1) 8.256886(-1) 8.182300(-1) 8.408886(-1) ;

Segundo Scherer [97], o fato do fluxo de calor normalizado ¢ nao depender da
temperatura das paredes se deve a caracteristica do fluxo de calor @), dado pela
Eq. 3.150 ser proporcional a diferenca de temperatura entre as paredes do canal,
concordando com a lei de Fourier para difusdo [133]. Para o fluxo de calor em
moléculas livres @)y, dado pela Eq. 3.154 também tem-se a mesma proporcionali-
dade, fazendo com que o termo (d; —J2) presente em @, e Q) s, seja cancelado na Eq.
3.153, resultando no fluxo de calor normalizado ¢ que independe da temperatura das

paredes.

3Este caso ndo consta na Ref. [97].
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5 COMENTARIOS FINAIS

Com este trabalho, foi possivel investigar a utilizacao de um método espectral, o
método ADO, no tratamento de equacoes cinéticas de gases rarefeitos para diferentes

modelos cinéticos utilizando condi¢oes de contorno do tipo difuso-especular.

O método ADO mostrou-se muito eficiente, uma vez que foi possivel utiliza-
lo na resolucao de uma ampla classe de problemas, principalmente por auxiliar na
construcao de solugoes unificadas para os diferentes modelos cinéticos. Também foi
possivel obter-se resultados com uma precisao de até sete digitos significativos, sendo
a variavel espacial trabalhada analiticamente em todas as quantidades de interesse

avaliadas aqui.

De modo geral, os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS mostraram ser
boas alternativas no que diz respeito a aproximar o nucleo de colisao da ELB. Além
disso, a solucao unificada, obtida pelo método de ordenadas discretas analitico para
os diferentes modelos cinéticos, é concisa e de facil implementagao computacional.
Também verificou-se por essa metodologia a relagao de Onsager, onde tem-se que

Qp = Ur (Tabs. A.8 a A.10).

Contudo, nao ¢ possivel eleger um modelo como o melhor em todas as situagoes
(comparando com a ELB). O que foi observado é que para cada problema um modelo

pode mostrar um melhor desempenho do que outro (conforme Tab. 5.1).

Tabela 5.1: Tabela Comparativa: Modelo x ELB.

Problema Método
Fluxo de Couette MRS
Fluxo de Poiseuille GJ
Creep Térmico GJ
Deslizamento Térmico MRS
Deslizamento Viscoso MRS

Transferéncia de Calor S
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Apesar de alguns resultados obtidos apontarem o modelo CES como a melhor
aproximacao da ELB para alguns problemas, o grande esfor¢o computacional que a
sua implementacao envolve e a avaliacao de algumas equagoes integrais nao justifi-
cam seu uso, isso porque ganho constatado foi de no maximo um digito significativo

com relagao aos outro modelos cinéticos.

Outro aspecto importante a ser salientado com base nos resultados obtidos,
é a influéncia de certos parametros nas quantidades de interesse. Com relacao ao
parametro € foi observado que, com excecao dos problemas de Deslizamento Viscoso
e de Fluxo de Couette, os perfis gerados a partir dos modelos BGK, S, Gross-
Jackson e MRS tendem a ser muito mais proximos entre si quando utilizado o
parametro ;. Além disso, os modelos Gross-Jackson e MRS apresentaram um

melhor desempenho, independente do parametro ¢.

Dentre outros parametros, também investigou-se os efeitos de superficie causa-
dos pelo coeficiente de acomodagao. Para problemas como os de Fluxo de Poiseuille e
de Creep Térmico por exemplo, verificou-se que quanto menor o valor de «, menores
sao os efeitos da superficie no centro do duto (efeitos difusivos), fazendo com que
o fluxo atinja velocidades cada vez maiores. Efeitos semelhantes sao observados se,
invés de diminuir o valor de «, é aumentada a largura do canal. Claro que os efeitos
destes parametros dependem da natureza do problema. Para problemas como o de
Fluxo de Couette por exemplo, verifica-se que tanto o aumento do valor de o quanto
o aumento da largura do canal contribuem para o aumento da variacao dos perfis

de velocidade.

Assim, pode-se considerar que o objetivo deste trabalho foi alcangado, uma
vez que foram obtidas solucoes em ordenadas discretas de forma unificada para os
problemas aqui trabalhados. Também como contribuicao, conseguiu-se resolver pro-
blemas da dinamica de gases rarefeitos, fornecendo resultados ainda nao existentes

na literatura, utilizando os modelos Gross-Jackson e MRS. Além disso, iniciou-se
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a discussao a respeito do método de lattice Boltzmann, incentivando a aplicacao da

equacao de Boltzmann para problemas em CFD.

Como continuidade dos trabalhos realizados até agora, deseja-se trabalhar no
desenvolvimento de solucoes para modelos cinéticos nao-lineares ou multidimensio-

nais em RGD via métodos espectrais.
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Apéndice A DEMAIS RESULTADOS

A.1 Fluxo de Poiseuille

Tabela A.1: Fluxo de Poiseuille; perfil de velocidade up(7), 2a =2, a = 1.0, ¢ = ¢,

7/a _ BGK[0] S[16] GJ MRS

0.0 -1.874577 ~1.895706 1.861204 2.000217
0.1 -1.867059 -1.888047 -1.853723 -1.992353
0.2 -1.844401 -1.864966 -1.831166 -1.968674
0.3 -1.806271 -1.826129 -1.793173 -1.928899
0.4 -1.752062 -1.770921 -1.739081 -1.872518
0.5 -1.680778 11.698341 -1.667801 ~1.798703
0.6 -1.590822 ~1.606779 “1.577562 -1.706142
0.7 -1.479519 -1.493545 -1.465374 ~1.592675
0.8 -1.341927 -1.353676 -1.325622 -1.454395
0.9 -1.166756 -1.175838 -1.145204 -1.282629

1.0 -8.939247(-1) -8.996835(-1) -8.512282(-1) -1.033696

Tabela A.2: Fluxo de Poiseuille; perfil de velocidade up(7), 2a =2, a = 0.8, ¢ = ¢,,.
7/a  BGK][6] S[16] GJ MRS
0.0 -2.319616 -2.341697 -2.307505 -2.459851
0.1 -2.312148 -2.334097 -2.300041 -2.452141
0.2 -2.289638 -2.311191 -2.277535 -2.428924
0.3 -2.251759 -2.272647 -2.239620 -2.389936
0.4 -2.197901 -2.217854 -2.185620 -2.334693
0.5 -2.127072 -2.145810 -2.114422 -2.262412
0.6 -2.037666 -2.054903 -2.024209 -2.171846
0.7  -1.926991 -1.942425 -1.911895 -2.060938
0.8 -1.790039 -1.803354 -1.771645 -1.925961
0.9 -1.615281 -1.626121 -1.589705 -1.758594
1.0 -1.340372 -1.348126 -1.288014 -1.516546




Tabela A.3: Fluxo de Poiseuille; perfil de fluxo de calor ¢p(7), 2a = 2, «
£ =¢p.

7/Ja __ BGK S[L6] GJ MRS

0.0 2.627695(-1) 3.466887(-1) 3.876549(-1) 2.935165(-1)
0.1 2.615106(-1) 3.449750(-1) 3.855308(-1) 2.923697(-1)
0.2 2.576815(-1) 3.397760(-1) 3.790886(-1) 2.888874(-1)
0.3 2.511166(-1) 3.309108(-1) 3.681090(-1) 2.829384(-1)
0.4 2.415118(—1) 3.180487(-1) 3.521939(-1) 2.742822(-1)
0.5  2.283701(-1) 3.006544(-1) 3.307028(-1) 2.625273(-1)
0.6 2.108920(-1) 2.778771(-1) 3.026270(-1) 2.470487(-1)
0.7 1.877404(-1) 2.483129(-1) 2.663172(-1) 2.268109(-1)
0.8  1.564446(-1) 2.094052(-1) 2.187923(-1) 1.999274(-1)
0.9 1.113588(-1) 1.553891(-1) 1.533397(-1) 1.621803(-1)
1.0 2.244345(-2) 5.576044(-2) 3.341906(-2) 9.229594(-2)

Tabela A.4: Fluxo de Poiseuille; perfil de fluxo de calor ¢p(7), 2a = 2, «

Tabela A.5: Fluxo de Poiseuille; taxa de fluxo Up, a = 1.0, € = ¢,,.

€ = ¢&p.

T/a BGK S[16] GJ MRS

0.0 2.687023(-1) 3.593151(-1) 3.975111(-1) 3.084161(-1)
0.1 2.674682(-1) 3.576529(-1) 3.954365(-1) 3.073238(-1)
0.2 2.637136(-1) 3.526092(-1) 3.891432(-1) 3.040072(-1)
0.3 2572737(-1)  3.440059(-1) 3.784130(-1) 2.983412(-1)
0.4  2.478449(-1) 3.315164(-1) 3.628486(-1) 2.900964(-1)
05 2.349301(-1) 3.146111(-1) 3.418091(-1) 2.788995(-1)
0.6 2.177275(-1) 2.924450(-1) 3.142804(-1) 2.641533(-1)
0.7 1.948898(-1) 2.636174(-1) 2.785933(-1) 2.448665(-1)
0.8 1.639141(-1) 2.255600(-1) 2.317034(-1) 2.192293(-1)
0.9 1.190348(-1) 1.724266(-1) 1.666658(-1) 1.831800(-1)
1.0 2.908039(-2) 7.269124(-2) 4.464548(-2) 1.160868(-1)

2a  BGK[6] S[16] GJ MRS  CES[115] ELB[119]
0.05 -2.302256 -2.307195 -2.145846 -2.664196 - -
0.10 -2.032714 -2.039548 -1.901129 -2.356908 -1.9259  -1.9499
0.30 -1.702474 -1.713106 -1.616887 -1.953127 - -
0.50 -1.601874 -1.614453 -1.538521 -1.815119 - -
0.70 -1.559186 -1.572999 -1.509846 -1.747837 - -
0.90 -1.541800 -1.556450 -1.502225 -1.712531 - -
1.00 -1.538678 -1.553646 -1.502952 -1.702083 -1.4863  -1.5067
2.00 -1.594857 -1.611101 -1.579397 -1.714351 - -
500 -1.990767 -2.005429 -1.986473 -2.068017 - -
7.00 -2.294932 -2.308077 -2.291762 -2.361047 - -
9.00 -2.609254 -2.621081 -2.606672 -2.668026 - -
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Tabela A.6: Fluxo de Poiseuille; taxa de fluxo Up, a« = 0.8, € = ¢),.

Tabela A.7: Fluxo de Poiseuille; taxa de fluxo Up, o = 0.5, € = €.

2a  BGK][0] S[16] GJ MRS
0.05 -3.080711 -3.097846 -2.871335 -3.605982
0.10 -2.707741 -2.718471 -2.528141 -3.162418
0.30 -2.244771 -2.259815 -2.133380 -2.583784
0.50 -2.102266 -2.118965 -2.022178 -2.383892
0.70 -2.038767 -2.056251 -1.977833 -2.282043
0.90 -2.009241 -2.027095 -1.961399 -2.226183
1.00 -2.001867 -2.019813 -1.959133 -2.207674
2.00 -2.041385 -2.058000 -2.025320 -2.180238
500 -2.438234 -2.452641 -2.437714 -2.513151
7.00 -2.746112 -2.758029 -2.747261 -2.805586
9.00 -3.063464 -3.075045 -3.065281 -3.113774

2 BGK[6] S[16] GJ MRS  CES[115] ELB[I19]
0.05 -5.223296 -5.242765 -4.852529 -6.144830 - :
0.10 -4.556406 -4.580089 -4.266326 -5.339655 -4.3156  -4.3868
0.30 -3.778472 -3.806140 -3.615479 -4.321463 - -
0.50 -3.544371 -3.571767 -3.433126 -3.975999 - -
0.70 -3.437669 -3.464010 -3.356022 -3.799162 - -
0.90 -3.383887 -3.409028 -3.321627 -3.695611 - -
1.00 -3.368218 -3.392768 -3.313354 -3.659804  -3.2959  -3.3264
2.00 -3.376574 -3.396464 -3.359342 -3.551541 - -
500 -3.774402 -3.788425 -3.779950 -3.845856 - -
7.00 -4.088108 -4.100498 -4.096345 -4.137139 - -
9.00 -4.410190 -4.421533 -4.419360 -4.447203 - -

Tabela A.8: Fluxo de Poiseuille; taxa de fluxo de calor Qp, a = 1.0, € = ¢,,.
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2a BGK S[16] GJ MRS CES[115] ELB[119]
0.05 8.452893(-1) 8.726031(-1) 8.127809(-1) 1.011312(-1) - -
0.10 6.949271(-1) 7.326778(-1) 6.911764(-1) 8.368888(-1) 7.9087(-1) 7.9928(-1)
0.30 4.841992(-1) 5.408308(-1) 5.322607(-1) 5.819973(-1) - -
0.50 3.984992(-1) 4.629360(-1) 4.689861(-1) 4.760695(-1) - -
0.70 3.463780(-1) 4.146525(-1) 4.288656(-1) 4.118093(-1) - -
0.90 3.097001(-1) 3.798075(-1) 3.988653(-1) 3.669751(-1) - -
1.00 2.948999(-1) 3.654556(-1) 3.861453(-1) 3.490244(-1) 4.0456(-1)  3.8908(-1)
2.00 2.062428(-1) 2.740809(-1) 2.984435(-1) 2.439765(-1) - -
500 1.142597(-1) 1.639865(-1) 1.779373(-1) 1.400651(-1) - -
7.00 8.850228(-2) 1.295007(-1) 1.389442(-1) 1.112540(-1) - -
9.00 7.218664(-2) 1.068076(-1) 1.135590(-1) 9.270794(-2) - -




Tabela A.9: Fluxo de Poiseuille; taxa de

fluxo de calor Qp, a = 0.8, € = ¢,

2a BGK S[16] GJ MRS

0.05 1.080865 1.126604 1.046378 1.313809

0.10 8.659804(-1)  9.262419(-1) 8.725215(-1)  1.061047

0.30 5.712072(-1) 6.527348(-1) 6.416194(-1)  7.013608(-1)
0.50 4.551663(-1) 5.423717(-1) 5.476142(-1) 5.573891(-1)
0.70 3.864581(-1) 4.747735(-1) 4.882096(-1) 4.723302(-1)
0.90 3.392428(-1) 4.267657(-1) 4.446139(-1) 4.142153(-1)
1.00  3.205049(-1) 4.072612(-1) 4.264843(-1)  3.912642(-1)
2.00 2.129203(-1) 2.884905(-1) 3.097824(-1)  2.611884(-1)
500 1.116569(-1) 1.617243(-1) 1.736044(-1) 1.414748(-1)
7.00 8.533480(-2) 1.256771(-1) 1.338234(-1) 1.103297(-1)
9.00 6.907720(-2) 1.027228(-1) 1.086335(-1) 9.084000(-1)

Tabela A.10: Fluxo de Poiseuille; taxa de fluxo de calor Qp, a = 0.5, € = ¢,,.
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2a BGK S[16] GJ MRS CES[115] ELB[119]
0.05 1.653688 1.765080 1.643992 2.053106 - -
0.10 1.266441 1.401214 1.328600 1.586520 1.5426 1.5680
0.30 7.580823(-1) 9.094469(-1) 8.988866(-1) 9.585860(-1) - -
0.50 5.705722(-1) 7.155058(-1) 7.220610(-1) 7.249331(-1) - -
0.70 4.649665(-1) 6.004731(-1) 6.136016(-1) 5.932632(-1) - -
0.90 3.953836(-1) 5.216112(-1) 5.374411(-1)  5.064594(-1) - -
1.00  3.685434(-1) 4.904286(-1) 5.068999(-1) 4.729514(-1) 5.3760(-1) 5.2876(-1)
2.00 2.245046(-1) 3.143404(-1) 3.297997(-1)  2.924944(-1) - -
500 1.075322(-1) 1.578737(-1) 1.660710(-1) 1.440395(-1) - -
7.00 8.036290(-2) 1.193804(-1) 1.251136(-1) 1.090310(-1) - -
9.00 6.421908(-2) 9.606501(-2) 1.003145(-1) 8.803635(-2) - -
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A.2 Problema de Creep Térmico

Tabela A.11: Creep Térmico; taxa de fluxo de calor Q7, a = 1.0, € = ¢,,.

2a BGK S[16] GJ MRS CES[115] ELBI[119]
0.05 -4.680041 ~4.831144 ~4.504804 -5.543146 - -
0.10 -3.845970 -4.054605 -3.799749 -4.629225 -3.8509  -3.9037
0.30 -2.593221 -2.895432 -2.772281 -3.208985 - -
0.50 -2.060460 -2.391702 -2.326588 -2.587427 - -
0.70 -1.735295 -2.074602 -2.041635 -2.203032 - -
0.90 -1.508664 -1.846710 -1.833057 -1.932746 - -
1.00 -1.418245 ~1.753750 ~1.746809 -1.824313 -1.8018  -1.7830
2.00 -8.998178(-1) -1.189527 -1.205465 -1.194010 - -
500 -4.350602(-1) -6.166694(-1) -6.261105(-1) -6.061538(-1) - -
7.00 -3.234888(-1) -4.661777(-1) -4.718413(-1) -4.583449(-1) - -
9.00 -2.573167(-1) -3.742993(-1) -3.779330(-1) -3.686551(-1) - -

Tabela A.12: Creep Térmico; taxa de fluxo de calor Q7, a = 0.8, € = ¢,,.

24 BGK S[16] GJ MRS
0.05 -6.081104 26.338332 ~5.892720 7314524
0.10 -4.868631 -5.207173 -4.871609 -5.963964
0.30 -3.106981 -3.549437 -3.398417 -3.927408
0.50 -2.393757 -2.850572 -2.772062 -3.075803
0.70 -1.973510 -2.421921 -2.380635 -2.565992
0.90 -1.688579 -2.120914 -2.100772 -2.216497
1.00  -1.576897 -2.000095 -1.987054 -2.078552
2.00 -9.609408(-1) -1.295901 -1.306131 -1.305258
500 -4.476423(-1) -6.406427(-1) -6.470887(-1) -6.340642(-1)
7.00 -3.300867(-1) -4.789028(-1) -4.827555(-1) -4.738794(-1)
9.00 -2.613438(-1) -3.820983(-1) -3.845659(-1) -3.784606(-1)
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Tabela A.13: Creep Térmico; taxa de fluxo de calor Qp, o = 0.5, € = ¢,,.

2a BGK S[16] GJ MRS CES[115] ELB[119]
0.05 -9.463246 -1.010061(1)  -9.393505 1.166465(1) - -
0.10 -7.209772 7.976847 -7.492182 -9.076200 76317 -7.7797
0.30 -4.154572 -4.983364 -4.806069 -5.424814 . .
0.50 -3.030553 -3.798980 -3.715732 -4.031978 . .
0.70  -2.408873 -3.108894 -3.066598 -3.246699 - .
0.90 -2.006798 -2.644884 -2.623204 -2.731767 - -
1.00 -1.853778 -2.463996 -2.448744 -2.534087 25170 -2.5138
2.00  -1.059690 -1.478801 -1.482609 ~1.488727 . .
5.00 -4.668760(-1) -6.789398(-1) -6.817272(-1) -6.764930(-1) . -
7.00 -3.401030(-1) -4.990292(-1) -5.006854(-1) -4.970621(-1) - -
9.00 -2.674430(-1) -3.943911(-1) -3.954490(-1) -3.929535(-1) - -
A.3 Deslizamento Viscoso

Tabela A.14: Deslizamento Viscoso; perfil de velocidade uk (7), a = 0.8, € = ¢,.

T BGK]6] S[16] GJ MRS
0.00 1.109556 1.105374 1.101067 1.113607
0.20 1.457664 1.451978 1.479487 1.407057
0.40 1.717270 1.711784 1.743722 1.653260
0.60 1.954782 1.949830 1.982066 1.885789
0.80  2.181057 2.176739 2.207842 2.110757
1.00  2.400515 2.396848 2.426265 2.330804
1.40 2.827181 2.824734 2.850382 2.761323
1.80  3.244222 3.242822 3.264901 3.183594
2.00  3.450500 3.449557 3.470018 3.392619
2.50  3.961982 3.961999 3.978943 3.910825
3.00  4.469502 4.470262 4.484389 4.424530
500 6.482403 6.484772 6.492453 6.455548
7.00  8.485905 8.488845 8.494070 8.469199
10.0 1.148726( 1)  1.149046( 1)  1.149451( 1)  1.147806( 1)
15.0 1.648761( 1) 1.649089( 1)  1.649457( 1)  1.648282( 1)
20.0 2.148765( 1)  2.149093( 1)  2.149458( 1)  2.148411( 1)




A.4 Deslizamento Térmico
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Tabela A.15: Deslizamento Térmico; perfil de velocidade ug(7), o = 0.8, € = ¢,,.

T BGK][6] S[16] GJ MRS
0.00 2.692240(-1) 3.711238(-1) 3.379211(-1) 4.359399(-1)
0.20 4.086951(-1) 5.691342(-1) 5.777813(-1)  5.676998(-1)
0.40 4.756064(-1) 6.720966(-1) 7.007845(-1)  6.380890(-1)
0.60 5.211386(-1) 7.454564(-1) 7.869566(-1) 6.893105(-1)
0.80 5.548278(-1) 8.016237(-1) 8.514985(-1)  7.295695(-1)
1.00  5.808647(-1) 8.462270(-1) 9.014658(-1)  7.625245(-1)
140  6.183047(-1) 9.123643(-1) 9.725741(-1)  8.138899(-1)
1.80 6.435172(-1) 9.583741(-1) 1.019082 8.524274(-1)
2.00 6.531161(-1) 9.762356(-1) 1.036253 8.683400(-1)
2.50 6.711948(-1) 1.010443 1.067338 9.010527(-1)
3.00 6.834851(-1) 1.034161 1.087112 9.263171(-1)
500 7.058284(-1) 1.078411 1.117858 9.863653(-1)
7.00 7.123957(-1) 1.091750 1.124326 1.014806
10.0 7.151015(-1) 1.097294 1.126128 1.034585
15.0 7.158449(-1) 1.098816 1.126405 1.046088
20.0 7.159260(-1) 1.098980 1.126419 1.049466

Tabela A.16: Deslizamento Térmico; perfil de velocidade ug(7),

T BGK][6] S[16] GJ MRS
0.00 2.692240(-1) 2.474159(-1) 2.252807(-1) 2.906266(-1)
0.20 4.086951(-1) 4.171159(-1) 4.303557(-1) 4.041281(-1)
0.40 4.756064(-1) 4.969709(-1) 5.246377(-1) 4.595403(-1)
0.60 5.211386(-1) 5.500899(-1) 5.853359(-1) 4.978726(-1)
0.80 5.548278(-1) 5.883074(-1) 6.272958(-1) 5.268052(-1)
1.00 5.808647(-1) 6.169303(-1) 6.573594(-1) 5.496727(-1)
1.40 6.183047(-1) 6.561058(-1) 6.957869(-1)  5.837490(-1)
1.80 6.435172(-1) 6.806325(-1) 7.175382(-1) 6.079385(-1)
2.00 6.531161(-1) 6.894408(-1) 7.247419(-1) 6.175447(-1)
250 6.711948(-1) 7.049990(-1) 7.364035(-1) 6.365105(-1)
3.00 6.834851(-1) 7.145970(-1) 7.426990(-1) 6.503499(-1)
500 7.058284(-1) 7.289012(-1) 7.499523(-1) 6.796311(-1)
7.00 7.123957(-1) 7.317642(-1) 7.508046(-1) 6.910144(-1)
10.0 7.151015(-1) 7.325443(-1) 7.509371(-1) 6.973925(-1)
15.0 7.158449(-1) 7.326640(-1) 7.509464(-1)  7.001093(-1)
20.0 7.159260(-1) 7.326699(-1) 7.509466(-1) 7.006412(-1)

a=0.38, =c¢;.
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Apéndice B METODO DE LATTICE
BOLTZMANN

Nos capitulos anteriores foram apresentados problemas de transferéncia de calor
e de fluxo de gases rarefeitos usando o método ADO para resolugao de modelos
cinéticos derivados da ELB. Os préximos dois capitulos sao referentes ao método
de lattice Boltzmann, método que tem sido cada vez mais utilizado na &area de
dinamica de fluidos computacional, relacionando o uso da equacao de Boltzmann

para problemas em regime continuo (macroescala).

Este capitulo tem carater introdutério, onde sera feito um panorama do método,
descrevendo suas origens e apontando possiveis aplicagoes [54]. Também sera abor-
dada uma detalhada derivacao da equagao de lattice Boltzmann a partir da equacao

de Boltzmann, através de um procedimento geral.

B.1 Introducao

Segundo McNamra [81] e Lebowitz [65], testemunhou-se nos tltimos anos o
rapido desenvolvimento do método conhecido como Método de Lattice Boltzmann
(MLB). Desde o inicio, esse método se mostrou capaz de simular os mais diver-
sos sistemas, principalmente por sua habilidade de tratar problemas de fluxo com
condigoes de fronteira complicados. Dentre as possiveis aplicagoes do MLB, temos
os problemas hidrodinamicos [81, 7] e os magneto-hidrodinamicos [32]. No estudo
dos fenomenos de transporte, esse método computacional foi empregado como uma
nova alternativa, de onde foram obtidas algumas solucoes analiticas para fluxos nao

uniformes em problemas bi e tridimensionais [56, 47].

Diferente dos esquemas numéricos tradicionais (baseados na discretizacao das

equagoes), o MLB é baseado em modelos microscépicos e equagoes cinéticas [30],
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onde basicamente é considerado que o comportamento do fluido é o resultado do
comportamento coletivo de uma grande quantidade de particulas microscépicas e
que o comportamento desse fluido nao é sensivel a pequenas perturbagoes de nivel

microscopico.

Segundo Doolen em [30], a idéia principal do método é construir um modelo
cinético simplificado que incorpore a fisica essencial dos processos microscépicos de
forma que as propriedades macroscépicas obtidas satisfacam as equagoes macroscopicas
desejadas. Dessa forma, evita-se resolver diretamente equacao cinéticas mais com-
plicadas, tais como a equacao de Boltzmann nao-linear, uma vez que é evitado seguir

cada particula como em simulagoes de dinamica molecular.

Além disso, aliando o fato desse método ser totalmente paralelizavel com a
utilizagao de computadores mais modernos e de varios processadores em paralelo,

tornou o MLB uma ferramenta poderosa no estudo de vérios sistemas complexos.

Historicamente, os modelos de Lattice Boltzmann evoluiram diretamente dos
modelos de “lattice-gas automata” (LGA) [41]. Enquanto os modelos LGA sao
booleanos, os modelos MLB correspondem a parte numérica dos modelos LGA -
uma particula no modelo LGA (representada por um nimero booleano) é substituida
pela fungao distribui¢ao de uma tinica particula (representada por um niimero real).
Embora a conexao entre os modelos MLB e a equacao de Boltzmann serem dis-
cutidas em vérios lugares [63, 79], até agora nao existem resultados tedricos nessa

direcao.

Mesmo faltando um estudo mais rigoroso do método, existem algumas ime-
diatas implicagoes. Por exemplo, o método MLB nao tem tido muito sucesso em
simulagoes de sistemas termo-hidrodinamicos [79, 80|, nem tem sido capaz de ser
implementado em malhas arbitrarias [7, 131], apesar do consideravel esfor¢o que tem

sido aplicado nessa direcao.
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O modelo cinético que sera utilizado aqui é o BKG com uma tnica relaxacao
no tempo [8, 68]. Apesar do modelo BGK ter algumas limitagdes inerentes, tais
como o numero de Prandtl fixo, o modelo pode ser generalizado para remediar essas
falhas [67]. Dessa forma, ¢ suficiente usar o modelo BGK no estudo de problemas

hidrodinamicos para um tnico fluido.

Nas secoes seguintes, a notagao que sera seguida ¢ a mais usual dentro desta

metodologia.

B.2 Discretizacao da Equacao de Boltzmann

Para a andlise seguinte, apds feita uma aproximagao pelo modelo BGK |8, 68|,

a equacao de Boltzmann fica escrita na forma

of 1
L rE V= —5(F—g), (B.1)

onde f = f(z,€,t) é a fungao distribuigdo de uma tnica particula, £ é a velocidade
microscépica, —1/\ é a freqiiéncia de colisdo e g = g(z,€,t) representa a funcao

distribuicao Maxwelliana

p (£ —w)?
9= rrT)02 P (‘ ORT ) (B2)

onde R ¢ a constante de gases ideais, D ¢é a dimensao do espago, e p, u e T' sao,
respectivamente, densidade macroscopica, velocidade e temperatura. Repare que a
expressao dada por g pela Eq. (B.2) tem a mesmo papel da expressao dada por f

pela Eq. (2.4).

Segundo He [54], define-se também as varidveis macroscopicas, p, w e T como

sendo os momentos da funcao distribuicao f

o= [ it (B.3)
pu— [ erig (B.4)
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e
1
oE = [ €~ wirie (B.5)
A energia também pode ser escrita em termos da temperatura 7' [54]
D D
E = —ORT = TONAk:BT (B.6)

onde Dy, N4 e kp sao, respectivamente, o nimero de graus de liberdade de uma

particula, o nimero de Avogadro e a constante de Boltzmann.

B.3 Discretizacao do Tempo

Para encontrar a equacao evolutiva da fungao distribuicao f, supde-se que

f=fx &), 9g=g(&1t), x=(11,22,23) €€ = (&,&,&3). Dessa forma, consegue-

se reescrever a Eq. (B.1) como

1 of of of of\ 1
N —+(517f2,§3)' (%’8_@’8_353) +Xf
= gf (fl of +52 f +53 af) %f (B.7)

onde, multiplicando por exp (¢/\), resulta em

(D)l - ()% ()]
e () o on ()] o

Definindo
t
Flo.gt) =ow (1) f@en (B9)
Glo.6t) = (1) @600 (B.10)
e substituindo na Eq. (B.8), obtém-se
oF OF oF 1
e (51 o &g +£3 3) =G (B.11)
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Ao ser utilizado o método das caracteristicas na resolucao da Eq. (B.11), tem-se
que toda a informacao que F' possui é carregada ao longo das curvas caracteristicas.
Em circunstancias mais gerais, a restricao de F' sob uma curva caracteristica ¢ a de

que ela satisfaca uma EDO em ¢. Sendo assim

dF  OF <8F dvy | OF dxy 8_Fdx3) 1
A

- = - i — ) = —@. B.12
dt ot Ox; dt * Oxy dt + Oxs dt ( )
Comparando as Eqs. (B.11) e (B.12), verifica-se que

dzs
dt

d.ﬁCl

dl’g
&1, P &2,
Portanto, tem-se que
l’l(t) = £1t —+ Kl, xg(t) = fgt + KQ, l’g(t) = fgt -+ Kg <B14)

onde, usando a definicao feita para x e € no inicio dessa secao, juntamente com

K = (K, K, K3), conclui-se que
z(t) =&+ K. (B.15)

Ainda da Eq. (B.12), usando a Eq. (B.15) e trocando a notagao t por 7, tem-se

Cler K &)= G+ K 7). (5.16)

T

Além disso, ao integrar a Eq. (B.16) em 7 de ¢ a ¢ + 0t, substituindo K = x — £t

encontra-se

t+ot 1
Flo+E(t+ 0t —1),6,t+0t) — / SG(e +E(r —1),€, T)dr +
b Pz €t —1).61). (B.A7)

Agora, substituindo na Eq. (B.17) as defini¢ao feitas para F' e G, tem-se

_ t+0t _
flx+ &0t &t + 0t) = exp (%) %/ exp <Tt> g+ &t —1),& 1)dr +

+exp (‘T‘;t) f@,€.1) (B.18)
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Assim, fazendo uma mudanca de varidvel de integracao t' = 7 — t, a solucao repre-

sentada pela Eq. (B.18) fica na forma

—5t\ 1 [ t
flx + &0t & t+6t) = exp (T) X / exp (X) glx + &€ t+t)dt +
0

+ exp (_T&) f(2,,1). (B.19)

Note que, independente de que unidade f venha a ter, € precisa ser uma unidade
de velocidade [34]. Assim, & pode ser chamada de velocidade de propagacao e a
solucdo da Eq. (B.19) representa sinais ou ondas se propagando em uma determi-

nada dire¢ao com velocidade [€].

Repare também que as curvas caracteristicas indicadas pela Eq. (B.15) repre-
sentam retas onde, para cada i, & representa a velocidade com que a fungao evolui

no tempo na diregao z; e 1/&; indica com que inclinagao é feito isso.

Sendo assim, uma vez que é conhecida velocidade com que a fungao se propaga
em cada diregao e a posicao inicial, para qualquer instante de tempo em que o

fenomeno evolui, sabemos exatamente para que posi¢ao a funcao evoluira.

Agora, assumindo 0t pequeno o suficiente, g suficientemente suave e que g
também evolua sobre as curvas caracteristicas, pode-se usar o Teorema do Valor

Médio e escrever
gz +&0t,&,t+0t) = g(z,&,t) + ¢ (x + Emdt, &, t + mdt)dt, 0<m <1 (B.20)

onde, tomando 0 < m < 1 (ou 0 < mdt < 6t) e isolando o termo da derivada, tem-se

g((l? +£5t7£7t + 6t> — g(x7€>t)

g (x +Emt, &t +mdt) = 5

(B.21)

Convencionando ty = t + mdt e ' = mdt (implicando que ty = t + t') e usando a
hipétese de que g é suficientemente suave e continua localmente (em ty), pode-se

expressar g em uma vizinhanga de ty por uma série de Taylor, isto é

gx, &) =glx + &' Et+t)+ g @+ & 6t +t)(t—t —1t))+

+O0 ((t—t—1')%), (B.22)
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que resulta em

(m + gt/7£7 t + t/) - g(x7§7 t)
t/

Substituindo na Eq. (B.21) a Eq. (B.23), tem-se como resultado

g<x +€5t7€7t + (5t) — g(.’l?,f,t) _ g(x +§t,7§7t+t,) — g(xaé‘?t) /
- - g +O(t). (B.24)

Jareretrt) = 7 +0(t). (B.23)

Assim, da Eq. (B.24) chega-se em

/

glx + &' &t +1) =gz, & t) + % (g(x + &0t &t + 0t) — g(x, &, 1)) +

+0 (7). (B.25)
Além disso, pode-se considerar que t' = O (§t) uma vez que t' = mdt. Assim

gl + & & t+1") =g(x,§,1) (1 + g—;) + ;—;g(m +&0t,&,t + 0t) + O (6¢%) .(B.26)

Substituindo a Eq. (B.26) na Eq. (B.19) e negligenciando os termos O(dt?),

pode-se mostrar que

f(x + &5t &t + 0t) exp (%) —

= g(x + &6t, &, t + 6t) {exp (%) — % {exp (%) — 1} } +

+g(x,&,1) {—1 + % {exp (%) — 1} } + f(z,€,1). (B.27)

Assim

flx+ &0t &t +ot) =
= [g(x + &t &, t + ot) — g(z,&, 1)) {1 —i—% [exp <_T5t) — 1] } +

Agrupando os termos da Eq. (B.28), chega-se em

flx+&0t.€ t+0t) — f(x,&,t) =
= [g(x +&0t, &, t + 0t) — g(z, &, )] {1—1—% {exp <_Tét) - 1] } +

+[f(z, &, t) — g(z,€,1)] {exp (_T(St> — 1} . (B.29)
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—ot
Agora, usando a série de Taylor centrada na origem de exp (T>’ escreve-se
—ot ot —ot ot
exp (T) =1- X + O(6t*) = exp (T) —1= Y +0(5t*)  (B.30)

que, se for substituida na Eq. (B.29), desconsiderando os termos O(dt?) e fazendo

T = —, tem-se

ot

fo+ €06, 0+00) — f@E 1) = — [f(e.60) — 9@ 0], (B3

onde 7 é a relaxagdo adimensional do tempo. Desta forma, a Eq. (B.31) é de
primeira ordem em dt e é a equacao evolutiva da funcao distribuicao f com tempo
discreto. Vale salientar ainda que a Eq. (B.31) é a equagao bésica do método de

lattice Boltzmann.

Por He [54], apesar de g ter sido explicitamente escrita como uma fungao de
t, essa dependéncia no tempo ficara apenas nas varidveis hidrodinamicas p, w e T,
ou seja, g(x,€,t) = g(z,€ p,u,T). Além disso, como a fungdo g dada pela Eq.
(B.2) é dependente das varidveis p, u e T', o cdlculo dessas quantidades passa a ser
importante. A funcao g também é importante, pois é a partir dela que se constroi

a funcao distribuicao de equilibrio ¢, usada na versao discretizada da Eq. (B.1).

B.4 Calculo dos Momentos Hidrodinamicos

Uma vez obtida a equagao evolutiva da funcao distribuicao f, a préxima etapa
passa a ser a avaliagao numérica dos momentos hidrodinamicos. Para isso, segundo
He [54], faz-se uma discretizagdo apropriada da integral que aparece nas Egs. (B.3)

a (B.5). Uma vez escolhida a quadratura, essas quantidades sdo computadas por

o= Y wkif(@ &) (B.33)
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B =5 Dl w60, (B.34)

onde as §, sao as velocidades discretas (as abscissas da quadratura) e os w; sdo os

coeficientes peso relacionados com os pontos &,;.

B.5 Calculo da Funcao Distribuicao de Equilibrio

J& obtidas as quantidades p, u e T, o préximo passo € definir a funcao dis-
tribuicao de equilibrio f¢?. Segundo He [54], a funcao f¢? é obtida através do
truncamento da série de Taylor do termo exponencial da funcao g. Assim, partindo

da Eq. (B.2), consegue-se mostrar que

e
(

2rRT)D7 exp (—{2/2RT) [1 +

de onde obtém-se

€0, G0 E] g

eq _ P <D (—&2 _
1 = Grrypr &0 (-6 /2RT) [H RT ' 2(RT) 2RT

Para a construgao da Eq. (B.36) foram preservados termos até O(u?). Contudo,
se houver a necessidade de manter termos de mais alta ordem, o mesmo argumento

pode ser repetido.

Uma vez descoberta a funcao de distribuicao de equilibrio ¢, ao invés de se
usar a Eq. (B.31) escrita em termos de g, ela passa a ser escrita em termos de f€7.
Dessa forma, consegue-se finalmente a equacao evolutiva para o método de lattice

Boltzmann

! [f(il/',f,t) _feq(x’é”t)L (B37)

T

flx+&6t,&t+6t) — f(x,&,1) =

De um modo geral, na utilizacao do método de lattice Boltzmann (para cada
passo de tempo) sao seguidos os seguintes passos: construgao da f¢?; a utilizagao da

f¢? na determinacao das f(z,§;,t); avaliagdo das quantidades de interesse a partir
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dos resultados obtidos para as f(z,&;,t); a utilizacdo das quantidades de interesse

para atualizar o valor de f€I.

A partir das informacgoes apresentadas aqui, o proximo capitulo serda baseado
no trabalho de Zuo, Hou e Doolen [137] e tratard de uma aplicacdo desse método

na resolucao do problema de Poiseuille utilizando malhas triangulares.
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Apéndice C UMA APLICACAO DE LATTICE
BOLTZMANN

Considerando-se aqui o modelo lattice Boltzmann para um problema de fluxo
em uma malha triangular (também chamado de modelo FHP [41]) como mostra a
Fig. (6.1). Para este modelo, existem dois tipos de particulas em cada nodo: as
particulas estaticas (tipo 0) com &, = 0 e as particulas em movimento (tipos 1 a 6)
com velocidades unitérias €, = (cos[(i — 1) /3],sin[(i — 1)7/3]), ¢ = 1, ..., 6, ao longo
das 6 diregoes. Considera-se também as fungoes distribuicao de particulas fi(z,t),
que representam a probabilidade de encontrar uma particula no nodo x = (z,y) e
tempo t com velocidade €,. Assim, o modelo lattice Boltzmann BGK dado pela

Eq. (B.31) para a evolugao de f; é dado por
1
filx + 6t€;, t + 6t) — fi(x,t) = —=[fi(z,t) — [V, 1), i=0,...,6, (C.1)
T

onde fi(o) (z,t) é a distribuigao de equilibrio da particula do tipo i em z e t (f?(z,t)

Figura C.1: A geometria do fluxo no canal plano.

tem o mesmo papel da fungao f°U(z,€,t) do capitulo anterior). O lado direito
representa o termo de colisao, e 7 é uma relaxacao simples no tempo que controla
a taxa de aproximacao do equilibrio. A densidade p em cada nodo e a velocidade

macroscopica do fluxo u foram definidas anteriormente pelas Eqs. (B.32) e (B.33) e
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para este problema sao escritas na forma

6

6
Y fi=p Y fi&i=pu (C.2)
=0

i=0

Na literatura, em trabalhos como os de Wolf [135] e Paiva [86], é relatado que
a funcao distribuicao de equilibrio pode ser deduzida a partir de consideracoes no
processo de colisao, como a conservacao de massa e quantidade de movimento, e
também que, a partir da funcao f¢, é possivel recuperar as equagcoes governantes

do fenomeno fazendo uso do método multi-escala de Chapman-Enskog [28].

Segundo Qian [93], a fun¢ao distribuicao de equilibrio adequada para este prob-
lema (aplicada ao modelo FHP) deve depender apenas da densidade e da velocidade,

sendo escrita como

9 = dy—pu-u, (C-3)
fY = dt (p/3)E w) +2Ew)’ —1/2w-w)l, i=1,..6, (C4)

onde d = (p — dy)/6, p é a densidade e u = (uy,u,) é o vetor velocidade.

Segundo Zou [137], a partir de uma modificagdo da Eq. (C.1), o problema do
fluxo de Poiseuille pode ser descrito (via modelo LBGK) por

i@ + 8t€, t + 6t) — fiz,t) = —%[fi(m, t) — £, )] + hiot, (C.5)
onde h; é escolhido como
ho=0, h;=G/4,i=1,2,6; h;,=—-G/4, i=3,4,5, (C.6)
tal que

Z hi =0, Z hi&; =0, Z hi&ia&ig = 0 (C.7)

e G é definido por
G = 2pvuy/L?, (C.8)
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onde v = [(21 — 1)/8]dt ¢é a viscosidade, uy uma velocidade de referéncia e 2L a
largura do canal. O termo h;dt que aparece ao lado direito da Eq. (C.7) representa

o gradiente de pressao que caracteriza o fluxo de Poiseuille.

Agora, supondo f;(z,t) uma solucao da Eq. (C.5) e que representa exatamente

o fluxo de Poiseuille, algumas consideragoes devem ser feitas [137]

1. fi(z,t) é estaciondrio (independente de t);

2. fi(z,t) é independente de x, conseqiientemente é apenas uma fungao de y, deno-
tada por f;(y);

3. faly) = fo(—vy) e f3(y) = f5(—y) devido a simetria do fluxo;

4. Z fi(y) = p é constante;

5. Z [i(¥)&iw = pus(y), onde u,(y) = up(1 — y?);
6. > fily)&y = 0.

Ainda, de acordo com as Egs. (C.3) e (C.4) e usando a defini¢ao de §; feita

anteriormente, obtém-se as seguintes fungoes distribuicao de equilibrio

) = do— pu?, (C.9)
2
o _ d+%+%, (C.10)
© d+%, (C.11)
pU
O d-", (C.12)
2
© _ g, e 1
| =+ (C.13)
pu
O = A= (C.14)
pu
3= A (C.15)

onde u = u,(y) e d = (p — dp)/6. Usando as restricoes 1 e 2 na Eq. (C.5) para
i=0,1,4, obtém-se

foly) = do— pu?, (C.16)

2
fily) = d+%+%+¥ (C.17)
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faly) = d=F+5 —— (C.18)

O procedimento que determina as distribuigoes fo(y), f3(v), f5(v) e fe(y) é um pouco
diferente. Como as distribuigoes fi(o) sao fungoes apenas de u (ou seja sao fungdes

de 2 pela restricao 5, propoe-se que
fily) = ai + biy + ciy®,  i=2,3,5,6, (C.19)

onde os 12 coeficientes desconhecidos a;, b; e ¢; vao depender das quantidades de

fluxo 7 e dy e nao de y. Usando a restricao 3, obtém-se
ag + boy + oy = ag — by + cgy®,  az + by + c3y® = a5 — bsy + csy°,  (C.20)
para todo y. Portanto
as =ag, az=as, by=—bg, by3=—bs, ca=c¢5 c3=c5. (C.21)
Da mesma forma, usando a restrigao 6, encontra-se
2boy + 2b3y = 0, (C.22)

de onde conclui-se que

Usando a restrigao 4 juntamente com as Eqgs. (C.21) e (C.23), chega-se em

2(az + az) + 2(c2 + e3)y” + fo(y) + fr(y) + faly) = p, (C.24)

onde, aplicando as Egs. (C.16) a (C.18) juntamente com a expressao de d, encontra-

Se

1
as +as = §(p — do — Qd) = 2d, Co+c3 = 0, (C25)

que resulta em

Co = —Cs, as = 2d — as (026)
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Da mesma forma, usando a restri¢ao 5 aliada as Eqs. (C.16) a (C.18), chega-se em

puy  O0tTG Plo
—d _ =, C.27
ay=d+ = @ 5 (C.27)
Nesse ponto, o unico coeficiente ainda desconhecido é o by. Assim, usando a Eq.

(C.5) para i=2, tem-se

1 otG
hly+dy) = hy) = == (hy) - A7) + T (C.28)
onde dy se caracteriza por ser o espacamento entre duas linhas da malha que é dado

por dy = (v/3/2)ét. Usando na Eq. (C.28) na expressao de fQ(O), pode-se obter

1
Co [y2 + 2udy + (dy)z} + boy + body + as = (1 - ;) [czyQ + by + (12} +

oG

[, 1
+= [d+ ~puo(1 —y2)} +

T 6
resultando do balanco dos termos lineares em y que

Tpuody

bQI 3

(C.30)

e as equacoes para os coeficientes de y? e y° também sao satisfeitas bem como as

equacoes evolutivas para f3, f5 e fg para as escolhas de a;, b; e ¢; feitas acima.

Dessa forma, obteve-se as quantidades

foly) = do— pu?, (C.31)
pu  pu?  StrG

fily) = d—f—?—f—T'f‘ 1 (C.32)
2 d TG
foly) = d- pu60y + Tpugy A % -== (C.33)
2
puoy”  Tpugydy  pug  OtTG
- d _ B — C.34
2
o, pu oput TG
fily) = T T3 T (C.35)
Ay = d+ puoy> N Tpuoydy puo n otrG (C.36)
6 3 6 4 '
puy®  Tpugydy | pug  OtTG
foly) = d— - + = - (C.37)

6 3 6 4 7

(C.29)
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que satisfazem as restrigoes 1-6 e que, juntas com a distribuicao de equilibrio dada
pelas Egs. (C.9) a (C.15), satisfazem a equacio LBGK dada pela Eq. (C.5). Por

isso, a Eq. (C.5) é uma representacao do fluxo de Poiseuille na regiao y € [—1, 1].

Para finalizar, é necessario verificar quais condi¢oes de contorno correspondem
a solucao das Eqs. (C.31) a (C.37). Para isso, serd feita uma analise do contorno

inferior (para o contorno superior o processo é equivalente).

Assim, tomando y = —1 e u = 0, tem-se
foly) = do, (C.38)
hily) = d+ &ZG, (C.39)
fly) = a- PRl TG (.40)
fsly) = d+ T’ngody + &ZG, (C.41)
faly) = d— %%G, (C.42)
foly) = d—2 gody + &iG, (C.43)
foly) = d+2 gody - &ZG, (C.44)

Baseado nas Eqs. (C.39) a (C.44), nota-se que quando se estd trabalhando
em nodos sobre o contorno, tem-se fo = f5 — 20t7G /4 e f3 = fg + 20tT7G /4. Dessa
forma, segundo Zou [137], condigoes do tipo bounce-back onde fo = f5 e f3 = fg sao

recomendadas para extrapolacao do dominio, uma vez que o erro causado é pequeno

(da ordem de dt).

Outro fato importante que deve ser salientado é que, para qualquer ponto
y € [—1,1], o perfil de velocidade obtido pela Eq. (C.2) é da forma ug(1 —y?), e que
esse carater parabdlico para o problema de fluxo de Poiseuille ja foi verificado por

outras metodologias.



