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Resumo

Este trabalho trata de estimativas inferiores para o primeiro autovalor do
problema de Dirichlet para o Laplaciano para dominios relativamente com-
pactos contidos em variedades riemannianas. Essas estimativas sao obtidas
com hipdteses sobre a curvatura seccional ou a curvatura de Ricci radial e a
curvatura do bordo do dominio.

Palavras-chave: Primeiro Autovalor; Variedades Rotacionalmente Simétri-
cas; Teoremas de Comparacao.



Abstract

This paper deals of lower estimates for the first eigenvalue of the Dirichlet
problem for the Laplacian for relatively compact domains contained in Rie-
mannian manifolds. These estimates are obtained with assumptions on the
sectional or Ricci radial curvature and the curvature of the boundary of the
domain.

Key-words: First Eigenvalue; Rotationally Symmetric Manifolds; Compar-
ison Theorems.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao iremos tratar de estimativas por baixo para o primeiro
autovalor do Problema de Dirichlet para o operador Laplaciano em variedades
riemmanianas compactas com bordo. A formulacao desse problema é dada
por resolver

Au=—duem M
u=0em OM.

onde M ¢é uma variedade riemanniana compacta com bordo. Denomina-
se por autofuncao toda solucao u nao identicamente nula desse problema
enquanto que o A associado a solucao u é chamado de autovalor.

Uma motivagao fisica para essa situacao vem do problema da membrana
vibrante. A formulacdo matematica deste problema é dada por

_%7

Af_w7

onde A é o Laplaciano do R", f(z,t) depende da posi¢ao = € 2, do tempo
teRe ) CR"”éo formato inicial da membrana quando estda em repouso.
Ao aplicarmos o método de separacao de variaveis para resolver o problema
fazendo a substituicao

f(a, 1) = u(x)o(t),

somos levados a estudar a equagao Au(x) = —Au(z). Nesse caso temos que
A é a frequéncia de vibracao da membrana enquanto a funcao u associada a
tal A\ representa o modo de vibragao da mesma.

Uma das questoes que podem ser abordadas por esse problema é encontrar
a menor frequéncia vibracao da membrana, isto €, o menor nimero real A
para o qual existe solucao u deste problema. Denotamos esse menor valor
por A1 e o denominamos primeiro autovalor de Dirichlet para o Laplaciano.



E possivel mostrar, através do principio do méaximo por exemplo, que
para existir solucao nao trivial do problema é necessario que A seja positivo.
Também é conhecido da literatura matemaética que \; é dado pelo quociente

de Rayleigh

2
Al = inf{w—adul | ue C™(M),ulon =0,u # 0} :
Jar lul?

Na realidade esse infimo é um minimo e é realizado pela primeira autofuncao.
Embora exista essa expressao explicita para \;, no geral é muito dificil cal-
cula-la. Nesse momento é que se torna importante termos teoremas que nos
permitem, com base em informacoes fornecidas pela geometria da variedade,
fazer estimativas do quao grande ou pequeno A; serd. Por se tratar de infimo,
o quociente de Rayleigh ¢ um bom caminho para tentarmos estimar A\; por
cima.

Em nossa dissertacao, tratamos de uma estimativa por baixo para \; feita
em [KR], inspirada no seguinte teorema

Teorema 1.0.1. Seja Q C R™ um dominio limitado. Sejau € C*(Q)NCY(Q)
satisfazendo
Au = f em Q.

Entao existe uma constante C' > 0, dependendo apenas de §2, tal que

sup [u| < sup |u| + C'sup |f].
Q oN Q

Esse teorema se apresenta em uma forma mais geral em [GT], a saber,
substituindo A por um operador eliptico qualquer. Como vamos tratar do
problema de Dirichlet para Laplaciano, basta nos preocuparmos com o ope-
rador A.

Uma vez provado esse teorema, consideramos o problema de Dirichlet

Au=—Xlu em )
u=0 em Of)

com ) C R"™ sendo um dominio limitado. Entao substituindo essas in-
formagoes no Teorema 1.0.1 obtemos

sup lu| < 0+ Csup|— Ay
Q Q

= AC'sup |u|
Q



logo,
1
A > —
C’

Portanto se provado este teorema para dominios, mesmo que em uma
variedade M, teremos um caminho para estimar A;(£2), onde 2 C M. Nesse
caso, a fim de que se obtenha a melhor estimativa possivel, nao se busca
apenas uma constante C' como em [GT] e sim o C' que nos dé a melhor
estimativa possivel.

Na prova do Teorema 1.0.1 apresentada em [GT], utiliza-se da coorde-
nada x; para criar uma funcao auxiliar v que é essencial na demonstracao.
O que os autores perceberam em [KR] é que uma maneira de adaptar a de-
monstragao para M era pensar em x; como sendo a distancia ao hiperplano
{zy = ... = x, = 0} e trocar esse hiperplano por outra subvariedade que se
conheca a funcao distancia a ela. Entao com as devidas adaptagoes, como
veremos no capitulo 4, consegue-se obter a tese do Teorema 1.0.1 e com isso
obter uma estimativa para o primeiro autovalor de um dominio de variedade
riemanniana.

Um dos teoremas que vamos mostrar no capitulo 4 é

Teorema 1.0.2. Seja M uma variedade riemanniana e N C M uma sub-
variedade (n — 1) dimensional. Considere ) uma vizinhanga normal de N e
d: M — R, a fun¢ao distancia a N. Suponha que exista f : [0, R] — R, de
classe C' satisfazendo:

Ad(x) _ [/(d())

n—1" f(d(z))

o- [ At

sup |u| < sup |u| + C'sup |Aul,
Q 09 Q

para todo x € ). Se

entao

para toda u € C%(2) N CO(Q).

Veremos a definicao de vizinhan¢a normal na Defini¢ao 2.1.9.

A hipétese do teorema acima nos motiva a buscar maneiras de estimar
Ad e é baseado nisso que o capitulo 3 desta dissertacao se desenrola. Para
realizar tais estimativas vamos, ainda no capitulo 3, comparar Ad em M com
Ad em variedades rotacionalmente simétricas que sao definidas da seguinte
maneira



Definicao 1.0.3. Uma variedade rotacionalmente simétrica com métrica
associada & f € uma variedade M = [0,00) x S"~! com métrica dada por

ds* = dt* + f(t)*d6? onde f :[0,00) = R, f € C>, f(0)=0e f(0) =1.

Apresentamos um breve estudo a respeito dessas variedades, pois elas
nos permitem realizar calculos importantes, como curvatura por exemplo, de
maneira explicita apenas em func¢ao da funcao f, que aparece na definicao.

E essencialmente o fato de se conhecer tais curvaturas para variedades
rotacionalmente simétricas que permite que procedimentos semelhantes aos
que demonstram o Teorema de Comparacao do Laplaciano para variedades
de curvatura seccional constante sejam, em um certo sentido, aplicados para
mostrar o teorema

Teorema 1.0.4. Seja 2 uma vizinhanga normal de N C M de largura R.
Assuma que f : [0, R] = (0,00) € C*(|0, R]) satisfazendo

/'(0)
£(0)

Considere, v : [0, R] — M uma geodésica qualquer, parametrizada pelo com-
primento de arco tal que v(0) € N e~'(0) = n(+(0)), onden € o vetor normal
de N apontando para ). Assuma também que, para todo t € (0, R] e todo
vetor v € {¥/(t)}* unitdrio, seja vdlida a propriedade

/()

KM(PY/(t)av) S -

f(t)
onde Ky (7' (t),v) € a curvatura seccional de M em ~(t) sobre o plano deter-
minado por ' e v. Entao Vt € [0, R]

Ad(y(®) o ')
n—1 = f@t)’

onde d € a funcao distancia a N.

AQ) <~

O Teorema acima sera mostrado no capitulo 3 dessa dissertacao. Convém
notar que o Teorema de Comparagao do Laplaciano para variedades de cur-
vatura seccional constante exige que uma das variedades tenha curvatura
seccional constante. O teorema acima recupera esse resultado, ja que es-
sas podem ser vistas como variedades rotacionalmente simétrica desde que
escolhamos uma f adequada, a saber f(t) = Sk(t), onde K representa a



curvatura seccional e

( _
senh (v/ Kt)’ e K <0
v—-K
Sk (t) = t, se K =0
K
sen(VED) reso
L VK

Os teoremas que vamos provar no capitulo 3 tém essencialmente suas
hipéteses sobre as curvaturas de Ricci e seccional da variedade riemanniana
M em questao. Embora esses Teoremas nao nos fornegam diretamente ne-
nhuma estimativa para A;, com eles conseguimos fazer com que as hipoteses
dos Teoremas principais do capitulo 4 sejam satisfeitas. Como tais Teoremas
sao os que garantem a estimativa que buscamos para o primeiro autovalor,
vemos que os resultados do capitulo 3 sao de grande utilidade se queremos
obter uma estimativa para \; em variedades que possuem suas curvaturas de
Ricci e seccional bem conhecidas.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo pretendemos familiarizar o leitor com os principais pré- requi-
sitos de geometria riemanniana que essa dissertacao ird abordar. Ao longo do
texto, M denotara uma variedade riemanniana de dimensao n, com conexao
riemanniana V. Admitiremaos também que M é completa, i.e., para todo
ponto p € M, qualquer geodésica y(t) que parte de p esté definida para todo
teR.

2.1 Definicoes

Definicao 2.1.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel
M é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) €
T,M. O conjunto dos campos de vetores diferencidveis de uma variedade M
serd denotado por X (M).

Definicao 2.1.2. Uma métrica riemanniana em uma variedade diferencidvel
M € uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M wm produto
interno ( , ), no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no
sequinte sentido. Se ¢ : U C R™ — M ¢é um sistema de coordenadas locais
em torno de p, com ¢(xy,...x,) =q € ¢(U) e B%i(q) =d¢(0,...,1,...,0), entao

< 9_(q), 2 (q)>p = gij(x1, ..., z,) € uma fungdo diferenciqvel em U.

Observacao 2.1.3. Uma variedade diferencidvel com uma métrica rieman-
niana € dita variedade riemanniana. Nao daremos a definicao explicita de
conezao V de uma variedade(o leitor interessado pode consultar [dC]).

Existem varios objetos matematicos para os quais atribuimos o nome de
curvatura. Por isso é importante darmos um ”sobrenome” para tais objetos,
guardando assim a exclusividade do nome curvatura para
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Definicao 2.1.4. A curvatura R de uma variedade riemanniana M € uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X (M) aplicagio R(X,Y) :
X(M) — X(M) definida por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ + Vixv4;Z € X(M)
onde V € a conexao riemanniana de M.

Em geral, as curvaturas possuem significados geométricos distintos. Al-
gumas delas, como curvatura seccional, sao generalizacoes de curvaturas es-
tudadas em geometria das superficies.

Nesta dissertacao, estaremos interessados em resultados que dependem
de hipdteses sobre algumas dessas curvaturas, pois com elas vamos mostrar
alguns teoremas de comparacao que irao nos auxiliar na busca da estimativa
desejada. Para que nao se torne enfadonha a leitura deste texto, vamos
definir tais objetos no momento em que for necessario utiliza-los.

No proximo exemplo definimos um tipo de variedade que é fundamen-
tal para o desenvolvimento do trabalho. Nele iremos calcular a curvatura
seccional e a segunda forma fundamental, que passamos a definir agora.

Definicao 2.1.5. Dado um ponto p € M e um subespaco bidimensional
o CT,M o nimero real

o) = Bl y)z.y)
Ke9) = 2epF = (o)

onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional de o
em p.

Observagao 2.1.6. A proposicio 3.1 do capitulo 4 de [dC], mostra que se
x,y € o sao vetores linearmente independentes, entio K(x,y) ndo depende
da escolha dos vetores x,y € o, ou seja, curvatura seccional estd bem definida.

Definicao 2.1.7. Sejam N C M wuma subvariedade, p € N e v € T,N.
Dado n € (T,N)*, considere X uma extensdo local de n normal a N. Entdo
a segunda forma fundamental em p, associada ao vetor n € a aplicagao:

577 : T,N — T,N
S,(w) = —(V,.X)T.

Note que S, é uma transformacao linear e portanto possui uma forma
bilinear associada que é B, : T,N x T,N — R, definida por B,(u,v) =
(Sy(u),v). Algumas vezes serd mais conveniente nos referirmos a segunda
forma fundamental de N em p, segundo o vetor 1 como sendo B, (u, ).

8



Exemplo 2.1.8. Uma variedade rotacionalmente simétrica com métrica as-
sociada a f, ¢ wma variedade M = [0,00) x S"1 com métrica dada por
ds? = dt* + f(t)*d6? onde f : [0,00) = Ry, f € C®, f(0)=0c¢ f(0)=1.
Neste exemplo, vamos calcular a curvatura seccional radial em um ponto
pe M.

Considere a parametrizacio ¢ : U C R — M definida por,

gb(t, L1y enny xn—l) = (t, 0(.1'1, cees In_l))7

onde 0 é uma parametrizacao de S"' e U um aberto de R™. Precisamos
agora de uma geodésica radial que liga p a {0} x S"~! (que neste caso se reduz
a um ponto pois f(0) = 0), i.e., uma geodésica 7 : [0,b] — M, %(0) = 0,
7(b) = p tal que 7 seja parametrizada pelo comprimento de arco e que realiza
a distancia. Podemos escolher 3(t) = ¢(t,0). Calcular a curvatura seccional
radial K consiste em escolher o plano o que contenha 7', onde 4 € uma
geodésica radial, e calcular a curvatura seccional dele.

Agora, consideremos a subvariedade N, = {x;d(z) = b}, onde d € a
funcao distancia ¢ {0} x S"~1. Nessas condi¢oes teremos 7' (b) L Ny, e por-
tanto, dado Y € T,N, teremos que (Vy7'(b),Y) € a sequnda forma funda-
mental de Ny. Essa expressao aparece no calculo da curvatura radial portanto
vamos explicitd-la.

Sem perda de generalidade, vamos escolher Y &€ i, o L , que
8x1 81’”_1

€ a base de T,Ny, associada a parametrizacao ¢. Com isso, podemos escolher

0 0 .
—_— ,7'(b) ¢ como base de T,M. Assim, a expressao da métrica
Or1 OTp

de M, associada a essa parametrizacao serd

gij = [*(0)gi;  sei,j<n
Inn = 1
Gin =0n; =0 sei<n

onde §;; € a expressio da métrica de S~ associada a parametrizagio 6, e

Gni = Gkn = 0 para todo i,k < n, ja que 7'(b) € ortogonal a cada B
T
Logo,

k k

onde T¥ sio os sitmbolos de Christoffel da conexdao V, X; é um dos elementos
da base e g;; = (X;, X;) sdo os coeficientes da métrica.

9



Sabemos que:
1 mk 1 mk

onde a ultima igualdade se deve ao fato de que ¢n; = g = 0 para todo
i,k <n e g sio os coeficientes da inversa da matriz (gr,). Derivando gm;
obtemos

Xn(gmi) = 2f () f/(0)(§)mi- (2.3)
Ainda temos que

= F2(t)gm*, (2.4)

sem ou k € diferente den, e tambem, g™ = 1. Para ver isso, basta olharmos
para a matriz da métrica g como dois blocos, um com (§;;) que én—1xn—1
dimensional e o outro unidimensional com o 1. Assim podemos inverter (g;;)
por blocos e concluir o resultado citado.

Portanto

S s - e e

onde 0, =0, sei #k e dy; =1

Concluimos entao que:

0P f@ O 5
Zrm Gki = Z ® OikGri = f(t)g"_ 0 (X;, Xi), (2.6)

0
3%

y B It (¢
<VYV,a—xj> Iy96 = Zf © OikGrj = ‘j];T(t))gija

%+ —, teremos:

(91:]

Além disso, se Y =

/
t
onde a ultima igualdade se dd pelo fato de i # j. Logo, Vx,7 = J;‘"((t)) X;, 0
S
que implica que Sy ) X; = X,
ft)

Temos que [',Y] =0, jd que sao provenientes da parametrizagao.
Portanto a curvatura seccional radial em um ponto p € M € dada por:

10



K&, Y)p) = (VvV37 = VaVyd + Vi Y) ()
= <Vy0 V Vy —FV()’)/ Y>

- (Tl )0
_ < f"ff2 "y —f?/v /YY>() (2.7)

Como vimos, [Y,7'] =0, logo, V5 Y = Vy7'. Portanto seque de, (2.6) e
(2.7) que

J2(b) S2(b) f)

As estimativas, para o primeiro autovalor, que vamos conseguir através
do teorema 1.0.2, em geral nao sao validas se consideramos o problema de
Dirichet em toda variedade M. Entretanto, no préximo capitulo veremos al-
guns teoremas que nos auxiliam na busca dessas estimativas e esses teoremas
sao validos para dominios contidos em M chamados de vizinhancas normais,
que definiremos precisamente abaixo.

Koy — OO = F20) 20 __0)

Definicao 2.1.9. Seja M uma variedade riemanniana completa simples-
mente conexa e seja N C M uma subvariedade n — 1 dimensional compacta,
simplesmente conexa e orientdvel. Fize uma orientacao em N de modo que
para cada v € N, n(x) seja o vetor normal unitdrio.
Seja R > 0 tal que
E:Nx[0,R] - M

E(xvt) = eifpxtn(x),
€ um difeomorfismo sobre sua imagem.

Definimos o interior da imagem deste difeomorfismo como vizinhanca
normal de N na direcao n de largura R. Em geral vamos denotar as vizi-
nhangas normais por 2.

Considere

A = sup {Sup {<SUUJU> | GRS TpN7 |U| = 1}}7
N v

denominamos A como curvatura principal mazima (cpm) de Q. Como N €
compacta, tal supremo sempre existe.

Observacao 2.1.10. Note que, como S, € uma transformacao linear auto
adjunta e portanto diagonalizdvel, esse supremo serd atingido na direcdo de
um autovetor, consequentemente A serd uma curvatura principal o que jus-
tifica 0o nome dado para A.

11



2.2 Campos e N-campos de Jacobi

Vamos definir agora uma classe de campos de vetores, que sao tuteis para
estimar o Laplaciano da funcao distancia, pois como veremos no proximo
lema, esses campos sao os responsaveis por minimizar a forma indice de uma
geodésica. Devido as suas propriedades, os campos de Jacobi sao uteis para
estimar o Laplaciano da distancia ao ponto enquanto os N —campos de Jacobi
servem para estimar o Laplaciano da distancia a subvariedade.

Definicao 2.2.1. Dizemos que um campo de vetores J ao longo de uma
geodésica vy : [0,b] — M € um campo de Jacobi se ele satisfaz, ao longo de
D?J(t)

dt?

+R(Y, J)y' = 0.

Definigao 2.2.2. Seja M uma variedade riemanniana e v : [0,0] — M uma
geodésica. Dados V, W campos de vetores C* por partes ao longo de -,
definimos

LV, W) = / (VWYY — (R V), W)} (1)t

como a forma indice da geodésica v aplicada nos campos Ve W.

Defini¢ao 2.2.3. Seja v : [0,b] — M wuma geodésica. O ponto y(to), to €
(0,b] € dito conjugado de ~(0) ao longo de ~ se existe um campo de Jacobi J
ao longo de vy nao identicamente nulo com J(0) =0 e J(tg) = 0.

Ponto conjugados possuem uma importante relacao com pontos criticos
da aplicacao exponencial como mostra o seguinte teorema.

Teorema 2.2.4. Seja v : [0,b] = M uma geodésica com v(0) = p. O ponto
Y(to), to € (0,b] € conjugado de p ao longo de v se, e somente se, vy = tyy'(0)
¢ um ponto critico de exp,, .

Proof. Sejam v = 7/(0) e w = J'(0). E facil ver que J(t) = (dexp,)w(tw), t €

(0,b] é um campo de Jacobi. Note ainda que J é nao nulo se e s6 se w # 0.
Portanto g = () é conjugado se e 86 se

0 = J(to) = (dexp,)io(tow), w # 0,

ou seja, se e somente se fov ¢ um ponto critico de exp,, . O
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Lema 2.2.5. Seja v : [0,b] — M wuma geodésica sem pontos conjugados
a v(0) no intervalo (0,b]. Seja J um campo de Jacobi ao longo de -y, com
(J,7) =0, e seja V um campo de vetores diferenciavel por partes ao longo
de vy, com (V,~") = 0. Suponhamos que J(0) =V (0) =0 e que J(tg) = V(to),
to € (0,b]. Entdo

[t()(‘]’ J) < Ito(‘/a V)

e a igualdade ocorre se e sé se V- =J em [0, 1.
Proof. Ver Lema 2.2 do capiulo 10 de [dC]. O

Agora vamos conhecer uma generalizagao dos campos de Jacobi, os cha-
mados N —campos de Jacobi. Eles sao campos de Jacobi mas ainda tém de
satisfazer algumas propriedades relacionadas a uma subvariedade N C M e
a geodésica sobre a qual eles estarao definidos.

Definigao 2.2.6. Seja N C M wuma subvariedade e v : [0,b] — M uma
geodésica partindo de p € N tal que v'(0) € (Tyo)N)*. Se é J um campo de
Jacobi ao longo de vy tal que:

1. {(J,7)=0

2. J(O) € T'y(O)N

3. SyJ(0) +J'(0) € (To)N)*

dizemos que J € um N—campo de Jacobi.

Exemplo 2.2.7. Seja M uma variedade rotacionalmente simétrica e N =
Ny, C M uma esfera geodésica Ny de M, como a definida em 2.1.8. Seja

5 : [0, b]~% M uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco, com
7(b) € N e 7'(b) ortogonal a T5u) N, entdo
. f@) =
) =22V,
() = H V)
sdo N— campos de Jacobi assocciados a 7, com |Y(b)| = 1, onde V é um

campo de vetores paralelo e unitdrio ao longo de 7 tal que V(0) € Tﬁ(b)N.
De fato, nesse caso, como vimos no exemplo 2.1.8, temos

K6 x) =2

para todo X; pertencente a base de T,Ny,. Como isso € vdlido para qualquer
ponto no intervalo (0,b], temos que

K605 = -8
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para todo X € X(M) tal que X € T ;yNe e 1X|=1.

Portanto, a curvatura em um ponto p € Sy € dada por

ROV = -7
Logo,
o)+ RGO = Ly LY o

como quem/amos mostrar.

Assim como campos de Jacobi minimizam a forma indice, temos que os
N —campos de Jacobi minimizam a forma indice generalizada que definiremos
agora.

Definicao 2.2.8. Seja N C M wuma subvariedade e v : [0,b] — M uma

geodésica partindo de p € N tal que v'(0) € (Ty)N)*. Dados V,W campos
de vetores C* por partes ao longo de v, definimos

LMWWzAK%W%%M%W%WMWW%&@WWW®>

como a forma indice generalizada da geodésica v aplicada nos campos V' e
w.

Para enunciar o lema que generaliza 2.2.5, precisamos da generalizacao
de ponto conjugado, que sao os chamados pontos focais.

Definicao 2.2.9. Seja N C M uma subvariedade de M. Dizemos que ¢ € M
¢ um ponto focal de N se existe uma geodésica v : [0,b] — M, com ~(0) =
p €N, ~(0) € (T,N)*, v(b) = q, e um N—campo de Jacobi J nio nulo ao
longo de v, tal que J(b) = 0.

Considere N e P subvariedades de M e 7 : [0,b] — M um segmento
geodésico perpendicular a N e P em seus extremos y(0) € N e v(b) € P.
Seja

L ={V |V éum campo de vetores C* por partes ao longo de v com
V(0) € TyoyN e V(b) € Ty P} .

Teorema 2.2.10. Suponha que N nao tem pontos focais ao longo da geodésica
v :[0,b] = M. Dados V € L e Y um N-campo de Jacobi ao longo de v, tal
que Y (b) = V(b), tem-se que Ly(V, V) > Ly(Y,Y) e a igualdade ocorre se, e
somente se, V =Y.

Proof. Ver [dC]. O
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Capitulo 3

Teoremas de comparacao

O objetivo principal deste capitulo é mostrar que com alguma hipdtese de
limitacao sobre a curvatura de Ricci radial em um dominio e curvatura média
no bordo desse dominio ou uma limitagao sobre a curvatura seccional e ¢.p.m.
é possivel obter estimativas para Ad onde d é a funcao distancia.

Na primeira secao mostramos lemas que vao nos auxiliar na demons-
tracoes dos principais resultados, os quais sao enunciados e demonstrados
nas secoes 2 e 3. Reservamos a secao 2 para as estimativas relacionadas ao
Laplaciano da func¢ao distancia a subvariedade enquanto a se¢cao subsequente,
trata do Laplaciano da distancia ao ponto.

3.1 Lemas

Vejamos algumas defini¢oes que iremos utilizar no decorrer desse capitulo.
Dada uma variedade M e p € M definimos a funcao distancia ao ponto

p como
d: M — R,

d(z) = |exp, ' (z)].
A distancia de um ponto x € M a uma subvariedade N C M é dado por

— -1
d(z) = inf [exp, " (z)]

Definigao 3.1.1. Dada f € CY(M), definimos o gradiente de f em p como
o campo vetorial grad f em M definido por

(grad f(p),v) = dfp(v), pe M, Yv € T,M.
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Definigao 3.1.2. Dado X € X(M), definimos divergente do campo X como
a fungao divX : M — R dada por divX(p) = trago da aplicagdo linear
Y(p) = VyX(p), pe M.

Definigao 3.1.3. Seja f € C*(M). O Laplaciano de f, é definido como
Af = div(grad f).

Definigao 3.1.4. Dado q € M e f € C?*(M), o hessiano da fungdao f em q
€ definido por
Hess(f), : T,M x T,M — R

Hess(f),(u,v) = (V,grad f,v).

Observacao 3.1.5. Se considerarmos uma base ortonormal de T,M formada
por {Ey, ..., E, 1, E, = gradd} € facil ver que:

[y

n— n—1

Ad = div(grad d) = (Vgegradd, E;) = Z Hess d(E;, E;) = trHess(d).

i=1 i=1

3.1.1 Lemas para distancia a subvariedade

Lema 3.1.6. Seja M uma variedade riemanniana e N C M uma subvari-
edade (n — 1) dimensional. Considere d a fun¢do distancia a N. Suponha
que Q € uma vizinhanga normal de N e tome p € €. Seja v : [0,0] — M
uma geodésica tal que v(0) € N, v(b) = p e v realiza a distancia @ N, i.e.,
div(t)) =t VYVt € [0,b]. Dado V € TypM N {v(b)}+, considere J um
N-campo de Jacobi ao longo de v com J(b) =V . Entao

(Viy, V) = (J(b), J'(b)).

Proof. Primeiramente observe que tal N—campo de Jacobi existe, pois a
definicao de vizinhanca normal faz com que v nao tenha pontos focais, ja
que pontos focais sao pontos criticos da exp,,, como vimos no Teorema 2.2.4
e esta por sua vez é um difeomorfismo em (2. Adaptando o teorema 3.9
do capitulo 5 de [dC], podemos mostrar que a auséncia de pontos focais ao
longo de v, garante a existéncia e unicidade de tal N —campo de Jacobi. Para
mostrarmos a igualdade do teorema note que:

(Vs V) = (Vs J(0)) = (VS (0), J (b)) = (J(b), J'(D)).

A primeira igualdade se d4 pois J(b) = V. A segunda se deve ao fato
de que [y, J] = 0 e isto ocorre pois, pelo lema 4.1 do capitulo 10 de [dC]
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temos que: Se J é um N-campo de Jacobi ao longo da geodésica vy com
7(0) = p € N, existe uma variagao por geodésicas de 7 definida por f(s,t) =
eXPy(s) 1V (5), 5 € (—¢,€),t € [0,a] onde a(s) é uma curva em N com a(0) =
p, &'(0) = J(0), V(s) € (Tas)N)*, tal que J(t) o campo varacional de f, isto

0 0
é, J(t) = 8—f(0,t). Por construgao de f, teremos que a—{(o,t) =/(t). Tal f,
s
62
é localmente uma superficie parametrizada, portanto [fs, f;| = 5 gt(s,t) —
s
o2
6taf (s,t) = 0. Assim ficamos com [y, J] = 0.
s
A 1ltima igualdade é imediata. m

Lema 3.1.7. Seja M uma variedade riemanniana e N C M uma subvarie-
dade (n —1) dimensional. Considere d a fun¢ao distancia a N. Suponha que
Q é uma vizinhanga normal de N e tome p € Q. Seja v : [0,b] = M uma
geodésica tal que v(0) € N, v(b) = p e v realiza a distancia @ N. Seja J um
N-campo de Jacobi ao longo de ~. Entao (J(b), J' (b)) = Ly(J, J).

Proof. Como J é um N —campo de Jacobi vale que (S0 (0)+.J'(0), J(0)) =
0, e assim,
(J'(0), J(0)) = = (Sy(0)/(0), J (0)).
Ainda, temos que
JU(t) + R(Y, J)Y =0,

e portanto J”(t) = —R(+/, J)7'. Com esses fatos podemos inferir as seguintes
igualdades:

(J(b), J'(b)) = /0(<J(t)>J’(t)>)’dt+<J(0),J’(0)>

- / (TP = (RO T I} (0)dt — (ST (0), J(0)
= Lb(J7J)

]

Observacao 3.1.8. Juntando as informacoes obtidas através dos Lemas an-
teriores podemos obter uma importante informacgao a respeito do Laplaciano
da funcao distancia o subvariedade. Nos proximos passos, utilizaremos a
igualdade grad d = ~', e mostraremos tal fato no Teorema 3.2.1.

Considere a fung¢ao distancia a subvariedade N e v nas condi¢oes dos
Lemas anteriores. Assim temos que:
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n n—1

Ad(y(b)) = Y (Viegradd(v(b)), Ei) = > (Vgradd(y(b), B))  (3.1)

i=1 =1

onde {E;, ..., E,_1, E, = grad d(y(b))} € uma base ortonormal de T,M.
Pelos Lemas 8.1.6 e 3.1.7 temos que dado F € T,M (N~ (b)* unitdrio

vale que:
! (Vpgradd, F) = (Y (b),Y'(b)) = Ly(Y,Y), (3.2)

onde Y é um N—campo de Jacobi ao longo de v tal que Y (b) = F. Portanto
temos que

n—1
Ad(p) =) Ly(Y;, Vi),
=1

onde cada Y; é um N—campo de Jacobi ao longo de 7y tal que Y;(b) = E;(b).

3.1.2 Lemas para distancia ao ponto

Dado p € M, seja B uma bola normal centrada em p. Considere

d: B —R,
d(z) = distancia de x a p = |exp, ' z|.

Assim teremos que d é diferencidvel em B\{p} pois d(z) = |exp,'z| =

\/ (exp,!x,exp, ! z) e exp é um difeomorfismo no dominio de d.

Lema 3.1.9. Seja B C M uma bola normal. Dado q € B\{p}, seja b= d(q).
Seja v : [0,b] — B uma geodésica ligando p a q, v(0) = p e v(b) = q. Seja
F e T,Mn{y(b)}*. Considere Y um campo de Jacobi ao longo de v com
Y(0) =0 eY(b) = F. Entdo,
Hess(d),(F, F) = L,(Y,Y),

onde I € a forma indice para campos de Jacobi que se anulam na origem.
Proof. Note que

Hess(d)) (F, F) = (Vrgradd, F) = (Vyv,Y) = (V,Y)Y).

A 1ltima igualdade se deve ao fato de

[Y,~'] =0,
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ja que Y é um campo de Jacobi ao longo de . Também por Y ser campo de
Jacobi vale que J" = —R(y,Y)'.
Para facilitar a notacdo, vamos denotar V.,Y por Y’. Assim teremos

YY) = /Ob(Y’,Y>’(t)dt: /Ob<Y’,Y’>(t)+<Y",Y>(t)dt

_ /0 (YY) — (RO, Y)Y, V) ()dt = L,(Y.Y).

]

Observacao 3.1.10. Os Lemas 3.1.6 e 3.1.7 também sao vdlidos, com algu-
mas adaptacoes, para o caso da distancia ao ponto. Por se tratar da distancia
ao ponto, precisamos fixar um ponto q € ), e entao a geodésica que estamos
interessados € a que realiza a distancia de p d q. No caso do Lema 3.1.6,
precisamos que: ¥(0) = p, v(b) = q e J um campo de Jacobi satisfazendo as
mesmas hipdteses e tal que J(0) = 0.

Jd no Lema 3.1.7, além das mudancgas feitas acima, precisamos trocar
Ly(J, J) por Iy(J, J). Naturalmente a hipdtese sobre J também deve ser tro-
cada para campo de Jacobi tal que J(0) = 0.

Consequentemente, a observacao 3.1.8, vale na sua versao,

Ad(q) = i I(J;, J;)

com J; campo de Jacobi ao longo de vy, tal que J;(b) = E;(b).

O proximo lema mostra uma relacao entre hessiano da fungao distancia
ao ponto e a forma indice.

3.2 Estimativas relacionadas a subvariedade

Como mencionamos na introdugao, um dos nossos objetivos é obter estima-
tivas para o primeiro autovalor do Laplaciano em uma vizinhanca normal
2 da subvariedade N C M. Sendo assim, o teorema abaixo tem grande im-
portancia, pois nos teoremas 4.1.2 e 4.1.5 vamos ver que uma maneira de se
obter uma estimativa por baixo do primeiro autovalor, depende apenas de
uma estimativa para Ad, onde d é a funcao distancia a subvariedade N. Por-
tanto, uma estimativa para tal autovalor seguira como consequéncia imediata

de
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Teorema 3.2.1. Seja 2 uma vizinhanca normal de N C M de largura R.
Suponha que exista uma fungdo f : [0,R] — (0,00) de classe C?*([0, R])
satisfazendo

1)
M= =50y

Considere, 7 : [0, R] — M uma geodésica qualquer, parametrizada pelo com-
primento de arco tal que v(0) € N e~'(0) = n(v(0)), onde n € o vetor normal
de N apontando para Q2. Assuma também que, para todo t € (0, R] e todo
vetor v € {¥'(t)}* ndo nulo, seja vdlida a propriedade

M)
f&)”

onde Ky (7' (t),v) € a curvatura seccional de M em ~(t) sobre o plano deter-
minado por v ev. Entdo Vt € [0, R]

Ad(y(1) ()
n—1 = )

onde d € a funcao distancia a N.

Ky (y'(t),v) <

Proof. A funcao distancia estd relacionada a uma geodésica que é mini-
mizante e o gradiente de uma fungao esta relacionado com derivada dessa
funcao. Nesse caso, ¢ natural intuirmos que, com algumas hipoteses sobre a
geodésica vy, tenhamos grad d = +/, ao longo de ~.

Para mostramos que nossa intuicao ¢ verdadeira considere ¢ € €2 tal que
d(q) = b, onde d é a fungao distancia a N, e seja v : [0,b] — M uma geodésica
minimizante parametrizada por comprimento de arco tal que y(0) = p € N,
7' (0) =n(7(0)) e v(b) = ¢. Afirmamos que grad d(q) = 7'(b).

De fato,

d(7(t)) = | exp, * (exp, (tn(p))] = [tn(p)| = [t| = ¢,

e derivando ambos termos da igualdade acima teremos

(grad d(v(1)),~'(t)) = 1. (3.3)

Com isso e o fato de ambos serem unitdrios, segue que grad d(t) = /().

J& que, nessas hipdteses, v/(t) é normal a subvariedade Ny, teremos que
grad d(y(t)) também é normal a N,. Por esse motivo muitas vezes é ttil
utilizar grad d((t)) como uma extensao de +/(t) ao longo de ~(¢).

Agora, como o ponto g € 2, escolhido acima, é qualquer, basta que
mostremos o teorema para tal ponto.
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Com base na observacao 3.1.8 podemos nos concentrar em analisar esti-
mativas para Ly(Y,Y), onde Y é um N—campo de Jacobi ao longo de 7 tal
que Y (b) € T,M {7 (b)}* e [Y(b)| = 1, j& que temos

S L) (3.4

Apesar de nao ficar explicito na equagao acima, lembre que a cada indice
1 esta associado um N —campo de Jacobi Y, ou seja, Y estd em funcao de .
Calculando L(Y,Y") obtemos,

Ly(Y,Y) = /{!Y’\2 R(Y, Y)Y, Y)}(B)dt = (Sy0) Y (0),Y(0))

G >|2< Ay

[ J"(t) '(0)
> [H{vorsyorl@as Zovor o
0 f(t) £(0)
onde na ultima desigualdade usamos a primeira hipdtese do Teorema.

Formas espaciais (variedades completas simplesmente conexas de cur-
vatura seccional constante) ou variedades rotacionalmente simétricas nos per-
mitem calcular explicitamente expressoes que envolvam apenas N —campos
de Jacobi ou curvatura pois eles sao conhecidos em tais variedades. Ja que
nesse teorema a curvatura seccional varia em funcao de t nao podemos con-
siderar uma variedade de curvatura constante para comparar os resultados.
Entretanto podemos considerar uma variedade rotacionalmente simétrica M
e tentar levar o problema para tal variedade através de uma funcao ® que
relacionars os campos em M com os campos em M.

Para tal, considere a variedade rotacionalmente simétrica M = [0, R] X
s ! com métrica riemanniana ds® = dt* + f(t)’d6* e N = {0} x §"~!

. [0,b] = M uma geodésica ortogonal a N e parametrizada pelo com-
prlmento de arco, tal que (0) € N e #(0) é ortogonal a Ty N. De-
fina {Ey(t),..., E,(t)} campos ortonormais paralelos ao longo de 7, com
Ealt) = 7'(1).

Sabemos pelo exemplo 2.2.7 que um N— campo de Jacobi Y ao longo de
5 tal que E;(b) = Y(b) possui a seguinte expressao:



onde V é um campo de vetores paralelo e unitério sobre ~ tal que ‘7(0) €

Y(b)
NeV(b
LN e VO =150

Sabemos que dado um campo de vetores V' ao longo de v e uma base
ortonormal de vetores paralelos {Ey, ..., E,, = 7'}, podemos escrever

= Z 9i(1) Ei(t)

onde g1, ..., gn : [0,b] = R, sdo diferencidveis.
Defina @V ao longo de 4 como

PV = Z gi(t)Ei(t)

Como {Ei(t),..., E,(t)} sdo ortonormais e cada E; é paralelo, teremos
que PV satisfaz :

1. (V,W) = (BV, dW)
2. (V') = (V) V V ao longo de .

Portanto por, (3.5) e as igualdades citadas acima temos,

' £

i) )

= [ U@ - e en) (a
(5,0 ®Y(0). <I>Y<o>>

= L,(DY,dY), (3.6)

@Y (0)[*

nry) = [ ieryes Zvel o

onde R¢(X,Y)Z é a curvatura da variedade M associada aos campos X
e Y. Nas igualdades acima, usamos o fato de que a curvatura da variedade

i
~ t
rotacionalmente simétrica M com métrica associada a f é igual a —f ®) e
" (1)
também que S, )PY (0) = _J}(<O)) OV, como vimos no exemplo 2.1.8.

Temos ainda, pelo Teorema 2.2.10 que, se Y é um N- campo de Jacobi ao
longo de 4 com Y (b) = E;(b) vale que

Ly(®Y,®Y) > Ly(Y,Y) (3.7)
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Logo por (3.7) e (3.6) ficamos com

w

Ly(Y,Y) < Ly(®Y,dY) < Ly(Y,Y) (3.8)

Para concluir a demonstracio do teorema, basta calcularmos Ly(Y,Y) e
utilizarmos (3.8) e (3.4).

Em geral calculamos Lb(}},f/) através da definicao porém como nesse
caso Y é um N—campo de Jacobi, temos pelo Lema 3.20 que

) = (0. 70) = (757 0. 55 70) =

Com esses resultados concluimos que

. "(b
ZLbYY >ZLbYY 1)];((5))’

como queriamos mostrar.

]

Com algumas observacoes, como trocar curvatura principal maxima por
curvatura principal minima, o teorema que foi demonstrado pode ter to-
das as desigualdades da hipdtese invertidas que a tese sera verdadeira com
a desigualdade invertida. Entretanto o teorema abaixo mostra que para
obtermos a estimativa por cima para o Laplaciano, podemos enfraquecer
mais ainda essas hipdteses, colocando apenas restricoes nas médias. Embo-
ra a tese do préoximo teorema se diferencie da anterior apenas por inverter
a desigualdade, ele é em um certo sentido, um teorema mais forte que o
primeiro(rigorosamente os resultados nao sao comparaveis pois tem hipéteses
opostas).

Vejamos agora as definicoes dos elementos que serao utilizados no préximo
teorema.

Definicao 3.2.2. Seja N"' C M wuma hipersuperficie. Tome p € N e
trS
n € (T,N)*. Dizemos que Hyx(p) = on

na direcao do vetor 1.

€ a curvatura média de N em p
n JR—

Observacao 3.2.3. Considerando N C M, uma subvariedade n — 1 dimen-
stonal e a fungao distancia d a tal subvariedade teremos que a curvatura
média de Ny = {x € M | d(z) = t} possui uma relagao importante com o
Laplaciano da fungao distancia. Para ver isso considere um ponto y(t) € Ny
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onde vy € uma geodésica tal que ¥(0) € N e uma base ortonormal de T’ M
{E1,...,E,_1, E, = gradd}. Assim teremos as sequintes igualdades:

trS, Z?:ll(—VEigrad d,E;)  —divgradd  —Ad(y(t))

HNt(fY(t)):n—lz B n—1 T o1 n—1

Além disso, fazendo t tender a zero em ambos lados da igualdade con-

cluimos que lim;o Ad(y(t)) = —Hn, ,,(n — 1) = —Hy(n —1).

Definicao 3.2.4. Seja v um vetor unitdrio de T,M. Considere uma base

ortonormal {uy, ..., u,—1} do hiperplano de T,M ortogonal a v. A curvatura
de Ricci no ponto p € M na direcao de v é dada por

—

n— n—1

Ric,(v,v) = (R(v,u;)v,u;) = ZK(U,Ui),

1 =1

<.
I

onde K ¢ a curvatura seccional do plano gerado por v , u;.

Observacao 3.2.5. Denominamos por curvatura de Ricci radial, quando
calculamos o Ricci do vetor v onde v € uma geodésica radial, que nesse caso
particular é uma geodésica que realiza a distancia entre dois pontos quaisquer
que estao sobre ela.

Definicao 3.2.6. Seja um ponto p € M e U C M uma vizinhanc¢a de p.
Se Ey, ..., E, € X(U) sao ortonormais em cada ponto de U, tais que, em p,
vale Vg, E;j(p) = OV 4,5 = 1,...,n, dizemos que a familia {E\, ..., E,} € um
referencial geodésico local em p.

Observacao 3.2.7. Dada uma variedade riemanniana, sempre € possivel
obter um referencial geodésico local.

A demonstracao do proximo lema é apenas um longo céalculo e portanto
vamos omitir do nosso texto.

Lema 3.2.8. (Ildentidade de Ricci) Dada uma variedade M, um referencial
geodésico {E1, ..., E,} e f € C®(M), temos que para quaisquer 1 < i, j, k <
n, vale que

Jirt = far + Brisi fs,
onde Ry = (R(Ek, Ez)Es,Ei> e fi= Ez(f)
Lema 3.2.9. (Férmula de Bochner) Seja f € C? uma funcao definida sobre
M. Entao tem-se:

%A(|grad fI?) = [Hessf|* + (grad (Af), grad f) + Ric(grad f, grad f)
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Proof. Seja Fj, ..., E, um referencial geodésico em um ponto p € M. Nessa
base temos que grad f(p Z Ei(f ). Com isso, |grad f|> = Z E(f)

Sendo assim, utilizando a notac;ao fi = Xi(f) = (grad f, X;), podemos cons-
tatar que:

B,(5lerad /1) = 3B, (Z E?(f))) = Y B(NE(BD) =3 fifis

V 7=1,...,n
Como o referencial é geodésico

= E(E

e temos

(A(lgrad £]%)) ZE |grad 1))

(NN

—ZE Zfsz Z 2+ fifus)-

4,7=1

Note que existe uma relacao entre f;; e a Hessiana de f. De fato,
fij = Ei(f;) = Eigrad f, Ej) = (Vg,grad f, E;) + (grad f, Vg, Ej)

= (Vpg,grad f, Ej)

Como a Hessiana é uma forma bilinear simétrica vemos que
fiji = Ffii-
Com isso e com a identidade de Ricci, concluimos que

fifiji = fifji; = fifjj + fiRijjs [

Entao
ij*l
= Z + Z fzfj]l + Z fz z]]sfs (39)
3,j=1 1,5=1 i,j=1
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Note que

> fiRijsfs = ) Ric(Es, Ej)f.fi = Ric (Z fEsY fE)

i,j=1 i,j=1
= Ric(grad f, grad f). (3.10)
Também .
Z o = [Hessf|? (3.11)
ij=1
€ n
Z fifjji = (grad f,grad (Af)). (3.12)
ij=1

Assim concluimos que

(Allgrad f1*)) = >[5+ fifisi + fiRijjsfs

irj=1
= Z [+ Z fifizi+ Z fiRijjs s
irj=1 irj=1 irj=1
= Ric(grad f,grad f) + |Hessf|* + (grad f, grad (A f)).
]

Teorema 3.2.10. Seja N C M wuma subvariedade (n — 1) dimensional.
Considere uma vizinhangca normal ) de N de largura R. Seja n um vetor

normal e unitario de N apontando para §2. Suponha que existe uma fungao
f:[0,R] = (0,400) € C*([0, R]) satisfazendo:

NO| —

1. A curvatura média de N com respeito a n satisfaz

/'(0)
Hy > —
M0
2. A curvatura de Ricci radial de M associada ¢ N satisfazendo
NN f'(@)
Rica(y'(t),7'(t) =2 —(n—1) IOk

para todo v onde vy € uma geodésica parametrizada pelo comprimento
de arco tal que v(0) € N e ~'(0) = n(v(0)).

Entao
Ad(y (1) _ ['(1)
n—1 = f(t)

onde d € a distancia a N.
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Proof. Considere {E1, ..., E,,—1, E,, = grad d} uma base ortonormal de T,,M.
Pela féormula de Bochner temos
Algrad d|?
2

ja que |grad d| é constante e portanto possui Laplaciano igual a 0, ficamos
com

= |Hessd|* + (grad d, grad A(d)) + Ric(grad d, grad d)

0 = |Hessd|* + (grad d, grad A(d)) + Ric(grad d, grad d) (3.13)

Pela definicao de hessiano e Laplaciano temos que Ad = trHess d e também
temos que Hess d é uma forma bilinear simétrica e portanto diagonalizavel.
Como Hess d(grad d, grad d) = 0 teremos que essa aplica¢do possui um auto-
valor igual a 0.

Para toda matriz diagonal é valido que o nimero de elementos da diagonal
vezes a norma da matriz ao quadrado é maior ou igual ao trago da matriz ao
quadrado.

Logo, basta olharmos para a matriz associada ao Hessd, em uma base
ortonormal, e concluimos que,

|Hessd|* > iAg)f,
ja que um desses elementos da diagonal vale 0.
Também pela hipdtese temos Ricy (V' (t),7'(t)) > —(n — 1)];/<(tt)) Com
essas informagoes e olhando para equagao (3.13) obtemos
2 "
0> ElA_d)l + %(Ad) —(n— 1)1; ((tt)) (3.14)

Dado g € , d(q) = b, seja p € N tal que d(p,q) = b. Considere uma
geodésica minimizante v : [0,b] — 2, parametrizada pelo comprimento de
arco, tal que v(0) = p e y(b) = q.

Defina W(t) := Ad(vy(t)). Assim, pela equagao acima teremos

f'(@)
f(t)
Novamente temos a inten¢ao de levar o problema para uma variedade

rotacionalmente simétrica M, pois além de nos oferecer a igualdade na equagao
(3.14), quando consideramos a fungao distancia a subvariedade N C M,

temos que ) 0
Ady (1) = (n = 1) 5

(1)
—1

0> FU(t) = (n—1) vt e (0,0 (3.15)

3
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que ¢ a expressao buscada no lado direito da desigualdade a ser mostrada.

Essa igualdade decorre dos seguinte fatos que sao validos para variedades

rotacionalmente simétricas
Ady(7(t) = ) _(Vegradd, E;) = (n —1)

1

—
kﬁ
~
—~
~+
~—

i

Para verificar a tltima igualdade basta aplicar (2.6) do exemplo 2.1.8
(n — 1) vezes(lembre que grad d = 7).

Portanto considere M = [0, R] x S"~! uma variedade rotacionalmente
simétrica com métrica ds® = dt> + f(t)2dh?. Defina N = {0} x S" ' e 7 :
[0,0] — M sendo a geodésica minimizante ortogonal a N conectando 5(0) €
N & §, onde § é tal que d(q,7(0)) = b.

Entao definimos

Wy (t) = Adyy(t).

Assim,
<if£t)1) + U (n— 1)1; /((t’;)
_ rmy’ (F"WS) = SO E) | (=D
-0 () +o- ? M0
=0
Comparando (3.15) e (3.2) temos:
fﬁ”_(? L) > 2’2_(? LU0 (3.16)

Defina ¢(t) = Ws(t) — U(¢). Entao se g(t) > 0 para todo ¢ teremos que
U(t) > W(t) e isso é suficiente para o que queremos mostrar.

Basta entao mostramos que g(¢) > 0 para todo t.

De fato, temos por (3.16) que

\Iflf—\I//> \112_\1130 _ (q]_\llf)(\ll_’_\llf)

n—1 n—1

Denotando ¢(t) = Ws(t) + U(t) teremos,

o0 g2 0
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¢dt

Multiplicando os dois lados da inequagao acima por el #5) teremos
o) 2 (oS #5) — 0y (e #5) 2 0
n—1
A igualdade acima é equivalente a:

¢dt

(9(t)(e! +=1)) = 0

portanto g(t)ef% é crescente.

Vimoslque lim; o U(t) = —Hn(7(0))(n — 1). Também, por hipétese,
—Hy < ff(((()))) donde decorre que
$(0) = ~Hy ()~ 1) < ZE 0~ 1) = v,(0)

Sendo assim ¢g(0) > 0. Com isso e o fato de g(t)e "1 ser crescente, segue

que
bdt

g(t)e! 2T >0
e portanto g(t) > 0Vt € [0, b].

3.3 Estimativas relacionadas ao ponto

Teorema 3.3.1. Considere d a fungao distancia ao ponto p definida em uma
bola normal B de centro p em uma variedade riemanniana M, e uma fungdo
f:[0,R] = Ry tal que f € C?[0,R], f(0) =0 e f(0) = 1. Seja v uma
geodésica em B tal que v(0) = p. Suponha que para todo t € (0, R] e todo
vetor v € {¥'(t)}* ndo nulo, seja vdlida a propriedade

@)
f@)°

onde Ky (', v) € a curvatura seccional de M em ~(t).
Entao, se q € B\{p},

Kyu(y'v) <
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Proof. Considere uma base ortonormal de T,M {FE\, ..., E,_1, E, = grad d},
onde d é a fungao distancia a um ponto. Assim dado um ponto ¢ € B\{p}
vale que:

n n—1 n—1

Ad(q) = (Vgeradd, E) = > (Vperadd, E) =Y Hessd(E;, E;)

i=1 i=1 i=1
(3.17)
Pelo Lema 3.1.9, Hessd(E;, E;) = I(J;, J;) onde J; é um campo de Jacobi,
tal que J;(0) = 0,J;(b) = E;(b), ao longo da geodésica v : [0,b] — B,
parametrizada pelo comprimento de arco, que realiza a distancia de p a q.
Nesse caso, decorre da defini¢ao de distancia que, d(q) = b.
De posse dessas igualdades, vamos nos concentrar em estimar I,(J, J),
onde J é um campo de Jacobi ao longo de 7.

Qomi) v'(t) L J(t), e notando |%| = 1 temos pela defini¢ao de curvatura
secclona que
L IO o T, I
k (”’ |J<t>|> - <R (”’ \J(t)\)”’ |J<t>r>’
portanto
IORK (w), %) — (RO (), T (2), I (1)

por isso temos a seguinte igualdade

b
1(J.]) = / () — (RO T3 I} (1) de

_ /0{u’(t)\?—uw%(yw,%)}dt (3.18)

Pelo mesmo motivo do teorema 3.2.1, consideremos uma variedade rota-
cionalmente simétrica M = [0, R] x S"~! com métrica riemanniana ds?® =
dt? + f(t)2d6* , N = {0} x S" ! e 7 : [0,b] = M uma geodésica ortogonal
a N e parametrizada pelo comprimento de arco, tal que 7(0) = N e #7(0) é
ortogonal a T;Y(O)N. Nesse caso N se reduz a um ponto pois f(0) = 0.

Um campo de Jacobi .J ao longo de 7 tal que |J(b)| = 1 possui a seguinte
expressao: o

~ f t

Tt = £V
onde V' é um campo de vetores paralelo e unitario sobre 4 tal que V(0) €
TN
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Defina {E\(t), ..., E,(t)} campos ortonormais paralelos ao longo de 7,
com E,(t) = 4/(t). Sabemos que dado um campo de vetores V' ao longo de
v podemos escrever

V(t) = Zgz(t)Ez<t>

onde g1, ..., g, : [0,0] = R.
Defina &V ao longo de 4 como

OV = gi(t)Ei(t)
i=1
Assim ® satisfaz:
1. (V,W) = (BV, D)
2. (V') = (V) V V ao longo de 7.

Podemos entao voltar a equacao (3.18) e, utilizando a hipdtese do Teo-
rema, obter agora a seguinte desigualdade:

nn) = | {uw_|J(t>|2w,%>}<t>dt

> [Hrororlia

_ /Ob{|<cpjy|2+%|w|2}<t>dt

- / (@IYPY — (Ry(7, 81)7. YV} (1)dt
= I,(DJ,DJ) (3.19)

onde usamos que curvatura dessa variedade rotacionalmente simétrica é igual
)]

7w )

Sabemos pelo Lema 2.2.5 que, se J é um campo de Jacobi ao longo de ¥

com J(b) = F;(b) ocorre a seguinte desigualdade:

Logo por (3.20) e por (3.19) ficamos com

L(J,J) < L(®J,®J) < L,(J, J). (3.21)
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Agora é suficiente que calculemos Ib(j J ) e teremos a desigualdade que
buscamos.
Como vimos na observacao 3.1.10

= T — (F0 ), 50
L(J,J) = {J(b), J'(b)) = <f(b)V, ) V) )
Com isso concluimos que,
n—1 n—1 o ,b
Ad@) = 308 2 30T ) = (o - 1)1;(<b)>

]

Analisando as equivaléncias citadas no texto que relacionam hessiano da
distancia com forma indice vemos que na realidade o que foi mostrado nesse
teorema é algo muito semelhante ao teorema da comparacao do hessiano
da distancia. Entretanto o teorema acima ¢ mais geral pois nao ¢ exigido
que uma das variedades tenha curvatura constante, apenas que seja rota-
cionalmente simétrica. Além do mais, como estamos interessados no Ad,
expressamos ele como somatério adequado de hessianos e comparamos esta
soma, ao invés de comparar cada hessiano.

Teorema 3.3.2. Seja B C M uma bola normal de centro p. Considere a
funcao distancia d ao ponto p. Seja v uma geodésica em B. Suponha que
existe uma f : [0, R] — R de classe C* tal que f(0) =0, f’(0) = 1 e para
todo t € (0, R] e todo vetor v € {v'(t)}* ndo nulo, seja vilida a propriedade

Entao, se q € B\{p},
N
Ad@) < 0= U5t

Proof. Dado q € B\{p}, seja b tal que d(q) = b.

Considere v : [0,b] — B, uma geodésica parametrizada pelo comprimento
de arco que liga p 4 q.

Entao definimos:

W(t) = Ald(v(1)))-

Pelo mesmo argumento utilizado no inicio do teorema 3.2.10 concluimos

que
o> BO00) &gy ()20

Vte (0,b).
- n—1 dt € (0,4)
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Assim teremos

f#)
f(t)

LU - (-1 v e (0,0 (3.22)

Considerando também a variedade rotacionalmente simétrica M = [0, R] x
S*1 com métrica dt? + f(t)2d6? e N = {0} x S" ! teremos que N serd um
ponto, ja que f(0) = 0.

Considere 7 : [0, b] — M uma geodésica minimizante, parametrizada pelo
comprimento de arco, tal que 5(0) € N e 7/(0) L Ty N. Seja

J4 que M ¢é rotacionalmente simétrica, vimos no exemplo 2.1.8 que dados
Eiy,...E, 1, E, = grad d, campos ortonormais numa vizinhanca de ¢ = 7/(b),

"(b
tem-se: (S, £, E;) = I ), logo:

1)
Mgle) = 3 (Vigradd, B) = (Vi (~n). 1)
R NAQ)
= LAS(E).E) = (1= )
Assim,
(02 1)
— —i-\I!f—(n—l)f(t) =
Y N i e 0 OB CEep OV
(1= DT (= ) 0 (3.23)

Comparando (3.22) e (3.23) temos:

U2(t 2
f()+\1f’2 v
n—1 n —

\II/
1+

Definindo ¢(t) = V(t) — ¥(t), com t € (0,b], a demonstracao segue as
mesmas linhas do teorema 3.2.10, basta observar que

lim; o t1)f(t) = (n — 1) e ainda lim;_,o t3)(t) = (n — 1). Portanto
limy (407 — ) (t) = 0
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Capitulo 4

Estimativas para o primeiro
autovalor

O objetivo principal deste capitulo é mostrar que se considerarmos uma vari-
edade riemanniana M, uma subvariedade N, um dominio 2 C M adequado
e colocarmos uma certa limitacao no Ad, onde d é a funcao distancia a sub-
variedade N, conseguimos garantir que para toda fungao u € C%(Q) N C%(Q)
tem-se supg |u| < supyq |u| + C'supg |Au| onde C' é uma constante que s6
depende de 2. Esse resultado é a base para que possamos obter a estimativa
por baixo para A;(£2) que procuramos.

Na primeira secao vamos tratar de dominios  tais que Q N N = () en-
quanto na segunda se¢ao, vamos abordar o caso em que N C ).

4.1 Estimativas em vizinhancas normais

O principio fraco do maximo para equacao de Laplace é um resultado bem
conhecido da matematica. Por essa razao nao iremos demonstra-lo. Entre-
tanto utilizaremos ele em todas as estimativas que faremos no decorrer desta
secao, por isso vamos enuncia-lo agora.

Teorema 4.1.1. (Principio fraco do mdzimo para variedades) Seja M uma
variedade riemanniana compacta com bordo. Seja f € C*°(M) tal que
Af >0, i.e., f ésubharmonica em M. Entao, sup,, f = supgys f-

Teorema 4.1.2. Seja M uma variedade riemanniana e N C M uma subva-
riedade (n—1) dimensional. Seja d a fun¢do distancia a N. Considere Q2 uma
vizinhanga normal de N. Suponha que exista uma funcao f: [0, R] — Ry de

classe C* satisfazendo:
Ad(z) _ f'(d(x))
n—1 " f(d(z))
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Se
/ fo fn 1 S
fn 1 t

sup [u| < sup |u[ + C'sup |Aul,
Q N Q

entao

para toda u € C*(Q) N CO(Q).

Proof. Seja d a funcao distancia a subvariedade N. Defina v :  — R, por
v(y) = sup |u| + g(d(y)) sup | Aul,
o9 Q

onde g € C%(0, R) N C°[0, R] é uma fungao que sera determinada com base
na seguinte necessidade: garantir que

lu| <wv (4.1)

em (2.

Uma vez que tenhamos esse resultado, basta que tomemos o supremo dos
modulos em ambos lados da igualdade de (4.1) e o teorema estara demons-
trado.

Uma maneira de garantirmos u < v e —u < v é utilizando o Principio
fraco do Maximo para v —u e v 4+ u em €, ja que com ele é possivel mostrar
quese v —u > 0em I e A(v —u) <0 em 2 teremos v —u > 0 em Q. De
forma andloga podemos concluir que —u < v.

Seguindo essa estratégia, vamos buscar uma funcao g que coloque u e v
nas hipdteses acima.

Para escolhermos tal g, vamos analisar o comportamento das funcoes v—u
e u — v na fronteira de () e o Laplaciano dessas funcoes interior de €.

Para todo y € 02, vale que:

v(y) —u(y) = Sup ul + g(d(y)) sup |Au| = u(y),

logo, se g > 0 teremos
v(y) —uly) = 0.

Também,
v(y) +uly) = SUp lu| 4+ g(d(y)) Sup |Aul +u(y),

logo, mesmo nesse caso basta que g > 0 para termos

v(y) + u(y) > 0.
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Também vale que:

A(v—u) = A(god)sup |Au| — Au < (A(god) + 1) sup |Aul,
Q Q

logo, se A(god) < —1, vamos ficar com A(v —u) < 0. Ainda,
A(v+u) = A(god)sup |Au| + Au < (A(g o d) + 1)supg|Aul,
Q

novamente se A(god) < —1, teremos A(v +u) < 0.
Como
A(god)(y) = g'(d(y))Ad(y) + ¢"(d(y))
buscamos uma ¢ que seja nao negativa no intervalo [0, R] e que satisfaca a
desigualdade ¢'(d(y))Ad(y) + ¢"(d(y)) < —1.

Por hipdtese temos que

f'(d(y))
Ad — :
W= 0=V )
Entao se a fungao g for tal que ¢’ < 0 o segundo item decorrerd de
g ()~ )LD | gy < 1 (1.2)

fd(y))

Multiplicando a desigualdade acima por f"~! concluimos que (4.2) é equiva-
lente a
(¢ fr =) <—f" (4.3)

Assim se g for nao negativa e satisfizer

(g/fn—l)/ S _fn—l
g9 <0

teremos u < v em {) como queremos.

E importante o leitor notar que a escolha dessa g esta diretamente ligada
a constante C' ao qual o teorema faz referéncia. Este C' serd escolhido como o
supremo de g no intervalo [0, R]. Como veremos mais tarde, a intengao desse
teorema é dar suporte para obtermos uma estimativa inferior para A, entao,
a fim de obtermos a melhor estimativa possivel, desejamos que tal C' seja o
menor possivel. Sendo assim, buscamos a g com menor supremo possivel, em
[0, R], que satisfaga as condigoes citadas acima.

Ja que ¢’ < 0 temos que g é nao crescente. Assim, integrando (4.2) no
intervalo [0, t] obtemos

d@ﬂ*@—ymﬁWan—Avw%MS (1.4)
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No intuito de que g seja a de menor supremo no intervalo [0, R] vamos
pedir que ¢'(0) = 0 e g(R) = 0. Assim vemos que (4.2) ainda ¢é satisfeito.
Fazendo isso, obtemos

t
O <~ [ s
0
Integrando novamente no intervalo [z, R] ficamos com,

B o 7 (s)ds
i =0 dt (4.5)

g(R) —g(x) <

Como g(R) = 0, vale que

/ Jo "7 (s)ds " (5)d (4.6)

Podemos tomar entao

f(] fn 1 S
fn 1 t
que as hipdteses pedidas sao satisfeitas.
Como g é nao crescente temos que

B fofnls
supg = g(0 =)

Escolhendo C' = ¢(0) o resultado segue.
[

Corolario 4.1.3. Seja N C M wuma subvariedade n — 1 dimensional e a
funcao distancia definida anteriormente. Considere ) uma vizinhanga nor-
mal de N. Se eziste f : [0, R] — Ry de classe C* satisfazendo

Ad(z) _ f'(d(x))
n—1° fd@)’

entao

ffnls -1
ondeFf—{/ Ofn ) dt}
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Proof. Seja u solugao nao nula da equagao
Au = —\u em )
u =0 em 0f)
Com a hipétese desse corolario temos pelo teorema anterior que:

sup |u| < sup |u| + C'sup |Aul,
0 o9 Q

B Jo S (s)ds )
onde C' = / fn_—l(t)dt. Como u = 0 em 0f) e Au = —\ju, a equagao
0

acima se reduz a:
sup |u| < C'sup| — A\jul.
Q Q

Como A; é uma constante e maior que zero, podemos tird-lo do supremo e
do médulo, e dividindo essa equagdo por supg, |u|(j& que esse é diferente de
0) obtemos
1< C).
1
AL > o Ly

m
Corolario 4.1.4. Seja ) uma vizinhanca normal de N C M de largura
R. suponha que exista uma fungdo f : [0, R] — (0,00) de classe C*([0, R])
satisfazendo

/
0
f(0)
Considere v : [0, R] — M uma geodésica qualquer, parametrizada pelo com-
primento de arco tal que v(0) € N e~'(0) = n(v(0)), onden € o vetor normal
de N apontando para 2. Assuma também que, para todo t € (0, R] e todo
vetor v € {7 (t)}* ndo nulo, seja vdlida a propriedade
(0
KM(F)/(t)aU) S -
f(t)
onde Ky (7' (t),v) € a curvatura seccional de M em ~(t) sobre o plano deter-
minado por ¥’ ev. Entao \y > T'y, onde I'y € 0 mesmo definido no coroldrio
acima.

Proof. Pelo Teorema 3.2.1 teremos

Ad(x) _ f/(d(x))
n—1° fld)

Com isso, podemos utilizar o corolario 4.1.3 e concluir que A\; > I'y. O
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Teorema 4.1.5. Sejam M uma variedade riemanniana e N C M uma sub-
variedade (n — 1) dimensional. Considere 2 uma vizinhanga normal de N

ed: M — Ry a funcao distancia a subvariedade N. Suponha que exista
f:10,R] — R, de classe C' satisfazendo:

Ad(z) _ ['(d(z))
n—1° fd@)’

o [ E L,

sup [u| < sup |u| + C'sup [Aul,
Q o0 Q

para todo x € §2. Se

entao

para toda u € C%(2) N C°(Q)

Proof. A ideia dessa demontracao é a mesma do Teorema 4.1.3. Basicamente
o que temos de diferente aqui sao as condigoes que obtemos sobre a funcao

g.
Vamos considerar a fungao v definida por

v(y) = sup |u| + g(d(y)) sup Au
o0 Q
e buscar uma funcao g que torne u e v nas seguinte condigoes:
Alv—u) <0 em Q
v—u>0 em OS2 .

Com isso teremos pelo principio do maximo que v — u > 0 em 2. Como
anteriormente, também temos que garantir que v+ u > 0 para que possamos
tomar o supremos e concluir a demonstracao do teorema. Vamos nos deter
a0 €aso v — u.

Seguindo as linhas iniciais da demonstracao do Teorema 4.1.2 chegamos
que g precisa ser positiva e A(god) < —1.

Se ¢'(d) > 0 teremos entao

A(god) = g'(d) + ¢ (d)Ad < g"(d) + g'(d) (n — 1)_§ '((d(-”))
ja que Ad(z) < (n —1)——=<
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Portanto a funcao g que buscamos agora é

(g'frt) < —frt
(4.7)
g =0
Nesse caso a funcao g deve ser nao decrescente. Pelo fato de procurarmos
a que possui o menor supremo possivel, vamos escolher uma fungao que
comece valendo 0 e tenha derivada no final valendo O(note que é o oposto do
que pedimos no Teorema 4.1.2), ou seja, ¢g(0) =0, ¢'(R) = 0.

Com essas restricoes é natural que, ao contrario do que fizemos ante-
riormente, a integragdo de 4.7 se de no intervalo [t, R]. Procedendo assim

obtemos,
ft fn 1
o0 2 B
Logo, .
xj; fn_l(S)dS
IO

Podemos entao definir g como
/ ft fn 1 S
fru( )

LN (s)ds

Tomando C =supg = g(R) =
pg=g( =T

dt, o resultado segue.
]

Corolario 4.1.6. Sejam N C M uma subvariedade (n — 1)dimensional
uma vizinhanga normal de N. Considerando as funcoes d e f do Teorema

Adz) _ '(d(x)

4.1.5, temos que se < entao
n—1 7 f(d(z))
A (Q) > @y,
-1
f fn 1(8
onde ®; = / Jo S B
! { fr()
Proof. A prova é a mesma do Corolério 4.1.3. O]

Corolério 4.1.7. Seja N C M uma subvariedade (n—1) dimensional. Con-
sidere uma vizinhanga normal ) de N de largura R. Seja n um vetor unitdrio
de N apontando para Q). Assuma que existe uma fungao f : [0, R] — (0, 4+00)
€ C?([0, R]) satisfazendo:
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1. A curvatura média de N com respeito a n satisfaz

f'(0)
Hy > —
R ()
2. A curvatura de Ricci radial de M associada d N satisfazendo
"
. t
Ricw((0),7/(1) = (0 - 20,

YV v onde vy € uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco
tal que (0) € N,~'(0) = n(+(0)).

Entao,
>\1 > ¢fa
onde I'y € o mesmo definido acima.
- Ad(x)
Proof. Com essas hipdteses o Teorema 3.2.10, nos garante que 3 <
n —
/
d
M. Assim, o resultado segue do Corolério 4.1.6. m
fd(z))

Observacao 4.1.8. Todos os teoremas que foram provados nesta se¢ao po-
dem ter a hipdtese do ) ser vizinhanc¢a normal trocadas por € ser um aberto
relativamente compacto de M, tal que N N Q = () e d seja diferencidvel em
Q. Nesse caso o resultado equivalente ao Teorema 4.1.3 tem o sequinte enun-
ciado:

Teorema 4.1.9. Seja M uma variedade riemanniana completa de dimensao
n>0eN CM uma subvariedade de dimensao k com 0 < k < n.Seja d a
funcao distancia em N. Seja € um aberto relativamente compacto de M tal
que d|o n € diferencidvel. Suponha que QN N =0 e defina
0<r:=inf{d(z) | €} < sup{d(z) | x€Q)}=r+R.

Se existe uma funcio f: [r,r + R] — R, que é de classe C' satisfazendo

Ad(x) _ ['(d(x)

n—1 = ) "
e se +th (st
e L J(s)"ds
A
entao

sup |u| < sup |u| + C'sup |Au|
0 Q Q

para toda u € C*(2) N CO(Q).
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Na realidade é desse modo que ele estd enunciado em [RK]. A prova
dos teoremas com essa mudanca de hipotese é feita da mesma forma que
procedemos nesse texto.

Nos exemplos que mostraremos na secao 4.3 pode-se utilizar os teoremas
tanto na forma que consta nessa dissertacao quanto na forma do artigo origi-
nal, depende de como vamos olhar nosso dominio em relacao a subvariedade.
Esse fato ficara mais claro no decorrer dos exemplos.

Daremos um exemplo agora que ilustra o caso particular de aplicarmos
essas estimativas quando a variedade tem curvatura seccional menor que uma
certa constante negativa, como o espaco hiperbdlico por exemplo. Nesse caso
basta obtermos uma funcao que quando computamos a segunda derivada
resulta nela mesma a menos de uma constante, pois assim podemos utilizar
o corolario 4.1.4.

Exemplo 4.1.10. Seja N C M uma subvariedade e 2 uma vizinhanga nor-
mal de N. Suponha que A(N) < —Ky e Ky < —(Ky)?, onde Ky é uma
constante positiva. Considere

sinh(Ko(rg + 1))

fl) = T T

1
Ko

dadeira. Entao aplicando este coroldrio obtemos

/ro+R [ sinh" ™ (Kou)du i } -

com rg = =—arccoth (}—?) . Tal f torna as hipoteses do colordrio 4.1.4 ver-

sinh” ! (Kys)

0

A (Q) > {

4.2 Estimativas em dominios que contém a
subvariedade

O que fizemos na primeira se¢ao foi mostrar que com uma limitagao adequada
para Ad vale que supg |u| < supq |u| + C'supg |Au| e com isso consegue-
se uma boa estimativa para A;(£2). Entretanto aplicavamos esse resultado
em dominios €2 nao intersectavam a subvariedade N para a qual a funcao
distancia estava definida. A partir de agora nds iremos obter estimativas
para dominios que contém V.

O leitor pode ter em mente a seguinte situacao. Considere M = S? e um
grande circulo dessa variedade como sendo a subvariedade em questao. Seja
Q o conjunto de todos ponto de S? que estao a uma distancia menor ou igual
a R desse grande circulo. Nesse caso, {2 nao é mais uma vizinhanga normal
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de N. No geral, vamos exigir apenas que ele seja um aberto relativamente
compacto de M, ou seja, que seu fecho seja um compacto de M, tal que d
seja diferencidvel em Q\ V.

Outro caso particular, é quando a subvariedade N tem dimensao 0, ou
seja, ¢ um ponto. Vamos usar um conceito mais geral de funcoes super-
harmonicas e provar o seguinte

Teorema 4.2.1. Seja B C M uma bola normal de centro p € M, raio R
e d a fungao distancia ao centro. Se existe uma funcdo f : [0, R] — R, de

Ad(x) _ f/d())
n—1 = fldw))

M(B) > Ty,

n 1
x)
onde I'y = {/ fo j:" il ds}
(s)
Se olharmos para o caso particular que M é uma variedade rotacionalmete

simétrica, p é a origem dessa variedade e f é a fungao associada a métrica
de M obtemos a mesma estimativa que em [BB], a saber:

entao

classe C' tal que

-1

Teorema 4.2.2. Seja M = [0, R) x S"™! uma variedade riemanniana esferi-
camente simétrica com métrica dt* + f(t)2d6?, f(0) =0, f'(0) =1, f(t) >0
se t € (0,R]. Seja B(r) C M uma bola geodésica de raio r, centrada em
{0} x S"~1 entdo:

1
fo f” sy, [
fr=1(t) o S(s)
onde V(s) € o volume n-dimensional da bola geodésica de raio s e S(s) o
volume (n — 1)-dimensional de 0B(s).

Usualmente fungoes superharmonicas sao definidas do seguinte modo:
Uma fungao u € C?(Q) é superharmonica em € se Au < 0.

Agora passaremos a definir fun¢ées superharmoénicas no caso em que elas
sao de classe C°(M). Afim de diferenciar as duas defini¢oes vamos nos referir
a proxima como superharmonica generalizada.

Definigao 4.2.3. Dizemos que uma funcio u € C°(M) € superharmonica
em M se para todo conjunto V. CC M e para toda funcao h harmonica em
V com u>h em OV, tem-se u > h em V.
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Observagao 4.2.4. Se u € C?*(Q), pode-se mostrar que a defini¢ao acima é
equivalente a dizer que Au < 0 em Q. Também € vdlido o Principio fraco do
mdzimo para fungoes u € C° superharmonicas.

Com essa definicao e sabendo que o principio do maximo é vélido para
funcoes superharmonicas generalizada, estamos aptos a mostrar o proximo
teorema. Reforcamos que o grande diferencial dele para os que foram vistos
na secao anterior consiste no fato do dominio €2 conter a subvariedade para
a qual a funcao distancia serd considerada.

Teorema 4.2.5. Seja N C M uma subvariedade. Seja ) um aberto relativa-
mente compacto de M. Suponha que N C Q) e defina R = sup{d(z) | z € Q},
onde d € a fungdo distancia o subvariedade definida em M. Se existe uma

Ad(x) _ f(d())

funcdio f : [0, R] — R, de classe C' satisfazendo > para
001 = R n—1 = @)
f fn 1 )
todo x € Q\N. Se C = / —0 = ds entao

sup |u| < sup |u| + C'sup |Aul,
0 o9 Q

para toda u € C*(Q) N CO(Q).
Na prova do teorema faremos uso do seguinte lema

Lema 4.2.6. Seja ) C M e w : Q — R, continua. Considere N =
{z € Q | w(z) nao € duas vezes derivavel}. Suponha que N ¢é fechado em
Q. Suponha que para todo x pertencente a N tenha-se que w(x) = supqw
e para todo = pertencente a  que ndo pertence a N tenha-se Aw(z) < 0.
Entdo w € superharmonica generalizada.

Proof. Suponha que w nao é superharmonica. Entao existem U CC €2,
e h € C*(U) N C°U) harmonica com w > h em U e py € U tal que
h(po) > w(po).

Seja | = supy (h — w). Claramente [ é finito e positivo, ja que h , w sao
continuas e em py temos h(po) > w(po)-

Considere h = h — 1. Note que h =h — [ < h — (h — w) = w, logo h < w.
Ainda, h é harmoénica pois h é harménica e [ é constante.

Como h e w sdo funcdes continuas no U temos que o supremo de h — w
é atingido em algum ponto p; € U. Assim temos (h — w)(p;) = [ donde
w(p1) = h(p1) — L = h(p1). ) ) .

Seja U' = {x € U | w(x) = h}. J4 que h € C*(U), vale que NNU'" = 0.
Sendo assim, existe uma vizinhanca V de U’ tal que VNN =0 e U’ CC V.
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Note que, em V, w é superharmonica no sentido classico, pois Aw < 0, ja
que nenhum ponto de V' pertence a N.

Pela construgdo de U’ e V, h < w em 09V. Seja a = infay(w — h) e
considere a funcdo harménica h + 5. Note que

B—l—g<w em OV e B(po)+g>w(po).

Logo, w nao é superharmonica generalizada em V.
Chegamos entao em uma contradicao, ja que o fato de ser superharmonica
no sentido clasico implica nela ser ser superharmonica generalizada. O

Proof. do teorema A ideia desta demonstracao é a mesma que usamos no
Teorema 4.1.5. Queremos considerar a fungao

v(x) = sup |u| + g(d(x)) sup | Aul,
89 Q

e encontrar uma funcao g que coloque v — u nas hipdteses necessarias para
aplicarmos o Pricipio fraco do maximo e garantir que v —u > 0 em 2. Como
antes, também precisamos que v+ u > 0, porém vamos nos deter ao primeiro
caso.

Para comecar, vemos de forma andloga ao Teorema 4.1.5, que se g é
positiva, entao a condigao de fronteira é satisfeita, ou seja, v —u > 0.

Sabemos que a funcao distancia nao é diferenciavel na origem, isto é, em
xo tal que d(zg) = 0, entao diferentemente dos outros casos, v — u nao é
diferenciavel em €2, ja que a funcao distancia d nao sera diferencidvel em N.
Isso nos impossibilita de calcular A(v —u) em todo interior de 2 e portanto,
nao faz sentido querer que A(v — u) < 0 como foi feito no Teorema 4.1.5.

Sendo assim, para que possamos usar o principio do maximo, precisamos
garantir que v — u é superharmonica generalizada.

Sejaw=v—ue
fofnl
fnl

Como g é decrescente e d(z, ) = 0 para todo x € N, temos que supgw =
supg(v — 1) = (v — u)|.

Portanto pelo Lema 4.2.6 concluimos que w = v —wu é superharmonica em
Q. Logo como é valido o principio fraco do maximo para essa funcao podemos
concluir a prova do teorema exatamente como nos outros casos. ]

Corolario 4.2.7. Sejam ) e f nas hipéteses do Teorema 4.2.5 entao
e —1
fo /N
= 1 ds :
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Proof. A prova é analoga a do Corolario 4.1.3. m

Observacao 4.2.8. O Teorema 4.2.1 é um caso particular do Coroldrio
4.2.7. Basta considerarmos N como um ponto e ) uma bola normal com
centro em N.

4.3 Exemplos

No capitulo 3 vimos que dadas uma variedade riemanniana M e uma vi-
zinhanga normal nessa variedade, e se tivermos uma limitacao, em termos
de uma certa funcao f e suas derivadas, para curvatura seccional e c.p.m.
ou para curvatura de Ricci e média no bordo dessa vizinhanca, podemos
Ad(x) _ fd(x)  Ad(z) _ f(d(x))
ou <
n—1 = f(dz)) —~ n—-17 f(d(z))
a subvariedade N. Uma vez obtida essa desigualdade e estando no dominio
adequado, estamos aptos a aplicar os Teoremas mostrados nessa se¢ao, que
nos fornecem uma estimativa para A;.

Destacamos que o grande diferencial nesses resultados, se dé pelo fato
destas estimativas depender em apenas de conhecermos a curvatura de Ricci
radial de M associada a N e a curvatura média em N (subvariedade que é a
origem da vizinhanga normal) ou a curvatura seccional radial de M e A(N).

Vamos comecar com um exemplo bésico em R% O segundo exemplo,
mostra que é possivel aplicar simultaneamente as 3 estimativas feitas nos
Corolarios 4.1.3, 4.1.6 e 4.2.7. Depois vamos analizar o caso das variedades
rotacionalmente simétricas e por ultimo vamos estimar o primeiro autovalor
em cilindros.

obter

onde d é a funcao distancia

Exemplo 4.3.1. Considere Q = A;5(0,0), o anel que tem raios 1 e 2 R?
centrado na origem. Seja N a bola geodésica com centro na origem e raio
1, com vetor normal apontando para ). Nesse caso teremos que Kz = 0 e
A(N) = —1. Assim podemos considerar f(t) =t + 1 para que estejamos nas
hipoteses do Corolario 4.1.4 e concluimos que:

-1
/fos+1 3.1 (1 -
=<—-+4+=-In|(= .
t+1 4 2 2
Exemplo 4.3.2. Embora as hipoteses dos Teoremas 4.1.5, 4.1.2 € 4.2.5 se-
jam distintas, € possivel que elas sejam satisfeitas simultaneamente, e por-

tanto podemos aplicar as trés estimativas obtidas ao longo do texto como
veremos agora.
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Considere a variedade M = [0,71] x S' com métrica ds*> = dt*> + f>(t)df>
e f(t) = sen(t). Nesse caso temos que M = S?. Considere a subvariedade
N = {0} x S' = p onde p ¢ 0 pélo norte da esfera.

Vamos estimar o primeiro autovalor de Dirichlet do sequinte dominio,
Q={r eS| F-R<dp <5+R} comRE(0,3) ed a fungio
distancia ao pdlo norte. Nesse caso N N Q = 0 e ainda, Q nao € uma
vizinhanca normal de N mas é um dominio relativamente compacto de M
e d € diferenciavel em ). Estamos entao com §) dentro das hipoteses que
mencionamos na observacao 4.1.8.

Entretanto, poderiamos pensar em €2 como sendo uma vizinhan¢a normal
da subvariedade L = {5 — R} X S, bastaria definir a funcao distdancia a L
como ¢(x) = d(x) — R onde d é a funcao distancia ao pdlo norte. Formal-
mente teriamos que Q = {x € S* | 0 < ¢(z) < 2R}. Assim poderiamos
aplicar exatamente os teoremas que constam nesse texto.

Nas duas primeiras estimativas desse exemplo vamos considerar a distancia
ao polo norte e faremos mengao aos coroldrios desse texto mas sempre assu-
mindo que eles estao com as adaptagcoes mencionadas na observacao 4.1.8.
No dltimo caso vamos considerar a distancia ¢ mencionada acima.

Sabemos que as variedades rotacionalmente simétricas possuem Lapla-
ciano do distancia ao ponto igual a (n — 1)%, onde n é a dimensao da
variedade onde a func¢ao distancia estd definida. Portanto, nesse caso, tere-

mos que
Ad(y(1) = 0

Sendo assim estamos nas hipoteses do Coroldrio 4.1.3, o que nos dd a
sequinte estimativa

= cotg (t).

-1

A (92) dt

y /’2‘+R fé_R sen (s)ds

_p sen (t)

B 3R —(cos (t) — cos(% — R)) o
B {/gR sen (t) dt}

I4R - I4R -1
= / — cotg (t)dt + cos (E —R) / cossec (t)dt

E]

TR ~R

N
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cossec (5 + R) — cotg (§ + R) sen (5 + R)
= <cos(z—R)n —In
cossec (5 — R) — cotg (5 — R) sen (5 — R)
_ cos(z—R)ln 1 —cos(5+R) sen(5—R) I sen (3 + R)
2 sen(5+R) 1— cos(5—R) sen (5 — R)
B 1 1+ sen(R)| "
~ sen(R) 1 — sen (R)

Aplicando esse resultado para R = % teremos que A\ (€) > 1.8204.

Também estamos nas hipoteses do Coroldrio 4.1.6. Entao, teremos

{

= {—cos(g—i-R)ln

A (Q)

v

T4+R %-FR d -1
/2 J;27 " sen(s) Sdt}

g sen (t)

l—cos(3+R) sen(;—R)
sen(3 +R) 1— cos(5—R)
-1

“ mm )

Note que essa é a mesma estimativa do primeiro caso.

Podemos também olhar para @ como uma vizinhanga de A = {Z} xS,
do sequinte modo: Q = {x € S* |d(x, A) < R}

Nesse caso, A C Q, o Laplaciano da funcdo distancia d subvariedade A, é
dado por Ad(q) = — cotg (5—d(q)). Podemos entdo escolher f(t) = cos (d(t))
para aplicarmos o Coroldrio 4.2.7. Assim, obtemos que

’—ln

1

= {In|sec(R)[}""

-1

Aplicando essa estimativa para R = % obtemos A1 (§2) > 6.9521. Nesse

caso, esta € a melhor dentre as estimativas que obtemos.

Exemplo 4.3.3. Seja M wma variedade rotacionalmente simétrica com mé-
trica associada a f de dimensdao n, como a definida no exemplo 2.1.8. Con-
sidere 0 anel @ = {x € M | r < d(x) < r+ R}, onde d € a funcio distincia
a origem de M.

Vamos escolher r e r + R de forma que a fun¢ao distancia seja diferen-
ciavel em €.
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Uma parametrizacio de M € dada por

(b(t» 6) = (t> 9)7

onde 0 é a parametrizacio de S"1.
E facil ver que as geodésicas que realizam a distancia ao ponto p, que € a
origem de M, sao da forma

0(t) = (¢, 0).

Logo d(x) = |exp™(z)| = [¢(z)| = |¢7'(£,0)] se x = (¢,0).

Portanto, como ¢ € um difeomorfismo local, vemos que d € diferencidvel
em todo dominio de ¢, fora da origem. FEntao, podemos escolher r > 0
qualquer e R > 0 qualquer desde que r + R seja menor que a primeira raiz
positiva da funcgao f.

Como M € wma variedade rotacionalmente simétrica, sabemos que

Ad(z) _ f(d())

n—1  f(d(z))
Entao, para estimarmos o primeiro autovalor em €2, podemos aplicar tanto o
Coroldrio 4.1.6 quanto o Corolario 4.1.3. Com isso concluimos que

r+R tT+R fn71<8)d8 -1
A () > {/r =0 dt

r+R f: fn_l<8)d8 -1
M(Q) > {/ fn_—l(t)dt}

As variedades: H", R™ ,S™, podem ser vistas como variedades rotacional-
mente simétricas. Para isso, basta que escolhamos as funcoes adequadas
associadas a métrica, a saber: fy(t) = senh (t) para H", fr(t) =t para R"
e fs(t) = sen (t) para S™.

Isso nos possibilita a obtermos estimativas para Ay em anéis contidos
nessas variedades. O FExemplo anterior é um caso particular dessa situagao.

e também que

Exemplo 4.3.4. Considere em R30 cilindro de R® C = {(z,y, 2) | 2*+y* =
1}. Vamos calcular uma estimativa para o primeiro autovalor de Dirichlet
em Q={peC | 0<d(p,N)< R}, onde N={(z,y,0) 2> +y* =1}, ed
a funcao distancia a subvariedade N.

Uma parametrizacao para este cilindro é dada por

o(t,0) = (sen (0),cos(),1t).
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Logo N pode ser visto como a subvariedade N = ¢(0,6) = (sen (), cos(),0).
As geodésicas que partem de N obedecem a sequinte equagao 7,(t) = ¢,(t,0) =
(sen (at), cos(at), bt) onde a*+b* = 1. Com isso vemos que, em particular, a
fungao distancia € realizada por geodésicas da forma y(t) = (sen (0), cos(d),1),
logo d € diferencidvel em Q\N para todo R > 0.
Agora, para utilizarmos o Cj’gz’ol(dgz')o 4.2.7 basta que encontremos uma
d(x
1 . > 7
funcao f satisfazendo Ad(x) > Ad)

Pela observagao 3.2.3 temos que Ad(q) = —Hn,(q), onde N, € a superficie
equidistante a N que passa por q. Note que toda N; € uma geodésica em C' e
portanto Hy,(q) = 0. Logo Ad(q) = 0 para todo ponto q € Q. Sendo assim,
podemos escolher nossa f como a funcao constante 1.

Portanto,
ftds - R 9
0—dt = tdty ==
Ca = () =%

A () > {/OR

Nesse exemplo especifico € fdcil obtermos o primeiro autovalor para o
anel ) de raio R, pois € possivel obter explicitamente a primeira autofuncao.

Basta escolhermos u(x,y, z) = cos(5%) e teremos

Au(z,y,2) = u,, = 4—R2u(z)

e ainda u(z,y, R) =0 =u(x,y,—R) o que mostra que u é autofunc¢dio. Para
ver que é a primeira autofuncao basta notar que ela nao muda de sinal, no

2

» 0
caso, € sempre positiva. Logo, A\1(€)) = i
Comparando com o wvalor obtido pela estimativa percebe-se que a mesma
apresenta uma boa aproximacdo do primeiro autovalor jd que ambas possuem

o denominador na mesma ordem de crescimento.
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