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2.1.1 Máquina de Turing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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2.2 Modelos Semânticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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SD soma determińıstica
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FIGURA 4.16 - Representação Gráfica da Construção do Processo v em P0

∏
B

P0. 79
FIGURA 4.17 - Representações das Imersões sobre B

∏
P0

∏
P0. . . . . . . . . . 81

FIGURA 4.18 - Representações das Imersões sobre D1. . . . . . . . . . . . . . . 82
FIGURA 4.19 - Projeções e Imersões em D0 − D1. . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
FIGURA 4.20 - Formalização do Relacionamento entre D0 e D1. . . . . . . . . . 85
FIGURA 4.21 - Representação dos Processos Interpretados por y, z ∈ D2. . . . 88

FIGURA 5.1 - Construção do Espaço Coerente de Processos D∞. . . . . . . . . 89
FIGURA 5.2 - Interpretação da Composição de Imersões em πθ

n[Dn] ⊆ D∞. . . 93
FIGURA 5.3 - Construção do Processo (d(k) · e(l)) · (f (n)) em D2. . . . . . . . . 97
FIGURA 5.4 - Representação do Processo (d(k)) · (e(l) · f (n)). . . . . . . . . . . 97
FIGURA 5.5 - Construção do Processo ((d(k)) · (e(l))) · ((f (n))) em D3. . . . . . 99
FIGURA 5.6 - Construção do Processo ((d(k) · e(l)) · (f (n))) em D3. . . . . . . . 100
FIGURA 5.7 - Representação do Processo P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
FIGURA 5.8 - Representação da Composição Finita da Imersão π←

0,n−1[D0] em
Dn. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

FIGURA 5.9 - Exemplificação das Projeções Π→
n , Π←

n sobre Dn. . . . . . . . . . 106
FIGURA 5.10 - Representação de Objetos em π↔

0,n[Dn]. . . . . . . . . . . . . . . 110
FIGURA 5.11 - Aplicações das Projeções Π↔

n,0 sobre Objetos em Dn. . . . . . . 115
FIGURA 5.12 - Representação de Objetos em π→←

0,n [Dn]. . . . . . . . . . . . . . 117
FIGURA 5.13 - Aplicação das Projeções Π→←

n sobre Objetos em Dn. . . . . . . 120



15

FIGURA 5.14 - Representação da Composição Finita das Imersões π��
n . . . . . 122

FIGURA 6.1 - Construção do Espaço Coerente de Processos D→∞. . . . . . . . . 124
FIGURA 6.2 - Representação para Objetos em π

(θ)
n,∞[Dn] ∈ D

(θ)
∞ . . . . . . . . . . 132

FIGURA 6.3 - Representação para os Processos Q, Q′ e Q∞. . . . . . . . . . . 135
FIGURA 6.4 - Representação do Processo W00. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
FIGURA 6.5 - Representação do Processo W ′00. . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
FIGURA 6.6 - Representação do Processo W001. . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
FIGURA 6.7 - Processo W ′011. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
FIGURA 6.8 - Representações de Interpretações em π↔

n,∞[Dn] . . . . . . . . . . 147
FIGURA 6.9 - Representações de Interpretações em π→←

n,∞ [Dn]. . . . . . . . . . . 155

FIGURA 7.1 - Construção do Espaço Coerente D∞2 . . . . . . . . . . . . . . . . 159
FIGURA 7.2 - Construção do Processo Transfinito W em M. . . . . . . . . . . 160
FIGURA 7.3 - Aplicações da Imersão π

1→
n,m sobre Objetos em [Dn]. . . . . . . . 164

FIGURA 7.4 - Representações das Interpretações em π→∞+1,n[Dn]. . . . . . . . . 165
FIGURA 7.5 - Relacionamente entre D→∞+1 e D→∞. . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
FIGURA 7.6 - Os Espaços Coerentes D
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Resumo

O trabalho constitui-se numa investigação teórica da estrutura ordenada e intui-
tiva dos espaços coerentes, introduzidos por Girard [GIR 86], na definição do modelo de
máquina geométrica para construção e interpretação de estados e processos computacionais
rotulados por posições de um espaço geométrico. Esta interpretação poderá ser aplicada
às construções determińısticas, incluindo dois tipos especiais de paralelismo - o espacial,
com memória e processos infinitos definidos por estruturas matriciais, que operam sobre
dimensões independentes, de forma sincronizada; e o temporal, na versão genérica do mo-
delo, com memória global transfinita e processos distribúıdos num conjunto enumerável de
máquinas geométricas, sincronizadas no tempo. O modelo contempla interpretação para
computações não-determińısticas e prevê a aplicação de operadores exponenciais na inter-
pretação do espaço funcional. A noção mais intuitiva deste trabalho está na definição da
relação de coerência, que define o grafo sobre o qual se constrói este domı́nio semântico.
Sobre o conjunto de pontos compat́ıveis de tais grafos, a coerência estrita interpreta a
condição impĺıcita para modelar o paralelismo - a concorrência entre posições de memória.
Na construção dual, justificada pela presença da negação involutiva no grafo complemen-
tar, a incoerência interpreta a condição para o não-determinismo - o conflito de acesso
à memória. Para os demais construtores, o produto sequencial e a soma determińıstica,
consideram-se os endofunctores produto e soma direta da categoria CospLin dos espaços
coerentes e funções lineares. A estrutura ordenada deste modelo é formalizada pelo espaço
coerente D∞ de todos os processos, constrúıdo em ńıveis a partir do espaço coerente D0

dos processos elementares, seguindo a metodologia proposta por Scott [SCO 76]. Neste
sentido, cada ńıvel da construção está identificado por um subespaço Dn que reconstrói
todos os objetos do ńıvel anterior, preservando suas propriedades e relações, além de cons-
truir os novos objetos. Compat́ıvel com a abordagem algébrica, o relacionamento entre os
ńıveis é expresso por funções lineares denominadas imersões e projeções, interpretanto os
construtores de processos e seus destrutores, respectivamente. Pelo procedimento de com-
pletação, assegura-se a existência do menor ponto fixo para equações recursivas definidas
pela composição infinita destes morfismos. Além disso, as interpretações para processos
infinitos, constrúıdos por prefixação, apresentadas em D

→∞ comprovam que este modelo
é compat́ıvel com a diversidade dos construtores. O espaço coerente D∞2 dos processos
transfinitos generaliza a construção e define a estrutura ordenada do modelo de máquina
geométrica distribúıda. Seus objetos são subconjuntos coerentes de tokens rotulados por
posições do espaço geométrico e indexados por subconjuntos isomorfos aos ordinais trans-
finitos. O espaço coerente S � S dos traços lineares de funções definidas sobre o espaço
coerente S dos estados computacionais constitui-se no modelo semântico para análise do
comportamento associado a cada processo interpretado em D∞. A definição da função de
representação introduz um domı́nio de expressões que formaliza uma linguagem capaz de
expressar, de forma mais operacional, as interpretações obtidas neste modelo de máquina.
Cada uma das expressões válidas na linguagem é compat́ıvel com uma expressão gráfica.

Palavras-Chave: Teoria dos Domı́nios, Espaços Coerentes, Domı́nios Semânticos, Con-
corrência e Não-determinismo, Modelos de Máquinas Paralelas.
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TITLE: “THE GEOMETRIC MACHINE - A MODEL FOR CONCURRENCE AND
NON-DETERMINISM BASED ON COHERENCE SPACES.”

Abstract

This work presents a theoretical investigation of the constructive, intuitive and or-
dered structure of the coherence spaces, introduced by Girard, in order to define the geo-
metric machine model for interpretation of computational states and processes labelled by
positions of a geometric space. This interpretation can be applied to deterministic process
constructions, including two special types of parallelism - the temporal parallelism, with
infinite memory and infinite processes defined over array structures, that operate over inde-
pendent dimensions in a synchronized way; and the spatial parallelism, in a generic version
of the model, with a transfinite global memory shared by transfinite processes distribu-
ted in a enumerable set of geometric machines, synchronized in the time. The work also
provides interpretation to the non-deterministic computations and applies the exponential
operators in the interpretation of the functional space. The most basic notion of this work
is the definition of the coherence relation as the admissibility of parallelism between basic
operations (elementary processes). That relation defines the web over which the coherence
space of the whole set of deterministic and non-deterministic processes is step-wise and
systematically build. Over the set of the compatible points of such graph, the strict cohe-
rence interprets the implicity condition to model parallelism - the true concurrence. In the
dual construction, justified by the presence of involutive negation in the complementary
graph, the incoherence interprets the condition that models non-determinism - the conflict
of memory accesses. The other constructors, the sequential product and the deterministic
sum, are defined by the endofunctors in the CospLin category of the coherence spaces and
linear functions. The ordered structure of this model is formalized by the coherence space
D∞ of all processes, constructed by levels from the coherence space D0 of the elementary
processes, following the Scott’s methodology [SCO 76]. In this sense, each level is identified
by a subspace Dn, which reconstructs all the objects from the level before, preserving their
properties and relations, and drives the construction of the new objects. Compatible with
the algebraic-theoretic approach to computational processes, the relationship between the
levels is expressed by linear functions called embedding and projection-functions, which
interpret constructors and destructors of processes, respectively. The completion proce-
dure guarantees the existence of the least fixed point to the recursive equations, defined
by infinite composition of these morphisms. In addition, the interpretation for infinite
processes constructed by prefix is presented in D→∞, confirms that the ordered structure of
these model is compatible with the diversity of constructors. The coherence space D∞2 of
transfinite processes generalizes the construction and defines the ordered structure of the
distributed geometric machine model. Its objects are coherent subsets of tokens labelled
by the positions of a geometric space and indexed by isomorphic subsets related to the
transfinite ordinal numbers. In order to analyze the behavior related to the interpreta-
tions in D∞, the coherence space S � S of the linear traces of functions, defined over
the coherence space S of the computational states, is introduced. The definition of the
representation-function � induces the construction of the domain Ω of valid expressions
and formalizes a (graphic) language which is able to express, in an more operational way,
the interpretations obtained in the geometric machine model.

Keywords: Domain Theory, Coherent Spaces, Semantic Domains, Cuncurrent and Non-
deterministic Computations, Parallel Machines.
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1 Introdução

Este trabalho constitui-se no texto que formaliza a tese, requisito para o doutora-
mento no Programa de Pós-Graduação da UFRGS, submetendo-a à apreciação por pes-
quisadores em áreas relacionadas. Nesta introdução apresentam-se as principais idéias que
fundamentam este trabalho e os objetivos alcançados. Além disso, salienta-se a motivação
para a escolha do tema e sua importância dentro do contexto da Ciência da Computação.

Considerando-se que o principal objetivo da Teoria dos Domı́nios na Semântica
Denotacional é prover um modelo matemático para um sistema de tipos, incluindo o
espaço de funções, e explicar a noção de computabilidade em relação a estes tipos, esta
proposta pode ser entendida como uma tentativa de aplicação destas idéias.

É notório que a Teoria dos Domı́nios é uma teoria bem consolidada constituindo-
se atualmente numa importante área de investigação e de fundamentação teórica para
a Ciência da Computação, especialmente para as Linguagens de Programação e para a
Teoria dos Modelos de Provas, com uma vasta literatura (algumas das suas principais
contribuições serão resumidas no próximo caṕıtulo).

Entretando, os modelos existentes que buscam as interpretações de sistemas dinâmi-
cos como processos computacionais envolvendo paralelismo e não-determinismo ainda não
são capazes de satisfazer certos questionamentos por se tratarem de estruturas complexas
que em geral se mostram de dif́ıcil aplicação. As principais questões são apresentadas e
analisadas ao longo do próximo caṕıtulo.

Um dos resultados importantes do presente trabalho poderá ser o caráter simples e
intuitivo da estrutura ordenada do modelo de máquina descrito, restrito a uma tipo es-
pećıfico de memória, e tornando expĺıcito um relacionamento intuitivo entre o paralelismo
espacial e temporal de processos computacionais.

1.1 Concepção da Idéia

A noção de computação pode ser concebida fundamentalmente de dois modos, o
primeiro que está relacionado com a reescrita de expressões, na qual se encaixam o λ-
cálculo e as equações recursivas. O outro, que estabelece uma computação como uma
transformação de estados, na qual se consideram o fluxo e os recursos, ambos diretamente
relacionados com a idéia de sistemas dinâmicos. Pode-se dizer que no primeiro caso grande
parte da fundamentação computacional refere-se à teoria álgebrica e no segundo à teoria
das redes.

Na teoria da computação clássica estas noções são equivalentes. Entretanto, sob o
ponto de vista da funcionalidade dos sistemas envolvidos, estas noções não são equivalentes,
ou como se referem na literatura espećıfica, não são dinamicamente equivalentes.

A lógica linear introduzida por Girard tornou expĺıcita as interpretações computa-
cionais relacionadas com recursos, reconhecida como a lógica ciente dos recursos. Isto se
justifica pois as fórmulas são interpretadas como recursos e as regras lógicas como regras
para utilização destes recursos. A conscientização é pertinente porque as provas geradas
pelo sistema não permitem o uso irrestrito dos recursos, mas apenas aqueles assumidos
anteriormente como hipóteses.

Baseando-se nestas interpretações, a noção de concorrência surge na estruturação
das regras e não sendo portanto creditada a uma particular regra ou a um espećıfico ope-
rador. Isto nos leva a crer que a interpretação dos recursos pode ser concebida como
na semântica coerente da lógica linear. Ou ainda, recursos podem ser modelados como
objetos de um domı́nio denominado espaço coerente, e o fluxo de recursos fluindo através
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dos operadores lineares, tornando compat́ıveis as interpretações computacionais e denota-
cionais. Isto foi bem observado por Costa e Moreira [COS 94] num trabalho que mostra
algumas conexões entre sistemas lógicos e dinâmicos, num tratamento uniforme para os
sequentes lógicos e os sistemas de transições das redes.

Neste sentido, a teoria da aproximação sugerida por Scott, provê uma fundamentação
matemática para a formalização destas idéias, capaz de interpretar a informação que flui
quando os processos são executados. A idéia básica de Scott é representar tipos de dados
por certos conjuntos parcialmente ordenados, denominados domı́nios. Quando a com-
putação está baseada em um algoritmo, então cada um dos conjuntos de dados de entrada
e sáıda é visto como um domı́nio. O programa que executa a computação é representado
por funções entre domı́nios.

Analisadas todas estas idéias, este trabalho formalmente introduz a estrutura or-
denada da máquina geométrica como o espaço coerente de processos computacionais, in-
dutivamente gerado, e definido a partir da escolha do conjunto de ações rotuladas por
posições de um espaço geométrico (definindo os processos elementares) e do conjunto fi-
nito de construtores de processos. Pela completação, todos os processos, inclusive aqueles
sem restrição quanto ao tempo de execução ou espaço de memória, são interpretados neste
domı́nio.

Ainda é apresentada uma generalização desta estrutura de modelo de máquina,
formalizada pelo espaço coerente de processos computacionais transfinitos, propiciando
interpretação para sistemas de computação distribúıdos. A idéia para construir esta ge-
neralização sobre estruturas computacionais possivelmente infinitas, fundamenta-se na
análise da construção dos ordinais transfinitos como a generalização das seqüências de
números naturais, na Teoria dos Conjuntos, introduzida por Cantor, e apresentada por
Stoll em [STO 61]. Neste livro, Stoll introduz os sistemas unários como uma funda-
mentação algébrica para indução e recursão nos números naturais. Estes estudos foram
seguidos por Escardo [ESC 95] que introduz os sistemas binários para formalizar a indução
e recursão na reta real e Reiser [REI 99], que apresentou uma versão categórica para os
sistemas unários, com abordagem para a μ-recursão.

A motivação para este trabalho pode ser creditada ao desejo de dar continuidade a
estas idéias ou de contribuir no sentido de que se tornem mais claras e precisas.

O trabalho fundamenta-se numa idéia de simples compreensão por se tratar de um
modelo para interpretar o comportamento de programas concorrentes e não-determińısticos
baseada na idéia de processo.

Constitui-se numa pesquisa bem limitada, pois restringe sua interpretação sobre
processos matriciais que operam de forma sincronizada e em diferentes dimensões, apresen-
tando uma abordagem muito interessante e intuitiva, caracteŕısticas inerentes da estrutura
sobre a qual o modelo é definido, os espaços coerentes.

Por fim, é preciso ainda dizer que este trabalho não tem a pretensão de responder
a todas as questões que podem surgir a partir das idéas apresentadas. Como todo tra-
balho cient́ıfico, o modelo de máquina geométrica é constrúıdo no sentido de responder
alguns questionamentos dentro da teoria da computação, e colaborar na proposta de novas
questões de pesquisa.

1.2 Objetivo e Etapas de Desenvolvimento

Esta tese tem por objetivo a construção do modelo de máquina geométrica para
interpretação dos processos computacionais que envolvam paralelismo e não-determinismo,
operando sobre estruturas matriciais com memória indexada por um espaço geométrico e
utilizando como estrutura ordenada os espaços coerentes.

As diversas etapas que foram sendo vencidas antes que este objetivo tivesse sido
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efetivamente alcançado estão especificadas logo a seguir.

1. A construção da estrutura ordenada do modelo de máquina, fundamentada nos
domı́nios qualitativos introduzidos por Girard - os espaços coerente, divididos nas
seguintes subetapas:

(a) a definição dos estados, dos processos computacionais e dos construtores de
processos interpretados no modelo;

(b) a definição do espaço coerente de processos elementares e a construção do
primeiro ńıvel da estrutura do modelo;

(c) a formalização e análise dos morfismos que constroem os diferentes ńıveis da
estrutura deste modelo;

(d) a completação da estrutura ordenada do modelo de máquina;

(e) a interpretação dos construtores de processos como morfismos na categoria
CospLin; e

(f) a generalização da estrutura do modelo, capaz de prover interpretação para
sistemas de computação distribúıdos.

2. A introdução de um modelo semântico, pela definição do espaço coerente dos estados
de computação e de uma função de avaliação capaz de modelar o comportamento
de todos os processos interpretados na estrutura do modelo.

3. A introdução de uma linguagem baseada em interpretações definidas sobre os objetos
e morfismos da estrutura ordenada da máquina geométrica.

Para cada ı́tem e subitem detalhando o objetivo deste trabalho é dedicado um
caṕıtulo neste texto. Na próxima seção, estão resumidos os principais aspectos referentes
à estrutura do modelo proposto e que também justificam a consistência deste trabalho.

1.3 Estrutura Ordenada do Modelo

A estrutura do modelo é indutivamente constrúıda a partir do espaço coerente de
processos elementares e dos construtores (funções lineares) que representarão as regras
de construção dos processos modelados nesta máquina. Sua correspondente completação
provê uma estrutura ordenada, capaz de modelar os processos computacionais (incluindo
processos infinitos e transfinitos) considerando relevantes as caracteŕısticas de concorrência
e não-determinismo definidas sobre estruturas de memória.

Salienta-se que a construção dos espaços coerentes dos estados e dos processos com-
putacionais é compat́ıvel com a representação geométrica da memória, ou seja, representa-
da operacionalmente por estruturas matriciais (finitas ou infinitas) como vetores, matrizes,
blocos tri-dimensionais e outras multi-dimensionais.

1.3.1 Espaço Coerente Dn dos Processos Computacionais

O espaço coerente de processos indutivamente constrúıdo provê a interpretação para
a famı́lia de todos os processos finitos no tempo. A noção mais intuitiva nesta interpretação
está formalizada na definição da relação de coerência (reflexiva e simétrica) estabelecida
sobre as ações rotuladas por posições do espaço geométrico. Esta relação define o grafo
que explicitamente formaliza o conflito de acesso à memória. Ou seja, sob o conjunto de
pontos compat́ıveis de tais grafos a coerência estrita interpreta a condição para modelar
o paralelismo espacial.
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Por outro lado, na construção dual, justificada pela presença da negação involu-
tiva no grafo complementar, é interpretada a incoerência como condição para o não-
determinismo. Para os demais construtores, o produto sequencial e a soma determińıstica,
considera-se a interpretação associada aos morfismos na categoria CospLin dos espaços co-
erentes e funções lineares.

A estrutura ordenada que deverá modelar o conjunto de processos será constrúıda
a partir da definição do espaço coerente plano D0 dos processos elementares, seguindo a
metodologia proposta por Scott na construção do reticulado de fluxogramas [SCO 76]. A
definição do espaço coerente D0 é obtida a partir de uma teia discreta, onde cada ponto
interpreta um processo elementar. Um processo é elementar quando o resultado de sua
aplicação altera o valor de, no máximo, uma entre todas as variáveis que definem cada
estado de computação. A partir de D0 a estrutura será constrúıda em ńıveis, sendo que
cada ńıvel define um novo espaço coerente Dn constrúıdo de tal forma que satisfaça as
condições:

1. deverá reconstruir os objetos do ńıvel anterior, agora associados por um conjunto
de ı́ndices capaz de identificar os construtores que os geraram,

2. preservar os relacionamentos entre objetos reconstrúıdos, e ainda

3. permitir a união indexada com outros tokens, referentes à teia do próximo ńıvel.

Salienta-se que a definição dos construtores e destrutores de processos baseia-se na de-
finição das funções projeções e imersões, que também formalizam o relacionamento entre
os diferentes ńıveis da estrutura do modelo de máquina que se está propondo.

Os processos com tempo de execução finito são interpretados por objetos nos su-
bespaços coerentes πn,∞[Dn] ⊆ D∞ que resultam de imersões aplicadas sobre cada um
destes ńıveis. Isto significa que tais objetos são constrúıdos nos subńıveis Dn e inseridos
no espaço coerente D∞ resultante da completação. E, os processos cuja execução não
pode ser limitada no tempo também serão interpretados por objetos definidos como o
limite inverso de diagramas constrúıdos a partir de projeções e imersões.

Portanto, os processo são interpretados por conjuntos coerentes de tokens indexados
por dois conjuntos de ı́ndices disjuntos, onde

1. o ı́ndice superior direito indica seu posicionamento no espaço geométrico;

2. o ı́ndice inferior direito identifica o construtor de processo que o gerou e que foi
modelado pela relação de coerência que constrói sua teia.

Neste último item, cada aplicação do construtor sobre um processo acrescenta mais um
śımbolo a cada ı́ndice, em cada token do subconjunto coerente que o interpreta. Portanto,
a interpretação de um processo por um conjunto coerente, coincide em muitos casos com
um conjunto de infinitos tokens indexados por conjuntos infinitos de śımbolos que possui
um representação finita. O śımbolo terminal em cada ı́ndice de cada token explicita o tipo
de processo, finito ou infinito, no sentido temporal.

1.3.2 Espaço Coerente D∞ dos Processos Computacionais.

A posterior completação estende esta interpretação para os processos infinitos no
tempo, constrúıdos por diferentes abordagens. Neste sentido, este modelo de máquina
torna viável qualquer uma das seguintes possibilidades de interpretação:

1. O espaço coerente D
→∞ interpretando processos que iniciam em determinado ins-

tante de tempo mas não se pode determinar quando será seu término. Assim, a
determinação de novos processos caracteriza a construção por prefixo.
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2. O espaço coerente D
←∞ interpretando processos que terminam em determinado ins-

tante de tempo mas não se pode determinar quando começaram. Neste caso, a
determinação de novos processos caracteriza a construção por sufixo.

3. O espaço coerente D↔∞ interpretando processos que não possuem ińıcio nem término
especificado por um determinado instante de tempo, mas é sempre posśıvel determi-
nar uma enumeração do tempo, a partir de qualquer instante que se conhece. Neste
caso, a determinação de novos processos caracteriza a construção por infixo.

4. O espaço coerente D→←∞ interpretando processos, cujos instantes que identificam
seu ińıcio e término, estão bem determinados no tempo. Entretando, não se pode
determinar uma enumeração dos instantes, a partir do instante inicial, que atinja o
instante final. Portanto, a determinação de novos processos caracteriza a construção
por prefixo e sufixo, simultâneamente.

Os dois primeiros espaços coerente são isomorfos e foram formalmente definidos no texto.
Em analogia, é formalizado o isomorfismo entre os últimos dois espaços coerentes e as
correspondentes definições.

Estes espaços coerentes são algumas das posśıveis interpretações apresentadas neste
texto que determinam a estrutura ordenada e indutiva de diferentes modelos de máquinas
geométricas. Estas diferenças são obtidas pela definição das imersões, nos subńıveis de
cada estrutura ordenada, que interpretam os construtores de processos que identificam
cada um destes modelos de máquina.

Neste sentido, para cada interpretação de um processo infinito é posśıvel ainda de-
finir um conjunto enumerável de interpretações de processos transfinitos, que modelam
a execução destes processos nas diferentes máquinas de um sistema de computação dis-
tribúıdo.

Esta possibilidade de modelar computações distibúıdas, a partir da definição de
espaços corentes de processos transfinitos, formaliza o modelo de máquina geomética dis-
tribúıda.

1.3.3 Espaço Coerente D2∞ dos Processos Transfinitos

Seguindo a mesma metodologia de construção, a definição do espaço coerente dos
processsos transfinitos constitui-se num domı́nio onde é posśıvel interpretar também pro-
cessos distribúıdos, caracterizando neste caso o paralelismo temporal.

Para tal, considera-se um conjunto enumerável de máquinas, cada qual com memória
independente e indexada por um espaço geométrico, mas sincronizadas no tempo, ou seja,
operando a partir do mesmo instante.

A forma com que esta construção é proposta neste trabaho é interessante, sobre-
tudo porque mostra que a modelagem de sistemas de computação distribúıdos pode ser
obtida como uma generalização da modelagem de sistemas de computação convencionais.
Isto representa uma forte e direta ligação entre estes sistemas, geralmente tratados de
forma isolada na literatura. Além disso, pela metodologia utilizada, é intŕınseco que estes
sistemas nascerem de forma bem intuitiva, conforme sugerido por Scott, devam ser as
construções fundamentadas dentro da teoria das aproximações, ou mais especificamente,
na Teoria dos Domı́nios.

A generalização da estrutura, interpretando processos computacionais possivelmente
infinitos, distribúıdos em um conjunto enumerável de máquinas, fundamenta-se na análise
da construção dos ordinais transfinitos como seqüências generalizadas de números naturais.

Todas estas considerações foram importantes na definição dos morfismos que inter-
pretam os construtores de processos na estrutura da máquina geométrica. Em especial,
a partir da definição e análise do operador que interpreta o produto seqüencial, obtém-se
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uma abordagem algébrica para as interpretações relacionadas com as construções tempo-
rais, baseada nos sistemas algébricos n-ários. Considerando-se ainda as construções de
processos por prefixos e sufixos, definem-se as funções deslocamento, para a direita e para
a esquerda, e apresenta-se uma abordagem gráfica para geração dos ı́ndices associados aos
tokens que constroem as correspondentes interpretações.

1.4 Interpretação Semântica do Modelo

A noção de estado de computação é formalizada pelo conjunto de variáveis dis-
tribúıdas num espaço geométrico e assumindo valores num conjunto V . Assim, a es-
tas variáveis são atribúıdos valores e nomes, identificando suas posições neste espaço
geométrico que também modela a memória. Neste sentido, indica-se por I o conjunto
de ı́ndices que representam as posições (pontos) do espaço geométrico.

Ao considerar a interpretação de computações não-determińısticas, cada estado com-
putacional é interpretado por um conjunto coerente de traços lineares, de funções definidas
do espaço coerente I dos indexadores de pontos do espaço geométrico para o espaço co-
erente V dos valores computacionais. Como conseqüência, o domı́nio semântico S � S,
capaz de avaliar o comportamento dos processos interpretados em D→∞, consiste em trans-
formações sobre conjuntos de traços lineares.

As funções lineares além de serem cont́ınuas no sentido de Scott, também são estáveis
e lineares, propriedades que asseguram a existência e unicidade de uma menor aproximação
na imagem, neste caso, caracterizada por tokens da teia sobre a qual se constrói V, para
todos os objetos do domı́nio I limitados superiormente. As funções lineares podem por-
tanto serem identificadas por subconjuntos especiais de pares ordenados de tokens, cujas
teias constroem os espaços coerentes sobre os quais estas funções estão definidas. Cada
elemento do conjunto I � V de todos os traços das funções lineares de I para V interpreta
um estado computacional numa abordagem determińıstica.

Portanto, a famı́lia ℘(I � V) de todos os conjuntos de traços lineares, ordenados
pela inclusão, constitui-se no espaço coerente S dos estados de computação. Da mesma
forma, o conjunto de todos os traços das funções lineares definidas sobre o espaço coerente
S dos estados de computação, ordenados pela inclusão, define o espaço coerente S � S.

Cada conjunto coerente em D∞, interpretando um processo, está associado a uma
função linear, cujo traço é um objeto de S � S. Assim, a interpretação do comportamento
de processos é obtida a partir da análise dos traços lineares das funções em S � S.

1.5 Linguagem do Modelo

Além da estruturação do modelo e da apresentação de uma semântica denotacional
baseada na análise dos objetos e morfismos da categoria CospLin, propõe-se também
a definição de uma linguagem capaz de expressar, de uma forma mais operacional, as
interpretações definidas sobre o espaço coerente de processos D∞.

A formalização da identificação dos processos em P com os conjuntos coerentes em
D∞ e a interpretação dos construtores de processos como morfismos, definidos sobre tal
espaço coerente de processos, é alcançada pelo operador linear � : Ω → D∞.

Tal operador é responsável pela especificação equacional que deverá descrever o
conjunto de propriedades associadas aos processos interpretados no espaço coerente D∞ de
processos e sobre o qual pode-se construir as soluções de equações (recursivas) e inequações.
O conjunto de constantes, variáveis e śımbolos funcionais que constroem o conjunto Ω dos
termos que podem aparecer na especificação da linguagem que se está propondo, definem
sua assinatura.
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Os operadores que definem o produto seqüencial, soma determińıstica e produto
paralelo são interpretados na estrutura e deverão ser definidos nesta linguagem. Além
destes, também é definido o operador não-determińıstico, cuja interpretação é garantida
pelo operador de negação-linear, involutivo, que define a teia sobre a qual se constroem
objetos que interpretarão processos mutuamente exclusivos.

As construções recursivas da linguagem podem ser definidas a partir de duas formas
distintas de interpretação, determinadas pela estrutura conceitual e indutiva do modelo. A
primeira, denominada recursão espacial, relativa ao modo como os estados e processos com-
putacionais são concebidos e que se reflete na estrutura do modelo aqui proposto, garante
interpretação para estados e processos infinitos (memória infinita). Apoiada nesta inter-
pretação, a linguagem suporta um operador que executa o paralelismo espacial, intŕınseco
à relação de coerência que define a teia geradora dos objetos que interpretam processos
concorrentes em D∞. Tal operador representa uma sincronização de ações interpreta-
das por processos concorrentes. Na outra interpretação, denominada recursão temporal,
tornam-se expĺıcitos o relacionamento entre os ńıveis que compõem a estrutura ordenada
e o custo computacional associado aos processos finitos interpretados pelos objetos nestes
ńıveis, em termos da quantidade de processos elementares envolvidos na sua construção
e posterior execução, caracterizando as unidades de tempo computacional. Neste caso,
tem-se assegurado pela completação, que tais equações recursivas têm solução em D∞.

1.6 Estruturação do Texto

No Caṕıtulo 2 apresenta-se um resumo sobre modelos de máquina e alguns impor-
tantes trabalhos na semântica denotacional.

A seguir, no Caṕıtulo 3, define-se o conjunto de processos e de estados sobre a qual
a estrutura da máquina geométrica está formalizada. O espaço coerente de processos ele-
mentares e todos os subespaços e morfismos envolvidos na definição do primeiro ńıvel da
estrutura ordenada deste modelo são introduzidos no Caṕıtulo 4. Também apresenta-se
neste caṕıtulo a metodologia de construção, baseada na proposta de Scott para definição do
reticulados de fluxogramas. No Caṕıtulo 5, generalizam-se as contruções, objetos e morfis-
mos dos últimos dois caṕıtulos para interpretar processos cuja execução está limitada a um
intervalo de comprimento máximo igual a 2n+1 utc (unidades de tempo computacional).

A completação da estrutura indutiva do modelo é apresentada no Caṕıtulo 6, e
provê interpretação para todos os processos em P, seja pela reconstrução dos objetos
já definidos nos subespaços coerentes finitamente gerados, seja pela construção de novos
objetos, aqueles que interpretam processos cuja execução não pode ser limitada no tempo.

O modelo de máquina geométrica distribúıda, formalmente estruturada pelo domı́nio
D∞2 , onde os processos são determinados pelos respectivos rótulos no conjunto I de
posições do espaço geométrico que modela a memória de cada máquina e pelos inde-
xadores indicando as posição de cada máquina no espaço E , enumerável, é apresentado no
Caṕıtulo 7.

A interpretação dos construtores de processos é formalizada por funções lineares
apresentadas no Caṕıtulo 8. Além das definições com as correspondentes restrições e ob-
servações, verifica-se também que o modelo contempla interpretação para construtores
recursivos e apresentam-se alguns exemplos. As funções de representação (com exem-
plificação em anexo) e de interpretação relacionadas com a linguagem e semântica dos
processos interpretados pela estrutura ordenada são formalizadas nos Caṕıtulos 9 e 10,
respectivamente. E no Caṕıtulo 11 estão as considerações finais, trabalhos relacionados e
posśıveis aplicações e encerra-se o texto com as referências bibliográficas que ajudaram na
fundamentação e na construção das idéias que definem esta tese.

Finalmente, salienta-se que este texto é rico em exemplificações e representações
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gráficas. Justifica-se esta forma de apresentação pelo esforço em tornar mais acesśıvel a
compreensão das principais construções matemáticas que formalizam os objetivos propos-
tos no ińıcio de nosso trabalho de pesquisa.
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2 Histórico e Fundamentação

O objetivo deste trabalho é a definição de um modelo de máquina, e sua correspon-
dente interpretação semântica, onde a noção de computação seja compat́ıvel com a noção
de aproximação introduzida por Scott, e capaz de modelar o comportamento dos processos
concorrentes e não-determińısticos executados pelos computadores atuais.

Esta dif́ıcil tarefa começa com o estudo, análise e seleção de alguns dos muitos e
distintos modelos de máquinas que tem sido propostos na literatura, e das diversas teoria
desenvolvidas na direção da modelagem dos sistemas dinâmicos utilizando as ferramentas
computacionais.

Em [SCO 67] Scott apresenta uma terminologia uniforme para os diferentes tipos de
máquinas, incluindo àquelas que serão citadas nos próximos parágrafos. Este trabalho en-
fatiza a separação entre os conceitos de máquina e programa e torna expĺıcita algumas das
vantagens de se utilizar o conceito matemático de função em comparação ao de conjunto
(ou t-upla de conjuntos), na definição formal de uma máquina.

Ainda, como uma aplicação desta formalização do conceito de máquina, através da
composição de funções, são analisadas as posśıveis soluções para as seguintes questões:

1. A composição de funções computáveis em uma máquina é também computável nesta
máquina?

2. Se duas funções são computáveis em diferentes máquinas, é posśıvel definir uma
generalização onde a composição de ambas seja também computável?

As respostas a estas questões foram amplamente estudadas, mas uma das abordagens mais
interessantes pode ser obtida considerando-se uma teoria de tipos mais geral, a Teoria dos
Domı́nios, apresentada na segunda seção deste caṕıtulo, cujo principal utilização dentro
da Teoria da Computação é prover uma semântica denotacional para as linguagens de
programação.

Na primeira seção tem-se uma breve descrição dos modelos de máquinas seqüênciais
e paralelas analisadas, alguns dos quais exerceram certa influência no trabalho de pesquisa
apresentado ao longo deste texto.

2.1 Modelos de Máquinas

É concensual que a definição de uma máquina deve responder de forma simples e
não-amb́ıgua as seguintes questões: Como inserir dados na memória? Como são desem-
penhadas as operações e testes? E ainda, como retirar os resultados obtidos quando uma
instrução de término é alcançada?

A especificação formal de máquina proposta por Scott [SCO 67] aplica a notação
funcional para responder estas questões. Supondo os conjuntos I dos dados de entrada,
F dos operadores, P dos testes e O dos dados de sáıda, uma máquina M é uma função
definida sobre o conjunto {I} ∪ F ∪ P ∪ {O} sempre que existem os conjuntos:

• X, que especifica o tipo dos dados de entrada,

• M , que especifica o tipo dos estados que constituem a memória e

• Y , que indica o tipo dos dados de sáıda da máquina;

e as seguintes aplicações são satisfeitas

1. M(I) ≡MI : X → M ,
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2. M(F ) ≡MF : M → M , para todo F ∈ F,

3. M(P ) ≡MP : M → {T, F}, para todo P ∈ P, e

4. M(O) ≡MO : M → Y .

Os programas são definidos por um conjunto de instruções contendo exatamente
uma instrução inicial, e associando às demais instruções um único rótulo, de forma que
não existam duas instruções distintas com o mesmo rótulo. Deste modo, os programas
são vistos como esquemas, onde os śımbolos para operações e predicados não possuem
qualquer significado.

A computação de um programa, em uma determinada máquina, nos dá o significado
de seguir o fluxo dos dados neste programa. O significado das instruções do programa
constitui-se na descrição ou histórico deste fluxo.

Dois modelos de máquinas tem obtido uma posição dominante dentro da teoria da
computação:

• a máquina de Turig, proposta por Alan Turing em 1936 e suas extensões constituem-
se nos modelos mais utilizados para a formalização de um algoritmo;

• a máquina RAM (Random Access Machine) introduzida por Cook e Reckhow [COO 73]
modelando o idealizado computador de Von Neumann, onde os programas estão
dentro da memória da máquina.

2.1.1 Máquina de Turing

A máquina de Turing padrão pode ser pensada como um dispositivo de escolha au-
tomático que pode ser aplicado sobre quantidades finitas de estados computacionais. Exis-
tem dois tipos de estados computacionais especiais, o inicial e os finais. A máquina traba-
lha passo a passo, cada passo representa a transição de um estado para outro. Salienta-se
que o estado subseqüente pode coincidir com o estado anterior. O processo começa no
estado inicial e termina em um estado final.

Toda a informação alcançada na execução do algoritmo é armazenada na memória,
que constitui-se numa fita unidimensional, limitada à esquerda e tão grande quanto se
deseja à direita, particionada por células. Esta fita constitui-se também no dispositivo de
entrada e de sáıda dos dados. Cada célula pode armazenar o śımbolo branco que interpreta
a célula vazia na fita, ou o śımbolo que identifica o ińıcio da fita, ou ainda um śımbolo
de um alfabeto previamente escolhido, que pode ser o alfabeto de entrada ou um outro
auxiliar.

A máquina de Turing possui uma unidade de controle, refletindo o estado corrente
da máquina, que contém a cabeça da fita - uma multifunção leitura / gravação capaz de
se deslocar, tanto para a direita quanto para a esquerda, sobre a fita numa única célula.
Cada passo pode descrever a leitura ou a escrita de um śımbolo sobre a fita, durante o
qual a cabeça esta posicionada sobre uma única célula da fita.

O desempenho de cada passo involve uma seqüência de ações. Suponha que a cabeça
leitura / gravação está sobre alguma célula e o corrente estado da máquina de Turing é
finito. Então, dependendo do estado da máquina e da letra na célula, alguma letra é
escrita nesta célula e a máquina vai para o próximo estado. A letra escrita pode inclusive
ser a mesma da célula anterior. O processo continua desta forma, seqüencialmente, até
atingir seu término, caracterizado por um estado finito.

Um programa neste caso, é a enumeração de todas as posśıveis etapas da máquina
de Turing. Em geral, o conteúdo dos programas depende do alfabeto que esta sendo usado.

Extensões da máquina de Turing são correntes na literatura, podendo diferir uma das
outras em pequenos detalhes que não alteram o poder computacional deste formalismo.
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Isto quer dizer que as classes de funções computáveis a partir destas variações são as
mesmas alcançadas a partir da máquina padrão.

Em [BOA 90] são explorados os aspectos mais fundamentais da complexidade em
modelos de máquinas. Para tal são analisados e comparados diversos modelos seqüenciais e
paralelos. Algumas posśıveis extensões citadas em [BOA 90], são transcritas logo a seguir:

• fitas múltiplas, é uma versão da máquina de Turing que possui várias fitas, onde
cada fita é conectada a unidade de controle por meio de um cabeça de leitura /
gravação;

• fita infinita de duas vias ocorre quando a fita pode ser infinita em ambas as
direções;

• múltiplas cabeças, na qual cada cabeça na unidade de controle trabalha e se
desloca independentemente;

• fita bidimensional, onde cada fita constitui-se numa grade bidimensional infinita.

O desempenho de cada uma destas extensões da máquina de Turing, em última
instância, permanece o mesmo, embora ainda seja posśıvel generalizá-las (computações
não-determińısticas) ou recombiná-las (máquina de duas cabeças e fita infinita).

Entretanto, em todas estas posśıveis variações, a funcionalidade da máquina de
Turing é descrita por algum programa. Neste sentido, a análise dos algoritmos deve ser
alcançada pela análise destes programas. Desta forma, a exploração das propriedades
essenciais das estruturas algoŕıtmicas está diretamente relacionada com a exploração das
estruturas de programas que descrevem estes algoritmos. Mas a tarefa de transcrever os
algoritmos usados na prática como programas para a máquina de Turing não é um tarefa
fácil.

Apesar de seu imenso valor teórico, como um modelo computacional universal, a
máquina de Turing possui muito pouco em comum com os computadores reais. A memoria
seqüencial da máquina de Turing dificulta o acesso imediato à informação armazenada em
alguma célula que compõe os estados na memória.

Ou seja, não é uma caracteŕıstica intuitiva o endereçamento das células na memória,
viabilizando um acesso direto sobre as mesmas. Esta caracteŕıstica de memória, intŕınseca
das máquinas de registradores, e compat́ıvel com os computadores reais é denominada
memória de acesso aleatório.

2.1.2 Máquinas de Registradores.

As máquinas de registradores (RAM) constituem um modelo computacional para
análise de algoritmos concretos baseada na fundamental distinção entre os conceitos de pro-
grama e de máquina. Esta distinção também fundamenta o modelo de máquina geométrico
que se esta propondo, conforme mostram os próximos caṕıtulo.

Neste sentido, as máquinas de registradores podem ser reconhecidas como modelos
para computadores reais, bastando para tal uma redução no conjunto de instruções, rela-
cionando apenas aquelas instruções essenciais. Por outro lado, máquinas de registradores
não possuem algumas das caracteŕısticas básicas dos computadores reais, pois

1. possuem um conjunto infinito de palavras, e admitem palavras infinitas,

2. possuem uma memória de endereçamento infinita,

sendo estas importantes caracteŕısticas compat́ıveis com as linguagens de alto-ńıvel.
Entretanto, este problema é facilmente contornado, pois toda máquina RAM está

equipada com um compilador capaz de restringir tais caracteŕısticas, de acordo com a
implementação dos algoritmos ou a descrição dos seus programas.
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A máquina RAM básica consiste numa unidade de controle (onde um programa é
armazenado), um ou mais registradores de acumulação, um registrador contador e uma
coleção infinita de registradores na memória. O acumulador e os registradores na memória
não são limitados em seu tamanho, e qualquer estado computacional é uma configuração
armazenada nos registradores na memória.

As intruções da máquina RAM são dividas em instruções que influenciam o fluxo
de controle, instruções de entrada e sáıda de dados, instruções de transporte de dados
e instruções de desempenho aritmético. Neste sentido, os programas na máquina RAM
consistem em seqüências de instruções rotuladas. O significado de cada instrução é auto-
explicativo, indicando em cada caso, como a instrução selecionada é ajustada no programa.

O não-determinismo é obtido quando cada linha de código do programa lista, na
realidade, duas ou mais instruções, a partir da qual a máquina é capaz de escolher uma e
efetivar sua execução.

O modelo de máquina proposto neste trabalho, no que se refere à modelagem de
processos seqüenciais, tem como base o modelo de máquina RAM, da mesma forma que
o reticulado de fluxogramas proposto por Scott. Neste caso, os rótulos identificam os
registradores localizados no espaço geométrico I, que também modelam a memória. As
operações básicas identificadas por processos elementares, estão rotuladas por posições do
espaço I, que podem ser executada por quaisquer registradores instantaneamente.

Salientam-se, a seguir, algumas máquinas de registradores.

• A máquina NORMA (Number theOretical Register MAchine) introduzida por
Bird, [BIR 76], é uma máquina de registradores que lembra a arquitetura básica
dos computadores atuais. Possui um conjunto infinito (possivelmente enumerável)
de registradores naturais com memória e três instruções elementares sobre cada re-
gistrador: adição e subtração do valor natural um e o teste que identifica se o valor
armazenado no registrador é o número natural zero. A máquina NORMA é ou-
tro formalismo universal, extremamente simples em sua concepção, mas capaz de
simular o poder computacional da máquina de Turing.

• A máquina PRAM proposta em [BOV 94], é uma extensão do modelo de máquina
RAM para computações paralelas, definido por uma seqüência possivelmente infinita
de processadores capazes de operar numa memória global compartilhada. Esta
memória global também possui um número possivelmente infinito de células, mas
tempo de acesso constante.

Apesar de não ser considerada um modelo de máquina real, PRAM é um instrumento
muito útil para se estudar a estrutura lógica de computações paralelas no contexto
onde os custos computacionais são geralmente ignorados. Pode-se afirmar que a
maioria dos algoritmos desenvolvidos para modelos paralelos de computação são
freqüentemente baseados em algoritmos desenvolvidos para a máquina PRAM.

Existem dois tipos de variações para a máquina PRAM, relacionados com o números
de instruções :

1. SIMD-PRAM que compartilha múltiplos dados mas acessados por uma ins-
trução única. Neste modelo, o conjunto de instruções da máquina RAM é esten-
dido, permitindo que diferentes processadores possam acessar diferentes células da
memória, simultâneamente. Portanto, em qualquer instante de tempo, todos os
processadores executam a mesma instrução, embora em operandos distintos.

2. MIMD-PRAM que também compartilha múltiplos dados mas cujo acesso aos
mesmo pode ser por obtido por múltiplas instruçôes. Nesta especificação, a máquina
RAM é estendida de forma análoga, mas permitindo que os processadores executem
tarefas distintas, simultâneamente.



31

Embora a caracterização de instrução múltipla viabiliza a possibilidade de flexi-
bilidade no desenvolvimento do algoritmo, na prática estas considerações não são
relevantes. É facil mostrar que a máquina MIMD-PRAM pode ser simulada pela
máquina SIMD-PRAM.

A especificação dos conflitos de acesso à memória global podem ocorrer quando
mais de um registrador tenta ler ou escrever sobre a mesma célula de memória ao
mesmo tempo. Entretanto, para descrever os algoritmos para a máquina PRAM,
aplica-se as restrições para a escrita, e permite-se a leitura simultânea por vários
processadores, na mesma célula de memória.

• Em [SHE 63], os estudos e aplicações mostram o uso das máquinas de registradores
como modelos para a teoria básica da recursão. Neste caso a máquina utiliza apenas
um conjunto finito, prefixado de seus registradores durante as computações, que
pode ser descrito como uma unidade de controle acrescida de um conjunto finito de
contadores.

• Minsky [MIN 67] mostrou o fato surpreendente de que, a máquina de dois regis-
tradores pode simular todo poder computacional de uma máquina universal.

A idéia de von Neumann de abdicar da unidade de controle finito de um computador,
e armazenar também os programas na memória viabilizou o acesso à posições na memória
pelo endereçamento direto ou indireto, aumentando o poder de processamento dos com-
putadores, expresso nas novas tecnologias e linguagens atualmente em uso. Entretanto,
alguns problemas foram surgindo, e por conseqüência alguns estudos foram desenvolvidos
no sentido de solucioná-los. Alguns dos efeitos desagradáveis é conviver com a possibili-
dade de uso de registradores de forma esparsa, tornando posśıvel a existência de regiões da
memória onde nada está acontecendo, indicando uma posśıvel fragmentação da memória.
Além deste, outro fato que deve merecer cuidado se refere ao custo para a inicialização
dos programas, quando, por exemplo, o começo de uma computação exige que todos os
registradores envolvidos estejam zerados.

Na teoria dos sistemas de computação seqüenciais diversos modelos matemáticos tem
sido estudados. Além dos já citados e comentados, tem-se ainda como muito divulgados e
de grande aplicações os sistemas de Post e os sistemas de Markov, cujas referências podem
ser encontradas em [BOA 90]. O principal resultado desta teoria foi mostrar que todos
estes formalismos são equivalentes em relação ao comportamento das funções de entrada
e sáıda que modelam os sistemas computacionais.

Entretanto, uma grande e expressiva quantidade de sistemas computacionais reais
não são de natureza seqüencial. Em todos os ńıveis, desde um pequeno chip até uma
rede mundial, o comportamento dos processos computacionais são distribúıdos, no sentido
que podem ser desempenhados de formas distintas e independentes, orientados por tarefas
agendadas e norteadas por objetivos comuns.

A ausência de uma interpretação única para um algoritmo é usualmente chamada
incompletude de sua descrição. Dentro do contexto computacional, um algoritmo é cons-
trúıdo com o objetivo de obter a solução para um problema, de acordo com uma pre-
cisão desejada, de tal forma que garanta uma velocidade de execução compat́ıvel com tal
abordagem. Além disso, devem ser explorados os recursos dispońıveis e consideradas as
propriedades relacionadas com a estrutura dos dados associados. Mas tais considerações
raramente são explicitadas no algoritmo, quando muito ficam impĺıcitas e sujeitas a dife-
rentes interpretações nas posśıveis implementações.

Por exemplo, se uma notação matemática é usada para descrever um algoritmo,
nem sempre a ordem de execução de operações individuais é precisamente explicitada.
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Isto significa que a implementação do algoritmo pode ser efetivada sem considerar rele-
vante a ordem de execução de algumas operações, supondo que estas sejam equivalentes
sob o ponto de vista matemático. Entretanto, o mesmo não ocorre sob o ponto de vista
computacional e resulta em algumas propriedades indesejáveis como, por exemplo, a ins-
tabilidade numérica.

Isto ocorre por negligenciar uma análise de propriedades como associatividade,
comutatividade, e distributividade que apesar de serem satisfeitas por vários conjuntos
numéricos, não podem ser verificadas quando da execução do programa.

A análise da precisão dos resultados obtidos e o controle dos erros de arredonda-
mento são inevitáveis, quando da execução de processos computacionais. A maioria das
linguagens não oferece pistas de como é a estrutura interna de suas operações, e muitas
vezes, devido à diversidade dos métodos de intermediar tais erros, um mesmo programa
pode gerar resultados distintos quando executado em diferentes computadores. Esta é
uma das principais causas da dificultade de escrever software numérico portável.

Em certas arquiteturas, além da execução dos programas demostrar pouca ou quase
nenhuma dependência na ordem de execução de operações individuais, o tempo exigido
para execução não se relaciona com a troca e nem com o compartilhamento dos diferentes
tipos de dados. Estas caracteŕısticas foram herdadas das arquiteturas dos computadores
de von-Neumann, mas sem relevância para computações seqüenciais.

Muitos trabalhos tem sido direcionados na busca de minimizar estes problemas
principalmente na modelagem de grandes sistemas, mas os resultados ainda não são sur-
preendentes. Destacam-se a análise e limitação dos erros, que não se constitue numa
abordagem construtiva e a análise intervalar, associada a um custo alto em termos de
tempo computacional.

O uso eficiente das modernas arquiteturas paralelas implica na execução simultânea
das ramificações dos dados computacionais que trabalham de forma independente. Não
basta determinar como extrair os dados da memória, como desempenhar algumas ma-
nipulações e operações entre estes dados e como armazenar os resultados novamente na
memória. É preciso especificar, expĺıcitamente, sobre quais operações estes dados tem
impacto. A ausência desta informação resulta no conhecido problema da dificuldade de se
utilizar programas seqüenciais em computadores paralelos.

2.1.3 Máquina de Grafos

Uma proposta alternativa para estas questões que se tornaram muito atuais com o
surgimento das máquinas paralelas é apresentada em [VOE 92], e que se identifica com o
modelo de máquina paralela proposto nos próximos caṕıtulos. Neste caso, utilizando uma
abordagem teórica restrita a multigrafos dirigidos e aćıclicos, o autor define a Máquina de
Grafos. Nesta máquina, as operações são representadas por nodos e os arcos nos grafos
descrevem a transferência de dados entre as operações.

A introdução de um sistema de coordenadas possibilita a indexação dos nodos, dos
arcos e a definição de uma agenda (relativa ao tempo e espaço) associada a cada grafo. A
máquina de grafos torna expĺıcito o número e o tipo de seus processadores e de sua rede
de comunicação.

A notação de grafos é uma poderosa linguagem para formalização das propriedades
de um algotritmo, que torna viável o uso eficiente dos computadores paralelos. Neste
sentido, o grafo de um algoritmo é capaz de explicitar
- as operações que podem ser executadas simultâneamente;
- as operações que devem ser executadas seqüencialmente;
- a dependência entre operações com rótulos distintos; e ainda
- o deslocamento do fluxo de dados na execução das implementações do algoritmo.

Sem perda de generalização, cada dois nodos admite no máximo um arco. Em
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particular, um grafo de ordem linear é determinado pela enumeração de seus nodos, de
acordo com o sentido dos seus arcos.

Algumas observações são apresentadas, pois ajudam na compreensão do modelo de
máquina de grafos e se identificam com o trabalho desenvolvido nos próximos caṕıtulos.

• As agendas generalizadas ou estritas associadas aos grafos.

As agendas informam e evolução temporal quando da execução da implementação do
algoritmo. Quando satisfazem restrições impostas pelas caracteŕısticas do algoritmo,
viabilizando por exemplo, uma execução válida de acordo com uma determinada
ordenação das operações, são denominada estritas.

As agendas são indicadas por vetores que especificam as restrições, associadas às
operações do algoritmo indexadas por coordenadas destes vetores, que se referem ao
tempo ou intervalo de tempo decorrido na sua execução.

Portanto, as agendas permitem reconhecer a oportunidade de se executar operações
em paralelo. Existe, inclusive, uma correspondência biuńıvoca entre o conjunto das
posśıveis formas de paralelizar um algoritmo e o conjunto de agendas.

As agendas na máquina de grafos se identificam com os ńıveis da estrutura da
máquina geométrica interpretada pelo espaço coerente D→∞, onde o tempo é finito. Neste
caso, caracterizando o paralelismo espacial restrito no tempo, e memória compartilhada.
Além disso, na máquina geométrica distribúıda, interpretada pelo espaço coerente D→

∞2 ,
as agendas também refletem os ńıveis da construção que neste caso, modela o paralelismo
temporal, restrito agora ao número de máquinas envolvidos na modelagem do sistema
computacional.

O tempo de execução de um algoritmo é outra caracteŕıstica importante para análise
de sua eficiência e eficácia, que não depende apenas do algoritmo mas também da estrutura
e caracteŕıstica do computador.

A implementação de computadores seriais, com um único processador, tem ao longo
do tempo criado critérios bem-definidos para comparar algoritmos quanto ao tempo de
execução. Tais procedimentos consistem na contagem das operações desenvolvidas quando
da execução de ambos algoritmos, a partir da definição de um critério de precisão. Esta
prática reflete a caracteŕıstica mais importante da implementação serial de algoritmos
razoavelmente bons e que independem das posśıveis modificações no hardware. Por esta
razão a contagem de operações tornou-se um dos critérios mais eficientes para análise da
complexidade de um algoritmo.

Entretanto, esta tarefa não é simples quando se trata de máquinas paralelas. Para
tal, seja uma máquina paralela abstrata, possuindo infinitos processadores, todos eles ca-
pazes de medir seu desempenho na execução de uma operação em unidades de tempo, e
de forma independente. Assumindo-se ainda que as tarefas de comunicação entre proces-
sadores, o tráfego de memória e a transferência de dados de entrada/sáıda, não possuem
custo computacional (unidades de tempo).

• Tempo de execução e a constução do grafo de um algoritmo.

Pode-se então utilizar a máquina paralela abstrata para comparar o tempo de
execução de um algoritmo em um computador paralelo. Considere que o obje-
tivo principal seja uma análise das propriedades associadas ao algoritmo, e que tal
objetivo será alcançado ao examinar as diferenças entre as várias implementações
de um mesmo algoritmo. De acordo com [VOE 92], as vantagens obtidas com a
máquina de grafos, neste caso, são eminentes e podem ser estendidas no sentido de
se examinar as várias implementações de vários algoritmos.
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A existência de dispositivos de armazenamento de dados de alta capacidade não
significa velocidade de acesso suficientemente baixa. Em muitas situações práticas, o
tempo de acesso é substancialmente maior que o tempo para executar uma operação
aritmética. Esta são razões plauśıveis para justificar que as amostragens dos vários tipos
de memórias sejam levadas em consideração quando da análise do algoritmo, considerando
que os problemas devam ser resolvidos em tempo viável.

Além da variação entre os modelos ou memórias existentes (seqüenciais, endereçadas,
assoociativas) os sistemas de computadores podem incluir vários bancos de memórias de
mesmo tipo, que se comunicam via rede ou canais de comunicação, que também pos-
suem limitações. Neste casos, o acesso nem sempre é imediato e as operações básicas de
leitura/escrita podem não ser instantaneamente executadas.

• A memória computacional associada aos grafos de algoritmos.

O tamanho da memória RAM requerida para execução da implementação de um al-
goritmo reflete as caracteŕısticas do algoritmo ou restringe-se apenas à sua execução,
ńıvel por ńıvel? Em termos práticos, isto significa questionar se a execução em blo-
cos, a partir de uma estrutura algébrica, de um processo matricial associado a um
algoritmo melhora o seu desempenho computacional em relação a sua execução linha
por linha, ou coluna por coluna?

A máquina de grafo constitui-se numa poderosa ferramenta na busca de respostas
para estas questões. Isto se torna viável com a possibilidade de partição de uma
grafo em subgrafos, que possuem a mesma estrutura (inclusive sob o ponto de vista
algébrico). Desta forma, cada subgrafo é visto como um macronodo, que podem ser
executados de forma independente, sequencial ou concorrentemente.

Por conseqüência, tem-se uma partição da memória em blocos, definidos pelas coor-
denadas de hiperplanos, resultando, no caso tridimensional, em paraleleṕıpedos limi-
tados. De acordo com [VOE 92], se apenas as operações pertencentes a cada macro-
nodo são armazenadas na memória, e os macronodos forem executados seqüencial-
mente, e as trocas de dados entre os macronodos sendo desempenhadas por uma
memória externa, a implementação do algoritmo é substancialmente eficiente. Isto
porque o tamanho de memória externa é proporcional à área da superf́ıcies dos ma-
cronodos, enquanto que o número de operações aritméticas que serão executadas
pela máquina RAM dentro de cada paraleleṕıpedo será proporcional ao seu volume.

Sabe-se que o volume cresce substancialmente mais rápido que a superf́ıcie de área,
em relação ao crescimento das dimensões de cada paraleleṕıpedo. Entretanto, a
partição tem por objetivo melhorar este ńıvel de desempenho do algoritmo, e ainda
existe a possibilidade de que cada macronodo seja executado em paralelo. Se, além
disso, ainda não se atingiu o desempenho desejado, pode-se executar os macronodos
em paralelo, utilizando uma memória distribúıda, com intercomunição novamente
estabelecida via memória externa.

Em [VOE 92], todas estas considerações são relevantes para a construção do grafo
que descreve todas as caracteŕısticas do algoritmo, para que depois, sejam explicitadas em
sua implementação.

Intuitivamente, é posśıvel se definir um relacionamento entre os grafos e as repre-
sentações gráficas associadas às interpretações dos processos no espaço coerente D

→∞. Da
mesma forma, é posśıvel associar os subespaços vetoriais nos quais estão inseridos os ve-
tores que representam as agendas que determinam as restrições de espaço e tempo, com
os subespaços coerentes Dn.

Por fim pode-se imaginar uma modelagem mais abrangente que contemple uma
famı́lia maior de algoritmos, baseado num relacionamento intŕınseco entre as teias gera-
doras dos espaços coerentes, que se constituem em grafos reflexivos e não-dirigidos, e os
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grafos dirigidos e aćıclicos propostos [VOE 92]. Ou seja, todos os processos matriciais cor-
respondentes a algoritmos modelados pela máquina de grafos podem ser interpretados por
conjuntos coerentes na estrutura ordenada sobre a qual se define a máquina geométrica.
Entretanto, pode-se questionar se outros algoritmos podem ser interpretados. Isto não
será desenvolvido deste trabalho, mas um referencial para trabalhos futuros.

Na próxima seção faz-se um histórico da teoria dos domı́nios semânticos desde sua
fundamentação e apresentação formal por Scott até o final do século passado, com re-
ferência a alguns trabalhos que foram relevantes para alcançar nossos objetivos, mostrando
também a diversidade de aplicação e os resultados atingidos na definição dos modelos com-
putacionais existentes.

2.2 Modelos Semânticos

Os primeiros estudos em computabilidade efetiva usavam como ferramentas as funções
recursivas, o λ-cálculo e as diferentes versões das máquinas de Turing. Nas últimas duas
décadas, a partir da construção dos computadores eletrônicos, verifica-se a evolução das
linguagens de programação de alto-ńıvel, nas quais os programas passam a ser escritos de
uma forma muito conveniente, independente da arquitetura de uma máquina espećıfica.

A partir dáı, o desenvolvimento de tais linguagens leva ao estudo e à análise mais
profunda das questões referentes à sintaxe e à semântica associadas a estas linguagens.

Neste sentido, a sintaxe analisa a estruturação de strings de śımbolos pertencentes
a determinados alfabetos com os quais se pode escrever programas, obedecendo a critérios
formais de especificação. Por outro lado, a semântica busca o significado deste programa
ou, ainda, uma interpretação para o comportamento destes programas quando executados
por um computador.

Para alcançar tal interpretação, duas importantes situações devem ser satisfeitas por
qualquer teoria semântica: a primeira se refere à capacidade de interpretar a diversidade
de tipos definidos pela linguagem, e a segunda se relaciona com a análise das propriedades
de computabilidade das funções presentes no programa. Por exemplo, quando uma tran-
formação de dados de entrada em dados de sáıda é associada a uma determinada função,a
análise semântica simultânea envolve um estudo de seu domı́nio, contra-domı́nio e propri-
edades como monotonicidade, continuidade, estabilidade, linearidade e outras mais, como
a composição. Em termos matemáticos, pela interpretação semântica de cada programa
sintaticamente válido tem-se uma descrição da função computada pelo programa.

Esta integração entre semântica e sintaxe nos permite verificar as propriedades de
um programa através de uma comparação direta entre sua denotação e sua especificação,
constituindo-se numa poderosa ferramenta para verificação e validação de programas.

A semântica é essencialmente uma teoria matemática aplicada às linguagens de pro-
gramação com o objetivo de dar o significado pretendido de tudo que é constrúıdo desde
as descrição até as implementações. Seu papel se estende tanto na busca do desenvolvi-
mento de métodos de verificação de programas e na análise sistemática de programas que
já existem como também no desenho de novas linguagens, mais simples e mais regulares.

O significado dos programas pode ser descrito em termos de seqüências de etapas
de computações em um computador abstrato ou idealizado. Esta abordagem caracte-
riza a semântica operacional que apesar de ser útil na formulação de técnicas precisas
de implementação, tem dificuldades em mostrar equivalências entre diferentes estilos de
implementações de uma linguagem pois não possui a representação padrão independente
com a qual tal linguagem pode ser relacionada. Veja [MIL 90].

Numa abordagem mais abstrata, o significado de um programa é alcançado ao in-
terpretar as descrições impĺıcitas da linguagem, o que caracteriza a semântica axiomática
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ou semântica das asserções. As duas principais caracteŕısticas de tais sistemas formais é
a coerência (toda expressão derivada do sistema deve ser verdadeira na interpretação pre-
tendida) e a completude (toda expressão verdadeira derivável pertence ao sistema formal).
Nesta abordagem destacam-se os relevantes trabalhos de Floyd e Hoare [HOA 69, FLO 67].

Ao contrário da semântica operacional, cuja ênfase está nos estados intermediários de
uma computação, na semântica denotacional a observação se concentra no comportamento
de um programa baseada na análise dos dados de entrada/sáıda, ignorando tais estados
intermediários.

Neste sentido, a denotação de um programa se caracteriza pela existência de uma
função de avaliação (ou interpretação) mapeando toda expressão válida na linguagem
para seu significado em um apropriado domı́nio de entidades matemáticas. Esta função
de avaliação tem uma propriedade muito conveniente, a composição (o significado de uma
expressão é a composição dos significados referentes a cada subexpressão).

Dedica-se a seguir uma especial atenção à semântica denotacional, com ênfase na
Teoria dos Domı́nios, que se constitue na área de maior interesse deste trabalho.

2.3 Semântica Denotacional das Linguagens de Programação
Determińısticas

Os primeiros trabalhos na direção de uma análise conceitual das linguagens de pro-
gramação se devem a Strachey, ao introduzir funções semânticas que mapeavam a sintaxe
abstrada dos operadores e um operador de ponto fixo para denotar loops. Entretanto,
a escolha em aplicar λ−abstrações (no lugar da notação funcional) para especificar as
denotações levou a um problema de fundamentação.

Dana Scott [SCO 70] em 1970, estabelece a teoria dos domı́nios semânticos que
provê uma fundamentação adequadada para as descrições semânticas introduzidas por
Strachey.

Em uma abordagem conjunta, Scott e Strachey [SCO 71] apresentam a essência
da Semântica Denotacional onde as funções semânticas são cont́ınuas e sua existência é
garantida por um teorema de ponto fixo.

Em [SCO 72a] Scott introduz uma teoria abstrata de aproximações finitas, interpre-
tadas como computações parciais, mas que também contempla limites infinitos como com-
putação totais, e que por estas razões não se limita apenas à teoria clássica da computação.
A primeira definição de domı́nio, apresentada por Scott [SCO 70, SCO 72, SCO 82a], foi
a de reticulado (ou semi-reticulado) cont́ınuo (veja também [GIE 80]), e, inspirado em
noções topológicas [SMY 90, SMY 91], conseguiu definir diversos conceitos de interesse
computacional sobre reticulados, como, por exemplo, a noção de função cont́ınua e ele-
mento compacto ou finito.

Posteriormente, em [SCO 72] Scott mostra que espaços topológicos podem ser inse-
ridos em reticulados cont́ınuos sempre que forem homeomórficos ao seu próprio espaço de
funções e em [SCO 82] o autor faz uso da estrutura de sistemas de informação como uma
forma alternativa de aplicar a mesma teoria na interpretação semântica para linguagens de
programação de alto ńıvel. Outras contribuições fundamentais foram [SCO 73, SCO 76,
SCO 82, SCO 82a, SCO 90, REY 77].

Algumas idéias relativas ao assunto foram introduzidas anteriormente por Daniel La-
combe [LAC 55] na teoria da recursão. Contribuições importantes à teoria dos domı́nios
também foram introduzidas independentemente por Y. L. Ershov [ERS 72]. Textos in-
trodutórios sobre esta teoria apareceram ainda com a sua utilização em semântica deno-
tacional de linguagens de programação em [STY 77]. Entretanto, sua introdução como
uma teoria matemática em um texto didático aparece com Plotkin [PLO 81].
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Esta teoria está já estabelecida [STV 94, EDA 97, GIE 80, JOH 82, GUN 92,
ABR 94] e é na atualidade o maior paradigma em semântica denotacional de linguagens
de programação. Veja também [KAM 84, KAM 84a, PLO 77, LAW 87, LAW 97]. Da
mesma forma a equivalência de descrições denotacionais envolvendo diferentes domı́nios
pode ser evidenciada, veja [MII 74].

2.3.1 Domı́nios de Scott

Neste seção apresentam-se as principais caracteŕısticas da estrutura ordenada pro-
posta por Scott, capaz de interpretar a informação que flui pelos diagramas de fluxos
que compõe um programa. Tal interpretação constitui-se na principal motivação para o
presente trabalho.

A idéia básica de Scott é representar tipos de dados por certos conjuntos parcial-
mente ordenados, denominados domı́nios. Quando a computação está baseada em um
algoritmo, então cada um dos conjuntos de dados de entrada e sáıda é visto como um
domı́nio. O programa que executa a computação é representado por certas funções entre
domı́nios, denominadas de funções cont́ınuas.

Uma função cont́ınua é aquela que preserva a ordem de informação (quanto maior a
informação dos dados de entrada, maior será a informação dos dados de sáıda) e os limites
de computações infinitas no domı́nio (a informação total dispońıvel como sáıda de uma
seqüência infinita de elementos de entrada é o somatório total de toda a informação obtida
de cada elemento de entrada).

A tese de Scott afirma que toda função computável é cont́ınua no sentido acima.
Funções com o mesmo domı́nio de entrada e sáıda, com a ordem pontual, formam um
domı́nio de funções ou o espaço funcional. Toda a função cont́ınua em um domı́nio com
um menor elemento possui um menor ponto fixo no sentido do teorema de Tarski. Isto
implica que o significado de um programa recursivo pode ser capturado como o ponto
fixo de uma função de ordem mais alta, que é definida, pela recursão correspondente, no
domı́nio de todas as funções de um dado tipo.

Existe uma variedade de categorias de domı́nios de acordo com as propriedades
adicionais consideradas, desde que satisfaçam os critérios estabelecidos em [JUN 89].

Ainda, para modelar computações infinitas, exige-se que um domı́nio seja completo
no sentido de que cada seqüência crescente de aproximações seja representada por um
elemento no domı́nio, ou seja, deve possuir um supremo. Estes requisitos são suficientes
para a obtenção de pontos fixos de funções cont́ınuas e também para a construção de
espaços funcionais. Obtém-se assim os domı́nios denominados de ordens parciais completas
ou cpo’s.

Como bem observado em [DIM 98], uma computação é executada sobre objetos
concretos e o resultado da computação também é dado por uma seqüência de elementos
concretos. Então, para modelar computações, é necessário abstrair a noção de ser um
elemento concreto.

Tal abstração, na teoria dos domı́nios, é denominada de elemento finito ou compacto.
Assim, exige-se que cada elemento de um domı́nio seja representado por todas as suas
aproximações finitas ou compactas, ou seja, que cada elemento do domı́nio seja o supremo
do conjunto dirigido de suas aproximações compactas. Quando isto acontece, tem-se os
chamados cpo’s algébricos. Os elementos compactos ou finitos do domı́nio formam a base
do domı́nio.

A classe dos cpo’s algébricos parece possuir as propriedades de computabilidade
desejadas. Entretanto, observa-se a não existência de uma propriedade importante para a
ciência da computação e também para partes da teoria da computabilidade: esta classe não
é fechada para a construção de espaço funcional. Então, uma subclasse de cpo’s algébricos
é freqüentemente considerada - a dos que são consistentemente completos, ou seja, quando
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todo subconjunto consistente do domı́nio possui um supremo. Estas estruturas, ou seja, os
cpo’s algébricos consistentemente completos são finalmente denominadas de Domı́nios de
Scott, ou simplesmente domı́nios algébricos. Os espaços coerentes, estrutura fundamental
deste trabalho, constituem um tipo especial de domı́nio algébrico.

Os elementos básicos podem também ser considerados como um conjunto de pro-
posições lógicas que caracterizam qualquer elemento do domı́nio. Isto foi primeiramente
observado por D. Scott [SCO 82] para os Domı́nios de Scott, tendo sido posteriormente
generalizado para outras classes de domı́nios. Um domı́nio algébrico possui uma apre-
sentação simples em termos de um sistema de informação, uma estrutura lógica sobre os
elementos básicos que fornece uma indicação de como construir os elementos do domı́nio
como as teorias da lógica correspondente. A lógica relativa a um domı́nio algébrico é a
das propriedades observáveis do processo computacional. Esta lógica de observações está
intimamente ligada à topologia de Scott para domı́nios [SMY 83a, VIC 87]. Um aberto
de Scott pode ser visto como uma proposição sobre um tipo de dados, ou uma propriedade
deste tipo.

2.3.2 Contribuições Posteriores

Nos últimos anos, tem surgido uma nova direção para aplicação de domı́nios cont́ınuos
em espaços clássicos da matemática. Tais domı́nios são generalizações dos domı́nios
algébricos, conservando suas básicas propriedades. Edalat [EDA 97] afirma que domı́nios
cont́ınuos constituem a abordagem natural para a matemática cont́ınua, pois considera
que as representações nestes domı́nios são evidentemente mais diretas e simples que as
representações em domı́nios algébricos.

Os trabalhos fundamentais com domı́nios cont́ınuos de intervalos, no sentido de
obter números reais efetivamente computáveis e as principais aplicações se devem a Eda-
lat [EDA 95, EDA 95A, EDA 95b, EDA 96, EDA 97, ESC 94, ESC 95, ESC 96, ESC 97,
EDA 98, EDA 98a, EDA 98b, ESC 99, ESC 99a].

Um domı́nio algébrico cuja base é enumerável, denominado de domı́nio ω-algébrico,
pode ser dado de modo efetivo, segundo certas condições [WEI 80, ESC 97], com o objetivo
de tornar a teoria construtiva e de definir a noção de elemento computável e função
computável.

Phoa [PHO 94] introduziu um exemplo de uma nova abordagem para a teoria dos
domı́nios, na qual uma categoria de domı́nios é constrúıda diretamente de um modelo par-
ticular de computação, em uma estrutura intuitiva e natural, utilizando as ferramentas da
teoria das categorias e teoria de topos. Bonsangue, Breugel e Rutten [BON 95] estudaram
os espaços ultramétricos generalizados, que constituem uma generalização de pré-ordens
e espaços ultramétricos ordinários, mostrando como construir a completação, topologia, e
domı́nios potência, combinando a visão topológica de Smyth [SMY 83a, SMY 90, SMY 91,
SMY 87] e a visão categórica de Lawvere [LAW 73] em espaços (ultra)métricos generali-
zados.

Destacam-se os trabalhos de Keye Martin [KEY 99] e Michael Mislove [MIS 99].
Martin desenvolve sua tese de doutorado no sentido de obter uma fundamentação para a
computação, trabalhando com noção de medida em domı́nios, estendo posteriormente tal
noção para interpretação de espaços topológicos [KEY 99a, KEY 98].

2.3.3 Teoria dos Domı́nios e Matemática Intervalar

Nos últimos anos os domı́nios cont́ınuos têm sido utilizados em trabalhos sobre
computação exata de números reais, resultando em algoritmos eficientes, em aritmética
computacional de precisão infinita, em sistemas de funções iterativas, teoria de medidas e
integração, principalmente com aplicações em matemática e f́ısica, como geometria fractal



39

e f́ısica estat́ıstica [EDA 97].
Os trabalhos de Edalat [EDA 95, EDA 95A, EDA 95b, EDA 96, ESC 94, EDA 98,

EDA 98a, EDA 98b, EDA 97], Escardó[ESC 95, ESC 96, ESC 97, ESC 99, ESC 99a], Potts
et al [POT 96, POT 97, POT 97a, POT 97b] baseiam-se na construção de um domı́nio
ω-cont́ınuo IR de intervalos reais fechados e limitados, ordenados pela ordem reversa
da inclusão. Este tipo de construção foi originalmente proposta por Scott [SCO 70],
com a introdução de um conjunto parcialmente ordenado, com um elemento topo repre-
sentado pelo intervalo vazio, como um tipo de dado para números reais. Veja também
[GIA 93, GIA 96]. Dave Plume [PLU 98], sob a orientação de Martin Escardó e Alex
Simpson, desenvolveu uma calculadora para computação de números reais exatos, im-
plementando algoritmos para operações aritméticas, funções transcendentes, integração,
etc. Várias aplicações se tornaram posśıveis a partir desses trabalhos, principalmente em
diversas áreas da matemática, f́ısica e engenharia.

Acióly [ACI 91, ACI 91a, DIM 91, DIM 91a, DIM 91b] definiu domı́nios cont́ı-
nuos de intervalos, com base nos trabalhos originais de Scott, obtendo cpo’s intervalares
cont́ınuos consistentemente completos com base enumerável, com o objetivo de apresen-
tar uma fundamentação computacional para a Matemática Intervalar. Na continuação do
trabalho de Acióly, pode-se citar também Bedregal [BED 94], apresentando um estudo
detalhado dos sistemas de informação cont́ınuos.

Uma outra abordagem baseada em domı́nios algébricos, mais especificamente, Es-
paços Coerentes, foi apresentada, mais recentemente, por Dimuro [DIM 98]. Esta tese de
doutorado consistiu no desenvolvimento de uma metodologia para a obtenção de repre-
sentações construtivas de sistemas ordenados de segunda ordem, baseadas em estruturas
de espaços coerentes, com aplicação fundamental na Computação Cient́ıfica e Matemática
Intervalar.

Dimuro [DIM 98, DIM 2000, DIM 99] obteve como resultado uma representação
global para os objetos ditos infinitos relativamente ao conteúdo de informação, como
números reais e intervalos reais - o Espaço Coerente Bi-Estruturado de Intervalos-, de
tal forma que possam ser obtidos modelos semânticos adequados para os processos com-
putacionais envolvendo tais objetos.

Esta representação construtiva é denominada de global, pois, é realizada em dois
ńıveis distingúıveis, compreendendo não somente a construção interna dos objetos da es-
trutura de informação, do conjunto das aproximações destes objetos e de sua topologia de
informação, mas também sua estrutura externa de aplicação, representando um conjunto
de operações algébricas, uma relação de ordem de posição, uma famı́lia de relações, uma
famı́lia de funções elementares, uma subestrutura de medidas e uma topologia induzida
por ela. Veja também [REI 97].

2.4 Semântica Denotacional das Linguagens de Programação
Não-Determińısticas

Nos meados dos anos 70 já havia sido desenvolvido um número suficiente de técnicas
de especificação da semântica denotacional para quaisquer linguagens de programação con-
vencional ou sequencial. Nos anos que se seguem, o crescente interesse por sistemas en-
volvendo processos concorrentes levou ao desenvolvimento das linguagens de programação
com construções possivelmente não-determińısticas.

O primeiro resultado neste sentido foi proposto por Robin Milner [MIL 75, MIL 90],
que pode ser caracterizado por introduzir uma técnica usando os chamados oráculos, mas
sem uma abstração denotacional suficiente, onde escolhas não-determińısticas não eram
comutativas.
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2.4.1 Semântica Algébrica

A semântica algébrica se identifica com o estudo da iteração e recursão usando ou
a álgebra universal ou a correspondente abordagem categórica relacionada com as teorias
algébricas introduzidas por Lawvere [LAW 73]. Busca-se com esta abordagem semântica
um tratamento uniforme para temas como as gramáticas livres de contexto, fluxogramas
e domı́nios recursivamente definidos.

Destaca-se nesta abordagem uma importante classe de modelos matemáticos para
processos concorrentes, denominada classe do cálculo algébrico. Neste caso, processos são
entendidos como uma classe de termos congruentes, segundo uma relação de congruência,
responsável pela interpretação da igualdade de processos. As referências apresentadas
abaixo são sugeridas em [MIL 90, WAG 90].

As construções clássicas de somas e produtos que se constituem em operações básicas
de construção de processos e sua correspondente iteração leva à construção de uma álgebra
de processos no sentido da Teoria de Modelos. A estrutura algébrica garante a existência
e unicidade das soluções das equações, incluindo as definições recursivas.

Existem muitas e distintas abordagens algébricas para o tratamento e interpretação
de processos. Em alguns importantes sistemas concorrentes, embora tenham uma apre-
sentação algébrica, a aplicação de métodos anaĺıticos (justificada pela semântica relacio-
nada com a teoria das redes) é mais acentuada que as técnicas algébricas, restritas no caso
ao modo pelo qual os processos são constrúıdos (a partir de outros menores) e a utilização
dos operadores da álgebra somente na definição de construtores de processos.

A ênfase algébrica ficou realmente caracterizada por Milner [MIL 80] que introduziu
uma álgebra para sistemas de comunicação denominado CCS (Calculus of Communica-
ting Systems). Este trabalho pioneiro no corpo da Álgebra dos Processos, se constitue
na base de outros sistemas algébricos. Veja também [MIL 90]. Neste sistema tanto os
processos sequenciais como os paralelos são representados por operadores de uma única
teoria algébrica. Apresenta também o uso de congruências ao invés de equivalências - bis-
similaridades - relacionando-as sempre com o significado operacional dos processos. Veja
também [BAE 90].

De modo independente, Hoare [HOA 85] apresenta CSP (Communicating Sequen-
tial Processes) uma linguagem de programação concorrente que concorda com CCS na
maneira primitiva de interação entre processos, denominada de sincronização de envio e
recebimento de dados (mensagens) através de agente espećıficos.

A semântica interpretada por álgebras iniciais são equivalentes à semântica de-
notacional, com a vantagem de explicitar a sintáxe abstrata como uma álgebra inicial,
de tal forma que as provas indutivas na semântica podem ser substitúıdas pela iniciali-
dade na álgebra. Tal semântica admite extensões cont́ınuas e as correspondentes cons-
truções duais (Coálgebras Finais) que também modelam os processos computacionais.
Veja [GOG 77, RUT 93].

Um número considerável de resultados no contexto da abordagem algébrica para a
semântica das linguagens de programação, com ênfase no relacionamento entre indução,
inicialidade e computabilidade, pode ser encontrada em [MES 74]. Caracterizações in-
dutivas da inicialidade, incluindo generalizações dos axiomas de Peano, construções em
álgebras computáveis e seu relacionamento com modelos iniciais de representação finita,
são também estudados e analisados detalhadamente. Veja também [BEA 94].

Em [REI 98, REI 98a, REI 99] apresenta-se uma abordagem categórica para indução
e recursão nos naturais considerando a categoria US dos sistemas unários, formalizada por
Escardó [ESC 95] e introduzida por Stoll [STO 61]. A composição de transformações
naturais definidas por funtores formaliza a conexão fundamental entre esta e a categoria
Set. Neste sentido, a inicialidade garante as construções recursivamente definidas sobre
seus objetos. Considerando os sistemas unários como estruturas algébricas e seus homo-
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morfismos como preservando tais estruturas, a categoria dos sistemas unários pode ser
vista como uma subcategoria das álgebras. Aponta-se também para uma conexão entre
as estruturas concretas em US e as estruturas ordenadas em Poset no sentido de buscar
uma interpretação computacional para os esquemas relacionados com a μ-recursão. Os
resultados alcançados se baseiam na caracterização dos naturais parciais como um cpo de
todos os subobjetos do sistema unário dos números naturais estendidos.

2.4.2 Estruturas de Eventos

Um outro modelo significativo para computação de processos concorrentes são as es-
truturas de eventos que surgiram naturalmente como um subproduto no trabalho pioneiro
de Kahn a Plotkin na fundamentação da semântica denotacional.

O mérito de Whinskel [WHI 77, WHI 88] foi torná-la uma teoria substancial para
a semântica das linguagens de programação paralelas assim como as linguagens de alto
ńıvel como CCS e CSP [WHI 82, SAS 96], estabelecendo uma importante conexão entre
a Teoria das Redes e a Teoria dos Domı́nios, compartilhando idéias de ambas [NIE 81].

As estruturas de eventos podem ser entendidas como um conjunto parcialmente
ordenado de eventos associados a uma relação simétrica de conflito. A relação de ordem
modela a dependência causal de tal forma que dois eventos que não são comparáveis e
nem estão em conflito podem ocorrer sem ordenar suas ocorrências. As configurações ou
estados associados a estas estruturas naturalmente refletem a informação obtida a partir
da ocorrência dos eventos, caracterizam-se como um domı́nio de Scott. Veja [?] para
uma abordagem categórica do relacionamento entre as diversas categorias de estruturas
de eventos.

2.4.3 Domı́nios-Potência

Dentro da Teoria dos Domı́nios, os domı́nios-potência se caracterizam como ordens
parciais completas com as quais é posśıvel construir uma semântica denotacional adequada
para linguagens de programação que envolvam computações não- determińısticas. Desde
que são definidos sobre conjuntos de conjuntos, seus elementos representam conjuntos de
diferentes cursos que uma computação não-determińıstica pode assumir.

As formas mais simples de domı́nios-potência foram introduzidas por Eagli e Milner
mas sua construções eram restritas aos domı́nios planos ou discretos. Existem diversas
maneiras de ordenar os elementos de um domı́nio-potência; e ainda mais, diferentes ordens
produzem diferentes domı́nios-potência.

Plotkin apresenta uma construção de domı́nio-potência para uma classe geral de
domı́nios algébricos, ou seja domı́nios que possuem uma base de elementos compactos.
Embora a construção do domı́nio-potência de Plotkin produza um domı́nio algébrico a
partir de outro domı́nio algébrico, nem sempre tem-se assegurado que estes domı́nios
algébricos sejam fechados para o espaço de funções ou a exponenciação, construções vitais
para a semântica denotacional. Entretanto Plotkin foi capaz de mostrar uma restrição,
os SFP-domı́nios, e obter uma categoria simultaneamente fechada para as construções em
domı́nio-potência e espaço funcional. Veja [SMY 83a] para uma apresentação formal da
prova de que SFP constitui-se na maior categoria cartesiana fechada para as construções
em domı́nios. Veja também os DI-domı́nios (ou domı́nios estáveis) na seção 2.5.4.

Os domı́nios-potência [STV 94, PLO 81] de Hoare e de Smith são construções ca-
tegóricas duais, e o de Plotkin, uma generalização dos dois primeiros, mas todos eles
estão baseados em três visões diferentes que expressam o tipo de informação que deve
ser levado em conta nos processos não-determińısticos. Embora conceitualmente sim-
ples, os domı́nios-potência não são estruturas simples de serem aplicadas. Em [WHI 85]
apresenta-se uma conexão entre as asserções da lógica modal e os domı́nios-potência que
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podem interpretar computações não-determińısticas.

2.4.4 Semântica Parcialmente Aditiva.

Outras abordagens são também interessantes e foram objeto de investigação quando
da estrututração deste trabalho, como por exemplo, a semântica parcialmente aditiva,
apresentada em [MAN 86]. A caracteŕıstica mais acentuada desta semântica é a repre-
sentação de programas através de funções parciais e de multi-funções de tal forma que os
construtores de programas constituem-se em operações que manipulam tais funções, com
referência a um tipo especial de operação soma, que leva a construções categóricas como
os monóides parcialmente aditivos.

2.5 Semântica dos Tipos nas Linguagens de Programação

A noção de ”tipo” fundamenta-se em duas linhas de desenvolvimento. Uma de-
las utiliza tipos para contornar problemas de fundamentação da matemática e assim, ao
considerar tipos distintos resolver os problemas relacionados com paradoxos que levam a
sistemas inconsistentes. A outra linha de desenvolvimento, mais recente, analisa e aplica
a teoria dos tipos nas linguagens de programação. As linguagens de programação de alto
ńıvel adotam uma classificação dos dados em tipos, de tal forma que possam servir para
diferentes propósitos. Destacam-se alguns nos próximos parágrafos. Os principais aspectos
abordados nesta seção podem ser encontrados em [GUN 94, REY 74].

Uma das primeiras razões que levaram ao uso de tipos em linguagens de programação
(caso do Fortran) foi o ganho de eficiência principalmente no gerenciamento da memória
e a diminuição dos testes de validade de operandos em expressões.

Uma outra razão está relacionada com a propriedade de disciplinar os programas,
de forçar restrições na forma de construção e definição dos mesmos. Em programas cons-
trúıdos usando estruturas de tipos é posśıvel se descobrir erros em tempo de compilação,
evitando que estes erros ocorram quando o programa é executado sobre a estrutura de
dados definitiva. Entretanto, nem todos os programas que possuem bons desempenhos
podem ser enquadrados nesta estrutura, ou ainda, o custo em reconstruir seus códigos
ainda se mantém alto.

Por outro lado, os programas desenvolvidos na linguagem de tipos podem supor-
tar dados abstratos e sobretudo a modularidade, que leva à separação entre a estrutura
de suporte e a estrutura de aplicação, ambas relacioandas à especificação de novos pro-
gramas. Estas duas estruturas podem ser automaticamente analisadas para determinar
parcialmente a corretude do programa antes mesmo de ser realizada a compilação.

Mas a principal motivação para utilização de tipos em linguagens de programação
é que seu uso facilita a compreensão e o significado dos programas. Neste sentido, uma
linguagem baseada em tipos se constitue numa poderosa ferramenta de classificação de
programas. Isto é alcançado pela abstração dos objetos em relação à estrutura que os
representa, ou seja, a análise do tipo associado a cada objeto independente da seqüência
de bits com que serão compilados.

2.5.1 Teoria dos Tipos em Programação

Uma das importantes contribuições da teoria matemática dos tipos para as lingua-
gens de programação foi o uso de funções de ordem-superior na descrição e denotação de
programas. Como exemplos salientam-se as linguagens Scheme baseadas no λ-cálculo não-
tipado IEE:91 e ML [Milner:90]. Ambas empregam funções de ordem-superior como uma
ferramenta para escrever um código suscinto e claro, além de capturar boas abstrações.
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Outro modo de obter vantagens com o uso de tais linguagens é combiná-las com referências
e atribuições.

Outra caracteŕıstica importante foi a aplicação de tipos recursivos relacionados com
operadores de ponto-fixo, que também permitem uma validação parcial dos programas
antes de sua compilação, mas que requerem por conseguinte, a construção de um sistema
de inferência de tipos bem mais geral.

Em linguagens de programação baseadas em tipos é muito comum referências à idéia
de que um śımbolo pode ser interpretado por muitos tipos. O polimorfismo surge a partir
do uso de uma variável que especifica um tipo parametrizado ou uma indeterminação para
uma expressão. Assim, as funções polimórficas se constituem em termos do tipo abstração,
ou ainda, são funções que podem ser avaliadas por outras de mesmo tipo. Isto é alcançado
pela introdução do tipo variável e pela quantificação sobre todos os tipos.

Com exceção do ML-polimórfico, o λ-cálculo polimórfico, descoberto independente-
mente por por Girard [GIR 92] que trabalhava em problemas da teoria da prova e por
Reynolds [REY 74] que estava interessado no projeto de linguagens de programação, é
um dos mais conhecidos e expressivos sistemas que usam o polimorfismo de tipos. Veja
também [REY 84].

Uma outra noção de polimorfismo em linguagens de programação é a noção de um
subtipo que busca uma classificação dos dados de acordo com as coleções de atribuições
e propriedades de diferentes classes de uma categoria. A noção de hierarquia de sistemas
está associada à classificação de diferentes subtipos.

2.5.2 Tipos Simples como Conjuntos

A notação λ, explicitamente introduzida pelo lógico Alonzo Church, foi desenvolvida
no sentido de formalizar uma teoria geral para funções computáveis que pode ser estendida
para uma teoria mais geral na matemática através das noções lógicas associada a esta. Na
ciência da computação, o λ-cálculo tipado simples é o exemplo mais básico do cálculo
tipado com uso de funções de ordem-superior. Nele são descritas uma coleção de termos e
tipos juntamente com sistemas de equações.Veja também [STA 85] como uma referência
relacionada à análise e aplicação de propriedades das relações lógicas, uma das ferramentas
básicas para raciocionar sobre tipos. Um estudo geral sobre as relações lógicas pode ser
encontrado em [MIT 90].

2.5.3 Tipos Simples como Domı́nios

Considerando-se que a noção de avaliação nas linguagens de programação não se
reduz a uma teoria equacional, a semântica operacional em termos das equações do λ-
cálculo tipado simples se reduz em uma linguagem inexpressiva.

Isto ocorre porque as estruturas necessárias para modelar tipos devem levar em conta
conceitos computacionais como divergência e recursividade. Baseada nestas condições, a
teoria dos domı́nios relacionada com as semânticas de tipos constituem-se numa poderosa
linguagem de programação, podendo ser considerada uma extensão para o λ-cálculo tipado
simples. Isto é alcançado quando, a partir da semântica operacional, se consegue gerar
uma teoria equacional relativa a uma pré-ordem que induz as desejadas equações.

Diversas categorias cartesianas fechadas de domı́nios algébricos, incluindo os chama-
dos Domı́nios de Scott, tem sido empregadas em semânticas de computação. São utilizadas
para obter um modelo não-trivial [SCO 72, SCO 73] do λ-cálculo não-tipado [BAR 84]
baseado em um domı́nio não-trivial isomórfico ao seu espaço funcional.

Também foi introduzida em [PLO 77] uma semântica denotacional para PCF (Pro-
gramming Language for Computable Functions), um λ-cálculo tipado com tipos básicos
para números naturais e valores booleanos acrescido de constantes para operações básicas
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sobre estes tipos. PCF pode ser considerada como modelo teorético para linguagens de
programação funcional.

Na busca de um modelo totalmente abstrato para a linguagem PCF foi e continua
sendo pesquisada. Os bc-domı́nios (bound complete domains) são ordens parciais com-
pletas onde todo subconjunto que tem uma cota superior tem a menor cota superior, de
tal modo constrúıdo que o espaço de funções cont́ınuas, com a ordem ponto a ponto, é
também um bc-domı́nio. Tais estruturas ordenadas podem ser usadas como modelos para
o tipo PCF, entretanto não é um modelo totalmente abstrato. Conforme é mostrado em
[PLO 77], pode ocorrer que dois termos tenham o mesmo comportamento operacional mas
falham em ser iguais no modelo.

2.5.4 dI-Domı́nios

Com o mesmo objetivo de fundamentação e abstração para PCF, Gerard Berry e
Curien [BER 78], introduzem os dI-domı́nios, mas o esforço de encontrar o modelo total-
mente abstrato para o tipo PCF foi em vão. Tais estruturas ordenadas são tipos especiais
de domı́nios de Scott, os quais possuem uma natureza mais operacional. Constituem-se
em bc-domı́nios com duas propriedades adicionais:

1. a distributividade do supremo - operação binária que determina a menor das cotas
superiores entre dois objetos do domı́nio - em relação ao ı́nfimo - operação binária
que determina a maior das cotas inferiores entre dois objetos.

2. a propriedade I que assegura que o conjunto de aproximações de qualquer elemento
compacto do domı́nio é sempre finito.

As funções entre dI-domı́nios são funções estáveis segundo uma ordem muito intuitiva, que
leva em conta a maneira na qual elas computam. As funções estáveis podem prover uma
semântica adequada para os algoritmos seqüenciais.

Salienta-se a linguagem CDS (Concrete Data Structrures) proposta em [BER 78] que
possue uma elegante teoria matemática onde estruturas de dados concretas e algoritmos
formam uma categoria cartesiana fechada cujos objetos estão intimamente relacionados
com estruturas de eventos e redes de Petri, veja [WHI 88].

Ao introduzir uma primitiva capaz de modelar o ”ou paralelo”, Plotkin introduz
uma extensão da linguagem PCF que pode ser totalmente modelada por bc-domı́nios.
Entretanto para os dI-domı́nios a questão permanece ainda em aberto.

Os dI-domı́nios podem ser representados como estruturas de eventos [ZHA 91] que
podem ser aplicados na modelagem de processos concorrentes e para relacionar domı́nios
mais abstratos com estruturas mais concretas como as redes de Petri.

A mais larga categoria cartesiana fechada dos domı́nios estáveis foi estudada em
[ZHA 96a]. Um estudo relacionando a categoria dos SFP-domı́nios e a categoria dos
domı́nios estáveis é apresentada em [ZHA 91a].

2.5.5 Espaços Coerentes: Domı́nios de Girard

Com o objetivo de dar uma semântica denotacional para a Lógica Linear, Girard
[GIR 86, GIR 87, GIR 89] introduziu o estudo de uma importante subcategoria dos dI-
domı́nios - os espaços coerentes-, onde os objetos são conjuntos constrúıdos segundo uma
relação reflexiva e simétrica, denominada de relação de coerência, e a ordem de informação
é a relação de inclusão entre conjuntos. Os espaços coerentes ou domı́nios de Girard foram
usados para modelagem de sistemas F [GIR 86].

Girard justifica seu trabalho, partindo de que existem várias discussões em torno
de estudos realizados em semântica denotacional de cálculos formais. Segundo Girard
[GIR 89], a idéia fundamental de semântica denotacional é permitir interpretar redução
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de expressões (uma noção dinâmica) por igualdade de valores (uma noção estática). Ex-
plicando de outra forma, são modelados os invariantes do cálculo.

A semântica denotacional é feita com a utilização da Teoria dos Domı́nios de Scott
[STY 77, SMY 77, PLO 81, STV 94]. A particularidade da idéia de Scott estava em que o
tipo de espaço topológico que adotou permitiu compatibilizar a estrutura topológica com
a estrutura de ordem dos objetos.

Girard observa, contudo, que esta concepção topológica não se adapta muito bem
para a construção de espaços funcionais [GIR 89]: ”De que modo converge uma seqüência
de funções: puntualmente ou uniformemente?”

A mais comum, mas não universal, resposta para esta questão é utilizar a topologia
de abertos-compactos, na qual uma função encontra-se em um dado conjunto aberto se,
quando restringida a um conjunto compacto espećıfico, seus valores encontram-se em um
conjunto aberto espećıfico. Esta topologia somente é bem comportada quando os espaços
são localmente compactos (todo ponto possui uma base de vizinhanças compactas), e
mesmo assim o espaço funcional computacional não necessita ser localmente compacto.

Para resolver estes problemas, Scott foi levado a impor restrições drásticas a seus
espaços topológicos, que foram afastados do esṕırito geométrico tradicional da topologia.
De fato, seus espaços são realmente apenas conjuntos parcialmente ordenados com supre-
mos dirigidos [JUN 89], onde, segundo Girard, a topologia é uma caracteŕıstica casual.

Salienta-se, entretanto, que existe uma visão lógica da topologia, que foi estabelecida
em um contexto cient́ıfico computacional. Veja [ABR 87, SMY 83a, VIC 87].

Por outro lado, a teoria dos Espaços Coerentes [GIR 86, GIR 87, GIR 89, LAF 88,
TRO 92, SEL 96, DIM 96, DIM 96a, DIM 98, DIM 2000, DIM 99] também chamados
de domı́nios de Girard, considera admisśıveis no conjunto de funções somente funções
que, além de cont́ınuas no sentido de Scott (preservam supremos de conjuntos dirigidos),
também preservam conjunções (interseções, ı́nfimos) limitadas superiormente (pullbacks),
propriedade denominada de estabilidade, introduzida originalmente por Berry [BER 78],
com o objetivo de fornecer uma caracterização semântica para algoritmos seqüenciais.

Em [GIR 96] é apresentada uma semântica denotacional baseada em espaços de
Banach, com a idéia de dar uma versão cont́ınua de espaços coerentes.

Observe que a noção principal nos modelos da lógica linear é a de função linear,
que são fechadas para elementos primos completos. Entretanto, existem muitas estruturas
que, embora adequadas para a lógica linear, não determinam domı́nios algébricos primos,
e, além disso, domı́nios de Scott em geral não são algébricos primos.

Zhang [ZHA 96] procurou generalizar a noção de função linear, introduzindo a
noção (mais fraca) de função quasi-linear, dando origem à classe dos domı́nios algébricos
quasi-primos. Em [ZHA 89, ZHA 96] apresenta-se um estudo da categoria monoidal
simétrica destes domı́nios, cujos morfismos são as funções quasi-lineares, representando-os
como sistemas de informação irredut́ıveis.

Mostra-se também que considerando as funções cont́ınuas segundo Scott, estes domı́nios
formam uma categoria cartesiana fechada. Veja [HUT 95] para um estudo sobre a cate-
goria PRIME dos domı́nios algébricos primos.

Neste trabalho, os espaços coerentes constituem a estrutura semântica fundamental
e por conseqüência, tem-se a noção de que a linguagem baseada em ”tipos” deverá inter-
pretar as propriedades observáveis das estruturas computacionais modeladas pelo espaço
coerente de processos.

Com base na compatibilidade binária de estruturas atômicas de informação, a noção
mais intuitiva deste trabalho está na definição da relação de coerência, que define o grafo
sobre o qual se constrói este domı́nio semântico. Sobre o conjunto de pontos compat́ıveis
de tais grafos, a coerência estrita interpreta a condição impĺıcita para modelar o parale-
lismo - a concorrência entre posições de memória. Na construção dual, justificada pela
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presença da negação involutiva no grafo complementar, a incoerência interpreta a condição
para o não-determinismo - o conflito de acesso à memória.

2.5.6 Isomorfismo de Curry-Howard

O paradigma seguido por Girard para aplicação da lógica linear na computação é o
isomorfismo de Curry-Howard [GIR 89], no qual as proposições ou fórmulas lógicas são in-
terpretadas por tipos (formulas-as-types), as provas como programas (proof-as-processes)
e o processo de normalização das provas como as computações dos programas. Este para-
digma constitui-se na fundamentação para todas pesquisas que se desenvolvem interligando
a lógica intuiciońıstica, a programação funcional e a teoria das categorias.

O relacionamento entre o λ-cálculo tipado e as provas em analogia à correspondência
entre a redução de termos à forma normal e a normalização das provas, constituem-se em
relevantes exemplos. Ou seja, constituem-se em uma aplicação formal da lógica intui-
ciońıstica na busca de um ńıvel de abstração adequado para especificação de linguagens
baseadas na programação funcional. Neste sentido salienta-se o estudo de Abramsky
[ABR 90] no sentido de prover uma interpretação computacional concreta da lógica linear
a partir do isomorfismo citado.

No caso da lógica linear intuiciońıstica tal estudo levou a um refinamento do λ-
cálculo, possibilitando um controle mais refinado sobre a ordem de avaliação mantendo o
conteúdo lógico dos programas através de suas provas e a normalização através das com-
putações. Os procedimentos computacionais de tal semântica operacional são de natureza
eminentemente paralela e produzem uma dicotomia entre a avaliação elazy e a avaliação
eager.

Neste estudo foi introduzida a idéia de processos representando provas de sequentes.
Entretanto, como Abramsky admite apenas sequentes de um único lado observa-se uma
restrição na aplicação do isomorfismo de Curry-Howard, ou seja, a noção de provas como
processos se reduz apenas à noção de fórmulas como tipos.

Isto é estabelecido baseado na correpondência de que cada prova é a prova de um
sequente cujo componente é unitário. Nesta perspectiva sequentes com mais de um com-
ponente (no caso, multi-conjuntos de fórmulas) são associados a tipos de processos, pois
representam as provas tendo como objetos o tipo definido por sequentes unitários. Uma
fórmula constitui-se na interpretação de um tipo de porta de interface (entrada ou sáıda)
para um processo e um multiconjunto de fórmulas é considerada como um tipo de processo,
especificado pelos tipos de suas portas de interface.

Esta restrição foi muito bem observada por Costa e Moreira [COS 94] onde uma
conexão entre lógica e sistemas dinâmicos é apresentada baseada na interpretação compu-
tacional do calculo de sequentes de dois lados. Nesta abordagem, o modelo de processo
é o modelo tradicional de processos sequenciais paralelos, derivado do paradigma de pro-
gramação procedural. Neste modelo a distinção entre processos (sequentes) e tipos de
recursos (fórmulas) sobre os quais estes operam é fortemente enfatizada.

No cálculo de sequentes de um lado, uma fórmula e sua negação são conectadas
pelo operador identidade de transformação de processos. Neste sentido, não é atribúıdo
um tipo espećıfico à operação de negação. Ou seja, uma fórmula e sua negação são
denotacionalmente do mesmo tipo. Entretanto representam tipos diferentes de portas
de interface de processos, no caso entrada e sáıda. Portanto representam tipos distintos
de processos mas interpretam o mesmo tipo de recurso. Isto pode ser compreendido
considerando-se que o operador negação não indica um novo recurso (tipo diferente), mas
diferentes direções dos recursos no processo.

Considerando-se a estrutura que está sendo proposta, onde cada espaço coerente
e sua construção dual, resultante da aplicação do operador negação, não podem ser co-
nectados pela transformação identidade na categoria CospLin, ou melhor, até o momento
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não foi observada tal situação, considera-se que a interpretação resultante seguirá, sem
restrições, o paradigma associado ao isomorfismo de Curry-Howard.

Acrescenta-se por fim o estudo proposto em [ALB 97] onde um novo sistema de
dedução natural para a lógica linear é introduzido relacionado com o trabalho de Troelstra
[TRO 92]. Neste caso, mantém-se as regras de introdução mas permite-se somente uma
regra de eliminação, definida pela troca de uma conclusão por uma hipótese na aplicação
da negação linear. Este trabalho faz uma correspondência interessante com a semântica
operacional apresentada em [ABR 90] mas ambos são aplicações da lógica linear na mo-
delagem de processos computacionais.
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3 Estados e Processos Computacionais no Mode-
lo de Máquina Geométrica

Este caṕıtulo é organizado, principalmente, com o objetivo de ressaltar as principais
caracteŕısticas do modelo computacional apresentado neste trabalho.

Inspirada na teoria dos sistemas dinâmicos, a idéia intuitiva deste trabalho é a mo-
delagem de uma máquina por uma estrutura matemática, onde os conceitos básicos como
memória e processadores são constrúıdos a partir de um espaço geométrico - um modelo
de máquina geométrica. Neste trabalho, estamos interessados apenas na disposição
dos pontos deste espaço gemétrico, sem analisar suas propriedades métricas. Mais pre-
cisamente, o conjunto S de estados e o conjunto P de processos são, respectivamente,
definidos pelos conjuntos de valores e de ações, ambos rotulados por elementos dos con-
junto I, representando posições num espaço geométrico.

S

I

Modelo de Máquina

Espaço
Geométrico

Memória

P

FIGURA 3.1 - Modelo MG com Memória Infinita.

Conforme Figura 3.1, os pontos do espaço geométrico podem ser entendidos como
posições de memória e portanto a modelagem contempla interpretação para estados sem
restrição quanto ao seu tamanho - um modelo para memória infinita. Baseado nisto, a
noção de estado computacional é apresentada na primeira seção deste caṕıtulo.

Por outro lado, a noção de processo computational está relacionada com a noção de
transformações entre estados de computação. Compat́ıvel com a idéia de que a memória
não é necessariamente limitada, a máquina modela processadores sem restrição quanto ao
seu tamanho - um modelo para processadores infinitos.

Quando, a partir de um estado inicial cada transformação alcança um estado final,
o tempo de execução associado a tal transformação é indicado por um número finito de
unidades de tempo computacional (utc). O modelo de máquina que se está propondo con-
templa interpretação tanto para estas transformações como para aquelas que não possuem
restrição quanto ao seu tempo de execução - um modelo para interpretações infinitas.

A interpretação da computação executada por um processo infinito é representada
por uma coleção de funções, sendo que cada função desta coleção interpreta o compor-
tamento deste processo em um determinado tempo computacional e constitui-se numa
aproximação ou representação parcial. Entretanto, o estado final só é alcançado em tempo
infinito, formalmente definido como o limite de suas computações parciais, caracterizando
a completação do modelo de máquina.

Um processo computacional elementar é visto como um conjunto (enumerável) de
funções que, após execução, altera apenas uma posição de cada estado de computação.
Todo processo que, após ou durante execução, altera mais de uma posição em cada es-
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FIGURA 3.2 - Modelo MG com Processadores Infinitos.

tado computacional pode ser constrúıdo por sucessivas aplicações de construtores sobre
processos elementares - um modelo de construção indutiva.

Baseada nas idéias apresentadas nos parágrafos anteriores é constrúıda a estrutura
do modelo considerando-se a noção fundamental de processo computacional elementar uni-
dimensional. Entretanto, esta noção pode ser estendida ao se considerar processos compu-
tacionais elementares bi-dimensionais, como por exemplo uma estrutura matricial. Tem-se
então um modelo de máquina para manipulação de estruturas multi-dimensionais.

3.1 Estados Computacionais no Modelo MG

No modelo MG (determińıstico) a noção de estado de computação, formalmente
apresentada logo a seguir, foi estruturada a partir de um conjunto de variáveis distribúıdas
num espaço geométrico e assumindo valores num conjunto V . Assim, a estas variáveis são
atribúıdos nomes e valores. O nome de cada variável indica a posição (rótulo em I) que
ela se encontra no espaço geométrico. Cada nome é identificado por um subconjunto
ordenado de rótulos e portanto a dimensão de cada estado computacional é determinada
pelo conjunto I de rótulos.

Quando cada rótulo é indicado por um conjunto unitário tem-se um estado com-
putacional uni-dimensional. Em particular, I = ω sempre que o conjunto de rótulos é
enumerável. Se, além disso I é finito tem-se a estrutura vetorial.

Da mesma forma, quando o nome de cada estado é dado por um par ordenado de
rótulos, tem-se um estado computacional bi-dimensional. Em particular, quando é posśıvel
modelar o espaço geométrico por um conjunto enumerável, indica-se I = {inm}n,m∈ω,
caracterizando a estrutura matricial.

Esta noção de estado computacional é generalizada quando os elementos em I são é
subconjuntos ordenados e finitos de ı́ndices. Neste caso tem-se um estado computacional
multi-dimensional, onde os nomes e os valores das variáveis são indicados por subconjuntos
finitos de elementos do conjunto enumerável w, onde I = {iX}X∈℘ (ω).

No desenvolvimento deste trabalho são considerados os estados computacionais uni-
dimensionais, mas salienta-se que o modelo proposto pode ser considerado na sua con-
cepção mais genérica, conforme o sugerido acima.

3.1.1 Estados Computacionais Determińısticos

A próxima definição formalmente introduz um estado computacional determińıstico.
Em seguida, esta definição é estendida de tal forma que o modelo MG possa representar
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processos e computações não-determińısticas.

Definição 3.1 Considere I como um conjunto de rótulos e V = V al
⋃{
}, onde V al

indica um conjunto de valores computacionais e 
 é um valor computacional distingüido.
A famı́lia de todos os valores rotulados é definida pelo conjunto S = [I → V ] de todas
as funções (totais) de I em V , S = { {vi}i∈I | s : I → V e s(i) = vi}. Neste caso, um
elemento s ∈ S é denominado um estado computacional determińıstico.

Salienta-se que, quando I é uni-dimensional, tem-se s ∈ S é um estado computaci-
onal uni-dimensional e determińıstico. Além disso, null = {s(i) = vi = 
 } representa o
estado computacional que não possui valores em V al, denominado estado computacional
uni-dimensional, determińıstico e indefinido.

Ao longo deste trabalho, considera-se I = ω e S = [I → V ] é definida por

S = { {vn}n∈ω | s : w → V e s(n) = vn}.
Neste caso, um estado computação uni-dimensional, determińıstico e enumerável é um
conjunto infinito, enumerável, de valores em V , sendo indicado por

s = {v0, v1, . . . , vn, . . .} = {vn}n∈ω = {s(n)}n∈ω ∈ S.

3.1.2 Estados Computacionais

A interpretação e representação dos processos computacionais não-determińısticos
no modelo MG é compat́ıvel com a idéia de conflito de acesso à posições comuns de
memória que ocorre entre processos mutuamente exclusivos e será também concebida
como uma transformação de estados, no caso não-detemińısticos.

Um estado computacional é definido como um conjunto de estados computacionais
determińısticos s ∈ [S → S].

Definição 3.2 Considere o conjunto S de todos os estados computacionais determińıstico
conforme Definição 3.1 e seu correspondente conjunto das partes, ℘(S). Um estado
computacional (determińıstico ou não) é definido pela expressão

s = {s | s ∈ S = [I → V ]} ∈ ℘(S),

significando que s denota um conjunto de funções s : I → V , onde o grafo de cada
função s consiste num conjunto de valores rotulados pelas infinitas posições de memória.
O conjunto de todos os estados computacionais é indicado pela expressão ℘(S) 1.

Pela última definição, quando s é unitário tem-se um estado computacional deter-
mińıstico, indicado por s ≡ s. Além disso, toda função f ∈ [S → S] pode ser identificada
por uma função f ∈ [℘(S) → ℘(S)].

3.2 Processos Computacionais no Modelo MG

Neste trabalho, apresenta-se um modelo de construção e representação de processos
no qual a interpretação de um processo computacional enumerável e uni-dimensional p
baseia-se em questões fundamentais, assim resumidas:

1. A modelagem considera processos computacionais p posicionados em um espaço
geométrico que não possue restrição quanto ao seu tamanho. Além disso, tal po-
sicionamento é determinante para a formalização das relações que satisfazem as
condições de concorrência śıncrona e de conflito de acesso à memória.

1A equivalência na notação S ≡ ℘(S) será aplicada neste texto sempre que não houver dúvida.
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2. Cada processo computacional p é constrúıdo a partir de processos elementares pela
aplicação de construtores que definem sua execução num determinado tempo com-
putacional e modelam a noção de aproximação em relação aos demais processos do
conjunto P de todos os processos, indutivamente definido.

3. O modelo caracteriza cada processo computacional p como uma transformação
de estados de computação. Neste sentido, o estado final obtido após aplicação do
processo p será definido levando-se em conta o estado inicial e as ações rotuladas por
posições em I, as quais identificam cada um dos processos elementares envolvidos
em sua construção.

Estas questões norteiam a construção da estrutura deste modelo caracterizada como
um espaço coerente e definem a linguagem constrúıda a partir deste domı́nio.

Visando facilitar a compreensão das próximas definições, primeiramente serão in-
troduzidos os processos e os construtores determińısticos. Posteriormente estas definições
são estendidas para contemplar modelagem para o não-determinismo.

Com o objetivo de formalizar a modelagem de processos como ações rotuladas por
posições num espaço geométrico, define-se a seguir, o conjuntoA das ações computacionais.
Por conseguinte, os elementos do subconjunto Ai das ações computacionais rotuladas por
i ∈ I também serão definidas. Para tal, consideram-se:

1. S̃ = [I � V ] como o conjunto de todas as funções parciais definidas de I para V ,
onde S = [I → V ] ⊆ S̃ = [I � V ].

2. A = [S̃ → V ] como o conjunto de (expressões) ações computacionais, onde cada
elemento em A é uma função que associa uma função parcial s̃ = {vi}i∈X⊆I ∈ S̃ a
um valor v ∈ V . Neste caso, A = {p̃ : S̃ → V | p̃(s̃) = p̃({vi}i∈X⊆I) = v};

3. AI =
⋃{Ai}i∈I como o conjunto de ações rotuladas por posições em I e Ai = [S̃ →

{vi}] como o subconjunto de ações computacionais rotuladas pela posição i ∈ I.

Com base nesta notação, quando I = ω cada rótulo k ∈ ω determina uma ação rotulada
p̃(k) ∈ Ak, tal que p̃(k) : S̃ → {vk}, p̃(k)(s̃) = p̃(k)({vi}i∈X⊆ω) = vk.

3.2.1 Processo Identidade-Default

O processo identidade-default determińıstico, indicado por skip, constitui-se também
num elemento do conjunto P, neste caso uma função em [S → S], cuja ação associada é
considerada não observável. A Figura 3.3 mostra sua representação gráfica.

FIGURA 3.3 - Processo skip.

Definição 3.3 Seja pr(n) : S → V a função projeção dada por

pr(n)(s) = pr(n)({s(i)}i∈I) = s(n), ∀{s(i)}i∈I ∈ S.

O processo indentidade-default skip : S → S é definido por skip = {pr(i)}i∈I . Em parti-
cular, se I = ω tem-se
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skip = {pr(n)}n∈ω = {pr, pr(1), . . . , pr(n−1), pr(n), pr(n+1), . . .} ∈ P.

Assim, skip (s) = {pr(n)}n∈ω(s) = {pr(n)(s)}n∈ω = {s(n)}n∈ω = {vn}n∈ω = s, ∀s ∈ S.

Considerando-se as Definições 3.2 e 3.3 o processo identidade-default (determińıstico
ou não) é definido logo a seguir.

Definição 3.4 Considere s = {s | s ∈ s e s : S → S}. O processo indentidade-default
skip : ℘(S) → ℘(S) é definido pela expressão skip(s) = {skip(s) : S → S | s ∈ s}2.

3.2.2 Processo Computacional Elementar

Um processo elementar caracteriza-se por modificar o valor de apenas uma variável
em cada estado computacional que resulta após sua execução. Isto pode ser observado
na Figura 3.4. Todo processo que, após execução, altera mais de uma variável em cada
estado computacional pode ser constrúıdo por sucessivas aplicações de construtores sobre
processos elementares. Com ênfase nesta idéia é indutivamente constrúıda a estrutura do
modelo MG.

d (n)

s' = {v'
n
)}

s  =  {v n} v 0 v 1 ... v n ...

pr pr(1) ... d ...

v
1

... d(s ) ...v
0

~

FIGURA 3.4 - Processo Elementar Enumerável Uni-Dimensional d(n).

Definição 3.5 Considere os conjuntos I e S, a função projeção pr(k) : S → S apresenta-
das na Definição 3.3 e a função parcial d̃ : S̃ → V . O conjunto D ⊆ [S → S] possui como
elementos as funções d(n) : S → S definidas pela expressão

d(n) = {t̃(k)}k∈I onde p̃(k)(s) =
{

pr(k)(s), se k �= n,

d̃(s), caso contrário.

Cada função d(n) : S → S ∈ D é denominada um processo computacional elementar
determińıstico. Se I = ω tem-se

D = {{pr, pr(1), . . . , pr(n−1), d̃, pr(n+1), . . .} | pr(i) ∈ Ai, d̃ ∈ A, i, n ∈ ω, n �= i e d̃ �= pr}.
Neste caso, d(n) ≡ {pr , pr(1), . . . , pr(n−1), d̃, pr(n+1), . . .} é denominado processo elemen-
tar enumerável, determińıstico e uni-dimensional d(n) e D0 = {skip}⋃D ⊆ [S → S].

Em particular, considere 
 ∈ V conforme Definição 3.1. A função constrúıda
considerando-se a ação-nula rotulada pelo n-ésimo elemento de I define o processo ele-
mentar null(n) = {p̃(k)}k∈I , onde

p̃(k)(s) =
{

pr(k)(s), se n �= k,

, caso contrário.
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dn

FIGURA 3.5 - Processo Elementar d(n).

Salienta-se que, a execução do processo elementar d(n) resulta num estado com-
putacional de sáıda igual ao de entrada, exceto na n-ésima posição, que recebe o valor
da imagem pela função d̃ : S̃ → V . A Figure 3.5 mostra a representação do processo
elementar d(n).

O processo elementar (determińıstico ou não) é definido logo a seguir, generalizando
as idéias apresentadas no parágrafo anterior.

Definição 3.6 Considere s = {s | s ∈ s e s : S → S} e d(k) : S → S de acordo com
as Definições 3.2 e 3.5. O processo elementar d(k) : ℘(S) → ℘(S) é definido pela
expressão

d(k)(s) = {d(k)(s) | s ∈ s e d(k) ∈ [S → S]}.

3.2.3 Testes Computacionais

Considere agora o conjunto B = {V, F}⋃{bool} dos valores booleanos acrescido de
um valor distingüido, indicado aqui por bool, interpretando o elemento botton na estrutura
ordenada onde estão representados os valores booleanos extendidos.

Definição 3.7 Considere os conjuntos B dos valores Booleanos e S dos estados compu-
tacionais. Cada função b : S → B define um teste computacional determińıstico.
B ≡ [S → B] indica o conjunto de todos os testes computacionais determińısticos.

Quando I = ω tem-se que S denota o conjunto de estados computacionais, uni-
dimensionais e determińısticos e B indica o conjunto de todos os testes computacionais
enumeráveis, uni-dimensionais e determińısticos.

b

FIGURA 3.6 - Teste Computacional b.

Considerando-se as Definições 3.2 e 3.7 apresenta-se logo a seguir, um teste compu-
tacional (determińıstico ou não).

Definição 3.8 Considere s = {s | s ∈ s e s : S → S} e b : S → B. O teste elementar
b : ℘(S) → B é definido pela expressão

2A equivalência na notação skip ≡ skip será aplicada neste texto sempre que não houver
dúvida.
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b(s) =
{

x, se
⋂

s∈s{b(s)} = {x} �= ∅,
bool, caso contrário.

Neste trabalho, processos elementares serão indicados pelas letras d(k), e(l), f (m),
g(n), . . . sendo que d, e, f, g, . . . representam funções que correspondem as ações associadas
a cada processo e k, l, m, n, . . . indicam os nomes das posições de memória que correspon-
dem aos argumentos destas funções.

3.2.4 Função Posição Υ[S→S]

Considerando que cada estado computacional s ∈ S = [I → V ], conforme Definição
3.1, consiste um conjunto, possivelmente infinito, de valores rotulados por posições de um
conjunto I e relacionados com os pontos de um espaço geométrico, defini-se a seguir a
função posição Υ[S→S] que associa cada função em [S → S] a um subconjunto, possi-
velmente infinito, em ℘(I). Intuitivamente, significa que Υ[S→S](p) indica o conjunto de
todas as posições de memória cujos valores são alterados quando o processo p é executado.

Definição 3.9 Sejam as funções parciais p̃(k) ∈ AI indicando (expressões) ações compu-
atcionais rotuladas por posições em I. Para todo p ∈ [S → S], p = {p̃(k)}k∈I , tem-se

Υ[S→S] : [S → S] → ℘(I), Υ[S→S](p) =
⋃

k∈I ΥAI
(p̃(k)),

sempre que ΥAI
: AI → ℘(I) é definida pela expressão

ΥAI
(p̃(k)) = {k}, se p �= pr, e ΥAI

(p̃(k)) = ∅, caso contrário.

Pela última definição tem-se

1. Υ[S→S](d(k)) = {k} significando que a execução do processo elementar d(k) altera
apenas o valor da k-ésima posição de memória;

2. Υ[S→S](skip) = ∅ significando que a execução do processo skip não altera os valores
das posições de memória.

Na construção da função posição Υ℘(S)→℘(S) apresentada logo abaixo, foram consi-
deradas as Definições 3.2 e 3.9 .

Definição 3.10 Sejam s = {s | s ∈ s e s : S → S} e ℘(S) o conjunto de todos os estados
computacionais. A função posição Υ℘(S)→℘(S) : [℘(S) → ℘(S)] → ℘(I) é dada pela
expressão Υ℘(S)→℘(S)(s) =

⋃
s∈s ΥS→S(s).

3.3 Construtores de Processos

O modelo que se está propondo interpretará as seguintes operações básicas de cons-
trução de processos:

1. operador Id℘(S)→℘(S),

2. operadores produto sequencial, produto paralelo e soma não-determińıstica,

3. operador soma determińıstica.
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As próximas seções além de fornecem as caracteŕısticas básicas de cada um dos cons-
trutores de processos estudados neste trabalho, apresentam também suas representações e
descrições formais. A simbologia utilizada para denotar estes operadores é sobrecarregada
pois é idêntica, tanto para o caso restrito a computações determińısticas quanto para o
caso mais genérico, envolvendo estados computacionais possivelmente não-determińısticos.

Os construtores de processos, como transformações de estados computacionais pos-
sivelmente não-determińısticos, serão formalizados logo a seguir. Para tal, considera-se a
seguinte equivalência : p ∈ [℘(S) → ℘(S)] se, e somente se, existe p ∈ [S → S] tal que

p(s) =
⋃

s∈s p({s}) = {p(s) | p ∈ [S → S] e s ∈ s}.

3.3.1 Construtor Identidade

Pode-se pensar, inicialmente, em uma transformação de processos particular, na qual
o processo de entrada coincide com o processo de sáıda. Esta transformação é definida
pela função Id℘(S)→℘(S), apresentada a seguir

Id℘(S)→℘(S) : [℘(S) → ℘(S)] → [℘(S) → ℘(S)], p �→ Id℘(S)→℘(S)(p) = p,

ou ainda, Id℘(S)→℘(S)(p)(s) = {s = IdS→S(s) | s ∈ s}.

3.3.2 Produto Seqüencial

O produto seqüencial de processos é interpretado pela composição entre as operações
que representam os processos envolvidos, obedecendo portanto a uma ordem de execução.
Este construtor não é comutativo.

Suponha primeiramente o caso em que p, q : S → S representam processos deter-
mińısticos, sendo que p é finito. Então o processo p · q : S → S primeiro executa p e,
somente após o seu término, inicia a execução do processo q. Neste caso, o tempo de
execução do processo resultante depende do tempo de execução dos processos p e q.

A Figura 3.7 representa o produto seqüencial entre os processos elementares deter-
mińısticos d(k) e e(l).

dk el

FIGURA 3.7 - Produto Seqüencial d(k) · e(l).

O produto seqüencial de processos, possivelmente não-determińısticos, é formalizado
logo a seguir. Para tal, considera-se a seguinte equivalência p ∈ [℘(S) → ℘(S)] se, e
somente se, existe p ∈ [S → S] tal que

p(s) = {p(s) | p ∈ [S → S] e s ∈ s} =
⋃

s∈s p({s}).
Definição 3.11 Considere ℘(S) como o conjunto de estados computacionais. O constru-
tor produto seqüencial é definido pela expressão

· : [℘(S) → ℘(S)]2 → [℘(S) → ℘(S)], (p,q) �→ p · q, onde

(p · q)(s) =
⋃

s∈s(q ◦ p)({s}).
De acordo com a Definição 3.11 e sabendo que (p · q)({s}) = {(p ◦ q)(s)}, tem-se

(p · q)(s) = {(p · q)(s) | p, q ∈ [S → S] e s ∈ s}.
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3.3.3 Soma Determińıstica

A soma determińıstica entre processos está associada a uma escolha representada
por um teste elementar, considerando-se a famı́lia de testes elementares B. Formalmente,

Definição 3.12 Consider p,q ∈ [℘(S) → ℘(S)] e b ∈ B. O construtor soma deter-
mińıstica é indicado pela expressão

+b : [℘(S) → B]× [℘(S) → ℘(S)]2 → [℘(S) → ℘(S)], (b,p,q) �→ p +b q onde

(p +b q)(s) =

⎧⎨⎩
p(s) =

⋃
s∈s p({s}), se b é satisfeito,

q(s) =
⋃

s∈s q({s}), se b não é satisfeito,
skip, caso contrário.

Pela Definição 3.12, a seguinte igualdade é válida: (p+bq)(s) = {(p+b q)(s) | s ∈ s},

(p +b q)(s) =

⎧⎨⎩
p(s), se b é satisfeito,
q(s), se b não é satisfeito,
skip, caso contrário.

A Figura 3.8 mostra uma representação da soma determińıstica entre os procesos
elementares d(k) e e(l), relacionados com o teste b ∈ B. Neste caso, d(k)+be

(l) é um processo
determińıstico que, ou executa d(k), ou executa e(l) (indicando ou exclusivo). Se a verdade
relacionada pelo teste b é válida, então o processo d(k) será executado, caso contrário e(l)

será executado.

b

dk

el

FIGURA 3.8 - Soma Determińıstica d(k) +b e(l).

Salienta-se ainda que, o tempo de execução da soma determı́stica d(k) +b e(l) será
determinado ou pelo tempo de execução do processo d(k) ou pelo tempo do processo e(l),
dependendo do valor booleano do teste b. Contudo, neste modelo, o teste b não tem tempo
de execução associado, ou ainda, seu tempo de execução é zero. Este construtor não é
comutativo.

3.3.4 Produto Paralelo

A construção de um novo processo pela aplicação do produto paralelo pressupõe
a concorrência entre os processos. Nesta construção, o novo processo ‖ , d(k), e(l) , ‖
resulta da execução simultânea dos processos elementares concorrentes d(k) e e(l), veja
Figura 3.9.

A concorrência está caracterizada pelos ı́ndices distintos (k �= l) que definem cada
um dos processos elementares d(k) e e(l). Dois processos são concorrentes sempre que a
aplicação da função posição Υ[S→S], a cada um dos processos, resulta em imagens disjuntas.
Ou ainda, a intersecção dos conjuntos que representam as posições de memória afetadas
por cada um dos processos concorrentes corresponde ao conjunto vazio.

Formaliza-se a definição primeiramente para o caso determińıstico.
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el

d0

FIGURA 3.9 - Produto Paralelo ‖ , d(k), e(l) , ‖.

Definição 3.13 Sejam p, q ∈ [S → S] processos determińısticos e concorrentes, satis-
fazendo a condição Υ[S→S](p)

⋂
Υ[S→S](q) = ∅. O produto paralelo (restrito a estados

determińıstico) é indicado pela expressão

‖ ‖ : [S → S]2 → [S → S], (p, q) �→ ‖ , p, q , ‖, onde

‖ , p, q , ‖ (s) = { vi}i∈I , vi =

⎧⎨⎩
v′i se i ∈ Υ[S→S](p) e p(s) = {v′i}i∈I

v′′i se i ∈ Υ[S→S](q) e q(s) = {v′′i }i∈I

s(i) caso contrário

Quando p, q ∈ [S → S], Υ[S→S](p)
⋂

Υ[S→S](q) �= ∅, o produto paralelo determińıstico
está indefinido, ou ainda, ‖ , p, q , ‖= skip.

No caso mais genérico,

Definição 3.14 Considere ℘(S) indica o conjunto de estados computacionais, p,q ∈
[℘(S) → ℘(S)] tais que Υ[℘(S)→℘(S)](p)

⋂
Υ[℘(S)→℘(S)](q) = ∅. Considerando-se a De-

finição 3.13, o construtor produto paralelo é definido pela expressão

‖ ‖ : [℘(S) → ℘(S)]2 → [℘(S) → ℘(S)], (p,q) �→ ‖ , p,q , ‖, onde

‖ , p,q , ‖ (s) =
⋃

s∈s ‖ , p,q , ‖ ({s}) = { ‖ , p, q , ‖ (s) | s ∈ s, p, q ∈ [S → S]}.

Se p,q ∈ [℘(S) → ℘(S)] e Υ[℘(S)→℘(S)](p)
⋂

Υ[℘(S)→℘(S)](q) �= ∅, o produto paralelo está
indefinido, ou ainda, ‖ , p,q , ‖= skip.

Considerando uma máquina com memória infinita e processadores com estrutura
compat́ıvel, tem-se caracterizado o paralelismo real, aquele definido sobre processos concor-
rentes, executados simultâneamente - um modelo de máquina com concorrência śıncrona.

3.3.5 Soma Não-Determińıstica

Dois processos são mutuamente exclusivos sempre que existir no mı́nimo uma posição
de memória afetada por ambos processos. Neste sentido, a arbitrariedade da escolha
constitui-se na principal caracteŕıstica da soma não-determińıstica de processos.

Formalmente,

Definição 3.15 Sejam p,q ∈ [℘(S) → ℘(S)] e Υ[℘(S)→℘(S)](p)
⋂

Υ[℘(S)→℘(S)](q) �= ∅.
Tem-se então

| | : [℘(S) → ℘(S)]2 → [℘(S) → ℘(S)], (p,q) �→ | � p � q � |
indica o construtor de processos soma não-determińıstica, onde
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| � p � q � | (s) = p(s)
⋃

q(s).

Caso contrário, sempre que p, q ∈ [℘(S) → ℘(S)], Υ[℘(S)→℘(S)](p)
⋂

Υ[℘(S)→℘(S)](q) = ∅,
a soma não-determińıstica está indefinida, ou seja, | � p � q � |= skip.

Dois processos elementares são mutuamente exclusivos se estão definidos pelo mesmo ı́ndice
k (rotulados pela mesma posição k ∈ I do espaço geométrico). Assim, dk e ek são processos
mutuamente exclusivos pois a execução de ambos muda o valor da variável associada à
k-ésima posição de qualquer estado computacional. O tempo de execução associado ao
processo resultante da escolha arbitrária | � d(k)

� e(k)
� | depende do tempo de execução

dos processos d(k) e e(l). A Figura 3.10 representa o processo | � d(k) � e(k) � | resultante
da aplicação do operador soma não-determińıstica sobre os processos elementares d(k) e
e(k).

ek

dk

FIGURA 3.10 - Soma Não-Determińıstica | � d(k) � e(k) � |.

Encerra-se esta seção, ressaltando ainda que a composição infinita dos construtores
gera novos processos que também são interpretados por objetos na estrutura do modelo -
o espaço coerente de processos D∞, cuja construção começa a ser apresentada no próximo
caṕıtulo.

Define-se logo a seguir um processo computacional e se dá uma idéia de como é
modelada a noção de transformação de estados.

3.3.6 Construção Indutiva do Conjunto de Processos Computacionais

Definição 3.16 Considere a famı́lia ℘(S) de todos os estados de computação. A famı́lia
de todos os processos computacionais do modelo MG, indicada por P, é indutivamente
definida da seguinte forma

1. skip : ℘(S) → ℘(S) ∈ P, ou seja, a função identidade-default apresentada na
Definição 3.3 é um processo computacional do modelo MG.

2. d(k) : ℘(S) → ℘(S) ∈ P, ou seja, o processo elementar, formalizalmente apresentado
na Definição 3.6, é também um processo compuatacional no modelo MG.

Nos próximos itens, considera-se p,q : ℘(S) → ℘(S) processos computacionais no
modelo MG e b : ℘(S) → B um teste computacinal no modelo MG.

3. A composição seqüencial é um programa no modelo MG, significando que p · q ∈ P
ou ainda, o produto seqüencial é um processo computacional no modelo MG.

4. A composição condicional, representando a soma determińıstica, é um programa no
modelo MG. Logo p +b q ∈ P.

5. A composição śıncrona, representando o produto paralelo entre processos concorren-
tes, é um programa no modelo MG. Logo ‖ ,p,q, ‖∈ P.
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6. A composição incondicional, representando a soma não-determińıstica entre proces-
sos conflitantes, é um programa no modelo MG. Logo | � p � q � | ∈ P.

Quando I é uni-dimensional tem-se que p ∈ P constitui-se num processo compu-
tacional uni-dimensional. Da mesma forma, se I é uni-dimensional e finito, p ∈ P é
denominado um processo computacional uni-dimensional finito.

Pela Definição 3.16, um processo é um conjunto subconjuntos de ações-expressões
rotuladas por posições de um espaço geométrico. A transformação p de um estado s ∈ ℘(S)
é dada pelo conjunto p(s) de todos os subconjuntos de valores rotulados resultantes da
aplicação de transformações p : S → S sobre cada estado computacional determińıstico
s ∈ s.

Além disso, pela Definição 3.16, tem-se que a composição finita dos construtores de
processos é também um processo,

{�n
i=0fi | fi ∈ {Id℘(S)→℘(S),·,+,‖ ‖,| |} ⊆ P.

Observação 3.1 A completação da estrutura do modelo MG contempla interpretação
para computações infinitas, incluindo a composição infinita dos construtores apresentados
nesta seção. Neste sentido, a estensão do conjunto P dos processos computacionais é
induzida nos próximos caṕıtulos pelo domı́nio D∞, possuindo como elementos, além de
todos os processos computacionais apresentados na Definição 3.16, também aqueles que
possuem um tempo de execução infinito.

Observação 3.2 Finalmente, a última observação deste caṕıtulo enfatiza que a aplicação
de construtores distintos, sobre um mesmo estado computacional inicial, pode alcançar
o mesmo estado final. Este é o caso dos processos constrúıdos pela composição finita e
constante sobre os construtores produto paralelo e produto seqüencial, representados logo
a seguir, quando I = ω:

1. p = ‖ , d(0), d(1), . . . , d(n), ‖ e

2. q = d(0) · d(1) · . . . · d(n).

Tais processos diferem no seu tempo de execução, 1 utc e n utc, respectivamente.

p,q

s' = {d (n) (s )}

s  =  {v n} v 0 v 1 ... v n ...

d (1)(s ) ... d (n) (s ) ...d( s)

FIGURA 3.11 - Processos como Transformação de Estados Uni-Dimensionais.
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4 Nı́vel D0−D1 da Construção do Espaço Coerente
de Processos Gerados Indutivamente

A estrutura ordenada que modela a construção do conjunto P de processos apre-
sentado no caṕıtulo 3 será indutivamente constrúıda seguindo a metodologia sugerida por
Scott [SCO 71].

Seguindo esta abordagem, o domı́nio semântico base do processo construtivo da
estrutura deste modelo é o espaço coerente D0, constrúıdo a partir do relacionamento
baseado na coerência binária entre unidades atômicas de informações da teia D0 - grafo
não-dirigido cujos tokens são os processos elementares rotulados por elementos in ∈ I.

Neste sentido, cada token da teia D0 é uma estrutura matemática formalizada na
Definição 3.5 da seção 3.2 e denominada de processo computacional elementar. Portanto,
o correspondente domı́nio D0 é denominado o espaço coerente dos processos elementares,
onde cada subconjunto coerente, não-vazio, interpreta um processo elementar em D ⊆ P.

Tomando-se como base o espaço coerente D0 dos processos elementares, define-se o
espaço coerente D1, no qual são modelados todos os processos em P executados em no
máximo duas unidades de tempo computacional.

A metodologia de construção do primeiro ńıvel D0−D1 está esquematizada na Figura
4.1. Os espaços coerentes envolvidos nesta primeira etapa da construção serão definidos
neste caṕıtulo.

P0

    P 0    BP0

D0

espaço coerente dos
processos elementares em Pnível básico

D1

P0    P 0

D0

D0

CospLin

espaço coerente dos processos
em P,  executados em 2 utc

FIGURA 4.1 - Metodologia de Construção de D0 − D1.

4.1 Espaço Coerente D0 dos Processos Elementares.

Definição 4.1 Seja D0 ≡ (D0,∼=) a teia discreta definida pela coleção de todos os proces-
sos elementares em D0 considerando a iqualdade como a relação de coerência associada.
Neste caso,

d(k) ∼= e(l) ⇔ d = e e k = l ⇔ d(k) = e(l).
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D0 ≡ (Coh(D0),⊆) indica o espaco coerente dos processos elementares. Tem-se
que Coh (D0) = Coh (D0,∼=) = {∅} ∪ {{d(k)} | d(k) ∈ D0}.

O processo identidade-default indicado por skip ∈ D0 é modelado pelo conjunto
coerente vazio, o qual constitui-se no elemento minimal do domı́nio D0, ∅ ⊆ x, ∀x ∈ D0.

Cada conjunto coerente {d(k)} ∈ D0, determinado pelo token d(k) na teia D0, modela
o processo elementar d(k) ∈ D0.

Em particular tem-se que {null(k)} modela o processo null(k) apresentado na
seção 3.2.2 do caṕıtulo anterior.

Na Figura 4.2 pode-se observar alguns objetos do espaço coerente dos processos
elementares.1

e l... ...h k d k fn g k

{gk }{fn }{dk }{el }{hk }

{  }

Skip

FIGURA 4.2 - O Espaço Coerente D0 dos Processos Elementares.

4.1.1 Função Posição em D0

A partir da definição da função posição que associa cada token da teia D0 a um
subconjunto em ℘(I) - o conjunto de todos os subconjuntos de indexadores de variáveis
que definem os estados de computação, pode-se formalizar a noção de concorrência entre
processos elementares.

Definição 4.2 Considere D0 = (Coh(D0),⊆). A função posição ΥD0 : D0 → ℘(I) é
definida pela expressão

ΥD0(x) = {k | d(k) ∈ x} =
⋃

υD0(d
(k)), ∀d(k) ∈ x.

Neste caso, υD0 : D0 → ℘(I) é a função definida sobre os tokens da teia D0 dada por
υD0(d

(k)) = {k}. Em particular, ΥD0(∅) = ∅.

Nas próximas seções serão consideradas construções definidas sobre o espaço coe-
rente D0 dos processos elementares. Tais construções estão diretamente relacionadas com
a famı́lia CohD0 de subconjuntos coerentes de processos elementares. Adota-se então uma
notação mais simplificada, CohD0 = D̄0. Neste caso, d(k) ∈ D0 e {d(k)} = d(k) ∈ D̄0.

A unidade básica de informação (token) das teias que modelam as relações de con-
corrência e de conflito são os subconjuntos coerente do espaço coerente D0. Neste caso,
cada token da teia D̄0 é um subconjunto unitário em ℘(D0) e a correspondente união de
tokens, possivelmente infinita, determina subconjuntos coerentes de processos elementares
de D0, definidos por posições distintas em I. Isto corresponde à formalização da idéia fun-
damental de um modelo de máquina com memória infinita capaz de executar um produto
paralelo com infinitos fatores, em tempo finito (1utc).

1O śımbolo { } indica o conjunto vazio.
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Neste sentido, primeiramente define-se o espaço coerente que interpreta os proces-
sos concorrentes. A partir de sua estrutura dual obtém-se a interpretação para o não-
determinismo na soma de processsos. Posteriormente o produto direto entre espaços coe-
rentes formaliza a construção do espaço coerente que interpreta o produto seqüencial de
processos. Finalmente, define-se o espaço coerente Booleano para a construção do espaço
coerente que interpreta a soma determińıstica.

No primeiro ńıvel da construção, todos as construções definidas nas próximas seções
se restringem à modelagem de processos cuja execução se efetiva em no máximo 1utc.

4.2 Espaço Coerente D̄0 do PP de Processos Elementares

Nesta seção, o espaço coerente D̄0 do produto paralelo de processos elementares é
definido. A união de subconjuntos coerentes da teia D̄0 interpreta o construtor produto
paralelo de processos, restringindo sua aplicação sobre processos elementares.

Definição 4.3 A teia D̄0 ≡ (D̄0,≈) é constrúıda considerando-se a famı́lia D̄0 ⊆ ℘(D0)
e a relação de coerência dada por

a ≈D̄0
b ⇔ a = b ou Υ(a)

⋂
Υ(b) = ∅,

sempre que a,b ∈ D̄0. Assim, se x ∈ ℘(D̄0) (ou x ∈ ℘(℘(D0))) e seus elementos são dois
a dois coerentes pela relação ≈D̄0

então x é um subconjunto coerente de D̄0. A coleção de
tais subconjuntos coerentes, dada por

CohD̄0 = {∅}⋃{x ∈ ℘(D̄0) |a ≈D̄0
b, ∀a,b ∈ x}

e ordenada pela inclusão, define o espaço coerente do produto paralelo de processos
elementares, indicado por D̄0 ≡ (CohD̄0,⊆).

Em particular, quando a,b ∈ D̄0, a = d(k) e b = e(l) tem-se

d(k) ≈D̄0
e(l) ⇔ d(k) = e(l) ou l �= k.

Alguns dos subconjuntos em D̄0 estão representados na Figura 4.3.
Pela Definição 4.3 as seguintes interpretações podem serem feitas :

1. O processo identidade-default representado pela expressão skip e modelado pelo
conjunto vazio, constitui-se no elemento minimal do domı́nio D̄0, ∅ ⊆ x, ∀x ∈ D̄0.

2. O processo ‖ skip ‖∈ D é modelado pelo subconjunto coerente unitário {∅} que é
coerente com todos os demais subconjuntos coerentes em D̄0.

3. Cada token d(k) da teia D̄0 determina um subconjunto coerente unitário {d(k)} que
é modelado pelo processo computacional parcialmente definido em D e representado
pela expressão ‖ , d(k), ‖.

4. De forma análoga, cada subconjunto coerente {d(k), d(l)} ∈ Coh(D̄0) constitui-se
num objeto parcial em D̄0 e modela o processo resultante do produto paralelo entre os
processos elementares d(k) e d(l), também indicado por uma expressão parcialmente
definida em D, no caso, ‖ , d(k), d(l), ‖.
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fn
......

... ...

dk

el
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dk fn el

fn

{e l }{fn }{dk }{gn}

{  }

{e l, fn }{e l, dk }{d k, fn }

{d k, fn ,e l }

dk

dk

el el

fn

gn

{{  }}

{gn, { } }

gn

skip

skip

skip

FIGURA 4.3 - O Espaço Coerente D̄0 do PP de Processos Elementares.

4.2.1 Domı́nio Plano do PP de Processos Elementares

Quando o espaço coerente D0 de processos elementares se reduz ao espaço coerente
trivial, o espaço coerente D̄0 do produto paralelo de processos elementares é um domı́nio
plano.

Neste caso, a coleção de todos os subconjuntos coerentes é dada pela união Coh(D̄0) =
{∅, {∅} }. Verifica-se também que não existem pares de processos elementares concorrentes
em D0, veja a Figura 4.4.

{{ }}

{  }

D
0

{  }

D 0

Skip

Skip

Skip

FIGURA 4.4 - O Espaço Corente Plano D̄0 do PP de Processos Elementares.

Considere que o conjunto de indexadores de posições é unitário, por exemplo I = {k}
e A = Ak. A relação de coerência que constrói a teia D̄0, é dada por
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d(k) ∼=D̄0
e(k) ⇔ d = e, sendo que ∅ ∼=D̄0

d(k), ∀ d(k) ∈ D̄0.

Neste caso, a coleção de todos os subconjuntos coerentes em D̄0 é dada pela conjunto

Coh (D̄0) = {∅} ∪ {{d(k)}} ∪ {{d(k), ∅}}, ∀d ∈ A.

Salienta-se ainda que tal domı́nio não é plano, {d(k), ∅} ∈ D̄0 é um objeto total e tem-se
que ∅ ⊆ {d(k)} ⊆ { d(k), ∅ } assim como ∅ ⊆ {∅} ⊆ { d(k), ∅ }.

4.2.2 Função Posição em D̄0

Definição 4.4 Considere o espaço coerente D̄0 = (Coh(D̄0),⊆). Sobre a teia D̄0, a
função υD̄0

: D̄0 → ℘(ω) é dada por

υD̄0
(a ) = {k} se a = d(k) e υD̄0

(∅) = ∅.
Então, define-se a função posição ΥD̄0

: D̄0 → ℘(ω) pela expressão ΥD̄0
(x) =

⋃
a∈x υD̄0

(a).
Em particular, ΥD̄0

(∅) = ∅.

Este modelo contempla interpretação para infinitos processos concorrentes, execu-
tados num tempo finito, conforme pode ser verificado na próxima exemplificação. A com-
pletação deste modelo estende esta interpretação de forma a incluir processos concorrentes
infinitos, mas que não possuem um tempo finito de execução.

Exemplificação 4.1

Considere o conjunto A de ações e o conjunto I = {in}n∈ω de rótulos. Define-se a
seqüência

{zn}n∈ω ⊆ FinCoh(D̄0) tal que zn =
⋃n

i=0 {d(i)} = {d(0), d(1), . . . d(n)}.
Neste caso, zn ⊆ zn+1. O supremo desta seqüência de subconjuntos dirigidos é indicado
por z =

⋃
n∈I zn. Tem-se então que, ∀n ∈ ω, zn ⊆ z e Υ(z) = I.

O conjunto coerente z ∈ D̄0 constitui-se num objeto total em D̄0 e cada aproximação
finita zi de z é um elemento compacto de D̄0.

Este subconjunto coerente permite interpretar o processo que executa simultânea-
mente, a ação d ∈ A em todas as posições i ∈ I de memória, em no máximo 1utc.

4.2.3 Relação de Coerência Estrita em D̄0

Definição 4.5 Considere a teia D̄0 ≡ (D̄0,≈). Os tokens a e b da teia D̄0 são deno-
minados tokens estritamente coerentes somente se, possuem imagens distintas pela
função posição ΥD0. Assim, sempre que a,b ∈ Coh (D̄0) tem-se

a ∼D̄0
b ⇔ (a ≈D̄0

b e a �= b), ⇒ ΥD0(a)
⋂

ΥD0(b) = ∅.

Em particular, se a = d(k), b = e(l) ∈ D0 então d(k) ∼ e(l) ⇒ k �= l.
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4.3 Espaço Coerente D̄⊥
0 da SND de Processos Elementares

O espaço coerente D̄⊥
0 é definido pela teia complementar D̄⊥

0 ≡ (D̄0,≈⊥). A relação
de incoerência em D̄0, tomada como a negação estrita da relação de coerência da Definição
4.5, é identificada como a coerência em D̄⊥

0 .

Definição 4.6 Considere a teia D̄0 ≡ (D̄0,≈D̄0
). A incoerência (inconsistência, in-

compatibilitade) entre os tokens da teia D̄0 é dada por

a �∼D̄0
b ⇔ a = b e ΥD0(a)

⋂
υD0(b) �= ∅,

sempre que a,b ∈ D̄0. Neste caso, a e b são tokens incoerentes da teia D̄0 .

Definição 4.7 Seja D̄0 o espaço coerente do produto paralelo de processos elementares.
O espaço coerente dual, denominado espaço coerente da soma não-determińıstica
de processos elementares e indicado por

D̄⊥
0 ≡ (Coh (D̄⊥

0 ), ⊆) ≡ (Coh (D̄0,≈D̄⊥
0
), ⊆)

e representado na Figure 4.5, constitui-se na coleção de todos os subconjuntos coerentes
da teia complementar D̄⊥

0 , ordenados pela relação de inclusão. Neste caso, a relação de
coerência ≈D̄⊥

0
é dada por

d(k) ≈D̄⊥
0

e(l) ⇔ d(k) = e(l) ou d(k) �∼ e(l), sempre que d(k), e(l) ∈ D̄0.

......

......

...

h k d k

{{ } }{dk  }{hk}

{   }

{gk, h k, d k}

{gk, d k}{gk, h k }{h k , d k }

g k

d k

g k

h k

h k

d k

h k

d k

g k

... ...
g k

{gk }

Skip

Skip

FIGURA 4.5 - O Espaço Coerente D̄⊥
0 da SND de Processos Elementares.
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Observa-se que, pela construção proposta, os tokens da teia D̄⊥
0 interpretam proces-

sos elementares em conflito em D0 e a união de subconjuntos coerentes em D̄
⊥
0 interpreta a

soma não-determińıstica de processos. Neste caso, a relação de conflito pode ser estendida
sobre um número arbitrário de processos elementares.

A partir das representações gráficas e das correspondentes expressões indicando
processos paralelos apresentadas na Figura 4.5, seguem-se as observações:

1. O processo identidade-default representado pela expressão skip é interpretado
pelo conjunto vazio - o elemento mı́nimo do domı́nio D̄⊥

0 .

2. O processo | skip | ∈ D é interpretado pelo subconjunto coerente unitário {∅} que
não é coerente com nenhum outro subconjunto em D̄

⊥
0 , exceto consigo mesmo.

3. Cada token d(k) da teia D̄0 determina um subconjunto coerente unitário {d(k)}
que interpreta o processo computacional representado pela expressão | , d(k), |
parcialmente definida em D.

4. De forma análoga, cada subconjunto coerente {d(k), e(k)} ∈ Coh D̄⊥
0 constitui-se num

objeto parcial em D̄⊥
0 e interpreta o processo resultante da soma não-determińıstica

entre os processos elementares d(k) e e(k), também indicado por uma expressão
parcialmente definida em D, no caso, | , d(k) � e(k), | .

Observação 4.1

• {∅} ≈D̄0
{d(k)} e {∅} �≈D̄⊥

0
{d(k)}, para todo {d(k)}.

• d(k) �∼ e(k) ⇔ {d(k), e(k)} �⊆ Coh(D̄0) ⇔ {d(k), e(k)} ⊆ CohD̄⊥
0 .

• ℘(D̄0) �= CohD̄0
⋃

CohD̄⊥
0 porque se x = {d(k), d(l), e(k)}(k �=l) então x �⊆ CohD̄0

e x �⊆ CohD̄⊥
0 .

• {∅} ∪ {{d(k)} | d(k) ∈ D̄0} = Coh(D̄0)
⋂

Coh(D̄⊥
0 ).

• (D̄⊥
0 )⊥ = D̄0, baseada no funtor negação que é involutivo na categoria CospLin,

[GIR 87].

4.3.1 Domı́nio Plano da SND de Processos Elementares

Seja I = ω o conjunto de rótulos de posições de um espaço geométrico e S̃ = [I � V ]
um conjunto unitário, por exemplo S̃ = {d}. Sendo assim, A = {d(n)}n∈ω.

A teia D̄0 é constrúıda pela relação de coerência, dada por

d(k) ∼=D̄⊥
0

d(l) ⇔ k = l e ∅ �∼=D̄⊥
0

d(k), ∀d(k) ∈ D̄⊥
0 .

A coleção de todos os subconjuntos coerentes em D̄
⊥
0 é dada pelo conjunto

Coh D̄⊥
0 = {∅} ∪ {{d(k)}}k∈I .

Nestas condições o espaço coerente D̄⊥
0 é um domı́nio plano e cada conjunto coerente

{ d(k) } é um objeto total. Assim, não existe par de processos elementares distintos em
conflito em D0. Veja Figura 4.6.
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FIGURA 4.6 - O Domı́nio Plano D̄⊥
0 da SND de Processos Elementares.

4.3.2 Função Posição em D̄⊥
0

Definição 4.8 Considere D̄⊥
0 = Coh(D̄⊥

0 ,⊆). Seja υD̄⊥
0

: D̄⊥
0 → ℘(ω) dada por υD̄⊥

0
(d(k)) =

{k} e υ
D̄⊥

0
({∅}) = ∅. A função posição ΥD̄0

: D̄0 → ℘(ω) é definida pela expressão

Υ
D̄⊥

0
(x) =

⋃
a∈x υD̄⊥

0
(a).

Em particular, Υ
D̄⊥

0
(∅) = ∅.

Pelo modelo que se está definindo, o espaço coerente D̄
⊥
0 contempla interpretações

para processos em conflito, finitos ou infinitos na interpretação espacial, desempenhados
em 1utc. A interpretação de tais processos como objetos em D̄

⊥
0 é alcançada pela aplicação

da função posição Υ
D̄⊥

0
. Veja a próxima exemplificação.

Exemplificação 4.2

Sejam A um conjunto infinito e enumerável de ações e I um espaço geométrico onde
di ∈ A e i ∈ I. Define-se seqüência

{zn}n∈ω ⊆ FinCoh(D̄0) tal que zn =
⋃n

i=0 {d(k)
i } = {d(k)

0 , d
(k)
1 , . . . d(k)

n
}.

Neste caso, zn ⊆ zn+1. O supremo desta seqüência de subconjuntos dirigidos é indicado
por z =

⋃
n∈ω zn. Tem-se então que ∀n ∈ ω, zn ⊆ z e Υ(z) = {k}. Esse processo

executa uma escolha arbitrária entre todas as posśıveis ações dn ∈ A na n-ésima posição
de memória, em 1utc, sendo interpretado pelo subconjunto coerente z ∈ D̄⊥

0 . Neste caso,
z constitui-se num objeto total em D̄⊥

0 e cada subconjunto finito zn é uma aproximação
finita de z, um elemento compacto de D̄

⊥
0 .

4.4 Espaço Coerente P0

Nesta seção mostra-se a construção do espaço coerente P0 que resulta da soma direta
dos espaços coerentes D0, D̄0 e D̄0

⊥. Os objetos em P0 interpretam processos elementares
e construções como o produto paralelo e a soma não-determińıstica aplicados sobre um
número arbitrário de processos elementares.

Definição 4.9 A soma direta entre os espaços coerentes D0, D̄0 e D̄⊥
0 define o espaço

coerente indicado pela expressão

P0 ≡ D0

∐
D̄0

∐
D̄
⊥
0 ≡ (Coh(D0

∐
D̄0

∐
D̄⊥

0 ), ⊆).
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Neste caso, a teia P0 ≡ D0
∐

D̄0
∐

D̄⊥
0 ≡ (D0

⋃̇ D̄0
⋃̇ D̄0, ≈∐) é definida pela união

disjunta D0
⋃̇ D̄0

⋃̇ D̄0 = {0} × D0
⋃ {1} × D̄0

⋃̇ {2} × D̄0 e pela relação de coerência
≈∐ dada por

(α, a) ≈∐ (β, b) ⇔
⎧⎨⎩

α = β = 0 e a ≈D0 b, ou
α = β = 1 e a ≈D̄0

b, ou
α = β = 2 e a ≈D̄⊥

0
b,

sempre que a, b ∈ D0
⋃ D̄0.

Cada token (α, a) ∈ D0
∐

D̄0
∐

D̄⊥
0 será identificado por aα ≡ (α, a).

A Figura 4.7 mostra a construção de alguns objetos do espaço P0 = D0
∐

D̄0
∐

D̄
⊥
0 .
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FIGURA 4.7 - O Espaço Coerente P0 = D0

∐
D̄0

∐
D̄⊥

0 de Processos.

Observação 4.2

Considerando-se a indexação de tokens resultante da união disjunta em P0, tem-se as
seguintes interpretações, que estão representadas na Figura 4.7:

• aα ∈ P0 e α = 0 → a = d(k) ∈ D0;

• aα ∈ P0 e α = 1 → a = d(k) ∈ D̄0;

• aα ∈ P0 e α = 2 → a = d(k) ∈ D̄⊥
0 .

Observação 4.3
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Baseada na associatividade da soma direta de um número finito de subespaços coerentes
[GIR 87], a seguinte igualdade é satisfeita:

P0 ≡ D0

∐
D̄0

∐
D̄
⊥
0 = D0

∐
(D̄0

∐
D̄
⊥
0 ) = (D0

∐
D̄0)

∐
D̄
⊥
0 .

Observação 4.4

Considere agora a ordem de informação em P0. A união indexada de pares de tokens
coerentes na teia P0 gera os conjuntos coerentes em P0 de tal modo que ı́ndices distintos
interpretam diferentes construtores de processos.

Nas exemplificações abaixo considera-se Ω - o conjunto de todas as expressões válidas
na assinatura Σ, conforme Caṕıtulo 9.

• ı́ndice 0 ⇒ construtor inclusão.

P0 ∅ ⊆ {d(k)
0 } → objeto total

� �
Ω skip d(k)

• ı́ndice 1 ⇒ produto paralelo.

objeto partial
↗

P0 ∅ ⊆ {d(k)
1} ⊆ {d(k)

1, e(l)
1}(k �=l) ⊆ {d(k)

1, e(1)
1, f (n)

1}(k �=l,l �=n,n�=k) . . .

� � � �
Ω skip ‖ , d(k) , ‖ ‖ , d(k), e(l), ‖ ‖ , d(k), e(l), f (n), ‖ . . .

• ı́ndice 2 ⇒ soma não-determińıstica de processos.

objeto partial
↗

P0 ∅ ⊆ {d(k)
2} ⊆ {d(k)

2, e(k)
2}(d�=e) ⊆ {d(k)

2, e(k)
2, f (k)

2}(d�=e,e�=f,f �=d) . . .

� � � �
Ω skip | , d(k) , | | , d(k) � e(k), | | , d(k) � e(k) � f (k), | . . .

Um objeto do domı́nio D0
∐

D̄0
∐

D̄⊥
0 é um conjunto coerente de tokens indexados

por 0, 1 ou 2 que interpreta um processo elementar, um produto paralelo de processos
elementares ou uma soma não-determińıstica de processos elementares, respectivamente.
Neste sentido, P0 é uma extensão cont́ınua, estável e linear para cada um dos domı́nios D0,
D̄0 e D̄⊥

0 e portanto todos os objetos constrúıdos em qualquer um destes domı́nios podem
ser reconstrúıdos em P0.

As próximas observações se referem aos exemplos apresentados nos últimos itens.

• Os conjuntos coerentes {d(k)} ∈ D0 e {d(k)
0 } ∈ P0 interpretam o mesmo processo

dk ∈ D, em diferentes ńıveis da construção;

• Da mesma forma {d(k), e(l)}(k �=l) ∈ D̄0 e {d(k)
1, e(l)

1}(k �=l) ∈ P0 interpretam o produto
paralelo ‖ , d(k) , e(l) , ‖ em D;

• E ainda, se {d(k), f (k)}(d�=f) ∈ D̄⊥
0 interpreta a soma não-determińıstica

| , d(k) � f (k) , | em D, então o mesmo é válido para {d(k)
2, f (k)

2} ∈ P0;

• Entretanto, em P0 não existem conjuntos coerentes cujos tokens possuem indexado-
res distintos. Isto é, sejam α, β ∈ {0, 1, 2} tais que {aα} ∈ D̄⊥

0 , {bβ} ∈ D̄0 e α �= β.
Tem-se que {aα,bβ} �∈ P0 = D0

∐
D̄0

∐
D̄⊥

0 .



70

Observação 4.5

De acordo com o exposto acima, cada ı́ndice em P0 representa um tipo de processo, com
projeções distintas relativas ao espaço corente D0. Na Figura 4.8 apresenta-se a projeção
Φ(0)

0 : P0 → D0, na qual os conjuntos coerentes que interpretam processos não-elementares
são projetados para o conjunto coerente vazio, que interpreta o processo indefinido.

P0

D 0

{dk}

d k

{dk
0} {dk

1}

d k

{dk
2}

d k

d k

{  } {  }

0 1 2

Skip Skip

FIGURA 4.8 - A Função Projeção Φ0
D0

: P0 → D0.

4.4.1 Imersões e Projeções do Espaço Poerente P0

Definição 4.10 Considere os espaços coerentes P0 e D0. As imersões φ
(0)
0 : D0 → P0,

φ
(1)
0 : D̄0 → P0 e φ

(2)
0 : D̄⊥

0 → P0 são definidas pela expressão φ
(θ)
0 (x) = {θ} × x, sempre

que θ ∈ {0, 1, 2}. Em particular, φ
(θ)
0 (∅) = ∅.

Salienta-se que {θ} × x ≡ {aθ |a ∈ x}, onde × indica o produto cartesiano de
conjuntos. Neste caso, tem-se as implicações:

1. se θ = 0 e aθ ∈ P0, então a ∈ D0;

2. se θ ∈ {1, 2} e aθ = āθ ∈ P0, então a ∈ D0 e a ∈ Coh (D0).

Proposição 4.1 A imersão φ
(0)
0 : D0 → P0 é monótona, cont́ınua, estável e linear.

Demonstração.

1. Sejam x, x′ ∈ D0 e suponha x ⊆ x′. Então, tem-se que {a0 |a ∈ x} ⊆ {a0 |a ∈ x′}.
Logo, φ(x)(0)0 ⊆ φ(x′)(0)0 e portanto φ

(0)
0 é monotônica.

2. Suponha X ⊆ D0 dirigido com relação à inclusão. Então, pela monotonicidade da
função φ

(0)
0 acrescido do fato de que P0 é fechado para uniões dirigidas, tem-se que

φ
(0)
0 [X] ⊆ P0 é também dirigido e

⋃
φ

(0)
0 [X] ∈ P0. Além disso,

φ
(0)
0 (

⋃
X) = {(0, α)|α ∈

⋃
X} =

⋃
{(0, α)|α ∈ x}x∈X =

⋃
φ

(0)
0 [X].

Conclue-se que φ
(0)
0 é cont́ınua.
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3. Sejam x, x′ ∈ D0. Sabendo que D0 e P0 são fechados para a interseção arbitrária,
tem-se que x

⋂
x′ ∈ D0 e φ

(0)
0 (x)

⋂
φ

(0)
0 (x′) ∈ P0. Além disso,

φ
(0)
0 (x

⋂
x′) = {0} × x

⋂
x′ = {0} × x

⋂
{0} × x′ = φ

(0)
0 (x)

⋂
φ

(0)
0 (x′).

Portanto φ
(0)
0 é uma função estável.

4. Por fim, considere X ⊆ D0. Supondo que φ
(0)
0 (

⋃
X) ∈ P0 tem-se que

φ
(0)
0

⋃
X = {0} ×

⋃
X =

⋃
({0} × x)x∈X =

⋃
{φ(0)

0 (x)|x ∈ X} =
⋃

φ
(0)
0 [X],

comprovando-se que φ0
D0

satisfaz a linearidade.

Mostrou-se assim que a função φ
(0)
0 é linear. �

Pela proposição acima φ
(0)
0 é um morfismo na categoria CospLin. O mesmo pode

ser provado para as outras imersões relativas a P0,

φ
(1)
0 : D̄0 → P0, φ

(1)
0 (x) = {1} × x e φ

(2)
0 : D̄⊥

0 → P0, φ
(2)
0 (x) = {2} × x.

Definição 4.11 Considere os espaços coerentes P0, D0, D̄0 e D̄
⊥
0 . As projeções Φ(0)

0 :
P0 → D0, Φ(1)

0 : P0 → D̄0 e Φ(2)
0 : P0 → D̄

⊥
0 são definidas pela expressão

Φ(α)
0 (x) = {a |aα ∈ x}

sempre que α ∈ {0, 1, 2}. Em particular, Φ(α)
0 (∅) = ∅ e φ

(0)
0 é estrita.

Proposição 4.2 A função projeção Φ(0)
0 é monótona, cont́ınua, estável e linear.

Demonstração.

1. Sejam x, x′ ∈ P0. Suponha x ⊆ x′. Se x = ∅ tem-se que Φ(0)
0 (∅) = ∅ ⊆ Φ(0)

0 (x′),∀x′ ∈
P0. Caso contrário, se x �= ∅ tem-se que x = x′ = {aα} e Φ(0)

0 (x) = {a|aα ∈ x} ⊆
{a′|a′

α ∈ x′} = Φ(0)
0 (x′). Logo, Φ(0)

0 é monotônica.

2. Suponha agora X ⊆ P0 dirigido com relação à inclusão. Considerando-se que P0

é fechado para uniões dirigidas, e que a função Φ(0)
0 é monótona, Φ(0)

0 [X] ⊆ D0 é
também dirigido e

⋃
Φ(0)

0 [X] ∈ D0. Além disso,

Φ(0)
0 (

⋃
X) = {a|aα ∈

⋃
X} =

⋃
{a|aα ∈ x}x∈X =

⋃
Φ(0)

0 [X].

Portanto Φ(0)
0 é cont́ınua.

3. Sejam x, x′ ∈ P0 tais que x
⋂

x′ ∈ P0. Se x
⋂

x′ = ∅, desde que Φ é estrita a prova
da estabilidade é imediata. Suponha então x

⋂
x′ �= ∅. Tem-se que

Φ(0)
0 (x

⋂
x′) = {a|aα ∈ x

⋂
x′} = {a|aα ∈ x}

⋂
{a|aα ∈ x′}.

Logo, Φ(0)
0 (x

⋂
x′) = Φ(0)

0 (x)
⋂

Φ(0)
0 (x′) portanto Φ(0)

0 é uma função estável.

4. Considere agora X ⊆ D0. Supondo que Φ(0)
0 (

⋃
X) ∈ P0 tem-se que

Φ(0)
0 (

⋃
X) = {a|aα ∈

⋃
X} =

⋃
{a|aα ∈ x}x∈X =

⋃
{Φ(0)

0 [X]},

o que mostra que Φ(0)
0 satisfaz a linearidade. Portanto Φ(0)

0 é uma função linear. �
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Pela proposição acima a função projeção Φ(0)
0 é um morfismo na categoria CospLin.

O mesmo pode ser provado para as outras projeções (estritas) relativas a P0,

Φ(1)
0 : P0 → D̄0, Φ(1)

0 (x) = {a|a1 ∈ x} e Φ(2)
0 : P0 → D̄⊥

0 , Φ(2)
0 (x) = {a|a2 ∈ x}.

Veja Figura 4.8 onde estão representadas as projeções Φ(0)
0 de um subconjunto coe-

rente unitário, no primeiro subńıvel D0 − P0.

Observação 4.6 1. Considerando-se que D0 é plano, FinCoh (D0) = Coh(D0) e por-
tanto pode-se definir imersões de D0 para D̄0 como também de D0 para D̄

⊥
0 . En-

tretanto esta igualdade não se verifica nos demais ńıveis da estrutura deste modelo
computacional.

2. Os morfismos apresentados na Figura 4.9 resumem o relacionamento entre os espaços
coerentes envolvidos na construção do primeiro subńıvel (D0 - P0) do primeiro ńıvel
(D0 - D1) da estrutura do modelo proposto neste trabalho.

P0

D0

D
0

D
0

(2)
0Φ(2)

0φ
(0)
0φ

(0)
0Φ

(1)
0Φ

(1)
0φ

FIGURA 4.9 - As Projeções e Imersões em D0 − P0.

4.4.2 Função Posição em P0

Definição 4.12 Considere a teia P0. Seja υP0 : P0 → ℘(ω) dada por

υP0(aα) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
υD0(a) se α = 0,
υD̄0

(a) se α = 1,
υD̄⊥

0
(a) se α = 2,

∅ contrário;

A função posição ΥP0 : P0 → ℘(ω) é definida por ΥP0(x) =
⋃

aα∈x υP0(aα). Em particular,
ΥP0(∅) = ∅.

Nas próximas seções deste caṕıtulo são definidos os espaços coerentes envolvidos na
construção do segundo subńıvel do primeiro ńıvel da estrutura do modelo proposto.
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4.5 Espaço Coerente P0
∏

P0

Todos os subconjuntos coerentes resultantes do produto direto P0
∏

P0 interpretam
produtos seqüenciais de processos que são executados, no máximo, em 2 utc.

Definição 4.13 Considere o espaço coerente P0 = D0
∐

D̄0
∐

D̄⊥
0 . Seja

P0

∏
P0 ≡ (D0

∐
D̄0

∐
D̄⊥

0 )
∏

(D0

∐
D̄0

∐
D̄⊥

0 )

a teia definida pela união disjunta (D0 ∪̇ D̄0 ∪̇D̄0)
⋃̇

(D0 ∪̇ D̄0 ∪̇ D̄0) e pela relação de coerência
≈∏ dada por

(α,a) ≈∏ (β,b) ⇔
{

α = β e a ≈∐ b, ou
α �= β

sempre que a,b ∈ D0
⋃ D̄0

⋃ D̄0. A famı́lia de todos os subconjuntos coerentes de tal teia
P0

∏
P0, ordenada pela inclusão, define o espaço coerente

P0

∏
P0 ≡ (D0

∐
D̄0

∐
D̄
⊥
0 )

∏
(D0

∐
D̄0

∐
D̄
⊥
0 )

denominado espaço coerente do produto seqüencial de processos elementares ou
resultantes da aplicação do produto paralelo e da soma não-determı́nistica sobre um número
arbitrário de processos elementares.

Para cada token (α,a) ∈ P0
∏

P0, considera-se a identificação aα ≡ (α,a).
A Figura 4.10 mostra uma representação do espaço coerente P0

∏
P0 do produto

seqüencial de processos executados, no máximo, em 2 utc.

Exemplificação 4.3

Além de reconstruir todos os objetos que já pertenciam ao espaço coerente P0, a indexação
definida pela união disjunta juntamente com a relação de coerência ≈∏ dirige a construção
de novos subconjuntos de tokens, dois a dois coerentes. Neste sentido, suponha os seguintes
objetos em P0:

1. {d(k)
0 }, {e(l)

0 }, {f (k)
0 } representando os seguintes processos d(k), e(l) e f (k);

2. {d(k)
1}, {e(l)

1}, {f (n)
1} e {d(k)

1, e(l)
1, f (n)

1}(k �=l,l �=n,n�=k) cuja interpretação
está respectivamente relacionada com os processos ‖ , d(k), ‖ , ‖ , e(l), ‖ ,
‖ , f (n), ‖ e ‖ , d(k), e(l), f (n), ‖;

3. {d(k)
2}, {f (k)

2} e {d(k)
2, f (k)

2}(d�=f) representam somas não-determińısticas indica-
das por | , d(k), |, | , f (k), | e | , d(k) � f (k), |, respectivamente.

Então novas interpretações são obtidas a partir destes subconjuntos coerentes em
P0 considerando-se agora o espaço coerente resultante do produto direto P0

∏
P0.

• O subconjunto coerente x = {d(k)
00 , e

(l)
01} é um objeto total em P0

∏
P0 que dá inter-

pretação para o produto seqüencial entre os processos elementares d(k) e e(l), sendo
indicado por d(k) · e(l) . Salienta-se ainda que as expressões d(k) · e · e(l)

são interpretadas pelos subconjuntos coerentes x′ = {d(k)
00 } e x′′ = {e(l)

01}. Tais
subconjuntos constituem-se em aproximações distintas para o subconjunto x.
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FIGURA 4.10 - O Espaço Coerente P0

∏
P0 do PS de Processos.

• Da mesma forma, o produto seqüencial (( ‖ , d(k), e(l), ‖ ) · ) que tem como
primeiro fator o processo resultante do produto paralelo entre d(k) e e(l) é inter-
pretado pelo subconjunto coerente y = {d(k)

10, e(l)
10} ∈ P0

∏
P0. Neste exemplo,

este subconjunto y é um objeto parcial do domı́nio P0
∏

P0 pois dá uma informação
parcial em relação ao processo seqüencial que está sendo interpretado. Ou seja, se
conhece somente um dos fatores deste produto.
A união deste subconjunto coerente y com um outro conjunto coerente em P0

∏
P0,

cujos tokens são indexados por α11, α ∈ {0, 1, 2} resulta num subconjunto coerente
que dará uma interpretação para um novo processo seqüencial, então com ambos
fatores definidos, ou parcialmente definidos.

• Seja z = {d(k)
21, f (k)

21} um objeto parcial em P0
∏

P0 interpretando um produto
seqüencial que tem como segundo fator a soma não-determińıstica | , d(k) � f (k), |.
Neste caso, pode-se fazer a união de z com outro objeto cujos tokens sejam indexados
por α10. Tal união resulta em um novo objeto em P0

∏
P0 que será aproximado pelos

dois anteriores que lhe constrúıram, interpretando um novo produto seqüencial. Veja
a Figura 4.11 que representa o conjuto coerente y

⋃
z.

A próxima exemplificação é uma generalização do último exemplo.

Exemplificação 4.4

Considere a famı́lia Ak de todas as ações rotuladas por ik ∈ I e os subconjuntos coerentes
em P0 definidos logo a seguir:
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FIGURA 4.11 - Representação do PS com Interpretação em P0

∏
P0.

(1) t′ = {d(k)
1α }k∈I que interpreta o processo paralelo que executa simultâneamente a

ação d ∈ A em todas as posições de memória, que correspondem aos pontos do espaço
geométrico I;
(2) t′′ = {d(k)

2β}d∈A, interpretando uma escolha não-determińıstica entre todas as ações
d : S̃ → V na mesma posição k.

1. Se α = 0 and β = 1, o subconjunto coerente t = t′
⋃

t′′ = {d(k)
10}k∈I

⋃ {d(k)
21}d∈A

interpreta um produto seqüencial que executa primeiro o produto paralelo inter-
pretado pelo subconjunto coerente t′ e depois de sua finalização executa a soma
não-determińıstica interpretada pelo subconjunto coerente t′′ (indexação 21).

2. Entretanto, quando α = 1 e β = 0 o referido subconjunto coerente interpreta o
produto seqüencial na ordem inversa, ou seja, o produto paralelo interpretado por t′

será executado após o término da execução da soma não-determińıstica interpretada
por t′′.

3. Salienta-se, ainda, que cada conjunto coerente unitário {d(k)} ∈ D0 define um con-
junto coerente de tokens indexados {d(k)

00 , d
(k)
01 } ∈ P0

∏
P0 cuja interpretação corres-

ponde ao produto seqüencial definido sobre o mesmo argumento, no caso, d(k) · d(k).

O conjunto coerente que interpreta o processo que executa o processo seqüencial
( . . . (((d(k) · d(k)) · d(k)) · . . . · d(k))︸ ︷︷ ︸

n

será constrúıdo em Pn−1
∏

Pn−1 no ńıvel

Dn−1 − Dn da estrutura deste modelo.

Observação 4.7 Para todo token a ∈ P0, considere {aα1α2} ∈ P0
∏

P0.

1. O ı́ndice α2 informa a posição que o processo a ocupa no produto seqüencial que está
sendo interpretado, ou seja, ele indica se a corresponde ao primeiro ou ao segundo
fator deste produto.

2. O ı́ndice α1 informa se a interpreta um processo elementar (α1 = 0) ou um produto
paralelo (α1 = 1) ou uma soma não-determińıstica (α1 = 2). Observe a Figura
4.12.
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FIGURA 4.12 - Representações das Imersões e Projeções em P0

∏
P0.

4.5.1 Projeções e Imersões do Espaço Coerente P0
∏

P0

Definição 4.14 Considere P0 e P0
∏

P0. As imersões ψ
(α)
0 : P0 → P0

∏
P0 são definidas

pela expressão ψ
(α)
0 (x) = {α}×x , sempre que α ∈ {0, 1}. Em particular, ψ

(α)
0 (∅) = ∅,

logo ψ
(α)
0 é estrita.

Definição 4.15 Considere P0 e P0
∏

P0. As projeções Ψ(α)
0 : P0

∏
P0 → P0 são dadas

pela expresssão Ψ(α)
0 (x) = {a | (α,a) ∈ x}, sendo que (α,a) ∈ |P0

∏
P0|, a ∈ |P0|,

e α ∈ {0, 1}.

Proposição 4.3 As funções Ψ(α)
0 : P0

∏
P0 → P0 e ψ

(α)
0 : P0 → P0

∏
P0, com α ∈ {0, 1},

são monótonas cont́ınuas estáveis e lineares.

Desde que o produto direto é o produto categórico na categoria CospLin, tem-se
assegurado que as projeções Ψ(α)

0 , com α ∈ {0, 1}, são funções monótonas, cont́ınuas,
estáveis e lineares, portanto morfismos nesta categoria. As imersões ψ

(α)
0 verificam estas

mesmas propriedades. A demonstração será omitida, entretanto pode ser constrúıda de
forma análoga àquela da Proposição 4.5.

Veja a tabela da Figura 4.12, onde estão representadas as projeções de um conjunto
coerente unitário em P0

∏
P0.

4.5.2 Função Posição em P0
∏

P0

Definição 4.16 Considere o espaço coerente P0
∏

P0 ≡ (Coh(P0
∏

P0),≈∏), a função
υP0 : P0 → ℘(ω) apresentada na Definição 4.12 e υP0

∏
P0

: P0
∏

P0 → ℘(ω) a função
dada por υP0

∏
P0

(aα) = υP0(a). A função posição ΥP0
∏

P0
: P0

∏
P0 → ℘(ω) é definida

por ΥP0
∏

P0
(x) =

⋃
aα∈x υP0

∏
P0

(aα) Em particular, ΥP0
∏

P0
(∅) = ∅.
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4.6 Espaço Coerente P0
∏

B
P0

A construção de processos pela aplicação da soma determińıstica depende de uma es-
colha previamente determinada, associada a um teste. Define-se a seguir o espaço coerente
plano B que interpreta os testes do conjunto B apresentado na Definição 3.7.

4.6.1 Espaço Coerente Plano de Testes Elementares

Definição 4.17 Seja B ≡ (B,∼=B) a teia discreta definida pelo conjunto B de testes bo-
oleanos e a relação de igualdade, b ∼=B b′ ↔ b = b′. A coleção de todos os conjuntos
coerentes de testes da teia B, ordenada pela inclusão, é denominado o espaço coerente
de testes, indicado por B ≡ (CohB, ⊆), de tal forma que CohB = {∅} ∪ {{b} |b ∈ B}.

Neste trabalho a construção do espaço coerente dos testes fundamenta-se na lógica
binária, ao se considerar uma teia discreta cujos tokens são definidos na dualidade do
verdadeiro e falso, no caso do cpo booleano. Entretanto, esta construção pode admitir
outras abordagens lógicas, por exemplo a lógica fuzzy e a lógica intervalar.

Definição 4.18 Seja D̄0 a famı́lia de todos os subconjuntos coerentes finitos não-nulos
de processos elementares em D0. Considere também os espaços coerentes B e P0

∏
P0.

O espaço coerente da soma determińıstica de processos é definido pelo produto
direto entre B e P0

∏
P0, indicado por P0

∏
B

P0. Sua correspondente teia é definida sobre
o conjunto resultante da união disjunta

P0
∏

B P0 ≡ ( (B ⋃̇P0
⋃̇P0) , ≈P0

∏
B

P0
)

onde P0 = D0
⋃̇D̄0

⋃̇D̄0. A correspondente relação de coerência ≈P0
∏

B
P0

é dada por:

(α,a) ≈P0
∏

B
P0

(β,b) ⇔
⎧⎨⎩

α = β = 2 e a ≈B b, ou
α = β �= 2 e a ≈P0 b, ou
α �= β.

Cada token (α, a) ∈ P0
∏

B P0 será indicado por aα ≡ (α, a). A Figura 4.13 mostra
um esquema de construção do espaço coerente P0

∏
B

P0.

Observação 4.8 No espaço coerente P0
∏

B
P0 a relação de coerência ≈P0

∏
B P0

aplicada
sobre tokens indexados pela união disjunta B ⋃̇P0

⋃̇P0 define a construção de novos objetos
ao mesmo tempo que reconstrói os objetos dos espaços coerentes sobre os quais o produto
direto é definido. Neste sentido, algumas observações se tornam inportantes a fim de
facilitar a compreensão desta etapa da estrutura proposta. Para tal, suponha os conjuntos
coerentes em P0 referidos anteriormente na seção 9.4.

1. O subconjunto coerente {{b(n)
2 }, {d(k)00}, {e(l)

01}} ∈ P0
∏

B
P0 constitui-se num objeto

total, identificado pela expresão d(k) +b e(l) e definido como a soma determińıstica
entre os processos elementares d(k) e e(l), tendo como referência o teste b(n) ∈ B.
Nesta interpretação se a verdade relativa ao teste b é satisfeita então o primeiro
processo a ser executado será o processo elementar d(k). Caso contrário, a ordem de
execução será invertida e e(l) será executado em primeiro lugar. Isto mostra desde
já que a soma determińıstica não é comutativa. Veja Figura 4.14.
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2. Se d �= l, o conjunto coerente {d(k)
10, d(l)

10} é um objeto parcial em P0
∏

B
P0. Tal

objeto interpreta a soma determińıstica que executa o produto paralelo identificado
pela expressão ‖ , d(k), e(l), ‖ quando a verdade de algum teste for satisfeita.
Neste caso não está definido ainda qual será o teste. Também não está definido
o processo que deve ser executado caso esta possibilidade não se efetive. Veja a
representação na Figura 4.15.

d
k

d l

d
k

d l

{d l
10}{d k

10 }

{dk
10 , d

l
10   }

FIGURA 4.15 - A União Indexada de Tokens em P0

∏
B P0.

3. Pode-se entretanto pensar na união de {d(k)
10, d(l)

10} com o conjunto {e(l)
01}. Tal

união é também um objeto parcial em P0
∏

B
P0 interpretando a soma determińıstica

que agora tem o processo que deve ser executado quando a falsidade de algum teste
(por enquanto indefinido) for satisfeita.

4. Observe ainda que, satisfeita a desigualdade k �= l, l �= n, n �= k, o subconjunto coe-
rente v = {d(k)

10, d(l)
10, e

(l)
01 , b

(n)
2 } em P0

∏
B

P0,identificado pela expressão ‖ , d(k), d(l), ‖
+be

(l) e representado na Figura 4.16, constitui-se numa aproximação para o con-
junto coerente {d(k)

10, d(l)
10, d(n)

10, e
(l)
01 , b

(n)
2 }.
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5. Para finalizar, suponha {aα1α2} ∈ P0
∏

B P0.

(a) α2 informa sobre a posição que tal processo ocupa na operação que ele inter-
preta, no caso uma soma determińıstica. Ou ainda, α2 indica se o processo
interpretado por a pertence à primeira ou à segunda parcela desta soma.

(b) α1 informa se a interpreta um processo elementar (α1 = 0) ou um produto
paralelo (α1 = 1) ou uma soma não-determińıstica (α1 = 2). Além disso,

i. � se α1 = 0 então a ∈ D0;
ii. � se α1 ∈ {1, 2} então a = ā ∈ Coh (D0) e a ∈ D0;

4.6.2 Projeções e Imersões do P0
∏

B
P0

Definição 4.19 Considere os espaços coerentes B, P0 e P0
∏

B
P0.

1. Se α ∈ {0, 1} então λ
(α)
0 : P0 → P0

∏
B

P0 é definida por λα
0 (x) = {α} × x;

2. Se α = 2 então λ
(2)
0 : B → P0

∏
B

P0 é definida por λ
(2)
0 (x) = {α} × x.

Em particular, λ
(α)
0 (∅) = ∅, ∀α ∈ {0, 1, 2}.

Definição 4.20 Considere os espaços coerentes B, P0 e P0
∏

B
P0. Definem-se as projeções

1. Λ(α)
0 : P0

∏
B

P0 → P0 pela expressão Λ(α)
0 (x) = {a | (α,a) ∈ x}, sempre que α ∈

{0, 1}. Neste caso, tem-se (α,a) ∈ |P0
∏

B P0| e a ∈ |P0|.

2. Λ(α)
0 : P0

∏
B

P0 → B pela expressão Λ(α)
0 (x) = {a | (α,a) ∈ x}, sempre que α = 2.

Neste caso, (α,a) ∈ |P0
∏

B P0| e a ∈ |B|.
Em particular, Λ(α)

0 (∅) = ∅, ∀α ∈ {0, 1, 2}. Ou seja, as projeções Λ(α)
0 são estritas.

A Figura 4.17 apresenta as imersões de um processo elementar em P0
∏

B
P0 e a

correspondente projeção Λ(0)
0 .

A próxima proposição assegura que tais funções são morfismos na categoria CospLin.
A demonstração desta e das demais funções, projeções e imersões, apresentadas no final
deste caṕıtulo será omitida. Contudo, sua construção é análoga às demonstrações das
Proposições 4.1 e 4.2.

Proposição 4.4 As funções Λ(α)
0 : P0

∏
B

P0 → P0 e λ
(α)
0 : P0 → P0

∏
B

P0 apresentadas
nas Definições 4.20 e 4.19 são morfismos em CospLin.

4.6.3 Função Posição em P0
∏

B
P0

Definição 4.21 Considere os espaços coerentes B, P0, P0
∏

P0 e B
∏

P0
∏

P0. Considere
também a função posição ΥP0 apresentada na Definição 4.12. Seja a função υP0

∏
B P0

:
P0

∏
B P0 → ℘(ω) dada pela expressão

υP0
∏

B P0
(α,a) =

{ ∅ se α = 2,
υP0(a) caso contrário;

A função posição ΥP0
∏

B
P0

: P0
∏

B
P0 → ℘(ω) é definida da seguinte forma

ΥP0
∏

B
P0

(x) =
⋃

(α,a)∈x υP0
∏

B P0
(α, a).

Em particular, ΥP0
∏

B
P0

(∅) = ∅.
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FIGURA 4.17 - Representações das Imersões sobre B
∏

P0

∏
P0.

4.7 Espaço Coerente D1

O espaço coerente D1 constitui-se na soma direta dos subespaços coerentes apresen-
tados nas seções anteriores, sendo que sua definição formal é apresentada logo abaixo.

Definição 4.22 Considere os espaços coerentes P0 = D0
∐

D̄0
∐

D̄0
⊥, P0

∏
P0 e P0

∏
B

P0.
A soma direta

D1 = P0

∐
(P0

∏
P0)

∐
(P0

∏
B

P0)

define o espaço coerente D1 ≡ (Coh(D1),⊆). Sua correspondente teia é definida sobre o
conjunto resultante da união disjunta

D1 ≡ (|D1|, ≈D1) ≡ (P0

⋃̇
(P0

⋃̇
P0)

⋃̇
(B

⋃̇
P0

⋃̇
P0) , ≈D1 )

onde P0 = D0
⋃̇D̄0

⋃̇D̄0. A correspondente relação de coerência ≈D1 é dada por

(α,a) ≈D1 (β,b) ⇔
⎧⎨⎩

α = β = 0 e a ≈P0 b, ou
α = β = 1 e a ≈P0

∏
P0

b, ou
α = β = 2 e a ≈P0

∏
B

P0
b

sempre que (α,a), (β,b) ∈ |D1| e α, β ∈ {0, 1, 2}.

Na Definição 4.22 também considera-se a identificação (α,a) ≡ aα.
Ao contrário do que ocorre com o PP e a SND, os construtores de processos PS e

SD são representados por operações externas do domı́nio P0. Um subconjunto coerente
em D1 interpreta no máximo uma destas operações. Em outras palavras, ainda não há
interpretação para uma operação que executa um PS entre processos resultantes de outros
produtos seqüenciais ou de somas determińısticas. Tal interpretação será alcançada em
outros ńıveis da construção.
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Observação 4.9 Algumas considerações sobre os tokens de cada uma das teias geradoras
dos espaços coerentes que definem D1 são importantes e serão apresentadas a seguir.

• d(k) ∈ D0 → d
(k)
0 ∈ P0 → d

(k)
00 ∈ D1.

• d(k) ∈ D̄0 → d(k)
1 ∈ P0 → d(k)

10 ∈ D1.

• d(k) ∈ D̄0
⊥ → d(k)

2 ∈ P0 → d(k)
20 ∈ D1.

• d
(k)
0 ∈ P0 → d

(k)
0 α2

∈ P0
∏

P0 → d
(k)
0 α2 1 ∈ D1 sempre que α2 ∈ {0, 1}.

• b ∈ B → b2 ∈ P0
∏

B P0 → b22 ∈ D1.

• d
(k)
0 ∈ P0 → d

(k)
0 α2

∈ B
∏

P0
∏

P0 → d
(k)
0 α2 2 ∈ D1 sempre que α2 ∈ {0, 1}.

• Suponha que α1 ∈ {1, 2} e α2 ∈ {0, 1}, então:

d(k)
α1 ∈ P0 → d(k)

α1α2 ∈ B
∏

P0
∏

P0 → d(k)
α1α22 ∈ D1; e

d(k)
α1 ∈ P0 → d(k)

α1α2 ∈ P0
∏

P0 → d(k)
α1α21 ∈ D1

A Figura 4.18 mostra as representações das imersões de um processo elementar em
D1 e as correspondentes imagens pela projeção Π1,0 : D1 → D0, definida na próxima seção.
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FIGURA 4.18 - Representações das Imersões sobre D1.
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Os morfismos apresentados na Figura 4.19 resumem o relacionamento entre os
espaços coerentes envolvidos na construção dos subńıveis D0 - P0 e P0 - D1, os quais
compõem o primeiro ńıvel D0 - D1 da estrutura do modelo de máquina proposto neste
trabalho.

Comparando-se com a Figura 4.9, verifica-se o crescimento do processo construtivo
da estrutura do modelo, através da presença de novas imersões e projeções. Tais funções
serão objeto de estudo da próxima seção.
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FIGURA 4.19 - Projeções e Imersões em D0 − D1.

A seguir, serão definidas e analisadas as projeções e imersões que formalizam o
relacionamento entre os espaços coerentes que constroem o segundo subńıvel do primeiro
ńıvel da construção, no caso P0 − D1.

4.7.1 Imersões e Projeções do Subńıvel P0 − D1

Definição 4.23 Considere agora os espaços coerentes P0, P0
∏

P0, B
∏

P0
∏

P0 e D1. As
imersões

γ
(0)
0 : P0 → D1, γ

(1)
0 : P0

∏
P0 → D1 e γ

(2)
0 : B

∏
P0

∏
P0 → D1

são definidas pela expressão γ
(α)
0 (x) = {aα|a ∈ x}, sempre que α ∈ {0, 1, 2}. Em

particular, γα
0 (∅) = ∅.

Definição 4.24 Considere os espaços coerentes P0, P0
∏

P0, B
∏

P0
∏

P0 e D1. De forma
análoga define-se as projeções

Γ(0)
0 : D1 → P0, Γ(1)

0 : D1 → P0

∏
P0 e Γ(2)

0 : D1 → B

∏
P0

∏
P0

pela expressão Γ(α)
0 (x) = {a|aα ∈ x}, sempre que α ∈ {0, 1, 2}. Em particular, Γ(α)

0 (∅) =
∅. Veja Figura 4.19.

Proposição 4.5 Considere α ∈ {0, 1, 2}. As funções estritas Γ(α)
0 e γ

(α)
0 , respectiva-

mente apresentadas nas Definições 4.24 e 4.23, são morfismos na categoria CospLin.
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4.7.2 Imersões e Projeções do Primeiro Nı́vel D0 − D1

Conforme pode ser observado na Tabela 4.18 um conjunto coerente que interpreta
um processo elementar em D0 pode ser imerso em D1 de três formas distintas: ou como
um processo elementar (reconstrúıdo), ou como um fator (da direita ou da esquerda) de
um produto seqüencial ou ainda, como um termo de uma soma determińıstica (o primeiro
ou o segundo). O mesmo pode ser alcançado para interpretações relacionadas ao produto
paralelo em D̄0 ou à soma não-determińıstica D̄

⊥
0 .

A seguir são definidas as funções lineares que formalizam estas idéias.

Definição 4.25 Considere os espaços coerentes D0, D̄0, D̄
⊥
0 e D1 como também os in-

dexadores α ∈ {β} × {0, 1} × {1, 2} ⋃ {β} × {0} e β ∈ {0, 1, 2}. As imersões

π
(α)
0 : D0 → D1 se β = 0, π

(α)
0 : D̄0 → D1 se β = 1 e π

(α)
0 : D̄⊥

0 → D1 se β = 2

são definidas pela expressão π
(α)
0 = {aα |a ∈ x}. Em particular, π

(α)
0 (∅) = ∅.

Proposição 4.6 Considere as imersões apresentadas na Definição 4.25. Para cada β ∈
{0, 1, 2} as seguintes composições são satisfeitas:

• π
(β0)
0 = γ

(0)
0 ◦ φ

(β)
0 ,

• π
(β01)
0 = γ

(1)
0 ◦ ψ

(0)
0 ◦ φ

(β)
0 e π

(β11)
0 = γ

(1)
0 ◦ ψ

(1)
0 ◦ φ

(β)
0 ,

• π
(β02)
0 = γ

(2)
0 ◦ λ

(0)
0 ◦ φ

(β)
0 e π

(β12)
0 = γ

(2)
0 ◦ λ

(1)
0 ◦ φ

(β)
0 ,

onde as funções lineares γ
(β)
0 , φ

(β)
0 , ψ

(0)
0 , ψ

(1)
0 , λ

(0)
0 e λ

(1)
0 foram apresentadas nas De-

finições 4.23, 4.1, 4.14 e 4.19, respectivamente.

Proposição 4.7 As imersões apresentadas na Definição 4.25 são morfismos na categoria
CospLin.

As demonstrações para as proposições 4.7 e 4.6 são omitidas mas podem ser constrúıdas
considerando-se que a categoria CospLin é fechada para a composição de funções lineares.

Definição 4.26 Considere os espaços coerentes D0, D̄0, D̄
⊥
0 e D1 como também os inde-

xadores α ∈ {β}×{0, 1}×{1, 2} ⋃ {β}×{0} e β ∈ {0, 1, 2}. Definem-se as projeções
estritas

1. Π(α)
0 : D1 → D0, Π(α)

0 (x) = {a |aα ∈ x e a ∈ D0}, se β = 0;

2. Π(α)
0 : D1 → D̄0, Π(α)

0 (x) = {a |aα ∈ x e a ∈ D̄0}, se β = 1;

3. Π(α)
0 : D1 → D̄⊥

0 Π(α)
0 (x) = {a |aα ∈ x e a ∈ D̄0}, se β = 2.

Consierando-se a Definição 4.26, sempre que x ∈ (γ(0)
1 ◦ φ

(1)
0 )[D̄0] ou x ∈ (γ(0)

1 ◦
φ

(2)
0 )[D̄0], tem-se Π(00)

0 (x) = ∅.

Proposição 4.8 Considere as projeções apresentadas na Definição 4.26. Para cada β ∈
{0, 1, 2} as seguintes igualdades são satisfeitas

• Π(β0)
0 = Φ(0)

0 ◦ Γ(β)
0 ,

• Π(β01)
0 = Φ(1)

0 ◦Ψ(0)
0 ◦ Γ(β)

0 e Π(β11)
0 = Φ(1)

0 ◦Ψ(1)
0 ◦ Γ(β)

1 ,
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• Π(β02)
0 = Φ(2)

0 ◦ Λ(0)
0 ◦ Γ(β)

0 e Π(β12)
0 = Φ(2)

0 ◦ Λ(1)
0 ◦ Γ(β)

0 ,

considerando-se que as funções lineares Γ(β)
0 , Φ(β)

0 , Ψ(0)
0 , Ψ(1)

0 , Λ(0)
0 e Λ(1)

0 foram apresen-
tadas nas Definições 4.23, 4.19, 4.15 e 4.2, respectivamente.

Proposição 4.9 As projeções Π(α)
0 : D1 → D0 apresentadas na Definição 4.26 são mor-

fismos na categoria CospLin.
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FIGURA 4.20 - Formalização do Relacionamento entre D0 e D1.

Proposição 4.10 Considere os espaços coerentes D0, D̄0, D̄⊥
0 e D1 como também os

indexadores α ∈ {β} × {0, 1} × {1, 2} ⋃ {β} × {0} e β ∈ {0, 1, 2}. Tem-se

• 〈Π(α)
0 : D1 → D0, π

(α)
0 : D0 → D1〉, se β = 0,

• 〈Π(α)
0 : D1 → D̄0, π

(α)
0 : D̄0 → D1〉, se β = 1,

• 〈Π(α)
0 : D1 → D̄⊥

0 , π
(α)
0 : D̄⊥

0 → D1〉, se β = 2,

são pares-projeção para (D1, D0), (D1, D̄0) e (D1, D̄
⊥
0 ), respectivamente.

Pela proposição 4.10, verificam-se as condições

1. Π(α)
0 ◦ π

(α)
0 = IdD0 e π

(α)
0 ◦Π(00)

0 ⊆ IdD1 se β = 0,

2. Π(α)
0 ◦ π

(α)
0 = IdD̄0

e π
(α)
0 ◦Π(00)

0 ⊆ IdD1 se β = 1,

3. Π(α)
0 ◦ π

(α)
0 = Id

D̄⊥
0

e π
(α)
0 ◦Π(00)

0 ⊆ IdD1 se β = 2.
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Veja a Figura 4.20, onde estão representados estes morfismos e correspondentes com-
posições.

De acordo com a Definição 4.26, se x ∈ P0
∏

P0, a imagem Π(001)
0 (x) consiste num

subconjunto coerente em P0 que interpreta o primeiro termo do produto seqüencial inter-
pretado por x. Intuitivamente, a transformação associada à projeção Π(001)

0 , para todo
subconjunto coerente que interpreta um processo parcial, com um braço estendido para
a direita, consiste na eliminação deste braço. Neste caso, a imagem modela um processo
elementar.

A partir das restrições lineares das projeções apresentadas acima, é posśıvel definir
outras funções, conforme mostra a próxima definição.

Definição 4.27 Considere os espaços coerentes D0, P0, P0
∏

P0, P0
∏

B
P0 e D1 que de-

finem o primeiro ńıvel da estrutura deste modelo computacional. Considere também as
imersões γ

(β)
0 , λ

(β)
0 e ψ

(β)
0 apresentadas na Definições 4.1, 4.14 e 4.19 e as projeções

Π(α)
0 formalizadas na Definição 4.7, sempre que β ∈ {0, 1, 2} e α ∈ {β} × {0, 1} ×

{1, 2} ⋃ {β} × {0}.
A função estrita Π+

0 : D1 → D0 é definida pela expressão

Π+
0 (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Π(00)

0 (x) = {a |a00 ∈ x}, se x ∈ γ
(0)
0 [P0],

Π(001)
0 (x) = {a |a001 ∈ x}, se (x) ∈ γ

(1)
n [P0

∏
P0],

Π(002)
0 (x) = {a |a002 ∈ x}, se (x) ∈ γ

(2)
n [B

∏
P0

∏
P0],

∅, caso contrário.

Da mesma forma Π−
0 : D1 → D0 é definida pela expressão

Π−
n (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Π(00)

0 (x) = {a |a00 ∈ x}, se x ∈ γ
(0)
n ,

Π(011)
0 (x) = {a |a011 ∈ x}, se (x) ∈ γ

(1)
0 [P0

∏
P0],

Π(112)
0 (x) = {a |a012 ∈ x}, se (x) ∈ γ

(2)
0 [B

∏
P0

∏
P0],

∅, caso contrário.

Proposição 4.11 As projeções Π+
0 , Π−

0 : D0 → D1 apresentadas na Definição 4.27
são morfismos na categoria CospLin.

A demonstração da Proposição 4.11 pode ser constrúıda considerando-se as res-
trições lineares das projeções Π(α)

0 .

4.7.3 Função Posição em D1

A construção do próximo ńıvel D1 − D2 da estrutura baseia-se na definição dos
espaços coerentes D̄1 e D̄⊥

1 , cujas teias são constrúıdas segundo uma relação de coerência
induzida pela função posição ΥD1 sobre os subconjuntos coerentes em D1. Justifica-se
assim a próxima definição.

Definição 4.28 Considere o espaço coerente D1 e as funções υP0, υP0
∏

P0
e υB

∏
P0

∏
P0

apresentadas nas Definições 4.12, 4.16 e 4.21, respectivamente. A função posição ΥD1 :
D1 → ℘(ω) é definida pela expressão

ΥD1(x) =
⋃

aα∈x υD1 (aα),

sempre que υD1 : D1 → ℘(ω) é dada por
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υD1(aα) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
υP0(a) se α = 0,
υP0

∏
P0

(a) se α = 1,

υB
∏

P0
∏

P0
(a) se α = 2,

∅ caso contrário.

Por fim, apresenta-se uma exemplificação para ilustrar como se constroem os objetos
do próximo ńıvel da estrutura deste modelo, considerando-se inclusive os objetos totais do
ńıvel anterior.

Exemplificação 4.5

Esta exemplificação envolve construções sobre os processos apresentados nos exemplos 4.1
e 4.2. Para tal, considere um conjunto enumerávelA de ações e o conjunto I de indexadores
onde dj ∈ A e i ∈ I.

1. Seja zj =
⋃

i∈I{d(i)
j
}×{(10)} = {d(i)

j 10}i∈I ∈ CohD1 interpretando um processo
que executa a ação dj ∈ A em todas as posições i ∈ I, simultâneamente, no primeiro
instante t0.

Neste caso, para cada subconjunto coerente zj definido a partir de uma ação dj a
função posição é dada por ΥD1(zj) = I. A variação de j determina novas ações
em A caracterizando-se assim a situação de conflito entre todos os subconjuntos
coerentes zj ∈ D1. Portanto, tem-se que os subconjuntos zj são tokens coerentes
da teia D̄⊥

2 e Π(00)
0 (zj) = ∅.

2. Define-se então y =
⋃

j∈ω (zj ×{(20)}) =
⋃

j∈ω ( {d(i)
j 10}i∈I ×{(20)} ) ∈ D̄

⊥
2 que

interpreta uma escolha arbitrária entre todos os processos paralelos interpretados
por zj , consideradas neste caso, todas as posições i ∈ I de memória. O processo y
é executado no segundo instante T1.

Nos próximos casos, a ordem de execução é exatamente a oposta.

3. yi =
⋃

j∈ω{d(i)
j
} × {(20)} = {d(i)

j 20}j∈ω ∈ D1 que interpreta uma escolha ar-
bitrária entre todos os processos dj , executados na mesma posição i ∈ I de memória.
Considerando-se que ΥD1(yi) = {i} e sempre que i �= j, ΥD1(yi)

⋂
ΥD1(yj) = ∅,

o que caracteriza a concorrência entre os processos interpretados por estes subcon-
juntos coerentes.

4. Então, z =
⋃

i∈I (zi×{(10)}) =
⋃

i∈I ( {d(i)
j 20}j∈ω×{(10)} ∈ D1) modela um pro-

cesso que executa a soma não-determińıstica interpretado por zi, simultaneamente,
em todas as posições i ∈ I.

Nesta segunda parte da exemplificação, o processo z é constrúıdo de tal forma que,
uma escolha não-determińıstica é efetivada na primeira unidade de tempo. Logo
após, no instante t1 será executada o correspondente produto paralelo.

Veja na Figura 4.21 a representação gráfica para os processos interpretados pelos
subconjuntos coerentes y e z.
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FIGURA 4.21 - Representação dos Processos Interpretados por y, z ∈ D2.
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5 Nı́vel Dn−Dn+1 da Construção da Estrutura Or-
denada do Modelo MG

Neste caṕıtulo apresenta-se a construção do ńıvel Dn − Dn+1 cujo desenvolvimento
se efetiva de forma análoga ao do primeiro ńıvel D0 − D1, conforme indicado na Figura
5.1.

Esta seção contém ainda exemplos e as correspondentes interpretações de conjuntos
coerentes constrúıdos em diferentes ńıveis, por todos os construtores modelados, de tal
forma que facilitem sua compreensão.

Pn

Dn

espaço coerente dos
processos elementares em P

nível básico

Dn+1

Pn    P n

Dn

Dn

D0

CospLin

espaço coerente dos processos
em P, executados em 2 n+1  utc

    P n     BPn

FIGURA 5.1 - Construção do Espaço Coerente de Processos D∞.

5.1 Nı́vel Dn - Dn+1 da Construção

A base para a construção do nivel Dn−Dn+1, da estrutura indutiva que caracteriza
este modelo de máquina geométrica, será o espaço coerente Dn, dos processos indutiva-
mente gerados, cuja execução se fará, no máximo, em 2n utc.

5.1.1 Espaço Coerente Dn

O espaço coerente Dn ≡ (Coh(Dn),⊆) é definido pela soma direta

Dn ≡ Pn−1
∐

(Pn−1
∏

Pn−1)
∐

(B
∏

Pn−1
∏

Pn−1).

Os objetos em Dn interpretam processos que executam no máximo 2n operações externas
(produto seqüencial ou soma determińıstica) ou um número arbitrário de operações inter-
nas (soma não-determińıstica ou produto paralelo) interpretadas como objetos constrúıdos
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em Pn−1. Isto quer dizer que conjuntos coerentes em Dn e Pn−1 interpretam processos cuja
execução se fará, no máximo, em 2n e 2n−1 utc, respectivamente, considerando sempre que
cada processo elementar no subespaço D0 está associado a um instante de tempo.

A relação de coerência que constrói a teia sobre a qual se define o espaço coerente
D̄n é obtida a partir da definição da função posição ΥDn : Dn → ℘(ω) apresentada logo a
seguir.

5.1.2 Função Posição em Dn

Definição 5.1 Considere os espaços coerentes Dn e Pn−1 e também as funções υD1,
υP0, υP0

∏
P0

e υB
∏

P0
∏

P0
respectivamente apresentadas nas Definições 4.28, 4.12,

4.16 e 4.21. A função posição ΥDn : Dn → ℘(I) é dada por

ΥDn(x) =
⋃

aα∈x υDn(aα),

sempre que a função posição de tokens υDn : Dn → ℘(I) é definida pela expressão

υDn(aα) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
υPn−1(a) se α = 0,
υPn−1

∏
Pn−1

(a) se α = 1,

υB
∏

Pn−1
∏

Pn−1
(a) se α = 2,

∅ caso contrário.

Em particular, ΥDn(∅) = ∅.

5.1.3 Espaço Coerente D̄n

Definição 5.2 Seja D̄n ≡ Coh (Dn) a famı́lia de subconjuntos coerentes constrúıdos
sobre o espaço coerente Dn ≡ ((Coh(Dn),⊆). Neste caso, D̄n ≡ (D̄n, ≈D̄n

) denota a teia
cuja relação de coerência é dada por

x ≈D̄n
y ⇔ ΥDn(x)

⋂
ΥDn(y) = ∅,

sempre que x, y ∈ D̄n. O espaço coerente cujos objetos são subfamı́lias de subconjuntos
coerentes em Dn é indicado por

D̄n ≡ (Coh(D̄n), ⊆) ≡ (Coh(D̄n, ≈D̄n
), ⊆).

Um token da teia D̄n ≡ (Dn,≈D̄n
) é um subconjunto coerente, possivelmente infi-

nito, da famı́lia Coh(Dn). Assim sendo, um subconjunto coerente em D̄n é um elemento
do conjunto potência ℘(Coh(Dn)) cujos tokens satisfazem a relação de coerência ≈D̄n

. Por
esta relação, dois tokens são coerentes se a intersecção dos conjuntos de ı́ndices associado
a cada token é disjunta.

No que se refere a relação de ordem, a qual modela a aproximação de objetos em
Dn, tem-se que cada parte atômica de informação a ∈ Dn determina uma aproximação
finita da forma {a} ∈ Coh(Dn).

Se a ∈ x ∈ Coh(Dn), as seguintes condições são satisfeitas:

1. ā ∈ D̄n e {ā} ∈ Coh(D̄n) = Coh(Coh(Dn)); e

2. x ∈ D̄n e {x} ∈ Coh(D̄n) = Coh(Coh(Dn));

Contudo, verifica-se que {ā} �⊆ {x}.
A coerência estrita entre tokens da teia D̄n, constrúıda considerando-se a relação

∼D̄n
, é responsável pela interpretação dos processos concorrentes que agora não são mais

necessariamente elementares, como no primeiro ńıvel da construção proposta. Caracteriza-
se então a concorrência de processos que são executados em no máximo 2n utc.
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Desta forma, o conjunto D̄n = Coh(Dn) formaliza a idéia de que o modelo de
máquina que estamos definindo tem memória infinita. Sobre a teia Dn se constroem as
interpretações para o produto paralelo e a soma não determińıstica de processos, possi-
velmemte infinitos em relação ao conjunto A de ações e ao espaço geométrico I que os
definem. Entretanto, tais processos são limitados em relação ao tempo de execução.

O espaço coerente dual D̄⊥
n é definido a partir da relação de incoerência �D̄n

, que
corresponde a negação da coerência estrita em D̄n. Sobre a teia complementar D̄⊥

n são
constrúıdos os conjuntos coerentes que interpretam processos em conflito, e que podem
ser executados em no máximo 2n utc.

5.1.4 Espaço Coerente D̄
⊥
n

Definição 5.3 Considere a teia D̄⊥
n ≡ (Coh (D̄⊥

n ) ≡ (Dn, ≈D̄⊥
n
) onde a relação de coerência

é dada por

x ≈D̄⊥
n

y ⇔ x = y ou x �D̄n
y ⇔ x = y ou ΥDn(x)

⋂
ΥDn(y) �= ∅.

A famı́lia de todos os subconjuntos coerente da teia D̄⊥
n , ordenada pela inclusão, define

o espaço coerente da soma não-determińıstica de processos executados em no máximo 2n

utc, indicado por

D̄⊥
n ≡ ((Coh (Dn, ≈D̄⊥

n
), ⊆) ≡ (Coh(D̄⊥

n ), ⊆).

Seja o espaço coerente resultante da soma direta Pn = Dn
∏

D̄n
∏

D̄⊥
n . Definem-se

os espaços coerentes:

1. Pn
∏

Pn, cujos objetos interpretam processos seqüenciais finitos, que serão executa-
dos em 2nutc;

2. B
∏

Pn
∏

Pn, onde são modelados os processos que executam, no máximo, n escolhas
ou testes, interpretados pelos objetos em B.

Portanto, o espaço coerente Dn+1 ≡ (Coh(Dn+1),⊆) é dado pela soma direta

Dn+1 ≡ Pn
∐

(Pn
∏

Pn)
∐

(B
∏

Pn
∏

Pn).

A formalização destas definições é análoga aquelas apresentadas em 4.4, 4.5 e 4.6.

As próximas seções tornam expĺıcito, através de imersões e projeções, os relacio-
namentos entre os espaços coerentes que compõem o ńıvel Dn - Dn+1. Cada imersão
determina um tipo de interpretação nos diferentes ńıveis da estrutura. Por conseqüência,
a formalização da extensão deste modelo pela definição do limite inverso, conforme pro-
posto por Scott em [SCO 72], é apresentada de diferentes maneiras, no Caṕıtulo 6. Para
alcançar este objetivo, consideram-se as correspondentes projeções associadas a cada uma
das imersões.

5.2 Imersões e Projeções do Nı́vel Dn − Dn+1

5.2.1 Imersões π
(θ)
n : Dn → Dn+1

Intuitivamente, cada aplicação da imersão π
(001)
n estende um braço (2n) para a di-

reita. Desta forma, todo objeto na imagem π
(001)
n [Dn] interpreta o prefixo de um processo

seqüencial cujo tempo máximo de execução será 2n+1utc.
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Portanto, as imersões π
(001)
n : Dn → Dn+1, além de permitirem a transformação

dos objetos do ńıvel anterior, caracterizando-os como processos seqüenciais parciais, pela
indexação (α01) dos tokens dos subconjuntos em Dn, também permite a eliminação de
indeterminações. Estas indeterminações são eliminadas pela união com subconjuntos in-
dexados por (β11) em Dn+1, sempre que α, β ∈ {0, 1, 2}.

Uma análise semelhante pode ser feita com relação à imersão π
(011)
n . No produto

direto, a união de tokens indexados por (α01) interpreta a parte do processo que será pri-
meiramente executada (prefixo). Conforme mostra a Figura 5.2, a segunda união começa
após o traço-conexão central e introduz a parte do processo que será executado posterior-
mente. Neste caso, esta parte do processo é modelada pelos objetos na imagem π

(011)
n [Dn],

interpretando o sufixo de um processo seqüencial cujo tempo máximo de execução será
2n+1 utc.

Por fim, no ńıvel Dn−Dn+1 também é posśıvel uma análise dos demais construtores,
que se diferenciam do produto seqüencial. Tem-se que as transformações associadas às
imagens pelas imersões π

(θ)
n

(1). indicam a possibilidade de definição de 2n termos numa soma determińıstica após a
execução de n testes, se θ ∈ {α02, β12}; e
(2). correspondem ao operador inclusão, sempre que θ = α0

As imersões π
(θ)
n são formalmente apresentadas na próxima definição.

Definição 5.4 Considere os espaços coerentes Dn, D̄n, D̄
⊥
n e as somas diretas Pn =

Dn
∐

D̄n
∐

D̄⊥
n e Dn+1 = Pn

∐
(Pn

∏
Pn)

∐
(B

∏
Pn

∏
Pn). Considere também os in-

dexadores β ∈ {0, 1, 2} e α ∈ {β} × {0, 1} × {1, 2} ⋃ {β} × {0}. A expressão
π

(α)
n (x) = {aα |a ∈ x} define as imersões

• π
(α)
n : Dn → Dn+1 se β = 0,

• π
(α)
n : D̄n → Dn+1 se β = 1, e

• π
(α)
n : D̄

⊥
n → Dn+1 se β = 2.

Em particular, π
(α)
n (∅) = ∅.

No texto que se segue, utilizam-se as notações indicadas nos próximos itens.

• Na indexação dos tokens de subconjuntos coerentes em π
(θ)
n [Dn], utiliza-se a notação

θ. θ. . . . .θ︸ ︷︷ ︸
n vezes

≡ θ n.

• A composição finita das imersões π
(θ)
m,n : Dm → Dn+1 será indicada por

π
(θ)
m,n =

{
idDn , se m ≥ n

π
(θ)
n ◦ . . . ◦ π

(θ)
m+1 ◦ π

(θ)
m , se m < n.

Para cada indexador θ ∈ {00, 001, 002}, a tabela na Figura 5.2, que usa notação
acima, mostra a representação dos processos interpretados pelos subconjuntos coerentes
na imagem da imersão π

(001)
n [Dn], aplicada sobre um subconjunto coerente unitário que

interpreta um processo elementar. Nestas exemplificações, tem-se

{d(k)
(001)n} = π

(θ)
n−1 ◦ π

(θ)
n−2 ◦ . . . π

(θ)
1 ◦ π

(θ)
0 ({d(k)}) = π

(001)
0,n ({d(k)}).
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Verifica-se facilmente que, a imersão π
(001)
n transforma o subconjunto coerente {d(k)}, in-

terpretando o processo elementar d(k), no subconjunto coerente {d(k)
(001)n+1}, interpretando

o produto seqüencial, parcial e finito, indicado pela expressão

(((d(k) ·
20

) ·
21

) · . . . ·
2n )︸ ︷︷ ︸

n+1 vezes

≡ d(k) ·
2n .

O intervalo de tempo entre o ińıcio e o término da execução de tal processo parcial-
mente determinado será, no máximo, 2n+1. Contudo, o primeiro processo a ser executado
neste produto é conhecido.

d k

20

2n

21

...

d k

d k{d k 
(001)

n}

{d k 
(00)

n}

{d k 
(002)

n}

t0

 t2n

d k

2n-1 2n2n-1

t0 t0  t2n

 t0

 t2n

FIGURA 5.2 - Interpretação da Composição de Imersões em πθ
n[Dn] ⊆ D∞.

A seguir apresentam-se formalmente as imersões que modelam o relacionamento
entre os espaços coerente que compõem o ńıvel Dn − Dn+1.

Proposição 5.1 Considere os domı́nios Dn, D̄n, D̄⊥
n , Pn, e Dn+1, os indexadores θ ∈

{0, 1}, β ∈ {0, 1, 2} e α ∈ {β} × {0, 1} × {1, 2} ⋃ {β} × {0} e as imersões π
(α)
n :

Dn → Dn+1 definidas acima. Considere também as funções lineares

1. γ
(0)
n : Pn → Dn+1, γ

(1)
n : Pn

∏
Pn → Dn+1 e γ

(2)
n : B

∏
Pn

∏
Pn → Dn+1, definidas

pela expressão γ
(β)
n (x) = {aα | a ∈ x}.

2. φ
(0)
n : Dn → Pn, φ

(1)
n : D̄n → Pn, φ

(2)
n : D̄⊥ → Pn e φ

(β)
n (x) = {aβ|a ∈ x}.

3. ψ
(θ)
n : Dn → Pn

∏
Pn, dada por ψ

(θ)
n (x) = {aθ | a ∈ x}.

4. λ
(θ)
n : Pn → B

∏
Pn

∏
Pn, dada por λ

(θ)
n (x) = {aθ | a ∈ x}.
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Para cada β, as seguintes igualdades são satisfeitas:

• π
(β0)
n = γ

(0)
n ◦ φ

(β)
n ;

• π
(β01)
n = γ

(1)
n ◦ ψ

(0)
n ◦ φ

(β)
n e π

(β11)
n = γ

(1)
n ◦ ψ

(1)
n ◦ φ

(β)
n ;

• π
(β02)
n = γ

(2)
n ◦ ψ

(0)
n ◦ φ

(β)
n e π

(β12)
n = γ

(2)
n ◦ ψ

(1)
n ◦ φ

(β)
n .

A demonstração é imediata, considerando-se as funções apresentadas nos itens 1, 2, 3 e 4.

5.2.2 Projeções Π(θ)
n : Dn+1 → Dn

A noção intuitiva relacionada com as projeções Π(θ)
n , formalizadas na Definição 5.5,

também está fundamentada na análise da construção de um processo cuja execução está
limitada a um intervalo de tempo. Conforme descrito em seções anteriores, este intervalo
de tempo começa a ser definido logo no primeiro ńıvel da construção indutiva das inter-
pretações dos processos, junto com a escolha e a modelagem dos processos elementares -
executados num instante de tempo. Portanto, os diferentes ńıveis da construção do espaço
coerente de processos indutivamente gerados modelam a construção temporal do modelo
de máquima geométrica.

Baseados nestas considerações, seja o subconjunto x ∈ Pn
∏

Pn, interpretando um
produto seqüencial. A função Π(001)

n : Dn+1 → Dn, aplicada sobre x, projeta como imagem
o primeiro fator do produto seqüencial interpretado por x em Dn

∏
Dn. Ou ainda, Π(001)

n (x)
interpreta o maior prefixo de x executado em 2nutc.

Sendo assim, a projeção Π(001)
n retira o braço estendido para a direita pela imersão

π
(001)
n , logo Π(001)

n ◦π
(001)
n (x) = x. Os indexadores dos tokens que definem tal subconjunto-

imagem são seqüências finitas de comprimento máximo 2n.
O comportamento associado a outra função, Π(011)

n : Dn+1 → Dn, é análogo conside-
rando-se agora o segundo termo de cada objeto x do produto direto Pn

∏
Pn. Neste

caso, a projeção Π(011)
n (x) interpreta o maior sufixo de x executado em 2nutc. Assim,

intuitivamente esta projeção retira o braço estendido para a esquerda pela imersão π
(011)
n ,

ou seja, Π(011)
n ◦ π

(011)
n (x) = x.

Em ambos os casos, os subconjuntos coerentes nas imagens Π(001)
n [Dn+1] e Π(011)

n [Dn+1]
interpretam a redução ou a eliminação dos braços, pela esquerda ou pela direita, que ca-
racterizam os processos seqüenciais. Entretanto, esta redução ou eliminação não ocorre
simultaneamente.

Por outro lado, seja o subconjunto x ∈ B
∏

Pn
∏

Pn interpretando uma soma deter-
mińıstica. A função Π(002)

n : Dn+1 → Dn, aplicada sobre x, projeta como imagem o primeiro
termo da soma interpretada por x. Intuitivamente, Π(002)

n (x) interpreta o processo que
será executado quando for satisfeito o teste interpretado por Λn(x) ∈ Λn[Pn

∏
B

Pn].
Considerações semelhantes podem ser obtidas relacionando as interpretações na

imagem Π(012)
n [Dn+1] com escolhas determińısticas, quando os testes interpretados em

Λn(x) ∈ Λn[Pn
∏

B
Pn] não são satisfeitos.

A definição formal destas projeções é apresentada logo a seguir.

Definição 5.5 Considere os espaços coerentes Dn, D̄n, D̄⊥
n , Pn e Dn+1 e os indexadores

β ∈ {0, 1, 2} e α ∈ {β} × {0, 1} × {1, 2} ⋃ {β} × {0}. As funções

• Π(α)
n : Dn+1 → Dn se β = 0,

• Π(α)
n : Dn+1 → D̄n se β = 1,
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• Π(α)
n : Dn+1 → D̄

⊥
n se β = 2,

são definidas pela expressão Π(α)
n (x) = {a |aα ∈ x}. Neste caso, Π(α)

n (∅) = ∅.

As próximas proposições relacionam-se com as composições apresentadas nos itens 1,
2, 3 e 4 da proposição 5.1 e baseiam-se no fato de que CospLin é fechada para composição
de funções lineares.

Proposição 5.2 Considere os espaços coerentes Dn, D̄n, D̄
⊥
n , Pn e Dn+1, os indexa-

dores θ ∈ {0, 1}, β ∈ {0, 1, 2} e α ∈ {β}× {0, 1}× {1, 2} ⋃ {β}× {0} e as projeções
Π(α)

n definidas acima. Além disso, considere as funções lineares

1. Γ(0)
n : Dn+1 → Pn, Γ(1)

n : Dn+1 → Pn
∏

Pn e Γ(2)
n : Dn+1 → B

∏
Pn

∏
P0 definidas

pela expressão Γ(β)
n (x) = {a |aβ ∈ x}.

2. Φ(0)
n : Pn → Dn, Φ(1)

n : Pn → D̄n e Φ(2)
n : Pn → D̄⊥

n onde Φ(β)
n (x) = {a |aβ ∈ x}.

3. Ψ(θ)
n : Pn

∏
Pn → Pn dada por Ψ(θ)

n (x) = {a |aθ ∈ x}.

4. Λ(θ)
n : B

∏
Pn

∏
Pn → Pn, talque Λ(θ)

n (x) = {a |aθ ∈ x}.
As seguintes igualdades são satisfeitas:

• Π(β0)
n = Φ(β)

n ◦ Γ(0)
n ,

• Π(β01)
n = Φ(β)

n ◦Ψ(0)
n ◦ Γ(1)

n e Π(β11)
n = Φ(β)

n ◦Ψ(1)
n ◦ Γ(1)

n ,

• Π(β02)
n = Φ(β)

n ◦ Λ(0)
n ◦ Γ(2)

n e Π(β12)
n = Φ(β)

n ◦ Λ(1)
n ◦ Γ(2)

n .

Proposição 5.3 As imersões e projeções apresentadas nas Definições 4.22 e 5.5 são
morfismos na categoria CospLin.

Proposição 5.4 Para cada α explicitado na Definição 5.5, tem-se

(π(α)
n ◦Π(α)

n )[Dn] ⊆ Dn+1 e (Π(α)
n ◦ π

(α)
n )[Dn] = Dn.

Para melhor compreensão das imersões e projeções definidas sobre cada um dos
ńıveis da construção que se está propondo, se torna interessante, neste momento, a apre-
sentação de alguns exemplos e suas correspondentes interpretações.

Dedica-se ainda, uma atenção especial para a construção gráfica destes exemplos,
de forma que se tenha uma noção intuitiva de como a informação sobre os processos
constrúıdos está sendo armazenada.

5.2.3 Exemplificação da Aplicação das Funções π
(θ)
n e Π(θ)

n

Nesta exemplificação consideram-se diferentes processos seqüências definidos a partir
de um mesmo conjunto de processos elementares, com diferentes interpretações em relação
à construção dos processos nos diferentes ńıveis do modelo, mas preservando sempre a
ordem de execução dos mesmos (ordem de construção).

Até a presente etapa de construção deste modelo, a interpretação se restringe a
processos finitos em relação ao tempo de execução, por conseqüência, o mesmo se dá em
relação às correspondentes aproximações.

Justifica-se, assim, a presença de retângulos vazios de diferentes tamanhos nas re-
presentações gráficas, interpretando processos parciais que podem sempre ser aproximados
por processos finitos, de tamanho limitado.
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Exemplificação 5.1

Este exemplo ilustra a construção dos objetos através de suas aproximações finitas. No
domı́nio D2, tem-se interpretação para todos os processos finitos (executados em no máximo
4 utc), inclusive as correspondentes aproximações, que podem conter “buracos” ou inde-
terminações de diferentes tamanhos (finitos), que identificam os diferentes ńıveis em que
tais aproximações foram sendo definidas.

(1) Considere primeiramente, o subconjunto x = {d(k)
001.001, e

(l)
011.001, f

(n)
00.011} ∈ D2

que interpreta o processo (d(k) · e(l)) · (f (n)). A Figura 5.3 mostra a representação da
construção do subconjunto coerente x a partir de seus tokens.

• Cada token do conjunto coerente x determina um conjunto coerente unitário que
interpreta um processo. Neste sentido, as aproximações unitárias de x podem ser
apresentadas como imagens pelas imersões. Ou ainda,

{d(k)
001.001} = π

(001)
1 ◦ π

(001)
0 ({d(k)}) = π

(001)
1 ({d(k)

(001)}) ,

{e(l)
011.001} = π

(001)
1 ◦ π

(011)
0 ({e(l)}) = π

(001)
1 ({e(l)

(011)}),
{f (n)

00.011} = π
(011)
1 ◦ π

(00)
0 ({f (n)

00.011}) = π
(011)
1 ({f (n)

00 }),
interpretando os respectivos processos parciais

(d(k) · ) · 2 , ( · e(l)) · 2 e 2 · (f (n)) .

• Da mesma forma as demais aproximações de x

{d(k)
001.001, e

(l)
011.001} = π

(001)
1 ({d(k)

001, e
(l)
011}),

{d(k)
001.001, f

(n)
00.011} = {d(k)

001.001}
⋃{f (n)

00.011},
{e(l)

011.001, f
(n)
00.011} = {e(l)

001.001}
⋃{f (n)

00.011},
interpretam os processos respectivamente indicados por

(d(k) · e(l)) · 2 , (d(k) · ) · (f (n)) e ( · e(l)) · (f (n)).

Salienta-se que os conjuntos coerentes {d(k)
001.001, f

(n)
00.011} e {e(l)

011.001, f
(n)
00.011} não são

imagens destas imersões, são objetos constrúıdos em D1.

• Além disso, pelas projeções apresentadas nas Definições 5.5 e 5.10 tem-se que

� x′ = Π(001)
1 (x) = {d(k)

001, e
(l)
011} e x′′ = Π(011)

1 (x) = {f (n)
00 };

� Π(001)
0 (x′) = {d(k)}, Π(001)

0 (x′′) = ∅ e Π(00)
0 (x′′) = {f (n)}.

(2) Sejam n = 2 e o conjunto coerente s = {d(k)
00.001, e

(l)
001.011, f

(n)
011.011} ∈ D2 que

interpreta o processo (d(k)) · (e(l) · f (n)). Veja Figura 5.4.

• Considerando as projeções envolvendo D0, D1 e D2 tem-se que

s′ = Π(001)
2 (s) = Π2,1(s) = {d(k)

00 } ∈ D1 e

s′′ = Π(00)
1 (s′) = Π1,0(s′) = {d(k)} ∈ D0.
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d k e l

d
k

fn

el

{dk
001 . 001  } {el

011 . 001 }

{f n 00 . 011 }

{dk
001 . 001  

,  e l 
011 . 001 

}

el fn

{el 011 . 001  ,  f n 00. 011  }

d k fn

{dk
001 . 001   ,  f n 00. 011  }

d k e l fn

{dk
001 . 00 1 

,  e l 
011 . 001

 ,  f n  
00. 011

 }

D2

FIGURA 5.3 - Construção do Processo (d(k) · e(l)) · (f (n)) em D2.

eld k fn

FIGURA 5.4 - Representação do Processo (d(k)) · (e(l) · f (n)).
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• Pode-se observar ainda que algumas aproximações do conjunto coerente s podem ser
expressas como imagens pelas imersões. Neste caso, tem-se as seguinte igualdades
{d(k)

00.001} = π
(001)
1 ◦ π

(00)
0 ({d(k)}), {e(l)

011.001} = π
(001)
1 ◦ π

(011)
0 ({e(l)}) e {f (n)

00.011} =
π

(011)
1 ◦ π

(00)
0 ({f (n)}). Os conjuntos coerentes que resultam destas igualdades

interpretam os processos parciais respectivamente indicados por

(d(k) · ) · 2 , ( · e(l)) · 2 e 2 · (f (n)).

• Além disso, tem-se que s′′′ = {e(l)
001.011, f

(n)
011.011} é uma outra aproximação de s tal

que s′′′ = π
(011)
1 ({e(l)

001, f
(n)
011}). Entretanto, o subconjunto coerente {d(k)

00.001, e
(l)
001.011}

não pode ser expresso como uma imersão de D1 para D2. Tal aproximação de s é
constrúıda em D2.

Os conjuntos coerentes s e x, respectivamente representados nas Figuras 5.4 e 5.3
são objetos diferentes do mesmo domı́nio e, portanto, interpretam processos distintos.
A semântica associada a estes objetos é que leva a uma igualdade que corresponderá à
propriedade associativa, relativa ao produto seqüencial de processos. O mesmo pode ser
observado com relação à Figura 5.5, no próximo exemplo.

(3) Seja n = 3 e u = {d(k)
00.001.001, e

(l)
00.011.001, f

(n)
00.00.011} ∈ D3 o conjunto coerente

que interpreta o processo ((d(k)) · (e(l))) · ((f (n))). Na Figura 5.5, mostra-se a construção
do espaço coerente u a partir de seus tokens, onde estão representadas as interpretações
das próximas projeções. Verifica-se neste caso, as seguintes igualdades:
� u′ = Π(001)

2 (u) = {d(k)
00.001, e

(l)
00.011} ∈ D2 e u′′ = Π(001)

1 (u′) = {d(k)
00 } ∈ D1;

� u′′′ = Π(00)
0 (u′′) = {d(k)} ∈ D0.

Salienta-se entretanto que, x ∈ D2 não é uma aproximação para u ∈ D3. Isto ocorre
porque a projeção de u, sobre D2, não coincide com o conjunto coerente x. Pode-se dizer
que x e u diferem em relação ao tempo em que as etapas que compõem cada um dos
processos são executada, embora sejam semânticamente equivalentes.

(4) Considere por fim, v = {d(k)
001.001.00, e

(l)
011.001.00, f

(n)
00.011.00} ∈ D3 que interpreta

o processo ((d(k) · e(l)) · (f (n))), cuja construção está representada na Figura 5.6. Neste
caso, v é a imersão de x em D3.

• Tem-se que as projeções relacionadas com v são dadas por
� v′ = Π(00)

2 (v) = {d(k)
001.001, e

(l)
011.001, f

(n)
00.011} ∈ D2,

� v′′ = Π(001)
1 (v′) = {d(k)

001, e
(l)
011} ∈ D1 e

� v′′′ = Π(011)
0 (v′′) = {d(k)} ∈ D0 e Π(001)

0 (v′′) = ∅.

• Nesta exemplificação os espaços coerentes u, v e x interpretam processos seqüenciais
que, embora tenham a mesma interpretação semântica, possuem expressões distintas
na linguagem porque são objetos distintos na estrutura do modelo.

• Considerando-se que u e v estão no mesmo ńıvel no modelo, a árvore que descreve
a construção de cada um destes objetos dentro do domı́nio D3 é diferente, sendo
caracterizada por projeções distintas. Mostrou-se ainda que x é uma projeção de v
pois Π3,2(v) = x. Pela completação, x e v são ambos projeções de um mesmo objeto
nos subńıveis D2 e D3, respectivamente.
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dk el

dk

fn

el

{dk
00 . 001 . 00 1} {el

00 . 011 . 001 }

{f n
00 . 00 . 01 1 }

{dk
00 . 001 . 00 1  ,  e

l 00 . 011 . 001 }

el fn

{el 00 . 011 . 001  ,  f n 00 . 00 .  011  }

dk fn

{dk
00 . 001 . 00 1  ,  f 

n 00. 00 . 011  }

dk el fn

{dk
00 . 001 . 00 1  ,  e

l 00 . 011 . 001  ,  f n 00 . 00. 011  }

D3

FIGURA 5.5 - Construção do Processo ((d(k)) · (e(l))) · ((f (n))) em D3.
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d
k el

d
k

fn

e l

{dk
001 . 00 1 . 00 }

{el
011 . 001 . 00 }

{f n 00 . 01 1 . 00 }

{dk
001 . 00 1 . 00 ,  e

l 011 . 001 . 00 }

el fn

{el 011 . 001 . 00  , f n 00. 011 . 00 }

d
k fn

{dk
001 . 00 1 . 00 , f 

n  00 . 011 . 00 }

d k e l fn

{dk
001 . 00 1 . 00  ,  e l 011 .  001 .  00   ,  f n 00 .  011 . 00 }

D3

FIGURA 5.6 - Construção do Processo ((d(k) · e(l)) · (f (n))) em D3.
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Por fim, deve-se salientar que as indeterminações de tamanho finito representadas
por

2n e interpretadas pelo conjunto vazio em Dn podem ser substitúıdas por con-
juntos coerentes constrúıdos em ńıveis (ou subńıveis) anteriores a Dn. Neste sentido,
w = {f (n)

00.011.00} ∈ D3 é uma aproximação finita para todos os subconjuntos coerentes em
D3 abaixo indicados:

� {f (n)
00.011.00}, {d(k)

(001)2.00
, f

(n)
(00)2.011

}, {e(l)
011.001.00, f

(n)
(00)2.011

}, {d(k)
(001)2.00

, e
(l)
011.001.00, f

(n)
(00)2.011

}.

Exemplificação 5.2

Conjuntos coerentes que interpretam um produto paralelo ou uma soma de processos
não-determińıstica são constrúıdos pela união entre famı́lias de subconjuntos coerentes
gerados no ńıvel anterior da construção. Neste sentido, considere os subconjuntos coeren-

tes {d(k)
001 d

(k)
011.10, e

(l)
001 e

(l)
011.10} e {d(k)

101.00, e(l)
101.00, d(k)

111.00, e(l)
111.00} em D2. Tais

objetos interpretam processos parciais respectivamente indicados pelas expressões

‖ 2 , d(k) · d(k) , e(l) · e(l) , 2 ‖ e ( ‖ , d(k), e(l), ‖ · ‖ , d(k), e(l), ‖ ).

Seja t = {d(k)
001 d

(k)
011.102, e

(l)
001 e

(l)
011.102, d(k)

101.012, e(l)
101.012, d(k)

111.012, e(l)
111.012, b22} o con-

junto coerente em D3 que interpreta a soma determińıstica dada por

‖ 2 , d(k) · d(k) , e(l) · e(l) , 2 ‖ +b (‖ , d(k), e(l), ‖ · ‖ , d(k), e(l), ‖).
O processo parcial (finito) interpretado pelo subconjunto coerente t pode ser apro-

ximado por outros processos, desde que indeterminações representadas pela expressão
2n

sejam subtitúıdas por processos de igual ou menor tamanho.
Por outro lado, t também pode aproximar outros objetos, como por exemplo o

espaço coerente t′ = t × {(011)}⋃{d(k)
00.00.00.001} em D4 que interpreta o processo P

apresentado na Figura 5.7.
Supondo uma linguagem que transcreve as construções no domı́nio D4 tem-se que

P é denotado pela expressão

(((d(k)))) · (‖ 2 , d(k) · d(k) , e(l) · e(l) , 2 ‖ +b (‖ , d(k), e(l), ‖ · ‖ , d(k), e(l), ‖)),
Neste caso, os processos que constroem o processo P serão interpretações dos sub-

conjuntos coerentes obtidos por sucessivas aplicações das projeções, nos diferentes ńıveis
da estrutura, conforme mostram os exemplos:

� Π(001)
4,3 (t′) = {d(k)

00.00.00} e Π(011)
4,3 (t′) = t;

� Π(001)
4,2 (t′) = {d(k)

00.00} e Π(011)
4,2 (t′) = ∅;

� Π(001)
4,1 (t′) = {d(k)

00 } e Π(011)
4,1 (t′) = ∅;

� Π(001)
4,0 (t′) = {d(k)} e Π(011)

4,0 (t′) = ∅.

As próximas seções introduzem outros pares de funções imersão-projeção que também
interpretam construtores de processos executados em tempo finito.
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dk

dk

bdk

dk

el el

el

dk

el

FIGURA 5.7 - Representação do Processo P .

5.3 Imersões π→n , π←n e Projeções Π→
n , Π←

n em Dn − Dn+1

Nesta seção são apresentadas as imersões π→
n , π←

n : Dn → Dn+1 e as correspondentes
projeções Π→

n , Π←
n : Dn+1 → Dn, que interpretam construtores e destrutores de processos,

respectivamente.
O limite para o diagrama definido a partir das projeções Π→

n : Dn+1 → Dn formaliza
a completação da estrutura indutiva de um modelo de máquina geométrica capaz de
interpretar, entre outros, os processos seqüenciais que são executados a partir de um
tempo t0, mas que não possuem, necessariamente um tempo final.

Na construção dual, os limites para o diagrama definido a partir das projeções Π←
n :

Dn+1 → Dn formalizam a completação da estrutura indutiva de um modelo de máquina
geométrica capaz de interpretar, entre outros, os processos seqüenciais cuja execução é
efetivada antes de um instante de tempo t−1, mas que não possuem, necessariamente um
tempo inicial.

Estas estruturas ordenadas, duais, são interpretadas pelos domı́nios D
→∞ e D←∞ apre-

sentados no próximo caṕıtulo. A notação é para lembrar a correspondência entre o
conjunto I→ dos indexadores dos tokens que definem as interpretações para processos
seqüenciais em D→∞ e o conjunto ℵ dos números naturais. Da mesma forma, o conjunto
I← dos indexadores dos tokens que definem as interpretações dos produtos seqüências
em D←∞ pode ser identificado pelo conjunto dos números inteiros-negativos. Neste caso,
I→ ≡ ℵ ≡ I←.

5.3.1 Imersões π
← (α)
n , π

→ (α)
n

Apresentam-se aqui, as imersões π
← (α)
n , π

→ (α)
n referentes ao ńıvel Dn − Dn+1,

cujas definições formais são obtidas pela análise de três casos. Considerando-se que o
domı́nio Dn é dado pela soma direta Pn−1

∐
(Pn−1

∏
Pn−1)

∐
(B

∏
Pn−1

∏
Pn−1), justifica-

se esta análise por casos na definição de cada construtor π
� (α)
n .

No subńıvel Dn−Pn, cada construtor interno está representado pelo indexador α ∈
{0, 1, 2}, interpretando os operadores inclusão, produto paralelo ou soma não-determińıstica,
respectivamente.

1. No subespaço (π→(0)
n ◦ γ

(0)
n−1)[Pn−1] ⊆ π

(00)
n [Dn] ⊆ Dn+1 são reconstrúıdas todas

as interpretações de processos finitos, executados em 2n utc. Do mesmo modo, em
(π→(1)

n ◦ γ
(0)
n−1)[Pn−1] ⊆ π

(10)
n [D̄n] ⊆ Dn+1 estão as interpretações para produtos

paralelos entre os processos finitos, executados em 2n utc. E por último, as so-
mas não-determińısticas, executadas no máximo em 2n utc, são interpretadas no
subespaço (π→(2)

n ◦ γ
(0)
n−1)[Pn−1] ⊆ π

(20)
n [D̄n] ⊆ Dn+1.
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As considerações apresentadas no parágrafo anterior podem ser estendidas para as
funções π←(α), pois a seguinte igualdade é sempre satisfeita:

(π→(α)
n ◦ γ

(0)
n ) [Pn] = (π←(α)

n ◦ γ
(0)
n ) [Pn].

2. Em (π→(α)
n ◦ γ

(1)
n−1)[Pn−1

∏
Pn−1] ⊆ Dn+1 estão as interpretações de prefixos de

processos seqüenciais que podem ser executados em 2n+1 utc. Portanto,

(π→(α)
n ◦ γ

(1)
n−1)[Pn−1

∏
Pn−1] ⊂ π

(α01)
n [Dn] ⊆ Dn+1.

Intuitivamente, as imersões π
→(α)
n e π

←(α)
n , quando aplicadas sobre subconjuntos

que interpretam processos seqüenciais, constroem novos braços, para a direita e
para a esquerda, respectivamente. Desta maneira, tais imersões sempre determinam
objetos parciais em Pn

∏
Pn, onde a relação de coerência da teia Pn

∏
Pn determina

a possibilidade de união entre tais objetos para a construção de outras interpretações
em Dn+1.

Estes novos subconjuntos indexados nas imagens (π→(α)
n ◦ γ

(1)
n−1)[Pn−1

∏
Pn−1] e

(π←(α)
n ◦ γ

(1)
n−1)[Pn−1

∏
Pn−1] interpretam os prefixos e sufixos dos novos processos,

respectivamente.

3. No último caso, relacionado com as somas determińısticas, os novos subconjuntos
nas imagens (π→(α)

n ◦ γ
(1)
n−1) [B

∏
Pn−1

∏
Pn−1] e (π←(α)

n ◦ γ
(1)
n−1)[B

∏
Pn−1

∏
Pn−1]

representam a possibilidade de existência de um novo teste e todas as escolhas
decorrentes do fato dele ser satisfeito. O número destas novas escolhas, para imersões
no ńıvel Dn − Dn+1 será, no máximo, igual a 2n.

A Definição 5.6 formalmente introduz as imersões π
→(α)
n , π

←(β)
n .

Definição 5.6 Considere os espaços coerentes Dn, Pn, Pn
∏

Pn, B
∏

Pn
∏

Pn e Dn+1 que
definem o n−ésimo ńıvel da estrutura deste modelo computacional. Considere também
β, α ∈ {0, 1, 2} e as imersões γ

(α)
n e π

(β)
n , apresentadas na Proposição 5.1 e 5.4.

As funções π
→(0)
n : Dn → Dn+1, π

→(1)
n : D̄n → Dn+1 e π

→(2)
n : D̄⊥

n → Dn+1 são
definidas pela expressão

π
→(α)
n+1 (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π(α0)

n+1
(x) = {aα0 |a ∈ x}, se x ∈ γ

(0)
n [Pn],

π(α01)
n+1

(x) = {aα01 |a ∈ x}, se x ∈ γ
(1)
n [Pn

∏
Pn],

π(α02)
n+1

(x) = {aα02 |a ∈ x}, se x ∈ γ
(2)
n [Pn

∏
B

Pn],
∅, caso contrário.

Analogamente, as imersões π
←(0)
n : Dn → Dn+1, π

←(1)
n : D̄n → Dn+1 e π

←(2)
n :

D̄⊥
n → Dn+1 são formalizadas pela expressão

π
←(β)
n+1 (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π(β0)

n+1
(x) = {aβ0 |a ∈ x}, se x ∈ γ

(0)
n [Pn],

π(β11)
n+1

(x) = {aβ11 |a ∈ x}, se x ∈ γ
(1)
n [Pn

∏
Pn],

π(β12)
n+1

(x) = {aβ12 |a ∈ x}, sex ∈ γ
(2)
n [Pn

∏
B

Pn],
∅, caso contrário.

Quando n = 0, π
→ (α)
0 = π

← (α)
0 = π

(α0)
0 = {aα0 |a ∈ x e aα ∈ P0 }.

Quando α = 0, π
→ (0)
n = π→

n da mesma forma que π
← (0)
n = π←

n .
Em particular, π

→(α)
n (∅) = π

←(α)
n (∅) = ∅.
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Proposição 5.5 As imersões π
→ (α)
n , π

← (β)
n apresentadas na Definição 5.6 são morfis-

mos na categoria CospLin.

A demonstração da Proposição 5.5 pode ser constrúıda considerando-se as restrições
lineares das imersões π

(α)
n .

A Figura 5.8 mostra algumas interpretações no subespaço π←
n−1[Dn−1] ⊆ Dn+1.

2

{dk
(012) n}

dk

dk

{dk
(00)n  }

dk

...

dk

t0

t-1 t-1

t
- 2

n

t-1

{dk
(011) n  }

2n
2n-12n-1

2n

2n-1

t- 2 nt- 2 n

FIGURA 5.8 - Representação da Composição Finita da Imersão π←
0,n−1[D0] em Dn.

5.3.2 Projeções Π← (α)
n , Π→ (α)

n : Dn+1 → Dn

As próximas funções são extensões lineares das projeções Π� (α)
0 , apresentadas na

Definição 5.7. Tais funções são definidas a partir das projeções Π(θ)
n , apresentadas na

Definição 5.2.2.

Definição 5.7 Considere os espaços coerentes Dn, Pn, Pn
∏

Pn, B
∏

Pn
∏

Pn e Dn+1 que
definem o n−ésimo ńıvel da estrutura deste modelo computacional. Considere também as
imersões γ

(β)
n , λ

(β)
n e ψ

(β)
n apresentadas na Proposição 5.1 e as projeções Π(θ)

n formalizadas
na Definição 5.5, sempre que α ∈ {0, 1, 2}.

As funções estritas Π→ (0)
n : Dn+1 → Dn, Π→ (1)

n : Dn+1 → D̄n e Π→ (2)
n :

Dn+1 → D̄⊥
n são definidas pela expressão

Π→(α)
n (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Π(α0)

n (x) = {a |aα0 ∈ x}, se x ∈ γ
(0)
n [Pn],

Π(α01)
n (x) = {a |aα01 ∈ x}, se x ∈ γ

(1)
n [Pn

∏
Pn],

Π(α02)
n (x) = {a |aα02 ∈ x}, se x ∈ γ

(2)
n [Pn

∏
B

Pn],
∅, caso contrário.
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Da mesma forma, as projeções Π← (0)
n : Dn+1 → Dn, Π← (1)

n : Dn+1 → D̄n e
Π← (2)

n : Dn+1 → D̄n
⊥ são definidas pela expressão

Π← (α)
n (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Π(α0)

n (x) = {a |aα0 ∈ x}, se x ∈ γ
(0)
n ,

Π(α11)
n (x) = {a |aα11 ∈ x}, se x ∈ γ

(1)
n [Pn

∏
Pn],

Π(α12)
n (x) = {a |aα12 ∈ x}, se x ∈ γ

(2)
n [Pn

∏
B

Pn],
∅, caso contrário.

Quando α = 0, Π→ (0)
n = Π→

n e Π← (0)
n = Π←

n .
Em particular, Π→(α)

n (∅) = Π←(α)
n (∅) = ∅.

Proposição 5.6 As projeções Π→(α)
n , Π←(α)

n apresentadas na Definição 5.7 são mor-
fismos na categoria CospLin.

A demonstração da Proposição 5.6 pode ser constrúıda considerando-se as restrições
lineares das projeções Π(α)

n .

Proposição 5.7 Considere os morfismos, na categoria CospLin, apresentados nas De-
finições 5.6 e 5.7. Tem-se as seguintes condições satisfeitas:

1. π→
n ◦Π→

n ⊆ Dn+1 e Π→
n ◦ π→

n = Dn;

2. π
→ (1)
n ◦Π→ (1)

n ⊆ Dn+1 e Π→ (1)
n ◦ π

→ (1)
n = D̄n;

3. π
→ (2)
n ◦Π→ (2)

n ⊆ Dn+1 e Π→ (2)
n ◦ π

→ (2)
n = D̄⊥

n .

As funções Π←(α)
n e π

←(α)
n também satisfazem as condições apresentadas acima.

No texto que se segue, e em particular nos objetos representados na Figura 5.9, a
composição finita das funções fn ∈ {Π→

n , Π←
n , π→

n , π←
n }, no ńıvel Dn−Dn+1, será indicada

por fn,m : Dn+1 → Dm e definida pela expressão

fm,n =
{

idDn , se m ≤ n
fm ◦ fm−1 ◦ . . . ◦ fn+1 ◦ fn, se m > n.

Conforme pode ser observado, nos próximos itens aplica-se a composição finita das
projeções Π→

n e Π←
n , envolvendo interpretações constrúıdas nos três primeiros ńıveis da

estrutura e representadas na Figura 5.9.

• Seja x um objeto em D3 interpretando um processo seqüencial totalmente definido,
dado pelo conjunto coerente

x = {d(k)
(001)3

, d
(k)
011.(001)2

, d
(k)
001.011.001, d

(k)
(011)2.001

, e
(l)
(001)2.011

, e
(l)
011.001.011, e

(l)
001.(011)2

, e
(l)
(011)3

}
cujas projeções são os subconjuntos coerentes

(1) Π→
2 (x) = {d(k)

(001)2
, d

(k)
011.001, d

(k)
001.011, d

(k)
(011)2

} e

(2) Π←
2 (x) = {e(l)

(001)2
, e

(l)
011.001, e

(l)
001.011, e

(l)
(011)2

}.
As correspondentes composições são dadas pelas igualdades

� (Π→
1 ◦Π→

2 )(x) = Π→
2,1(x) = {d(k)

001, d
(k)
011};

� (Π←
1 ◦Π←

2 )(x) = Π←
2,1(x) = {e(l)

001, e
(l)
011};

� (Π→
1 ◦Π←

2 )(x) = {e(l)
001, e

(l)
011} e (Π←

1 ◦Π→
2 )(x) = {d(k)

001, d
(k)
011};

� (Π→
0 ◦Π→

1 ◦Π→
2 )(x) = Π→

2,0(x) = {d(k)};
� (Π←

0 ◦Π←
1 ◦Π←

2 )(x) = Π←
2,0(x) = {e(l)}.
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FIGURA 5.9 - Exemplificação das Projeções Π→
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n sobre Dn.
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• Considere agora w = {d(k)
(00)2.001

, d
(k)
(011)3

, d
(k)
001.(011)2

, d
(k)
011.001.011, d

(k)
(001)2.011

} e suas

projeções Π→
2 (w) = {d(k)

(00)2
} e Π←

2 (w) = {d(k)
(011)2

, d
(k)
001.011, d

(k)
011.001, d

(k)
(001)2

}.
Algumas das posśıveis composições são apresentadas logo a seguir

� (Π→
1 ◦Π→

2 )(w) = Π→
2,1(w) = {d(k)

00 } = (Π←
1 ◦Π→

2 )(w);

� (Π→
1 ◦Π←

2 )(w) = {d(k)
001, d

(k)
011} = Π←

2,1(w); e

� Π→
2,0(x) = {d(k)} = Π←

2,0(x).

5.4 Imersões e Projeções π↔n e Π↔
n

Nesta seção são apresentadas as imersões π↔
n : Dn → Dn+1 e as corresponden-

tes projeções Π↔
n : Dn+1 → Dn, que também interpretam construtores e destrutores de

processos, respectivamente.
O limite para o diagrama definido a partir das projeções Π↔

n : Dn+1 → Dn

formalizam a completação da estrutura indutiva de um modelo de máquina geométrica
capaz de interpretar, entre outros, os processos seqüenciais que não possuem ińıcio nem
fim. Contudo, é sempre posśıvel determinar os processos parciais que serão executados
nos instantes t−1 e t0, ou em intervalos de tempo definidos a partir destes. Neste caso,
na estrutura indutiva D

↔∞ pode-se interpreta a construção de processos seqüenciais por
infixação.

Com relação a seqüencialidade, pode-se pensar numa analogia entre o conjunto I↔
dos indexadores dos tokens das interpretações em D↔∞ e o conjunto dos números inteiros,
ordenados na forma . . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . .

5.4.1 Imersões π↔
n : Dn → Dn+1

As imersões π↔
n mostram que a estrutura deste modelo de máquina geométrica

é capaz de interpretar a aproximação de processos seqüências finitos que executam a
construção por infixo. O subespaço π↔

n [Dn] possui interpretação para processos parciais
que não possuem prefixo e nem sufixo definidos, obtidos a partir de três casos.

1. Primeiramente, considere o caso em que x ∈ (φ(0)
n ◦ γ

(0)
n )[Dn]. Tem-se então que,

tanto x como sua imagem π↔
n (x) = π

(00)
n (x), interpretam o mesmo processo. Neste

caso, a transformação associada a esta imersão coincide com o operador inclusão, o
objeto é reconstrúıdo em Dn+1 e seu conteúdo de informação preservado. O mesmo
acontece quando x ∈ (φ(1)

n ◦ γ
(0)
n )[D̄n], ou ainda, quando x ∈ (φ(2)

n ◦ γ
(0)
n )[D̄⊥

n ].

Nos próximos parágrafos são considerados os outros casos.

2. Intuitivamente, a imersão π↔
n , quando aplicada sobre subconjuntos que interpretam

processos seqüenciais, constróibraços opostos (para a direita e para a esquerda) de
forma simultânea, possibilitanto a união com novos subconjuntos e construindo ou-
tras interpretações. Estes novos subconjuntos, que não estão no subespaço π↔

n [Dn],
interpretarão os prefixos e sufixos dos novos processos, dependendo dos ı́ndices de
seus tokens.

De acordo com o parágrafo anterior, a seqüencialidade é interpretada nos domı́nios
Dn, por uma ordem de construção temporal, explicitada nos objetos pela indexação
dos seus tokens. Neste sentido, um novo objeto na imagem π↔

n [Dn−1
∏

Dn−1] ⊆
Dn+1 interpreta um processo seqüencial parcial, sem prefixo nem sufixo definidos,
com a informação adicional do tempo em que a parte determinada deste processo
será executada.
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3. No caso das somas determińısticas, os novos subconjuntos resultantes das imersões
π↔

n representam a possibilidade de existência de um novo teste e todas as escolhas
decorrentes dele. O número destas novas escolhas, para imersões no ńıvel Dn−Dn+1

será no máximo igual a 2n. Assim, a indexação dos tokens dos subconjuntos em
π↔

n [B
∏

Pn
∏

Pn] indicam o número de escolhas posśıveis associadas a cada inter-
pretação.

Com o objetivo de simplificar a notação nas próximas seções, destes caṕıtulo, as seguintes
equivalências serão utilizadas

γ
(0)
n ≡ γ

(0)
n [Pn], γ

(1)
n ≡ γ

(1)
n [Pn

∏
Pn] e γ

(2)
n ≡ γ

(2)
n [B

∏
Pn

∏
Pn].

As Definições 5.8 e 5.9 formalmente introduzem as imersões π
�(β)
n , π

�(β)
n , sempre

que β ∈ {0, 1, 2}. A partir destas imersões, a função π↔
n : Dn → Dn+1 é definida.

Definição 5.8 Considere os espaços coerentes Dn, Pn, Pn
∏

Pn, B
∏

Pn
∏

Pn e Dn+1 que
definem o n−ésimo ńıvel da estrutura deste modelo computacional. Considere também as
imersões γ

(α)
n , λ

(β)
n e ψ

(β)
n apresentadas na Proposição 5.1 e as projeções Π(θ)

n , Γ(α)
n , λ

(β)
n e

Ψ(α)
n formalizadas na Definição 5.5, sempre que β, α ∈ {0, 1, 2} e θ ∈ {00, 001, 011, 002, 012}.

As funções π
�(0)
n : Dn → Dn+1, π

�(1)
n : D̄n → Dn+1 π

�(2)
n : D̄⊥

n → Dn+1 são
definidas pela expressão

π
�(α)
n (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(α0)
n+1(x) = {aα0 |a ∈ x,a ∈ Dn+1}, se x ∈ γ

(0)
n ,

(π(α01)
n+1 ◦ (γ(1)

n ◦ ψ
(1)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n ))(x), se x ∈ γ

(1)
n ,

(π(α02)
n+1 ◦ (γ(2)

n ◦ λ
(1)
n ) ◦ (Λ(0)

n ◦ Γ(2)
n ))(x), se x ∈ γ

(2)
n ,

∅, caso contrário.

Analogamente, π
�(0)
n : Dn → Dn+1, π

�(1)
n : D̄n → Dn+1 π

�(2)
n : D̄

⊥
n → Dn+1 são

formalizadas pela expressão

π
�(β)
n (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(β0)
n+1(x) = {aβ0 |a ∈ x,a ∈ Dn}, se x ∈ γ

(0)
n ,

(π(β11)
n+1 ◦ (γ(1)

n ◦ ψ
(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ))(x), se x ∈ γ

(1)
n ,

(π(β12)
n+1 ◦ (γ(2)

n ◦ λ
(0)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦ Γ(2)
n ))(x), sex ∈ γ

(2)
n ,

∅, caso contrário.

Quando n = 0, π
�(β)
n = π

�(β)
n = π

(β0)
0 , definida em 5.4.

Em particular, π
�(β)
n (∅) = π

�(β)
n (∅) = ∅, ∀n ∈ ω.

Definição 5.9 Considere os espaços coerentes Dn e Dn+1 e as funções estritas, lineares
π

�(α)
n , π

�(β)
n : Dn → Dn+1 apresentadas na Definição 5.8. As imersões π

↔(αβ)
n no

ńıvel Dn − Dn+1 são definidas pela união de subconjuntos coerentes, expĺıcita na próxima
expressão

π
↔(α)
n (x) = π

�(α)
n (x)

⋃
π

�(α)
n (x).

Quando α = 0, π
↔(α)
n = π↔

n .

Proposição 5.8 As imersões estritas π
�(α)
n , π

�(β)
n e π

↔(β)
n respectivamente apre-

sentadas nas Definições 5.8, 5.9 são morfismos na categoria CospLin.
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A demonstração da proposição 5.11 será omitida. Entretanto, pode ser constrúıda
de forma análoga às provas das Proposições 5.9 e 5.10. Tais proposições se referem às
projeções Π↔

n , do ńıvel Dn−Dn+1, na estrutura do modelo de máquina que estamos apre-
sentando, e serão definidas logo a seguir.

No texto que se segue, adota-se a seguinte notação:

1. Na indexação dos tokens de subconjuntos em πn[Dn], utiliza-se a notação

� θ. θ. . . . . θ︸ ︷︷ ︸
n vezes

. α ≡ θ n . α .

2. A composição finita das imersões πm,n : Dm → Dn+1 será indicada por

� π↔
m,n =

{
idDn , se m ≥ n,
π↔

n ◦ . . . ◦ π↔
m+1 ◦ π↔

m , se m < n.

Em particular, π↔
0,n : D0 → Dn+1 é indicada por π↔

0,n = π↔
n ◦ . . . ◦ π↔

1 ◦ π↔
0 .

A tabela na Figura 5.10, constrúıda de acordo com a notação sugerida logo a seguir,
mostra a representação de alguns processos interpretados por subconjuntos coerentes na
imagem da composição π↔

0,n[D0] ⊆ Dn+1.

Algumas das representações da Figura 5.10 se referem às seguintes imersões:
� π�

0,n({d(k)}) = {d(k)
(00)n+1} = π�

0,n({d(k)}) = π↔
0,n({d(k)});

� π�
2,n({d(k)

00.001}) = {d(k)
00.(011)n−1.001

} e π�
2,n({d(k)

00.001}) = ∅;
� π�

2,n({d(k)
00.011}) = {d(k)

00.(001)n−1.011
} e π�

2,n({d(k)
00.011}) = ∅.

Logo, tem-se π↔
2,n({d(k)

00.001, d
(k)
00.011}) = {d(k)

00.(011)n−1.001
, d

(k)
00.(001)n−1.011

}.

Considerando-se agora algumas projeções, como
� π�

1,n({d(k)
011}) = {d(k)

(001)n.011} e π�
1,n({d(k)

011}) = ∅;
� π�

1,n({d(k)
001}) = {d(k)

(011)n.001} e π�
1,n({d(k)

011}) = ∅;
� π↔

1,n({d(k)
001}) = {d(k)

(011)n.001} e π↔
1,n({d(k)

011}) = {d(k)
(001)n.011};

obtém-se então π↔
1,n({d(k)

001, d
(k)
011}) = {d(k)

(011)n.001, d
(k)
(001)n.011}.

Seja y = {d(k)
002, d

(k)
012} ∈ D1. Então, pela composição finita de imersões tem-se

� π↔
1,n(y) = {d(k)

(012)n.002, d
(k)
(002)n.012} e

� {b22, d
(k)
(012)n.002, d

(k)
(002)n.012} = {b22}

⋃
π1,n(y) ∈ Dn+1.

5.4.2 Projeções Π↔
n : Dn+1 → Dn

Assim como ocorre nas imersões π
(αβ)
n , as imagens determinadas pelas projeções Π↔

n

serão definidas como a união das imagens obtidas pelas funções lineares Π�
n e Π�

n . Isto
está formalizado nas Definições 5.10 e 5.11.

A noção intuitiva relacionada com as projeções Πn baseia-se também na análise da
construção de um processo num intervalo finito de tempo.

Neste sentido, considere um subconjunto coerente x ∈ Dn+1 que interpreta um pro-
duto seqüencial executado em, no máximo 2n+1utc. Neste caso, a projeção Π↔

n [Pn
∏

Pn]
interpreta a redução ou eliminação, simultâneamente, de ambos braços do produto seqüencial
interpretado pelo conjunto coerente x.

A seguir é formalizada a definição das projeções Π�
n , Π�

n : Dn+1 → Dn.
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FIGURA 5.10 - Representação de Objetos em π↔
0,n[Dn].
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Definição 5.10 Considere os espaços coerentes Dn, Pn, Pn
∏

Pn, B
∏

Pn
∏

Pn e Dn+1

que definem o n−ésimo ńıvel da estrutura deste modelo computacional. Considere também
as imersões γ

(α)
n , λ

(β)
n e ψ

(β)
n apresentadas na Proposição 5.1 e as projeções Π(θ)

n , Γ(α)
n ,

λ
(β)
n e Ψ(α)

n formalizadas na Definição 5.5, sempre que β ∈ {0, 1}, α ∈ {1, 2} e θ ∈
{00, 001, 011, 002, 012}.

As funções estritas Π�(0)
n : Dn+1 → Dn, Π�(1)

n : Dn+1 → D̄n e Π�(2)
n : Dn+1 → D̄⊥

n são
definidas pela expressão

Π�(α)
n (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Π(α0)

n (x) = {a |a00 ∈ x,a ∈ Dn}, se x ∈ γ
(0)
n ,

(γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ) ◦Π(α01)

n (x), se x ∈ γ
(1)
n ,

(γ(2)
n ◦ λ

(0)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦ Γ(2)
n ) ◦Π(α02)

n (x), se x ∈ γ
(2)
n ,

∅, caso contrário.

Da mesma forma, Π� (β)
n : Dn+1 → Dn, Π�(1)

n : Dn+1 → D̄n e Π�(2)
n : Dn+1 → D̄

⊥
n são

dadas por

Π�(β)
n (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Π(β0)

n (x) = {a |a00 ∈ x,a ∈ Dn}, se x ∈ γ
(0)
n ,

(γ(1)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n ) ◦Π(β11)

n (x), se x ∈ γ
(1)
n ,

(γ(2)
n ◦ λ

(1)
n ) ◦ (Λ(0)

n ◦ Γ(2)
n ) ◦Π(β12)

n (x), se x ∈ γ
(2)
n ,

∅, caso contrário.

Em particular, quando α = β = 0, Π�(α)
n = Π�

n e da mesma forma Π�(β)
n = Π�

n .

Proposição 5.9 As funções estritas Π�(α)
n , Π�(β)

n do ńıvel Dn+1 → Dn apresentadas
na Definição 5.10 são morfismos na categoria CospLin.

Demonstração. Apresenta-se a seguir, a demonstração de que as funções Π�
n : Dn+1 →

Dn, na Definição 5.10, são funções lineares. Esta prova baseia-se nas restrições linea-
res definidas sobre as funções Π(α)

n , na Definição 5.1, sempre que β ∈ {0, 1, 2} e
α ∈ ({β} × {0, 1} × {1, 2}) ⋃

({β} × {0}), podendo ser facilmente estendida para as de-
mais projeções da Definição 5.10.

Primeiramente, observa-se que a função Π�
n está bem definida, considerando-se que

o espaço coerente Dn+1 é definido por uma soma direta, no caso Dn+1 = Pn
∐

(Pn
∏

Pn)
∐

(Pn
∏

B
Pn),

de acordo com a Definição 4.22.
Agora, para mostrar que a função Π�

n é um morfismo em CospLin, consideram-se
a função linear Π(00)

n e os conjuntos

F1 = {Π(001)
n , Γ(1)

n , Ψ(0)
n , ψ

(0)
n , γ

(1)
n } e F2 = {Π(002)

n , Γ(2)
n , Λ(1)

n , λ
(0)
n , γ

(2)
n }

de funções (projeção e imersão) lineares.

1. Sejam x, x′ ∈ Dn+1 tais que x ⊆ x′. Se x = ∅ tem-se Π�
n (∅) = ∅ ⊆ Π→(x′),∀x′ ∈

Dn+1. Caso contrário, se x �= ∅ e além disso tem-se

(a) x, x′ ∈ γ
(0)
n [Pn] e Π(00)

n é monótona, então Π�
n (x) = {a|a00 ∈ x} ⊆ {a′|a′

00 ∈
x′} = Π�

n (x′).

(b) x, x′ ∈ γ
(1)
n [Pn

∏
Pn], n �= 0 e a monotonicidade das funções em F1, então

Π�
n (x′) = (γ(1)

n ◦ ψ
(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ) ◦ Π(001)

n (x′) ⊆ (γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n )

◦Π(001)
n (x) = Π�

n (x). Em particular, se n = 0 tem-se Π�
n (x′) = Π�

n (x) = ∅.
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(c) x, x′ ∈ γ
(2)
n [B

∏
Pn

∏
P0], n �= 0 e consideram-se as funções monótonas em F2,

então Π�
n (x) = (γ(2)

n ◦ λ
(0)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦ Γ(2)
n ) ◦ Π(002)

n (x) ⊆ (γ(2)
n ◦ λ

(0)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦
Γ(2)

n ) ◦Π(002)
n (x′) = Π�

n (x′). Quando n = 0, tem-se Π�
n (x′) = Π�

n (x) = ∅.
Logo, Π�

n é monotônica.

2. Suponha agora que X ⊆ Dn+1 é dirigido com relação a inclusão. Considerando-se
que Dn+1 é fechado para uniões dirigidas, e que a função Π�

n é monótona, Π�
n [X] ⊆

Dn+1 é também dirigido e
⋃

Π�
n [X] ∈ Dn+1.

(a) Se x �= ∅, x, x′ ∈ γ
(0)
n [Pn] e sabendo que Π(00)

n é cont́ınua, tem-se

Π�
n (

⋃↑ X) = Π(00)
n = (

⋃↑ X) =
⋃↑{Π(00)

n (x)|x ∈ X} =
⋃↑{Π�

n (x)|x ∈ X}
(b) Se x �= ∅, x, x′ ∈ γ

(1)
n [Pn

∏
Pn] e considerando-se a continuidade das funções

em F1, tem-se

Π�
n (

⋃↑ X) = (γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ) ◦Π(001)

n (
⋃

X) =⋃↑{(γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ) ◦Π(001)

n (x)|x ∈ X} =
⋃↑{Π�

n (x)|x ∈ X}.
(c) Se x �= ∅, x, x′ ∈ γ

(2)
n [B

∏
Pn

∏
Pn] e considerando-se a continuidade das

funções em F2, tem-se

Π�
n (

⋃↑ X) = (γ(2)
n ◦ λ

(0)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦ Γ(2)
n ) ◦Π(002)

n (
⋃

X) =⋃↑{(γ(2)
n ◦ λ

(0)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦ Γ(2)
n ) ◦Π(002)

n (x)|x ∈ X} =
⋃↑{Π�

n (x)|x ∈ X}.
Logo, Π�

n (
⋃↑ X) =

⋃↑{Π�
n (x)|x ∈ X}, ou ainda, Π�

n é cont́ınua.

3. Sejam x, x′ ∈ Dn+1 tais que x
⋂

x′ ∈ Dn+1. Se x
⋂

x′ = ∅, desde que Π�
n é estrita

sua prova é imediata. Caso contrário, se x
⋂

x′ �= ∅ e sabendo que

(a) x, x′ ∈ γ
(0)
n [Pn] e Π(00)

n é estável, tem-se

Π�
n (x

⋂
x′) = Π(00)

n (x
⋂

x′) = Π(00)
n (x)

⋂
Π(00)

n (x′) = Π�
n (x)

⋂
Π�

n (x′).

(b) x, x′ ∈ γ
(1)
n [Pn

∏
Pn] e considerando estáveis as funções em F1, tem-se

Π�
n (x

⋂
x′) = ((γ(1)

n ◦ ψ
(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ) ◦Π(001)

n ) (x
⋂

x′) =
((γ(1)

n ◦ψ
(0)
n )◦ (Ψ(1)

n ◦Γ(1)
n )◦Π(001)

n )(x)
⋂

((γ(1)
n ◦ψ

(0)
n )◦ (Ψ(1)

n ◦Γ(1)
n )◦Π(001)

n )(x′).

(c) x, x′ ∈ γ
(2)
n [Pn

∏
B

Pn] e considerando estáveis as funções em F2, tem-se

Π�
n (x

⋂
x′) = ((γ(2)

n ◦ λ
(0)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦ Γ(2)
n ) ◦Π(002)

n ) (x
⋂

x′) =
((γ(2)

n ◦λ
(0)
n )◦ (Λ(1)

n ◦Γ(2)
n )◦Π(002)

n )(x)
⋂

((γ(2)
n ◦λ

(0)
n )◦ (Λ(1)

n ◦Γ(2)
n )◦Π(002)

n )(x′).

Em todos os casos, a igualdade Π�
n (x

⋂
x′) = Π�

n (x)
⋂

Π�
n (x′) é satisfeita.

Portanto Π�
n é uma função estável.

4. Considere agora X ⊆ Dn+1. Sabendo que Π�
n (

⋃
X) ∈ Dn, se X = ∅ tem-se

Π�
n (

⋃ ∅) = ∅ =
⋃ ∅. Caso contrário, isto é se X �= ∅,

(a) X ⊆ γ
(0)
n [Pn] Π(00)

n e considerando a função linear Π(00)
n ,

Π�
n (

⋃
X) = Π(00)

n (
⋃

X) =
⋃{Π(00)

n (x)|x ∈ X} =
⋃{Π�

n (x)|x ∈ X}.
(b) X ⊆ γ

(1)
n [Pn

∏
Pn] e as funções lineares em F1, então

Π�
n (

⋃
X) = ((γ(1)

n ◦ ψ
(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ) ◦Π(001)

n ) (
⋃

X) =⋃{((γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ) ◦Π(001)

n ) (x)|x ∈ X} =
⋃{Π�

n (x)|x ∈ X}.
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(c) X ∈ γ
(2)
n [B

∏
Pn

∏
P0], n �= 0 e as funções lineares em F2, então

Π�
n (

⋃
X) = (γ(2)

n ◦ λ
(0)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦ Γ(2)
n ) ◦Π(002)

n (
⋃

X) =⋃{(γ(2)
n ◦ λ

(0)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦ Γ(2)
n ) ◦Π(002)

n (x)|x ∈ X} =
⋃{Π�

n (x) x ∈ X}.
Logo, Π�

n é linear.

Conclue-se então que Π�
n : Dn+1 → D ∈ MorCospLin. �

Definição 5.11 Considere os espaços coerentes Dn e Dn+1 e as funções estritas, lineares
Π�(α)

n , Π�
n (β) do ńıvel Dn+1 − Dn apresentadas na Definição 5.10. As projeções

Π↔(0)
n : Dn+1 → Dn, Π↔(1)

n : Dn+1 → D̄n e Π↔(2)
n : Dn+1 → D̄n

⊥ são definidas pela
união dos subconjuntos coerentes dados pela expressão

Π↔(α)
n (x) = Π�(α)

n (x)
⋃

Π�(α)
n (x).

Quando α = 0, Π↔(α)
n = Π↔

n .

Proposição 5.10 As projeções Π↔(α)
n do ńıvel Dn+1 − Dn, apresentadas na Definição

5.11, são morfismos na categoria CospLin.

Demonstração. Fixado n ∈ ω, considere o domı́nio Dn+1 = Pn
∐

(Pn
∏

Pn)
∐

(Pn
∏

B
Pn).

Apresenta-se a seguir um esquema da prova baseado na linearidade das funções Π�
n , Π�

n :
Dn+1 → Dn, apresentadas na Definição 5.10.

1. Sejam x, x′ ∈ Dn+1 tais que x ⊆ x′.
Se x = ∅ tem-se que Π↔

n (∅) = ∅ ⊆ Π↔(x′),∀x′ ∈ Dn+1.
Se x �= ∅, pela monotonicidade das funções Π�

n , Π�
n tem-se

Π↔
n (x′) = Π�

n (x′)
⋃

Π�
n (x′) ⊆ Π�

n (x)
⋃

Π�
n (x) = Π↔

n (x).

Logo, Π↔
n é monotônica.

2. Suponha agora que X ⊆ Dn+1 é dirigido com relação à inclusão. Considerando-se
que Dn+1 é fechado para uniões dirigidas, e que a função Πn é monótona, Πn[X] ⊆
Dn+1 é também dirigido e

⋃
Πn[X] ∈ Dn+1. Seja X �= ∅ e considerando-se a

continuidade das funções Π�
n e Π�

n tem-se

Π↔
n (

⋃↑ X) = (Π→
n

⋃
Π�

n )(
⋃↑ X) =

⋃↑{(Π�
n

⋃
Π�

n )(x) |x ∈ X}.

Tem-se então a igualdade Π↔
n (

⋃↑ X) =
⋃↑{Π↔

n (x)|x ∈ X}. Portanto, Πn é
cont́ınua.

3. Sejam x, x′ ∈ Dn+1 tais que x ∩ x′ ∈ Dn+1. Se x ∩ x′ = ∅, desde que Π↔
n é estrita

sua prova é imediata. Suponha então x∩ x′ �= ∅ e considere as funções estáveis Π�
n

e Π�
n . Tem-se

Π↔
n (x ∩ x′) = (Π�

n

⋃
Π�

n )(x ∩ x′) = (Π�
n (x) ∩Π�

n (x′))
⋃

(Π�
n (x) ∩Π�

n (x′))
= (Π�

n

⋃
Π�

n )(x) ∩ (Π�
n

⋃
Π�

n )(x′)) = Π↔
n (x) ∩Πn(x′)

Logo, Π↔
n (x

⋂
x′) = Π↔

n (x) ∩Π↔
n (x′), provando que Π↔

n é uma função estável.

4. Considere agora X ⊆ Dn+1. Sabendo que Π↔
n (

⋃
X) ∈ Dn, tem-se que

Π↔
n (

⋃
X) = (Π↔

n

⋃
Π�

n )(
⋃

X) =
⋃{(Π↔

n

⋃
Π�

n )(x) |x ∈ ⋃
X}
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Assim sendo, tem-se Π↔
n (

⋃
X) =

⋃{Π↔
n (x) |x ∈ ⋃

X} o que mostra que Π↔
n satisfaz

a linearidade.

Portanto, pelo que foi mostrado nos itens anteriores desta demonstração, Π↔
n é uma função

linear, ou seja, um morfismo na categoria CospLin. �

Proposição 5.11 Considerando-se as imersões π↔
n : Dn → Dn+1 e as projeções Π↔

n :
Dn+1 → Dn , apresentadas nas Definições 5.8, tem-se que (Dn, Dn+1) é um par projeção
na categoria CospLin.

Pela proposição 5.11, valem as seguintes condições Π↔
n ◦ π↔

n = idDn e π↔
n ◦ Π↔

n ⊆
idDn+1 . Assim também, pode-se afirmar que (D̄n, Dn+1) e (D̄⊥

n , Dn+1) são pares-projeção
na categoria CospLin.

As observações referentes às projeções Π↔
n feitas nos próximos parágrafos, assim

como os exemplos, são obtidos a partir da análise entre os processos representados nas
Figuras 5.9 e 5.11, onde são considerados os três primeiros ńıveis da estrutura.

Exemplificação 5.3

• Seja z o subconjunto coerente maximal, representado na Figura 5.11, dado por

z = {d(k)
(001)3

, d
(k)
011.(001)2

, d
(k)
001.011.001, d

(k)
(011)2.001

, d
(k)
(001)2.011

, d
(k)
011.001.011, d

(k)
001.(011)2

, d
(k)
(011)3

}.
Tem-se Π�

2 (z) = {d(k)
001.001, d

(k)
011.001} e Π�

2 (z) = {d(k)
001.011, d

(k)
011.011}, logo

� (Π↔
2 (z) = Π�

2

⋃
Π�

2 ) (x) = {d(k)
001.001, d

(k)
011.001, d

(k)
001.011, d

(k)
011.011};

� (Π↔
1 ◦Π↔

2 )(z) = {d(k)
001, d

(k)
011} e (Π↔

0 ◦Π↔
1 ◦Π↔

2 )(z) = ∅.
Especialmente neste caso, tem-se

� Π→
2 (z) = Π←

2 (z) = {d(k)
(001)2

, d
(k)
011.001, d

(k)
001.011, d

(k)
(011)2

} = Π↔
2 (x).

• Seja x o subconjunto coerente maximal em D3, na Figura 5.9, dado por

x = {d(k)
(001)3

, d
(k)
011.(001)2

, d
(k)
001.011.001, d

(k)
(011)2.001

, e
(l)
(001)2.011

, e
(l)
011.001.011, e

(l)
001.(011)2

, e
(l)
(011)3

}.
Considerando-se Π�

2 (z) = {d(k)
(001)2

, d
(k)
011.001} e −→Π 2(z) = {e(l)

001.011, e
(l)
(011)2

}, tem-se
a desigualdade Π�

2 (z) �= Π�
2 (z). Além disso,

� Π↔
2 (x) = {d(k)

(001)2
, d

(k)
011.001, e

(l)
001.011, e

(l)
(011)2

};
� (Π↔

1 ◦Π↔
2 )(x) = {d(k)

001, e
(l)
011} e (Π↔

0 ◦Π↔
1 ◦Π↔

2 )(x) = ∅.
Aplicando as projeções definidas em seções anteriores, obtém-se:

� Π(001)
2 (x) = {d(k)

(001)2
, d

(k)
011.001, d

(k)
001.011, d

(k)
(011)2

} = Π→
2 (x);

� Π(011)
2 (x) = {e(l)

(001)2
, e

(l)
011.001, e

(l)
001.011, e

(l)
(011)2

} = Πleftarrow
2 (x).

� (Π↔
1 ◦Π→

2 )(x) = {d(k)
001, d

(k)
011} e (Π↔

1 ◦Π←
2 )(x) = {e(l)

001, e
(l)
011}.

Por fim, salienta-se que x �∈ π→
3 [P2

∏
P2] e z �∈ π↔

3 [P2
∏

P2]. Ambos são constrúıdos
em D3.
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FIGURA 5.11 - Aplicações das Projeções Π↔
n,0 sobre Objetos em Dn.
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5.5 Imersões e Projeções π→←n e Π→←
n

Nesta seção são apresentadas as imersões π→←
n : Dn → Dn+1 e as correspondentes

projeções Π→←
n : Dn+1 → Dn, que também interpretam construtores de processos.

Neste caso, o limite para o diagrama definido a partir das projeções Π→←
n : Dn+1 →

Dn formaliza a completação da estrutura indutiva de um modelo de máquina geométrica
computacional capaz de interpretar, entre outros, os processos seqüenciais que são execu-
tados dentro de um intervalo de tempo, possuindo portanto um tempo inicial e final de
execução, mas que admitem um seqüência infinita de instantes de tempo computacional
entre tais extremos.

Pode-se então verificar que, nesta estrutura, estão as interpretações para processos
infinitos no sentido temporal, pré e pós fixados, simultâneamente.

Pode-se pensar numa analogia entre o conjunto I→← dos indexadores dos tokens
que interpretam tais produtos e o conjunto dos números inteiros ordenados na forma
0, 1, 2, . . . , . . . ,−3,−2,−1.

5.5.1 Imersões π→←
n .

A definição das imersões π→←
n referentes ao ńıvel Dn − Dn+1, formalizadas em

5.12, baseia-se na análise dos três próximos casos.

1. Quando x ∈ γ
(0)
n−1[Pn−1], verificam-se as igualdades π→←

n (x) = π↔
n (x) = π

(00)
n (x) ∈

Pn ⊆ Dn+1, assegurando que no subespaço (π→←
n ◦ γ

(0)
n−1)[Pn−1] são reconstrúıdas

todas as interpretações de processos finitos, executados em 2n utc.

2. Quando x ∈ γ
(1)
n−1[Pn−1

∏
Pn−1], tem-se π→←

n (x) ⊆ Pn
∏

Pn ⊆ Dn+1. Entretanto,

π→←
n (x) �⊆ π

(0β1)
n (x) e π

(0β1)
n (x) �⊆ π→←

n (x).

No correspondente subespaço π→←
n [Pn

∏
Pn] estão as interpretações para o conjunto

de processos seqüenciais, executados em 2n+1 utc, que possuem, simultâneamente,
prefixos e sufixos definidos. Mas, neste caso, o tempo associado aos prefixos e sufixos
representados por estas interpretações é, no máximo, igual a 2n−1 utc.

Isto significa, intuitivamente, que as imersões π→←
n , quando aplicadas sobre subcon-

juntos que interpretam processos seqüenciais, estendem o comprimento dos braços
que já haviam sido constrúıdos por interpretações constrúıdas em ńıveis anteriores.
Mas neste caso, novos braços não serão constrúıdos.

Portanto, tais imersões sempre determinam objetos parciais no subespaço Pn
∏

Pn

que interpretam processos pré e pós fixados, sendo que cada prefixo e sufixo deve
ser executados em 2n−1 utc.

3. Considerando-se o caso das somas determińısticas, os novos subconjuntos na imagem
π→←

n [Pn
∏

B
Pn] representam a possibilidade de existência de novos testes e todas

as escolhas decorrentes do fato deles serem ou não, satisfeitos. Mas, duas condições
são conhecidas: o processo que será executado se o primeiro teste for satisfeito e o
processo que será executado caso o último teste não for satisfeito.

Aplicações das imersões π→←
n,∞ : Dn → D→←∞ , formalizadas na Definição 5.13, podem

ser visualizadas na Figura 5.12.

Cada imersão π→←
n é definida pela união das imagens obtidas pelas imersões π↪→

n e
π←↩

n , apresentadas logo abaixo.
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Definição 5.12 Considere os espaços coerentes Dn, Pn, Pn
∏

Pn, B
∏

Pn
∏

Pn e Dn+1

que definem o n−ésimo ńıvel da estrutura deste modelo computacional. Considere também
β, α ∈ {0, 1, 2} e as imersões γ

(α)
n e π

(β)
n , apresentadas na Proposição 5.1 e 5.4.

As funções π
↪→ (0)
n : Dn → Dn+1, π

↪→ (1)
n : D̄n → Dn+1 e π

↪→ (2)
n : D̄

⊥
n → Dn+1 são definidas

pela expressão

π
↪→ (α)
n+1 (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(α0)
n+1(x) = {aα0 |a ∈ x,a ∈ Dn+1}, se x ∈ γ

(0)
n ,

(π(α01)
n+1 ◦ (γ(1)

n ◦ ψ
(0)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n ))(x), se x ∈ γ

(1)
n ,

(π(α02)
n+1 ◦ (γ(2)

n ◦ ψ
(0)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(2)
n ))(x), se x ∈ γ

(2)
n ,

∅, caso contrário.

Analogamente, as imersões π
←↩ (0)
n : Dn → Dn+1, π

←↩ (1)
n : D̄n → Dn+1 e π

←↩ (2)
n : D̄⊥

n →
Dn+1 são formalizadas pela expressão

π
←↩ (β)
n+1 (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(β0)
n+1(x) = {aβ0 |a ∈ x,a ∈ Dn+1}, se x ∈ γ

(0)
n ,

(π(β11)
n+1 ◦ (γ(1)

n ◦ ψ
(1)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ))(x), se x ∈ γ

(1)
n ,

(π(β12)
n+1 ◦ (γ(2)

n ◦ ψ
(1)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(2)
n ))(x), se x ∈ γ

(2)
n ,

∅, caso contrário.

Considere os casos

1. se n = 0, valem então as igualdades π
↪→(α)
0 = π

←(α)
0 = π

(α0)
0 .

2. se α = 0, utiliza-se a notação π
↪→(0)
n ≡ π↪→

n e π
←↩(0)
n ≡ π←↩

0 , ∀n ∈ ω.

Em particular, π
↪→(α)
n (∅) = π

←↩(β)
n (∅) = ∅.

Considerações semelhantes às que foram apresentadas nas seções anteriores deste
caṕıtulo, referentes à composição finita de imersões e projeções, também se aplicam aos
morfismos apresentados nesta seção.

Definição 5.13 Considere os espaços coerentes Dn e Dn+1 e as funções estritas π
↪→(α)
n , π

←↩(β)
n ,

no ńıvel Dn−Dn+1 apresentadas na Definição 5.12. As imersões π
→←(0)
n : Dn → Dn+1

, π
→←(1)
n : D̄n → Dn+1 e π

→←(2)
n : D̄n

⊥ → Dn+1 são definidas pela expressão

π
→←(α)
n (x) = π

↪→(α)
n (x)

⋃
π
←↩(α)
n (x).

Quando α = 0, utiliza-se a notação π
→←(0)
n = π→←

n .
Em particular, π

→←(α)
n (∅) = ∅.

5.5.2 Projeções Π→←
n

Definição 5.14 Considere os espaços coerentes Dn, Pn, Pn
∏

Pn, B
∏

Pn
∏

Pn e Dn+1

que definem o n−ésimo ńıvel da estrutura deste modelo computacional. Considere também
as imersões π

(θ)
n , λ

(β)
n e ψ

(β)
n , apresentadas na Proposição 5.1, assim como as projeções

Π(θ)
n , Γ(α)

n , λ
(β)
n e Ψ(α)

n , formalizadas na Definição 5.5, sempre que β ∈ {0, 1}, α ∈ {1, 2}
e θ ∈ {00, 001, 011, 002, 012}.

As funções estritas Π↪→ (0)
n : Dn+1 → Dn, Π↪→ (1)

n : Dn+1 → D̄n e Π↪→ (2)
n : Dn+1 → D̄⊥

n

são definidas pela expressão

Π↪→ (α)
n (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Π(α0)

n (x), se x ∈ γ
(0)
n ,

(γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n ) ◦Π(α01)

n (x), se x ∈ γ
(1)
n ,

(γ(2)
n ◦ λ

(0)
n ) ◦ (Λ(0)

n ◦ Γ(2)
n ) ◦Π(α02)

n (x), se x ∈ γ
(2)
n ,

∅, caso contrário.
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Da mesma forma, Π←↩ (0)
n : Dn+1 → Dn, Π←↩ (1)

n : Dn+1 → D̄n e Π←↩ (2)
n : Dn+1 → D̄

⊥
n são

definidas pela expressão

Π←↩ (β)
n (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Π(β0)

n (x), se x ∈ γ
(0)
n ,

(γ(1)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ) ◦Π(β11)

n (x), se x ∈ γ
(1)
n ,

(γ(2)
n ◦ λ

(1)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦ Γ(2)
n ) ◦Π(β12)

n (x), se x ∈ γ
(2)
n ,

∅, caso contrário.

Definição 5.15 Considere os espaços coerentes Dn e Dn+1 e as funções estritas Π→(α)
n , Π←(β)

n

no ńıvel Dn − Dn+1, apresentadas em 5.14. As projeções Π→←(0)
n : Dn+1 → Dn,

Π→←(1)
n : Dn+1 → D̄n e Π→←(2)

n : Dn+1 → D̄⊥
n são definidas pela expressão

Π→←(α)
n (x) = Π→(α)

n (x)
⋃

Π←(α)
n (x).

Em particular, quando α = 0, utiliza-se a notação Π→←(0)
n = Π→←

n .

Proposição 5.12 As projeções Π↪→(α)
n , Π←↩

n , Π→←
n no ńıvel Dn+1 → Dn, apresentadas

nas Definições 5.14 e 5.15, assim como as imersões π
→ (α)
n , π

← (β)
n e π

→←(α)
n definidas

em 5.12 e 5.13, são morfismos na categoria CospLin.

A demonstração é análoga àquelas constrúıdas em 5.9 e 5.10.

As representações de algumas interpretações em Π→←
n [Dn] podem ser observadas

na Figura 5.13, e sugere-se comparações com outras figuras apresentadas anteriormente,
neste caṕıtulo.

Neste sentido, considere a imersão π→←
m,n : Dm → Dn+1, dada pela composição finita

π→←
m,n = π→←

m ◦ π→←
m+1 ◦ . . . ◦ π→←

n−1 ◦ π→←
n .

1. Seja z = {d(k)
(001)2

, d
(k)
011.001, e

(l)
001.011, e

(l)
(011)2

} em D2. Tem-se

� π↪→
2,n(z) = {d(k)

(001)n+1 , d
(k)
011.(001)n} e π←↩

2,n(z) = {e(l)
001.(011)n , e

(l)
(011)n+1}, então

� π→←
2,n (z) = {d(k)

(001)n+1 , d
(k)
011.(001)n , e

(l)
001.(011)n , e

(l)
(011)n+1}.

2. Seja o subconjunto coerente u ∈ D3, dado por

u = {d(k)
(001)3

, d
(k)
011.(001)2

, d
(k)
001.011.001, d

(k)
(011)2.001

, e
(l)
(001)2.011

, e
(l)
011.001.011, e

(l)
001.(011)2

, e
(l)
(011)3

},
Neste caso, π→←

3,n (u) = π↪→
3,n(u)

⋃
π←↩

3,n(u), onde

� π↪→
3,n(u) = {d(k)

(001)n+1 , d
(k)
011.(001)n , d

(k)
001.011.(001)n−1 , d

(k)
(011)2.(001)n−1}.

� π←↩
3,n(u) = {e(l)

(001)2.(011)n−1 , e
(l)
011.001.(011)n , e

(l)
001.(011)n , e

(l)
(011)n+1}.

Além disso, tem-se as projeçôes

Π→←
3,2 (u) = x e Π→←

2,1 (x) = {d(k)
001, e

(l)
011}x.

A próxima proposição viabiliza a definição de um outro morfismo capaz de interpre-
tar as construções de processos seqüenciais por prefixo, sufixo e infixo, simultâneamente.

Proposição 5.13 Considere as imersões π↔
n e π→←

n . As seguintes igualdades entre su-
bespaços-imagem são satisfeitas:

1. (π↔ (β)
n ◦ γ

(1)
n−1)[Pn−1

∏
Pn−1]

⋂
(π→← (β)

n ◦ γ
(1)
n−1)[Pn−1

∏
Pn−1] = ∅;

2. (π↔ (β)
n ◦ γ

(2)
n−1)[Pn−1

∏
Pn−1]

⋂
(π→← (β)

n ◦ γ
(2)
n−1)[Pn−1

∏
Pn−1] = ∅;

3. (π↔ (β)
n ◦ γ

(0)
n−1)[Pn−1] = (π→← (β)

n ◦ γ
(0)
n−1)[Pn−1].
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n sobre Objetos em Dn.
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5.6 Imersões e Projeções π��
n e Π��

n

Apresenta-se agora as imersões π��
n : Dn → Dn+1 e as correspondentes projeções

Π��
n : Dn+1 → Dn, que também interpretam construtores e destrutores de processos,

respectivamente.
Neste caso, o limite para o diagrama definido a partir das projeções Π��

n : Dn+1 →
Dn formaliza a completação da estrutura indutiva de um modelo de máquina geométrica
computacional capaz de interpretar, entre outros, os processos seqüenciais infinitos, cujos
fatores são também processos infinitos no sentido temporal, que admitem a construção
simultâneamente por prefixo, sufixo e infixo.

Nos processos modelados em D
��∞ é sempre posśıvel determinar o primeiro e o

último processo a ser executado em um produto seqüencial infinito no sentido tempo-
ral. Além disso, pode-se determinar qual será o processo executado nos instantes t−n

e tn ou qualquer intervalo finito obtido a partir destes, de forma isomorfa ao conjunto
0, 1, 2, . . . , . . . ,−2,−1. As imersões π��

n e as projeções π��
n são definidas logo a seguir.

5.6.1 Imersões π��
n

Definição 5.16 Considere as imersões π
→(α)
n , π

←(β)
n e π→←

n do ńıvel Dn − Dn+1 e os
indexadores α, β ∈ {0, 1, 2}. As funções π

�� (0)
n : Dn → Dn+1, π

�� (1)
n : D̄n → Dn+1

e π
�� (2)
n : D̄

⊥
n → Dn+1 são definidas pela expressão

π
�� (β)
n (x) =

{
π

�(β)
n (x)

⋃
π

�(β)
n (x), se Π→

n (x) ∈ Γ(1)
n [Pn−1

∏
Pn−1],

π
→←(β)
n (x), caso contrário.

onde as funções π
�(0)
n , π

�(0)
n : Dn → Dn+1, π

�(1)
n , π

�(1)
n : D̄n → Dn+1 e π

� (2)
n , π

�(2)
n :

D̄
⊥
n → Dn+1 são dadas pelas composições

π
�(β)
n = π

→(β)
n ◦ π→←

n−1 ◦Π→
n e π

�(α)
n = π

←(α)
n ◦ π→←

n−1 ◦Π←
n .

Quando β = 0, utiliza-se a notação π
��(0)
n = π��

n .
Em particular, π

��(β)
n (∅) = ∅.

Os exemplos logo abaixo, facilitam a compreensão da Definição 5.16.

Exemplificação 5.4

Considere a função imersão π��
m,n : Dm → Dn+1, dada pela composição finita

π��
m,n = π��

m ◦ π��
m+1 ◦ . . . ◦ π��

n−1 ◦ π��
n .

1. Seja z = {d(k)
(001)2

, d
(l)
011.001, d

(m)
001.011, d

(i)
(011)2

} em D2. Tem-se

� π�
2,n(z) = {d(k)

(001)n+1 , d
(l)
(011)n.001} e π�

2,n(z) = {d(m)
(001)n.011, d

(j)
(011)n+1}, então

� π��
2,n (z) = {d(k)

(001)n+1 , d
(l)
(011)n.001, d

(m)
(011)n.001, d

(j)
(011)n+1}.

2. Seja y == {e(k)
(002)2

, e
(l)
012.002, e

(m)
002.012, e

(j)
(012)2

} ∈ D2

� π�
2,n(y) = {e(k)

(002)n+1 , e
l
(012)n.002} e π�

2,n(y) = {e(m)
(002)n.012, e

j
(012)n+1}, então

� π��
2,n (y) = {e(k)

(002)n+1 , e
l
(012)n.002, e

(m)
(012)n.002, e

(j)
(012)n+1}.
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3. Seja o subconjunto coerente x ∈ D3, dado por

x = {d(k)
(001)3

, d
(l)
011.(001)2

, d
(m)
001.011.001, d

(j)
(011)2.001

, e
(k)
(001)2.011

, e
(l)
011.001.011, e

(m)
001.(011)2

, e
(j)
(011)3

}.
Neste caso, π��

3,n (x) = π�
3,n(x)

⋃
π�

3,n(x), sendo

� π�
3,n(x) = {d(k)

(001)n+1 , d
(l)
011.(001)n , d

(m)
001.(011)n−1.001

, d
(j)
(011)n.001}.

� π�
3,n(x) = {e(k)

(001)n.011, e
(l)
011.(001)n.011, e

(m)
001.(011)n , e

(j)
(011)n+1}.

Os subconjuntos π��
2,n (z), π��

2,n (y) e π��
3,n (x) estão, respectivamente representados

na Figura 5.14.
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FIGURA 5.14 - Representação da Composição Finita das Imersões π��
n .

5.6.2 Projeções π��
n

Definição 5.17 Considere as imersões π
→(β)
n , π

←(α)
n , as projeções Π→←

n , Π→
n e Π←

n do
ńıvel Dn −Dn+1 e os indexadores α, β ∈ {0, 1, 2}. As funções Π�� (0)

n : Dn → Dn+1,
Π�� (1)

n : D̄n → Dn+1 e Π�� (2)
n : D̄

⊥
n → Dn+1 são definidas pela expressão
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Π�� (β)
n (x) =

{
Π�(β)(x)

⋃
Π�(β)

n (x), se Π→
n (x) �∈ Γ(0)

n [Pn−1],
Π→←(β)(x), caso contrário.

onde as funções Π�(β), Π�(α) : Dn → Dn+1 são dadas pelas respectivas composições

Π�(β)
n = π

→(β)
n−1 ◦Π→←

n−1 ◦Π→
n e Π�(α) = π

←(α)
n−1 ◦Π→←

n−1 ◦Π←
n .

Quando β = 0, utiliza-se a notação Π��(0)
n = Π��

n .
Em particular, Π��(β)

n (∅) = ∅.

Proposição 5.14 As projeções Π�� (β)
n e as imersões π

�� (β)
n no ńıvel Dn − Dn+1,

apresentadas nas Definições 5.17 e 5.16 são morfismos na categoria CospLin.

A demonstração é constrúıda de forma análoga à demonstração da Proposição 5.9.
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6 Completação do Espaço Coerente de Processos
Gerados Indutivamente

A extensão do espaço coerente Dn de processos finitamente gerados é formalizada
com a construção e definição dos objetos e morfismos do espaço coerente D∞ e constitui-se
no objeto de estudo deste caṕıtulo.

Este novo espaço coerente, obtido pela completação, provê interpretação para todos
os processos em P, seja pela reconstrução dos objetos já definidos nos ńıveis Dn, seja pela
construção de novos objetos, aqueles que interpretam processos cuja execução não pode
ser limitada no tempo.

A Figura 6.1 mostra o esquema completo da construção da estrutura sobre a qual
se define a esturutra ordenada D

→∞ de uma máquina geométrica 1, considerando-se a cons-
trução de processos por prefixação.

Pn

espaço coerente  dos
processos elementares

Dn+1

Pn   P n

Dn

espaço coerente  de todos os
processos computacionais

Dω

completação

Dn Dn

 Pn   BPn
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D1

D0
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φ
n
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n
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φ
n

(2) ,Φ
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(2)φ
n

(1) ,Φ
n

(1)

λ
n

(0) ,Λ
n

(0)

λ n
(1) ,Λ n

(1)
ψ

n
(0) ,Ψ

n
(0)

ψ
n

(1) ,Ψ
n

(1)

λ n
(0) ,Λ n

(0)

λ n
(2) ,Λ n

(2)λ
n

(1) ,Λ
n

(1)
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Dω

D1

D0

π0 ,Π 0

πn ,Π n

interpretação
temporal

20 utc

21 utc

2n utc

2n+1 utc

2ω utc...
...

construtores
internos

D0- D1
nível

CospLin

FIGURA 6.1 - Construção do Espaço Coerente de Processos D→
∞.

Pela completação é posśıvel interpretar cada processo em P como um objeto do
domı́nio D∞, cuja estrutura ordenada e indutiva é suficientemente rica para explicitar
aspectos importantes como :

1Neste texto, utiliza-se a notação ω ≡ ∞ nas representações gráficas.
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• os processos elementares envolvidos na definição de cada processo, indicando as
ações e posições que modelam as relações de concorrência e de conflito de acesso à
memória (infinita);

• os construtores envolvidos na modelagem dos processos através da indexação as-
sociada a operadores lineares como a soma direta, o produto direto e operadores
exponenciais, com manipulação de conjuntos-potência;

• a complexidade de tempo relacionada com o número máximo de operações as-
sociado a cada execução (finita ou infinita) dos processos interpretados;

• a quantidade de informação que flui sobre cada processo caracterizada pela
ordenação das interpretações;

• as definições recursivas associadas às interpretações dos processos modelados que
estão fundamentadas na construção indutiva do modelo.

No que se refere a construção, todos os objetos em D∞ são definidos por suas
aproximações - subconjuntos coerentes que interpretam processos parciais cuja execução
se efetiva em tempo finito. Entretanto, isto não significa que tais objetos devam possuir
representação finita no espaço geométrico ou no conjunto de ações.

Neste contexto, os novos objetos são obtidos como o limite inverso de seqüências de
projeções definidas do espaço coerente D∞ sobre cada um dos subespaços Dn. Mostra-se
que estas projeções e as correspondentes imersões são morfismos na categoria CospLin.

A definição formal do espaço coerente D∞ de processos é apresentada a seguir e pode
ser obtida de diferentes formas, dependendo do tipo de processo que se deseja interpretar.

De acordo com o que foi visto nos caṕıtulos anteriores, busca-se uma interpretação
para a memória e os processos computacionais posicionados em um espaço geométrico.
Usufruindo desta construção geométrica e essencialmente posicional, todos os domı́nios
que definem a estrutura indutiva deste modelo de máquina são capazes de interpretar as
construções determińısticas, incluindo o paralelismo definido sobre estruturas matriciais
que operam de forma independente e sincronizadas. Além destas, também as computações
não-determińısticas, caracterizadas pelo conflito de acesso à memória, podem ser modela-
das por esta estrutura construtiva.

No entanto, a construção temporal que leva à completação da estrutura indutiva
deste modelo de máquina pode admitir diferentes abordagens, introduzindo diferentes
domı́nios, sendo que alguns destes serão apresentados ao longo deste caṕıtulo. As dife-
renças significativas entre tais domı́nios relacionam-se diretamente com às interpretações
da seqüencialidade e da escolha determińıstica dos processos computacionais. Salienta-se
ainda que cada domı́nio identifica uma enumeração distinta dos indexadores dos tokens
de seus objetos.

Os domı́nios de interpretações abordados neste caṕıtulo estão relacionados abaixo,
seguidos de uma breve descrição.

1. D→∞ indica o espaço coerente onde os processos seqüenciais admitem a construção por
prefixo e nas somas determińısticas se pode sempre determinar a primeira escolha
mas não se conhece a última escolha;

2. D←∞ indica o espaço coerente onde os processos seqüenciais admitem a construção
por sufixo e nas somas determińısticas se pode sempre determinar a última escolha,
entretanto não é posśıvel determinar a primeira escolha;

3. D↔∞ indica o espaço coerente onde os processos seqüenciais admitem a construção
por infixo e em somas determińısticas se pode sempre determinar as primeiras e as
últimas escolhas;
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4. D→←∞ indica o espaço coerente onde os processos seqüenciais admitem a construção
por prefixo e sufixo, simultâneamente;

5. D��∞ indica o espaço coerente onde os processos seqüenciais admitem a construção
por prefixo, sufixo e infixo, simultâneamente.

6.1 Espaço Coerente D∞ dos Processos Computacionais

Esta seção introduz alguns conceitos importantes de forma genérica, os quais podem
ser aplicados para qualquer uma das posśıveis interpretações de processos que se deseja
construir, utilizando este modelo de máquina.

Para tal, as imersões definidas no caṕıtulo anterior serão, indistintamente, indicadas
por πn : Dn → Dn+1 e suas projeções por Πn : Dn+1 → Dn. Assim, (Dn, Dn+1) é um par-
projeção onde πn ◦Πn ⊆ Dn+1 e Πn ◦ πn = Dn.

A primeira definição apresentada nesta seção introduz o espaço coerente D∞.

Definição 6.1 O espaço coerente D∞ constitui-se no menor ponto fixo para a equação
que define o espaço coerente dos processos finitos. Se P∞ = D∞

∐
D̄∞

∐
D̄⊥∞,

D∞ = P∞
∐

(P∞
∏

P∞)
∐

(B
∏

P∞
∏

P∞).

As seções seguintes introduzem as extensões lineares πn,∞ : Dn → D∞ para as
imersões πn : Dn → Dn+1, e formalizam a noção de aproximação finita relacionada com a
construção temporal. Todo subconjunto coerente em Dn interpretando um processo cuja
execução é finita – limitada por um intervalo ou instante de tempo, está associado a outro
subconjunto em D∞ que interpreta a parte finita de outro processo, infinito no sentido
temporal.

Desta forma, é posśıvel se obter uma interpretação no domı́nio D∞ para todos
processos em P, incluindo produtos seqüenciais e somas determińısticas, executadas em
tempo computacional infinito. Pode-se também interpretar um processo paralelo ou uma
escolha não-determińıstica entre tais processos, desde que se possa garantir as respectivas
condições de concorrência e conflito em D∞.

As próximas definições formalizam estas idéias, enquanto as próximas seções espe-
cificam algumas das posśıveis interpretações.

Definição 6.2 Considere o espaço coerente D∞ e x ∈ D∞ tal que x =
⋃↑

n∈ω{xn} onde
xn ∈ πn,∞[Dn]. Considere também a função posição ΥDn da Definição 5.9. A função
ΥD∞ : D∞ → ℘(ω) é definida por ΥD∞(x) =

⋃
ΥDn [Π∞,n(x)] =

⋃
ΥDn [

⋃↑
i∈ω Π∞,n(xi)].

Em particular, ΥD∞(∅) = ∅.

Definição 6.3 Seja D̄∞ ≡ Coh (D∞) a famı́lia de subconjuntos coerentes constrúıdos
sobre o espaço coerente D∞ ≡ ((Coh(D∞),⊆).

D̄∞ ≡ (D̄∞, ≈D̄∞) denota a teia cuja relação de coerência, que expressa a con-
corrência entre os processos interpretados pelos subconjunto coerentes x e y, é dada por

x ≈D̄∞ y ⇔ ΥD∞(x)
⋂

ΥD∞(y) = ∅ ou x = y, ∀x, y ∈ D̄∞.

O espaço coerente cujos objetos são subfamı́lias de subconjuntos coerentes em D∞ cons-
trúıdos pela a relação ≈D̄∞ é indicado por

D̄∞ ≡ (CohD̄∞,⊆) ≡ (Coh(D̄∞,≈D̄∞),⊆).
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A estrutura ordenada dual é constrúıda sobre a teia complementar D̄
⊥∞, cuja relação de

coerência, que expressa formalmente a relação de conflito entre os processos interpretados
pelos conjuntos coerentes x e y, é definida por

x ≈D̄∞ y ⇔ ΥD∞(x)
⋂

ΥD∞(y) �= ∅, ∀x, y ∈ D̄∞.

O espaço coerente que interpreta a soma não-determińıstica de todos os processos (execu-
tados em tempo computacional finito ou infinito) é indicado por D̄⊥∞ ≡ (CohD̄⊥∞,⊆) ≡
(Coh(D̄⊥∞,≈D̄⊥∞),⊆).

Neste momento, formaliza-se a noção de objeto compacto em D∞ e logo a seguir
se mostra como são constrúıdos os objetos totais (subconjuntos coerentes maximais em
relação à inclusão).

6.1.1 Elementos Compactos do Domı́nio D∞

Um elemento w ∈ D∞ é compacto se, e somente se, w ⊆ ⋃↑ A ∈ D∞, onde A
dirigido e existe x ∈ ⋃↑ A tal que w ⊆ x.

Os objetos compactos em D∞ são constrúıdos nos subespaços Dn, ou seja, todo
elemento compacto em D∞ interpreta um processo executado em um intervalo ou instante
de tempo finito, logo Dc∞ ⊆ πn,∞[Dn].

A próxima proposição assegura que toda interpretação de um processo parcial cuja
execução se efetiva em tempo finito, é um objeto compacto do domı́nio D∞. A volta desta
proposição nem sempre é verdadeira, o Exemplo 6.1, ao final deste caṕıtulo, ilustra esta
situação.

Proposição 6.1 Considere a famı́lia D
c∞ dos subconjuntos coerentes compactos do espaço

coerente D∞. Se x ∈ Dc
n então πn,∞(x) ∈ Dc∞.

6.1.2 Objetos Totais do Domı́nio D∞

Todo conjunto coerente x ∈ D∞ é determinado como o limite de uma seqüência
{xn}n∈ω de tal forma que xn ⊆ x e tem-se xn ∈ πn,∞[Dn]. Pela Proposição 6.1,
cada xn ∈ Dc∞ constitui-se numa aproximação compacta para x. Além disso, conjuntos
coerentes distintos correspondem a seqüências distintas, caracterizando a unicidade.

Considera-se agora a definição de objeto total:

Definição 6.4 Um objeto x ∈ Dn é total se, e somente se, sempre que existe y ∈ Dn tal
que x ⊆ y tem-se que x = y.

Pela definição anterior, um objeto total no espaço coerente Dn é caracterizado por
um conjunto maximal em relação à inclusão e interpreta um processo totalmente definido,
executado em tempo finito. Os elementos (tokens) de um objeto total estão relacionados
pela compatibilidade binária que caracteriza a teia Dn do espaço coerente e não existe
nenhum outro objeto deste espaço que se relacione com todos os tokens deste objeto que
não esteja inclúıdo nele.

O mesmo pode ser dito com relação aos objetos totais em D∞, exceto que neste caso
podem interpretar processos totalmente definidos, cujo tempo de execução pode ou não
ser finito.

Salienta-se ainda que, tanto em Dn como também em D∞ podem ocorrer objetos
totais com um número finito de tokens. A Proposição 6.3 confirma esta idéia que se
fundamenta no fato, já demonstrado em seções anteriores, de que as imersões são funções
lineares, portanto monótonas e cont́ınuas.
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Nas próximas seções objetos maximais (sem limite de tempo de execução) são obti-
dos a partir da construção de diagramas definidos por composições infinitas de projeções.
A construção dos objetos interpretados nestes diagramas leva em conta a união indexada
relacionada com as posśıveis projeções (direita e esquerda) quando se trata de processos
seqüências ou (superior ou inferior) no caso de somas determińısticas, pois ambos cons-
trutores são interpretados por produtos diretos em CospLin.

Encerra-se a primeira seção deste caṕıtulo com a Tabela 6.1, que mostra um esquema
reduzido contendo as categorias envolvidas na construção e completação do espaço coerente
dos processos D∞.
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TABELA 6.1 - Categorias Relacionadas com a Construçao do Modelo MG.

Set RGr CospLin

P∞ P∞ P∞ = D∞
∐

D̄∞
∐

D̄⊥
∞

D̄∞ D̄⊥
∞ D̄⊥

∞
D̄∞ D̄∞ D̄∞

• D∞ D∞ D∞ = P∞
∐

(P∞
∏

P∞)
∐

(B
∏

P∞
∏

P∞)

...
...

...

• Dn+1 Dn+1 Dn+1 = Pn

∐
(Pn

∏
Pn)

∐
(B

∏
Pn

∏
Pn)

Pn Pn Pn = Dn

∐
D̄n

∐
D̄⊥

n

D̄n D̄⊥
n D̄⊥

n

D̄n D̄n D̄n

• Dn Dn Dn = Pn−1

∐
(Pn−1

∏
Pn−1)

∐
(B

∏
Pn−1

∏
Pn−1)

...
...

...

• D2 D2 D2 = P1

∐
(P1

∏
P1)

∐
(B

∏
P1

∏
P1)

P1 P1 P1 = D1

∐
D̄1

∐
D̄⊥

1

D̄1 D̄⊥
1 D̄⊥

1

D̄1 D̄1 D̄1

• D1 D1 D1 = P0

∐
(P0

∏
P0)

∐
(P0

∏
B

P0)

P0 P0 P0 = D0

∐
D̄0

∐
D̄⊥

0

D̄0 D̄⊥
0 D̄⊥

0

D̄0 D̄0 D̄0

• D0 D0 D0

� D̄n+1 = Coh (Dn)
�� Dn+1 = Pn∪̇(Pn∪̇Pn)∪̇(B∪̇Pn∪̇Pn)
��� Pn = Dn∪̇D̄n∪̇D̄n



130

6.2 Espaço Coerente D
(θ)
∞

Fixado o indexador θ ∈ {00, 001, 011, 002, 012}, pelas Definições 6.1 e 6.3, tem-se

D
(θ)
∞ = P

(θ)
∞

∐
(P(θ)

∞
∏

P
(θ)
∞ )

∐
(P(θ)

∞
∏

B
P

(θ)
∞ ),

sendo P
(θ)
∞ = D

(θ)
∞

∐
D

(θ)
∞

∐
D

(θ)
∞

⊥
.2

Embora restritos, a partir dos morfismos definidos sobre os domı́nios D
(θ)
∞ são inter-

pretados os demais construtores de processos. Justifica-se portanto, o estudo e análise das
imersões e projeções π

(θ)
n,∞ : Dn → D

(θ)
∞ e Π(θ)

n,∞ : D
(θ)
∞ → Dn

No texto que se segue, utilizam-se as notações indicadas nos próximos itens.

1. Quando θ ∈ {00, 001, 011, 002, 012}, na indexação dos tokens de subconjuntos coe-
rentes em π

(θ)
n,∞[Dn] tem-se

: θ ≡ θ.θ. . . . .θ. . . .︸ ︷︷ ︸
infinitas vezes

.

2. Quando θ ∈ {0} × ({0}⋃
({0, 1}× {1, 2})), na composição finita das imersões π

(θ)
n :

Dn → Dn+1 tem-se

Π(θ)
m,n =

{
idDn , se m ≥ n

π
(θ)
m ◦ π

(θ)
n+1 ◦ . . . ◦ π

(θ)
n+1, se m < n.

θ. θ. . . . .θ︸ ︷︷ ︸
n

≡ θ n

3. A união dirigida relativa à inclusão ⊆ será denotada pela expressão
⋃↑

n∈ω.

6.2.1 Imersões π
(θ)
n,∞ : Dn → D

(θ)
∞

Esta seção introduz as imersões π
(θ)
n,∞, que transformam objetos constrúıdos nos

subespaços Dn em novos objetos em D
(θ)
∞ .

Embora as imersões π
(θ)
n,∞ sejam extensões das imersões já apresentadas na Definição

5.9, na seção 5.4.1, cada imersão identifica uma transformação distinta, conforme análise
feita logo a seguir.

Neste sentido, um processo representado por um conjunto coerente x na imagem de
uma imersão π

(θ)
n,∞ está posicionado no tempo em relação a um determinado instante t0,

de tal forma que se pode determinar para qualquer parte finita, o intervalo de tempo (ou
instante) em que esta aproximação será executada dentro deste processo.

Considerando-se que θ ∈ {00, 001, 011, 002, 012}, estas imersões podem ocorrer de
formas distintas, caracterizando interpretações que levam em conta, principalmente, o seu
conteúdo de informação.

1. A primeira e mais simples função imersão interpreta um processo, cuja execução
ocorre em tempo finito, por um subconjunto coerente de tokens indexados por : 00 =
00.00. . . . , indicando a composição infinita da função linear F(00), que interpreta o

operador inclusão. Neste caso, tem-se que π
(00)
n,∞(Dn) ⊆ D→∞

⋂
D

(00)
∞ .

Pode-se dizer que a indexação : 00 não altera os subconjuntos coerentes, apenas
reescreve seus tokens indexando-os por uma expressão infinita. A ordenação des-
tes objetos (parcial ou total) segundo o conteúdo de informação se mantém após

2Para simplificar a notação, P∞
∏

B
P∞ ≡ P∞

∏
B

P∞.



131

imersão. Neste sentido, a análise da informação que flui pelos processos interpre-
tados por tais objetos, estará dispońıvel após um intervalo de tempo finito, que
corresponde ao tempo computacional transcorrido entre o ińıcio e o término de sua
execução.

As outras imersões modelam processos parciais resultantes da aplicação infinita
dos morfismos que interpretam os construtores - produto seqüencial e soma de-
termińıstica. Nestas situações, um conjunto coerente possui tokens indexados, onde
cada ı́ndice é indicado por θ, sendo θ ∈ {: 001, : 011, : 002, : 012}.

2. Os ı́ndices : 001 e : 011 identificam as imersões relacionadas com o primeiro e o se-
gundo fator que compõe um processo resultante de um produto seqüencial. Portanto,
tem-se as inclusões π

(001)
n,∞ (Dn) ⊆ P

(001)
∞

∏
P

(001)
∞ e π

(011)
n,∞ (Dn) ⊆ P

(011)
∞

∏
P

(011)
∞ .

Por exemplo, as imersões π
(001)
n,∞ : Dn → D

(001)
∞ transformam os objetos constrúıdos

em Dn em novos objetos, os quais interpretam em D→∞ processos seqüenciais parciais,
que aproximam os processos infinitos no sentido temporal. Ou seja, no subespaço
π

(001)
n,∞ [Dn] ⊆ D

(001)
∞ pode-se interpretar produtos seqüenciais com prefixo finito, cujos

infinitos fatores serão todos executados antes do instante t0.

Em outras palavras, pode-se olhar para tais imersões como morfismos que transfor-
mam processos finitos, que já foram constrúıdos nos subespaços Dn, em prefixos de
novos processos seqüenciais parciais infinitos em D

(001)
∞ . Destes processos parciais

se conhece apenas um número finito de fatores. Neste caso, o primeiro fator que
será executado é o processo interpretado por um subconjunto coerente em π

(001)
0,∞ [D0],

constrúıdo no ńıvel D0, no instante t0, e imerso em D
(001)
∞ . A partir deste, a execução

seqüencial dos demais fatores será feita obedecendo a ordem de construção.

Analogamente, as imersões π
(011)
n,∞ interpretam transformações de processos finitos

em sufixos de processos parciais em D
(011)
∞ . Neste caso, destes processos seqüências

parciais se conhece apenas um número finito de fatores, aqueles que correspondem
aos últimos processos deste produto.

Agora ocorre o contrário, o último fator que será executado é o processo interpretado
por um subconjunto coerente em π

(011)
0,∞ [D0], constrúıdo no ńıvel D0, no instante t−1,

e imerso em D
(011)
∞ . A partir deste, a execução seqüencial dos demais fatores será

feita obedecendo a ordem inversa de construção.

Mais precisamente, a partir do último processo pode-se determinar o processo que
será executado no instante de tempo anterior. Sendo assim, pela iteração da função
imersão π

(011)
n,∞ pode-se definir um processo seqüencial parcial, infinito no sentido

temporal, do qual se conhece apenas uma parte finita, que será executada no inter-
valo de tempo [t−n, t−1]. Tal aproximação interpreta os (n) últimos processos do
correspondente produto seqüencial infinito.

A construção (indutiva) destes processos define primeiramente o último processo do
produto que é precedido pelo penúltimo, que por sua vez, é precedido pelo ante-
penúltimo, e assim continua, até atingir o processo executado no instante t−n.

3. Analisando os objetos que interpretam as somas determińısticas, pode-se obter co-
mentários semelhantes. Os indexadores : 002 e : 012 , em uma soma determińıstica,
identificam as imersões que admitem o primeiro ou o segundo termo na construção
de uma soma.

Da mesma forma, tem-se as inclusões π
(002)
n,∞ (Dn) ⊆ B

∏
P

(002)
∞

∏
P

(002)
∞ e π

(012)
n,∞ (Dn) ⊆

B
∏

P
(012)
∞

∏
P

(012)
∞ .
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Salienta-se por fim que, na busca de interpretação para os processos infinitos no
sentido do temporal estas imersões introduzem uma mudança em relação à informação que
os novos subconjuntos coerentes passam a ter. Ou seja, pode ocorrer que objetos totais
no sentido espacial em Dn possam dar uma informação parcial sobre uma computação no
sentido temporal em D

(θ)
∞ , como está ilustrado na Exemplificação 6.1.

As representações gráficas de processos interpretados pelas imersões π
(θ)
0,∞ aplicadas

sobre um subconjunto coerente unitário, constrúıdo a partir de um token da teia D0 de
processos elementares, podem ser observadas na Figura 6.2.

21

22

...
{dk

:012 ; 012 }

dk

dk

{dk
:011; 001  }

{dk
:00  }

dk

2n

{dk 
: 001; 001

 }

... ...

... ...dk

...

dk...

... dk

...

...

t0

t-1

t
0

t
0

t-1

t
- ω

t-1

t
- ωt

- ω

t ω t ω

FIGURA 6.2 - Representação para Objetos em π
(θ)
n,∞[Dn] ∈ D

(θ)
∞ .

Definição 6.5 Considere os espaços coerentes Dn, D
(θ)
∞ . Considere também o indexador

θ pertencente ao conjunto {00, 001, 011, 002, 012}. As imersões

π
(θ)
n,∞ : Dn → D

(θ)
∞

são definidas pela expressão π
(θ)
n,∞(x) = {a:θ |a ∈ x} = {( θ.θ. . . .︸ ︷︷ ︸

infinitas vezes

)}× x. Salienta-

se que as imersões π
(θ)
n,∞ são estritas, π

(θ)
n,∞[∅] = ∅.
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Proposição 6.2 Considere o indexador θ ∈ {(00), (001), (011), (002), (012)} e os espaços
coerentes Dn, D

(θ)
∞ . As imersões π

(θ)
n,∞ apresentadas na Definição 6.5 são monótonas,

cont́ınuas, estáveis e lineares.

Demonstração. Fixado θ e por conseqüência Dθ∞ na construção desta prova, indica-se πθ
n,∞

simplesmente por πn,∞.

1. Sejam x, x′ ∈ Dn e suponha x ⊆ x′. Tem-se que {a:θ |a ∈ x} ⊆ {a:θ |a ∈ x′}. Logo,
πn,∞(x) ⊆ πn,∞(x′) e portanto πn,∞ é monotônica.

2. Suponha X = {xi}i∈ω ⊆ Dn dirigido com relação à inclusão. Então pela monotoni-
cidade da função πn,∞ acrescido do fato de que D∞ é fechado para uniões dirigidas,
tem-se que πn,∞[X] ⊆ D∞ é também dirigido e

⋃
πn,∞[X] ∈ D∞. Então

πn,∞(
⋃

X) = {a:θ|a ∈
⋃

X} =
⋃↑

i {a:θ|a ∈ xi}i∈ω =
⋃

πn,∞[X].
Conclue-se que πn,∞ é cont́ınua pois é monótona (1) e verifica-se a condição de
continuidade.

3. Sejam x, x′ ∈ Dn tais que x
⋃

x′ ∈ Dn. Sabendo que Dn e D∞ são fechados para
a interseção arbitrária, tem-se que x

⋂
x′ ∈ Dn e πn,∞(x)

⋂
πn,∞(x′) ∈ D∞. Além

disso,

πn,∞(x
⋂

x′) = {a:θ|a ∈ x
⋂

x′} = {a:θ|a ∈ x}⋂{a:θ|a ∈ x′}.
Logo πn,∞(x

⋂
x′) = πn,∞(x)

⋂
πn,∞(x′) e portanto conclui-se que πn,∞ é estável

pois é cont́ınua (2) e verifica a condição de estabilidade.

4. Por fim, considere X ⊆ Dn tal que sempre que x0, x1 ∈ X tem-se que x0
⋃

x1 ∈ Dn.
Então

πn,∞
⋃

X = {a:θ|a ∈
⋃

X} =
⋃{a:θ|a ∈ x ⊆ X} =

⋃{πn,∞(x)|x ∈ X}
o que mostra que πn,∞ satisfaz a linearidade.

Considerando os quatro itens, conclui-se que as funções π
(θ)
n,∞ são lineares, sempre

que θ ∈ {00, 001, 011, 002, 012}. �

Proposição 6.3 Considere as famı́lias tot(Dn), tot(D(00)
∞ ) dos objetos totais em Dn e

D
(00)
∞ , respectivamente. Sempre que x ∈ tot(Dn) tem-se que π

(00)
n,∞(x) ∈ tot(D(00)

∞ ).

6.2.2 projeções Π(θ)
∞,n

Esta seção introduz as projeções Π(θ)
∞,n : D

(θ)
∞ → Dn considerando-se as correspon-

dentes imersões apresentadas na Definição 6.5.

Definição 6.6 Considere o indexador θ ∈ {00, 001, 011, 002, 012}, os espaços coerentes
Dn, D

(θ)
∞ e x =

⋃↑
i∈ω{xi}, onde cada xi ∈ π

(θ)
m,∞[Dm] é uma aproximação finita de x.

As projeções Π(θ)
∞,n : D

(θ)
∞ → Dn são definidas pela expressão

Π(θ)
∞,n(x) =

⋃↑
i∈ω (Π(θ)

m,n ◦Π(θ)
∞,m) (xi),

sempre que Π(θ)
∞,n(xi) = {a |a:θ ∈ xi e a ∈ Dn}. Em particular, Π(θ)

∞,n(∅) = ∅.

Proposição 6.4 Considere o indexador θ ∈ {(00), (001), (011), (002), (012)} e os espaços
coerentes Dn, D

(θ)
∞ . As projeções apresentadas na Definição 6.6 são monótonas, cont́ınuas,

estáveis e lineares.
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Demonstração. Constrúıda de forma análoga à apresentada na Proposição 6.2. �

A seguir são apresentadas algumas exemplificações da construção de objetos, com
as respectivas representações gráficas das correspondentes interpretações em D→∞ e D

←∞.

Exemplificação 6.1

Considere I enumerável e d ∈ A. Define-se zn =
⋃n

i=0 {d(i)
10} ∈ D1 sendo xn =

π1,∞(zn) =
⋃n

i=0{d(i)
10:00} ∈ D

(00)
∞ sua correspondente imersão. Então, tem-se

• zn = {d(0)
10, d(1)

10, . . . , d(n)
10} ⇒ xn = {d(0)

10:00, d(1)
10:00 . . . , d(n)

10:00}
Neste caso, a seqüência de inclusões {zn}n∈ω, z0 ⊆ z1 ⊆ z2 ⊆ . . . ⊆ zn ⊆ . . . tem
supremo, indicado por z =

⋃↑{zn} ∈ D1. Cada zn ∈ Coh[D1] é uma aproximação para
z ∈ tot(D1).

Analogamente, xn = π1,∞(zn) = {a:00 |a ∈ zn} ∈ D
(00)
∞ é também um objeto

parcial e uma aproximação para x =
⋃↑{xn}. Cada subconjunto xn ∈ D

(00)
∞ interpreta o

processo que executa simultâneamente, no instante 0, a ação d nas n primeiras posições
de memória.

Além disso, Υ
D

(00)
∞

(x) = I e x =
⋃↑ π

(00)
1,∞(zn) = π

(00)
1,∞(

⋃↑ zn) = π
(00)
1,∞(z) ∈ D

(00)
∞ .

Logo, x ∈ D
→∞ constitui-se num objeto total que modela o processo Q, o qual executa,

simultâneamente, no instante 0, a ação d em todas as posições i de memória.
Agora, considere o subconjunto coerente x′

n = π
(001)
1,∞ (z′n) ∈ D

(001)
∞ onde

• z′n =
⋃n

i=0 {d(i)
101, d(i)

111} ∈ D1 ⇒ x′
n = π

(001)
1,∞ (z′n) =

⋃n
i=0{d(i)

101:001, d(i)
111:001}.

Neste caso, x′
n é uma aproximação para x′ =

⋃↑{x′
n} =

⋃↑ π
(001)
1,∞ (z′n) ∈ D∞. Entretanto,

x′ ∈ D∞ interpreta um processo parcial, indicado como o produto seqüencial Q′, possuindo
infinitos fatores onde apenas os fatores executados nos instantes t0 e t1 são conhecidos.
Os demais fatores de Q′ ainda estão indefinidos.

Por fim, considerando-se o subconjunto coerente xm ∈ D
(001)
∞ , dado pela união

xm =
⋃m

n=0

⋃
i∈I {d(i)

(00)n.111:001, },

obtém-se x =
⋃↑ xm ∈ D

(00)
∞ , interpretando o produto seqüencial Q∞, cujos fatores

(constantes) são executados em instantes de tempos distintos. Cada um destes fato-
res representa um processo que executa a ação d em todas as posições de memória, si-
multâneamente, em cada um destes instantes.

Encerramos este exemplo com a Figura 6.3 que apresenta uma representação dos
processos Q, Q′ e Q∞ interpretados pelos subconjuntos coerentes x, x′ e x.

Exemplificação 6.2

• Seja wn ∈ Dn tal que πθ
n,∞(wn) ∈ D

(θ)
∞ . Fixado θ = 00 e considerando π

(00)
n,∞ =

. . . ◦ π
(00)
n+m ◦ . . . ◦ π

(00)
n+1 ◦ π

(00)
n , as seguintes implicações são verificadas:

� w0 = {d(k)} → π
(00)
0,∞(w0) = {d(k)

:00}
� w1 = {d(k)

001, d
(k)
011} → π

(00)
0,∞(w1) = {d(k)

001:00, d
(k)
011:00}



135

dl

d0

dn

. .
 .

. .
 .

dl

d0

dn

. .
 .
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. .
 .

dl

d0

dn

. .
 .
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 .

. .
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. . .

t0 t1 t2
t0t0 tω tω

FIGURA 6.3 - Representação para os Processos Q, Q′ e Q∞.

� w2 = {d(k)
(001)2

, d
(k)
011.001, d

(k)
00.011} → π

(00)
2,∞(w2) = {d(k)

(001)2:00
, d

(k)
011.001:00, d

(k)
00.011:00}

� w3 = {d(k)
(001)3

, d
(k)
011.(001)2

, d
(k)
00.011.001, d

(k)
(00)2.011

} →
π

(00)
3,∞(w3) = {d(k)

(001)3:00
, d

(k)
011.(001)2:00

, d
(k)
00.011.001:00, d

(k)
(00)2.011:00

}
...

� wn = {d(k)
(001)n , d

(k)
011.(001)n−1 , d

(k)
00.011.(001)n−2 , . . . , d

(k)
(00)n−1.011

} →
π

(00)
n,∞(wn) = wn = {d(k)

(001)n:00, d
(k)
011.(001)n−1:00

, d
(k)
00.011.(001)n−2:00

, . . . , d
(k)
(00)n−1.011:00

}

• Se : 00 ≡ 00.00. . . . então d
(k)
:00 �= d

(k)
001:00 �= d

(k)
(001)2:00

�= . . . �= d
(k)
(001)n:00.

• O processo W00, representado na Figura 6.4, é interpretado pelo conjunto coerente
π

(00)
n,∞(wn) dado por

(((d(k) · d(k)) · d(k) ) · . . . · d(k)) · d(k)︸ ︷︷ ︸
n+1 vezes

As imersões π
(00)
n,∞(wn) ∈ D

(00)
∞

c
são objetos totais e interpretam processos cuja ex-

pressão é totalmente definida (sem indeterminação).

• Pode-se pensar em uma ordem de aproximação induzida pela inclusão, conforme é
mostrado no Caṕıtulo 9. Neste sentido, o processo interpretado pelo conjunto coe-
rente π

(00)
n,∞(wn) em D

(00)
∞ não é uma aproximação para o processo interpretado pelo

conjunto coerente π
(00)
n+1,∞(wn+1), logo wn também não aproxima wn+1. Resumindo,

π
(00)
n,∞(wn) �⊆ π

(00)
n+1,∞(wn+1) → wn �⊆ wn+1.

Entretanto, é válida a igualdade Π(001)
n+1,n (wn+1) = wn e a inclusão π

(001)
n,∞ (wn) ⊆

π
(001)
n+1,∞(wn+1), conforme pode ser observado na Exemplificação 6.4.

Exemplificação 6.3
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dk

...
dk dk

t0 tn-1 tn

dk dk

tn-2t1

FIGURA 6.4 - Representação do Processo W00.

• Seja w′
n ∈ Dn tal que πθ

n,∞(w′
n) ∈ D∞. Fixado θ = 00 nas imersões πθ

n,∞, as
seguintes implicações são verificadas:

� w′
0 = {d(k)} → π

(00)
0,∞(w′

0) = {d(k)
:00}

� w′
1 = {d(k)

001, d
(k)
011} → π

(00)
1,∞(w′

1) = {d(k)
001:00, d

(k)
011:00}

� w′
2 = {d(k)

00.001, d
(k)
001.011, d

(k)
(011)2

} → π
(00)
2,∞(w′

2) = {d(k)
00.001:00, d

(k)
001.011:00, d

(k)
011.011:00}

� w′
3 = {d(k)

(00)2.001
, d

(k)
00.001.011, d

(k)
001.(011)2

, d
(k)
(011)3

} →
π

(00)
3,∞(w′

3) = {d(k)
(00)2.001:00

, d
(k)
00.001.011:00, d

(k)
001.(011)2:00

, d
(k)
(011)3:00

}
...

� w′
n = {d(k)

(00)n−1.001
, d

(k)
(00)n−2.001.011

. . . , d
(k)
001.(011)n−1 , d

(k)
(011)n} →

π
(00)
n,∞(w′

n) = w′
n = {d(k)

(00)n−1.001:00
, d

(k)
(00)n−2.001.011:00

. . . , d
(k)
001.(011)n−1:00

, d
(k)
(011)n:00}

• Se : 00 ≡ 00.00. . . . então d
(k)
:00 �= d

(k)
001:00 �= d

(k)
001.001:00 �= . . . �= d

(k)
(001)n:00.

• As imersões π
(00)
n,∞(w′

n) ∈ D
(00)
∞

c
também são objetos totais e interpretam processos

cuja expressão é totalmente definida. O processo W ′00, representado na Figura 6.4
e interpretado pelo conjunto coerente π

(00)
n,∞(w′

n) é indicado por

d(k) · (d(k) · . . . · (d(k) · (d(k) · d(k))))︸ ︷︷ ︸
n+1 vezes

.

• Verifica-se ainda a igualdade Π(011)
n+1,n (w′

n+1) = wn, embora as correspondentes in-

clusões não sejam válidas. No caso, w′
n �⊆ w′

n+1 e π
(00)
n,∞w′

n �⊆ π
(00)
(n+1,∞)w

′
n+1.

• Por último, considerando w0 = w′
0 = {d(k)}, salienta-se que

– 1. w′
n+1 = {d(k)

(00)n}× {(001)}⋃
w′

n×{(011)}, e neste exemplo o novo processo

w′
n+1 é obtido ao se colocar {d(k)

(00)n} como prefixo de w′
n;

– 2. wn+1 = wn×{(001)}⋃{d(k)
(00)n}×{(011)}, e analogamente, na Exemplificação

6.2, tem-se wn+1 é obtido ao se colocar {d(k)
(00)n} como sufixo de w′

n.

Exemplificação 6.4
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dk dk

...dk dk

t-1t-2
t-(n-1)t-n

dk

t-(n-2)

FIGURA 6.5 - Representação do Processo W ′00.

• Fixando θ = 001 nas próximas imersões πθ
n,∞, tem-se as seguintes implicações:

� w0 = {d(k)} → π
(001)
0,∞ (w0) = {d(k)

:001}
� w1 = {d(k)

001, d
(k)
011} → π

(001)
1,∞ (w1) = {d(k)

:001, d
(k)
011:001}

� w2 = {d(k)
(001)2

, d
(k)
011.001, d

(k)
00.011} → π

(001)
2,∞ (w2) = {d(k)

:001, d
(k)
011:001d

(k)
00.011:001}

� w3 = {d(k)
(001)3

, d
(k)
011.(001)2

, d
(k)
00.011.001, d

(k)
(00)2.011

} →
π

(001)
3,∞ (w3) = {d(k)

:001, d
(k)
011:001, d

(k)
00.011:001, d

(k)
(00)2.011:001

}
...

� wn = {d(k)
(001)n , d

(k)
011.(001)n−1 , d

(k)
00.011.(001)n−2 , . . . , d

(k)
(00)n−1.011

} →
π

(001)
n,∞ (wn) = {d(k)

:001, d
(k)
011:001, d

(k)
00.011:001, . . . , d

(k)
(00)n−1.011:001

}

• Se : 001 ≡ 001.001. . . . então d
(k)
:001 = d

(k)
001:001 = d

(k)
001.001:001 = . . . = d

(k)
(001)n:001 e

portanto as seguintes inclusões são verificadas

π
(001)
0,∞ (w0) ⊆ π

(001)
1,∞ (w1) ⊆ π

(001)
2,∞ (w2) ⊆ . . . ⊆ π

(001)
n,∞ (wn) ∈ (Dc∞).

• Verifica-se que cada um dos conjuntos coerentes π
(001)
n,∞ (wn) são objetos parciais

em D∞ e interpretam processos indicados por expressões parcialmente definidas.
O processo parcial W001 representado na Figura 6.6 é interpretado pelo conjunto
coerente π

(001)
n,∞ (wn), sendo indicado pela expressão

d(k) · (d(k) · . . . · (d(k) · (d(k) · ∞)))︸ ︷︷ ︸
n

dk dk

...dk

...

tn
t2t1

t0

dk

t- ω

FIGURA 6.6 - Representação do Processo W001.

• Considerando uma ordem de aproximação induzida pela inclusão, pode-se dizer que
o processo interpretado pelo conjunto coerente πn,∞(wn) é uma aproximação para
o proceso interpretado pelo conjunto coerente πn+1,∞(wn+1), pois tem-se a inclusão
wn ⊆ wn+1 em D

(001)
∞ .
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• Além disso, tem-se (Π(001)
∞,n ◦ π

(001)
n,∞ ) (wn) = wn.

• Por fim, consideram-se as seqüências

� {wn}n∈ω, cujos subconjuntos coerentes são tais que wn = Π(001)
n+1,n(wn+1),

� {π(001)
n,∞ (wn)}n∈ω de imersões definidas de Dn para D

(001)
∞ .

Pela completação, tem-se assegurada a existência do supremo de cada uma
destas seqüências ou subconjuntos dirigidos (pela inclusão) em D

(001)
∞ . No caso,

⋃↑
n∈ω{wn} = {d(k)

:001, d
(k)
011:001, d

(k)
00.011:001, . . . , d

(k)
(00)n−1.011:001

, . . .} =
⋃↑

n∈ω{π(001)
n,∞ (wn)}.

Exemplificação 6.5

• Fixando agora θ = 011 nas imersões πθ
n,∞, tem-se

� w′
0 = {d(k)} → π

(011)
0,∞ (w′

0) = {d(k)
:011}

� w′
1 = {d(k)

001, d
(k)
011} → π

(011)
1,∞ (w′

1) = {d(k)
001:011, d

(k)
:011}

� w′
2 = {d(k)

00.001, d
(k)
001.011, d

(k)
011.011} → π

(011)
2,∞ (w′

2) = {d(k)
00.001:011, d

(k)
001.011:011, d

(k)
:001}

� w′
3 = {d(k)

00.00.001, d
(k)
00.001.011, d

(k)
001.011.011, d

(k)
011.011.011} →

π
(001)
3,∞ (w′

3) = {d(k)
00.00.001:011, d

(k)
00.001:011, d

(k)
001:011, d

(k)
:011}

...

� w′
n = {d(k)

(00)n−1.001
, . . . , d

(k)
001.011n−1 d

(k)
(011)n} →

π
(001)
n,∞ (w′

n) = {d(k)
(001)n−1:011

, . . . d
(k)
001:011, , d

(k)
:011}

• Se : 011 ≡ 011.011. . . . então d
(k)
:011 = d

(k)
011:011 = d

(k)
011.011:011 = . . . = d

(k)
(011)n:011 e

portanto as seguintes inclusões são verificadas

π
(011)
0,∞ (w0) ⊆ π

(011)
1,∞ (w1) ⊆ π

(011)
2,∞ (w2) ⊆ . . . ⊆ π

(011)
n,∞ (wn) ∈ D

(001)
∞

c
.

• O processo W ′011 interpretado pelo conjunto coerente π
(011)
n,∞ (w′

n) está representado
na Figura 6.7 e é indicado pela expressão

(((∞ · d(k)) · d(k)) · . . . · d(k)) · d(k))︸ ︷︷ ︸
n

dk dk

...
dk

t - n
t -n-1 t - 3

dk

t-1

dk

t-2

...

t - ω

FIGURA 6.7 - Processo W ′011.
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• Verifica-se ainda que wn = Π(011)
n+1,n(wn+1). Pela completação, existe o supremo para

a seqüência {wn}n∈ω de subconjuntos coerentes wn ∈ Dn e sua expressão é dada
por ⋃↑

n∈ω{wn} = {d(k)
:011, d

(k)
001:011, d

(k)
00.001:011, . . . , d

(k)
(00)n−1.001:011

, . . . } ∈ D
(011)
∞ .

De acordo com sua construção indutiva, e correspondente completação, o modelo
possui interpretação para composição infinita dos operadores que interpretam tanto pro-
dutos seqüenciais como somas determińısticas de processos computacionais.

Conforme pode ser observado nos exemplos, o operador produto seqüencial inter-
preta a operação de concatenação de strings (inclusive as infinitas) tanto à direita quanto
à esquerda, caracterizada pelas indexações : 001 e : 011, respectivamente. As famı́lias
de conjuntos coerentes resultantes da aplicação das imersões π

(001)
n,∞ (wn) e π

(011)
n,∞ (w′

n) as-
sim como π

(00)
n,∞(wn) e π

(00)
n,∞(w′

n) são distintas e suas representações são também diferentes
na linguagem, veja Caṕıtulo 9. Entretanto, as interpretações semânticas coincidem, veja
Caṕıtulo 10. Considerando-se esta semântica associada, pode-se pensar em uma genera-
lização da propriedade associativa, definida no caso, também para os objetos infinitos.

A seguir, representam-se os construtores (destrutores) de processos como imersões
(projeções) definidas sobre os espaços coerentes D→∞ e D←∞. Nestes domı́nios, além da
representação de todos os processos finitos, tem-se também a representação para processos
seqüenciais pré e pós-fixados, respectivamente.

6.3 Espaços Coerentes D→
∞ e D←

∞
De acordo com as Definições 6.1 e 6.3, nesta seção são estudadas e analisadas as

imersões e projeções definidas sobre espaços coerentes dados pelas equações

1. D→∞ = P→∞
∐

(P→∞
∏

P→∞)
∐

(P→∞
∏

B
P→∞) , onde P→∞ = D→∞

∐
D→∞

∐
D→∞

⊥;

2. D←∞ = P←∞
∐

(P←∞
∏

P←∞)
∐

(P←∞
∏

B
P←∞) , onde P←∞ = D∞

∐
D←∞

∐
D←∞

⊥,

que contém um conjunto maior de interpretaçôes constrúıdas sobre os domı́nios D
(θ)
∞ .

6.3.1 Imersões π→
n,∞ : Dn → D

→∞ e π←
n,∞ : Dn → D

←∞

As imersões π→
n,∞ : Dn → D→∞ e π←

n,∞ : Dn → D←∞ são definidas nesta seção e se
relacionam com os morfismos π→

n , π←
n : Dn → Dn+1 na Definição 5.6.

Definição 6.7 Considere os espaços coerentes Dn, Dn+1, D←∞ e D→∞ e as imersões π
(θ)
n,∞

apresentadas na Definição 6.5.
Define-se a função imersão (estrita) π→

n,∞ : Dn → D→∞ pela expressão

π→
n+1,∞(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(00)
n+1,∞(x), se x ∈ γ

(0)
n [P→

n ],
π

(001)
n+1,∞(x), sex ∈ γ

(1)
n [P→

n

∏
P→

n ],
π

(002)
n+1,∞(x), sex ∈ γ

(2)
n [B

∏
P→

n

∏
P→

n ],
∅, caso contrário,

da mesma forma que π←
n,∞ : Dn → D∞ é dada pela expressão

π←
n+1,∞(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(00)
n+1,∞(x) se x ∈ γ

(0)
n [P←

n ],
π

(011)
n+1,∞(x), se x ∈ γ

(1)
n [P←

n

∏
P←

n ],
π

(012)
n+1,∞(x), se x ∈ γ

(2)
n [B

∏
P←

n

∏
P←

n ],
∅ caso contrário,



140

sabendo-se que, quando x ∈ D0, π→
0,∞(x) = {a:001 |a ∈ x} e π←

0,∞(x) = {a:011 |a ∈ x}.

6.3.2 Projeções Π→∞,n : D→∞ → Dn e Π←∞,n : D←∞ → Dn

Definição 6.8 Considere os espaços coerentes D
→∞ e D

←∞ e as imersões γ
(β)
n , π←

n,∞ e
π←

n,∞, respectivamente apresentadas na Proposição 5.1 e na Definição 6.7, sempre que
β ∈ {0, 1, 2}. Considere também x =

⋃↑
i∈ω{xi |xi ∈ π→

m,∞[Dm]} ∈ D→∞ onde cada xi é uma
aproximação finita de x.

As projeções Π→∞,n : D
→∞ → Dn são definidas pela expressão Π→∞,n(x) =⋃↑

i∈ω Π→
m,n ◦Π→∞,m (xi), sempre que

Π→∞,m(xi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
{a |a:00 ∈ xi e a ∈ Dn}, se xi ∈ π

(00)
m,∞[Dm] ⊆ P

→∞,

{a |a:001 ∈ x e a ∈ Dn}, se xi ∈ π
(001)
m,∞ [Dm] ⊆ P

→∞
∏

P
→∞,

{a |a:002 ∈ x e a ∈ Dn}, se xi ∈ π
(002)
m,∞ [Dm] ⊆ B

∏
P
→∞

∏
P→∞.

∅, caso contrário.

Considere agora, x =
⋃↑

i∈ω{xi |xi ∈ π←
m,∞} ∈ D←∞ onde cada xi é uma aproximação

finita de x. Da mesma forma, tem-se que as projeções Π←∞,n : D←∞ → Dn, são dadas pela
expressão Π←∞,n(x) =

⋃↑
i∈ω Π←

m,n ◦Π←∞,m (xi), sendo

Π←∞,n(xi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
({a |a:00 ∈ x e a ∈ Dn}, se xi ∈ π

(00)
m,∞[Dm] ⊆ P←∞,

{a |a:011 ∈ x e a ∈ Dn}, se xi ∈ π
(011)
m,∞ [Dm] ⊆ P←∞

∏
P←∞,

{a |a:012 ∈ x e a ∈ Dn}, se xi ∈ π
(012)
m,∞ [Dm] ⊆ B

∏
P
←∞

∏
P←∞.

∅, caso contrário.

Em ambas definições, tem-se

1. Π→∞,0({d(k)
:00}) = Π→∞,0({d(k)

:001}) = Π→∞,0({d(k)
:002}) = {d(k)}.

2. Π←∞,0({d(k)
:00}) = {d(k)} e Π←∞,0({d(k)

:001}) = Π←∞,0({d(k)
:002}) = ∅.

3. Π→∞,0({d(k)
:011}) = Π→∞,0({d(k)

:012}) = ∅.

4. Π←∞,0({d(k)
:011}) = Π←∞,0({d(k)

:012}) = {d(k)}.
As definições apresentadas acima podem ser reescritas considerando-se as mesmas

hipóteses. Neste caso, as projeções Π→∞,n : D→∞ → Dn são dadas por Π→∞,n(x) =⋃↑
i∈ω Π→∞,n (xi), onde

Π→∞,n(xi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(Π→

m,n ◦Π(00)
∞,m) (xi), se xi ∈ π

(00)
m,∞[Dm] ⊆ P→∞,

(Π→
m,n ◦Π(001)

∞,m ) (xi), se xi ∈ π
(001)
m,∞ [Dm] ⊆ P→∞

∏
P→∞,

(Π→
m,n ◦Π(002)

∞,m ) (xi), se xi ∈ π
(002)
m,∞ [Dm] ⊆ B

∏
P→∞

∏
P→∞,

∅, caso contrário.

Da mesma forma, tem-se Π←∞,n : D←∞ → Dn, podem ser expressas por Π←∞,n(x) =⋃↑
i∈ω Π←∞,n (xi), sendo

Π←∞,n(xi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(Π←

m,n ◦Π(00)
∞,m) (xi), se xi ∈ π

(00)
m,∞[Dm] ⊆ P←∞,

(Π←
m,n ◦Π(011)

∞,m ) (xi), se xi ∈ π
(011)
m,∞ [Dm] ⊆ P←∞

∏
P←∞,

(Π←
m,n ◦Π(012)

∞,m ) (xi), se xi ∈ π
(012)
m,∞ [Dm] ⊆ B

∏
P←∞

∏
P←∞,

∅, caso contrário.
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Proposição 6.5 As projeções Π→∞,n, Π←∞,n : D∞ → Dn e as imersões π→∞,n, π←∞,n :
D∞ → Dn, respectivamente apresentadas nas Definições 6.7 e 6.8, são morfismos na
categoria CospLin.

Demonstração. Restringe-se esta demonstração às projeções. Neste sentido, deve-se
mostrar que as projeções Π→∞,n são funções monótonas, cont́ınuas, estáveis e lineares. As
demonstrações para as demais funções são construções análogas.

1. Prova-se primeiramente que Π→∞,n é monótona. Para tal, suponha {xi}i∈ω, {x′
i}i∈ω

famı́lias dirigidas de subconjuntos coerentes e finitos tais que

x =
⋃↑

i∈ω{xi} ⊆
⋃↑

i∈ω{x′
i} = x′.

Supondo que a composição finita Π→
m,n é uma função monótona, e considerando o

fecho inferior de x′ ∈ D∞, assegurando que para todo x′
i existe xi e xi ⊆ x′

i, uma
das seguintes condições é sempre satisfeita

(a) se xi, x
′
i ∈ π

(00)
m,∞[Dm] ⊆ P∞, então

Π→
m,n[{a |a:00 ∈ xi e a ∈ Dn}] ⊆ Π→

m,n[{a |a:00 ∈ x′
i e a ∈ Dn}];

(b) se xi, x
′
i ∈ π

(001)
m,∞ [Dm] ⊆ [P∞

∏
P∞],

Π→
m,n[{a |a:001 ∈ xi e a ∈ Dn}] ⊆ Π→

m,n[{a |a:001 ∈ x′
i e a ∈ Dn}];

(c) se xi, x
′
i ∈ π

(002)
m,∞ [Dm] ⊆ [B

∏
P∞

∏
P∞],

Π→
m,n[{a |a:002 ∈ xi e a ∈ Dn}] ⊆ Π→

m,n[{a |a:002 ∈ x′
i e a ∈ Dn}];

(d) caso contrário, é imediato que ∅ ⊆ ∅.
Portanto, Π→∞,n(x) ⊆ Π→∞,n(x′).

2. A seguir, verifica-se a continuidade de Π→∞,n.

Seja X �= ∅ uma famı́lia dirigida, X ⊆ D∞. Para quaisquer x =
⋃↑

i∈ω{xi}, x′ =⋃↑
i∈ω{x′

i} em X , tem-se que x∪ x′ ∈ X . Pela monotonicidade demonstrada no item
anterior, Π→∞,n(x) ⊆ Π→∞,n(x ∪ x′) e Π→∞,n(x′) ⊆ Π→∞,n(x ∪ x′). Portanto a famı́lia
{Π→∞,n(X )} ⊆ Dn é dirigida. Considerando-se que Dn é fechado para uniões dirigidas
tem-se que

⋃↑{Π→∞,n(X )}i∈ω ∈ Dn.

Supondo que a composição finita Π→
m,n é uma função cont́ınua, nos próximos casos,

aplica-se a definição da função Π→∞,n, tomando-se
⋃X como argumento.

(a) Se ∀xi ∈
⋃X , xi ∈ π

(00)
m,∞[Pm] ⊆ Pn,

⋃X ∈ P∞ logo
(Π→

m,n ◦Π→∞,n)(
⋃X ) =

⋃
Π→

m,n[{a |a:00 ∈ xi ⊆ X ea ∈ Dm}];
(b) Se ∀xi ∈

⋃X , xi ∈ π
(001)
m,∞ [Pm] ⊆ P∞

∏
P∞,

⋃X ∈ P∞
∏

P∞, logo
(Π→

m,n ◦Π→∞,n)(
⋃X ) =

⋃
Π→

m,n[{a |a:001 ∈ xi ⊆ X e a ∈ Dm}];
(c) Se ∀xi ∈

⋃X , xi ∈ π
(002)
m,∞ [Pm] ∈ [B

∏
P∞

∏
P∞],

⋃X ∈ B
∏

P∞
∏

P∞,
(Π→

m,n ◦Π→∞,n)(
⋃X ) =

⋃
Π→

m,n[{a |a:002 ∈ xi ⊆ X e a ∈ Dm}];
(d) Caso contrário, é imediato que ∅ = (Π→

m,n ◦Π→∞,n)(∅).
Em todos os casos, Π→∞,n(

⋃X ) =
⋃{Π→∞,n(x) |x ∈ X}. Portanto Π→∞,n é monótona

e verifica a continuidade, comprovando que Π→∞,n é cont́ınua.
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3. Mostra-se agora que Π→∞,n verifica a propriedade da estabilidade. Suponha Πm,n

estável e considere x, x′ ∈ D∞ tais que x
⋃

x′ ∈ D∞. Neste caso, seja x′′ = x
⋂

x′ =⋃↑{x′′
i }i∈ω, onde x′′

i = xi
⋂

x′
i, ∀i ∈ ω, considerando-se também que xi, x

′
i são

aproximações finitas de x, x′, respectivamente.

(a) Se xi, x
′
i ∈ π

(00)
m,∞[Pm], x′′

i ∈ π
(00)
m,∞[Pm], logo

Π→
∞,m(x′′

i ) = {a |a:00 ∈ xi e a ∈ Dm}
⋂
{a |a:00 ∈ x′

i e a ∈ Dm};

(b) Se xi, x
′
i ∈ π

(001)
m,∞ [Pm], x′′

i ∈ π
(001)
m,∞ [Pm], logo

Π→
∞,m(x′′

i ) = {a |a:001 ∈ xi e a ∈ Dm}
⋂
{a |a:001 ∈ x′

i e a ∈ Dm};

(c) Se xi, x
′
i ∈ π

(002)
m,∞ [Pm], x′′

i ∈ π
(002)
m,∞ [Pm], logo

Π→
∞,m(x′′

i ) = {a |a:002 ∈ xi e a ∈ Dm}
⋂
{a |a:002 ∈ x′

i e a ∈ Dm};

(d) Caso contrário, Π→∞,n(x
⋂

x′) = ∅ = Π→∞,n(x) = Π→∞,n(x′).

Mostrou-se assim que, em todos os casos,

(Π→
m,n ◦Π→

∞,m)(x′′
i ) = (Π→

m,n ◦Π→
∞,n)(xi)

⋂
(Π→

m,n ◦Π→
∞,m)(x′

i),

implicando portanto, na seguinte igualdade

(Π→
m,n ◦Π→

∞,m)(∪↑{x′′
i }i∈ω) = Π→

m,n[Π→
∞,n(∪↑{xi}i∈ω)

⋂
Π→

∞,m(∪↑{x′
i}i∈ω)].

Portanto, Π→∞,n(x′′) = Π→∞,n(x
⋂

x′) = Π→∞,n(x)
⋂

Π→∞,n(x′). Assim, Π→∞,n é cont́ınua
e satisfaz a propriedade da estabilidade, logo é uma função estável.

4. Para concluir, deve-se mostrar que Π→∞,n satisfaz a propriedade da linearidade. Seja
X ⊆ D∞ tal que para quaisquer x, x′ ∈ X , x

⋃
x′ ∈ D∞. Tomando-se x

⋃
x′ =⋃↑

i∈ω{xi
⋃

x′
i} como argumento para aplicação de Π→∞,n, tem-se

Π→
∞,n(x

⋃
x′) = {a |a:θ ∈ ∪↑

i∈ω{xi

⋃
x′

i}}
= {a |a:θ ∈ ∪↑

i∈ω{xi}}
⋃
{a |a:θ ∈ ∪↑

i∈ω{x′
i}}

= Π→
∞,n(x)

⋃
Π→

∞,n(x′)

sempre que θ ∈ {00, 001, 002}. Acrescentando-se a esta última igualdade, a propri-
edade provada no item 2 e considerando-se ainda o fato de Π→∞,n(∅) = ∅, conclui-se
que Π→∞,n(

⋃X ) =
⋃{Π→∞,n(x) |x ∈ X}. Portanto Π→∞,n é linear.�

Proposição 6.6 Considere as projeções Π→∞,n, Π←∞,n e as imersões π→∞,n, π←∞,n, respec-
tivamente apresentadas nas Definições 6.7 e 6.8. As seguintes condições são satisfeitas:

1. Π→∞,n ◦ π→∞,n = Dn and π→∞,n ◦Π→∞,n ⊆ D→∞, e

2. Π←∞,n ◦ π←∞,n = Dn and π←∞,n ◦Π←∞,n ⊆ D←∞,

Portanto, (D→∞, Dn) e (D←∞, Dn) são pares-projeção na categoria CospLin.
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6.3.3 Cone Limite (D→∞ , Π→∞,n : D
→∞ → Dn)

As próximas definições levam em conta as imersões π→
n,∞ : Dn → D→∞ e as projeções

Π→∞,n : D
→∞ → Dn apresentadas nas Definições 6.7 e 6.8.

Definição 6.9 O diagrama K→, representado por

D0

Π→
1←− D1 ←− . . . ←− Dn

Π→
n+1←− Dn+1 ←− . . .

é definido pela famı́lia de subespaços coerentes {Dn}n∈ω e pelas projeções Π→
n : Dn+1 → Dn

apresentadas na Definição 5.7, de tal forma que para todo wn+1 ∈ Dn+1 existe wn ∈ Dn

e Π→
n (wn+1) = wn.

Neste sentido, o diagrama K→ determina seqüências {wn}n∈ω de subconjuntos coe-
rentes wn ∈ Dn tal que Π→

n (wn+1) = wn.
Como conseqüência, cada seqüência {wn}n∈ω também determina outra seqüência

{xn}n∈ω ⊆ D
→∞ de aproximações finitas do conjunto coerente x, ou seja x =

⋃↑
n∈ω xn,

onde, para cada subconjunto coerente xn existe wn ∈ Dn tal que Π→∞,n(xn) = wn. Mais
detalhadamente, pela Definição 6.8, wn = Π→

n (xn) ⇔ π→
n,∞(wn) ⊆ xn ⊆ x, garantindo

que uma das seguintes condições, é sempre satisfeita

1. π→
n,∞(wn) = {a:00 | a ∈ Dn} ⊆ xn ⊆ x, ou

2. π→
n,∞(wn) = {a:001 | a ∈ Dn} ⊆ xn ⊆ x, ou

3. π→
n,∞(xn) = {a:002 | a ∈ Dn} ⊆ xn ⊆ x.

Portanto, a partir da seqüência {wn}n∈ω, define-se a seqüência {xn}n∈ω, cujos sub-
conjuntos coerentes determinam um novo objeto x ∈ D→∞, dado por

x =
⋃↑

n∈ω{xn} ⇔ x0 ⊆ x1 ⊆ . . . ⊆ xn ⊆ . . . ⊆ x e Π→∞,n(xn) = wn.

A seguir, define-se o limite inverso para o diagrama K→ que assegura interpretação
para todos os processos, incluindo os processos seqüenciais infinitos no sentido tempo-
ral, mas que são executados a partir de um instante t0. As exemplificações 6.1 e 6.4,
apresentadas no final deste caṕıtulo, ilustram este caso.

Proposição 6.7 Considere a famı́lia de projeções Π→∞,n : D→∞ → Dn, apresentada na
Definição 6.8. O par D

→ ≡ (D→∞, Π→∞,n : D
→∞ → Dn) constitui-se num cone limite para

o diagrama K→ apresentado na Definição 6.9.

Demonstração. Considere os espaços coerentes Dn e D→∞ e as funções lineares Π→∞,n :
D→∞ → Dn e Π→

n : Dn+1 → Dn apresentadas nas Definições 6.8 e 5.7, respectivamente.

1. Mostra-se primeiramente que Π→∞,n = Π→
n+1,n ◦ Π→∞,n+1, ou seja, satisfaz a comuta-

tividade do diagrama

De fato, seja x =
⋃↑

i∈ω{xi} ∈ D→∞. Tem-se que

Π→
n+1,n ◦Π→

∞,n+1 (x) = (Π→
n+1,n ◦Π→

∞,n+1) (∪↑
n∈ω{xn})

= ∪↑
n∈ω{(Π→

n+1,n ◦Π→
∞,n+1) (xn)}

= ∪↑
n∈ω{Π→

n+1,n(wn+1)} = ∪↑
n∈ω{wn}

= ∪↑
n∈ω{Π→

∞,n(xn)} = Π→
∞,n(Π→

∞,n{xn})
Logo Π→

n+1,n ◦Π→∞,n+1 (x) = Π→∞,n(x), o que completa esta parte da demonstração.
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D n+1

Dω

Π ω ,n Π ω ,n+1

D
n Π n+1

2. Para finalizar, deve-se mostrar que o cone (D∞, Π→∞,n : D∞ → Dn) é um limite
para os demais cones em relação ao diagrama K→. Para tal, considere um outro
cone (Y, fn : Y → Dn) para o diagrama K→. Seja h : Y → D→∞ definida pela
expressão h(y) =

⋃↑
i∈ω{a:θ |a ∈ fn(y)}. É facil verificar que h ∈ MorCospLin e que

Π→∞,n ◦ h = hn, ou seja, h verifica a comutatividade do diagrama

Dn+1

Dω

Π ω ,n Π ω ,n+1

Dn
Π n+1

Y

h
n

h
n+1

h

Mostra-se a seguir que h é única. Suponha g : Y → D∞ que também verifica
a comutatividade do último diagrama, ou seja, Π→∞,n ◦ g = fn, mas tal que existe
y ∈ Y e g(y) �= f(y). Neste caso, tem-se que (Π→∞,n◦g) (y) �= (Π→∞,n◦f)(y) Supondo
g(y) =

⋃↑
i∈ω{xi} e h(y) =

⋃↑
i∈ω{x′

i}, tem-se que

Π→∞,n(
⋃↑

i∈ω{xi}) = Π→∞,n(
⋃↑

i∈ω{x′
i})

Aplicando a definição de Π→∞,n, resulta
⋃↑

i∈ω{Π→∞,n(xi)} =
⋃↑

i∈ω{Π→∞,n(x′
i)}. Con-

siderando a função π→
n,∞ apresentada na Definição 6.7 e a Proposição 6.5, tem-

se que π→
n,∞(

⋃↑
i∈ω{Π→∞,n(xi)}) = π→

n,∞(
⋃↑

i∈ω{Π→∞,n(x′
i)}) Portanto,

⋃↑
i∈ω{(xi)} =⋃↑

i∈ω(x′
i)} ⇔ g(y) = f(y), ∀y ∈ Y.

Demonstrou-se assim que o par (D∞, Π∞,n : D∞ → Dn) constitui-se num cone limite para
o diagrama K→. �

6.3.4 Cone Limite (D←∞ , Π←∞,n : D←∞ → Dn)

A seguir, define-se o limite inverso para o diagrama K← que assegura interpretação
para todos os processos, incluindo os processos seqüenciais infinitos no sentido temporal,
mas que são executados antes de um instante t0. Tais processos seqüenciais infinitos
não possuem um começo mas certamente terminam no instante t−1. Este é o caso da
exemplificação 6.5, já apresentada neste caṕıtulo.
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Definição 6.10 O diagrama K←, representado por

D0

Π←
0←− D1 ←− . . . ←− Dn

Π←
n←− Dn+1 ←− . . .

é definido pela famı́lia de subespaços coerentes {Dn}n∈ω e pelas projeções Π←
n : Dn+1 → Dn

apresentadas na Definição 5.7, de tal forma que para todo wn+1 ∈ Dn+1 existe wn ∈ Dn

e Π←
n (wn+1) = wn.

Neste sentido, o diagrama K← determina seqüências {wn}n∈ω de subconjuntos coe-
rentes wn ∈ Dn tal que Π←n(wn+1) = wn.

Como conseqüência, cada seqüência {wn}n∈ω também determina outra seqüência
{xn}n∈ω ⊆ D∞ de aproximações finitas do conjunto coerente x, ou seja x =

⋃↑
n∈ω xn,

onde, para cada subconjunto coerente xn existe wn ∈ Dn tal que Π←
n,∞(xn) = wn. Mais

detalhadamente, pela Definição 6.8,

wn = Π←
n (xn) ⇔ π←

n,∞(wn) ⊆ xn ⊆ x,

garantindo que uma das seguintes condições é sempre satisfeita

1. π
(00)
n,∞(wn) = {a:00 |a ∈ Dn} ⊆ xn ⊆ x, ou

2. π
(011)
n,∞ (wn) = {a:011 |a ∈ Dn} ⊆ xn ⊆ x, ou

3. π
(012)
n,∞ (xn) = {a:012 |a ∈ Dn} ⊆ xn ⊆ x.

Portanto, a partir da seqüência {wn}n∈ω, define-se a seqüência {xn}n∈ω, cujos sub-
conjuntos coerentes determinam um novo objeto x ∈ D∞, dado por

x =
⋃↑

n∈ω{xn} ⇔ x0 ⊆ x1 ⊆ . . . ⊆ xn ⊆ . . . ⊆ x e Π←∞,n(xn) = wn.

A seguir, define-se o limite inverso para o diagrama K←.

Proposição 6.8 Considere a famı́lia de projeções Π←∞,n : D
→∞ → Dn, apresentada na

Definição 6.8. O par D← ≡ (D←∞, Π←∞,n : D←∞ → Dn) constitui-se num cone limite para
o diagrama K← apresentado na Definição 6.10.

Proposição 6.9 Considere os cones D→ ≡ (D→∞, Π→∞,n : D→∞ → Dn) e D← ≡
(D←∞, Π←∞,n : D

←∞ → Dn), apresentados nas Seções 6.3.3 e 6.3.4. A função linear
HD→∞, D←∞ : D→∞ → D←∞ definida pela expressão

HD→∞, D←∞(x) =

⎧⎨⎩
x, se x ∈ P

→∞,
{a:011 |a:001 ∈ x}, se x ∈ P→∞

∏
P→∞,

{a:012 |a:002 ∈ x}, , se x ∈ B
∏

P→∞
∏

P→∞.

é um isomorfismo em CospLin.

6.4 Espaço Coerente D↔
∞

De acordo com as Definições 6.1 e 6.3, considera-se aqui o espaço coerente

D
↔∞ = P

↔∞
∐

(P↔∞
∏

P↔∞)
∐

(P↔∞
∏

B
P
↔∞) , onde P

↔∞ = D
↔∞

∐
D↔∞

∐
D↔∞

⊥.

Os objetos em D
↔∞ interpretam além de todos os processos finitos em P, também

aqueles processos resultantes da composição infinita dos operadores produto seqüencial e
soma determińıstica, para os quais não se conhece o instante inicial e nem o instante final
de sua execução. Entretanto, considerando a construção indutiva de D

↔∞, é posśıvel deter-
minar os processos parciais que serão executados nos instantes t−1 e t0. Assim também,
todos os outros processos executados em instantes ou intervalos de tempo que precedem
t−1 ou sucedem t0 também podem ser determinados.
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6.4.1 Imersões π↔
n,∞ : Dn → D

↔∞

As imersões π↔
n,∞ : Dn → D↔∞ interpretam a construção por infixo de processos, e

serão definidas pela união das imagens referentes às funções π�
n,∞ e π�

n,∞, conforme pode
ser verificado logo a seguir.

Para tal, considera-se a notação

γ
(0)
n ≡ γ

(n)
n [Pn], γ

(1)
n ≡ γ

(1)
n [Pn

∏
Pn], γ

(2)
n ≡ γ

(2)
n [B

∏
Pn

∏
Pn].

Definição 6.11 Seja o indexador θ ∈ {00, 001, 002, 011, 012}. Considere os espaços co-
erentes Dn e D↔∞ apresentadas na Definição 5.4 e 5.1 como também as funções π

(θ)
n,∞ :

Dn+1 → D∞ na Definição 6.5 e as imersões e projeções em 5.2, 5.1.
Define-se a função imersão π�

n,∞ : Dn → D↔∞ pela expressão

π�
n,∞(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(00)
n,∞(x), se x ∈ γ

(1)
n ,

(γ(1)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n ))(x) × {(: 011; 001)}, sex ∈ γ

(1)
n ,

(γ(2)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(2)
n ))(x) × {(: 012; 002)}, sex ∈ γ

(2)
n ,

∅, caso contrário.

Da mesma forma π�
n,∞ : Dn → D↔∞ é definida pela expressão

π�
n,∞(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(00)
n,∞(x) se x ∈ γ

(0)
n ,

(γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ))(x) × {(: 001; 011)}, se x ∈ γ

(1)
n ,

(γ(2)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(2)
n ))(x) × {(: 002; 012)}, se x ∈ γ

(2)
n ,

∅ caso contrário.

Se n = 0 então π�
0,∞ = π�

0,∞ = π
(00)
0,∞ = {a:00 |a ∈ x}.

Considerando-se a Definição 6.11, seguem-se as igualdades.

1. se x ∈ γ
(0)
n [Pn], π�

n,∞(x) = π�
n∞(x) = {a:00 |a ∈ x, a ∈ Dn+1};

2. se x ∈ γ
(1)
n [Pn

∏
Pn] ≡ γ

(1)
n , então

π�
n+1,∞(x) = (π(011)

n+1,∞ ◦ (γ(1)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n ))(x) × {(001)} e

π�
n+1,∞(x) = (π(001)

n+1,∞ ◦ (γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ))(x) × {(011)};

3. se x ∈ γ
(2)
n [B

∏
Pn

∏
Pn] ≡ γ

(2)
n , tem-se

π�
n+1,∞(x) = (π(012)

n+1,∞ ◦ (γ(2)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(2)
n ))(x) × {(002)} e

π�
n+1,∞(x) = (π(002)

n+1,∞ ◦ (γ(2)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(2)
n ))(x) × {(002)}.

Definição 6.12 Considere os espaços coerentes Dn, D↔∞ e as imersões π�
n+1,∞, π�

n,∞ :
Dn → D↔∞ apresentadas na Definição 6.11. A função estrita π↔

n,∞ : Dn → D∞ é definida
pela expressão

π↔(x) = π←
n,∞(x)

⋃
π→

n,∞(x).

Proposição 6.10 Considere os espaços coerentes Dn, Dn+1 e D∞. As funções π�
n,∞,

π�
n,∞, π↔

n,∞ : Dn → D↔∞ apresentadas nas Definições 6.11 e 6.12 são morfismos na categoria
CospLin.

Aplicações das imersões π↔
n,∞ : Dn → D↔∞, apresentadas na Definição 6.12, sobre

conjuntos coerentes unitários, podem ser visualizadas na Figura 6.8.
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FIGURA 6.8 - Representações de Interpretações em π↔
n,∞[Dn]

6.4.2 Projeções Π↔∞,n

Os objetos na imagem das projeções Π↔∞,n : D
↔∞ → Dn são definidos como a união

dos subconjuntos coerentes em Π�∞,n[Dn] e Π�∞,n[Dn]. Portanto, primeiramente apresenta-
se a definição das funções Π�∞,n e Π�∞,n e as correspondentes proposições que asseguram
sua linearidade.

Definição 6.13 Considere os espaços coerentes Dn, Dn
∏

Dn e B
∏

Dn
∏

Dn e as imersões
γ

(β)
n e πn,∞ respectivamente apresentados na Proposição 5.1 e na Definição 6.12, sendo

β ∈ {0, 1, 2}. Considere também x =
⋃↑

i∈ω{xi} ∈ D∞ onde cada xi ∈ Dc∞ é uma apro-
ximação finita de x.
A função Π�∞,n : D↔∞ → Dn é definida por Π�∞,n(x) =

⋃↑
i∈ω Π�∞,n (xi), sendo

Π�
∞,n+1(xi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
{a |a:00 ∈ xi e a ∈ Dn+1}, se xi ∈ (π�

n+1,∞ ◦ γ
(0)
n ),

{a |a:011;001 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(001)}, se xi ∈ (π�
n+1,∞ ◦ γ

(1)
n ),

{a |a:012;002 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(002)}, se xi ∈ (π�
n+1,∞ ◦ γ

(2)
n ),

∅, caso contrário.

Da mesma forma, Π�∞,n : D↔∞ → Dn, Π�∞,n(x) =
⋃↑

i∈ω Π	∞,n (xi), e

Π�
∞,n+1(xi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
{a |a:00 ∈ xi e a ∈ Dn+1}, se xi ∈ (π�

n+1,∞ ◦ γ
(0)
n ),

{a |a:001;011 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(011)}, se xi ∈ (π�
n+1,∞ ◦ γ

(1)
n ),

{a |a:002;012 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(012)}, se xi ∈ (π�
n+1,∞ ◦ γ

(2)
n ),

∅, caso contrário.
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Em ambas definições, se n = 0 tem-se

Π�
∞,0(xi) = Π�

∞,0(xi) =

{
{d(k)} se x = {d(k)

:00},
∅, caso contrário.

Proposição 6.11 As projeções estritas Π�∞,n , Π�∞,n : D
↔∞ → Dn apresentadas na

Definição 6.13 são morfismos na categoria CospLin.

Demonstração. Apresenta-se a demonstração de que Π�∞,n são morfismos CospLin, ou
seja, tais projeções Π�∞,n são funções monótonas, cont́ınuas, estáveis e lineares. O mesmo
pode ser provado para as projeções Π�∞,n. O caso em que n = 0 é trivial. Considera-se
então n ∈ ω mas n �= 0.

1. Demonstra-se primeiramente que Π�
∞,n+1 é monótona. Para tal, suponha {xi}i∈ω,

{x′
i}i∈ω famı́lias dirigidas de subconjuntos coerentes e finitos tais que

x =
⋃↑

i∈ω{xi} ⊆
⋃↑

i∈ω{x′
i} = x′.

Considerando-se o fecho inferior de x′ ∈ D∞, para todo x′
i existe xi e xi ⊆ x′

i, logo
uma das seguintes condições é satisfeita

(a) se xi, x
′
i ∈ (πn+1,∞ ◦ γ

(0)
n )[Pn], {a |a:00 ∈ xi e a ∈ Dn+1} ⊆ {a |a:00 ∈

x′
i e a ∈ Dn+1};

(b) se xi, x
′
i ∈ (πn+1,∞ ◦ γ

(1)
n )[Pn

∏
Pn], {a |a:001;011 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(001)} ⊆

{a |a:001;011 ∈ x′
i e a ∈ Dn} × {(001)};

(c) se xi, x
′
i ∈ (πn+1,∞◦γ(2)

n )[B
∏

Pn
∏

Pn], {a |a:012;002 ∈ xi e a ∈ Dn}×{(002)}
⊆ {a |a:012;002 ∈ x′

i e a ∈ Dn} × {(002)};
(d) caso contrário, é imediato que ∅ ⊆ ∅.

Logo, Π�
∞,n+1(x) ⊆ Π�

∞,n+1(x
′).

2. A seguir, verifica-se a continuidade de Π�
∞,n+1. Seja X �= ∅ uma famı́lia dirigida,

X ⊆ D∞. Para quaisquer x =
⋃↑

i∈ω{xi}, x′ =
⋃↑

i∈ω{x′
i} em X , tem-se que x ∪ x′ ∈

X . Pela monotonicidade comprovada no ı́tem anterior, Π�
∞,n+1(x) ⊆ π�

∞,n+1(x ∪
x′) e Π�

∞,n+1(x
′) ⊆ Π�

∞,n+1(x ∪ x′). Portanto a famı́lia {Π�
∞,n+1(X )} ⊆ Dn+1

é dirigida. Considerando-se que Dn+1 é fechado para uniões dirigidas tem-se que⋃↑{Π�
∞,n+1(X )}i∈ω ∈ Dn+1.

Nos próximos casos, aplica-se a função Π�
∞,n+1, tomando-se

⋃X como argumento.

(a) Se ∀x ∈ ⋃X , x ∈ (πn+1,∞ ◦ γ
(0)
n ) [Pn],

⋃X ∈ (πn+1,∞ ◦ γ
(0)
n ) [Pn], então

Π�
∞,n+1(

⋃X ) =
⋃

[{a |a:00 ∈ x ⊆ X ea ∈ Dn+1}];
(b) Se ∀x ∈ X , x ∈ (πn+1,∞ ◦ γ

(1)
n ) [Pn

∏
Pn], então

Π�
∞,n+1(

⋃X ) =
⋃

[{a |a:011;001 ∈ x ⊆ X e a ∈ Dn} × {(001)}];
(c) Se ∀x ∈ X , x ∈ (δn+1,∞ ◦ γ

(2)
n ) [B

∏
Pn

∏
Pn], então

Π�
∞,n+1(

⋃X ) =
⋃

[{a |a:012;002 ∈ x ⊆ X e a ∈ Dn} × {(002)}];
(d) Caso contrário, é imediato que ∅ = Π�

∞,n+1(∅).
Em todos os casos, Π�

∞,n+1(
⋃X ) =

⋃{Π�
∞,n+1(x) |x ∈ X}. Portanto Π�

∞,n+1 é
monótona e satisfaz a continuidade, o que completa a demonstração de que esta
função é cont́ınua.
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3. Mostra-se agora que Π�
∞,n+1 satisfaz a propriedade da estabilidade. Suponha que

x, x′ ∈ D∞ tais que x
⋃

x′ ∈ D∞. Neste caso, seja x′′ = x
⋂

x′ =
⋃↑{x′′

i }i∈ω onde
x′′

i = xi
⋂

x′
i, ∀i ∈ ω.

(a) Se x, x′ ∈ (Πn+1,∞ ◦ γ
(0)
n )[Pn], x′′ = x

⋂
x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ

(0)
n )[Pn], logo

Π�
∞,n+1(x

⋂
x′) = {a |a:00 ∈ (x

⋂
x′)} = {a |a:00 ∈ x}⋂{a |a:00 ∈ x′}; sem-

pre que a ∈ Dn+1.

(b) Se x, x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ
(1)
n )[Pn], x′′ = x

⋂
x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ

(1)
n )[Pn], então

Π�
∞,n+1(x

⋂
x′) = {a |a:011;001 ∈ x} × {(001)}⋂{a |a:011;001 ∈ x′} × {(001)};

(c) Se x, x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ
(2)
n )[Pn], x′′ = x

⋂
x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ

(2)
n )[Pn], então

Π�
∞,n+1(x

⋂
x′) = {a |a:012;002 ∈ x} × {(002)}⋂{a |a:012;002 ∈ x′} × {(002)};

(d) Caso contrário, Π�
∞,n+1(x

⋂
x′) = ∅ = Π�

∞,n+1(x) = Π�
∞,n+1(x

′).

Mostrou-se que em todos os casos, Π�∞,n(x
⋂

x′) = Π�
∞,n+1(x)

⋂
Π�

∞,n+1(x
′). Assim,

Π�
∞,n+1 é cont́ınua e verifica a propriedade da estabilidade, logo é uma função estável.

4. Para concluir, deve-se mostrar que Π�
∞,n+1 satisfaz a propriedade da linearidade.

Seja X ⊆ D∞ tal que, para quaisquer x, x′ ∈ X , x
⋃

x′ ∈ D∞. Tomando-se x
⋃

x′

como argumento para aplicação de Π�
∞,n+1, tem-se os seguintes casos

(a) Se x, x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ
(0)
n )[Pn], x′′ = x

⋃
x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ

(0)
n )[Pn], logo

Π�
∞,n+1(x

⋃
x′) = {a |a:00 ∈ (x

⋃
x′)} = {a |a:00 ∈ x}⋃{a |a:00 ∈ x′} ,

sempre que a ∈ Dn;

(b) Se x, x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ
(1)
n )[Pn], x′′ = x

⋃
x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ

(1)
n )[Pn], então

Π�
∞,n+1(x

⋃
x′) = {a |a:011;001 ∈ x} × {(001)}⋃{a |a:011;001 ∈ x′} × {(001)};

(c) Se x, x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ
(2)
n )[Pn], x′′ = x

⋃
x′ ∈ (δn+1,∞ ◦ γ

(2)
n )[Pn], então

Π�
∞,n+1(x

⋃
x′) = {a |a:012;002 ∈ x} × {(002)}⋃{a |a:012;002 ∈ x′} × {(002)};

(d) Caso contrário, Π�
∞,n+1(x

⋃
x′) = ∅ = Π�

∞,n+1(x) = Π�
∞,n+1(x

′).

Acrescentando-se a esta última igualdade, a propriedade demonstrada no item 2 e
o fato de Π�

∞,n+1(∅) = ∅, tem-se que Π�
∞,n+1(

⋃X ) =
⋃{Π�

∞,n+1(x) |x ∈ X}. Por-
tanto Π�

∞,n+1 é linear.�

Definição 6.14 Considere os espaços coerentes D∞ e Dn e as projeções Π�
n,∞, Π�

n,∞ :
D
↔∞ → Dn apresentadas na Definição 6.13. Considere também x ∈ D∞ como o supremo

de um conjunto dirigido de aproximações finitas, x =
⋃↑

i∈ω{xi}.
A função estrita Π↔∞,n : D∞ → Dn associa todo conjunto coerente x ao conjunto

coerente Π↔∞,n(x) ∈ Dn definido pela união

Π↔∞,n(x) = (Π�∞,n

⋃
Π�∞,n) (x),

Neste caso, pela Definição 6.13 tem-se

Π↔∞,n(x) =
⋃↑

i∈ω ( (Π�∞,n

⋃
Π�∞,n) (xi) =

⋃↑
i∈ω Π↔∞,n(xi).

Em particular, Π↔∞,n(∅) = ∅.

Proposição 6.12 Considere os espaços coerentes D∞ e Dn, a seqüência {zn}n∈ω ⊆
(Dn), com zn = Πn(zn+1), apresentada na Definição 6.15 e as projeções Π↔∞,n : D∞ →
Dn apresentadas na Definição 6.14. Para cada x =

⋃↑
i∈ω{(xi)} a seguinte condição é

satisfeita
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Π↔∞,n (x) =
⋃↑

i∈ω{Π↔∞,n(xi)} = zn.

Demonstração. Considerando-se {xi}i∈ω ⊆ π↔
i,∞[Di] e os resultados da Proposição

6.1, é imediato que zn = Π↔∞,n(xn) ⊆ ⋃↑
i∈ω{Π↔∞,n(xi)}. Para mostrar a volta, suponha

primeiramente que i ≥ n, então

Π↔
∞,n(xi) = Π↔

i,n ◦Π↔
∞,i(xi) = Π↔

i,n(zi) = zn. (6.1)

Agora, se i ≤ n tem-se que

Π↔
∞,n(xi) = δi,n ◦Π↔

∞,i(xi) = δi,n(zi) ⊆ zn. (6.2)

Logo, por (6.1) e (6.2) conclui-se que Π↔∞,n(xi) ⊆ zn. Assim também
⋃↑

i∈ω{Π↔∞,n(xi)} ⊆
zn. Portanto Π↔∞,n (xn) = zn =

⋃↑
i∈ω{Π↔∞,n(xi)}, o que completa a prova. �

Como conseqüência da Proposição 6.12 segue o corolário.

Corolário 6.1 Considere a seqüência {zn}n∈ω apresentada na Definição 6.15. Se x =⋃↑
i∈ω xi ∈ D∞ então

Π↔∞,n(x) = Π↔∞,n(xn) = Π↔∞,n(xm) = zn, sempre que m ≥ n.

Proposição 6.13 As funções Π↔∞,n : D∞ → Dn, apresentadas na Definição 6.14, constituem-
se em morfismos da categoria CospLin.

Demonstração. Conseqüência da Proposição 6.11.

6.4.3 Cone Limite (D↔∞, Π↔∞,n : D↔∞ → Dn).

Definição 6.15 Considere as projeções Π↔
n : Dn+1 → Dn e as imersões π↔

n+1,∞ :
Dn+1 → D↔∞ definidas em 5.11 e 6.12. O diagrama K↔, representado por

D0

Π↔
0←− D1 ←− . . . ←− Dn

Π↔
n←− Dn+1 ←− . . .

é definido pela famı́lia de espaços coerentes {Dn}n∈ω ⊆ ObCospLin e pela famı́lia de mor-
fismos Π↔

n+1,n : Dn+1 → Dn ⊆ MorCospLin, indutivamente definidos em 5.10.
A partir do diagrama K↔, define-se a seqüência {zn}n∈ω de subconjuntos coerentes

tal que zn ∈ Dn e Π↔
n (zn+1) = zn,

z0

Π↔
0←− z1 ←− . . . ←− zn

Π↔
n←− zn+1 ←− . . .

Pela Definição 6.15, para cada elemento zn+1 ∈ Dn+1 da seqüência {zn}n∈ω, existe
sempre zn ∈ Dn, tal que Π↔

n (zn+1) = zn. Portanto, se α, β ∈ {0, 1, 2}, uma das seguintes
condições será satisfeita

1. π
(α0)
n (zn) = zn+1;

2. ((π(α01)
n+1 ◦ (γ(1)

n ◦ψ
(1)
n )◦ (Ψ(0)

n ◦Γ(1)
n ))

⋃
(π(β11)

n+1 ◦ (γ(1)
n ◦ψ

(0)
n )◦ (Ψ(1)

n ◦Γ(1)
n ))(zn) ⊆ zn+1;

3. ((π(α02)
n+1 ◦ (γ(2)

n ◦ψ
(1)
n )◦ (Ψ(0)

n ◦Γ(2)
n ))

⋃
(π(β12)

n+1 ◦ (γ(2)
n ◦ψ

(0)
n )◦ (Ψ(1)

n ◦Γ(2)
n ))(zn) ⊆ zn+1.

Simplificando a notação, cada zn = Π↔
n (zn+1) determina z′n, z′′n, w′

n, w′′
n em Dn,

definidos pelas expressões
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• (γ(1)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n )(zn) = z′n e (γ(1)

n ◦ ψ
(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n )(zn) = z′′n,

• (γ(2)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(2)
n )(zn) = w′

n e (γ(2)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(2)
n )(zn) = w′′

n,

tais que, uma das seguintes condições é sempre satisfeita

1. {a:00 |a ∈ zn} = zn+1;

2. π
(α01)
n (zn)

⋃
π

(β11)
n (z′n) ⊆ zn+1;

3. π
(α02)
n (zn)

⋃
π

(β12)
n (z′n) ⊆ zn+1.

Como conseqüência, define-se logo a seguir a seqüência {xn}n∈ω ⊆ D∞ de apro-
ximações finitas do conjunto coerente x, onde a projeção de cada subconjunto coerente
xn corresponde a um elemento da seqüência {zn}n∈ω. Mais detalhadamente, uma das
seguintes condições é sempre satisfeita

1. xn+1 = {a:00 |a ∈ zn+1}, ou

2. z′n × {: 011; 001}⋃
z′′n × {: 001; 011} ⊆ xn+1, ou ainda

3. w′
n × {: 012; 002}⋃

w′′
n × {: 012; 012} ⊆ xn+1.

Definição 6.16 Considere as imersões π↔
n,∞ : Dn → D↔∞ apresentadas na Definição 6.12

como também a seqüência {zn}n∈ω de subconjuntos coerentes apresentada na Definição
6.15, tal que zn ∈ Dn e Π↔

n (zn+1) = zn. Define-se então a seqüência {xn}n∈ω ⊆ D↔∞,

x0 ⊆ x1 ⊆ . . . ⊆ xn ⊆ . . . xn sempre que Π↔∞,n(x)n = (zn).

Neste caso, os subconjuntos coerentes da seqüência {xn}n∈ω determinam um novo objeto
x ∈ D∞, dado pela expressão

x =
⋃↑

n∈ω{xn} ⇔ x0 ⊆ x1 ⊆ . . . ⊆ xn ⊆ . . . ⊂ x

Cada xn é uma aproximação finita de x onde Π↔∞,n (xn) = zn e π↔
n,∞(zn) ⊆ xn.

A seguir define-se os limites inversos para o diagrama K↔ que asseguram inter-
pretação para todos os processos em P, incluindo produtos seqüenciais que não possuem
os instantes inicial e final, quando de sua execução. Além destes, também são interpretadas
as correspondentes somas determińısticas, infinitas no sentido temporal.

Proposição 6.14 Considere a função Π↔∞,n : D↔∞ → Dn, apresentada na Definição 6.14.
O par D↔∞ ≡ (D↔∞, ∞,n : D

↔∞ → Dn) constitui-se num cone limite para o diagrama K↔

D0

Π↔
1←− D1 ←− . . . ←− Dn

Π↔
n+1←− Dn+1 ←− . . .

apresentado na Definição 6.15.

Demonstração. Considere os espaços coerentes Dn e D↔∞ e as funções lineares Π↔∞,n : D↔∞ →
Dn e Π↔

n+1,n : Dn+1 → Dn apresentadas nas Definições 6.14 e 5.10, respectivamente.

1. Mostra-se que Π↔∞,n = Π↔
n+1,n ◦Π↔∞,n+1. Para tal, considere as seqüências

� {zn}n∈ω de subconjuntos coerentes tal que zn ∈ Dn e Π↔
n (zn+1) = zn, e

� {xn}n∈ω ∈ D↔∞, xn = Π↔
n,∞(zn),

apresentadas nas Definições 6.15 e 6.16, respectivamente. Pela proposição 6.12,

(Π↔
n+1 ◦Π↔

∞,n+1) (x) = (Π↔
n+1(Π

↔
∞,n+1 (x)) = Π↔

n+1(zn+1) = zn = Π↔
∞,n(x).

Logo Π↔
n+1 ◦Π↔∞,n+1 (x) =

⋃↑
i∈ω{Π↔∞,n(xi)} = Π↔∞,n(x), ou seja, a comutatividade

do próximo diagrama é satisfeita.
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Dn+1

Dω

Π ω ,n Π ω ,n+1

Dn Π n+1

2. Para completar a prova, deve-se mostrar que o cone (D↔∞, Π↔∞,n : D↔∞ → Dn) é
um limite para os demais cones em relação ao diagrama K↔. Para tal, considere
um outro cone (Y, fn : Y → Dn) para o diagrama K. Seja h : Y → D↔∞ definida
pela expressão h(y) = π↔

n,∞ ◦ fn(y). Considerando-se que h é definida como uma
composta entre funções lineares, é facil verificar que h ∈ MorCospLin e que Π↔∞,n◦h =
fn, ou seja, h verifica a comutatividade do diagrama

Dn+1

Dω

Π ω ,n
Π ω ,n+1

Dn

Π n+1

Y

fn fn+1

h

Mostra-se a seguir que h é única. Suponha h′ : Y → D↔∞ que também verifica a
comutatividade do último diagrama, ou seja, Π↔∞,n ◦ h′ = fn, mas tal que existe
y ∈ Y e h(y) = x �= h′(y) = x′. Analisam-se as situações abaixo.

(a) Suponha (Π↔∞,n ◦ h) (y) = (Π↔∞,n ◦ h′)(y). Neste caso, considerando-se que
Π↔∞,n é um epimorfismo, tem-se

⋃↑
n∈ω π↔

n,∞(zn) = x ⊂ x′. Entretanto, por
hipótese, o par (Y, fn) é um cone para o diagrama K, logo existe zi ∈ {zn}, tal
que π↔

n,∞(zi) = x′. Portanto, não existe
⋃↑

n∈ω{zn}.
(b) Na outra situação, (Π↔∞,n ◦ h′) (y) �= (Π↔∞,n ◦ h)(y) o que leva a concluir que

hn não está bem definida, pois Π↔∞,n ◦ h′ = fn = Π↔∞,n ◦ h.

Portanto, como as situações acimas levam a contradições, h(y) = h′(y), ∀y ∈ Y.

Mostrou-se que o par (D↔∞, Π↔∞,n : D↔∞ → Dn) constitui-se num cone limite para o dia-
grama K↔. �

As próximas proposições formalizam as relações entre os cones já apresentados.

Definição 6.17 Considere os cones (D→∞, Π→∞,n : D→∞ → Dn) e (D↔∞, Π↔∞,n : D↔∞ → Dn)
apresentados nas Seções 6.3.3 e 6.4.3. Se x =

⋃↑{xi}, sempre que xi ∈ π↔
n,∞[Dn], a

função HD↔∞,D→∞ : D↔∞ → D→∞ é definida pela expressão
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HD↔∞,D→∞ (x) =
⋃↑ HD↔∞,D→∞(xi), onde

HD↔∞,D→∞ (xi) =

⎧⎪⎨⎪⎩
xi, sexi ∈ (π↔

n,∞ ◦ γ
(0)
n−1)[Pn−1],

{a:001 |a:001;011 ∈ xi}, sexi ∈ (π↔
n,∞ ◦ γ

(1)
n−1)[Pn−1

∏
Pn−1],

{a:002 |a:002;012 ∈ xi}, sexi ∈ (π↔
n,∞ ◦ γ

(2)
n−1)[B

∏
Pn−1

∏
Pn−1].

Proposição 6.15 A função HD↔∞,D→∞ : D↔∞ → D→∞ é um epimorfismo em CospLin.

Proposição 6.16 Considere os cones D← ≡ (D←∞, Π←∞,n : D←∞ → Dn) e D↔ ≡
(D↔∞, Π↔∞,n : D

↔∞ → Dn), apresentados nas Seções 6.3.3 e 6.4.3. A função linear
HD↔∞, D←∞ : D↔∞ → D←∞ definida pela expressão

HD↔∞,D←∞ (x) =

⎧⎨⎩
x, sex ∈ P

↔∞,
{a:011 |a:001;011 ∈ x}, sex ∈ P

↔∞
∏

P↔∞,
{a:012 |a:002;012 ∈ x}, sex ∈ B

∏
P↔∞

∏
P↔∞.

é um epimorfismo em CospLin.

6.5 Espaço Coerente D
→←
∞ .

De acordo com as Definições 6.1 e 6.3, considera-se aqui o espaço coerente

D→←∞ = P→←∞
∐

(P→←∞
∏

P→←∞ )
∐

(B
∏

P→←∞
∏

P→←∞ ) ,

onde o subespaço P
→←∞ é a soma direta P→←∞ = D→←∞

∐
D→←∞

∐
D→←∞

⊥.

Os objetos em D
→←∞ interpretam além de todos os processos finitos em P, também

aqueles processos resultantes da composição infinita dos operadores produto seqüencial
e soma determińıstica, para os quais se conhece o instante inicial e o instante final de
sua execução. Entretanto, considerando-se a construção indutiva de D

→←∞ , não é posśıvel
definir um processo cuja execução, a partir do instante inicial, alcance o instante final.
No caso do operador seqüencial, é posśıvel interpretar a aplicação simultânea da conca-
tenação por prefixo e sufixo em P→←∞

∏
P→←∞ . Todavia, a construção por infixo não possui

interpretação em D
→←∞ .

6.5.1 Imersões π→←
n,∞ : Dn → D→←∞

As imersões π→←
n,∞ : Dn → D→←∞ interpretam a construção simultânea por prefixo e

sufixo de processos. Na busca desta interpretação, o subespaço imagem π→←
n,∞ [Dn] é deter-

minado pela união π↪→
n,∞[Dn] e π←↩

n,∞[Dn]. Assim, primeiramente são definidas as funções
π↪→

n,∞, π←↩
n,∞ : Dn → D→←∞ .

Considera-se também a notação

γ
(0)
n ≡ γ

(n)
n [Pn], γ

(1)
n ≡ γ

(1)
n [Pn

∏
Pn], γ

(2)
n ≡ γ

(2)
n [B

∏
Pn

∏
Pn].

Definição 6.18 Considere os espaços coerentes Dn e D→←∞ como também as funções π
(00)
n,∞

apresentadas na Definição 6.5.
Define-se a função imersão π↪→

n,∞ : Dn → D→←∞ pela expressão

π↪→
n+1,∞(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(00)
n,∞(x), se x ∈ γ

(0)
n ,

(γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n ))(x) × {(: 001; 001)}, sex ∈ γ

(1)
n ,

(γ(2)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(2)
n ))(x) × {(: 002; 002)}, sex ∈ γ

(2)
n ,

∅, csao contrário.
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Da mesma forma π←↩
n,∞ : Dn → D

→←∞ é definida pela expressão

π←↩
n+1,∞(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(00)
n,∞(x) se x ∈ γ

(0)
n ,

(γ(1)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ))(x) × {(: 011; 011)}, se x ∈ γ

(1)
n ,

(γ(2)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(2)
n ))(x) × {(: 012; 011)}, se x ∈ γ

(2)
n ,

∅ caso contrário.

Se n = 0 então π↪→
0,∞ = π←↩

0,∞ = π
(00)
0,∞ = {a:00 |a ∈ x}.

Considerando-se as imersões π
(θ)
n,∞, π↪→

n,∞ e π↪→
n,∞ apresentadas nas Definições 6.5 e

6.18, seguem-se as igualdades:

1. se x ∈ γ
(0)
n [Pn], π↪→

n,∞(x) = π←↩
n∞(x) = {a:00 |a ∈ x, a ∈ Dn+1};

2. se x ∈ γ
(1)
n [Pn

∏
Pn] ≡ γ

(1)
n , então

π↪→
n+1,∞(x) = (π(011)

n+1,∞ ◦ (γ(1)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n ))(x) e

π←↩
n+1,∞(x) = (π(001)

n+1,∞ ◦ (γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ))(x);

3. se x ∈ γ
(2)
n [B

∏
Pn

∏
Pn] ≡ γ

(2)
n , tem-se

π↪→
n+1,∞(x) = (π(012)

n+1,∞ ◦ (γ(2)
n ◦ ψ

(1)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(2)
n ))(x) e

π←↩
n+1,∞(x) = (π(002)

n+1,∞ ◦ (γ(2)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(2)
n ))(x).

Definição 6.19 Considere os espaços coerentes Dn, D→←∞ e as imersões π↪→
n+1,∞, π←↩

n,∞ :
Dn → D→←∞ apresentadas na Definição 6.18. A função estrita π→←

n,∞ : Dn → D→←∞ é
definida pela expressão

π→←
n,∞ (x) = π↪→

n,∞(x)
⋃

π←↩
n,∞(x).

Proposição 6.17 Considere os espaços coerentes Dn, e D→←∞ . As funções π↪→
n,∞, π←↩

n,∞,
π→←

n,∞ : Dn → D
→←∞ apresentadas nas Definições 6.18 e 6.19 são morfismos na categoria

CospLin.

6.5.2 Projeções Π→←∞,n

Os objetos na imagem das projeções Π→←∞,n : D→←∞ → Dn são definidos como a união
dos subconjuntos coerentes em Π↪→∞,n[Dn] e Π←↩∞,n[Dn]. Portanto, as funções Π↪→∞,n e Π←↩∞,n

são apresentadas logo abaixo, seguidas das correspondentes proposições que asseguram
sua linearidade.

Definição 6.20 Considere os espaços coerentes Dn, Dn
∏

Dn e B
∏

Dn
∏

Dn e as imersões
γ

(β)
n e πn,∞ respectivamente apresentados na Proposição 5.1 e na Definição 6.12, sendo

β ∈ {0, 1, 2}. Considere também x =
⋃↑

i∈ω{xi} ∈ D∞ onde cada xi ∈ D
c∞ é uma apro-

ximação finita de x.
A função Π↪→∞,n : D→←∞ → Dn é definida por Π↪→∞,n(x) =

⋃↑
i∈ω Π↪→∞,n (xi), sendo

Π↪→∞,n+1(xi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
{a |a:00 ∈ xi e a ∈ Dn+1}, se xi ∈ (π↪→

n+1,∞ ◦ γ
(0)
n ),

{a |a:001;001 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(001)}, se xi ∈ (π�
n+1,∞ ◦ γ

(1)
n ),

{a |a:002;002 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(002)}, se xi ∈ (π�
n+1,∞ ◦ γ

(2)
n ),

∅, caso contrário.
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FIGURA 6.9 - Representações de Interpretações em π→←
n,∞ [Dn].
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Da mesma forma, Π�∞,n : D
↔∞ → Dn, Π�∞,n(x) =

⋃↑
i∈ω Π	∞,n (xi), e

Π�
∞,n+1(xi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
{a |a:00 ∈ xi e a ∈ Dn+1}, se xi ∈ (π�

n+1,∞ ◦ γ
(0)
n ),

{a |a:011;011 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(011)}, se xi ∈ (π�
n+1,∞ ◦ γ

(1)
n ),

{a |a:012;012 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(012)}, se xi ∈ (π�
n+1,∞ ◦ γ

(2)
n ),

∅, caso contrário.

Em ambas definições, se n = 0 tem-se

Π↪→∞,0(xi) = Π←↩∞,0(xi) =

{
{d(k)} se x = {d(k)

:00},
∅, caso contrário.

Definição 6.21 Considere os espaços coerentes Dn, D→←∞ e as projeções Π↪→
n+1,∞, Π←↩

n,∞ :
D→←∞ → Dn apresentadas na Definição 6.20. A função estrita Π→←

n,∞ : D→←∞ → Dn é
definida pela união

Π→←(x) = Π↪→
n,∞(x)

⋃
Π←↩

n,∞(x).

Proposição 6.18 As projeções estritas Π↪→∞,n , Π←↩∞,n : D
→←∞ → Dn apresentadas nas

Definições 6.20 e 6.21 são morfismos na categoria CospLin.

6.5.3 Cone Limite (D→←∞ , Π→←∞,n : D→←∞ → Dn)

A seguir, define-se o limite inverso para o diagrama K→← que assegura interpretação
para todos os processos, incluindo os processos seqüenciais e somas determińısticas infinitos
no sentido temporal, mas para o qual se pode determinar o instante inicial e o instante
final de sua execução. Entretanto, o tempo entre estes instantes é infinito.

Definição 6.22 O diagrama K→← representado por

D0

Π→←
0←− D1 ←− . . . ←− Dn

Π→←
n←− Dn+1 ←− . . .

é definido pela famı́lia de subespaços coerentes {Dn}n∈ω e pelas projeções Π→←
n : Dn+1 →

Dn apresentadas na Definição 5.7, de tal forma que para todo wn+1 ∈ Dn+1 existe wn ∈ Dn

e Π→←
n (wn+1) = wn.

Pela última definição, o diagrama K→← determina seqüências {wn}n∈ω de subcon-
juntos coerentes wn ∈ Dn tal que Π→←

n (wn+1) = wn.
Como conseqüência, cada seqüência {wn}n∈ω também determina outra seqüência

{xn}n∈ω ⊆ D∞ de aproximações finitas do conjunto coerente x, ou seja x =
⋃↑

n∈ω xn,
onde, para cada subconjunto coerente xn existe wn ∈ Dn tal que Π→←

n,∞ (xn) = wn. Mais
detalhadamente, pela Definição 6.8,

wn = Π→←
n (xn) ⇔ π→←

n,∞ (wn) ⊆ xn ⊆ x,

garantindo que uma das seguintes condições é sempre satisfeita

1. π→←
n,∞ (wn) = {a:00 |a ∈ Dn} ⊆ xn ⊆ x, ou

2. π→←
n,∞ (wn) = ((γ(1)

n ◦ψ
(0)
n )◦ (Ψ(0)

n ◦Γ(1)
n ))(wn) × {(: 001; 001)} ⋃

((γ(1)
n ◦ψ

(1)
n )◦ (Ψ(1)

n ◦
Γ(1)

n ))(wn) × {(: 011; 011)} ⊆ xn ⊆ x, ou

3. π→←
n,∞ (wn) = ((γ(2)

n ◦ψ
(0)
n )◦ (Ψ(0)

n ◦Γ(2)
n ))(wn) × {(: 002; 002)} ⋃

((γ(2)
n ◦ψ

(1)
n )◦ (Ψ(1)

n ◦
Γ(2)

n ))(wn) × {(: 012; 012)} ⊆ xn ⊆ x.
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Portanto, a partir da seqüência {wn}n∈ω, define-se a seqüência {xn}n∈ω, cujos sub-
conjuntos coerentes determinam um novo objeto x ∈ D∞, dado por

x =
⋃↑

n∈ω{xn} ⇔ x0 ⊆ x1 ⊆ . . . ⊆ xn ⊆ . . . ⊆ x e Π→←∞,n (xn) = wn.

A seguir, define-se o limite inverso para o diagrama K→←.

Proposição 6.19 Considere a famı́lia de projeções Π→←∞,n : D→←∞ → Dn, apresentada na
Definição 6.8. O par D→← ≡ (D→←∞ , Π→←∞,n : D→←∞ → Dn) constitui-se num cone limite
para o diagrama K→← apresentado na Definição 6.22.

Demonstração. A construção da demonstração é análoga àquela da Proposição 6.14.

Proposição 6.20 Considere os cones D↔ ≡ (D↔∞, Π↔∞,n : D↔∞ → Dn) e D→← ≡
(D→←∞ , Π→←∞,n : D→←∞ → Dn), apresentados nas Seções 6.4.3 e 6.5.3. A função linear
HD→←∞ ,D↔∞ : D→←∞ → D↔∞ definida por

1. se x ∈ P
→←∞ ,

HD→←∞ ,D↔∞(x) = x,

2. se x ∈ P→←∞
∏

P→←∞ ,

HD→←∞ ,D↔∞(x) = {a:001;011|a:001;001 ∈ x}⋃{a:011;001|a:011;011 ∈ x},
3. se x ∈ B

∏
P→←∞

∏
P→←∞ ,

HD→←∞ ,D↔∞(x) = {a:002;012|a:002;002 ∈ x}⋃{a:012;002|a:012;012 ∈ x}.
é um isomorfismo em CospLin.

O próximo corolário é conseqüência das Proposições 6.17 e 6.16.

Proposição 6.21 Considere os cones D
→ ≡ (D→∞, Π→∞,n : D→∞ → Dn) e D→← ≡

(D→←∞ , Π→←∞,n : D→←∞ → Dn), apresentados nas Seções 6.3.3 e 6.5.3. A função linear
HD→←∞ ,D→∞ : D→←∞ → D→∞ definida pela expressão

HD→←∞ ,D→∞ : D→←∞ → D→←∞ (x) =

⎧⎨⎩
x, sex ∈ P

→←∞ ,
{a:001 |a:001;001 ∈ x}, sex ∈ P→←∞

∏
P→←∞ ,

{a:002 |a:002;002 ∈ x}, sex ∈ B
∏

P→←∞
∏

P→←∞ .

é um epimorfismo em CospLin.

Proposição 6.22 Considere os cones D→ ≡ (D←∞, Π←∞,n : D←∞ → Dn) e D→← ≡
(D→←∞ , Π→←∞,n : D→←∞ → Dn), apresentados nas Seções 6.3.3 e 6.5.3. A função linear
HD→←∞ ,D←∞ : D→←∞ → D←∞ definida pela expressão

HD→←∞ ,D←∞ : D→←∞ → D←∞(x) =

⎧⎨⎩
x, sex ∈ P→←∞ ,
{a:011|a:001;001 ∈ x}, sex ∈ P→←∞

∏
P→←∞ ,

{a:012|a:002;002 ∈ x}, sex ∈ B
∏

P→←∞
∏

P→←∞ .

é um epimorfismo em CospLin.

A definição do espaço coerente D
��∞ , cujos processos são constrúıdos por sufixo,

prefixos e infixo, simultâneamente, pode ser obtida de forma análoga as definições já
apresentadas nas seções anteriores deste caṕıtulo. Entretanto tal construção não será
formalizada neste texto.
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7 Espaço Coerente D→
2∞ dos Processos Computa-

cionais Transfinitos

A composição infinita dos morfismos apresentados no Caṕıtulo 6, interpretando
construtores e destrutores de processos em P, definem novos morfismos que comprovam a
versatilidade de interpretações obtidas com as construções temporal e espacial que definem
a estrutura ordenada do modelo de máquina geométrica.

Neste sentido, os novos pares de funções imersão-projeção viabilizam a construção de
novos espaços coerentes, capazes de prover interpretação, por exemplo, para um processo
computacional executado, simultâneamente, por um conjunto enumerávelM de máquinas.

Desta maneira, além da noção de seqüencialidade, caracterizada na construção tem-
poral pelos ńıveis da estrutura indutiva que modela cada máquina geométrica em M,
é posśıvel formalizar a noção de paralelismo temporal, cuja estrutura matemática é
alcançada pela construção do espaço coerente D2∞ dos processos transfinitos.

Considerando que a indexação dos tokens dos subconjuntos coerentes em D2∞ possui
uma construção análoga àquela dos ordinais transfinitos, sugerida por Stoll em [STO 61],
justifica-se portanto a denominação escolhida. Assim, os objetos em D2∞ são subconjun-
tos coerentes de tokens rotulados por um conjunto I de posições de espaço geométrico
e indexados a partir de um conjunto isomorfo aos ordinais transfinitos. Pela indexação
dos tokens, torna-se expĺıcito o construtor modelado e em qual máquina do conjunto enu-
merável M o processo (parcial) será executado. As máquinas em M estão sincronizadas
e compartilham uma memória global.

Às observações apresentas no parágrafo anterior, acrescenta-se o fato de que o con-
junto de processos elementares é o mesmo para cada máquina durante sua construção.
Também neste modelo de máquina geométrica distribúıda, a medida do tempo de execução
de um processo seqüencial ou soma determińıstica, definido a partir de um determinado
estado computacional, é dada pelo número de processos elementares envolvidos nesta
execução. Entretanto, para os demais construtores como o produto paralelo, está análise
deve considerar também o número de máquinas envolvidas nesta interpretação.

As etapas que devem ser satisfeitas para definição do espaço coerente D2∞ estão
explicitadas logo a seguir.

1. A modelagem da memória de cada máquina a partir de um conjunto de valores
computacionais rotulados por posições de um espaço geométrico.

2. A escolha de um conjunto enumerável M de máquinas (processadores), possivel-
mente distribúıdas segundo um espaço geométrico. Neste sentido, cada máquina é
modelada por um espaço coerente isomorfo a D∞.

3. A modelagem da memória da máquina geométrica distribúıda, a partir de um con-
junto de valores computacionais indexados por pontos do conjunto M× I isomorfo
aos ordinais transfinitos. Neste caso, o conjunto M×I consiste na enumeração, pos-
sivelmente infinita, de cópias isomorfas do espaço geométrico rotulado por posições
em I. Esta modelagem não será formalizada neste trabalho, mas pode ser obtida
de forma análoga à modelagem da memória de um modelo de máquina geométrica,
apresentada no Caṕıtulo 3.

4. A construção do espaço coerente D0 de processos elementares transfinitos, a partir da
escolha de um conjunto de ações rotuladas por posições de um conjunto I, indexadas
por elementos de um conjunto isomorfo aos ordinais transfinitos.

5. A definição da função imersão π→
n (e sua correspondente projeção Π→

n ) interpretando
a construção de processos (prefixo, sufixo, infixo, ou qualquer combinação entre
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estes construtores) nos subespaços coerentes Dn, caracterizando a seqüencialidade
no sentido temporal.

6. A completação da estrutura de máquina formalizada pelo espaço coerente D→∞ de pro-
cessos, interpretanto processos infinitos quanto ao tempo de execução e caracterizando-
se como a base para a construção transindutiva.

7. A definição da função imersão π
m→
n,∞+m, m ∈ ω, como também de sua correspon-

dente projeção Π
m→∞+m,n, interpretando a construção de processos transfinitos que

constroem os subespaços coerentes D
→∞+m, capaz de interpretar a distribuição de um

processo infinito num subconjunto finito de M, com 2m modelos MG. Neste caso,
cada um dos modelos MG pode representar um processo executado em 2∞ utc.

8. A completação da estrutura de máquina formalizada pelo espaço coerente D→
2∞, onde

é posśıvel interpretar a execução de um processo transfinito, distribúıdo entre um
conjunto possivelmente infinito (enumerável) de modelos de máquinas geométricas.

A Figura 7.1 mostra o esquema de construção para o espaço coerente D2∞ de proces-
sos computacionais transfinitos, que independe do construtor modelado. Entretanto, nas
próximas seções, este trabalho apresenta D

→∞+m como a estrutura ordenada para o modelo
MGD, ou seja, a representação temporal associada à seqüencialidade está fundamentada
na construção por prefixo.

    P n+ ω     B Pn+ ω

espaço coerente de todos os os processos  em  P
executados em uma máquina geométrica

nível básico

CospLin

espaço coerente de todos os
 processos  em P executados  por um conjunto

enumerável  de máquinas geométricas

D2 ωcompletação

Dω

Dn+ ω

Dn+ ω
Dn+ ω

Pn+ ω

    P n+ ω    P n+ ω

D(n+ 1) ω

interpretação
temporal

2ω  utc

2ω +n  utc

2ω +n+1 utc

...
...

...
2ω  utc

FIGURA 7.1 - Construção do Espaço Coerente D∞2 .
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A metodologia de construção do espaço coerente D
→
2∞, baseada na indução trans-

finita, é semelhante à indução finita aplicada nos caṕıtulos anteriores, exceto que, neste
caso, a construção inicia com o espaço coerente D→∞, apresentado na Definição 6.1, onde
a seqüencialidade não se restringe às construções finitas no sentido temporal e está ca-
racterizada pela construção por prefixo. Conseqüentemente, D→∞ − D

→∞+1 constitui-se
no primeiro ńıvel da estrutura ordenada do modelo de máquina geométrica distribúıda
(MGD).

A mesma extensão pode ser alcançada para outros modelos de máquinas, como por
exemplo D

←
2∞, D

↔
2∞ e D

��
2∞ , considerando-se para tal, os correspondentes domı́nios D

←∞,
D↔∞ e D��∞ , já constrúıdos anteriormente no Caṕıtulo 6, nas Seções 6.3, 6.4 e 6.5.

Para facilitar a compreensão dos morfismos e objetos envolvidos nas definições e
proposições deste caṕıtulo, mostra-se primeiramente, a construção indutiva do espaço
coerente D

→∞+1, a partir dos subespaços coerentes Dn e das projeções Π
1→∞+1,n e Π

1→
n e

das correspondentes imersões. A generalização das etapas da construção, apresentada
posteriormente, é obtida pela definição do domı́nio D→∞+m, considerando-se as projeções

Π
m→∞+m,n e Π

m→
n e as suas imersões.

Na última seção, verifica-se que D→
2∞ ≡ (D→

2∞, Π→
2∞,∞+m) constitui-se num cone li-

mite para o diagramaK→
2∞, obtido a partir dos domı́nios D→∞+m e das projeções Π→

∞+m,∞+(m+1) :
D→
∞+(m+1) → D→∞+m. Neste caso, os sub espaços coerentes D→∞+1 resultam da completação

dos subńıveis Dn − Dn+1 e consideradas as projeções Π
m→
n : D→

n+1 → D→
n .

Para não tornar o texto repetitivo, as proposições apresentadas ao longo deste
caṕıtulo não foram demonstradas. Entretanto, as provas podem ser constrúıdas de forma
análoga às correspondentes, já constrúıdas, nos caṕıtulos anteriores.

w l

w l(s)

s
l v 1,0v 0,0 ...v 1,1

π10 π01... π11 ...

...

π00M l

v 0,1

f0l

v 0,l v 1,l

v 1,0v 0,0 ...v 1,1... v 0,1 v' 0,l v' 1,l

f1l

FIGURA 7.2 - Construção do Processo Transfinito W em M.

Exemplificação 7.1

Esta exemplificação é constrúıda a partir da análise do processo transfinito W apre-
sentado na Figura 7.2. Para facilitar a representação gráfica, consideram-se A um conjunto
infinito de ações, I um conjuntos enumerável, rotulando posições de um espaço geométrico,
isormorfo aos naturais e a enumeração do conjunto de máquinas M.

Para exemplificar o paralelismo temporal em uma máquina geométrica distribúıda,
seja o processo transfinito W formado pelo produto paralelo transfinito definido sobre
o conjunto de processos infinitos w(l). Cada processo w(l) executa, seqüencialmente, a
mesma ação w ∈ A em todas as posições de memória rotuladas por posições em I, na
mesma máquina Ml.



161

Com base nestas considerações e a representação apresentada na Figura 7.2, tem-se
as seguintes observações.

1. Cada processo w será executado por uma máquina e após sua execução todas as
posições de memória desta máquina serão alterada. Na figura 7.2, optou-se por
especificar que Ml ∈M executa o processo w(l). Cada um destes processos inicia sua
execução no instante t0 e não se pode determinar quando terminará cada execução.

2. Assim, seguindo a especificação anterior, o processo transfinito W executa, em cada
instante de tempo, todas as ações modeladas na mesma posição de memória.

Após um intervalo de tempo finito e enumerável, o processo parcial W executou o
conjunto de ações, afetando a mesma posição de memória em cada um dos instantes
de tempo deste intervalo.

Portanto, pode-se prever que, considerando a sincronização da construção temporal,
o processo W deverá executar todas as posśıveis ações modeladas, alterando todas
as posições de memória. Neste caso, cada novo instante de tempo na sua execução
determina uma outra posição de memória alterada.

3. O processo W ∈ P é interpretado pelo subconjunto coerente x ∈ D2∞, apresentado
logo abaixo, sendo w(l) = { w

(0l)
:001, w

(1l)
011:001, . . . , w

(nl)
(00)n−1.011:001

, . . .}

x = {w
(0)
10:00, . . . , w

(1)
10:00, . . . , w

(l)
10:00, w

(l+1)
10:00 , . . . }w∈A

Isto é justamente o contrário do paralelismo a partir de uma única máquina, onde
a execução simultânea só é posśıvel entre processos concorrentes. Neste exemplo,
tem-se um conjunto de memórias sincronizadas, mas totalmente independentes.

4. Seja w ∈ {d, e, f, . . .} = A. O processo W ∈ P interpretado pelo subconjunto
coerente x ∈ D2∞ pode ser indicado pela expressão logo abaixo.

x = { { d
(00)
:001, d

(10)
011:001, . . . , d

(n0)
(00)n−1.011:001

, . . . }10:00,
{ e

(01)
:001, e

(11)
011:001, . . . , e

(n1)
(00)n−1.011:001

, . . . }10:00,
{ f

(02)
:001 , f

(12)
011:001, . . . , f

(n2)
(00)n−1.011:001

, . . . }10:00, . . . }

O conjunto coerente x representação um produto paralelo, cuja execução modela o
paralelismo temporal, e com tempo de execução infinito.

A condição que determina o paralelismo temporal é definida também por uma função
posição-máquina, que determina a coerência sempre que os processos infinitos estão
em máquinas possivelmente distintas do conjunto M.

7.1 Espaço Coerente D
→
∞+1

Com o objetivo de definir o espaço coerente D→∞+1, segue-se a mesma metodologia
de construção do espaço coerente D→∞, apresentada na seção 6.3.

De acordo com as Definições 6.1 e 6.3, considera-se aqui o espaço coerente

D→∞+1 = P→∞+1

∐
(P→∞+1

∏
P→∞+1)

∐
(P→∞+1

∏
B

P→∞+1) ,
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onde o subespaço P→∞+1 corresponde à soma direta P→∞+1 = D→∞+1

∐
D→∞+1

∐
D→∞+1

⊥.

Os objetos em D
→∞+1 interpretam todos os processos em P. Também são modelados

aqueles processos resultantes do produto seqüencial entre dois processos infinitos modela-
dos em D

→∞, como é o caso dos processos seqüenciais infinitos constrúıdos por prefixação.
Estas modelagens são identificadas por objetos constrúıdos em D→

n e imersos em D
→∞+1.

Neste sentido, os objetos em D→∞+1 podem interpretar produtos seqüenciais onde
ambos fatores são processos seqüenciais infinitos. Nesta modelagem, pode-se determinar
em que instante, ou intervalo de tempo, o primeiro processo de cada fator será executado,
e o mesmo para todos aqueles processos que o sucedem na ordem de construção temporal.

Entretanto, considerando a construção (trans)indutiva de D
→∞+1, não é posśıvel de-

terminar o último processo de cada fator dos processos seqüenciais interpretados. Portanto,
não é posśıvel determinar quando será executado o processo que antecede o primeiro fator
de cada produto seqüencial infinito.

7.1.1 Imersões e Projeções π
1→

n e Π
1→
n

Apresenta-se agora as imersões π
1→

n : Dn → Dn+1 e as correspondentes projeções

Π
1→
n : Dn+1 → Dn, que também interpretam construtores e destrutores de processos,

respectivamente.
Neste caso, o limite para o diagrama definido a partir das projeções Π

1→
n : Dn+1 → Dn

formaliza a completação da estrutura indutiva do modelo de máquina geométrica para
processos computacionais transfinitos, prefixados.

No domı́nio D
→∞+1 é posśıvel interpretar, entre outros, os processos seqüenciais trans-

finitos, onde, a partir de cada um dos instantes t0 e t∞ pode-se identificar um produto
seqüencial com infinitos fatores. Isto significa que também é posśıvel determinar os proces-
sos que serão executados nos instante que sucedem t0 e t∞. Entretanto, salienta-se que,
diferentemente dos números naturais, não é posśıvel determinar os processos que serão
executados nos instantes que precedem t0 e t∞.

As imersões π
1→

n e as projeções Π
1→
n são definidas logo a seguir.

Definição 7.1 Considere as funções π
→(β)
n , π

←(β)
n e Π→(β)

n , Π←(β)
n do ńıvel Dn − Dn+1,

onde o indexador β ∈ {0, 1, 2}. As imersões π
1→ (0)

n : Dn → Dn+1, π
1→ (1)

n : D̄n → Dn+1 e

π
1→ (2)

n : D̄⊥
n → Dn+1 são definidas pela união

π
1→(β)

n (x) = π
1

↪→(β)
n (x)

⋃
π

1←↩(β)
n (x).

Neste caso, as correspondentes funções π
1

↪→(0)
n , π

1←↩(0)
n : Dn → Dn+1, π

1
↪→(1)
n , π

1←↩(1)
n : D̄n →

Dn+1 e π
1

↪→(2)
n , π

1←↩(2)
n : D̄⊥

n → Dn+1 são dadas pelas expressões

π
1

↪→ (β)
n+1 (x) =

{
(π→(β)

n+1 ◦ π→
n ◦Π→

n )(x), se x �∈ Pn−1 e n ≥ 1,

π(0β)(x), caso contrário;

π
1←↩(β)

n+1 (x) =

{
(π←(β)

n+1 ◦ π→
n ◦Π←

n )(x), se x �∈ Pn−1 e n ≥ 1,

π(0β)(x), caso contrário.

Se n = 0 então π
1

↪→(β)
1 (x) = π

1←↩(β)
1 (x) = π(00)(x).

Quando β = 0, utiliza-se a notação π
1→(0)

n = π
1→

n .
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Em particular, π
1→(β)

n (∅) = ∅.

A Exemplificação 7.2 refere-se aos morfismos introduzidos na última definição.

Exemplificação 7.2

As interpretações que ilustram a aplicação da Definição 7.1 estão representadas na Figura
7.3. Para tal, considera-se o subconjunto coerente x ∈ D2

∏
D2 ⊆ D3,

x = {d(k)
(001)3

, d
(l)
011.(001)2

, d
(m)
001.011.001, d

(j)
(011)2.001

, e
(k)
(001)2.011

, e
(l)
011.001.011, e

(m)
001.(011)2

, e
(j)
(011)3

, },

e as composições π
1→
3,n : D3 → Dn, π

1→
3,n = π

1→
n−1 ◦ . . . ◦ π

1→
4 ◦ π

1→
3 . Pela Definição 7.1,

obtém-se os subconjuntos coerentes

�π
1→
3,4(x) = {d(k)

(001)4
, d

(l)
011.(001)3

, d
(m)
001.011.(001)2

, d
(j)
(011)2.(001)2

,

e
(k)
(001)3.011

, e
(l)
011.(001)2.011

, e
(m)
001.011.001.011, e

(j)
(011)2.001.011

},

�π
1→
3,5(x) = {d(k)

(001)5
, d

(l)
011.(001)4

, d
(m)
001.011.(001)3

, d
(j)
(011)2.(001)3

,

e
(k)
(001)4.011

, e
(l)
011.(001)3.011

, e
(m)
001.011.(001)2.011

, e
(j)
(011)2.(001)2.011

},
...

�π
1→
3,n+1(x) = {d(k)

(001)n+1 , d
(l)
011.(001)n , d

(m)
001.011.(001)n−1 , d

(j)
(011)2.(001)n−1 ,

e
(k)
(001)n.011, e

(l)
011.(001)n−1.011

, e
(m)
001.011.(001)n−2.011

, e
(j)
(011)2.(001)n−2.011

},
respectivamente representados na Figura 7.3, logo a seguir.

Definição 7.2 Considere as funções π
→(β)
n , π

←(β)
n e Π→(β)

n , Π←(β)
n do ńıvel Dn − Dn+1,

onde o indexador β ∈ {0, 1, 2}. As projeções Π
1→ (0)
n : Dn+1 → Dn, Π

1→ (1)
n : Dn+1 → D̄n

e Π
1→ (2)
n : Dn+1 → D̄⊥

n são definidas pela união

Π
1→(β)
n (x) = Π

1
↪→(β)
n (x)

⋃
Π

1←↩(β)
n (x).

Neste caso, as correspondentes funções Π
1

↪→(0)
n , Π

1←↩(0)
n : Dn+1 → Dn, Π

1
↪→(1)
n , Π

1←↩(1)
n :

Dn+1 → D̄n e Π
1

↪→(2)
n , Π

1←↩(2)
n : Dn+1 → D̄⊥

n são dadas pelas expressões

Π
1

↪→ (β)
n (x) =

{
(π→(β)

n−1 ◦Π→
n−1 ◦Π→

n )(x), se x �∈ Pn en ≥ 1,

Π(0β)(x), caso contrário;

Π
1←↩(β)

n (x) =

{
(π←(β)

n−1 ◦Π→
n−1 ◦Π←

n )(x), se x �∈ Pn en ≥ 1,

π(0β)(x), caso contrário.

Se n = 0 então Π
1

↪→(β)
0 (x) = Π

1←↩(β)
0 (x) = Π(0β)

n (x).

Quando β = 0, utiliza-se a notação Π
1→(0)
n = Π

1→
n .

Em particular, Π
1→(β)
n (∅) = ∅.

Proposição 7.1 As projeções Π
1→ (β)
n , Π

1
↪→ (β)
n e as imersões π

1→ (β)
n , π

1→ (β)
n no ńıvel

Dn − Dn+1, apresentadas nas Definições 7.1 e 7.2 são morfismos na categoria CospLin.
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t17
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FIGURA 7.3 - Aplicações da Imersão π
1→

n,m sobre Objetos em [Dn].

7.1.2 Imersões π→
n,∞+1 : Dn → D→∞+1 e Projeções Π→∞+1,n : D→∞+1 → Dn.

Definição 7.3 Considere os espaços coerentes Dn e D
→∞+1 como também as funções π

(00)
n,∞

apresentadas na Definição 6.5 e as projeções Γ(β)
n e Ψn respectivamente apresentados na

Definições 5.1 e 6.11. A função imersão π→
n,∞+1 : Dn → D→∞+1 é dada por

π→
n,∞+1(x) = π↪→

n,∞+1(x)
⋃

π←↩
n,∞+1(x).

Neste caso, as projeções π↪→
n,∞+1, π

←↩
n,∞+1 : Dn → D→∞+1 são, respectivamente definidas pelas

seguintes expressões

π↪→
n+1,∞+1(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(00)
n,∞(x), se x ∈ Pn,

((γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n ))(x) × {(: 001; 001)}, sex ∈ Pn

∏
Pn,

((γ(2)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(2)
n ))(x) × {(: 002; 002)}, sex ∈ Pn

∏
B

Pn,
∅, caso contrário.

π←↩
n+1,∞+1(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π

(00)
n,∞(x) sex ∈ Pn,

(γ(1)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ))(x) × {(: 001; 011)}, sex ∈ Pn−1

∏
Pn,

(γ(2)
n ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(2)
n ))(x) × {(: 002; 012)}, se x ∈ Pn−1

∏
B

Pn,
∅ caso contrário.

Neste caso, π→
0,∞+1(x) = {a:00 |a ∈ x} e π→

n,∞+1(∅) = ∅.

Exemplificação 7.3
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Considere as interpretações w = {d(k)
(001)2

, el
011.001}, v = {d(k)

(002)2
, el

012.002} e x ∈ D3,

x = {d(k)
(001)3

, d
(l)
011.(001)2

, d
(m)
001.011.001, d

(j)
(011)2.001

, e
(k)
(001)2.011

, e
(l)
011.001.011, e

(m)
001.(011)2

, e
(j)
(011)3

, }.

Pela aplicação da Definição 7.3, tem-se

�π→
3,∞+1(x) = {d(k)

:001;001, d
(l)
011:001;001, d

(m)
001.011:001;001, d

(j)
(011)2:001;001

,

e
(k)
:001;011, e

(l)
011:001;011, e

(m)
001.011:001;011, e

(j)
(011)2:001;011

}.
�π→

2,∞+1(w) = {d(k)
:001;001, e

(l)
:001;011}

�π→
2,∞+1(v) = {d(k)

:002;002, e
(l)
:012;012} ⊆ {b22, d

(k)
:002;002, e

(l)
012:;012}.

Alguns das interpretações acima estão representadas na Figura 7.4, logo a seguir.

dk{dk 
:00}

{b22 ,dk
:002 ; 012  ,el

 :002 ; 012 } b

{dk
:001 ; 001  

,
 e

l
:001 ; 011 }

dk

t 0

... ...

t ω

t0

t0

eldk

...

...

...

el

...

t ω

FIGURA 7.4 - Representações das Interpretações em π→
∞+1,n[Dn].

Os objetos na imagem das projeções Π→∞+1,n : D
→∞+1 → Dn são definidos como

a união dos subconjuntos coerentes em Π↪→∞+1,n[Dn] e Π←↩∞+1,n[Dn]. Suas definições são
apresentadas logo abaixo, seguidas das correspondentes proposições que asseguram a line-
aridade.
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Definição 7.4 Considere os espaços coerentes Dn ≡ (CohDn,⊆) e D
→∞+1, as imersões

γ
(β)
n e πn,∞ respectivamente apresentados na Proposição 5.1 e na Definição 6.12, e o

indexador β ∈ {0, 1, 2}. Seja x =
⋃↑

i∈ω{xi} ∈ D∞, onde cada xi ∈ D
c∞ é uma aproximação

finita de x. A função Π→
n,∞+1 : D

→∞+1 → Dn é dada por

Π→
n,∞+1(x) = Π↪→

n,∞+1(x)
⋃

Π←↩
n,∞+1(x).

Sendo que Π↪→∞+1,n : D→∞+1 → Dn são definidas por Π↪→∞,n(x) =
⋃↑

i∈ω Π↪→∞,n (xi), e

Π↪→∞+1,n+1(xi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
{a |a:00 ∈ xi e a ∈ Dn+1}, se xi ∈ (π→

n+1,∞+1 ◦ γ
(0)
n ),

{a |a:001;001 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(001)}, se xi ∈ (π→
n+1,∞+1 ◦ γ

(1)
n ),

{a |a:002;002 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(002)}, se xi ∈ (π→
n+1,∞+1 ◦ γ

(2)
n ),

∅, caso contrário.

Da mesma forma, Π←↩∞+1,n : D
→∞+1 → Dn é dada por Π←↩∞+1,n(x) =

⋃↑
i∈ω Π→∞,n(xi), e

Π←↩∞+1,n+1(xi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
{a |a:00 ∈ xi e a ∈ Dn+1}, se xi ∈ (π→

n+1,∞+1 ◦ γ
(0)
n ),

{a |a:001;011 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(011)}, se xi ∈ (π→
n+1,∞+1 ◦ γ

(1)
n ),

{a |a:002;012 ∈ xi e a ∈ Dn} × {(012)}, se xi ∈ (π→
n+1,∞+1 ◦ γ

(2)
n ),

∅, caso contrário.

Se n = 0 tem-se Π↪→∞+1,0(xi) = Π←↩∞+1,0(xi) =

{
{d(k)} se xi = {d(k)

:00},
∅, caso contrário.

Proposição 7.2 As projeções estritas Π↪→∞+1,n , Π←↩∞+1,n, Π→∞+1,n : D→∞+1 → Dn apre-
sentadas nas Definições 7.3 são morfismos na categoria CospLin.

7.1.3 Cone Limite (D→∞+1 , Π→∞+1,n : D
→∞+1 → Dn)

A seguir, define-se o limite inverso para o diagrama K 1→ que assegura interpretação
para todos os processos em P , incluindo os processos seqüenciais e somas determińısticas
infinitos no sentido temporal, para os quais se pode determinar o instante inicial de sua
execução.

Definição 7.5 O diagrama K 1→ representado por

D0

Π
1→
0←− D1 ←− . . . ←− Dn

Π
1→
n←− Dn+1 ←− . . .

é definido pela famı́lia de subespaços coerentes {Dn}n∈ω e pelas projeções Π
1→
n : Dn+1 → Dn

apresentadas na Definição 7.1, de tal forma que para todo wn+1 ∈ Dn+1 existe wn ∈ Dn

e Π
1→
n (wn+1) = wn.

Pela última definição, o diagrama K 1→ determina seqüências {wn}n∈ω de subconjun-

tos coerentes wn ∈ Dn tal que Π
1→
n (wn+1) = wn.

Como conseqüência, cada seqüência {wn}n∈ω também determina outra seqüência
{xn}n∈ω ⊆ D∞+1 de aproximações finitas do conjunto coerente x. Neste caso, x =
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⋃↑
n∈ω xn, onde, para cada subconjunto coerente xn existe wn ∈ Dn tal que Π

1→∞+1,n(xn) =
wn. Mais detalhadamente, pela Definição 7.10,

wn = Π→
∞+1,n(xn) ⇔ π→

n,∞+1(wn) ⊆ xn ⊆ x.

Portanto, a seqüência {xn}n∈ω é formada por subconjuntos coerentes e determinam
um novo objeto x ∈ D∞+1, dado por

x =
⋃↑

n∈ω{xn} ⇔ x0 ⊆ x1 ⊆ . . . ⊆ xn ⊆ . . . ⊆ x e Π→∞+1,n(xn) = wn.

A Proposição 7.3 caracteriza o domı́nio D→∞+1 como o limite inverso para K 1→.

Proposição 7.3 Considere a famı́lia de projeções Π→∞+1,n : D→∞+1 → Dn, apresentada na
Definição 6.8. O par D

→∞+1 ≡ (D→∞+1, Π→∞+1,n : D
→∞+1 → Dn) constitui-se num cone

limite para o diagrama K 1→ apresentado na Definição 7.10.

7.1.4 Relacionamento entre D
→∞ e D

→∞+1

Proposição 7.4 Considere os cones D→∞+1 ≡ (D→∞+1, Π→∞+1,n : D→∞+1 → Dn) e
D
→∞ ≡ (D→∞, Π→∞,n : D→∞ → Dn), apresentados nas Seções 7.1.3 e 6.3.3. A função linear

ΠD→
∞+1,D→∞ : D→∞+1 → D→∞ definida pela expressão

ΠD→
∞+1,D→∞ (x) =

⎧⎨⎩
x, sex ∈ P

→∞+1,
{a:001 |a:001;001 ∈ x}, sex ∈ P→∞+1

∏
P→∞+1,

{a:002 |a:002;002 ∈ x}, sex ∈ P→∞+1

∏
B

P→∞+1.

é um epimorfismo em CospLin.

A Figura 7.5 ilustra a proposição 7.4, representando graficamente as projeções que
tornam expĺıcito o relacionamento entre os espaços coerentes D

→∞+1 e D→∞.

Dn+1

Dω

Π ω ,n

Dn

Π
n

Π
n

1

Dω+1

Π ω+1 ,n+1

Π ω ,n+1

Π ω+1 , n

Π ω+1 ,  ω

1

FIGURA 7.5 - Relacionamente entre D
→
∞+1 e D

→
∞.
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7.1.5 Relacionamento entre os Domı́nios D
→∞+1, D

↔∞ e D
→←∞

Proposição 7.5 Considere os cones D→∞+1 ≡ (D→∞+1, Π→∞+1,n : D→∞+1 → Dn), D↔∞ ≡
(D↔∞, Π↔∞,n : D

↔∞ → Dn) e D
→←∞ ≡ (D→←∞ , Π→←∞,n : D

→←∞ → Dn) apresentados nas Seções
7.1.3 e 6.4.3 e 6.5.3, respectivamente. Considere as funções lineares H(00, 00), H(11, 01) :
D
→∞+1 → D

→←∞ e H(10, 00), H(01, 01) : D
→∞+1 → D

↔∞ dadas pela seguintes expressões

H(α β , γ θ) (x) =

⎧⎨⎩
x, se x ∈ P→∞+1,
{a:0γ1; 0θ1 |a:0α1; 0β1 ∈ x}, se x ∈ P→∞+1

∏
P→∞+1,

{a:0γ2; 0θ2 |a:0α2; 0β2 ∈ x}, se x ∈ P
→∞+1

∏
B

P
→∞+1,

onde α, β, γ, θ ∈ {0, 1}. As funçôes lineares definidas pelas seguintes uniões

• H→← : D→∞+1 → D→←∞ , H→← (x) = H(00,00)(x)
⋃

H(11,01)(x) e

• H↔ : D
→∞+1 → D

↔∞, H↔ (x) = H(10,00)(x)
⋃

H(01,01)(x),

são isomorfismos em CospLin.

Proposição 7.6 Considere os espaços coerentes isomorfos D→∞+1, D→←∞ e D↔∞. As se-
guintes composições são satisfeitas:

1. No diagrama (I), tem-se

1.1. Π↔∞,n ◦H↔ = Π→∞+1,n+1 ◦Π
1→
n ,

1.2 Π↔∞,n ◦H↔ = Π→∞+1,n, e

1.3 Π↔
n ◦Π→

2∞,n = Π→∞+1,n.

2. No diagrama (II), verificam-se as condições

2.1 Π→←∞,n ◦H→← = Π→∞+1,n+1 ◦Π
1→
n ,

2.2 Π→←∞,n ◦H→← = Π→∞+1,n, e

2.3 Π→←∞,n ◦Π→∞+1,n = Π→∞+1,n.

3. Em ambos diagramas (I) e (II), tem-se

3.1 Π↔∞,n ◦H↔ ◦ (H→←)−1 = Π→←∞,n , e

3.2 H→← ◦ (H↔)−1 ◦Π→←∞,n = Π↔∞,n.

A Figura 7.6 ilustra as proposições 7.4 e 7.6, representando graficamente as projeções
que tornam expĺıcitos os relacionamentos entre os espaços coerentes D→∞+1, D↔∞ e D→←∞ .
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Π 2ω ,n+1

Η

Dn

Π 2ω ,n

( Ι ) ( ΙΙ )

FIGURA 7.6 - Os Espaços Coerentes D→
∞+1, D→←

∞ e D↔
∞.

7.2 Espaço Coerente D→
∞+m

Com o objetivo de definir o espaço coerente D→∞+m, segue-se a mesma metodologia
de construção dos espaços coerentes D→∞ e D→∞+1, apresentados nas seções 6.3 e 7.1.

De acordo com as Definições 6.1 e 6.3, o espaço coerente D
→∞+m é dado por

D→∞+m = P→∞+m

∐
(P→∞+m

∏
P→∞+m)

∐
(P→∞+m

∏
B

P→∞+m),

onde o subespaço P→∞+m corresponde à soma direta P
→∞+m = D

→∞+m

∐
D

→
∞+m

∐
D

→⊥
∞+m.

Os objetos em D
→∞+m interpretam além de todos os processos em P, também àqueles

processos resultantes do produto seqüencial com n fatores, os quais podem ser processos
infinitos modelados em D

→∞. Estas modelagens são identificadas por objetos constrúıdos
em Dn e imersos em D→∞+m.

Por exemplo, os objetos em P
→∞+m

∏
P→∞+m interpretam produtos seqüenciais onde

os m fatores podem interpretar processos seqüenciais infinitos e prefixados. Neste caso,
pode-se determinar quando será executado o primeiro processo de cada fator assim como
todos que os sucedem. Neste caso, restringindo-se a análise ao tempo associado a cada
execução parcial, em cada um destes processsos seqüenciais, tem-se m seqüências infinitas
de instantes de tempo computacional que correspondem aos m fatores. O esquema abaixo
apresenta a representação do tempo computacional de um processo seqüencial interpretado
por um objeto total em P→∞+m

∏
P→∞+m.

t0, t1, t2, . . . t∞,︸ ︷︷ ︸
2∞ utc

t∞+1, t∞+2, . . . t2∞,

︸ ︷︷ ︸
2∞+1 utc

. . . tm∞, tm∞+1, tm∞+2, . . . t(m+1)∞

︸ ︷︷ ︸
2∞+m utc

Contudo, considerando a construção (trans)indutiva de D→∞+m, não é posśıvel de-
terminar o último processo de cada fator de um processo seqüencial interpretado em
P

→∞+m

∏
P→∞+m. Portanto, não é posśıvel determinar quais processos serão executados

nos instantes que precedem tm∞, sempre que m ∈ ω.

7.2.1 Imersões π
m→
n e Projeções Π

m→
n em Dn − Dn+1

Em relação à seqüencialidade, nos subespaços π
m→
n [Dn] ⊆ Dn+1 são interpretados

produtos seqüenciais finitos, cujo número máximo de fatores é igual a m e onde cada fator
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é executado em 2n+1−m utc.
Em relação às somas determińısticas, nos subespaços π

m→
n [Dn] ⊆ Dn+1 existem

interpretações para um conjunto finito de escolhas, cuja execução se dará em 2n−m utc.
Na busca destas interpretações, o subespaço imagem π

m→
n [Dn] é introduzido como

uma união entre os subespaços imagens π
m
↪→
n [Dn] e π

m←↩
n [Dn].

Definição 7.6 Considere as funções Π→
n , Π←

n e π→
n , π←

n apresentadas na Seção 6.3 e as
imersões π

(β0)
n , β ∈ {0, 1, 2}, apresentadas na Definição 6.5. Fixado m ∈ ω, e supondo

π
0→ (β)

n (x) = π
→(β)
n , a definição das funções π

m→ (β)
n , para m �= 0, no ńıvel Dn−Dn+1 é dada

pela união

π
m→ (β)
n (x) = π

m
↪→ (β)
n (x)

⋃
π

m←↩ (β)
n (x).

Neste caso, as imersões π
m
↪→ (0)
n , π

m←↩ (0)
n : Dn → Dn+1, π

m
↪→ (1)
n , π

m←↩ (1)
n : D̄n → Dn+1 e

π
m
↪→ (2)
n , π

m←↩ (2)
n : D̄

⊥
n → Dn+1 são definidas por casos, pelas expressões

� Se n ≥ m tem-se

π
m
↪→ (β)
n (x) =

{
(π→ (β)

n ◦ π
m−1→
n−1 ◦Π→

n−1)(x), se Π→
n (x) �∈ γ

(0)
n [Pn−1],

π
(β0)
n (x), caso contrário;

π
m←↩ (β)
n (x) =

{
(π← (β)

n ◦ π
m−1→
n−1 ◦Π←

n−1)(x), se Π←
n (x) �∈ γ

(0)
n−1[Pn−1],

π
(β0)
n (x), caso contrário.

� Se n < m, π
m
↪→ (β)
n (x) = π

m←↩ (β)
n (x) = π

(β0)
n (x).

Quando β = 0 tem-se π
m→ (0)
n (x) = π

m→
n (x).

Em particular, tem-se π
m→ (β)
n (∅) = ∅ e π

m→ (β)
0 (x) = π

→(β)
0 (x).

As projeções Π
m→
n em Dn − Dn+1 são definidas de forma análoga.

Definição 7.7 Considere as funções Π→
n , Π←

n , π→
n , π←

n , apresentadas na Seção 6.3, e
as funções Π(β0)

n , apresentadas na Definição 6.5, onde o indexador β ∈ {0, 1, 2}. Fixado

m ∈ ω e supondo Π
0→ (β)
n (x) = Π→

n (β), a definição recursiva das projeções Π
m→ (β)
n em

Dn+1 − Dn é dada pela expressão

Π
m→ (β)
n (x) = Π

m
↪→ (β)
n (x)

⋃
Π

m←↩ (β)
n (x).

Neste caso, as projeções Π
m
↪→(0)
n , Π

m←↩(0)
n : Dn+1 → Dn, Π

m
↪→(1)
n , Π

m←↩(1)
n : D̄n+1 → Dn e

Π
m
↪→(2)
n , Π

m←↩(2)
n : D̄⊥

n+1 → Dn são dadas por casos pelas expressões
� Se n ≥ m tem-se

Π
m
↪→ (β)
n (x) =

{
(π→ (β)

n−1 ◦Π
m−1→
n−1 ◦Π→

n )(x), se Π→
n (x) �∈ γ

(0)
n [Pn−1],

Π(β0)
n (x), caso contrário;

Π
m←↩ (β)
n (x) =

{
(π← (β)

n ◦Π
m−1→
n−1 ◦Π←

n )(x), se Π←
n (x) �∈ γ

(0)
n−1[Pn−1],

Π(β0)
n (x), caso contrário.
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� Se n < m, Π
m
↪→ (β)
n (x) = Π

m←↩ (β)
n (x) = Π(β0)

n+1(x).

Quando β = 0 Π
m→(0)
n (x) = Π

m→
n (x).

Em particular, Π
m→(β)
n (∅) = ∅ e Π

m→ (β)
0 (x) = Π→(β)

0 (x).

Proposição 7.7 As funções π
m→
n : Dn → Dn+1 e Π

m→
n : Dn+1 → Dn apresentadas nas

Definições 7.6 e 7.7 são morfismos na categoria CospLin.

Com base na linearidade, assegurada pela Proposição 7.7, a próxima proposição
expressa as funções π

m→
n e Π

m→
n a partir dos tokens, que definem os subconjuntos coerentes

nas teias Dn, sob as quais se constroem os subespaços Dn. Desta forma, a construção de
subconjuntos nas respectivas imagens π

m→
n [Dn] e Π

m→
n [Dn+1] torna-se mais simplificada, veja

Exemplificação 7.4. Para tal, considera-se o alfabeto finito definido pelo conjunto∑
= { 00, 001, 011, 002, 012, 10, 101, 111, 102, 112, 20, 201, 211, 202, 212 }.

Seja
∑∗ o conjunto de todas as palavras finitas, incluindo a palvra vazia, geradas

pela concatenação de śımbolos do alfabeto
∑

. Por esta notação, na próxima definição,
α ∈ ∑

é um indexador e θ ∈ ∑∗ é uma seqüência finita de indexadores.

Proposição 7.8 Considere os espaços coerentes Dn, D
→∞+m e as funções π

m→
n e Π

m→
n de-

finidas no ńıvel Dn − D→
n+1, e apresentadas nas Definições 7.6 e 7.7. Fixado m ∈ ω, as

seguintes equivalências são satisfeitas:
� Se n ≥ m tem-se

π
m→(β)
n (x) =

⎧⎨⎩
{aβ0 |a ∈ x}, se x ∈ Pn−1,
{aα.β01.θ |aαθ ∈ x e aα ∈ Dn−m}, se x ∈ Pn−1

∏
Pn−1,

{aα.β02.θ |aαθ ∈ x e aα ∈ Dn−m}, se x ∈ Pn−1
∏

B
Pn−1;

Π
m→(β)
n (x) =

⎧⎨⎩
{a |aβ0 ∈ x}, se x ∈ Pn,
{aα.θ |aα.β01.θ ∈ x e aα ∈ Dn−m}, se x ∈ Pn

∏
Pn,

{aα.θ |aα.β02.θ ∈ x e aα ∈ Dn−m}, se x ∈ Pn
∏

B
Pn.

� Se n < m tem-se π
m→(β)
n (x) = {aβ0 |a ∈ x} e Π

m→(β)
n (x) = {a |aβ0 ∈ x}.

A composição finita dos morfismos π
m→
n apresentados na Definição 7.6, é expressa

por π
m→
n,n+k = π

m→
n ◦ π

m→
n+1 ◦ . . . ◦ π

m→
n+k, com n, m, k ∈ ω. Pela proposição 7.8, se

x ∈ Pn−1
∏

Pn−1, tem-se π
m→
n,n+k(x) = {aα.(001)k+1β |aα.001.β ∈ x e aα ∈ Dn−m}.

A Figura 7.7 relaciona-se com a Exemplificação 7.4 e ilustra a Proposição 7.8.

Exemplificação 7.4

Nesta exemplificação, primeiro se considera o subconjunto w ∈ Dm dado por

w = {d(k)
(001)m , d

(k)
011.(001)m−1 , . . . , d

(k)
(011)m−1.001

, d
(k)
(001)m−1.011

, d
(k)
011.(001)m−2.011

, . . . , d
(k)
(011)m}.

No conjunto imagem π
m→
m,m+n[Dm] ⊆ Dm+n, tem-se que

π
m→
m,m+n(w) = {d(k)

(001)n+m , d
(k)
(001)n.011.(001)m−1 , . . . , d

(k)
(001)n.(011)m−1.001

,

d
(k)
(001)n+m−1.011

, d
(k)
(001)n.011.(001)m−2.011

, . . . , d
(k)
(001)n(011)m}

Completando esta exemplificação, considere
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FIGURA 7.7 - Representações das Imersões π
m→
m,m+n[Dm].
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u = {e(l)
(002)m , e

(l)
012.(002)m−1 , . . . , e

(l)
002.(012)m−1 , e

(l)
(012)m} em Dm.

Neste caso, tem-se πm,m+n(u) ∈ Dm+n,

πm,m+n(u) = {e(l)
(002)m+n , e

(l)
(002)n.012.(002)m−1 , . . . , e

(l)
(002)n+1.(012)m−1 , e

(l)
(002)n.(012)m}.

7.2.2 Imersões π→
n,∞+m : Dn → D

→∞+m e Projeções Π→∞+m,n : D
→∞+m → Dn

A definição das funções π→
n,∞+m e Π→

n,∞+m é alcançada considerando-se as igualdades
expressas na Proposição 7.8.

Definição 7.8 Considere os espaços coerentes Dn e D→∞+m como também as funções π→
n,∞

e γ
(β)
n . Fixado m ∈ ω, m �= 0, a função imersão π→

n,∞+m : D→∞+m → Dn é dada por casos,
pelas seguintes expressões

� Se n ≥ m, tem-se

π→
n,∞+m(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
{a:00 |a ∈ x}, se x ∈ γ

(0)
n [Pn],

{aα:001;θ |aαθ ∈ x e aαθ ∈ Dn−m}, sex ∈ γ
(1)
n−1[Pn−1

∏
Pn−1],

{aα:002;θ |aαθ ∈ x e aαθ ∈ Dn−m}, sex ∈ γ
(2)
n−1[Pn−1

∏
B

Pn−1].

� Se n < m− 1, π→
n,∞+m(x) = {a:00 |a ∈ x}.

Em particular, π→
n,m∞(∅) = ∅.

Definição 7.9 Considere os espaços coerentes Dn, D→∞+m e as imersões γ
(β)
n e πn,∞+m,

respectivamente apresentadas na Proposição 5.1 e na Definição 7.8. Suponha x =
⋃↑

i∈ω{xi} ∈
D∞+m, onde cada xi é uma aproximação finita de x. Fixado m ∈ ω, a função Π→∞+m,n :
D→∞+m → Dn é dada por

Π→∞+m,n(x) =
⋃↑

i∈ω Π→∞+m,n(xi),

onde as funções Π→∞+m,n(xi) : D
→∞+m → Dn estão definidas pelas expressões

� Se n ≥ m,

Π→∞+m,n(xi) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{a |a:00 ∈ xi}, se xi ∈ π→

n,∞+m[Pn],
{aα.θ |aα:001;θ ∈ xi e aα ∈ Dn−m}, se xi ∈ π→

n,∞+m[Pn
∏

Pn],
{aα.θ |aα:002;θ ∈ x e aα ∈ Dn−m}, se xi ∈ π→

n,∞+m[Pn
∏

B
Pn].

∅, caso contrário.

� Se n < m, Π→
n,∞+m(xi) = {a |a ∈ xi}.

Proposição 7.9 As projeções estritas π→
n,∞+m Π→∞+m,n apresentadas nas Definições

7.8 e 7.9 são morfismos na categoria CospLin.

7.2.3 Cone Limite (D→∞+m, Π→∞+m, n : D→∞+m → Dn)

A seguir, define-se o limite inverso para o diagrama Km→ que assegura interpretação
para todos os processos, incluindo a aplicação finita de construtores como o produto
seqüencial e a soma determı́stica sobre processos infinitos no sentido temporal e modelados
por D→∞, para os quais se pode determinar o instante inicial de sua execução.

O número m de aplicações destes construtores de processos caracteriza o subespaço
D
→∞+m em que as interpretações são constrúıdas. Entretanto, cada ńıvel D→∞+m−D→∞+m+1

da construção admite a aplicação infinita dos construtores como o produto paralelo e a
soma não-determińıstica. Neste caso, respeitando as condições de conflito e concorrência
modeladas a partir das funções ΥD→

∞+m
, que são extensões da função posição ΥD→∞ , apre-

sentadas na Definição 6.2.
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Definição 7.10 O diagrama Km→ representado por

D0

Π
m→
0←− D1 ←− . . . ←− Dn

Π
m→
n←− Dn+1 ←− . . .

é definido pela famı́lia de subespaços coerentes {Dn}n∈ω e pelas projeções Π
m→
n : Dn+1 → Dn

apresentadas na Definição 7.8, de tal forma que para todo wn+1 ∈ Dn+1 existe wn ∈ Dn e
Π

m→
n (wn+1) = wn.

O diagrama Km→ determina seqüências {wn}n∈ω de subconjuntos coerentes em Dn

tal que Π
m→
n (wn+1) = wn. Como conseqüência, tem-se as seqüências {xn}n∈ω ⊆ D∞+m de

aproximações finitas do conjunto coerente x =
⋃↑

n∈ω xn, onde

wn = Π
m→
n (xn) ⇔ π→

n, m∞(wn) ⊆ xn ⊆ x.

Assim, a seqüência {xn}n∈ω determina um novo objeto x ∈ D∞+m, dado por

x =
⋃↑

n∈ω{xn} ⇔ x0 ⊆ x1 ⊆ . . . ⊆ xn ⊆ . . . ⊆ x e Π→∞+m, n(xn) = wn.

A seguir, caracteriza-se o domı́nio D
→∞+m como o limite inverso para Km→.

Proposição 7.10 Considere a famı́lia de projeções Π→∞+m,n : D
→∞+m → Dn, apresentada

na Definição 6.8. O par D
→∞+m ≡ (D→∞+m, Π→∞+m,n : D

→∞+m → Dn) constitui-se num

cone limite para o diagrama Km→ apresentado na Definição 7.10.

7.2.4 Relacionamento entre D
→∞+m e D

→∞+m+1

Proposição 7.11 De acordo com a Projeção 7.13, cada m determina um cone D
→∞+m ≡

(D→∞+m, Π→∞+m,n : D
→∞+m → Dn). A função projeção, linear, ΠD→

∞+m+1,D→
∞+m

: D
→∞+m+1 →

D→∞+m, definida pela expressão

ΠD→
∞+m+1,D→

∞+m
(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{aα |aα.00 ∈ x} se x ∈ P→∞+m,
{aα |aα.001 ∈ x}, se x ∈ P

→∞+m

∏
P→∞+m,

{aα |aα.002 ∈ x}, se x ∈ P→∞+m

∏
B

P→∞+m,
∅, caso contrário.

é um epimorfismo em CospLin.

A Figura 7.5 ilustra a proposição 7.4, representando graficamente as projeções já
definidas em seções anteriores e que tornam expĺıcito o relacionamento entre os espaços
coerentes D→∞+m e D→∞+m+1. Neste caso, tem-se

1. Π→∞+m,n ◦Π→∞+m+1,∞+m = Π→∞+m+1,n = Π
m→
n ◦Π→∞+m+1,n+1;

2. Π→∞+m,n+1 ◦Π→∞+m+1,∞+m = Π→∞+m+1,n+1;

3. Π
m→
n ◦Π→∞+m+1,n+1 = Π→∞+m+1,n; e ainda

4. Π→∞+m,n = Π
m→
n ◦Π→∞+m,n+1.
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D
n+1

D
 ω +m

Π ω +m ,n

Dn

Π
n

Dω+ m+1

Π ω +m+1 ,n+1

Π ω+n ,n+1
Π ω +n+1 ,n

Π ω + m+1 , ω +m

m

FIGURA 7.8 - Relacionamente entre D→
∞+m e D→

∞+m+1.

7.3 Espaço Coerente D→
2∞

O espaço coerente D→
2∞ dos processos computacionais transfinitos formaliza a com-

pletação para o processo de construção que a partir de D→∞ constrói cada um dos ńıveis
D
→∞+m − D

→∞+m+1 da estrutura do modelo de máquina geométrica distribúıda para pro-
cessos computacionais transfinitos.

Definição 7.11 O espaço coerente D
→
2∞ constitui-se no ponto fixo para a equação que

define o espaço coerente dos processos finitos. Se P
→
2∞ = D→

2∞
∐

D̄
→
2∞

∐
D̄
→ ⊥
2∞ ,

D
→
2∞ = P

→
2∞

∐
(P→

2∞
∏

P
→
2∞)

∐
(P→

2∞
∏
B

P
→
2∞).

Apresenta-se primeiramente algumas representações gráficas de interpretações no
domı́nio D

→
2∞ e logo a seguir a definição dos morfismos que modelam os construtores e

destrutores de processos.

Exemplificação 7.5

Na Figura 7.9 estão representados alguns exemplos de interpretações constrúıdas
em D

→
2∞, conforme mostra os seguintes itens:

• {d(k)
:001:001} = π∞,2∞({dk

:001});

• {d(k)
:001:001, d

(k)
:001;011:001, d

(k)
011:001;011:001} = π∞+1,2∞({d(k)

:001;001, d
(k)
:001;011, d

(k)
011:001;011});

• {d(k)
:002:002} = π∞,2∞({dk

:002});

• {d(k)
:002:002, d

(k)
:002;012:002} = π∞+1,2∞({d(k)

:002;002, d
(k)
:002;012});

7.3.1 Imersões π→∞+m,2∞ e Projeções Π→
2∞,∞+m

Definição 7.12 Considere os espaços coerentes D→∞+m, P→∞+m e D→
2∞. A função π→∞+m,2∞ :

D→∞+m → D→
2∞ é definida pela expressão

π→∞+m,2∞(x) =

⎧⎨⎩
{a:00 |a ∈ x}, se x ∈ P→∞+m−1,
{a:001 |a ∈ x}, se x ∈ (P→∞+m−1

∏
P→∞+m−1),

{a:002 |a ∈ x}, se xi ∈ (P→∞+m−1

∏
B

P→∞+m−1).
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FIGURA 7.9 - Representações das Interpretações em π→
∞+m,2∞[D→

∞+m].

Definição 7.13 Considere os domı́nios D→∞+m e D→
2∞. Seja x =

⋃↑
i∈ω{xi} ∈ D2∞, onde

xi é uma aproximação finita de x. A função Π→
2∞,∞+m : D→

2∞ → D∞+m é dada por

Π→
2∞,∞+m(x) =

⋃↑
i∈ω Π→

2∞,∞+m(xi).

Neste caso,

Π→
2∞,∞+m(xi) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{aα |aα:00 ∈ xi e aα ∈ D∞+m}, se xi ∈ P→

2∞,
{aα |aα:001 ∈ xi e aα ∈ D∞+m}, se xi ∈ P→

2∞
∏

P→
2∞,

{aα |aα:002 ∈ xi e aα ∈ D∞+m}, se xi ∈ P→
2∞

∏
B

P→
2∞.

∅, caso contrário.

Proposição 7.12 As funções Π→
2∞,∞+m e π→∞+m,2∞, apresentadas nas Definições 7.12 e

7.13 são morfismos na categoria CospLin.

A seguir, caracteriza-se o domı́nio D
→
2∞ como o limite inverso para K∞→. A Figura

apresentada logo abaixo mostra os morfismos que formalizam o relacionamento entre os
domı́nios D

→
2∞, D→∞+m e D→

n .

Proposição 7.13 Considere a famı́lia de projeções Π→
2∞,∞+m : D→

2∞ → D∞+m, apre-
sentada na Definição 6.8. O par D→

2∞ ≡ (D→
2∞, Π→

2∞,∞+m : D→
2∞ → D→∞+m) constitui-se

num cone limite para o diagrama K∞→ apresentado na Definição 7.10.
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Dn+1
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D 2ω

Π 2ω , ω+ m
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FIGURA 7.10 - Projeções sobre D
→
2∞.

Considerando-se a Proposição 7.13 e as projeções Π→
(m+1)∞,∞+m, apresentadas na

seção 7.2.4, além das composições já estabelecidas, as seguintes condições também são
satisfeitas:

1. Π→∞+m+1,∞+m ◦Π→
2∞,∞+m+1 = Π→

2∞,∞+m;

2. Π→∞+m+1,n ◦Π→
2∞,∞+m+1 = Π→∞+m,n ◦Π→

2∞,∞+m;

3. Π
m→
n ◦Π→∞+m,n+1 ◦Π→

2∞,∞+m = Π
m→
n ◦Π→∞+m+1,n+1 ◦Π→

2∞,∞+m+1.

Exemplificação 7.6

A Figura 7.11 ilustra as proposições acima e apresenta novas interpretações nos domı́nios
Dn, D∞+m e D2∞.

Seja v = {d(k0)
:001:001, d

(k1)
:001;011:001, d

(k2)
:001;001.011:001, d

(k2)
:001;(011)2:001

, . . . , d
(k2n−1)
:001;(011)n:001} ∈

π→
2∞,∞[Dn], tem-se então

• Projeções sobre os subespaços D∞+m com m ≤ n:

Π2∞,∞(v) = {d(k0)
:001;

Π2∞,∞+1(v) = {d(k0)
:001;001, d

(k1)
:001;011};

Π2∞,∞+2(v) = {d(k0)
:001;(001)2

, d
(k1)
:001;011.001, d

(k2)
:001;001.011, d

(k3)
:001;(011)2

};
...

Π2∞,∞+m(v) = {d(k0)
:001;(001)m , d

(k1)
:001;011.(001)m−1 , d

(k2)
:001;001.011.(001)m−2 , . . . , d

(k2m−1)

:001;(011)m};
...

Π2∞,∞+n(v) = {d(k0)
:001;(001)n , d

(k1)
:001;011.(001)n−1 , d

(k2)
:001;001.011.(001)n−2 , . . . , d

(k2n−1)

:001;(011)n};
• Projeções sobre os subespaços Dn.

Π2∞,0(v) = {d(k0)};
Π2∞,1(v) = {d(k0)

001 , d
(k1)
011 };
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Π2∞,2 ◦Π∞2,2(v) = {d(k0)
(001)2

, d
(k1)
011.001, d

(k2)
001.011, d

(k3)
(011)2

};
...

Π2∞,m(v) = {d(k0)
(001)m , d

(k1)
011.(001)m−1 , d

(k2)
001.011.(001)m−2 ,

d
(k3)
(011)2.(001)m−2 , . . . , d

(k2m−1)

(011)m };
...

Π2∞,n ◦Π2∞,n(v) = {d(k0)
(001)n , d

(k1)
011.(001)n−1 , d

(k2)
001.011.(001)n−2 ,

d
(k3)
(011)2.(001)n−2 , . . . , d

(k2n−1)

(011)n };

t0 t2n

d k
... d k

...d k
...

d k d kd k

d k
...d k

... ...d k...

d k d k d k
...

t0

t0 t1
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d k
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d k

...d k
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t0 tω
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Π 2ω ,ω+n

Π ω+n  , n

Π  1,2 Π 2,3 Π n-1,n
Π n,n+1...

D2ω

D1

d k

d k d k

d k

2n2

...

Dn

tω+m

FIGURA 7.11 - Aplicações da Imersão π→
∞+m,2∞ sobre Objetos em D

→
∞+m.

Mostrou-se ao longo deste caṕıtulo a possibilidade de se construir uma máquina
geométrica distribúıda, em sua concepção mais simples, a partir do modelo de uma
máquina geométrica. Neste sentido, pode-se pensar que uma análise mais generalizada
possa interpretar modelos mais detalhados de máquinas distribúıdas.
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8 Interpretação dos Construtures de Processos no
Espaço Coerente D→

∞ dos Processos Computacio-
nais

Neste caṕıtulo mostra-se que a interpretação de cada um dos construtores de pro-
cessos é formalizada por funções lineares - morfismos na categoria CospLin. Além das
definições com as correspondentes restrições e observações, verifica-se também que o mo-
delo contempla interpretação para construtores recursivos, a partir da composição finita
ou infinita destes morfismos.

Nas definições apresentadas neste caṕıtulo, consideram-se as imersões π→
n : Dn →

Dn+1 e π→
n,∞ : Dn → D→∞ e as projeções Π→

n : Dn+1 → Dn e Π→∞,n : D→∞ → Dn,
apresentadas no Caṕıtulo 6 na Seção 6.3.

Além disso, supõe-se que θ, θ1, θ2 ∈ {(00), (001), (011), (002) (012)} correspondem a
indexadores que definem as projeções e imersão, e identificam destrutores e construtores
de processos.

8.1 Construtores de Processos Modelados pela Construção
Espacial do Espaço Coerente D

→
∞.

Todos os construtores de processos modelados pela construção espacial do espaço
coerente D→∞ podem ser definidos de forma análoga em D←∞. Dependendo da aridade
e definição de cada um dos operadores, consideram-se as seguintes construções sobre o
espaço coerente D→∞ de processos : D̄→∞, D̄⊥ →∞ , D→∞

∏
D→∞ e B

∏
D→∞

∏
D→∞.

8.1.1 Operador Identidade IdD→∞

Definição 8.1 Seja o espaço coerente D→∞. O endomorfismo (ou função linear) Id :
D→∞ → D→∞ que interpreta o construtor IdP é definido por

x �→ IdD→∞(x) = x.

8.1.2 Operador F(00)

O operador F(00) formaliza a noção intuitiva de que um processo executado em n utc
pode aproximar qualquer outro processo, desde que o tempo de execução deste outro seja
maior ou no mı́nimo igual a n utc.

Definição 8.2 Considere x =
⋃↑

n∈ω{xn} ∈ D→∞ onde xn ∈ π→
n,∞[Dn]. Considere também

as imersões π
(00)
n,∞ : Dn → D→∞ definidas na Seção 6.2. A função F(00) : D→∞ → D→∞ que

interpreta o operador inclusão é definida por

F(00)(x) =
⋃↑

n∈ω { (π→
n+1,∞ ◦ π

(00)
n ◦ Π→∞,n) (xn) }.

Em particular, F(00)(∅) = ∅.

A seguir, apresentam-se algumas exemplificações.

1. F00 ({d(k)
:00}) = {d(k)

00:00} = {d(k)
00.00.00:∞} = . . . representa um processo elementar em

D→∞ que,no instante t0, executa a ação d na k-ésima posição.
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2. Em x = {d(l)
001 e

(l)
011 10:00, d

(k)
00 10:00} tem-se que o subconjunto x′ = {d(k)

00 10:00} repre-
senta um processo computacional que, no instante 0, executa a ação d na k-ésima

posição. Da mesma forma, o subconjunto coerente x′′ = {d(l)
001 e

(l)
011 10:∞} interpreta

um processo seqüencial executado nos instântes t0 e t1. Existe neste caso, uma
concorrência expĺıcita no instante t0.

3. Em y = {d(n)
001.001:00, e

(l)
011.001:00, d

(k)
00.011:00} tem-se que o subconjunto unitário y′ =

{d(k)
00.011:00} representa um processo parcial que executa a ação d na k-ésima posição,

no instante t2. Neste exemplo, o subconjunto coerente y′′ = {d(n)
001.001:∞, e

(l)
011.001:∞}

interpreta a parte do processo interpretado por y que será executada seqüencialmente
nos instantes t0 e t1.

4. Seja F00 ({d(k)
:001, d

(k)
011:001}) = {d(k)

001.00:001, d
(k)
011.00:001}. Neste caso, este conjunto

coerente interpreta um processo seqüencial parcial, cujos dois primeiros fatores exe-
cutam a ação d na k-ésima posição. Os demais (infinitos) fatores ainda não estão
identificados.

5. Seja w = {b22:002, d
(k)
201:002, e

(k)
201:002, d

(k)
111:002, d

(l)
111:002, d

(k)
00.012:002}. Tem-se então que

w interpeta um processo parcial que resulta de um seqüência infinita de aplicações do
operador soma determińıstica, portanto incluindo infinitos testes. Desta seqüência,
apenas a escolha referente ao teste interpretado pelo conjunto coerente {b22:002}
está definida. Se este teste e todos os demais testes ainda não conhecidos forem
satisfeitos, executa-se o primeiro termo, definido pelo subconjunto

w′ = {d(k)
201:002, e

(k)
201:002, d

(k)
111:002, d

(l)
111:002},

interpretando um produto seqüencial que executa primeiro um produto paralelo
e logo após uma soma não-determińıstica. Caso contrário, a segunda parcela
interpretada por w′′ será executada. Aqui, o processo elementar que executa a ação
d na posição k de memória constitui-se na interpretação associada ao subconjunto
coerente w′′ = F(00)({d(k)

00:012}).

A próxima proposição é uma conseqüência da Definição 8.2.

Proposição 8.1 Considere x =
⋃↑

n∈ω{xn} ∈ D→∞. Verifica-se a equivalência

F(00)(x) = x ⇔ x ∈ π
(00)
n,∞[Dn].

Nas próximas definições utiliza-se a notação x�y = ({0}×x)
⋃

({1}×y), para indicar
o conjunto coerente resultante do produto direto de x por y, onde x, y ∈ D

→∞. Assim,
D→∞

∏
D→∞ define o espaço coerente resultante do produto direto (produto categórico) em

D→∞. Para a definição de produto categórico de espaços coerentes, veja [GIR 89].

8.1.3 Operador F(10)

O operador F(10) interpreta o produto paralelo de processos que possuem construção
temporal finita. A extensão deste operador para os demais processos só poderá ser for-
malizada nos domı́nios que constroem o espaço coerente D2∞. A definição formal é dada
logo a seguir.

Definição 8.3 Considere x, y ∈ D→∞ tais que x =
⋃↑{xn}n∈ω e y =

⋃
↑{ym}m∈ω, onde

xn ∈ π→
n,∞(Dn) e ym ∈ π→

m,∞(Dm).
Sempre que as próximas condições são satisfeitas
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• xn ∈ π→
n,∞ ◦ ψ

(0)
n−1 ◦ φ0

n−1(Dn−1) e ym ∈ π→
m,∞ ◦ ψ

(0)
n−1 ◦ φ

(0)
m−1(Dm−1),

• Υ∞(x)
⋂

Υ∞(y) = ∅,
• Π→

∞,k(x), Π→
∞,k(y) ∈ γ0

k−1 ◦ φ1
k−1 [Dk−1] onde k = max{m, n},

a função F(10) : D→∞
∏

D→∞ → D→∞ que interpreta o produto paralelo de processos é
definida pela expressão

F(10)(x � y) =
↑⋃

n,m∈ω

π→
k,∞ [Π→

∞,k(xn) ∪Π→
∞,k(ym)].

Quando algumas das condições acima não for satisfeita, tem-se F(10)(x � y) = ∅.

As próximas observações facilitam a compreensão da Definição 8.3.

Observação 8.1

(1) O processo resultante após aplicação do construtor interpretado pelo operador
F(00) é indefinido, sendo portanto interpretado pelo conjunto coerente ∅ ∈ D→∞

∏
D→∞, nas

seguintes situações:

1. as correspondentes aproximações de x e y são tais que xn ∈ πθ1
n,∞[Dn], ym ∈

πθ2
m,∞[Dm], mas θ1 �= 00 e θ2 �= 00;

2. os processos x e y não são concorrentes, significando que Υ∞(x)
⋂

Υ∞(y) �= ∅;
3. Π∞,k(xn) (ou Π∞,k(ym)) �∈ γ0

k−1 ◦ φ1
k−1 [D̄k−1];

4. x = y = ∅.
(2) Se : θ = θ. θ. . . . pela Definição 8.3, tem-se a seguinte igualdade:

π
(θ)
n,∞ [Π→

∞,k(xn)
⋃

Π→
∞,k(ym)] = {a:θ | a ∈ Π→

∞,k(xn)
⋃

Π→
∞,k(ym)}

(3) Quando um dos fatores é uma aproximação finita do outro, no caso y = xn ⊆ x,
tem-se que F(10)(x � y) = F(10)(x � xn) = x.

Proposição 8.2 Considere x, y, z ∈ D→∞. Verificam-se as propriedades:
P1 F(10)(x � y) = F(10)(y � x).
P2 F(10) (F(10)(x � y) � z) = F(10)(x � (F(10)(y � z)).
P3 F(10)(x � ∅) = F(10)(∅ � x) = x.

Além das últimas observações e propriedades, nos próximos parágrafos apresenta-
se algumas aplicações do construtor F(10) sobre subconjuntos coerentes que interpretam
processos de execução finita.

Exemplificação 8.1

Considera-se I enumerável e o indexador : ∞ = 00.00.00. . . .

1. F(10) ({ d(0)
10:∞} � {∅10:∞} ) = {d(0)

10:∞, ∅10:∞}

2. F(10) ({ d(0)
10:∞} � ∅ ) = {d(0)

10:∞}
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3. F(10) ( {d(1)
10:∞} � F(10) ({ d(0)

10:∞} � ∅ ) = {d(1)
10:∞, d(0)

10:∞}

4. F(10)( {d(2)
10:∞} � F(10) ( {d(1)

10:∞} � F(10) ({ d(0)
10:∞} � ∅ ))) =

{d(2)
10:∞, d(1)

10:∞, d(0)
10:∞}

5. F(10)({d(n)
10:∞} � . . . . . . � F(10)({d(2)

10:∞} � F(10) ( {d(1)
10:∞}�

F(10) ({ d(0)
10:∞} � ∅)))) = {d(n)

10:∞, . . . , d(2)
10:∞, d(1)

10:∞, d(0)
10:∞}

6. F(10) ({ . . . , d(n+1)
10:∞, d(n)

10:∞}� {d(n−1)
10:∞, . . . , d(1)

10:∞, d(0)
10:∞} )

= { . . . , d(1)
10:∞, d(0)

10:∞}

7. F(10) ({d(k)
201:∞} � {d(n)

10:∞, ∅10:∞}) = ∅

8. F(10) ({d(k)
201 e(k)

211.10:∞} � {d(n)
10:∞}) = ∅

9. F(10) ({d(k)
201 e(k)

211.10:∞} � {d(n)
10.10:∞}) = {d(k)

201 e(k)
211.10:∞, d(n)

10.10:∞}

10. F(10) ({d(k2i)10:∞}i∈ω � {d(k2i+1)
10:∞}i∈ω = {d(k2i)10:∞, d(k2i+1)

10:∞}i∈ω

A seguir define-se o morfismo que interpreta a soma não-determińıstica.

8.1.4 Operador F(20)

Definição 8.4 Considere x, y ∈ D→∞ tais que x =
⋃↑

n∈ω{xn} e y =
⋃↑

m∈ω{ym}, onde
xn ∈ π→

n,∞[Dn] e ym ∈ π→
m,∞[Dm].

Sempre que as seguintes condições são satisfeitas

• xn ∈ (π→
n,∞ ◦ ψ

(0)
n−1 ◦ φ

(0)
n−1)[Dn−1] e ym ∈ (π→

m,∞ ◦ ψ
(0)
m−1 ◦ φ

(0)
m−1)[Dm−1],

• Υ∞(x)
⋂

Υ∞(y) �= ∅ (veja Definição 6.2),

• Π→
∞,k(xn), Π→

∞,k(ym) ∈ (γ0
k−1 ◦ φ2

k−2) [D̄⊥
k−1] onde k = max{m, n},

a função F(20) : D→∞
∏

D→∞ → D→∞ que interpreta o soma não-determińıstica de proces-
sos é definida pela expressão

F(20)(x � y) =
⋃↑

n,m∈ω {π→
k,∞ (Π→

∞,k(xn) ∪Π→
∞,k(ym))}.

Quando algumas das condições acima não for satisfeita, F(20)(x � y) = ∅.

As observações abaixo facilitam a compreensão da Definição 8.4.

Observação 8.2

(1) O processo resultante é indefinido, e neste caso interpretado pelo conjunto
coerente ∅ ∈ D→∞

∏
D→∞, nas seguintes situações:

1. as correspondentes aproximações de x e y são tais que xn ∈ π
(θ1)
n,∞[Dn], ym ∈

π
(θ2)
m,∞[Dm], mas θ1 �= 00 e θ2 �= 00;

2. os processos x e y não são conflitantes (mas concorrentes), significando que Υ∞(x)
⋂

Υ∞(y) =
∅;

3. Π∞,k(xn) (ou Π∞,k(ym)) �∈ γ0
k−1 ◦ φ2

k−1 [D̄⊥
k−1];
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4. x = y = ∅.
(2) Quanto todas as condições da Definição 8.4 são satisfeitas e tem-se ainda que

x =
⋃↑

n∈ω{xn} = xn e y =
⋃↑

m∈ω{ym} = ym então a soma não-determińıstica dos
processos interpretados por x e y é definido pela expressão

F(20)(x � y) = F(20)(xn � ym) = πθ
k,∞ (Π∞,k(xn) ∪Π∞,k(ym)).

(3) Quando uma das parcelas da soma não-determińıstica é uma aproximação finita
da outra, no caso y = xn ⊆ x, tem-se que F(20)(x � y) = F(20)(x � xn) = x.

A próxima proposição é uma conseqüência da Definição 8.4.

Proposição 8.3 Considere x, y, z ∈ D
→∞. Verificam-se as propriedades:

P1 F(20)(x � y) = F(20)(y � x).
P2 F(20) (F(20)(x � y) � z) = F(20)(x � (F(20)(y � z)).
P3 F(20)(x � ∅) = F(20)(∅ � x) = x.

Nos próximos parágrafos apresenta-se a aplicação do operador F(20) sobre alguns
conjuntos coerentes que interpretam processos executados em tempo finito.

Exemplificação 8.2

Considera-se I enumerável e : ∞ = 00.00.00. . . .

1. F(20) ({ d(0)
20:∞} � ∅20:∞ ) = ∅

2. F(20) ({ d(0)
20:∞} � ∅ ) = {d(0)

20:∞}

3. F(20) ( {e(0)
20:∞} � F(20) ({ d(0)

20:∞} � ∅ ) = {e(0)
20:∞, d(0)

20:∞}

4. F(20)( {f (0)
20:∞} � F(20) ( {e(0)

20:∞} � F(20) ({ d(0)
20:∞} � ∅ ))) =

{f (0)
20:∞, e(0)

20:∞, d(0)
20:∞}

5. F(20)({p(0)
20:∞} � . . .

. . . � F(20)({f (0)
20:∞} � F(20)( {e(0)

20:∞} � F(20)({ d(0)
10:∞} � ∅)))) =

{p(0)
20:∞, . . . , f (0)

20:∞, e(0)
20:∞, d(0)

20:∞}

6. F(20) ( { . . . , d
(0)
n+1 20:∞, d(0)

n 20:∞}n∈ω � {d(0)
n−1 20:∞}n∈ω) =

{ . . . , d
(0)
n+1 20:∞, d(0)

n 20:∞, d
(0)
n−1 20:∞}n∈ω

7. F(20) ( {d(k)
20:∞, e(l)

20:∞} � {d(n)
:∞}) = ∅

8. F(20)({d(k)
001 e

(l)
011.20:∞} � {d(k)

10 e(k)
1020:∞}) = {d(k)

001 e
(l)
011.20:∞, d(k)

10 e(k)
1020:∞}

9. F(20)({d(k)
001 e

(k)
011.20:∞} � {d(k)

002 e
(k)
012.20:∞}) = {d(k)

001 e
(k)
011.20:∞, d

(k)
002 e

(k)
012.20:∞}

10. F(20)({d(k)
i 20:∞}i∈I⊆ω � {e(k)

j 20:∞}j∈J⊆ω) = {d(k)
i 20:∞, e

(k)
j 20:∞}i∈I, j∈J

A proposição apresentada a seguir assegura que a interpretação dos construtores de
processos modelados acima são funções lineares.
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Proposição 8.4 Os construtores identidade IdD→∞, inclusão F00, produto paralelo F(10),
soma não-determińıstica F20 são morfismos na categoria CospLin.

Prova. Mostra-se que F(10) ∈ MorCospLin. A prova pode ser constrúıda de forma
análoga para os demais construtures.

1. Mostra-se primeiramente que F(10) é uma função monótona.
Sejam x, y ∈ D

→∞ tais que x =
⋃↑

n∈ω{xn} e y =
⋃↑

m∈ω{ym} sempre que xn ∈
π→

n,∞[Dn] e ym ∈ π→
m,∞[Dm].

Suponha também que x � y, x′ � y′ ∈ D
→∞

∏
D→∞ e x � y ⊆ x′ � y′. Neste caso,

x ⊆ x′ e y ⊆ y′.
Além disso, Π→

∞,k, π→
k+1,∞ e π

(00)
k+1,∞ são funções monótonas.

1.1 Primeiramente, considere satisfeitas as condições da Definição 8.3:
• xn ∈ π

(00)
n,∞[Dn] ⊆ π→

n,∞[Dn] e ym ∈ π
(00)
m,∞[Dm] ⊆ π→

n,∞[Dm].
• Υ∞(x)

⋂
Υ∞(y) = ∅ como também Υ∞(x′)

⋂
Υ∞(y′) = ∅. Logo x e y são concor-

rentes da mesma forma que x′ e y′.
• Π→

∞,k(x), Π→
∞,k(y) ∈ γ0

k−1 ◦ φ1
k−1 [Dk−1], se k = max{m, n}. Logo pela monotoni-

cidade das funções Π→
∞,k e π

(00)
k+1,∞, tem-se Π→

∞,k(x
′), Π→

∞,k(y
′) ∈ γ0

k−1 ◦ φ1
k−1 [Dk−1].

Portanto, conclui-se que

F(10)(x � y) = π→
k+1,∞ [Π→

∞,k(x) ∪ Π→
∞,k(y)]

⊆ π→
k+1,∞ [Π→

∞,k(x
′) ∪ Π→

∞,k(y
′)}] = F(10)(x

′ � y′)

1.2 Caso contrário, quando alguma das condições da Definição 8.3 acima não for
satisfeita, F(10)(x � y) = ∅. Nesta situação analisa-se os seguintes casos:
1.2.1 Ou x ∈ πθ1

n,∞(Dn), y ∈ πθ2
m,∞(Dm), mas θ1 �= 00 e θ2 �= 00. Assim, o mesmo

vale para x′ e y′, ou seja, x′ ∈ πθ1
n,∞(Dn), y′ ∈ πθ2

m,∞(Dm), mas θ1 �= 00 e θ2 �= 00.
Logo tem-se que F(10)(x � y) = ∅ = F(10)(x′ � y′).
1.2.2 Ou quando x e y não são concorrentes, e conseqüentemente, pela inclusão,
tem-se que x′ e y′ também não. Logo F(10)(x � y) = F(10)(x′ � y′) = ∅.
1.2.3 Ou ainda quando Π→

∞,k(x) �∈ γ0
k ◦ φ1

k [Dk]. Neste caso, Π→
∞,k(x

′) �∈ γ0
k ◦ φ1

k [Dk].
Logo F(10)(x�y) = ∅ = F(10)(x′�y′). O mesmo pode ser conclúıdo ao se considerar
Π→

∞,k(y) �∈ γ0
k ◦ φ1

k [Dk].
1.2.4 Ou finalmente quando x = x′ = y = y′ = ∅, é imediato que F(10)(x � y) =
F(10)(x � y) = ∅.
Mostrou-se assim que, em ambos os casos, F(10)(x � y) ⊆ F(10)(x′ � y′). Portanto,
F(10) é monótona.

2. Se X � Y é um subconjunto dirigido de D
→∞

∏
D→∞, em relação a inclusão, então

tem-se que F(10)(X � Y ) é também dirigido.
De fato, sejam X, Y ⊆ D→∞ subconjuntos dirigidos de D→∞ relativos à inclusão. Como
D→∞ é fechado para a uniões dirigidas, ∪↑X � ∪↑Y ⊆ D→∞

∏
D→∞ e considerando-se o

fato de que F(10) é monótona, F(10)(∪↑X � ∪↑Y ) é dirigido.

Suponha agora que Π→
∞,k e π

(00)
k+1,∞ são funções cont́ınuas.

2.1 Se Υ∞(∪↑X)
⋂

Υ∞(∪↑Y ) = ∅ e Π→
∞,k(∪↑X), Π→

∞,k(∪↑Y ) ∈ γ0
k ◦ φ1

k[D̄k], onde
k = max{m, n} tem-se que

F(10)(∪↑X � ∪↑Y ) = π
(00)
k+1,∞ [Π→

∞,k(∪↑X)
⋃

Π→
∞,k(∪↑Y )]

= π
(00)
k,∞ [∪↑{Π→

∞,k(x) |x ∈ X}
⋃
∪↑{Π→

∞,k(y) | y ∈ Y }]
⊆ ∪↑{π(00)

k,∞ [Π→
∞,k(y) ∪Π→

∞,k(x)] |x ∈ X, y ∈ Y }
= ∪↑{F(10)(x � y) |x ∈ X, y ∈ Y }
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2.2 Quando alguma das hipóteses acima não for verificada, tem-se que

F(10)(∪↑X � ∪↑Y ) = ∅.

Como F(10) é monótona, F(10)(x � y) = ∅, ∀x ∈ X, y ∈ Y. Assim, provou-se que
também neste caso F(10)(

⋃↑ X �⋃↑ Y ) =
⋃{F(10)(x� y) |x ∈ X, y ∈ Y }. Portanto,

provou-se que F(10) é cont́ınua.

3. Sejam x � y, x′ � y′ ∈ D
→∞

∏
D→∞, tais que (x � y)

⋃
(x′ � y′) = (x ∪ x′) � (y ∪ y′) ∈

D→∞
∏

D→∞.
Suponha que Π→

∞,k, π→
k+1,∞ e π

(00)
k+1,∞ são funções estáveis.

3.2 Considere primeiramente que as condições da Definição 8.3 são satisfeitas, ou
seja,
• Υ∞(x ∩ x′)

⋂
Υ∞(y ∩ y′) = ∅, Υ∞(x)

⋂
Υ∞(y) = ∅ e Υ∞(x′)

⋂
Υ∞(y′) = ∅.

• Π∞,k(x ∩ x′), Π∞,k(y ∩ y′) ∈ γ0
k ◦ φ1

k [Dk], onde k = max{m, n}.
Assim, tem-se que

F(10)(x � y
⋂

x′ � y′) = F(10)((x ∩ x′) � (y ∩ y′))

= π
(00)
k+1,∞ [Π→

∞,k(x ∩ x′)
⋃

Π∞,k(y ∩ y′)]

= π
(00)
k+1,∞ [(Π→

∞,k(x) ∩Π∞,k(x′))
⋃

(Π→
∞,k(y) ∩Π→

∞,k(y
′)]

= π
(00)
k+1,∞ [Π→

∞,k(x)
⋃

Π→
∞,k(y)]

⋂
π

(00)
k+1,∞ [Π→

∞,k(x
′)

⋃
Π→

∞,k(y
′)]

= F(10)(x � y)
⋂

F(10)(x
′ � y′)

3.2 E quando alguma das condições acima não for verificada, F(10)(x�y
⋂

x′�y′) =
F(10)( (x ∩ y) � (x′ ∩ y′) ) = ∅. Considera-se então a análise das seguintes situações:
3.2.1 Ou x∩x′ e y∩y′ não são concorrentes, e conseqüentemente, x e y assim como x′

e y′ também não são concorrentes. Logo tem-se que F(10)(x�y) = F(10)(x′�y′) = ∅.
3.2.2 Ou quando x

⋂
x′ ∈ πθ1

n,∞(Dn), y
⋂

y′ ∈ πθ2
m,∞(Dm), mas θ1 �= 00 θ2 �= 00.

Assim, o mesmo vale para x, x′ e y, y′, ou seja, x, x′ ∈ πθ1
n,∞(Dn), y, y′ ∈ πθ2

m,∞(Dm),
mas θ1 �= 00 θ2 �= 00. Logo tem-se que F(10)(x � y) = ∅ = F(10)(x′ � y′).
3.2.3 Ou quando Π→

∞,k(x) (ou Π→
∞,k(x

′)) �∈ γ0
k ◦ φ1

k [Dk]. Logo, F(10)(x � y) = ∅
(ou F(10)(x′ � y′) = ∅). O mesmo pode ser conclúıdo ao se considerar Π→

∞,k(y) (ou
Π→

∞,k(y
′)) �∈ γ0

k ◦ φ1
k [Dk].

3.2.4 Ou ainda quando x = x′ = y = y′ = ∅. Por definição, F(10)(x � y) =
F(10)(x � y) = ∅.
Mostrou-se então que F(10)(x � y

⋂
x′ � y′) = F(10)(x � y)

⋂
F(10)(x′ � y′). Portanto

F(10) é estável.

4. Sejam X, Y ⊆ D
→∞ tais que, se para todo x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y tem-se que x ∪ x′ ∈

D→∞, y ∪ y′ ∈ D→∞ e x, x′ ∈ πθ1
n,∞[Dn] ⊆ π→

n,∞[Dn], y, y′ ∈ πθ2
m,∞[Dm] ⊆ π→

m,∞[Dm].

Suponha que Π→
∞,k, π→

∞,k e π
(00)
k+1,∞ são funções lineares.

4.1 Considere primeiramente que as condições da Definição 8.3 são satisfeitas, ou
seja,
• Υ∞(∪X)

⋂
Υ∞(∪Y ) = ∅;

• x, x′ ∈ πθ1
n,∞(Dn), y, y′ ∈ πθ2

m,∞(Dm) e tem-se que θ1 = θ2 = 00;
• Π∞,k(∪X), Π∞,k(∪Y ) ∈ γ0

k ◦ φ1
k [Dk], onde k = max{m, n};

F(10)(∪X � ∪Y ) = π
(00)
k,∞ [Π→

∞,k(∪X)
⋃

Π→
∞,k(∪Y ) ]

= π
(00)
k,∞ [∪{Π→

∞,k(x) |x ∈ X}
⋃
∪{Π→

∞,k(y) | y ∈ Y }]
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=
⋃
{π(00)

k,∞ [Π→
∞,k(x) ∪Π→

∞,k(y)] |x ∈ X, y ∈ Y })
=

⋃
{F(10)(x � y) |x ∈ X, y ∈ Y }

4.2 E finalmente, se nenhuma das hipóteses acima for verificada, F(10)(
⋃

X�⋃
Y ) =

∅. Assim, pela monotonicidade da função F(10), já provada anteriormente, tem-se
que F(10)(x � y) = ∅, sempre que x ⊆ ⋃

X e y ⊆ ⋃
Y .

Mostrou-se que, em ambos os casos, tem-se que

F(10)(
⋃

X �⋃
Y ) =

⋃{F(10)(x � y) |x ∈ X, y ∈ Y }.

Considerando-se todos os itens desta prova conclui-se que F(10) é linear. �

8.2 Construtores de Processos Modelados pela Construção
Temporal do Espaço Coerente D→

∞
O domı́nio D

→∞, da mesma forma que D
←∞, posssui interpretação para o produto

seqüencial e a soma determińıstica, onde um ou mais termos podem ser processos infinitos
quanto ao tempo de execução. No entanto, para se alcançar esta formalização, faz-se uma
análise da indexadação dos tokens que compõem suas interpretações. Neste sentido, a
construção temporal das interpretações de um processo se reduz à construção dos inde-
xadores de seus tokens, podem ser entendidas como palavras de um escolhido alfabeto
descrevendo os construtores envolvidos na execução parcial destes processos em intervalos
de tempo finito.

Na primeira parte desta seção são apresentadas as funções deslocamento, a partir
das quais, obtém-se as interpretações para o produto seqüencial e a soma determińıstica
de processos sem restrições quanto ao tempo de execução.

8.2.1 Funções Deslocamento

Num processo seqüencial infinito, o construtor que desloca uma posição para a
direita, cada um de seus fatores, será interpretado pelo operador −→F . Por analogia, o cons-
trutor responsável pelo deslocamento no sentido contrário, será interpretado pelo operador←−F .

dk

21 ... 21 ...dk

F

21...
F

dk

21
... dk

FIGURA 8.1 - As Funções Deslocamento no PP de Processos.

A Figura 8.1 é uma forma de expressar esta idéia, onde está representada a aplicação
da função deslocamento −→F sobre o objeto parcial {d(0)

:001} ∈ D→∞. Baseados na linearidade
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de −→F , pode-se estender esta interpretação, e considerar todos os objetos totais para os
quais {d(0)

:001} constitui-se numa aproximação finita. As mesmas considerações podem ser
feitas com relação a aplicação da função deslocamento ←−F sobre o subconjunto coerente
unitário {d(k)

:011} ∈ D
←∞.

Salienta-se que, para um processo infinito, resultante de um produto ou uma soma,
não existe um limite de tempo para sua execução. Portanto as imagens obtidas pelas
funções deslocamento interpretam o deslocamento destes processos no tempo.

Considerando-se a soma determińıstica infinita, o construtor que desloca uma posição
para baixo, cada um dos termos da soma, será interpretado pelo operador F↓, da mesma
forma que o operador F↑ interpreta o deslocamento oposto.

d0

... d0...

F

d0

...
F d0

...

FIGURA 8.2 - As Funções Deslocamento na SS de Processos.

A Figura 8.2 é outra forma de expressar esta idéia, onde está representada a aplicação
das funções F↓ e F↑ sobre os objetos parciais {d(k)

:002} ∈ D→∞ e {d(k)
:012} ∈ D←∞. Neste caso,

tem-se F↓({d(k)
:002}) = {d(k)

012:002} e F↑({d(k)
:012}) = {d(k)

002:012}.
Com base na natureza indutiva do domı́nio D→∞ (ou de D←∞), para se interpretar os

construtores de processos que deslocam posições em produtos seqüenciais ou em escolhas
determińısticas infinitas, é preciso que tais interpretações sejam constrúıdas, primeira-
mente, nos ńıveis Dn da estrutura.

Neste sentido, a definição das funções deslocamento torna expĺıcito um método
recursivo de determinação dos novos ı́ndices dos tokens que constituem os subconjuntos
na imagem de cada uma destas funções.

Após as observações apresentadas em seguida, essas idéias são formalizadas nas
próximas definições e proposições.
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Observação 8.3

1. Algumas observações sobre a notação são importantes pois facilitam a compre-
ensão das próximas definições e proposições. A definição das imersões π→

n , π→
n,∞ é dada por

casos que envolvem as imersões π
(θ)
n , π

(θ)
n,∞, com θ ∈ {00, 001, 002}. De forma análoga, a de-

finição das imersões π←
n , π←

n,∞ envolve restrições relacionadas com as imersões π
(θ)
n , π

(θ)
n,∞,

com θ ∈ {00, 011, 012}.
Portanto, para modelar o deslocamento de posições no produto seqüencial ou na

soma determińıstica, são consideradas as imersões π
(θ)
n com indexador θ ∈ {001, 011, 002, 012}.

1.1 Fixando θ, a composição finita das projeções Π(θ)
n : Dn → Dn−1, apresentadas

na Definição 5.5, será indicada pela expressão

�m
i=n Π(θ)

i = Π(θ)
n ◦Π(θ)

n−1 ◦ . . . ◦Π(θ)
m ,

se n, m ∈ ω e n ≥ m. Caso contrário, quando n < m tem-se que �m
i=n Π(θ)

i = IdDn .
1.2 A mesma notação é adotada para as imersões π

(θ)
n : Dn → Dn+1, apresentadas

na Definição 5.4. Além disso,

�n
i=0 π

(θ1)
i ◦ �n+m+1

i=n+1 π
(θ2)
i (x) = x × {(θn

1 .θm
2 )}.

2. Cada subconjunto coerente x ∈ D→∞ que interpreta um produto seqüencial ou
uma soma determińıstica, sem limite de tempo de execução, pode ser identificado pela
expressão

x = {aα:θ |α = α1d1β1.α2d2β2. . . . αndnβn },
sempre que, para os indexadores de tokens, tem-se
� αn ∈ {0, 1, 2} indica o construtor interno interpretado por F(00), F(10) e F(20);
� βn ∈ {1, 2} indica o construtor externo, produto seqüencial ou soma determińıstica;
� dn ∈ {0, 1} indica o primeiro ou o segundo termo associado ao construtor externo;
� θ ∈ {001, 002} são indexadores das imersões de Dn em D∞.

No caso em que x ∈ D
←∞, valem as mesmas considerações dos ı́tens anteriores, exceto

que agora θ ∈ {011, 012}.
Sem perda de generalidade e com o objetivo de simplificar a notação, nas próximas

definições considera-se αn = 0, ∀n ∈ ω .

Definição 8.5 Considere os indexadores θ ∈ {001, 011, 002, 012} e β ∈ {1, 2}. Considere
também as composições finitas de projeções e imersão, dadas pelas expressões

�n−m
i=n Π(θ)

i : Dn → Dn−(m+1), �n−m
i=n Π(θ)

i (x) = Π(θ)
n−m ◦ . . . ◦Π(θ)

n−1 ◦Π(θ)
n (x),

�n+m
i=n π

(01β)
i : Dn → Dn+m, �n+m

i=n π
(01β)
i (x) = π

(01β)
n+m ◦ . . . ◦ π

(01β)
n+1 ◦ π

(01β)
n (x).

Fixado β, a função f
(0β)
n : Dn → Dn+1 é recursivamente definida pelas equações⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f
(0β)
0 (x) = π

(01β)
0 (x),

f
(0β)
n (x) = (π(00β)

n ◦ f
(0β)
n−1 ◦Π(00β)

n ) (x)
⋃⋃0

i=n−2 [ (π
(01β)
n−(i+1) ◦ f

(0β)
i ◦ Π(00β)

i+1 ◦ �n−(i+1)
k=n Π(01β)

k ) (x) ]
⋃

(π(01β)
n ◦ �n

k=0π
(00β)
k ◦ �1

k=nΠ(01β)
k ) (x).
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Na definição anterior, o indexador β identifica qual o construtor de processos está
sendo interpretado. Assim, β = 1 identifica o produto seqüencial, enquanto β = 2 é o
identificador da soma determińıstica.

Fixando β = 1 tem-se θ ∈ {001, 011}. Desenvolvendo as composições abreviadas na
Definição 8.5, e considerando a notação onde as imersões πθ

n : Dn → Dn são dadas pelo
produto cartesiano πθ

n(x) = x × {(θ)} acrescida das observações apresentadas no ińıcio
desta seção, pode-se explicitar cada uma das funções f(01)n : Dn → Dn+1.

Tem-se então, as seguintes expressões

• f(01)0 (x) = x× {(011)}

• f(01)1 (x) = (f(01)0 ◦Π(001)
1 )(x)× {(001)} ⋃

(Π(011)
1 )(x)× {(001.011)}

• f(01)2 (x) = (f(01)1 ◦Π(001)
2 )(x)× {(001)} ⋃

(f(01)0 ◦Π(001)
1 ◦Π(011)

2 )(x)× {(011)} ⋃
(Π(011)

1 ◦Π(011)
2 )(x)× {(001 2.011)}

• f(01)3 (x) = (f(01)2 ◦Π(001)
3 )(x)× {(001)} ⋃

(f(01)1 ◦Π(001)
2 ◦Π(011)

3 )(x)× {(011)} ⋃
(f(01)0 ◦Π(001)

1 ◦ (Π(011)
2 ◦Π(011)

3 ))(x)× {(0112)} ⋃
(Π(011)

1 ◦Π(011)
2 ◦Π(011)

3 )(x)× {(001 3.011)}

• f(01)4 (x) = (f(01)3 ◦Π(001)
4 )(x)× {(001)} ⋃

(f(01)2 ◦Π(001)
3 ◦Π(011)

4 )(x)× {(011)} ⋃
(f(01)1 ◦Π(001)

2 ◦Π(011)
3 ◦Π(011)

4 )(x)× {(0112)} ⋃
(f(01)0 ◦Π(001)

1 ◦Π(011)
2 ◦Π(011)

3 ◦Π(011)
4 )(x)× {(0113)} ⋃

(Π(011)
1 ◦Π(011)

2 ◦Π(011)
3 ◦Π(011)

4 )(x)× {(001 3.011)}
...

• f(01)n (x) = (f(01)n−1 ◦Π(001)
n ) (x)× {(001)} ⋃

⋃0
i=n−2 [ (f(01)i ◦ Π(001)

i+1 ◦ �n−(i+1)
k=n Π(011)

k ) (x)× {(011n−(i+1))}] ⋃
(�1

k=nΠ(011)
k ) (x)× {(001 n.011)}.

A definição da função f(1β)
n : Dn → Dn+1 é constrúıda de forma análoga. Em

particular, quando β = 1, tem-se que f(11)n interpreta o deslocamento para a esquerda de
todas as aproximações finitas - executadas em n utc - de objetos em D∞

∏
D∞.

Definição 8.6 A função f
(1β)
n : Dn → Dn+1 é recursivamente definida pela expressão⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f
(1β)
0 (x) = π

(00β)
0 (x),

f
(1β)
n (x) = (π(01β)

n ◦ f
(1β)
n−1 ◦Π(01β)

n ) (x)
⋃⋃0

i=n−2 [ (π
(00β)
n−(i+1) ◦ f

(1β)
i ◦ Π(01β)

i+1 ◦ �n−(i+1)
k=n Π(00β)

k ) (x) ]
⋃

(π(00β)
n ◦ �n

k=0π
(01β)
k ◦ �1

k=nΠ(00β)
k ) (x).
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Proposição 8.5 As funções estritas f
(θ)
n : Dn → Dn+1 apresentadas na Definições 8.5 e

8.6 são morfismos na categoria CospLin, sempre que θ ∈ {01, 02, 12, 11}.
As próximas definições introduzem as funções deslocamento considerando-se as in-

terpretações nos domı́nios D→∞ e D←∞.

Definição 8.7 Sejam os espaços coerentes Dn e Dn+1, o indexador β ∈ {1, 2} e as funções
lineares f

(0β)
n , f

(1β)
n : Dn → Dn+1 apresentadas anteriormente, nesta seção, nas Definições

8.5 e 8.6. Seja o indexador β ∈ {0, 1}.
Considere as funções F

(0β)
n , F

(1β)
n : D→∞ → D→∞,

F
(0β)
n (x) =

{
(π(00β)

n+1,∞ ◦ f
(0β)
n ◦Π(00β

∞,n ) (x), se x =
⋃↑

n∈ω xn, xn ∈ π
(00β)
n,∞ Dn,

∅, caso contrário; e

F
(1β)
n (x) =

{
x, se x =

⋃↑
n∈ω xn, xn ∈ π

(00β)
n,∞ Dn,

∅, caso contrário.

Da mesma forma, sejam as funções F
(0β)
n , F

(1β)
n : D

←∞ → D
←∞,

F
(0β)
n (x) =

{
x, se x =

⋃↑
n∈ω xn, xn ∈ π

(00β)
n,∞ Dn,

∅, caso contrário;

F
(1β)
n (x) =

{
(π(01β)

n+1,∞ ◦ f
(1β)
n ◦Π01β∞,n) (x), se x =

⋃↑
n∈ω xn, xn ∈ π

(01β)
n,∞ Dn,

∅, caso contrário.

As funções deslocamento indicadas por
−→
FD→∞ ,

←−
FD→∞ : D→∞ → D→∞ e −→

FD←∞, ←−
FD←∞ : D←∞ → D←∞

interpretam operadores que deslocam uma posição, para a direita ou para esquerda, res-
pectivamente, cada um dos fatores num produto seqüencial cuja execução pode ser infinita.
Tais funções são definidas, nos respectivos domı́nios, pelas expressões

−→
F (x) =

⋃
n∈ω F

(01)
n (x) e ←−

F (x) =
⋃

n∈ω F
(11)
n (x).

Analogamente, F↓
D→∞

, F↑
D→∞

: D→∞ → D→∞ e F↓
D←∞

, F↑
D←∞

: D←∞ → D←∞ interpretam ope-
radores que deslocam uma posição, para a cima ou para baixo, respectivamente, cada um
dos termos numa soma determińıstica cuja execução pode ser infinita. Tem-se então as
definições nos correspondentes domı́nios,

F↓(x) =
⋃

n∈ω F
(02)
n (x) e F↑(x) =

⋃
n∈ω F

(12)
n (x).

Proposição 8.6 As funções apresentadas na Definição 8.7 são morfismos na categoria
CospLin, sempre que β ∈ {0, 1}.

Considerando o que foi mostrado na última seção, dado um processo elementar, é
posśıvel formalizar a geração de todos os ı́ndices relativos às posições que este processo
poderá ocupar em um produto seqüencial infinito. Cada posição interpreta o tempo em
que este processo será executado.

Uma interpretação mais intuitiva para a seqüencialidade, explicitada pelas suces-
sivas aplicações das funções deslocamento, pode ser alcançada considerando a estrutura
algébrica dos sistemas n-ários, definidos essencialmente por um conjunto munido de funções
sucessoras e morfismos básicos. Neste caso, os elementos do conjunto são indutivamente
constrúıdos e as operações são recursivamente definidas, consistindo portanto numa estru-
tura computável.

Veja a seguir, como esta interpretação é constrúıda e como pode ser representada
gráficamente.
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8.2.2 Abordagem Algébrica para Interpretações nos Domı́nios D
→∞ e D

→∞

Mostra-se a seguir uma interpretação para as imagens das sucessivas aplicações das
funções deslocamento baseada na estrutura algébrica associada aos sistemas unários.

Os sistemas unários foram introduzidos por Stool [STO 61] na busca de uma abor-
dagem algébrica para a indução e recursão nos Naturais. A posterior extensão - os siste-
mas binários, apresentada em Escardó [ESC 96], caracteriza a reta real por propriedades
similares aos axiomas de Peano dos naturais, incluindo o prinćıpio da indução e os corres-
pondentes esquemas recursivos.

Em Reiser [REI 99], faz-se uma análise categórica do relacionamento entre a cate-
goria dos sistemas unários e a categoria das ordens parciais, obtendo desta forma inter-
pretações para os esquemas da μ-recursão nos sistemas de números naturais, utilizando
construções definidas sobre os naturais parciais.

O estudo baseado nos trabalhos citados nos ajudou a mostrar que o conjunto de
ı́ndices, associados aos tokens que constroem um objeto total em D

→∞ ou em D←∞, constitui-
se num sistema unário integral, mais precisamente, um sistema isomorfo ao sistema unário
dos números naturais.

A aplicação sucessiva das funções deslocamento determinam sistemas unários dis-
tintos, isomorfos ao sistema unário dos naturais. O que será mostrado para as funções ←−F
e −→F pode ser estendido para as outras funções deslocamento.

Embora não se mostre neste trabalho, verificou-se também que o conjunto de ı́ndices,
associados aos tokens que constroem um objeto total em D

→←∞ , D
↔∞ ou ainda em D

��∞
constitui-se num sistema binário integral, com dois centros.

Portanto, aquelas interpretações constrúıdas nos espaços coerentes D→←∞+m, D
↔∞+m

ou ainda em D
��∞+m podem ser associadas à construção algébrica dos sistemas m-ários.

Definição 8.8 Considere o alfabeto binário Σ = {0, 1} e o subconjunto N ⊆ Σ∗ de todas
as palavras que possuem “1” como prefixo acrescido da palavra “0”. A terna ordenada
N ≡ (N, S : N → N, 0 : 1 → N) é um sistema unário integral, denominado sistema
unário dos números naturais binários. Neste caso,
� N indica o conjunto de todas as representações binárias dos naturais,
� S : N → N indica a função sucessora que adiciona 1 a cada número binário, e
� 0 : 1 → N indica a função constante básica, a partir da qual se inicia o processo de
sucessão, que gera todos os números naturais binários.

Definição 8.9 Seja x =
⋃↑ xn ∈ tot(D→∞), tal que xn ∈ π

(θ)
n,∞[Dn] ⊆ π→

n,∞[Dn] sempre

que θ ∈ {001, 002}. Seja também x =
⋃↑ xn ∈ tot(D←∞), tal que xn ∈ π

(θ)
n,∞[Dn] ⊆

π←
n,∞[Dn] sempre que θ ∈ {011, 012}. O conjunto de todos os ı́ndices associados aos

tokens do subconjunto coerente x serão indicados por

 x = {α : θ | aα:θ ∈ x },
onde α = α1d11 . α2d21 . . . . . αndn1, αn ∈ {0, 1, 2} e dn ∈ {0, 1}.

Utiliza-se uma notação diferenciada nas seguintes condições
� se dn = 0, ∀n ∈ ω, e θ = 001, então α : 001 ≡  001;
� se dn = 1, ∀n ∈ ω, e θ = 011, então α : 011 ≡  011.

Definição 8.10 Seja N o sistema unário dos números naturais binários apresentado na
Definição 8.8. Define-se, neste momento, a função h :  x → N que associa, cada α : θ
em  x, uma palavra (não vazia) em N da seguinte forma



192

h (α : θ ) = dn dn−1 . . . d2 d1, se θ = 001,
h (α : θ ) = d̃n d̃n−1 . . . d̃2 d̃1, onde d̃n = 1− dn, se θ = 011.

Em particular, h( 001) = h( 011) = 0 ≡ 000 . . . 0.

Sempre que x ∈ tot(D→∞) ou x ∈ tot(D←∞) a função h :  x → N é bijetora e portanto
inverśıvel. Define-se então a função ß :  x →  x pela composição ß = h−1 ◦ S ◦ h. Pela
a injetividade da função ß, segue-se a próxima definição.

Definição 8.11 Seja x =
⋃↑ xn, x ∈ tot(D→∞) tal que xn ∈ π

(001)
n,∞ [Dn] ⊆ π→

n,∞[Dn] ou

x ∈ tot(D←∞), tal que xn ∈ π
(011)
n,∞ [Dn] ⊆ π←

n,∞[Dn]. A terna ordenada

 x ≡ ( x, ß :  x →  x,  θ : 1 →  x)

constitui-se no sistema unário de indexadores dos tokens que definem cada objeto total
x ∈ D∞. No caso, diz-se que  x é o sistema unário induzido pelo isomorfismo h :  x → N

que satisfaz as equações recursivas h ◦  θ = 0 e h ◦ ß = S ◦ h.

A partir do indexador  θ, a consecutiva aplicação da função sucessora ß descreve
o processo de geração dos ı́ndices de todos os tokens de um objeto total x = {aα:θ |α =
α1d11 . α2d21 . . . . . αndn1 } ∈ tot(D→∞) (ou tot(D←∞)), sempre que αn ∈ {0, 1, 2}, dn ∈
{0, 1} e θ ∈ {001, 011, 002, 012} . Observe isto nos exemplos.

Exemplificação 8.3

1. Se x = {d(0)
:001, d

(1)
011:001, d

(2)
001.011:001, d

(3)
011.011:001, d

(4)
001.001.011:001, . . . } ∈ tot(D→∞) então

 x = {: 001 , 011 : 001 , 001.011 : 001 , 011.011 : 001 , 001.001.011 : 001 , . . . } e
as duas primeiras seqüências apresentadas logo a seguir, representam os elementos
gerados pelos sistemas unários isomorfos N e  x.

001:001 → 011:001 → 001.011:001 → 011.011:001 → 001.001.011:001 → . . .
! ! ! ! !
0 → 1 → 10 → 11 → 100 → . . .
! ! ! ! !
0 → 1 → 2 → 3 → 4 → . . .

Considerando as últimas definições, é posśıvel se determinar o ı́ndice de cada token
de um objeto na imagem associada à função deslocamento −→F . Pelo isomorfismo
h :  x → N basta adicionar uma unidade ao d́ıgito mais à direita em cada palavra
invertida identificada com os tokens deste objeto. Isto será formalizado na próxima
proposição e para o conjunto x ∈ D

→∞
−→F (x) = {d(0)

011:001, d
(1)
001.011:001, d

(2)
011.011:001, d

(4)
001.001.011:001, . . .} e

←−F (x) = x.

Salienta-se por fim que é fácil de reescrever o exemplo anterior e obter considerações
semelhantes relativas às funções deslocamento −→F e ←−F , quando os tokens são inde-
xados por θ = 011 e x ∈ totD←∞. Veja os outros exemplos que ilustram a aplicação
destas funções deslocamento.

2. Se x = {d(k)
101.001.011:001}k∈I ,

←−F (x) = x e −→F (x) = {d(k)
111.001.011:001}k∈I .

3. Se x = {d(k)
101:00}k∈I),

←−F (x) = ∅ = ←−
F (∅) = −→F (∅)
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4. Se x = {d(k)
:011, e

(l)
001:011},

−→F (x) = {d(k)
001:011, e

(l)
011.001:011} e ←−F (x) = x.

5. Se x = {d(0)
:011, d

(1)
001:011, d

(2)
011.001:011, d

(4)
001.001:011, . . .} ∈ tot(D←∞) então tem-se que

−→F (x) = x e
←−F (x) = {d(0)

001:011, d
(1)
011.001:011, d

(2)
001.001:011, d

(4)
011.011.001:011, . . .}.

Proposição 8.7 Considere as funçôes ß :  x →  x,
←−
F ,
−→
F : D→∞ → D→∞ e ←−

F ,
−→
F :

D
←∞ → D←∞ formalmente apresentadas nas Definições 8.11 e 8.7. Sempre que x =⋃↑ xn ∈ tot(D→∞) e xn ∈ π

(θ)
n,∞[Dn] ⊆ π→

n,∞[Dn], as seguintes igualdades são satisfeitas

1.
−→
F (x) =

{ {aß(α:θ) |aα:θ ∈ x}, se θ = 001,

∅, caso contrário; e

2.
←−
F (x) =

{
x, se θ = 001,
∅, caso contrário.

Se x =
⋃↑ xn ∈ tot(D←∞) e xn ∈ π

(θ)
n,∞[Dn] ⊆ π←

n,∞[Dn], então as seguintes igual-
dades são satisfeitas

1.
−→
F (x) =

{
x, se θ = 001,
∅, caso contrário.

2.
←−
F (x) =

{ {aß(α:θ) |aα:θ ∈ x}, se θ = 011,

∅, caso contrário.

A construção gráfica baseada na Definição 8.7, torna mais simples expressar a ima-
gem obtida pela aplicação das funções deslocamento. Considerando que tais funções foram
definidas por expressões recursivas, esta seção encerra com a apresentação de um método
gráfico descendente, pelo qual é posśıvel se determinar os ı́ndices dos tokens de objetos em
D
→∞

∏
D→∞ e em D→∞

∏
B

D→∞. É imediato que o mesmo pode ser obtido para objetos em
D←∞

∏
D←∞ e em D←∞

∏
B

D←∞.

8.2.3 Interpretação Gráfica para Funções Deslocamento nos Domı́nios D
→∞ e

D←∞

Para cada função-delocamento apresentada na Definição 8.7, são constrúıdos triângulos
correspondendo às árvores binárias geradoras das palavras (infinitas) que podem ser escri-
tas com os d́ıgitos do alfabeto Σ = {0, 1}, tendo como base seqüências infinitas de 0’s ou
de 1’s. Considerando que o construtor produto seqüencial é interpretado por um operador
binário, cada d́ıgito na árvore, interpreta o fator à esquerda (d́ıgito 0) ou à direita (d́ıgito
1).

O mesmo pode ser observado em relação ao primeiro e segundo termos de uma soma
determińıstica. Neste sentido, a árvore sobre a qual pode-se interpretar a construção, no
sentido temporal, dos tokens que definem os subconjuntos corentes em D

→∞
∏

B
D→∞ (ou em

D←∞
∏

B
D
←∞) é análoga, e será omitida.

Sobre os d́ıgitos de cada triângulo interpretam-se deslocamentos distintos:

• o deslocamento vertical, de uma linha para alguma outra mais abaixo, determinando
o conjunto de ı́ndices  x associados a cada aproximação finita de x, constrúıda em
cada um dos ńıveis Dn da estrutura indutiva deste modelo. Nesta representação, o
deslocamento da n-ésima linha até a base define todos os posśıveis ı́ndices dos tokens
de um subconjunto coerente do subespaço π

(θ)
n,∞ [Dn] ⊆ D∞, onde θ ∈ {001, 002}.

• o deslocamento horizontal, interpretando a função sucessora ß :  x →  x.
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Os exemplos e os triângulos da Figura 8.3 se relacionam diretamente com a função
deslocamento −→F . Compare estes exemplos com os outros já apresentados nesta seção.

−→F{d(k)
011 . 011 : 001} = {d(k)

001 . 001 . 011 : 001}
−→F{d(k)

011 . 011 . 001 : 011} = {d(k)
011 . 011 . 001 : 011}

Função-deslocamento  F

0 0 0 01 1

0 1 0

1

10

0

1

1

..................

indexação :001

...

0 0 0 01 1

0 1 0

1

10

1

1

1

..................

indexação :011
...

FIGURA 8.3 - Representação para a Função Deslocamento Direita.

Da mesma forma pode-se construir os cones sobre os quais pode-se interpretar gra-
ficamente o comportamento da função deslocamento ←−F , determinando os ı́ndices que de-
finem os tokens de um subconjunto coerente gerado na sua imagem. Basta substituir os
laços por setas horizontais com sentido de deslocamento da direita para a esquerda, no
cone que tem o d́ıgito “1” como base. No outro cone, tendo como base o d́ıgito “0”, as
setas horizontais são substitúıdas por laços, que representam neste caso, uma restrição da
função identidade. A Figura 8.4, apresentada logo a seguir, se relaciona diretamente com
a função deslocamento ←−F .

←−F{d(k)
011 . 011 . 001 : 011} = {d(k)

001 . 011 . 001 : 011} e ←−F{d(k)
011 . 011 : 001} = {d(k)

011 . 011 : 001}

Função-deslocamento  F

0 0 0 01 1

0 1 0

1

10

1

1

1

..................

indexação :011

...

0 0 0 01 1

0 1 0

1

10

0

1

1

..................

indexação :001

...

FIGURA 8.4 - Representação para Função Deslocamento Esquerda.
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8.2.4 Operador F(01)(11)

Definição 8.12 Considere x, y ∈ D→∞. A função que interpreta o produto seqüencial
de processos é indicada pela expressão

F(01)(11) : D→∞
∏

D→∞ → D→∞

e está definida por casos, conforme os itens apresentados logo a seguir.

1. Sejam θ1 = θ2 = θ = 00, x ∈ πθ1
n,∞[Dn] ⊆ π→

n,∞[Dn] e y ∈ πθ2
m,∞[Dm] ⊆

π→
m,∞[Dm]. Tem-se que

• F(01)(11)(x � y) = F(01)(x)
⋃

F(11)(y).

Se k = max{m, n}, α, β ∈ {1, 2} e as seguintes condições são satisfeitas:

(1.1) Π→
∞,k(x) ∈ γ0

k−1 ◦ φα
k−1 [Dk−1] e

(1.2) Π→
∞,k(y) ∈ γ0

k−1 ◦ φβ
k−1 [Dk−1],

as funções F(01),F(11) : D→∞ → D→∞ são respectivamente definidas por

F(01)(x) = πθ2
k,∞ ◦ (γ(1)

k−1 ◦ψ
(0)
k−1) ◦ (Γ(0)

k−1 ◦Πθ1
∞,k)(x) = (Γ(0)

k−1 ◦Πθ1
∞,k) (x)×{(01 : 00)},

F(11)(y) = πθ1
k,∞ ◦ (γ(1)

k−1 ◦ψ
(1)
k−1) ◦ (Γ(0)

k−1 ◦Πθ2
∞,k)(y) = (Γ(0)

k−1 ◦Πθ2
∞,k)(y)× {(11 : 00)}.

Senão, quando (1.1) e (1.2) não são simultâneamente satisfeitas, tem-se

F(01)(x) = (πθ2
k,∞ ◦ (γ(1)

k−1 ◦ ψ
(0)
k−1 ◦ φ

(0)
k−1) ◦Πθ1

∞,k)(x) = Πθ1
∞,k(x)× {(001 : 00)},

F(11)(y) = (πθ1
k,∞ ◦ (γ(1)

k−1 ◦ ψ
(1)
k−1 ◦ φ

(0)
k−1) ◦Πθ2

∞,k)(y) = Πθ2
∞,k(x)× {(011 : 00)}.

2. Sejam θ1 = 00 , θ2 = 001 e x ∈ πθ1
n,∞[Dn] ⊆ π→

n,∞[Dn]. Sejam as funções−→
F : D→∞ → D→∞ apresentada na Definição 8.7 e F(01) : D→∞ → D→∞ definida no item
anterior. Tem-se que

• F(01)(11)(x � y) = F(01) (x)
⋃ −→

F k (y).

Neste caso, k indica a composição finita definida sobre −→F , logo

k = 2n − 1, sempre que Π→
∞,k(x) ∈ γ0

k−1 ◦ φα
k−1 [Dk−1] ;

k = 2n, caso contrário.

3. Sejam θ1 = θ2 = 001. Neste caso, quando os dois argumentos do operador F(01)(11)

interpretam processos seqüenciais infinitos, tem-se que

• F(01)(11)(x � y) = x.

4. Finalmente, quando nenhuma das situações apresentadas nos itens acima ocorrer,
tem-se que

• F(01)(11)(x � y) = ∅.
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Observação 8.4

1. O processo resultante é indefinido, e neste caso interpretado pelo conjunto coerente
∅ ∈ D→∞

∏
D→∞, nas seguintes situações:

� as correspondentes aproximações de x e y são tais que xn ∈ πθ1
n,∞(Dn),

ym ∈ πθ2
m,∞(D→

m ), mas tem-se que θ1, θ2 ∈ {002, 012};
� x = y = ∅.

2. No caso em que ambos argumentos do operador F(01)(11) interpretam processos
seqüenciais infinitos, o subconjunto coerente resultante corresponde ao primeiro ar-
gumento, constituindo-se numa restrição imposta pela construção indutiva da estru-
tura D

→∞ do modelo de máquina geométrica que se está apresentando. Entretanto,
pode-se pensar em uma interpretação mais abrangente, considerando o conjunto
de interpretadores de processos definido por indução transfinita, como é o caso do
espaço coerente D→

2∞.

3. Quando x, y ∈ D
←∞, a definição do subconjunto coerente F(01)(11)(x� y) coincide em

todos os itens da Definição 8.12, exceto no item 2, conforme mostra-se logo abaixo.

Sejam θ1 = 011 , θ2 = 00 e y ∈ πθ1
m,∞[Dm]. Sejam as funções lineares ←−F : D

←∞ →
D
←∞ apresentada na Definição 8.7 e F(11) : D←∞ → D←∞ apresentada no primeiro item

da Definição 8.12. Tem-se que

• F(01)(11)(x � y) = ←−F k (x)
⋃

F(11) (y).

O número k de composições finitas sobre ←−F é dado por

k = 2n − 1, sempre que Π←
∞,k(y) ∈ γ0

k−1 ◦ φβ
k−1 [Dk−1];

k = 2n, caso contrário.

Exemplificação 8.4

Nos exemplos 1−9 tem-se interpretações de processos finitos que ilustram aplicação
do operador F(01)(11). Neste caso, : ∞ = : 00. Seguem-se interpretações do produto
seq̈ıêncial entre processos finitos e infinitos, em relação ao tempo computacional associado
à sua execução.

1. F(01)(11) ({ d
(k)
:∞} � { e

(l)
:∞} ) = {d(k)

001:∞, e
(l)
011:∞}

2. F(01)(11) ({ d(k)
20:∞} � ∅ ) = {d(k)

201:∞}

3. F(01)(11) ( {d(k)
20:∞, e(l)

20:∞} � {d(n)
10:∞}) = {d(k)

201:∞, e(l)
201:∞, d(n)

111:∞}

4. F(01)(11) ({d(k)
001.20:∞, e

(k)
011.20:∞} � {d(n)

101:∞}) = {d(k)
001.201:∞, e

(k)
011.201:∞, d

(n)
101.011:∞}

5. F(01)(11)({d(k)
001 e

(k)
011.20:∞} � {∅20:∞}) = {d(k)

001 e
(k)
011.201:∞, ∅20.011:∞}

6. F(01)(11)({d(k)
001.001:∞, d

(k)
011.001:∞, d

(k)
00.011:∞} � {e(l)

001.001:∞, e
(l)
011.001:∞, e

(l)
00.011:∞}) =

{d(k)
001.001.001:∞, d

(k)
011.001.001:∞, d

(k)
00.011.001:∞, e

(l)
001.001.011:∞, e

(l)
011.001.011:∞, e

(l)
00.011.011:∞}

7. F(01)(11) ({d(2i)
10:∞}i∈ω � {d(2i+1)

10:∞}i∈ω) = {d(2i)
101:∞, d(2i+1)

111:∞}i∈ω
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8. F(01)(11)({d(k)
i 20:∞}i∈I⊆ω � {e(k)

j 20:∞}j∈J⊆ω) = {d(k)
i 201:∞, e

(k)
j 211:∞}i∈I,j∈J

9. F(01)(11)({d(n)
10:∞}n∈ω � {d(k)

:∞}) = {d(n)
101:∞}n∈ω

⋃{d(k)
011:∞} =

{d(0)
101:∞, d(1)

101:∞, . . . , d(k)
101:∞, . . . , d

(k)
011:∞}

10. F(01)(11)({d(0)
101:∞, d(1)

101:∞}� {d(k)
10:∞}) = {d(0)

101.001:∞, d(1)
101.001:∞, d(k)

10.011:∞}

11. F(01)(11) ({ d
(k)
:00} � ∅ ) = { d

(k)
:001}

12. F(01)(11) ({ d
(k)
:00} � { e

(l)
:001} ) = {d(k)

:001, e
(l)
011:001}

13. F(01)(11) = ({d(n)
10:00}n∈ω � {e(0)

n 201:001
}n∈ω ) = {d(n)

101:001, e(0)
n 211:001

}n∈ω

14. F(01)(11) = ({d(n)
10:00}n∈ω � {d(k)

:001}) = {d(n)
101:001}n∈ω

⋃{d(k)
011:001} =

{d(0)
101:001, d(1)

101:001, . . . , d(k)
101:001, . . . , d

(k)
011:001}

A seguir consideram-se interpretações nos domı́nios D←∞.

15. F(01)(11) ({ d
(k)
:011} � ∅ ) = { d

(k)
:011}

16. F(01)(11) ({ d
(k)
:011} � { e

(l)
:00} ) = {d(k)

001:011, e
(l)
:011}

17. F(01)(11) = ({d(n)
111:011}n∈ω � {e(0)

n 20:00
}n∈ω ) = {d(n)

101:011, e(0)
n 211:001

}n∈ω

18. F(01)(11) = ({d(n)
111:011}n∈ω � {d(k)

:00}) = {d(n)
101:011}n∈ω

⋃{d(k)
:011} =

{d(0)
101:011, d(1)

101:011, . . . , d(k)
101:011, . . . , d

(k)
:011}

8.2.5 Operador F(02)(12)(22)

Definição 8.13 Considere x, y ∈ D→∞ tais que x =
⋃↑

n∈ω{xn} e y =
⋃↑

m∈ω{ym} onde
xn ∈ πθ1

n,∞[Dn] ⊆ π→
n,∞[Dn] e ym ∈ π→

m,∞[Dm] ⊆ π→
m,∞[Dm]. A função

F(02)(12)(22) : D→∞
∏

B
D→∞ → D→∞

que interpreta a soma determińıstica de processos é definida por casos, conforme os
itens apresentados logo a seguir.

1. Sejam θ1 = θ2 = θ = 00. Tem-se

• F(02)(12)(22)(x � y � b) = F(02)(x)
⋃

F(12)(y)
⋃

F(22)(b).

Se k = max{m, n}, α, β ∈ {0, 1} e as seguintes condições são satisfeitas:

(1.1) Π∞,k(x) ∈ γ0
k−1 ◦ φα

k−1 [Dk−1] e

(1.2) Π∞,k(y) ∈ γ0
k−1 ◦ φβ

k−1 [Dk−1],

sendo as funções F(02),F(12) : D→∞ → D→∞ respectivamente definidas por

F(02) = πθ2 ◦ γ
(2)
k−1 ◦ ψ

(0)
k−1) ◦ (Γ(0)

k−1 ◦Πθ1
∞,k)(x) = (Γ(0)

k−1 ◦Πθ1
∞,k)(x)× {(02 : 00)},

F(12) = πθ1 ◦ γ
(2)
k−1 ◦ ψ

(1)
k−1) ◦ (Γ(0)

k−1 ◦Πθ2
∞,k)(y) = (Γ(0)

k−1 ◦Πθ2
∞,k)(y)× {(12 : 00)}.
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Senão, quando (1.1) e (1.2) não são simultâneamente satisfeitas,

F(02) = πθ2 ◦ γ
(2)
k−1 ◦ ψ

(0)
k−1 ◦ φ

(0)
k−1) ◦Πθ1

∞,k(x) = Πθ1
∞,k(x)× {(002 : 00)},

F(02) = πθ1 ◦ γ
(2)
k−1 ◦ ψ

(1)
k−1 ◦ φ

(0)
k−1) ◦Πθ2

∞,k(y) = Πθ2
∞,k(x)× {(012 : 00)},

sendo que F(22) : B → D→∞ é dada por F(22)(b) = b× {(22 : 00)}.

2. Sejam θ1 = 00, θ2 = 002. Considere a função deslocamento F↓ : D
→∞ → D

→∞
apresentada na Definição 8.7 e as funções F(02) : D→∞ → D→∞, F(22) : B → D→∞
apresentadas no item anterior. Tem-se

• F(02)(12)(22)(x � y � b) = F(02) (x)
⋃

F↓ k (y)
⋃

F(22)(b).

Neste caso, k indica a composição finita definida sobre F↓, logo

k = 2n − 1, sempre que Π∞,k(x) ∈ γ0
k−1 ◦ φα

k−1 [Dk−1] ;

k = 2n, caso contrário.

3. Sejam θ1 = θ2 = 002. Neste caso, os dois argumentos do operador F(02)(12)(22) in-
terpretam somas determińısticas infinitas. Tem-se

� F(02)(12)(22)(x � y � b) = x.

4. Finalmente, quando nenhuma das situações apresentadas nos itens acima ocorrer,
tem-se

� F(02)(12)(22)(x � y � b) = ∅.

Observação 8.5

1. O processo resultante é indefinido, e neste caso interpretado pelo conjunto coerente
∅ ∈ D→∞

∏
D→∞, nas seguintes situações:

� as correspondentes aproximações de x e y são tais que xn ∈ πθ1
n,∞(Dn) ⊆

π→
n,∞(Dn),

ym ∈ πθ2
m,∞(Dm) ⊆ π→

m,∞(Dm), mas tem-se que θ1 = θ2 = 011;

� x = y = ∅.
2. No caso em que ambos argumentos do operador F(02)(12)(22) interpretam proces-

sos seqüenciais infinitos, o subconjunto coerente resultante corresponde ao primeiro
argumento, constituindo-se numa restrição imposta pela construção indutiva da es-
trutura D→∞ do modelo de máquina geométrica que se está definindo. Entretanto,
pode-se buscar interpretações no espaço coerente D

→
2∞ de processos transfinitos,

onde é posśıvel modelar a composição infinita da soma determińıstica de processos
infinitos.

3. A correspondente definição da soma determińıstica sobre interpretações do domı́nio
D←∞ é análoga em todos os casos, exceto no segundo, apresentado logo a seguir.

Sejam θ1 = 011, θ2 = 00. Considere a função deslocamento F↑ : D→∞ → D→∞
apresentada na Definição 8.7 e as funções F(12) : D→∞ → D→∞, F(22) : B → D→∞
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apresentada na Definição 8.13. Tem-se

• F(02)(12)(22)(x � y) = F↑ k (x)
⋃

F(12) (y)
⋃

F(22) (b).

Nesta situação, o número k de composições finitas sobre F↑ é expresso por

k = 2n − 1, sempre que Π∞,k(y) ∈ γ0
k−1 ◦ φβ

k−1 [Dk−1];

k = 2n, caso contrário.

Veja a aplicação do construtor F(02)(12)(22) nos próximos exemplos.

Exemplificação 8.5

Seja : θ = : 00.

1. F(02)(12)(22) ({ d(k)
20:∞, e(k)

20:∞} � {d(k)
:∞} � ∅) = {d(k)

202:∞, e(k)
202:∞, d

(k)
012:∞}

2. F(02)(12)(22) ({d(k)
20:∞, e(k)

20:∞} � {d(n)
10:∞, d(l)

10:∞} � {b}) =

{d(k)
202:∞, e(k)

202:∞, d(n)
112:∞, d(l)

112:∞, b22:∞}

3. F(02)(12)(22) (F(01)(11)({d(k)
:∞} � {e(k)

:∞}) � F(10)({d(n)
:∞} � {e(l)

:∞}) � ∅) =

{d(k)
001.002:∞, e

(k)
001.002:∞, d(n)

10.012:∞, e(l)
10.012:∞}

4. F(02)(12)(22)({d(k)
001 e

(k)
011.20:∞} � {d(n)

20:∞, ∅20:∞}) =

{ d
(k)
001 e

(k)
011202:∞, d(n)

20.012:∞, ∅20.012:∞}

Seja : ∞ = : 002.

5. F(02)(12)(22) ({ d
(k)
:∞} � ∅ � ∅) = {{ d

(k)
002:∞} = {d(k)

:∞}

6. F(02)(12)(22) ({ d
(k)
:∞} � { e

(l)
:∞} � ∅) = {d(k)

:∞, e
(l)
012:∞}

7. F(02)(12)(22) = ({d(n)
(00)n.012:∞}n∈ω � ∅ � {b(n)

22.∞}) = {d(n)
(00)n.012:∞, b

(n)
22.∞}n∈ω

8. F(02)(12)(22) ({ d
(k)
:00} � ∅ ) = { d

(k)
:002}

9. F(02)(12)(22) ({ d
(k)
:00} � { e

(l)
:002} ) = {d(k)

:002, e
(l)
012:002}

10. F(02)(12)(22) = ({d(n)
10:00}n∈ω � {e(0)

n 201:002
}n∈ω ) =

{d(n)
10.002:002, e(0)

n 201.012:002
}n∈ω

11. F(02)(12)(22) = ({d(n)
10:00}n∈ω � {d(k)

:002}) = {d(n)
10.002:002}n∈ω

⋃{d(k)
012:002} =

{d(0)
10.002:002, d(1)

10.002:002, . . . , d(k)
10.002:002, . . . , d

(k)
012:002}

Sejam as interpretações no domı́nio D←∞ e : ∞ = : 002.

12. F(02)(12)(22) ({ ∅ � d
(k)
:012}) = { d

(k)
:012}
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13. F(02)(12)(22) ({ d
(k)
:012} � { e

(l)
:00} ) = {d(k)

002:012, e
(l)
:012}

14. F(02)(12)(22) = ({d(n)
112:012}n∈ω � {e(0)

n 20:00
}n∈ω ) = {d(n)

112:012, e(0)
n 102:012

}n∈ω

15. F(01)(11) = ({d(n)
112:012}n∈ω � {d(k)

:00}) = {d(n)
102:012}n∈ω

⋃{d(k)
:012} =

{d(0)
102:012, d(1)

102:012, . . . , d(k)
102:012, . . . , d

(k)
:012}

Proposição 8.8 Os construtores F(01)(11) e F(02)(12)(22) são morfismos na categoria CospLin.

A prova será omitida mas pode ser constrúıda da mesma forma que àquela da
Porposição 8.4.

8.3 Composição dos Construtores no Espaço Coerente D→
∞

Na primeira seção deste caṕıtulo, mostrou-se que os construtores de processos mo-
delados neste trabalho são funções lineares. Portanto os construtores de processos são
interpretados por morfismos na categoria CospLin. O conjunto de todos estes morfismos
será, a partir de agora, indicado por

FLin = {IdD∞ , F(00), F(10), F(20), F(01)(11), F(02)(21)(22)},
e seus elementos foram apresentados nas Definições 8.1, 8.2, 8.3, 8.4, 8.12 e 8.13, respec-
tivamente.

Neste sentido, sempre que a composição entre funções que interpretam construtores
de processos estiver bem definida a função resultante será também um morfismo que dá
interpretação ao novo processo constrúıdo, seja tal objeto interpretado em D

→∞ ou em D←∞.
As próximas definições adotam a notação sugerida em [ESC 95].
Considere agora a seqüência {Fi}i∈ω de operadores lineares definida de tal modo que

cod(Fi) = dom(Fi+1), sempre que F ∈ FLin . Neste caso, sempre que Xi = dom(Fi)
tem-se Fi : Xi → Xi+1, e Xi ∈ {D→∞, D→∞

∏
D→∞, D→∞

∏
B

D→∞}.

Definição 8.14 Uma composição finita da seqüência {Fi}i∈ω é uma função linear indi-
cada por Fn

0 : X0 → D→∞ e definida pela expressão

Fn
0 ≡ �n

i=0 Fi = �n
i=m+1 Fi ◦ Fm ◦ . . . ◦ F1 ◦ F0, e F 0

0 = IdD→∞.

No caso em que a seqüência {Fi}i∈ω é constante tem-se que Fn ≡ �n
i=0 F .

A composição entre morfismos em FLin é fechada em D→∞, portanto a aplicação
destes morfismos sobre subconjuntos coerentes resulta sempre em outro subconjunto co-
erente, independentemente da ordem em que se constróia seqüência {Fi}i∈ω, podendo
ocorrer, inclusive, que cada ordenação gere um novo objeto em D

→∞.

Definição 8.15 Considere Fi ∈ FLin. Uma composição infinita dos morfismos da
seqüência {Fi}i∈ω é uma função linear indicada por F∞

0 : X0 → D→∞ e definida pela
expressão

F∞
0 ≡ �∞

i=0Fi = �∞
i=n+1Fi ◦ Fn ◦ . . . ◦ F1 ◦ F0 = �∞

i=n+1Fi ◦�n
i=0Fi.

Quando a seqüência {Fi}i∈ω é constante tem-se também que F∞ ≡ �∞
n=0F .

O próximo parágrafo evidencia uma condição importante para a composição infinita
de morfismos em D

→∞, relacionada com a interpretação de processos que não possuem uma
execução em tempo finito.
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Pela Proposição 6.7, que formalmente define os objetos que completam o espaço
dos processos, a composição infinita quando definida por morfismos Fi ∈ FLin deve
ser considerada na ordem apresentada acima. Neste sentido, a composição dada por
F0 ◦ F1 ◦ . . . ◦ Fn ◦ �∞

i=n+1Fi não é um morfismo em D
→∞.

Com base nas Definições 8.14 e 8.15, a linguagem apresentada no Caṕıtulo 9 suporta
operadores recursivos com argumentos (possivelmente finitos e infinitos) e cada composição
resulta na definição (recursiva) de um novo construtor de processos. Por conseqüência,
é posśıvel também determinar as soluções (pela existência do menor ponto fixo) para
equações definidas a partir dos construtores interpretados.

A composição infinita de morfismos, conforme indicada acima, é fechada em D
→∞.

Nos próximos exemplos mostra-se que as soluções de equações recursivas constrúıdas pela
composição infinita destes morfismos são interpretadas por objetos em D

→∞. Na pri-
meira exemplificação, considera-se o operador linear F(01)(11), que interpreta o produto
seqüencial. Entretanto, os exemplos podem ser facilmente redefinidos para exemplificar
aplicações do operador F(02)(12)(22) representando o construtor de somas determińısticas.

Exemplificação 8.6

Esta exemplificação é uma aplicação do teorema do ponto fixo em D→∞. Conside-
ram-se o processo elementar d(k) ∈ Ak onde d ∈ A, o ı́ndexador k em I enumerável,
a Tabela 8.1 e os Exemplos 6.2 e 6.4.

• Retornando a Exemplificação 6.2 apresentada ao final da seção 6, mostra-se que
cada subconjunto da seqüência {π(00)

n,∞wn}n∈ω é expresso como imagem do operador
F(01)(11). Para tal, define-se a seqüência vn+1 = F(01)(11)(vn � v′0), onde v′0 =

v0 = {d(k)
:00} é definida. Tem-se então

� v1 = x′
0 ∪ x′′

0 = {d(k)
001:00, d

(k)
011:00},

� v2 = x′
1 ∪ x′′

1 ∪ x′′′
1 = {d(k)

001.001:00, d
(k)
011.001:00, d

(k)
00.011:00},

...

� vn =
⋃n−1

i=0 x(i) = {d(k)
(001)n:00, d

(k)
011.(001)n−1:00

, . . . d
(k)
(00)n−1.011:00

}.
A Figura 6.4 representa o processo W00 interpretado por vn, onde

Πn ◦Π→∞,n+1(vn+1) = Π→∞,n(vn), Π→∞,n(vn) = wn, e π
(00)
n,∞(wn) = vn.

• A seguir, salientam-se algumas importantes considerações resultantes da observação
da primeira coluna da tabela apresentada na Figura 8.1.

� x′
0 = {d(k)

:00} interpreta um processo elementar que executa a ação d na k-ésima
posição do espaço geométrico I.

� {d(k)
:001} interpreta um processo resultante da composição infinita da função

F(01)(11) que interpreta um produto seqüencial. Sendo assim, o único termo conhe-
cido deste produto seqüencial é o primeiro fator e corresponde ao processo elementar
que executa a ação d na k-ésima posição do espaço geométrico I.

• No Caṕıtulo 9 formaliza-se uma linguagem capaz de expressar os processos inter-
pretados em D→∞. Antecipando um pouco estas formalizações, tem-se

� d(k), d(k) · , . . . , d(k) ·
2n como as expressões que identificam os

processos finitos interpretado por {d(k)
:00}, {d(k)

001:00} , . . . , {d(k)
(001)n:00} ∈ D→∞,

respectivas.
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TABELA 8.1 - Composição Infinita do PS de Processos Elementares.

• x′
n+1 = F(01)(11)(x

′
n � ∅) • x′′

n+1 = F(01)(11)(x
′′
n � ∅) . . . • x

(i+2)
n+1 = F(01)(11)(x

(i)
n � ∅)

x′
0 = {d(k)

001:00} x′′
0 = {d(k)

011:00} . . . x
(i+1)
0 = {d(k)

(00)i.011:00
}

x′
1 = {d(k)

(001)2:00} x′′
1 = {d(k)

011.001:00} . . . x
(i+2)
1 = {d(k)

(00)i.011.001:00
}

...
...

...

x′
n = {d(k)

(001)n:00} x′′
n = {d(k)

011.(001)n:00} . . . x
(i+2)
n = {d(k)

(00)i.011.(001)n:00
}

...
...

...

• x′ = F(01)(11)(x
′ � ∅) • x′′ = F(01)(11)(x

′′ � ∅) . . . • x(i+2) = F(01)(11)(x
(i) � ∅)

↓ ↓ ↓
x′ = {d(k)

:001} x′′ = {d(k)
011:001} . . . x(i+2) = {d(k)

(00)i.011:001
}

� d(k) · ∞ indica o processo infinito interpretado pelo conjunto x′ = {d(k)
:001},

transcrevendo na linguagem a solução para a equação

�∞
i=0 F(01)(11) ({d(k)

(001)i:00
} � ∅)

apresentada na primeira linha da Tabela 8.1.

As considerações anteriores foram alcançadas observando a primeira coluna da Ta-
bela 8.1. Pela observação das demais colunas desta tabela, constrúıdas da mesma maneira
que a primeira coluna e identificadas pela letra i, são analisadas algumas generalizações
relacionadas com estas considerações.

1. Para cada i define-se uma seqüência {z(i)
n }n∈ω ⊆ Dn tal que

z
(i)
n = Π→∞,n(x(i)

n ) = Πn ◦Π→∞,n+1(x
(i)
n+1).

2. Pela completação tem-se que x(i) =
⋃∞

n=0 z
(i)
n ∈ D→∞. Verifica-se ainda que cada

x(i) satisfaz a igualdade x(i) = F(01)(11)(x(i) � ∅). Logo, cada subconjunto

x(i) = {d(k)
(00)i.011:001

} é um ponto fixo para a equação x = F(01)(11)(x � ∅).
Neste caso, considerando-se como ordem de informação a inclusão, o conjunto coe-
rente vazio corresponde ao menor ponto fixo, ou seja, ∅ = F(01)(11)(∅ � ∅).

3. Além disso, ∀i, j tem-se que F(01)(11)(x(i) � x(j)) = x(i)
⋃

x(j) ∈ D→∞, portanto
x =

⋃
x(i) ∈ D

→∞. Assim, é imediato que x e todas suas aproximações finitas
são também soluções para esta equação. Entretanto, não se pode afirmar que x
constitui-se no maior ponto fixo para a equação apresentada, e o próximo exemplo
justifica isto.
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4. A Figura 6.5 apresentada na Exemplificação 6.2 representa o processo parcial inter-
pretado por

⋃n
i=0 x(i) = π

(001)
n,∞ (wn) = π→

n,∞(wn).

5. Por fim, considere uma nova notação, na qual f(x) = F(01)(11)(x�∅). Neste caso,
f (∞) indica a composição infinita de f e as seguintes igualdades são facilmente
comprovadas na tabela da Figura 8.1

x′ = f (∞)(x′
0) = f (∞) ◦ f (n)(x′

0) = f (∞)(x′
n) = . . . = f(x′) e

x′ = f (∞)(x′
0) = f (n) ◦ f (∞)(x′

0) = . . . = f2 ◦ f (∞)(x′
0) = f ◦ f (∞)(x′

0)

Esta exemplificação ilustra a aplicação do Teorema do Ponto Fixo e tem-se que f∞

é essencialmente o ponto fixo de f .

Exemplificação 8.7

Esta exemplificação está dividida em duas partes sendo que ambas podem ser consideradas
como uma observação mais detalhada da Exemplificação 6.1.

• O processo Q apresentado no Exemplo 6.1 executa, simultâneamente, em 1utc, a
ação d ∈ A em todas as posições de memória. Agora, retorna-se a ele para mostrar
a expressão recursiva que identifica sua interpretação. Para tal, seja I o conjunto
enumerável de indexadores, d ∈ A e a seqüência {xk+1}k∈I dada pela expressão
xk+1 = F(10)({d(k)

10:00}�xk), onde x0 = ∅. Assim, esta seqüência tem os seguintes
subconjuntos coerentes como elementos

� x1 = {d(0)
10:00},

� x2 = {d(0)
10:00, d(1)

10:00},
...

� xk+1 = {d(0)
10:00, d(1)

10:00, d(2)
10:00, . . . , d(k)

10:00} =
⋃k

n=0 d(n)
10:00.

Neste caso, considerando as inclusões xk ⊆ xk+1, ∀k ∈ I, tem-se que

� x =
⋃↑ xk = {d(k)

10:00}k∈I = {d0
10:00, d1

10:00, . . . , dk
10:00, . . .}.

� ‖ d(0), d(1), . . . , d(k), d(k+1), . . . ‖ indica o processo interpretado por x.

Salienta-se ainda que x ∈ π
(00)
1,∞ [D1] ⊆ D

→∞ significando que, já em D1, está garan-

tida a existência de solução para a equação x = F(10)({d(k)
10:00} � x) a qual é

inserida em D∞ pela completação. Além disso, pode-se determinar as soluções para
outras equações do mesmo tipo, no caso,

xk+1 = F(10)({d(k)
(00)n

.10:00
} � xk) e x0 = ∅.

As primeiras linhas da Tabela 8.2 correspondem a aplicação do operador F(01)(11)

que modela o produto seqüencial sobre as soluções comentadas neste parágrafo.
Assim, tem-se que

F(01)(11)(x � ∅) =
⋃

k∈I d(k)
101:00 = {d(k)

101:00}I .

• Na Tabela 8.2 apresentada logo a seguir, consideram-se cada token como conjunto e
cada subconjunto coerente como uma famı́lia de conjuntos. Cada coluna apresenta
as projeções -imersões e na última linha o correspondente limite.

Antes de uma análise mais abrangente, salientam-se caracteŕısticas importantes da
interpretação dos processos envolvidos.

Os processos abaixo são produtos seqüenciais parciais, pois se conhece apenas alguns
de seus infinitos termos.
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TABELA 8.2 - Composição Infinita do PS de Processos Paralelos.

• y′
n+1 = F(01)(11)(y

′
n � ∅) • y′′

n+1 = F(01)(11)(y
′′
n � ∅) . . . • y

(i+1)
n+1 = F(01)(11)(y

(i+1)
n � ∅)

y′
0 = {d(k)

101:00}I y′′
0 = {d(k)

111:00}I . . . y
(i+1)
0 = {d(k)

(00)i
.111:00

}I

y′
1 = {d(k)

101.001:00}I y′′
1 = {d(k)

111.001:00}I . . . y
(i+1)
1 = {d(k)

(00)i
.111.001:00

}I

...
...

...

y′
n = {d(k)

101.(001)n:00}I y′′
n = {d(k)

111.(001)n:00}I . . . y
(i+1)
n = {d(k)

(00)i
.111.(001)n:00

}I

...
...

...

• y′ = F(01)(11)(y
′ � ∅) • y′′ = F(01)(11)(y

′′ � ∅) . . . • y(i+1) = F(01)(11)(y
(i+1) � ∅)

↓ ↓ ↓
y′ = {d(k)

101:001}I y′′ = {d(k)
111:001}I . . . y(i+1) = {d(k)

(00)i
.111:001

}I

� y′0 = {d(k)
101:00}k∈I = {d0

101:00, d1
101:00, . . . , dk

101:00, . . .} interpreta o pro-
duto seqüencial onde o primeiro fator executa a ação d em todas as posições do
espaço I. Sua expressão é ( ‖ d(0), d(1), . . . , d(k), d(k+1), . . . ‖ ) · ∞.

� y′′0 = {d(k)
111:001}k∈I = {d0

111:001, d1
111:001, . . . , dk

111:001, . . .} interpreta um
produto seqüencial cujo segundo fator é o processo que executa a ação d em todas
as posições do espaço I. y′′0 é indicado na linguagem, pela expressão

( · ‖ d(0), d(1), . . . , d(k), d(k+1), . . . ‖ ) · ∞ .

� y
(i+1)
0 = {d(k)

(00)i
.111:00

}k∈I = {d0
(00)i

.111:00
, d1

(00)i
.111:00

, . . . , d
(k)

(00)i
.111:00

, . . .} in-
terpreta um produto seqüencial no qual o i-ésimo termo executa a ação d em todas
as posições do espaço I. y

(i+1)
0 é indicado na linguagem, pela expressão

(
2i · ‖ d(0), d(1), . . . , d(k), d(k+1), . . . ‖ ) · ∞ .

� y =
⋃

y(i+1) é também um objeto em D→∞ que modela a aplicação consecutiva
do operador linear que interpreta o processo seqüencial. Neste caso, os fatores são
constantes e correspondem ao produto paralelo que executa a ação d em todas as
posições de memória (relativa ao espaço geométrico I). O processo Q′′ apresentado
no Exemplo 6.1 é modelado por y.

A seguir, formaliza-se as expressões recursivas destas modelagens.

1. Para cada i define-se uma seqüência {w(i)
n }n∈ω ⊆ Dn tal que

w
(i)
n = Π→∞,n(y(i)

n ) = Π→
n ◦Π→∞,n+1(y

(i)
n+1).

2. Pela completação tem-se que y(i) =
⋃∞

n=0 w
(i)
n ∈ D→∞ satisfaz a igualdade y(i) =

F(01)(11)(y(i)�∅). Logo, cada subconjunto coerente y(i) = {d(k)

(00)i
.111:001

} é também

ponto fixo para a equação x = F(01)(11)(x � ∅).
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3. Além disso, ∀i, j tem-se que F(01)(11)(y(i) � y(j)) = y(i)
⋃

y(j) ∈ D∞, portanto y =⋃
y(i) ∈ D∞. Da mesma forma, é imediato que y e todas suas aproximações finitas

são também soluções para esta equação. Entretanto, considerendo-se o conjunto
corente x apresentado na Exemplificação 8.6, tem-se que x �⊆ y e y �⊆ x.

4. A simplificação da notação de forma que f(x) = F(01)(11)(x � ∅), facilita a
verificação da igualdade

y′ = f (∞)(y′0) = f (∞) ◦ f (n)(y′0) = f (∞)(y′n) = . . . = f(y′).

Da mesma forma, f∞ constitui-se no ponto fixo para a função f , independente do
valor inicial de f .

Exemplificação 8.8

• Considere agora a seqüência xn+1 = F(01)(11)(xn�{d(k)
(011)n:00}). Neste caso, tem-se

que

� x′
0 = x0 = {d(k)

:00},
� x1 = {d(k)

001:00, d
(k)
011:00},

� x2 = {d(k)
001.001:00, d

(k)
011.001:00, d

(k)
011.011:00},

...

� xn+1 = {d(k)
(001)n+1:00

, d
(k)
011.(001)n:00, . . . , d

(k)
(011)n+1:00

}.
A existência e unicidade do conjunto coerente x =

⋃
Πn ◦ Π∞,n+1(xn+1) ∈ D

→∞
é garantida pela completação. Da mesma forma que os dois exemplos acima,
Π→

n ◦ Π→∞,n+1(xn+1) = Π→∞,n(xn). Logo, x é um ponto fixo para a equação x =
F(01)(11)(x � x′

0).

Exemplificação 8.9

• Considere dn ∈ A nas equações xn+1 = F(20)({d(k)
n+1 20:00} � xn), onde x0 =

{d(k)
0 20:00}. Tem-se então a seqüência de conjuntos coerentes

� x1 = {d(k)
0 20:00, d

(k)
1 20:00},

� x2 = {d(k)
0 20:00, d

(k)
1 20:00, d

(k)
2 20:00},

...

� xn+1 = {d(k)
0 20:00, d

(k)
1 20:00, d

(k)
2 20:00, . . . , d

(k)
n+1 20:00}

cujo ponto fixo é indicado por x =
⋃↑ xn ∈ π

(00)
1,∞[D1] ⊆ D∞.

Nas próximas exemplificações são definidas equações que possuem solução em D←∞ e
D→

2∞. Salienta-se que, o modelo computacional proposto por Scott [SCO 72a] não possui
interpretação computacional para estes casos.

Exemplificação 8.10

Veja a Exemplificação 6.3 apresentada ao final da seção 6. Mostra-se a seguir que cada
subconjunto da seqüência {π(00)

n,∞(w′
n)}n∈ω ⊆ D←∞ é expresso como imagem do operador

F(01)(11).
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• Considere a seqüência xn+1 = F(01)(11)(x′
0 � xn), tem-se que

� x′
0 = x0 = {d(k)

:00},
� x1 = {d(k)

001:00, d
(k)
011:00},

� x2 = {d(k)
00.001:00, d

(k)
001.011:00, d

(k)
011.011:00},

...

� xn+1 = {d(k)
(00)n.001:00, d

(k)
(00)n−1.001.011:00

, . . . , d
(k)
001.(011)n:00, d

(k)
(011)n+1:00

},

Sabendo-se que Π←∞,n(xn) = w′
n, ou ainda π

(00)
n,∞(w′

n) = xn, a Figura 6.4 representa o
processo interpretado por xn. Verifica-se facilmente que Π←

n ◦Π←∞,n+1(xn+1) = Π←∞,n(xn).
Portanto, tem-se

x =
⋃

Π←
n ◦Π←∞,n+1(xn+1) ∈ D←∞ e x = F(01)(11)(x � x′

0).

Exemplificação 8.11

O próximo exemplo é uma aplicação da composição infinita do operador linear F(10) e
modelado em D2∞ pode ser redefinido, considerando-se o operador F(20). Salienta-se
que o modelo computacional proposto por Scott, em [SCO 72a], não possui interpretação
computacional para estes casos. Neste sentido, D2∞ é uma extensão do modelo proposto
por Scott, que se constitui um trabalho pioneiro dentro da semântica denotacional das
linguagens de programação.

• Considere a Exemplificação 8.6 apresentada no ińıcio desta seção. Suponha uma
seqüência de soluções para a equação:

x0 = {d(k)
:001} , xn+1 = F(01)(11)(xn � {d(k)

(00)n:001}) (8.1)

onde os termos variam de acordo com o valor atribúıdo ao indexador k ∈ I. Tem-se
então:

� 0 = {d(0)
:001, d

(0)
011:001, . . . , d

(0)
(00)n.011:001, . . . },

� 1 = {d(1)
:001, d

(1)
011:001, . . . , d

(1)
(00)n.011:001, . . . },

...

� k = {d(k)
:001, d

(k)
011:001, . . . , d

(k)
(00)n.011:001, . . . }.

Cada subconjunto coerente k ∈ CohD∞ constitui-se num objeto total que interpreta
o processo que executa a ação d seqüencialmente, na mesma posição de memória k,
sem restrição quanto ao tempo de execução.

A seguir, mostra-se a construção de novos subconjuntos em D2∞ a partir da definição
de uma nova teia, modelando a concorrência entre processo sem restrição quanto ao
tempo de execução. Neste caso, os tokens são os subconjuntos k. Pela Definição a
aplicação da função posição será indicada por Υ∞(k) = {k}.
Para tal, considera-se uma outra equação definida pela expressão

y0 = ∅, yn+1 = F(10) (yn � {n10:00}). (8.2)

Tem-se então os seguintes termos

� y1 = {010:00},
� y2 = {010:00,110:00},

...

� yk = {010:00,110:00, . . . ,k10:00, . . . }.
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• O conjunto coerente y =
⋃

k∈I yk ∈ D∞ interpreta o processo R que executa,
simultâneamente, todos os produtos seqüenciais interpretados pelos subconjuntos
k que satisfazem a equação 6.1. Portanto, y constitui-se num ponto fixo para a
equação 6.2. Na Figura 8.5 apresenta-se uma representação para o processo R.

d 0 d 0d 0 d 0

d 1 d 1d 1 d 1

...

d k d kd k d k

...

...

...

d 0

...d 1

...d k

...
...

t 0 t 1 t n t n+1 t ωt n+2 ......

FIGURA 8.5 - O Processo R.
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9 Linguagem de Processos Baseada no Espaço Co-
erente D→

∞ dos Processos Computacionais

Considera-se neste caṕıtulo uma linguagem de processos baseada em interpretações
definidas sobre os objetos e morfismos do espaço coerente de processos D→∞. Primeira-
mente, apresenta-se o conjunto de constantes e śımbolos funcionais que podem aparecer
na especificação da linguagem que se está propondo. Tais conjuntos definem sua assina-
tura. A seguir introduz-se a especificação equacional da linguagem com a definição do
conjunto Ω de todas as expressões bem formadas na assinatura Σ baseada na função de
representação definida de D→∞ para Ω. Ao final, apresenta-se alguns exemplos de aplicação
dos construtores de processos na definição e solução de equações recursivas.

9.1 Assinatura da linguagem

Seja I um conjunto de rótulos indicando as posições de um espaço geométrico e A
a famı́lia de ações rotuladas por posições em I. O conjunto K dos śımbolos constantes é
dado pela união

K = IndP
⋃

IndT .

Nesta caso, o conjunto IndT = Test
⋃ {bool} indica a união do conjunto de indicadores

de testes com o conjunto unitário cujo único elemento denota o teste totalmente indefinido.
Em analogia, o conjunto IndP = A × I

⋃ {skip} denota a união do conjunto de
indicadores de processos elementares com o conjunto unitá rio cujo único elemento indica
o processo skip totalmente indefinido, para o qual não existe ação associada.

De acordo com o que foi apresentado na Seção 3.3, define-se o conjunto

FOp = {Id, ( ) , ‖ ‖ , | | , · , + }
dos identificadores operações ou dos śımbolos funcionais. Neste caso, tem-se:

• Id, ( ) : IndP → IndP são śımbolos funcionais unários (aridade 1),

• ‖ ‖, | |, · : IndP × IndP → IndP são śımbolos binários, e

• + : IndP × IndP × IndT → IndP é um śımbolo funcional de aridade 3.
Em particular, ao fixar b ∈ IndT , obtém-se +b : IndP × IndP → IndP .

Sejam Fn ∈ FOp, ∀n ∈ ω. A igualdade �n
i=0(Fi) = Fn ◦ . . . ◦ F1 ◦ F0 indica

um processo resultante de uma composição finita dos construtores representados pelos
śımbolos funcionais do conjunto FOp. Assim, o conjunto de śımbolos funcionais recursivos
é indicado por

FRec = {�n
i=0(Fi) |Fi ∈ FOp}.

Em analogia, a igualdade �∞
i=0(Fi) = . . . ◦Fn◦. . .◦F1◦F0, indica um processo resultante

de uma composição infinita dos construtores representados pelos śımbolos funcionais do
conjunto F . O conjunto de śımbolos funcionais infinitos é dado por

FInf = {�∞
i=0(Fi) |Fi ∈ {· , +}}.

Definição 9.1 A assinatura para uma linguagem de processos baseada em D∞ é definida
pela união
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Σ = K ∪ FOp ∪ FRec ∪ FInf.

Supõe-se ainda que Σ contém tantas variáveis quantas forem necessárias, e essas
serão indicadas pelas letras X, Y, Z, T, . . . x, y, z, t . . ., possivelmente subscritas. Além
disso, tem-se que:

• d, e, f, g, . . . são variáveis que indicam ações em A, e

• k, l, m, n, . . . são variáveis que indicam posições (rótulos) em I.

9.1.1 Termos Bem Formados da Assinatura Σ

Seja Ω o conjunto de todas as expressões bem formadas na assinatura Σ.

1. Variáveis e śımbolos constantes (identificadores de processos ou identificadores de
testes) são termos na assinatura Σ, portanto elementos do conjunto Ω.

2. Se ∗ ∈ {Id , ( ) , ‖ ‖ , | | , · , +b} e t0, t1, . . . tn, tn+1, . . . b ∈ Ω então

∗n
i=0(ti+1) = tn+1 ∗ tn ∗ . . . ∗ t1 ∗ t0 e ∗n

i=0(ti+1) = t0 ∗ . . . ∗ tn ∗ tn+1

são também termos (finitos) recursivamente definidos em Ω. Neste casos, tais termos
podem ser também identificados pelas respectivas equações{

T ′
0 = t0,

T ′
n+1 = tn+1 ∗ T ′

n.
e

{
T0 = t0,
Tn+1 = Tn ∗ tn+1.

3. Além destes, tem-se que T∞ = ∗∞n=0tn = t0 ∗ t1 ∗ . . . ∗ tn+1 ∗ . . . são termos
infinitos em Ω.

Seja Ω∗ ⊆ Ω o subconjunto de todas as expressões bem formadas na assinatura Σ
que interpretam processos executados em tempo finito.

1. Ω∗ está identificado com o subespaço coerente π→
n+1,∞[Dn+1] ⊆ D→∞ das inter-

pretações constrúıdas nos subńıveis Dn e imersas no domı́nio D→∞.

2. Cada t ∈ Ω∗ está identificado com um conjunto coerente x ∈ πθ
n+1,∞[Dn+1], sempre

que θ ∈ {(00), (001), (002)}. Tal identificação é formalizada na próxima seção pela
função de representação �∗ ou pela correspondente inversa.

3. Considerando que em π→
n+1,∞[Dn+1] não há interpretação para processos cuja execução

não se efetiva em tempo computacional finito, sempre que ∗ ∈ FOp tem-se que
T∞ = ∗∞i=0(ti) �∈ Ω∗. Isto significa que, a composição infinita �∞

i=0(Fi), definida
∀i ∈ ω não é fechada em Ω∗.

9.2 Especificação Equacional da Linguagem

Considere o conjunto Ω de todas as expressões bem formadas na assinatura Σ que
se identificam com o subconjunto de P de todos os processos interpretados em D

→∞.
Define-se primeiramente, a função de representação �∗ : π→

n+1,∞[Dn+1] → Ω∗ que for-
maliza a identificação de cada conjunto coerente interpretanto um processo, com execução
finita no sentido temporal, com sua correspondente representação - a expressão anaĺıtica
do processo interpretado por cada subconjunto coerente como um termo válido em Σ.

Posteriormente, com a definição de uma ordem parcial em Ω∗ induzida pela inclusão
em π→

n,∞[Dn], estende-se a definição da função de representação, no caso indicada por
� : D∞ → Ω.
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9.2.1 Função de Representação �∗ : π→
n,∞[Dn] ⊆ D

→∞ → Ω∗

Seja Ω∗ o conjunto de todas as expressões bem formadas na assinatura Σ que se
identificam com o subespaço coerente π→

n,∞[Dn] de todos os subconjuntos coerentes em
D→∞ que interpretam processos executados em tempo finito. Os objetos em π→

n,∞[Dn]
são constrúıdos em Dn, portanto são imagens de imersões πθ

n,∞[Dn], sempre que θ ∈
{(00), (001), (002)}.

Definição 9.2 Sejam xn ∈ π→
n,∞[Dn] ⊆ D

→∞, onde θ ∈ {(00), (001), (002)}.
Seja o espaço coerente B ≡ (CohB, ⊆). A função de representação booleana �bool :

π→
n,∞[Dn] → Ω que associa cada teste interpretado no subespaço coerente π→

n,∞[Dn] a um
termo bem formado em IndT ⊆ Ω é definida pela expressão �bool(x) = {b | b:θ ∈ x e b ∈
B}.

A função �∗ : π→
n,∞[Dn] ⊆ D→∞ → Ω∗ é recursivamente definida nos diferentes

casos apresentados logo a seguir.

1 Seja xn ∈ D
→∞ tal que xn ∈ π

(00)
n,∞[Dn] ⊆ π→

n,∞[Dn].

• �∗ (x0) =

{
skip se x0 = ∅,
d(k) se x0 = {d(k)

:00}.

• �∗ (xn+1) = (�∗ (xn) )

se xn+1 ∈ F00(D→∞) e a seguinte condição é satisfeita:

� (γ(0)
n ◦ φ

(0)
n ◦Π→∞,n) (xn) = Π→∞,n+1(xn+1).

• �∗ (xn+1) = ‖
2n , �∗(x(0)

n ) , �∗(x(1)
n ) , . . . , �∗(x(k)

n )
2n ‖

se xn+1 ∈ F(10)(D→∞
∏

D→∞), k ∈ Υ∞(xn+1) ⊂ I e verifica-se que

� (Φ(1)
n ◦ Γ(0)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) =
⋃

k∈Υ∞(xn+1)(γ
(0)
n ◦ φ

(1)
n ) ( Π→∞,n(x(k)

n ) )

• �∗ (xn+1) = ‖ �∗(x(0)
n ) , �∗(x(1)

n ) , . . . , �∗(x(k)
n ) , . . . ‖

se xn+1 ∈ F(10)(D→∞
∏

D→∞), k ∈ Υ∞(xn+1) = I e verifica-se que

� (Φ(1)
n ◦ Γ(0)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) =
⋃

k∈Υ∞(xn+1)(γ
(0)
n ◦ φ

(1)
n ) ( Π→∞,n(x(k)

n ) )

• �∗ (xn+1) = ‖ skip ‖
se xn+1 ∈ F(10)(D→∞

∏
D→∞), Υ∞(xn+1) = ∅ e verifica-se que

� (Φ(1)
n ◦ Γ(0)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = {∅}

• �∗ (xn+1) = |
2n � �∗(x(0)

n ) � �∗(x(1)
n ) � . . . � �∗(x(k)

n ) �
2n |

se xn+1 ∈ F(20)(D→∞
∏

D→∞), k ∈ Υ∞(xn+1) ⊂ I e verifica-se que:

� (Φ(2)
n ◦ Γ(0)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) =
⋃

k∈Υ∞(xn+1)(γ
(0)
n ◦ φ

(2)
n ) ( Π→∞,n(x(k)

n ) ).

• �∗ (xn+1) = | �∗(x(0)
n ) � �∗(x(1)

n ) � . . . � �∗(x(k)
n ) � . . . |

se xn+1 ∈ F(20)(D→∞
∏

D→∞), k ∈ Υ∞(xn+1) = I e verifica-se que:

� (Φ(2)
n ◦ Γ(0)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) =
⋃

k∈K⊆ω(γ(0)
n ◦ φ

(2)
n ) ( Π→∞,n(x(k)

n ) ).
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• �∗ (xn+1) = | skip |
se xn+1 ∈ F(20)(D→∞

∏
D→∞), k ∈ Υ∞(xn+1) = ∅ e verifica-se que:

� (Φ(2)
n ◦ Γ(0)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = {∅}.

• �∗(xn+1) = �∗ (yn) ·
2n

se xn+1 ∈ F(01)(11)(D→∞
∏

D→∞), e verificam-se as seguintes condições:

� (Ψ(0)
n ◦ Γ(1)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1) (yn)

� (Ψ(1)
n ◦ Γ(1)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = ∅,
• �∗(xn+1) =

2n · �∗ (yn)

se xn+1 ∈ F(01)(11)(D→∞
∏

D→∞), e verificam-se as seguintes condições:

� (Ψ(0)
n ◦ Γ(1)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = ∅,
� (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)

n ◦Π→∞,n+1) (yn)

• �∗(xn+1) = �∗ (yn) · �∗(zn)

se xn+1 ∈ F(01)(11)(D→∞
∏

D→∞) e verificam-se as seguintes condições:

� (Ψ(0)
n ◦ Γ(1)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1) (yn) e

� (Ψ(1)
n ◦ Γ(1)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1) (zn).

• �∗(xn+1) = �∗ (yn) +�bool(b) 2n

se xn+1 ∈ F(02)(12)(22)(B
∏

D→∞
∏

D
→∞) e verificam-se as condições:

� (Λ(0)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1) (yn) e

� (Λ(1)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = ∅.
• �∗(xn+1) =

2n +�bool(b) �∗(zn)

se xn+1 ∈ F(02)(12)(22)(B
∏

D→∞
∏

D→∞) e verificam-se as condições:

� (Λ(0)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = ∅ e

� (Λ(1)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1) (zn).

• �∗(xn+1) = �∗ (yn) +�bool(b) �∗ (zn)

se xn+1 ∈ F(02)(12)(22)(B
∏

D→∞
∏

D→∞) e verificam-se as condições:

� (Λ(0)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1) (yn) e

� (Λ(1)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1) (zn).

2 Seja xn+1 ∈ D→∞ tal que xn+1 ∈ π
(001)
n+1,∞[Dn+1] ⊆ π→

n,∞[Dn].

• �∗(xn+1) = �∗(π(00)
n+1,∞ ◦Π→∞,n+1(xn+1)) · ∞ .

3 Seja xn+1 ∈ D→∞ tal que xn+1 ∈ π
(002)
n+1,∞[Dn+1] ⊆ π→

n,∞[Dn].
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• �∗(xn+1) = �∗(π(00)
n+1,∞ ◦Π→∞,n+1(xn+1)) +�bool(x) ∞.

Proposição 9.1 A função �∗ : π→
n,∞[Dn] → Ω∗ é um isomorfismo em Set.

Prova.

Considere as seguintes notações :
� : ∞ = θ.θ.θ. . . .
� FLin = {F(00),F(10),F(20),F(01)(11),F(02)(12)(22), Idπ→

n,∞}
� FOp = {Id , ( ) , ‖ ‖ , | | , · , +b}
Além disso, suponha também xn+1, x

′
n+1 ∈ πθ

n+1,∞[Dn+1] ⊆ D→∞.

1. Mostra-se primeiramente que �∗ está bem definida. Suponha o contrário, existem
t, t′ ∈ Ω∗, t �= t′ tais que t = �∗(xn+1), t′ = �∗(x′

n+1) e xn+1 = x′
n+1. Neste

caso, deve-se analisar as três situações apresentadas logo a seguir.

� Se t é o processo totalmente indefinido, t = �∗(xn+1) = skip, então xn+1 = ∅
e neste caso, como t′ �= ∞ tem-se que x′

n+1 �= ∅. Portanto x′
n+1 �= xn+1. O mesmo

ocorre se t′ é o processo totalmente indefinido.

� Se t = �∗(x0), t′ = �∗(x′
0) são processos elementares distintos então tem-se

t = d(k) e t′ = e(l) e verificam-se as seguintes possibilidades: d �= e e k = l, ou
d = e e k �= l ou d �= e e k �= l. Assim, conclui-se que x0, x

′
0 ∈ πθ

0,∞[D0] e

x0 = {d(k)
:θ } �= x′

0 = {e(l)
:θ }.

� Finalmente, se t, t′ não são processos elementares e nenhum deles é indefinido,
então tais processos ou resultam da aplicação de construtores (operadores) distintos
ou são imagens do mesmo construtor mas com argumentos (operandos) distintos:

No primeiro caso, xn+1 ∈ F [X], x′
n+1 ∈ G[Y ] e considera-se F �= G,

F, G ∈ FLin e X, Y ∈ {π→
n+1,∞[Dn+1] ⊆ D→∞, π→

n+1,∞[Dn+1]
∏

π→
n+1,∞[Dn+1],

π→
n+1,∞[Dn+1]

∏
π→

n+1,∞[Dn+1]
∏

B}, dependendo da aridade dos construtores.

No segundo caso, xn+1, x
′
n+1 ∈ F [X] e tem-se que existem y, y′ ∈ X, y �= y′

tais que xn+1 = F [y] e x′
n+1 = F [y′].

Sabendo-se que F, G são funções (lineares) em ambos os casos xn+1 �= x′
n+1.

Logo, todas as situações contrariam a hipótese da igualdade xn+1 �= x′
n+1. Conclui-

se que t = �∗(xn+1) �= t′ = �∗(x′
n+1), tem-se xn+1 �= x′

n+1 e pode-se afirmar que
a função de representação �∗ apresentada na Definição 9.4 está bem definida.

2. Agora mostra-se que a função �∗ é um isomorfismo em Set.

� Para mostrar a injetividade de � supõe-se da mesma forma que existem
xn+1, x

′
n+1π

→
n+1,∞[Dn+1] ⊆ D→∞ tais que xn+1 �= x′

n+1 mas �∗(xn+1) = �∗(x′
n+1) = t.

Se t é o processo indefinido então é imediato que x0 = x′
0 = ∅. Da mesma

forma, se t = d(k) é um processo elementar, então x0 = x′
0 = {d(k)

:θ };
Agora, caso t não seja um processo elementar e nem o processo indefinido, então

suponha primeiramente que existe un tal que xn+1 = F (un) e x′
n+1 = G(un) sempre

que F, G são funções lineares e un ∈ {π→
n+1,∞[Dn+1] π→

n+1,∞[Dn+1]
∏

π→
n+1,∞[Dn+1],

π→
n+1,∞[Dn+1]

∏
π→

n+1,∞[Dn+1]
∏

B}, dependendo da aridade dos construtores F e
G.

Por hipótese, se xn+1 �= x′
n+1 então F �= G. De acordo com o que se mostrou na

primeira parte desta prova, � está bem definida, portanto �∗(xn+1) �= �∗(x′
n+1),
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o que é uma contradição. Assim sendo, sempre que �∗(xn+1) = �∗(x′
n+1) tem-se

xn+1 = x′
n+1.

Quando xn+1, x
′
n+1 ∈ F [X] e tem-se que existem yn, y′n ∈ X, yn �= y′n tais que

xn+1 = F (yn) e x′
n+1 = F (y′n). Neste caso, se a função linear F tem como imagem

pela função � o operador T ∈ FRec
⋃

FOp e por hipótese �∗(xn+1) = �∗(x′
n+1)

então conclue-se também que xn+1 = x′
n+1.

� Para mostrar que �∗ é sobrejetora supõe-se de novo o contrário. Existe T ∈
Ω∗ tal que não existe xn+1 ∈ π→

n+1,∞[Dn+1] que satisfaz a igualdade �∗(xn+1) = T .
Isto contraria a forma com que se definem os termos válidos em Ω∗, representando
processos executados em tempo finito - os processos elementares, o processo indefi-
nido skip ou aqueles constrúıdos pela aplicação finita (recursiva) dos construtores
que são elementos do conjunto FOp

⋃
FRec. Assim, considerando-se esta hipótese,

sempre que ∗ ∈ FOp tem-se que T = T ′∞ = ∗∞i=0(ti) �∈ Ω∗. Logo T �∈ Dc∞.

Provou-se que �∗ : π→
n,∞[Dn] → Ω∗ é bijetora, ou seja, um isomorfismo em Set. �

Considerando-se a proposição anterior, pode-se definir a correspondente inversa da
função de representação, denominada função de interpretação, neste caso indicada por
 ∗ : Ω∗ → π→

n+1,∞[Dn+1] e definida por  ∗(t) = �∗−1(t) = x, sempre que �∗(x) = t.

9.2.2 Relação de Ordem em Ω∗

Definição 9.3 Sejam o subespaço coerente π→
n,∞[Dn] e o subconjunto Ω∗ de termos bem

formados de Σ que representam processos executados em tempo finito. Dados t, t′ ∈ Ω,
define-se a relação

t $∗ t′ ⇔ ∃x, x′ ∈ Dc∞ | �∗(x) = t, �∗(x′) = t′ e x ⊆ x′.

Proposição 9.2 $∗ é uma relação de ordem.

De fato, a prova é imediata considerando-se que a inclusão é uma relação de ordem,
portanto reflexiva, simétrica e transitiva. Neste sentido, diz-se que a relação $ é uma
relação de ordem induzida pela inclusão em π→

n,∞[Dn].
Como conseqüência da Proposição 9.3 tem-se que (Ω∗, $∗, skip) é uma ordem par-

cial cujo menor elemento é o processo totalmente indefinido.
Entretanto o conjunto parcialmente ordenado (Ω∗, $∗, skip) não é completo. Ou

seja, com base na noção de subconjunto dirigido X ⊆ Ω∗ como uma seqüência generalizada,
a completude de Ω∗ é alcançada quando cada uma destas seqüências X converge para um
único elemento, indicado por

⊔
X.

No caso, considerando-se a ordem estendida $ a completação é caracterizada pelo
conjunto Ω que, além de incluir todos os termos bem formados em Ω∗, admite também
termos que correspondem aos supremos para estas seqüências generalizadas, representando
os processos que não podem ser executados em tempo finito.

Desde que o espaço coerente D
→∞ é obtido pela a completação do subespaço coerente

π→
n,∞[Dn], apresenta-se a seguir a extensão (cont́ınua) da função de representação �∗ :

π→
n,∞[Dn] ⊆ D

→∞ → Ω∗ indicada por � : D
→∞ → Ω.

9.2.3 Extensão da Função de Representação

Definição 9.4 Considere o espaço coerente D
→∞ e o conjunto Ω de todas as expressões

válidas da assinatura Σ, incluindo as expressões para processos sem limite quanto ao tempo
de execução. Considere também x =

⋃↑ xn sempre que xn ∈ π→
n,∞[Dn] ⊆ D→∞ e a

função de representação apresentada na Definição 9.4. A função de representação
estendida � : D

→∞ → Ω é definida pela expressão
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�(x) = �(
⋃↑ xn) =

⊔ �∗(xn).

A seguir, define-se a relação de ordem em Ω.

Definição 9.5 Sejam o espaço coerente D→∞ e o conjunto Ω de termos válidos em Σ.
Dados t, t′ ∈ Ω, define-se a relação

t $ t′ ⇔ ∃x, x′ ∈ D→∞ | �(x) = t, �(x′) = t′ e x ⊆ x′.

Proposição 9.3 $ é uma relação de ordem.

Prova é imediada.

Na próxima proposição mostra-se que (Ω, $, skip) é uma ordem parcial completa
(cpo) e algébrica. Considera-se então outra noção fundamental, a de aproximações com-
pactas, relativa a algebricidade de subconjuntos parcialmente ordenados.

De acordo com o que já foi colocado na Seção 6.1.1, as aproximações compactas de
um elemento t são aproximações significativas no sentido em que não existe maneira de se
aproximar de t sem levar em conta tais elementos. Um elemento t é compacto se, sempre
que ele precede o supremo de um conjunto dirigido X ⊆ Ω, existe outro elemento em tal
conjunto X tal que t é uma de suas aproximações.

Proposição 9.4 (Ω, $, skip) é um cpo algébrico.

Prova

1. Mostra-se primeiramente que, no conjunto parcialmente ordenado (Ω, $, skip) com
menor elemento skip, para todo subconjunto dirigido X ⊆ Ω tem-se que

⊔
X ∈ Ω.

Neste caso, (Ω, $, ∞) é uma ordem parcial completa.

Para tal, considere o subconjunto dirigido X ⊆ Ω. X = {x | �(x) = t ∈ X}
é também um subconjunto dirigido de D∞. De fato, para todo x′, x′′ ∈ X existe
t′ = �(x′), t′′ = �(x′′) ∈ X ⊆ Ω. Além disso, existe também t ∈ X tal que t′ $ t
e t′′ $ t. Logo, pela ordem induzida, existe x ∈ D→∞, com t = �(x), e tem-se que
x′ ⊆ x e x′′ ⊆ x.

Além disso, desde que D
→∞ é um espaço coerente,

⋃↑X ∈ D→∞ e �(
⋃↑X ) ∈ Ω.

Suponha agora que �(
⋃↑X ) �= ⊔

X = u. Então existe y �= ⋃↑X ∈ D
→∞, �(y) = u

e tal que x ⊆ u, para todo x ∈ X . O que é absurdo, pois o
⋃↑X é o único elemento

maximal do subconjunto dirigido X . Portanto, �(
⋃↑X ) =

⊔
X = u.

2. Mostra-se a seguir que (Ω, $, skip) é um cpo algébrico.

Define-se então conjunto approx(t) = {u ∈ Ω∗ |u $ t}. Desde que ∞ $ t,
approx(t) �= ∅. Pela funçao de representação, para todo t′, t′′ ∈ approx(t) existe
x′, x′′ ∈ D→ c∞ ⊆ D∞ tal que �(x′) = t′ e �(x′′) = t′′. Pela completude binária em
D→∞ existe x ∈ D→∞ tal que x′ ⊆ x e x′′ ⊆ x. Além disso, como D→∞ é algébrico,
x′, x′′ ∈ approx(x) e tem-se que

⊔
approx(x) = x.

Considerando-se a ordem induzida, existe t ∈ Ω tal que t′ $ t e t′′ $ t e mostrou-se
portanto que approx(t) é um subconjunto dirigido de Ω. Suponha-se entretanto,
que

⊔
approx(t) �= t. Logo, para todo t′ ∈ Ω existe t̄ ∈ Ω, t̄ �= t e tem-se que

t′ $ t̄. Entretanto isto implicaria que, pela definição da função de representação,
� ∃⋃↑ approx(x), o que é absurdo. Logo tem-se que

⊔
approx(t) = t. O que carac-

teriza a algebricidade da ordem parcial completa (Ω, $, skip). �
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A próxima proposição mostra que o cpo algébrico (Ω, $, skip) é consistentemente
completo, ou seja, constitui-se num domı́nio.

A consistência de qualquer subconjunto X em Ω garante que este conjunto não
contém informação contraditória. Ou ainda, existe sempre um termo comum em Ω para
o qual todos os termos de X são aproximações.

Proposição 9.5 O cpo algébrico (Ω, $, skip) é um domı́nio de Scott.

Prova
Considerando-se que a ordem parcial completa (Ω, $, skip) é algébrica, basta mos-

trar que todo subconjunto de elementos compactos que é consistente possui supremo em
D∞∞.

Suponha o contrário. X ⊆ Ω∗ é um subconjunto consistente, entretanto tem-se que⊔
X �∈ Ω.

Considere então o subconjunto X = {x | �(x) ∈ X} ⊆ D
→ c∞ . Mostra-se agora que X

é consistente. De fato, para todo x ∈ X tem-se que existe t ∈ X ⊆ ω∗ tal que �(x) = t.
Como por hipótese X é consistente, existem t ∈ Ω tal que, para cada t ∈ X tem-se que
t $ t. Logo existe x ∈ D

→∞, t = �(x) tal que x ⊆ x, ∀x ∈ X . Ou seja, o conjunto X possui
cota superior em D

→∞.
Desde que D→∞ é consistentemente completo,

⋃X ∈ D
→∞ o que implica em absurdo,

pois garante a existência e unicidade de uma cota superior para X ∈ Ω∗.
Mostrou-se então que se X ⊆ Ω∗ então

⊔
X ∈ Ω e conclui-se que (Ω, $, skip) é

consistentemente completo. �

A Proposição apresentada logo a seguir assegura a continuidade da função de repre-
sentação �. Uma função é cont́ınua se ela preserva o supremo de subconjuntos dirigidos
de elementos compactos do domı́nio, �(x) =

⊔ {f(a) | a ∈ approx(x)}. Neste sentido,
tal propriedade se refere ao comportamento da função quando aplicada sobre os proces-
sos executados em tempo finito em D∞ e à análise das expressões que correspondem às
imagens em Ω.

Proposição 9.6 A função de representação estendida � : D
→∞ → Ω é cont́ınua.

Prova.
Considerando-se que D→∞ e Ω são domı́nios, e que por definição a função �∗ : D

→ c∞ →
Ω∗ é monótona, é imediato que a função de representação � : D→∞ → Ω constitui-se na
única extensão cont́ınua da função �∗. Veja [STV 94]. �

Considerando-se a proposição anterior, pode-se provar a continuidade da correspon-
dente inversa da função de representação estendida, denominada função de interpretação
estendida, neste caso indicada por  : Ω → D→∞ e definida por  (t) = �−1(t) = x,
sempre que �(x) = t.

A definição da relação de equivalência em Ω é induzida pela função de interpretação
 e apresentada logo a seguir.

Definição 9.6 Sejam o espaço coerente D
→∞ e o conjunto de termos válidos em Ω. Seja

também  : Ω → D→∞ definida por  (t) = �−1(t) = x, sempre que �(x) = t. Dados
t, t′ ∈ Ω, define-se a relação

t ≡Ω t′ ⇔ ∃x ∈ D→∞ |  (t) = x =  (t′).
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Uma classe de equivalência de um termo t ∈ Ω é o conjunto de todos os termos
que estão relacionados com o termo t pela relação de equivalência ≡Ω, ou seja, cl(t) =
{t′ | t′ ≡Ω t}. Pela proposição 9.1, para cada termo em Ω tem-se cl(t) = {t}. Isto está
formalizado na próxima proposição.

Proposição 9.7 O conjunto Ω de termos válidos da assinatura Σ, apresentado na seção
9.1.1 e a correspondente famı́lia CL[Ω] = {cl(t) | t ∈ ω} de todas as classes de equi-
valência definidas sobre Ω são subconjuntos isomorfos.

Observa-se ainda que, pela indexação dos tokens de cada interpretação, tem-se que
: θ = θ : θ, sempre que θ ∈ {00, 001, 002}. Logo, tem-se a igualdade entre os conjuntos
{∅201.001:001} = {∅201:001}. Além disso, pela Definição 9.4, tem-se
� �[{∅201.001:001}] = ( ( | skip | · 1 ) · 2 ) · ∞ e
� �[{∅201:001}] = ( ( | skip | · 1 ) · ∞.

Portanto, ( ( | skip | · 1 ) · 2 ) · ∞ = ( ( | skip | · 1 ) · ∞. Contudo, esta
situação não contraria a Proposição 9.7, pois neste caso, os subconjunto são iguais no
domı́nio D

→∞.

9.2.4 Aplicação da Função de Representação no Domı́nio D
→∞

A aplicação da função de represesentação � : D→∞ → Ω sobre os construtores de
processos apresentados na Seção 8 é dada na próxima definição.

Definição 9.7 Sejam x, x′ ∈ D→∞ tais que �(x) = t e �(x′) = t′. Tem-se que

1. � [IdD∞ : D∞ → D∞] = IdΩ : Ω → Ω tal que

�(IdD∞ (x)) = �(x) = t = IdΩ(t);

2. � [F(00) : D∞ → D∞] = ( )Ω : Ω → Ω tal que

�(F(00) (x)) = (t) = ( )Ω(t);

3. � [F(10) : D∞
∏

D∞ → D∞] = ‖ ‖Ω : Ω× Ω → Ω tal que

�(F(10)(x � x′)) = ‖ ,�(x),�(x′), ‖= ‖ , t, t′, ‖= ‖ ‖ (t, t′);

4. � [F(20) : D∞
∏

D∞ → D∞] = | |Ω: Ω× Ω → Ω tal que

�(F(20)(x � x′)) = | ,�(x) � �(x′), |= | , t � t′, |= | | (t, t′);
5. � [F(01)(11) : D∞

∏
D∞ → D∞] = ·Ω : Ω× Ω → Ω tal que

�(F(01)(11)(x � x′)) = �(x) · �(x′) = t · t′ = ·Ω(t, t′);

6. � [F(02)(12)(22) : D∞
∏

D∞
∏

B → D∞] = +Ω : Ω× Ω× Ω → Ω tal que

�(F(02)(12)(22)(x � x′ � b)) = �(x) +�bool(b) �(x′) = t +b t′ = +Ω(t, t′, b).

É interessante ressaltar algumas situações apresentadas por neste modelo.

• Se x ∈ π
(00)
n,∞[Dn] ⊆ π→

n,∞[Dn] e y ∈ tot(D→∞, então

F00,10(x � y) ∈ tot(D→∞ e �[F00,10(x � y)] ∈ tot(Ω);

F00,10(y � x) = y ∈ tot(D→∞ e �[F00,10(y � x)] = �[y] ∈ tot(Ω);

• Se x ∈ π
(001)
n,∞ [Dn] ⊆ π→

n,∞[Dn] e y ∈ π
(001)
m,∞ [Dm] ⊆ π→

m,∞[Dm], então

F00,10(x � y) = x ∈ π
(001)
n,∞ [Dn] e �[F00,10(x � y)] = �[x] ∈ Ω;

F00,10(y � x) = y ∈ π
(001)
m,∞ [Dm] e �[F00,10(y � x)] = �[y] ∈ Ω;



217

TABELA 9.1 - Equações Satisfeitas em Ω.

0 ‖ ‖ (t′, t) ∈ Ω
1. ‖ ‖ ( skip , t) =‖ ‖ (t, skip ) = t
3. ‖ ‖ (‖ ‖ (t, t′) , t′′) = (‖ ‖ (t, ‖ ‖ (t′, t′′))
4. ‖ ‖ (t, t′) = ‖ ‖ (t′, t)

0. | | (t′, t) ∈ Ω
2. | | (t, t) = t
3. | | (| | (t, t′) , t′′) = (| | (t, | | (t′, t′′))
4. | | (t, t′) = | | (t′, t)

0. ·(t′, t) ∈ Ω
1. · ( skip , t) = · (t, skip ) = t

0. +bool(t
′, t) ∈ Ω

2. +bool(t, t) = t

0 → Fechamento
1 → Elemento Neutro 2 → Idempotência
3 → Associatividade 4 → Comutatividade

9.2.5 Propriedades dos operadores em Ω.

Nesta seção apresentam-se as propriedades satisfeitas pelos construtores de processos
modelados em D→∞ e representados por operadores em Ω.

A especificação equacional apresentada na Figura 9.1 descreve o conjunto de propri-
edades satisfeitas pelos processos representados pelas expressões válidas em Ω, induzidas
pela função de interpretação � : D→∞ → Ω. Tal figura resume as conclusões apresentadas
na Proposição 9.8, logo a seguir.

Proposição 9.8 Sejam os conjuntos de operadores FOp = {Id, ( ) , ‖ ‖ , | | , · , + }, FRec =
{�n

i=0(Fi) |Fi ∈ FOp} e FInf = {�∞
i=0(Fi) |Fi ∈ {· , +}}. As seguintes propriedades

são satisfeitas:

1. se F ∈ FOp
⋃

FRec
⋃

FInf então F verifica a propriedades de fechamento;

2. se F ∈ {+, | |} então F verifica a propriedade de idempotência;

3. se F ∈ {‖ ‖ , | |} então F verifica a comutatividade, a associatividade e a existência
de elemento neutro.

Observa-se que o operador produto seqüencial, assim como os correspondentes cons-
trutores definidos pela composição finita ou infinita sobre este operador, não verificam a
propriedade associativa. Isto ocorre pela construção temporal da estrutura do modelo de
máquina geométrica, onde operadores categóricos como produto direto e soma direta não
são associativos. Esta propriedade será alcançada, como é de se esperar, na interpretação
semântica associada a estes operadores.
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TABELA 9.2 - Processos Elementares.

0 z0 := s �→ s[i0 := 0] u0 := s �→ s[i0 := 1]
1 z1 := s �→ s[i1 := 0] u1 := s �→ s[i1 := 1]

...
...

...

n zn := s �→ s[in := 0] un := s �→ s[in := 1]

Pode-se pensar ainda em definir uma gramática que torne expĺıcita as regras de
construção de expressões em Ω, compat́ıvel com a construção das correspondentes inter-
pretações no domı́nio D→∞, a exemplo do que foi feito em [ISL 2001].

Em anexo, são apresentadas algumas representações, que correspondem à aplicação
da função de representação sobre objetos em D→∞ constrúıdos nas primeiras etapas da
estrutura ordenada do modelo de máquina geométrica. Veja

• Tabela A.1, com interpretações envolvendo o conjunto coerente vazio e definidas
pela composição infinita de F(00);

• Tabela A.2 com represenções envolvendo o conjunto coerente vazio sendo definidas
pela composição infinita de F(00)(10);

• Tabela A.3, com as representações envolvendo tanbém o conjunto coerente vazio e
mas estão definidas pela composição infinita de F(00)(20);

• Tabela A.4, com as representações de subconjuntos coerentes unitários constrúıdos
nos ńıveis D0 − D1 e D1 − D2 e imersos em D→∞ pela composição infinita de F(00);

• Tabela A.5, também com as representações de subconjuntos coerentes unitários
constrúıdos nos ńıveis D0 − D1 e D1 − D2, mas imersos em D→∞ pela composição
infinita de F(00)(01);

9.3 Equações Recursivas em Ω

Os próximos exemplos de aplicação dos construtores de processos e da função de
representação na definição e solução de equações recursivas encerram este caṕıtulo.

Observação 9.1

Seja I = {i0, i1, . . . , in, . . .}{n∈ω} um conjunto enumerável de rótulos e V = {0, 1}
o conjunto de valores que as variáveis que compõe cada estado computacional podem
assumir. Considera-se agora os processos elementares apresentados na Tabela 9.2.

• Pela equação recursiva Xn ≡‖ zn, Xn+1 ‖, tem-se que X0 descreve o processo
que executa, simultameamente, todos os processos elementares que aparecem na
primeira coluna da Tabela 9.2. Ou ainda, a aplicação deste processo resulta no
estado computacional constante que tem zero em todas as suas posições de memória.
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• Da mesma forma, da equação Yn ≡‖ un, Yn+1 ‖ tem-se que Y0 descreve o processo
que executa, simultameamente, todos os processos elementares que aparecem na se-
gunda coluna da Tabela 9.2. Neste caso, todo estado computacional é transformado
no estado constante que tem um em todas as posições de memória.

• Pela equação Zn ≡‖ | zn, un | , Xn+1 ‖ o processo X0 descreve o processo que
executa, simultameamente, uma escolha aleatoriamente entre os valores zero e um
para cada uma das variáveis do estado computacional de sáıda.

• Considere a expressão Kn ≡ (n == k ⇒ un, zn). Se k < n então a equação recursiva
Wn,k ≡‖ Kn, Wn+1,k ‖ que define o processo que coloca o valor um na k-esima
posição do estado computacional final, e o valor zero nas demais posições, a partir
da posição n.

• Considere a expressão Kn ≡ (n <= k ⇒ un, zn). A equação recursiva Wn,k ≡‖
Kn, Wn+1,k ‖ que define o processo que coloca o valor um desde a primeira posição
até a k-esima posição do estado computacional final, e o valor zero nas demais
posições.

• Considere a expressão Kn ≡ (n >= k ⇒ un, zn). A equação recursiva Wn,k ≡‖
Kn, Wn+1,k ‖ que define o processo que coloca o valor um a partir da k-esima
posição do estado computacional final, e o valor zero nas posições que precedem
esta.

Observação 9.2

Considera-se agora o processo que executa rotações de comprimento p, deslocando
o valor de cada variável uma posição para a direita no vetor que representa um estado
computacional. Neste caso, o conteúdo (valor da variável) da posição i do estado com-
putacional de entrada é copiado e constitui-se no conteúdo da posição i + 1 do estado
computacional de sáıda, até completar um peŕıodo p de posições.

Pode-se pensar que o vetor que representa um estado computacional é divido em
grupos que contém p posições consecutivas. Este processo garante que cada grupo será
rotacionado para a direita, uma posição, simultâneamente.

Para formalizar tal processo, algumas expressões recursivas são necessárias:

• shift right(i, j) ≡‖ (i <= j ⇒ NIL, copy(i, i + 1) , shift right(i + 1, j)) ‖ que
define o processo que copia o valor da variável que ocupa a posição i no estado
computacional de entrada e o coloca como o valor associado à variável que ocupa
a posição i + 1 no estado computacional de sáıda. Tal processo deve ser executado
enquanto i é menor que j.

• rot right(i, j) ≡‖ copy(j, i) , shift right(i, j) ‖ que corresponde a parte do processo
que copia o valor da variável que ocupa a última posição e o coloca como o valor da
variável que ocupa a primeira posição, em cada peŕıodo, e simultaneamente, executa
o processo shift right(i, j) apresentado no subitem anterior.

• period rot right(i, p) ≡‖ rot − right(i, i + p − 1) , period rot right(i + p, p) ‖ que
corresponde a expressão recursiva do processo que executa uma rotação para a
direita dos valores associados as variáveis de um estado computacional de entrada,
considerando que o parâmetro p indica o peŕıodo de cada rotação. Neste caso, se o
vetor que representa cada estado computacional tem comprimento n×p este processo
deverá fazer n rotações de comprimento p, todas executada ao mesmo tempo.

Assim sendo, ao subtituir i := 0 nesta última expressão recursiva obtem-se
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R0 ≡ period rot right(0, p)

que define o processo que a partir da primeira posição (i0), rotaciona uma posição
para a direita cada um dos valores atribúıdos as variáveis do vetor que representa o
estado computacional de entrada. Simultamenamente, este procedimento se repete,
de p+1 em p+1 posições, até esgotar todas as posições de tal estado computacional.

Salienta-se ainda que a execução seqüencial do processo R0 gera ciclos de compri-
mento p. De fato,

R0 ·R0 · . . . ·R0︸ ︷︷ ︸
p+1

≡ (·R0)p+1 = Id e (·R0)p+2 = R0.

Observação 9.3

Considere agora o processo que executa as rotações de peŕıodo p no sentido contrário,
ou seja, para a esquerda. Neste caso, tem-se que

• shift left(i, j) ≡‖ (i <= j ⇒ skip, copy(i + 1, i) , shift left(i + 1, j)) ‖
• rot left(i, j) ≡‖ (copy(i, j) , shift left(i + 1, j)) ‖
• period rot left(i, p) ≡‖ rot left(i + p− 1, i), period rot left(i + p, p) ‖

Assim sendo,

L0 ≡ period rot left(0, p)

corresponde a expressão recursiva do processo que executa a rotação de uma posição para
esquerda dos valores associados as variáveis do estado computacional de entrada (com
dimensão finita), a partir da primeira posição (i0). Considera-se que o parâmetro p indica
o peŕıodo de cada rotação. Neste caso, se o vetor que representa cada estado computacional
tem comprimento n × p este processo deverá fazer n rotações de comprimento p, todas
executada ao mesmo tempo.

Salienta-se tabém que a execução seqüencial do processo L0 gera ciclos de compri-
mento p. De fato,

L0 · L0 · . . . · L0︸ ︷︷ ︸
p+1

≡ (·L0)p+1 = Id e (·L0)p+2 = L0.

Observação 9.4

Considere as expressões recursivas dos processos apresentados nas Observações 9.2 e
9.3. Define-se um novo processo cujo peŕıodo é de 2p. Neste caso, cada peŕıodo é divido em
dois subpeŕıodos, o primeiro que executa rotações para a direita e o segundo que executa
rotações para a esquerda. As expressões envolvidas em cada processo são dadas por:

• W (i, p) ≡‖ wperiod rot right(i, p), wperiod rot left(i + p, p) ‖
• wperiod rot right(i, p) ≡‖ rot right(i, i + p− 1), wperiod rot right(i + 2p, p) ‖
• wperiod rot left(i + p, p) ≡‖ rot left(i + p− 1, i), wperiod rot right(i + 2p, p) ‖

Portanto,

W0,p ≡‖ wperiod rot right(0, p), wperiodic rot left(p, p) ‖
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corresponde a expressão recursiva do processo periódico que executa, simultâneamente,
rotações para a direita das posições que compõe a primeira metade de cada peŕıodo e
rotações para a esquerda nas posições da outra metada.

Considera-se que o parâmetro 2p indica o peŕıodo de cada rotação. Neste caso, se
o vetor (de dimensão finita) que representa cada estado computacional tem comprimento
n × 2p o processo W (0, p) deverá fazer n chamada recursivas de comprimento 2p, todas
executada ao mesmo tempo.

Salienta-se tabém que a execução seqüencial do processo W0,p gera ciclos de com-
primento p. De fato,

W0,p ·W0,p · . . . ·W0,p︸ ︷︷ ︸
p+1

≡ (·W0,p)p+1 = Id e (·W0,p)p+2 = W0,p.
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10 Interpretação Semântica Baseada no Espaço
Coerente D→

∞ dos Processos Computacionais

10.1 Espaço Coerente S dos Estados Computacionais

Da mesma forma que no domı́nio E dos fluxogramas proposto por Scott, os obje-
tos no espaço coerente D→∞, interpretando processos computacionais, também são entes
matemáticos estáticos. Contudo, apesar da noção dinâmica de tranformação associada
aos processos, com entrada e (posśıvel) sáıda de estados computacionais, tal objeto ou
interpretação permanece impasśıvel, ou ainda, imutável. Isto traduz um ato freqüente
e intuitivo de se deslisar os dedos ou deslocar o olhar, sobre cada representação gráfica
de um processo, no sentido do seu ińıcio para o seu final, sem que tal atitude altere sua
representação.

Conforme explicitado na introdução, o modelo de máquina apresentada neste traba-
lho está centrado na noção de processo como transformação de estados, capaz de modelar
o funcionamento de sistemas dinâmicos. Com base nesta noção intuitiva, e seguindo a
solução proposta por Scott, a formalização desta idéia de modelar as transformações entre
estados a fim de se analisar o comportamento dos processos é alcançada no espaço de
funções definidas sobre o domı́nio de todos os estados de computação.

Pode-se verificar ao longo deste caṕıtulo, que tal formalização define o domı́nio
semântico S � S, capaz de avaliar o comportamento dos processos interpretados no espaço
coerente D

→∞.
A interpretação semântica do modelo proposto é alcançada com a definição de uma

função linear, chamada função de avaliação, capaz de associar cada conjunto coerente em
D→∞ a um conjunto coerente de traços lineares em S � S. Neste sentido, o comportamento
dos processos modelados como objetos do espaço coerente D

→∞ é interpretado por funções
lineares - objetos do espaço coerente S � S.

Conseqüentemente, considerando a função de representação � : D
→∞ → Ω, apresen-

tada nas Definições 9.2 e 9.4, este modelo de máquina geométrica é capaz de interpretar o
comportamento de todos os processos definidos por termos válidos da linguagem proposta
no Caṕıtulo 9, usando como estrutura os objetos e morfismos da categoria CospLin.

O gráfico na próxima figura mostra os morfismos que definem o relacionamento entre
estes domı́nios.

S     S

D 00

R eval

Ω eval    I

I

FIGURA 10.1 - O Relacionamento entre D→
∞, Ω e S � S.

Com base nos comentários apresentados nos parágrafos anteriores, este caṕıtulo
primeiramente introduz o espaço coerente S dos estados computacionais, o qual interpreta
o conjunto S de estados computacionais apresentado na Definição 3.1.
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Entretanto, o espaço funcional de todas as funções lineares definidas sobre S não
constitui-se num espaço coerente, conforme Troelstra [TRO 92]. Uma prova detalhada
deste fato pode ser encontrada em Dimuro [DIM 98]. Para contornar este obstáculo,
seguiu-se o sugerido nestas últimas referências, que provam que a coleção de todas as
funções lineares definidas sobre S indicada por [S → S] é ordem isomorfa ao conjunto dos
traços lineares de tais funções.

Assim, baseado no espaço coerente S, o espaço coerente S � S cujos objetos são os
grafos especiais de funções lineares definidas sobre S é definido, cujos objetos modelam o
comportamento dos processos interpretados em D→∞.

10.1.1 Espaço Coerente dos Nomes das Variáveis Computacionais

O espaço coerente I dos nomes das variáveis computacionais que definem um estado
computacional dá interpretação para os elementos do conjunto I.

Definição 10.1 Considere I um conjunto de ı́ndices. Seja I ≡ (I,∼=) a teia discreta
definida pela coleção de todos os ı́ndices i ∈ I juntamente com a relação de coerência, que
nesta definição coincide com a relação de igualdade e é dada por

i ∼= j ⇔ i = j,

sempre que i, j ∈ I. Assim, I = (Coh(I),⊆) indica o domı́nio plano de Girard dos
nomes das variáveis computacionais e Coh(I) = {∅} ∪ {{i} | i ∈ I}.

Quando I é um conjunto enumerável de ı́ndices, por exemplo I = {in}{n∈ω}, tem-se
então que a teia I é definida pela coleção de todos os ı́ndices in ∈ I juntamente com a
relação de coerência in ∼= ik ⇔ n = k. Neste caso, Coh(I) = {∅} ∪ {{in}}n∈ω.

10.1.2 Espaço Coerente dos Valores das Variáveis Computacionais

Os subconjuntos coerentes do espaço coerente V dos valores das variáveis compu-
tacionais, que definem cada estado computacional, interpretam os elementos do conjunto
V = V al

⋃{
}.
Definição 10.2 Considere um conjunto de valores V al. Seja V ≡ (V,∼=) uma teia de-
finida pela coleção de todos os valores juntamente com uma relação reflexiva e simétrica
chamada relação de coerência. V = (Coh(V),⊆) indica o domı́nio de Girard dos
valores das variáveis computacionais.

Pela definição anterior, ∅ ∈ V interpreta o valor computacional 
 ∈ V da Definição
3.1 e cada valor v ∈ V al é interpretado por um conjunto coerente não-vazio, no espaço
coerente V. Além disso, subconjuntos de conjuntos coerentes que interpretam valores
em V al são conjuntos coerentes que interpretam valores parciais, não necessariamente
presentes em V al.

10.1.3 Espaço Coerente I � V

Nesta seção se apresenta formalmente o espaço coerente de todas as funções lineares
definidas do espaço coerente I dos indexadores de nomes para o espaço coerente V dos
valores das variáveis que definem os estados de computação, onde a ordem de informação é
a inclusão. Primeiramente, algumas considerações já comprovadas na literatura espećıfica
serão ressaltadas no próximo parágrafo e estão diretamente relacionadas com a próxima
definição. Veja [GIR 89] [TRO 92] [DIM 98].

Seja o conjunto Lin = {s : I → V | s é linear} de todas as funções (estritas)
monótonas, cont́ınuas, estáveis e lineares de I em V.
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1. Cada função s ∈ Lin é identificada por um subconjunto especial de seu grafo,
denominado traço linear e dado por

ltr(s) = {(i, v) ∈ |I| × |V| | v ∈ s({i})},

onde |I| =
⋃

I = {i | {i} ∈ I} = I e |V| =
⋃

V = {v | {v} ∈ V}. Neste caso,
Ltr = {ltr(s) | s ∈ Lin} indica o conjunto de todos os traços lineares de funções
s : I → V.

Dada s ∈ Lin, sempre que (i, v), (i′, v′) ∈ ltr(s) duas condições são satisfeitas:

1.1 i ∼=I i′ ⇒ v ≈V v′ (ou ainda v �≈V v′ ⇒ i �∼=I i′) e

1.2 v = v′ e i ∼=I i′ ⇒ i = i′.

2. Por outro lado, todo subconjunto X ∈ I × V que satisfaz as duas condições acima
determina uma função linear definida pela expressão s : I → V, s(x) = {v | ∃ i ∈
x e (i, v) ∈ X} e tal que X = ltr(s).

Com base nestas considerações, é definido o isomorfismo que garante a equivalência
Lin ≡ Ltr.

O conjunto Ltr de todos os traços lineares de funções s : I → V, ordenado pela
inclusão, constitui-se num espaço coerente, conforme a próxima definição.

Definição 10.3 Considere os espaços coerentes I e V. I � V = (|I| × |V|),≈�) indica
a teia definida pelo produto cartesiano I × V e pela relação de coerência ≈�, segundo a
qual, (i, v) ≈� (i′, v′) se, e somente se,

i ∼=I i′ ⇒ (v ≈V v′ e (v = v′ ⇒ i = i′ ) ).

A coleção de todos os subconjuntos coerentes da teia I � V,

Coh(I � V) ≡ {x ⊆ I × V | (i, v) ≈� (i′, v′),∀(i, v), (i′, v′) ∈ x},
ordenados pela inclusão, define o espaço coerente I � V ≡ (Coh(I � V),⊆).

Pela definição anterior, cada conjunto coerente de pares s = {(i, v)}i∈J⊆I tal que
{v} = s({i}), ou simplesmente v = s(i), corresponde ao traço linear da função s : I � V

pelo isomorfismo entre os conjuntos Lin e Coh(I � V).
Note-se, entretanto, que nem todo subconjunto coerente em I � V modela um

estado de computação em I → V . Apenas os subconjunto maximais fazem isso, por
mapearem objetos totais em objetos totais.

Salienta-se neste momento, que todos os subconjuntos coerentes em I � V são
grafos especiais, chamados traços lineares, de funções totais onde a indefinição é associada
ao conjunto vazio em V. Justifica-se assim a inclusão J ⊆ I na indicação de um elemento
s ∈ I � V pela expressão s = {(i, v)}i∈J⊆I .

Em particular, quando o traço linear de s é representado pelo conjunto vazio, tem-
se que s é a função constante que associa todos os conjuntos coerentes em I ao conjunto
coerente vazio em V.
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10.1.4 Espaço Coerente dos Estados Computacionais

Neste trabalho, a noção de estado de computação é modelada de tal forma que todos
os processos em P executados em tempo finito, inclusive os não-determińısticos, possam
ser interpretados como funções que sempre, a partir de um estado inicial, alcançam um
estado final. Esta noção é posteriormente estendida para os demais processos.

Suponha então que cada conjunto coerente em I � V interpreta um pedaço consis-
tente de informação sobre algum estado computacional. Ou ainda, todo conjunto coerente
em I � V é um token da teia S, sobre a qual se constrói o espaço coerente S dos estados
computacionais.

Considerando que a relação de coerência desta teia S é a trivial, todos seus tokens
são, dois a dois, coerentes. Portanto a união de quaisquer tokens determina sempre um
novo conjunto coerente, que por sua vez, interpreta um novo estado computacional.

Essa abordagem possibilita a usarmos interpretação clássica do estado não-determińıstico,
qual seja, a de que um estado não-determińıstico é uma coleção de estados determińısticos,
cada um representando uma alternativa posśıvel de realização do não-determinismo.

Assim, seja a famı́lia Coh(I � V) dos subconjuntos coerentes em I � V. Define-
se a seguir, o espaço coerente cuja teia S consiste no conjunto de todas as partes de
Coh(I � V). Neste caso, cada token da teia S é um conjunto coerente em I � V, ou seja,
é um traço linear, finito ou infinito, de uma função linear de I para V.

Definição 10.4 Sejam J, L ⊆ I. Considere o espaço coerente I � V. Na teia S =
(Coh(I � V),≈S) a relação de coerência é dada por

{(i, v)}i∈J ≈S {(i′, v′)}i′∈L, ∀{(i, v)}i∈J , {(i′, v′)}i′∈L ∈ Coh(I � V).

A coleção Coh(S) = Coh(Coh(I � V),≈S) de todos os subconjuntos coerentes da teia S,
ordenados pela inclusão, constitui o espaço coerente dos estados computacionais,
indicado por

S ≡ (CohS, ⊆) ≡ (Coh(Coh(I � V),≈S), ⊆).

Em particular, ∅ ∈ Coh(S) interpreta o estado computacional skip, denominado
estado totalmente indefinido.

Em outras palavras, no modelo proposto neste trabalho, cada estado computacional
(possivelmente não-determińıstico) σ é interpretado por um conjunto coerente de traços
lineares de funções definidas de I para V. Como conseqüência, o comportamento dos
processos é interpretado por transformações que mapeiam conjunto de traços lineares.

A seguir, apresenta-se o espaço coerente de todos as funções lineares definidas sobre
S, através do qual se formaliza a interpretação semântica dos processos modelados em D

→∞.

10.1.5 Espaço Coerente S � S

Definição 10.5 Considere o espaço coerente S dos estados computacionais e o conjunto
|S| =

⋃
S = {σ | {σ} ∈ S} = S. S � S = (|S| × |S|),≈�) indica a teia definida

pelo produto cartesiano S × S e pela relação de coerência ≈� , onde tem-se que
(σ, ς) ≈� (σ′, ς ′) sss σ ∼=S σ′ ⇒ (ς ≈S ς ′ e (ς = ς ′ ⇒ σ = σ′ ) ). A coleção de
todos os subconjuntos coerentes da teia, indicada por S � S

Coh(S � S) ≡ {x ⊆ S × S | (σ, ς) ≈� (σ′, ς ′),∀(σ, ς), (σ′, ς ′) ∈ x}
ordenados pela inclusão, define o espaço coerente S � S ≡ (Coh(S � S),⊆).

Considerando agora as Definições 10.4, 10.3 e 10.5 é posśıvel interpretar cada
processo p ∈ P pelo traço linear de uma função p : S → S, no caso, um conjunto de
pares {(σ, ς) | ς = p(σ)} ∈ S � S, tal que a seguinte notação é estabelecida:
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• se σ = {s(m)}m∈M⊆ω ∈ S então ς = p(σ) = {z(l) | z(l) ∈ p(s(n)), s(n) ∈ σ}l∈L⊆ω ∈
S;

• s(m), z(l) ∈ I � V são conjuntos dados pelas expressões

s(m) = {(i, v) | v = s(m)(i), i ∈ J ⊆ I}, e

z(l) = {(i′, v′) | v′ = z(l)(i′), i′ ∈ J ′ ⊆ I}.
Esta interpretação é estabelecida primeiramente para os processos elementares,

sendo depois estendida sobre todos os processos constrúıdos a partir destes pela aplicação
dos construtores modelados em D→∞.

Esta seção encerra com a definição do espaço coerente S � Bool que expressa
o comportamento de cada teste computacional modelado em B por uma função linear.
Conforme Definição 3.7, pode-se dizer que o conjunto B = [S → B] dos estados booleanos
é interpretado pelo espaço coerente S � Bool, definido logo a seguir.

Definição 10.6 Considere o conjunto B de valores Booleanos na Definição 3.7. Con-
sidere também a teia discreta Bool ≡ (B,∼=) , dada pelo conjunto de valores em B
juntamente com a relação de igualdade. Define-se o domı́nio plano de Girard dos
valores Booleanos indicado por Bool = (Coh(Bool),⊆)

Em particular, tem-se Coh(Bool) = {∅} ∪ {{V }, {F}} e ∅ ∈ Bool interpreta o
valor bool ∈ B.

Definição 10.7 Considere os espaços coerentes Bool e S. Considere também a teia
S � Bool = (|S| × |Bool|),≈�) definida pelo produto cartesiano S × B e pela
relação de coerência ≈� segundo a qual (σ, β) ≈� (σ′, β′) se, e somente se,
σ ∼=Bool σ′ ⇒ (β ≈S β′ e (β = β′ ⇒ sigma = σ′ ) ). O espaço coerente
S � Bool ≡ (Coh(S � Bool),⊆) é constrúıdo pela coleção de todos os subconjuntos
coerentes da teia S � Bool ordenados pela inclusão.
Tem-se então que

Coh(S � Bool) ≡ {x ⊆ S ×B | (σ, β) ≈� (σ′, β′), ∀(σ, β), (σ′, β′) ∈ x}

Considerando as duas últimas definições, é posśıvel interpretar cada teste computa-
cional b : S → B ∈ B pelo traço linear de uma função b : S → Bool, no caso, um
conjunto de pares {(σ, β) | β = b(σ)} ∈ S � Bool.

10.2 Função de Avaliação

Define-se a seguir a função de avaliação que associa cada conjunto coerente em
D→∞ a uma função linear no conjunto coerente S � S das transformações de estados
computacionais. Para tal, consideram-se as seguintes notações, apresentadas em seções
anteriores.

1. I indica o espaço coerente plano dos nomes das variáveis de cada estado computa-
cional.

2. V indica o espaço coerente dos valores das variáveis de cada estado computacional.

3. I � V indica o espaço coerente dos traços lineares de funções s : I → V onde

� s ≡ {(i, s(i))}i∈J⊆I ∈ I � V e (i, s(i)) ∈ ltr(s) ⊆ I × V .
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4. [I � V] � V indica também um espaço coerente de traços lineares que modela o
comportamento das ações do conjunto A = [S̃ → (I × V )] apresentado na Seção
3.3.6. Neste caso, salienta-se que

� ltr[f ] indica o traço linear da função f : [I � V] → V cujos elementos são
indicados por pares (s, v) = ({(i, s(i)}i∈J⊆I , v) ∈ ltr[f ];

� para cada s : I � V existe v ∈ V e f [s] = f [{(i, s(i))}i∈J⊆I ] = v ∈ V.

5. S ≡ (Coh (Coh(I � V),≈S), ⊆ ) indica o espaço coerente dos estados computa-
cionais. Qualquer famı́lia de subconjuntos coerentes em I � V determina um
subconjunto coerente σ ∈ S e caracteriza um estado computacional possivelmente
não-determińıstico. Tem-se então que

� σ = {s(m) | s(m) : I � V, m ∈ M ⊆ ω} ⊆ Coh(S) ; e

� s(m) = {(i, s(m)(i)}i∈J⊆I ∈ Coh(I � V).

6. S � S indica o espaço coerente dos traços lineares de funções f : S → S, sendo que
cada conjunto coerente é dado pela expressão {(σ, ς) | f(σ) = ς} = ltr[f ]. Assim,
tem-se que para cada σ ∈ S existe ς ∈ S tal que

� f [σ] = f [ {s(m) |s(m) ∈ σ} ] = ς = {z(l) = f(s(m))|z(l) ∈ ς}.
7. Bool indica o espaço coerente plano dos valores booleanos.

8. S � Bool indica o espaço coerente que interpreta o comportamento dos testes
computacionais modelados pelo espaço coerente B.

Os espaços coerentes indicados na lista anterior são importantes na interpretação
do comportamento dos processos modelados no domı́nio D→∞.

Desde que estes processos são definidos por ações rotuladas, primeiramente se mostra
como interpretar o conjunto das ações como os objetos do espaço coerente [I � V] � V.

Definição 10.8 Considere as funções lineares pr(i), d : [I � V] � V definidas pelas
respectivas expressões pr(i) [s] = pr(i) [ {(i, s(i))}i∈J⊆I ] = s(i) e d [s] = v. A função
dk : [I � V] � [I � V] é dada pela expressão

dk [s] = dk[ {(i, s(i))}i∈J⊆ω ] = {(i, z(i))}i∈J ′⊆J = z,

sempre que cada função linear z : I � V é definida pela expressão

z(i) =
{

pr(i) [s] = s(i) se i �= k,
d [s] = v se i = k.

Proposição 10.1 A função d(k) : [I � V] � [I � V] apresentada na Definição 10.1 é
um morfismo na categoria CospLin.

Prova. Sejam s′ = d(k)(s) e z′ = d(k)(z). Pelo que foi apresentado na seção
10.1.3, deve-se mostrar que se (s, s′), (z, z′) ∈ ltr(d(k)) ∈ [I � V] � [I � V], as
seguintes condições são satisfeitas:

1. s ≈� z ⇒ s′ ≈� z′. De fato, suponha s ≈� z.

1.1 Se i �= k tem-se que d(k)(s)(i) = s(i) ≈V z(i) = d(k)(z)(i);

1.2 Se i = k tem-se que d(k)(s)(k) = d(s)(k) ≈� d(z)(k) = d(k)(z)(k), pois a função
d : [I � V] � V é linear, por hipótese.

Portanto, pelos dois itens acima tem-se que se s ≈� z então s′ ≈� z′.
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2. s′ = z′ e s ≈� z ⇒ s = z. Suponha que s′ = z′ e s ≈� z.

2.1 Se i �= k então s(i) = d(k)(s)(i) = s(i) = z′(i) = d(k)(z)(i) = z(i). Logo tem-se
que s = z;

2.2 Se i = k então d(k)(s)(i) = d(k)(s)(k) = d(k)(s)(i) = d(s)(k) = d(z)(k) =
d(k)(z)(k) = d(k)(z)(i) e s = z.

Portanto ∀i ∈ I mostrou-se que s = z.

Mostrou-se assim que a função d(k) : [I → V] → [I → V] é linear. �

Definição 10.9 Considere o espaço coerente B, que interpreta testes computacionais,
apresentado na Definição 4.17. Considere também o espaço coerente S � Bool dos traços
lineares das funções definidas do espaço coerente de estados computacionais para o espaço
coerente de valores booleanos, apresentada na Definição 10.7.
A função evalbool : B → [S � Bool] associa cada conjunto coerente b ∈ B a uma função
linear b : S � Bool de tal forma que

evalbool(b) (σ) = b(σ) = β ∈ Bool.

Proposição 10.2 A função evalbool : B → [S � Bool] apresentada na Definição 10.9 é
um morfismo na categoria CospLin.

Prova. Imediata, considerando-se o domı́nio plano B. �
A definição da função de avaliação é dada a seguir.

Definição 10.10 Considere os espaços coerentes S � S, D→∞ e as funções Π→∞,n+1,

Π→∞,n+1 e π
(00)
n+1,∞[Dn+1] ⊆ π→

n+1,∞. Considere também x =
⋃↑ xn onde xn ∈ π

(θ)
n,∞[Dn] e

θ ∈ {00, 001, 012}. A função de avaliação, indicada por

Eval : D
→∞ → S � S,

interpreta o comportamento dos processos modelados por subconjuntos em D→∞, e sua de-
finição é apresentada nos próximos três itens, determinados pelo indexador θ.

1 Suponha primeiramente que θ = 00. Tem-se

Eval(x) =
⋃↑ eval(xn)

onde eval : π→
n,∞[Dn] ⊆ D→∞ → S � S é uma função recursivamente definida pelas ex-

pressões apresentadas logo abaixo.

1.1 Seja x0 ∈ D→∞ tal que x0 ∈ π
(00)
0,∞[D0].

• Se x0 = ∅,
� eval(∅) = IdS�S, logo eval(∅)(σ) = σ, ∀σ ∈ S.

• Se x0 = {d(k)
:00} interpreta um processo elementar e a função dk ∈ [I � V] � [I �

V] apresentada na Definição 10.8, satisfaz a Proposição 10.1, tem-se

� eval({d(k)}) : S � S, onde eval({d(k)})(σ) = {dk(s(m)) | s(m) ∈ σ}

1.2 Seja xn+1 ∈ D→∞ tal que xn+1 ∈ π
(00)
n+1,∞[Dn+1].
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• Se xn+1 ∈ F00(D→∞) e verifica-se a condição

(γ(0)
n ◦ φ

(0)
n ◦Π→∞,n) (xn) = Π→∞,n+1(xn+1),

significando que xn+1 = π
(00)
n (xn)

� eval(xn+1) = eval(xn)

• Se xn+1 ∈ F(10)(D→∞
∏

D→∞) e verifica-se a condição

(Φ(1)
n ◦ Γ(0)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) =
⋃

k∈ω Π→∞,n(x(k)
n ),

significando que xn+1 = {x(k)
n 10:00 |

⋂
k∈ω Υn(x(k)

n ) = ∅}, tem-se

� eval(xn+1) : S � S, eval(xn+1)(σ) = {ξ(10)(s(m)) | s(m) ∈ σ}.
Neste caso, ξ(10)(s(m)) : I � V denota a função linear dada por

� ξ(10)(s(m))(i) = z(m)(i) =

{
eval(x(k)

n )(s(m))(i) se i ∈ Υn(x(k)
n ),

IdV(s(m)(i)) caso contrário.

• Se xn+1 ∈ F(20)(D→∞
∏

D→∞) e verifica-se a condição

(Φ(2)
n ◦ Γ(0)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) =
⋃

k∈ω(γ(0)
n ◦ φ

(2)
n ) ( Π→∞,n(x(k)

n ) ),

significando que xn+1 = {x(k)
n 20:00 |

⋂
k∈ω Υn(x(k)

n ) �= ∅}, tem-se

� eval (xn+1) : S � S, eval (xn+1)(σ) = {eval(x(k)
n )(s(m)) | s(m) ∈ σ}.

Salienta-se que nos dois últimos itens, k indica uma coleção enumerável e possivel-
mente infinita de subconjuntos xn.

• Se xn+1 ∈ F(01)(11)(D→∞
∏

D→∞) tal que as seguintes condições são satiafeitas

(1) (Λ(0)
n ◦ Γ(1)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1 (x(0)

n )) e

(2) (Λ(1)
n ◦ Γ(1)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1 (x(1)

n )),

significando que xn+1 = F(01)(11)(x
(0)
n � x

(1)
n ), tem-se que

� eval(xn+1) = eval(x(1)
n ) ◦ (evalx

(0)
n ).

Por outro lado, quando são consideradas as funções lineares

(1) ξ
(01)
n+1 : D

→∞ → D
→∞, ξ

(01)
n+1 = (π(00)

n+1,∞ ◦ γ
(0)
n ) ◦ (Ψ(0)

n ◦ Γ(1)
n ◦Π→∞,n+1) e

(2) ξ
(11)
n+1 : D→∞ → D→∞, ξ

(11)
n+1 = (π(00)

n+1,∞◦γ(0)
n )◦(Ψ(1)

n ◦Γ(1)
n ◦Π→∞,n+1), eval(xn+1) :

S � S é definida pela expressão

� eval(xn+1) = eval((ξ(11)
n+1)(xn+1) ◦ eval(ξ(01)

n+1)(xn+1)).

Comparando-se as definições apresentadas neste item, tem-se as igualdades

((ξ(01)
n+1)(xn+1) = x

(0)
n e ((ξ(11)

n+1)(xn+1) = x
(1)
n .

• Se xn+1 ∈ F(02)(12)(22)(B
∏

D→∞
∏

D→∞) satisfazendo as condições

(1) (Λ(0)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1) (x(0)

n ),

(2) (Λ(1)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Γ(0)
n ◦Π→∞,n+1) (x(1)

n ) e

(3) (Λ(2)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1) (xn+1) = (Λ(2)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1)(b),

significando que xn+1 = F(02)(12)(22)(x
(0)
n+1 � x

(1)
n � b), tem-se que
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� eval(xn+1) ==

⎧⎪⎨⎪⎩
eval(x(0)

n ) se evalbool(Λ
(2)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1)(b) = {V },
eval(x(1)

n ) se evalbool(Λ
(2)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1)(b) = {F},
IdS�S se evalbool(Λ

(2)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1)(b) = ∅.
Por outro lado, quando

(1.1) evalbool(Λ
(2)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1)(xn+1)(σ) = {V } e

(1.2) ξ
(02)
n+1 : D→∞ → D→∞, ξ

(02)
n+1 = (π(00)

n,∞ ◦ γ
(0)
n ) ◦ (Λ(0)

n ◦ Γ(2)
n ◦Π→∞,n+1), então

� eval(xn+1) = eval(ξ(02)
n+1)(xn).

Se as seguintes condições são válidas,

(2.1) evalbool(Λ
(2)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π→∞,n+1)(xn+1)(σ) = {F} e

(2.2) ξ
(12)
n+1 : D

→∞ → D
→∞, ξ

(12)
n+1 = (π(00)

n,∞ ◦ γ
(0)
n ) ◦ (Λ(1)

n ◦ Γ(2)
n ◦Π→∞,n+1), então

� eval (xn+1) = eval (ξ(12)
n+1)(xn).

Por fim, quando

(3) evalbool(Λ
(2)
n ◦ Γ(2)

n ◦Π∞,n+1)(xn+1)(σ) = ∅ então

� eval(xn+1) = IdS�S.

Comparando as expressões apresentadas nesta definições, tem-se as igualdades

(ξ(02)
n+1)(xn) = x

(0)
n+1 e (ξ(12)

n+1)(xn) = x
(1)
n+1.

2 Seja θ = 001.

• Eval(x) = (�∞
i=1 eval ξ

(1)
i ◦ eval ξ0)(x), ou ainda

Eval(x) = (. . . ◦ eval ξ
(1)
n ◦ . . . ◦ eval ξ

(1)
1 ◦ eval ξ0) (x),

sempre que as funções ξn : D→∞ → D→∞ são definidas pelas expressões:

� ξ0 = (π(00)
0,∞ ◦Π→∞,0) (x),

� ξ1 = eval ((π(00)
1,∞ ◦ ψ

(0)
0 ) ◦ (Ψ(1)

0 ◦ Γ(1)
0 ◦Π→∞,1)) (x),

...

� ξn+1 = eval ((π(00)
n+1,∞ ◦ ψ

(0)
n ) ◦ (Ψ(1)

n ◦ Γ(1)
n ◦Π→∞,n+1) (x).

Em particular, se x ∈ π
(001)
n+1,∞[Dn+1], tem-se

� Eval(x) = (�n+1
i=1 eval ξi) ◦ (eval ξ0) (x).

3 Seja θ = 002.

• Eval(x) = �∞
i=0 evalbool(Λ

(2)
i ◦ Γ(2)

i ◦Π→
∞,i+1) (x).

Proposição 10.3 A função de avaliação Eval : D→∞ → S � S, apresentada na Definição
10.10 constituiu-se num morfismo na categoria CospLin.

A prova desta proposição não será apresentada neste texto, como também não se
mostra que a função de avaliação Eval é o menor ponto fixo para um operador Θ sobre a
famı́lia de funções [D→∞ → S � S].
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11 Considerações Finais

Utilizando a Teoria dos Domı́nios, mais precisamente os domı́nios qualitativos ca-
racterizados pela compatibilidade binária e denominados espaços coerentes, este trabalho
introduz o modelo de máquina geométrica.

A máquina geométrica é um modelo abstrato, admitindo memória infinita com
tempo de acesso à memória constante, caracteŕısticas não compat́ıveis com a realidade.
Entretanto, mostra-se que este modelo de máquina constitui-se num eficiente instru-
mento para estudo da estrutura lógica e ordenada de computações paralelase e não-
determińısticas. Ou seja, neste contexto, o desenvolvimento de algoritmos para a máquina
geométrica pode fundamentar o desenvolvimento de algoritmos para máquinas reais.

Uma dos principais objetivos alcançados neste trabalho, e que lhe confere um carac-
ter criativo, foi a formalização do modelo de máquina geométrica distribúıda, como uma
extensão desta estrutura ordenada e indutiva, capaz de interpretar também processos
computacionais transfinitos.

11.1 Conclusões

O resumo das principais conclusões alcançadas e algumas sugestões para a continui-
dade deste trabalho são apresentadas logo a seguir.

11.1.1 Modelo MG

Inspirada na teoria dos sistemas dinâmicos, a idéia intuitiva deste trabalho é a
modelagem de uma máquina por uma estrutura matemática, onde os conceitos básicos
como memória e processadores são constrúıdos a partir de um espaço geométrico. Mais
precisamente, o conjunto S de estados e o conjunto P de processos são, respectivamente,
definidos pelos conjuntos de valores e de ações elementares, ambos rotulados por posições
de um espaço geométrico.

Os pontos do espaço geométrico podem ser entendidos como posições de memória
a partir dos quais são definidos os estados computacionais sem restrição quanto ao seu
tamanho. Baseado nisto, a noção de processo computacional está relacionada com a
noção de transformação entre estados de computação. Compat́ıvel com a idéia de que a
memória não é necessariamente limitada, a máquina modela processadores sem restrição
quanto ao seu tamanho.

Quando, a partir de um estado inicial cada transformação alcança um estado final,
o tempo de execução associado a tal transformação é indicado por um número finito
de unidades de tempo computacional. Cada unidade de tempo computacional, indicada
pela expressão utc modela a noção de um ciclo do relógio. O modelo de máquina que
se está propondo contempla interpretação tanto para estas transformações como para as
interpretações infinitas.

A interpretação da computação executada por um processo infinito é representada
por uma coleção de funções, sendo que cada função desta coleção interpreta o compor-
tamento deste processo em um determinado tempo computacional e constitui-se numa
aproximação ou representação parcial. Entretanto, o estado final só é alcançado em tempo
infinito, formalmente definido como o limite de suas computações parciais, caracterizando
a completação do modelo de máquina.

A noção fundamental de processo computacional não se restringe a condição uni-
dimensional, podendo ser estendido para manipulação de estruturas multi-dimensionais,
geometricamente representadas.
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O conjunto P de processsos modelados é obtido a partir do conjunto dos processos
elementares, cuja execução altera apenas uma posição de memória, e pelo conjunto dos
construtores de processos, identificados como os produtos paralelo e seqüencial e as somas
determińısticas e não-determińısticas.

A estrutura ordenada que modela a construção do conjunto P de processos é indu-
tivamente constrúıda seguindo a metodologia sugerida por Scott [SCO 71]. Nesta abor-
dagem, o domı́nio semântico base da estrutura construtiva deste modelo de máquina é
o espaço coerente D0 dos processos elementares, constrúıdo a partir do relacionamento
baseado na coerência binária entre unidades atômicas de informações da teia D0 - grafo
não-dirigido cujos tokens são os processos elementares rotulados por pontos do espaço
geométrico I. Neste sentido, cada token da teia D0 é uma estrutura matemática interpre-
tanto um processo computacional elementar.

Tomando-se como base o espaço corente D0 dos processos elementares, define-se o
espaço coerente D1, no qual são modelados todos os processos em P executados em no
máximo duas unidades de tempo computacional (21 utc).

A metodologia de construção do primeiro ńıvel D0−D1 é repetida na construção dos
demais ńıveis. Em Dn−Dn+1 são interpretados os processos que executam no máximo 2n+1

operações externas (produto seqüencial ou soma determińıstica) ou um número arbitrário
de operações internas (soma não-determińıstica ou produto paralelo) interpretadas como
objetos constrúıdos em Pn. Neste caso, Pn é obtido pela aplicação do operador categórico
soma direta, que justapõe os subespaços coerentes Dn, D̄n e D̄⊥

n .
A relação de coerência que constrói a teia sobre a qual se define o espaço coerente D̄n

é obtida a partir da definição recursiva da função posição ΥDn , ao explicitar o conjunto de
posições de memória alteradas por cada processo, identificando a concorrência verdadeira.
E no espaço dual, D̄

⊥
n tem-se a interpretação para a relação de conflito de acesso a posições

na memória, caracteŕıstica das escolhas não-determińısticas.
Por fim, a aplicação do operador produto direto modela os construtores produto

seqüencial e, considerando-se o espaço coerente B dos testes computacionais, a escolha
determińıstica.

11.1.2 Diversidade dos Modelos MG

A extensão do espaço coerente Dn de processos finitamente gerados é formalizada
com a construção e definição dos objetos e morfismos (imersões e projeções) do espaço
coerente D∞ e pode ser modelada de diferentes maneiras, cada uma delas correspondendo
a construção temporal que modela a seqüencialidade.

Este novo espaço coerente, obtido pela completação, também provê interpretação
para todos os processos em P, seja pela reconstrução dos objetos já definidos nos ńıveis Dn,
seja pela construção de novos objetos, aqueles que interpretam processos cuja execução
não pode ser limitada no tempo.

No que se refere à construção, todos os objetos em D∞ são definidos por suas
aproximações - subconjuntos coerentes que interpretam processos parciais cuja execução
se efetiva em tempo finito. Entretanto, isto não significa que tais objetos devam possuir
representação finita no espaço geométrico ou no conjunto de ações.

Neste contexto, os novos objetos são obtidos como o limite inverso de seqüências de
projeções lineares definidas do espaço coerente D∞ sobre cada subespaço Dn.

Usufruindo desta construção geométrica e essencialmente posicional, a construção
temporal que leva à completação da estrutura indutiva deste modelo de máquina pode ad-
mitir diferentes abordagens, introduzindo diferentes domı́nios. As diferenças significativas
entre tais domı́nios relacionam-se diretamente com as interpretações da seqüencialidade
e da escolha determińıstica dos processos computacionais. Salienta-se ainda que cada
domı́nio identifica uma enumeração distinta dos indexadores dos tokens de seus objetos e



233

de seus esquemas de recursão.
Embora a ênfase neste texto seja na definição e estudo mais detalhado do espaço

coerente D→∞, onde são modelados os processos cuja construção é obtida a partir de prefixos,
mostra-se também outros domı́nios. Por exemplo,

• em D←∞ tem-se a interpretação da construção de processos por sufixo;

• em D↔∞ interpretam-se os processos constrúıdos por infixo;

• em D
→←∞ dos processos pela construção por sufixo e prefixo, simultâneamente.

• e em D��∞ , cujos processos são constrúıdos por sufixo, prefixos e infixo, simultâneamente.

Assim como estes, muitos outros domı́nios podem ser definidos, comprovando a
diversidade dos modelos de máquinas geométricas. Esta diversidade não se restringe ape-
nas ao número de processsos elementares ou ao espaço geométrico associado aos mesmos,
mas pode estender-se muito amplamente, de acordo com o tipo de construção temporal
que se tenciona modelar. Isto é uma conseqüência imediata da forma criativa de definir
as imersões e projeções que formalizam o relacionamento entre os ńıveis da construção
indutiva.

11.1.3 Modelo MGD

Considerando que a indexação dos tokens dos subconjuntos coerentes em D2∞ possui
uma construção análoga àquela dos ordinais transfinitos, sugerida por Stoll em [STO 61],
este modelo é capaz de formalizar a noção de seqüencialidade espacial, relacionada com
a modelagem de processos distribúıdos a partir do conjunto enumerável M de máquinas
localizadas num espaço E , cuja estrutura matemática é formalizada pelo espaço coerente
D2∞ dos processos transfinitos.

Assim, os objetos em D2∞ são subconjuntos coerentes de tokens indexados a partir
de um conjunto isomorfo aos ordinais transfinito. Pela indexação dos tokens torna-se
expĺıcito quais posições de memória são afetadas pela ação associada, qual o construtor
modelado e ainda mais, em que máquina o processo parcial será executado.

Nesta nova abordagem, os processos são determinados pelas respectivas posições no
conjunto I de indexadores do espaço geométrico que modela a memória de cada máquina
e pelos indexadores indentificando cada uma das máquinas no conjunto enumerável M.

As máquinas em M estão sincronizadas e seus estados de memória interpretados
por subconjuntos coerentes de espaços coerentes isomorfos. Isto indica que neste mo-
delo, os estados computacionais nas diferentes máquinas devem ser modelados por objetos
isomorfos nos domı́nios de interpretação de cada máquina.

11.2 Propostas para Continuação dos Trabalhos

Na última seção são sugeridos diversos temas para a continuidade deste trabalho de
pesquisa.

11.2.1 Relacionamento entre as Memórias Infinita e Transfinita no modelo
MG

Este trabalho de pesquisa mostrou que a definição de máquina com memória dis-
tribúıda pode ser alcançada por generalização do processo de construção das máquinas
com memória compartilhada, na busca de um modelo mais intuitivo para os computado-
res paralelos, que executem computações concorrentes e não-determińısticas.
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Baseando-se na intuitiva idéia desta construção, centrada na construção dos ordinais
transfinitos como generalização do processo de geração dos ordinais, surge naturalmente
a possibilidade de simulação da máquina geométrica distribúıda caracterizada por uma
memória transfinita, por uma máquina geométrica distribúıda com memória infinita.

Esta possibilidade está fundamentada no processo de diagonalização de Cantor,
onde se prova, a partir do isomorfismo entre 2N ≡ ℘(N), que o conjunto 2N das funções
definidas de N para {0, 1} não é enumerável.

Em termos computacionais, estas simulações são justificadas considerando-se os di-
ferentes objetivos na modelagem de algoritmos. Ou seja, a caracteŕıstica das máquinas
distribúıdas de múltipla memória pode tornar mais flex́ıvel o desenvolvimento de algorit-
mos para máquinas paralelas, mas, em contrapartida, pode dificultar a análise e a medida
de sua complexidade.

Estas considerações se relacionam com a possibilidade de aplicação deste modelo
para fundamentação da análise de algoritmos, independentemente da arquitetura das di-
versas máquinas paralelas (SIMD, MIMD, SISD) conforme comentado na Seção 2.1.2 do
Caṕıtulo 2. Dentro da teoria clássica da computação, o modelo de computação para análise
da computabilidade de algoritmos está fundamentada na Máquina de Turing, veja Seção
2.1.1 do Caṕıtulo 2.

Com base nas considerações dos parágrafos anteriores, parece sugestivo o estudo e
a análise mais detalhada de simulações envolvendo os modelos de máquinas tradicionais
na literatura (incluindo as versões da máquina de Turing) e seus relacionamentos com o
modelo de máquina geométrica (distribúıda).

11.2.2 Classificação do Modelo MG na Hierarquia dos Nı́veis de Abstração
para Modelos Semânticos

Numerosos e diferenciados são os modelos sugeridos e analisados para fundamentação
e desenvolvimento em sistemas de computação distribúıdos, desde a pesquisa até a aplicação
prática. Em [WHI 95], algumas caracteŕısticas importantes são analisadas e definem uma
hierarquia dos ńıveis de abstração destes sistemas, possibilitando uma classificação formal
que cresce no sentido dos modelos mais concretos para os mais abstratos. Nesta hierarquia,
a magnitude de um modelo é medida pela sua abstração, associada a três fundamentais
caracteŕısticas:

• a modelagem do sistema em termos dos padrões seqüenciais das ações, expressando
o paralelismo por escolhas não-determińısticas (interleaving);

• a modelagem do tempo associado às computações do sistema, classificando-o em
linear ou ramificado;

• a modelagem expĺıcita dos estados do sistema, não se concentra apenas na análise
do comportamento das ações deslocadas no tempo.

Com base nestas caracteŕısticas, o modelo de máquina geométrica, de acordo com o
que foi mostrado nos caṕıtulos que antecedem esta conclusão, se caracteriza por modelar
a concorrência śıncrona, por conflito de acesso a memória. Além disso, a modelagem tem-
poral é explicitada na construção indutiva dos ńıveis da estrutura ordenada, interpretada
pelos subespaços coerentes dos processos cuja execução é limitada no tempo. Portanto uma
modelagem ramificada, mesmo se consideradas as interpretações para processos mutua-
mente exclusivos ou não-determińısticos. Por fim, é imediato que o modelo torna expĺıcito
os estados, definidos por um conjunto de valores de variáveis rotuladas por pontos de um
espaço geométrico.

Por todas estas considerações, o modelo de máquina geométrica constitui-se numa
construção essencialmente concreta, pois caracteriza-se pela concorrência śıncrona, com
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memória indexada por pontos de um espaço geométrico e modelagem temporal expressa
na construção indutiva.

A formalização do relacionamento com outros modelos como a máquina PRAM ,
ou ainda aqueles mais abstratos onde a estrutura de memória não esta modelada - as
estruturas de eventos, os sistemas de transição, as árvores de sincronização, as redes de
Petri e tantos outros - constitui-se num interessante objeto de pesquisa, que necessaria-
mente implica na construção da Categoria das Máquinas Geométricas, cujos objetos são
os modelos de máquinas geométricas e os morfismos são mapeamentos entre tais modelos
máquinas.

De acordo com o sugerido em [WHI 95] , a linguagem categórica constitui-se numa
poderosa ferramenta matemática de abstração e formalização de relacionamentos entre
diversas estruturas relevantes para a Teoria da Computação, incluindo-se os diferentes e
mais fundamentais modelos de computação distribúıdos.

11.2.3 Interpretações para Construções Recursivas

Sempre que o espaço geométrico I, a partir do qual se definem os processos e a
memória de cada máquina geométrica, pode ser descrito por um processo de geração, a
partir de funções básicas e funções sucessoras, a concorrência responsável pelo definição
do paralelismo espacial, pode ser explicitada por equações recursivas, que correspondem
ao menor ponto fixo para o operador produto paralelo.

Por outro lado, a natureza indutiva do modelo e sua completação asseguram in-
terpretação para os construtores produto seqüencial e soma determińıstica, através de
operadores lineares recursivamente definidos sobre o espaço coerente D→∞. Portanto, o
modelo também contempla interpretação para recursão no sentido temporal.

Finalmente, considerando-se a indução transfinita, é posśıvel estender a interpretação
para a concorrência temporal. No espaço coerente D

→∞m , os construtores de processos
distribúıdos são interpretados por operadores recursivos, supondo-se um sistema de com-
putação formado por um conjunto finito e enumerável de m máquinas geométricas. Para
dar continuidade a esta interpretação, pode-se pensar que em D

→
2∞ têm-se um modelo de

máquina distribúıda flex́ıvel o bastante para suportar a inclusão de novas máquinas ao
sistema , ou de um subconjunto enumerável e infinito de máquinas. Generalizando-se,
pode formalizar uma estrutura indutiva de construção de sistemas de computação dis-
tribúıdos, modelando o paralelismo temporal, onde cada unidade do sistema constitui-se
numa máquina geométrica, modelando o paralelismo temporal.

Neste trabalho, apresentou-se a abordagem mais simplificada, onde a indexação dos
tokens de um conjunto coerente modelando a seqüencialidade de um processo interpretado
em D

→∞ está relacionada com o sistema unário dos números naturais. De forma similar, a
enumeração das máquinas também pode ser pensada em D→

2∞. Entretanto, quando esta
análise é feita sobre outros espaços coerentes, D↔∞, D→←∞ , D��∞ , torna-se necessário
considerar outros sistemas algébricos como por exemplo, os sistemas binários com dois
centros.

Pelo que foi exposto ao longo deste trabalho, parece ser interessante e até mesmo
relevante, um estudo em termos categóricos, detalhando o relacionamento entre as es-
truturas ordenadas que definem os diversos modelos de máquinas geométricas (incluindo
as distribúıdas) e os sistemas algébricos n-ários que formalizam os esquemas de recursão
visando uma abordagem mais generalizada para a definição das interpretações dos cons-
trutores de processos.
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11.2.4 Abordagem Semântica Baseada na Teoria dos Tipos

Girard [GIR 86] introduz os espaços coerente como modelo semântico para os siste-
mas F, fazendo uso de uma linguagem de tipos variáveis para expressar tais interpretações.
Motivados por esta idéia, e a correspondente semântica denotacional apresentada por
Abramsky [ABR 90], apresenta-se no Caṕıtulo 10 a função de avaliação, capaz de ex-
pressar as propriedades das estruturas computacionais modeladas pelo espaço coerente
de processos, fundamentada no mesmo paradigma seguido por Girard - o isomorfismo de
Curry-Howard.

Considerando-se a natureza indutiva da construção do modelo de máquina apre-
sentado neste texto, e a abordagem sugerida no parágrafo anterior, pode-se construir um
operador linear definido sobre o espaço funcional, um morfismo na categoria CopsLin,
para o qual a função de avaliação Eval constitui-se no menor ponto fixo.

Pode-se pensar numa extensão da semântica denotacional para o modelo de máquina
geométrica distribúıda, com um particular objetivo, a análise do comportamento de pro-
cessos caracterizados pela distribuição.

11.2.5 Extensão da Linguagem com Representação para Processos Distribúıdos

A utilização da Teoria dos Domı́nios para a fundamentação e interpretação semântica
de uma linguagem de programação de alto ńıvel, se justifica pela construção de algoritmos
compat́ıveis com as máquinas paralelas reais e de validação mais sistemáticas.

Os resultados apresentados no Caṕıtulo 9 constituem-se nos primeiros passos para a
definição de uma linguagem de programação constrúıda a partir das interpretações obtidas
da estrutura ordenada da máquina geométrica.

Embora não se tenha, até o presente momento, priorizado a construção da gramática
capaz de gerar todas as expressões válidas e nem a construção do processo de validação
para estas expressões, tais situações são objetivos importantes e devem merecem uma
análise, constituindo-se em novas propostas para continuidade deste trabalho.

11.2.6 Aplicações do Modelo na Computação Cient́ıfica

A máquina de Turing (padrão) constitui-se num dos modelos de computação irres-
tritos, e portanto uma poderosa e bem sucedida ferramenta na fundamentação da teoria
clássica da computação, referência para o conceito de função computável. Entretanto, o
mesmo não se verifica quando se trata da teoria moderna da computação cient́ıfica.

Alguns trabalhos na literatura espećıfica [BLU 98] buscam uma teoria da com-
putação que integre os fundamentos da teoria clássica mas que, simultâneamente, sejam
diretamente aplicáveis aos problemas da matemática, da análise numérica e da computação
cient́ıfica. Esta trabalho desenvolveu-se no sentido de contribuir nesta busca.

A transformação de uma máquina RAM em uma máquina de Turing (determińıstica)
é uma procedimento imediato, da mesma forma que sua transformação inversa, embora seja
mais detalhada [BOV 94]. O mesmo pode ser alcançado para a máquina PRAM. Portanto,
parece que este procedimento de transformação pode ser formalizado considerando-se o
modelo de máquina geométrica.

Além diso, como instrumento essencial de comprovação da relevância dos estu-
dos teóricos sugeridos neste trabalho está a aplicação da linguagem e da correspondente
semântica associada às interpretações do espaço coerente D∞ na interpretação de algo-
ritmos da matemática intervalar que usam processamento vetorial em sua execução, e na
teoria dos autômatos e suas aplicações [AGU 2001].
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Anexo Aplicações da Função de Representação
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TABELA A.1 - Representações Finitas com Processo skip

0. �[∅] = skip

� : 00 = 00.00. . . .

1. �[{∅10:00}] = ‖ 1 , skip , 1 ‖
2. �[{∅101:00}] = ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1

3. �[{∅111:00}] = 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖
4. �[{∅102:00}] = ‖ 1 , skip , 1 ‖ +

bool 1

5. �[{∅112:00}] = 1 +⊥ ‖ 1 , skip , 1 ‖

6. �[{∅20:00}] = | skip |
7. �[{∅201:00}] = | skip | · 1

8. �[{∅211:00}] = 1 · | skip |
9. �[{∅202:00, b22:00}] = | skip | +b

10. �[{∅212:00, b22:00}] = 1 +b | skip |

11. �[{∅10.001:00}] = ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 2

12. �[{∅101.001:00}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) · 2

13. �[{∅111.001:00}] = ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) · 2

14. �[{∅102.001:00}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool 1 ) · 2

15. �[{∅112.001:00}] = ( 1 +
bool

‖ 1 , skip , 1 ‖ ) · 2

16. �[{∅20.001:00}] = | skip | · 2

17. �[{∅201.001:00}] = ( | skip | · 1 ) · 2

18. �[{∅211.001:00}] = ( 1 · | skip | ) · 2

19. �[{∅202.001:00}] = ( | skip | +
bool

) · 2

20. �[{∅212.001:00}] = ( 1 +
bool

| skip | ) · 2

21. �[{∅10.011:00}] = 2 · ‖ 1 , skip , 1 ‖
22. �[{∅101.011:00}] = 2 · ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 )
23. �[{∅111.011:00}] = 2 · ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ )
24. �[{∅102.011:00}] = 2 · ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +

bool 1 )

25. �[{∅112.011:00}] = 2 · ( 1 +
bool

‖ 1 , skip , 1 ‖ )

26. �[{∅20.011:00}] = 2 · | skip |
27. �[{∅201.011:00}] = 2 · ( | skip | · 1 )
28. �[{∅211.001:00}] = 2 · ( 1 · | skip | )
29. �[{∅202.011:00}] = 2 · ( | skip | +

bool
)

30. �[{∅212.011:00}] = 2 · ( 1 +
bool

| skip | )
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31. �[{∅10.002:00}] = ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool 2

32. �[{∅101.002:00}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) +
bool 2

33. �[{∅111.002:00}] = ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +
bool 2

34. �[{∅102.002:00}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool 1 ) +

bool 2

35. �[{∅112.002:00}] = ( 1 +
bool

‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +
bool 2

36. �[{∅20.002:00}] = | skip | +
bool 2

37. �[{∅201.002:00}] = ( | skip | · 1 ) +
bool 2

38. �[{∅211.002:00}] = ( 1 · | skip | ) +
bool 2

39. �[{∅202.002:00}] = ( | skip | +
bool

) +
bool 2

40. �[{∅212.002:00}] = ( 1 +
bool

| skip | ) +
bool 2

41. �[{∅10.012:00}] = 2 +
bool

, ‖ 1 , skip , 1 ‖
42. �[{∅101.012:00}] = 2 +

bool
( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 )

43. �[{∅111.012:00}] = 2 +
bool

( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ )

44. �[{∅102.012:00}] = 2 +
bool

( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool 1 )

45. �[{∅112.012:00}] = 2 +
bool

( 1 +
bool

‖ 1 , skip , 1 ‖ )

46. �[{∅20.012:00}] = 2 +
bool

| skip |
47. �[{∅201.012:00}] = 2 +

bool
( | skip | · 1 )

48. �[{∅211.002:00}] = 2 +
bool

( 1 · | skip | )
49. �[{∅202.012:00}] = 2 +

bool
( | skip | +

bool
)

50. �[{∅212.012:00}] = 2 +
bool

( 1 +
bool

| skip | )
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TABELA A.2 - Representações para PS com Processo skip

� : 001 = 001.001. . . . e 001 : 001 = : 001

1. �[{∅10:001}] = ‖ 1 , skip , 1 ‖ ·∞
2. �[{∅101:001}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) · ∞
3. �[{∅111:001}] = ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) · ∞
4. �[{∅102:001}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +

bool 1 ) · ∞
5. �[{∅112:001}] = ( 1 +⊥ ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) · ∞

6. �[{∅20:001}] = | skip | ·∞
7. �[{∅201:001}] = ( | skip | · 1 ) · ∞
8. �[{∅211:001}] = ( 1 · | skip | ) · ∞
9. �[{∅202:001, b22:001}] = ( | skip | +b ) · ∞
10. �[{∅212:001, b22:001}] = ( 1 +b | skip | ) · ∞

11. �[{∅10.001:001}] = �[{∅10:001}] = ‖ 1 , skip , 1 ‖ ·∞
12. �[{∅101.001:001}] = �[{∅101:001}] = ( ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) · ∞
13. �[{∅111.001:001}] = �[{∅111:001}] = ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) · ∞
14. �[{∅102.001:001}] = �[{∅102:001}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +

bool 1 ) · ∞
15. �[{∅112.001:001}] = �[{∅112:001}] = ( 1 +

bool
‖ 1 , skip , 1 ‖ ) · ∞

16. �[{∅20.001:001}] = �[{∅20:001}] = | skip | ·∞
17. �[{∅201.001:001}] = �[{∅201:001}] = ( | skip | · 1 ) · ∞
18. �[{∅211.001:001}] = �[{∅211:001}] = ( 1 · | skip |) · ∞
19. �[{∅202.001:001}] = �[{∅202:001}] = ( | skip | +

bool
) · ∞

20. �[{∅212.001:001}] = �[{∅212:001}] = ( 1 +
bool

| skip | ) · ∞

21. �[{∅10.011:001}] = ( 2 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) · ∞
22. �[{∅101.011:001}] = ( 2 · ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) ) · ∞
23. �[{∅111.011:001}] = ( 2 · ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) ) · ∞
24. �[{∅102.011:001}] = ( 2 · ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +

bool 1 ) ) · ∞
25. �[{∅112.011:001}] = ( 2 · ( 1 +

bool
‖ 1 , skip , 1 ‖ ) ) · ∞

26. �[{∅20.011:001}] = ( 2 · | skip | ) · ∞
27. �[{∅201.011:001}] = ( 2 · ( | skip | · 1 ) ) · ∞
28. �[{∅211.011:001}] = ( 2 · ( 1 · | skip | ) ) · ∞
29. �[{∅202.011:001}] = ( 2 · ( | skip | +

bool
) ) · ∞

30. �[{∅212.011:001}] = ( 2 · ( 1 +
bool

| skip | ) ) · ∞

31. �[{∅10.002:001}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool 2 ) · ∞

32. �[{∅101.002:001}] = ( ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) +
bool 2 ) · ∞

33. �[{∅111.002:001}] = ( ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +
bool 2 ) · ∞

34. �[{∅102.002:001}] = ( ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool 1 ) +

bool 2 ) · ∞
35. �[{∅112.002:001}] = ( ( 1 +

bool
‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +

bool 2 ) · ∞
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36. �[{∅20.002:001}] = ( | skip | +
bool 2 ) · ∞

37. �[{∅201.002:001}] = ( ( | skip | · 1 ) +
bool 2 ) · ∞

38. �[{∅211.002:001}] = ( ( 1 · | skip | ) +
bool 2 ) · ∞

39. �[{∅202.002:001}] = ( ( | skip | +
bool

) +
bool 2 ) · ∞

40. �[{∅212.002:001}] = ( ( 1 +
bool

| skip | ) +
bool 2 ) · ∞

41. �[{∅10.012:001}] = ( 2 +
bool

, ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) · ∞
42. �[{∅101.012:001}] = ( 2 +

bool
( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) ) · ∞

43. �[{∅111.012:001}] = ( 2 +
bool

( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) ) · ∞
44. �[{∅102.012:001}] = ( 2 +

bool
( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +

bool 1 ) ) · ∞
45. �[{∅112.012:001}] = ( 2 +

bool
( 1 +

bool
‖ 1 , skip , 1 ‖ ) ) · ∞

46. �[{∅20.012:001}] = ( 2 +
bool

| skip | ) · ∞
47. �[{∅201.012:001}] = ( 2 +

bool
( | skip | · 1 ) ) · ∞

48. �[{∅211.002:001}] = ( 2 +
bool

( 1 · | skip | ) ) · ∞
49. �[{∅202.012:001}] = ( 2 +

bool
( | skip | +

bool
) ) · ∞

50. �[{∅212.012:001}] = ( 2 +
bool

( 1 +
bool

| skip | ) ) · ∞
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TABELA A.3 - Representações para SD com Processo skip

� : 0012 = 002.002. . . . e 002 : 002 = : 002

1. �[{∅10:002}] = ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool
∞

2. �[{∅101:002}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) +
bool

∞
3. �[{∅111:002}] = ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +

bool
∞

4. �[{∅102:002}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool 1 ) +

bool
∞

5. �[{∅112:002}] = ( 1 +
bool

‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +
bool

∞

6. �[{∅20:002}] = | skip | +
bool
∞

7. �[{∅201:002}] = ( | skip | · 1 ) +
bool

∞
8. �[{∅211:002}] = ( 1 · | skip | ) +

bool
∞

9. �[{∅202:002, b22:002}] = ( | skip | +b 1 ) +
bool

∞
10. �[{∅212:002, b22:002}] = ( 1 +b | skip | ) +

bool
∞

11. �[{∅10.001:002}] = ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool
∞

12. �[{∅101.001:002}] = ( ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) +
bool

∞
13. �[{∅111.001:002}] = ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +

bool
∞

14. �[{∅102.001:002}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool 1 ) +

bool
∞

15. �[{∅112.001:002}] = ( 1 +
bool

‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +
bool

∞

16. �[{∅20.001:002}] = | skip | +
bool
∞

17. �[{∅201.001:002}] = ( | skip | · 1 ) +
bool

∞
18. �[{∅211.001:002}] = ( 1 · | skip |) +

bool
∞

19. �[{∅202.001:002}] = ( | skip | +
bool

) +
bool

∞
20. �[{∅212.001:002}] = ( 1 +

bool
| skip | ) +

bool
∞

21. �[{∅10.011:002}] = ( 2 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +
bool

∞
22. �[{∅101.011:002}] = ( 2 · ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) ) +

bool
∞

23. �[{∅111.011:002}] = ( 2 · ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) ) +
bool

∞
24. �[{∅102.011:002}] = ( 2 · ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +

bool 1 ) ) +
bool

∞
25. �[{∅112.011:002}] = ( 2 · ( 1 +

bool
‖ 1 , skip , 1 ‖ ) ) +

bool
∞

26. �[{∅20.011:002}] = ( 2 · | skip | ) +
bool

∞
27. �[{∅201.011:002}] = ( 2 · ( | skip | · 1 ) ) +

bool
∞

28. �[{∅211.011:002}] = ( 2 · ( 1 · | skip | ) ) +
bool

∞
29. �[{∅202.011:002}] = ( 2 · ( | skip | +

bool 1 ) ) +
bool

∞
30. �[{∅212.012:002}] = ( 2 · ( 1 +

bool
| skip | ) ) +

bool
∞
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31. �[{∅10.002:002}] = �[{∅10:002}] = ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool
∞

32. �[{∅101.002:002}] = �[{∅101:002}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) +
bool

∞
33. �[{∅111.002:002}] = �[{∅111:002}] = ( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +

bool
∞

34. �[{∅102.002:002}] = �[{∅102:002}] = ( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +
bool 1 ) +

bool
∞

35. �[{∅112.002:002}] = �[{∅112:002}] = ( 1 +
bool

‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +
bool

∞

36. �[{∅20.002:002}] = �[{∅20:002}] = | skip | +
bool
∞

37. �[{∅201.002:002}] = �[{∅201:002}] = ( | skip | · 1 ) +
bool

∞
38. �[{∅211.002:002}] = �[{∅211:002}] = ( 1 · | skip | ) +

bool
∞

39. �[{∅202.002:002}] = �[{∅202:002}] = ( | skip | +
bool

) +
bool

∞
40. �[{∅212.002:002}] = �[{∅212:002}] = ( 1 +

bool
| skip | ) +

bool
∞

41. �[{∅10.012:002}] = ( 2 +
bool

‖ 1 , skip , 1 ‖ ) +
bool

∞
42. �[{∅101.012:002}] = ( 2 +

bool
( ‖ 1 , skip , 1 ‖ · 1 ) ) +

bool
∞

43. �[{∅111.012:002}] = ( 2 +
bool

( 1 · ‖ 1 , skip , 1 ‖ ) ) +
bool

∞
44. �[{∅102.012:002}] = ( 2 +

bool
( ‖ 1 , skip , 1 ‖ +

bool 1 ) ) +
bool

∞
45. �[{∅112.012:002}] = ( 2 +

bool
( 1 +

bool
‖ 1 , skip , 1 ‖ ) ) +

bool
∞

46. �[{∅20.012:002}] = ( 2 +
bool

| skip | ) +
bool

∞
47. �[{∅201.012:002}] = ( 2 +

bool
( | skip | · 1 ) ) +

bool
∞

48. �[{∅211.002:002}] = ( 2 +
bool

( 1 · | skip | ) ) +
bool

∞
49. �[{∅202.012:002}] = ( 2 +

bool
( | skip | +

bool
) ) +

bool
∞

50. �[{∅212.012:002}] = ( 2 +
bool

( 1 +
bool

| skip | ) ) +
bool

∞
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TABELA A.4 - Representações Finitas de Construções com Processo d(k)

� Nı́vel D0 − D1

1. �[{d(k)
:00}] = d(k)

2. �[{d(k)
001:00)}] = d(k) · 1

3. �[{d(k)
011:00}] = 1 · d(k)

4. �[{d(k)
002:00)}] = d(k) +

bool 1

5. �[{d(k)
012:00}] = 1 +

bool
d(k)

6. �[{d(k)
10:00}] = ‖ 1 , d(k), 1 ‖

7. �[{d(k)
101:00}] = ‖ 1 , d(k), 1 ‖ ·

8. �[{d(k)
111:00}] = 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖

9. �[{d(k)
102:00}] = ‖ 1 , d(k), 1 ‖ +

bool 1

10. �[{d(k)
112:00}] = 1 +

bool
‖ 1 , d(k), 1 ‖

11. �[{d(k)
20:00}] = | 1 � d(k) � 1 |

12. �[{d(k)
201:00}] = | 1 � d(k) � 1 | · 1

13. �[{d(k)
211:00}] = 1 · | 1 � d(k) � 1 |

14. �[{d(k)
202:00, b22:00}] = | 1 � d(k) � 1 | +b 1

15. �[{d(k)
212:00, b22:00}] = 1 +b | 1 � d(k) � 1 |

� Nı́vel D1 − D2

16. �[{d(k)
00.001:00)}] = d(k) · 2

17. �[{d(k)
001.001:00}] = (d(k) · 1) · 2

18. �[{d(k)
011.001:00}] = ( 1 · d(k)) · 2

19. �[{d(k)
002.001:00)}] = (d(k) +

bool 1) · 2

20. �[{d(k)
012.001:00}] = ( 1 +

bool
d(k)) · 2

21. �[{d(k)
10.001:00}] = (‖ 1 , d(k), 1 ‖) · 2

22. �[{d(k)
101.001:00}] = (‖ 1 , d(k), 1 ‖ · ) · 2

23. �[{d(k)
111.001:00}] = ( 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖) · 2

24. �[{d(k)
102.001:00}] = (‖ 1 , d(k), 1 ‖ +

bool 1 ) · 2

25. �[{d(k)
112.001:00}] = ( 1 +

bool
‖ 1 , d(k), 1 ‖) · 2

26. �[{d(k)
20.001:00}] = (| 1 � d(k) � 1 |) · 2

27. �[{d(k)
201.001:00}] = (| 1 � d(k) � 1 | · 1 ) · 2

28. �[{d(k)
211.001:00}] = ( 1 · | 1 � d(k) � 1 |) · 2

29. �[{d(k)
202.001:00, b22:00}] = (| 1 � d(k) � 1 | +b 1 ) · 2

30. �[{d(k)
212.001:00, b22:00}] = ( 1 +b | 1 � d(k) � 1 |) · 2
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31. �[{d(k)
00.011:00)}] = 2 · d(k)

32. �[{d(k)
001.011:00)}] = 2 · (d(k) · 1)

33. �[{d(k)
011.011:00}] = 2 · ( 1 · d(k))

34. �[{d(k)
002.011:00)}] = 2 · (d(k) +

bool 1)

35. �[{d(k)
012.011:00}] = 2 · ( 1 +

bool
d(k))

36. �[{d(k)
10.011:00}] = 2 · (‖ 1 , d(k), 1 ‖)

37. �[{d(k)
101.011:00}] = 2 · (‖ 1 , d(k), 1 ‖ · )

38. �[{d(k)
111.011:00}] = 2 · ( 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖)

39. �[{d(k)
102.001:00}] = 2 · (‖ 1 , d(k), 1 ‖ +

bool 1 )

40. �[{d(k)
112.011:00}] = 2 · ( 1 +

bool
‖ 1 , d(k), 1 ‖)

41. �[{d(k)
20.011:00}] = 2 · (| 1 � d(k) � 1 |)

42. �[{d(k)
201.011:00}] = 2 · (| 1 � d(k) � 1 | · 1 )

43. �[{d(k)
211.011:00}] = 2 · ( 1 · | 1 � d(k) � 1 |)

44. �[{d(k)
202.011:00, b22.011:00}] = 2 · (| 1 � d(k) � 1 | +b 1 )

45. �[{d(k)
212.011:00, b22.011:00}] = 2 · ( 1 +b | 1 � d(k)

� 1 |)

46. �[{d(k)
00.002:00)}] = d(k) +

bool 2

47. �[{d(k)
001.002:00}] = (d(k) · 1) +

bool 2

48. �[{d(k)
011.002:00}] = ( 1 · d(k)) +

bool 2

49. �[{d(k)
002.002:00)}] = (d(k) +

bool 1) +
bool 2

50. �[{d(k)
012.002:00}] = ( 1 +

bool
d(k)) +

bool 2

51. �[{d(k)
10.002:00}] = (‖ 1 , d(k), 1 ‖) +

bool 2

52. �[{d(k)
101.002:00}] = (‖ 1 , d(k), 1 ‖ · ) +

bool 2

53. �[{d(k)
111.002:00}] = ( 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖) +

bool 2

54. �[{d(k)
102.002:00}] = (‖ 1 , d(k), 1 ‖ +

bool 1 ) +
bool 2

55. �[{d(k)
112.002:00}] = ( 1 +

bool
‖ 1 , d(k), 1 ‖) +

bool 2

56. �[{d(k)
20.002:00}] = (| 1 � d(k) � 1 |) +

bool 2

57. �[{d(k)
201.002:00}] = (| 1 � d(k) � 1 | · 1 ) +

bool 2

58. �[{d(k)
211.002:00}] = ( 1 · | 1 � d(k) � 1 |) +

bool 2

59. �[{d(k)
202.002:00, b22.002:00}] = (| 1 � d(k) � 1 | +b 1 ) +

bool 2

60. �[{d(k)
212.002:00, b22.002:00}] = ( 1 +b | 1 � d(k) � 1 |) +

bool 2

61. �[{d(k)
00.012:00)}] = 2 +

bool
d(k)

62. �[{d(k)
001.012:00)}] = 2 +

bool
(d(k) · 1)

63. �[{d(k)
011.012:00}] = 2 +

bool
( 1 · d(k))

64. �[{d(k)
002.012:00)}] = 2 +

bool
(d(k) +

bool 1)

65. �[{d(k)
012.012:00}] = 2 +

bool
( 1 +

bool
d(k))
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66. �[{d(k)
10.012:00}] = 2 +

bool
(‖ 1 , d(k), 1 ‖)

67. �[{d(k)
101.012:00}] = 2 +

bool
(‖ 1 , d(k), 1 ‖ · )

68. �[{d(k)
111.012:00}] = 2 +

bool
( 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖)

69. �[{d(k)
102.002:00}] = 2 +

bool
(‖ 1 , d(k), 1 ‖ +

bool 1 )

70. �[{d(k)
112.012:00}] = 2 +

bool
( 1 +

bool
‖ 1 , d(k), 1 ‖)

71. �[{d(k)
20.012:00}] = 2 +

bool
(| 1 � d(k) � 1 |)

72. �[{d(k)
201.012:00}] = 2 +

bool
(| 1 � d(k) � 1 | · 1 )

73. �[{d(k)
211.012:00}] = 2 +

bool
( 1 · | 1 � d(k) � 1 |)

74. �[{d(k)
202.012:00, b22.011:00}] = 2 +

bool
(| 1 � d(k) � 1 | +b 1 )

75. �[{d(k)
212.012:00, b22.011:00}] = 2 +

bool
( 1 +b | 1 � d(k) � 1 |)

76. �[{d(k)
00 .10:00)}] = ‖ 2 , d(k) , 2 ‖

77. �[{d(k)
001.10:00}] = ‖ 2 , d(k) · 1 , 2 ‖

78. �[{d(k)
011.10:00}] = ‖ 2 , 1 · d(k) , 2 ‖

79. �[{d(k)
002.10:00)}] = ‖ 2 , d(k) +

bool 1 , 2 ‖
80. �[{d(k)

012.10:00}] = ‖ 2 , 1 +
bool

d(k) , 2 ‖

81. �[{d(k)
10.10:00}] = ‖ 2 , ‖ 1 , d(k), 1 ‖ , 2 ‖

82. �[{d(k)
101.10:00}] = ‖ 2 , ‖ 1 , d(k), 1 ‖ · , 2 ‖

83. �[{d(k)
111.10:00}] = ‖ 2 , 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖ , 2 ‖

84. �[{d(k)
102.10:00}] = ‖ 2 , ‖ 1 , d(k), 1 ‖ +

bool 1 , 2 ‖
85. �[{d(k)

112.10:00}] = ‖ 2 , 1 +
bool

‖ 1 , d(k), 1 ‖ , 2 ‖

86. �[{d(k)
20.10:00}] = ‖ 2 , | 1 � d(k) � 1 | , 2 ‖

87. �[{d(k)
201.10:00}] = ‖ 2 , | 1 � d(k)

� 1 | · 1 , 2 ‖
88. �[{d(k)

211.10:00}] = ‖ 2 , 1 · | 1 � d(k) � 1 |, 2 ‖
89. �[{d(k)

202.10:00, }] = ‖ 2 , | 1 � d(k) � 1 | +b 1 , 2 ‖
90. �[{d(k)

212.10:00}] = ‖ 2 , 1 +b | 1 � d(k) � 1 |, 2 ‖
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TABELA A.5 - Representações para PS com Processo d(k)

� Nı́vel D0 − D1

1. �[{d(k)
:001}] = d(k) · ∞

2. �[{d(k)
001:001)}] = �[{d(k)

:001)}] = d(k) · ∞
3. �[{d(k)

011:001}] = ( 1 · d(k)) · ∞
4. �[{d(k)

002:001)}] = ( d(k) +
bool 1 ) · ∞

5. �[{d(k)
012:001}] = ( 1 +

bool
d(k) ) · ∞

6. �[{d(k)
10:001}] = ( ‖ 1 , d(k), 1 ‖ ) · ∞

7. �[{d(k)
101:001}] = ( ‖ 1 , d(k), 1 ‖ · ) · ∞

8. �[{d(k)
111:001}] = ( 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖ ) · ∞

9. �[{d(k)
102:00}] = ( ‖ 1 , d(k), 1 ‖ +

bool 1 ) · ∞
10. �[{d(k)

112:001}] = ( 1 +
bool

‖ 1 , d(k), 1 ‖ ) · ∞

11. �[{d(k)
20:001}] = ( | 1 � d(k) � 1 | ) · ∞

12. �[{d(k)
201:001}] = ( | 1 � d(k) � 1 | · 1 ) · ∞

13. �[{d(k)
211:001}] = ( 1 · | 1 � d(k) � 1 | ) · ∞

14. �[{d(k)
202:00, b22:00}] = ( | 1 � d(k) � 1 | +b 1 ) · ∞

15. �[{d(k)
212:00, b22:00}] = ( 1 +b | 1 � d(k) � 1 | ) · ∞

� Nı́vel D1 − D2

16. �[{d(k)
00.001:001)}] = �[{d(k)

00:001)}]
17. �[{d(k)

001.001:001}] = �[{d(k)
:001}]

18. �[{d(k)
011.001:001}] = �[{d(k)

011:001}]
19. �[{d(k)

002.001:001)}] = �[{d(k)
002:001)}]

20. �[{d(k)
012.001:001}] = �[{d(k)

012:001}]

21. �[{d(k)
10.001:001}] = �[{d(k)

10:001}]
22. �[{d(k)

101.001:001}] = �[{d(k)
101:001}]

23. �[{d(k)
111.001:001}] = �[{d(k)

111:001}]
24. �[{d(k)

102.001:001}] = Re[{d(k)
102:001}]

25. �[{d(k)
112.001:001}] = �[{d(k)

112:001}]

26. �[{d(k)
20.001:001}] = �[{d(k)

20:001}]
27. �[{d(k)

201.001:001}] = �[{d(k)
201:001}]

28. �[{d(k)
211.001:001}] = �[{d(k)

211:001}]
29. �[{d(k)

202.001:001, b22:001}] = �[{d(k)
202:001, b22:001}]

30. �[{d(k)
212.001:001, b22:001}] = �[{d(k)

212:001, b22:001}]
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31. �[{d(k)
00.011:001)}] = ( 2 · d(k) ) · ∞

32. �[{d(k)
001.011:001)}] = ( 2 · (d(k) · 1 ) ) · ∞

33. �[{d(k)
011.011:001}] = ( 2 · ( 1 · d(k) ) ) · ∞

34. �[{d(k)
002.011:001)}] = ( 2 · (d(k) +

bool 1 ) ) · ∞
35. �[{d(k)

012.011:001}] = ( 2 · ( 1 +
bool

d(k) ) ) · ∞

36. �[{d(k)
10.011:001}] = ( 2 · (‖ 1 , d(k), 1 ‖ ) ) · ∞

37. �[{d(k)
101.011:001}] = ( 2 · (‖ 1 , d(k), 1 ‖ · ) ) · ∞

38. �[{d(k)
111.011:001}] = ( 2 · ( 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖ ) ) · ∞

39. �[{d(k)
102.001:001}] = ( 2 · (‖ 1 , d(k), 1 ‖ +

bool 1 ) ) · ∞
40. �[{d(k)

112.011:001}] = ( 2 · ( 1 +
bool

‖ 1 , d(k), 1 ‖ ) ) · ∞

41. �[{d(k)
20.011:001}] = ( 2 · (| 1 � d(k) � 1 | ) ) · ∞

42. �[{d(k)
201.011:001}] = ( 2 · (| 1 � d(k) � 1 | · 1 ) ) · ∞

43. �[{d(k)
211.011:001}] = ( 2 · ( 1 · | 1 � d(k) � 1 | ) ) · ∞

44. �[{d(k)
202.011:001, b22.011:001}] = ( 2 · (| 1 � d(k) � 1 | +b 1 ) ) · ∞

45. �[{d(k)
212.011:001, b22.011:001}] = ( 2 · ( 1 +b | 1 � d(k)

� 1 | ) ) · ∞

46. �[{d(k)
00.002:001)}] = ( d(k) +

bool 2 ) · ∞
47. �[{d(k)

001.002:001}] = ( (d(k) · 1) +
bool 2 ) · ∞

48. �[{d(k)
011.002:001}] = ( ( 1 · d(k)) +

bool 2 ) · ∞
49. �[{d(k)

002.002:001)}] = ( (d(k) +
bool 1) +

bool 2 ) · ∞
50. �[{d(k)

012.002:001}] = ( ( 1 +
bool

d(k)) +
bool 2 ) · ∞

51. �[{d(k)
10.002:001}] = ( (‖ 1 , d(k), 1 ‖) +

bool 2 ) · ∞
52. �[{d(k)

101.002:001}] = ( (‖ 1 , d(k), 1 ‖ · ) +
bool 2 ) · ∞

53. �[{d(k)
111.002:001}] = ( ( 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖) +

bool 2 ) · ∞
54. �[{d(k)

102.002:001}] = ( (‖ 1 , d(k), 1 ‖ +
bool 1 ) +

bool 2 ) · ∞
55. �[{d(k)

112.002:001}] = ( ( 1 +
bool

‖ 1 , d(k), 1 ‖) +
bool 2 ) · ∞

56. �[{d(k)
20.002:001}] = ( (| 1 � d(k) � 1 |) +

bool 2 ) · ∞
57. �[{d(k)

201.002:001}] = ( (| 1 � d(k) � 1 | · 1 ) +
bool 2 ) · ∞

58. �[{d(k)
211.002:001}] = ( ( 1 · | 1 � d(k) � 1 |) +

bool 2 ) · ∞
59. �[{d(k)

202.002:001, b22.002:001}] = ( (| 1 � d(k) � 1 | +b 1 ) +
bool 2 ) · ∞

60. �[{d(k)
212.002:001, b22.002:001}] = ( ( 1 +b | 1 � d(k) � 1 |) +

bool 2 ) · ∞

61. �[{d(k)
00.012:001)}] = ( 2 +

bool
d(k) ) · ∞

62. �[{d(k)
001.012:001)}] = ( 2 +

bool
(d(k) · 1 ) ) · ∞

63. �[{d(k)
011.012:001}] = ( 2 +

bool
( 1 · d(k) ) ) · ∞

64. �[{d(k)
002.012:001)}] = ( 2 +

bool
(d(k) +

bool 1) ) · ∞
65. �[{d(k)

012.012:001}] = ( 2 +
bool

( 1 +
bool

d(k)) ) · ∞
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66. �[{d(k)
10.012:001}] = ( 2 +

bool
(‖ 1 , d(k), 1 ‖ ) ) · ∞

67. �[{d(k)
101.012:001}] = ( 2 +

bool
(‖ 1 , d(k), 1 ‖ · ) ) · ∞

68. �[{d(k)
111.012:00}] = ( 2 +

bool
( 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖ ) ) · ∞

69. �[{d(k)
102.002:001}] = ( 2 +

bool
(‖ 1 , d(k), 1 ‖ +

bool 1 ) ) · ∞
70. �[{d(k)

112.012:001}] = ( 2 +
bool

( 1 +
bool

‖ 1 , d(k), 1 ‖) ) · ∞

71. �[{d(k)
20.012:001}] = ( 2 +

bool
(| 1 � d(k) � 1 | ) ) · ∞

72. �[{d(k)
201.012:001}] = ( 2 +

bool
(| 1 � d(k) � 1 | · 1 ) ) · ∞

73. �[{d(k)
211.012:001}] = ( 2 +

bool
( 1 · | 1 � d(k) � 1 | ) ) · ∞

74. �[{d(k)
202.012:001, b22.011:001}] = ( 2 +

bool
(| 1 � d(k) � 1 | +b 1 ) ) · ∞

75. �[{d(k)
212.012:001, b22.011:001}] = ( 2 +

bool
( 1 +b | 1 � d(k) � 1 | ) ) · ∞

76. �[{d(k)
00 10:001)}] = ( ‖ 2 , d(k) , 2 ‖ ) · ∞

77. �[{d(k)
00110:001}] = ( ‖ 2 , d(k) · 1 , 2 ‖ ) · ∞

78. �[{d(k)
01110:001}] = ( ‖ 2 , 1 · d(k) , 2 ‖ ) · ∞

79. �[{d(k)
00210:00)}] = ( ‖ 2 , d(k) +

bool 1 , 2 ‖ ) · ∞
80. �[{d(k)

012.10:00}] = ‖ 2 , 1 +
bool

d(k) , 2 ‖

81. �[{d(k)
1010:001}] = ( ‖ 2 , ‖ 1 , d(k), 1 ‖ , 2 ‖ ) · ∞

82. �[{d(k)
10110:001}] = ( ‖ 2 , ‖ 1 , d(k), 1 ‖ · , 2 ‖ ) · ∞

83. �[{d(k)
11110:001}] = ( ‖ 2 , 1 · ‖ 1 , d(k), 1 ‖ , 2 ‖ ) · ∞

84. �[{d(k)
10210:00}] = ( ‖ 2 , ‖ 1 , d(k), 1 ‖ +

bool 1 , 2 ‖ ) · ∞
85. �[{d(k)

11210:00}] = ( ‖ 2 , 1 +
bool

‖ 1 , d(k), 1 ‖ , 2 ‖ ) · ∞

86. �[{d(k)
2010:00}] = ( ‖ 2 , | 1 � d(k) � 1 | , 2 ‖ ) · ∞

87. �[{d(k)
20110:00}] = ( ‖ 2 , | 1 � d(k)

� 1 | · 1 , 2 ‖ ) · ∞
88. �[{d(k)

21110:00}] = ( ‖ 2 , 1 · | 1 � d(k) � 1 |, 2 ‖ ) · ∞
89. �[{d(k)

20210:00, }] = ( ‖ 2 , | 1 � d(k) � 1 | +b 1 , 2 ‖ ) · ∞
90. �[{d(k)

212.10:00}] = ( ‖ 2 , 1 +b | 1 � d(k) � 1 |, 2 ‖ ) · ∞
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[EDA 98a] EDALAT, A.; SÜNDERHAUF, P. A Domain Theoretic Approach to Compu-
tability on the Real Line. Theoretical Computer Science, Amsterdam, v.
210, n.1, p.73-98, 1998.

[EDA 98b] EDALAT, A.; POTTS, J. P.; SÜNDERHAUF, P. Lazy Computation with
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[ESC 97] ESCARDÓ, M. H.; STREICHRER, T. Induction and Recursion on the Par-
tial Real Line via Biquotients of Befree Algebras. In: IEEE SYMPOSIUM ON
LOGIC IN COMPUTER SCIENCE, 12., 1997. Proceedings... [S.l.]: IEEE,
1997.
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