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Resumo

Sejam R um anel, p um automorfismo e d uma derivacao de R. Este trabalho tem
por objetivo estudar os ideais primos em skew anel de Laurent R < z;p >, skew
anel de polindmios do tipo automorfismo R[z;p| e skew anel de polinémios do tipo
derivagao R[z;d]. Para os casos R < z; p > e R[z; d] obtemos uma descri¢ao completa
dos ideais primos R-disjuntos. Em R[z; p| obtemos uma caracterizagao dos ideais R-
disjuntos fortemente p-primos. Além disto, quando R é um anel primo, obtemos uma

caracterizagao dos ideais primos R-disjuntos de R|[z; p].

Abstract

Let R be a ring, p an automorphism and d a derivation of R. The purpose of this
dissertation is to study prime ideals in skew Laurent polynomial rings R < z;p >,
skew polynomial ring of automorphism type R[z;p| and skew polynomial ring of
derivation type R[x;d]. We obtained a full description of R-disjoint prime ideals in
R < x;p > and Rz;d]. In the case of R[z;p] we obtained a characterization of
strongly p-prime R-disjoint ideals. Furthermore, when R is a prime ring, we obtain

a characterization of the R-disjoint prime ideals of R[z; p).
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Introducao

Neste trabalho, o principal objetivo é o estudo de ideais primos em skew anel de
polinémios sobre anéis nao necessariamente comutativos. As principais referéncias
sao os trabalhos [3] e [8], cuja motivacao dos autores foi a extensao dos resultados de
M. Ferrero em [5].

Para realizarem estes estudos os autores estenderam o conceito de ideais fechados
definidos em [5] para skew anel de polinémios.

A maioria das demonstragoes aqui apresentadas segue a argumentagao dada em
[3] e [8], com algumas exce¢oes relativas principalmente aos resultados do capitulo 1
que segue [12].

No capitulo 1, colocamos os pré-requisitos necessarios ao desenvolvimento do
texto. Ali aparecem as defini¢oes dos objetos abordados nos capitulos seguintes,
bem como o estudo do centro do skew anel de polinémios.

No capitulo 2, estudamos ideais primos em skew anel de Laurent e skew anel
de polindémios de tipo automorfismo. Na primeira secao deste capitulo, o principal
resultado é o Teorema 2.1.18, onde estudamos condi¢oes necessarias e suficientes para
que um ideal R-disjunto de R < z;p > seja primo, com p automorfismo de R e R
anel p-primo. Como principal conseqiiéncia deste teorema temos o Corolario 2.1.20
onde caracterizamos os ideais primos R-disjuntos através de extensao e contracao
de ideais primos R-disjuntos de R < z;p >, de ideais primos @,(R)-disjuntos de

Qy(R) < z;p > e do conjunto dos ideais maximais de Z, onde Q,(R) é o anel de



p-quocientes a esquerda de Martindale de R e Z é o centro de Q,(R) < z;p >.

Na segunda secao, caracterizamos os ideais fortemente p-primos em skew anel
de polinémios de tipo automorfismo. O principal resultado desta secao é o Coro-
lario 2.2.11, onde estudamos condigoes necessérias e suficientes para que um ideal
R-disjunto de R[x;p]| seja fortemente p-primo. Além disso, obtemos uma correspon-
déncia dos ideais primos R-disjuntos de R < x; p > e dos ideais fortemente p-primos
R-disjuntos de R[x;p| que nao contém z, onde R é um anel fortemente p-primo. Na
terceira secao, quando R ¢ um anel primo, obtemos como conseqiiéncia a descri¢ao
dos ideais primos R-disjuntos do skew anel de polinémios do tipo automorfismo.

Finalmente no capitulo 3, estudamos os ideais primos em skew anel de polinémios
de tipo derivagao. Nele consideraremos R um anel d-primo, Cy(R) o d-centrbide
estendido de R e Qq(R) o anel de d-quocientes a esquerda de Martindale de R,
onde d é uma derivagao de R. Entao, no Teorema 3.1.7, obtemos uma condig¢ao
necessaria e suficiente para que um ideal R-disjunto de R][z;d] seja primo e neste
caso, ¢ mostrado que todo ideal primo R-disjunto P de R[z;d| ¢ da forma P =
Qq4(R)[x;d] fo N R[x;d], onde fu é um polindmio irredutivel de Z = Cy(R)[z], o centro
de Qq(R)[z;d]. Como conseqiiéncia do Teorema 3.1.7, obtemos uma correspondéncia
via contracdo entre os ideais primos R-disjuntos de R[x;d], os ideais primos Qq(R)-
disjuntos de Qq(R)[z;d] e os polindmios irredutiveis de Z = Cy(R)[z]. Além disto,
no Corolério 3.1.16, estudamos uma caracterizacao intrinseca para que um ideal R-

disjunto de R[z;d] seja primo.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Este capitulo contém alguns pré-requisitos necessarios a compreensao do que segue.

1.1 Anéis de Quocientes de Martindale

Sejam R um anel qualquer e P um ideal de R. Dizemos que P é um ideal primo, se
para quaisquer ideais A e B de R tais que AB C P tem-se que A C P ou B C P.
Um anel R é dito primo se (0) é um ideal primo de R.

Seja R um anel primo nao necessariamente com unidade. Se I é um ideal de R
diremos que uma aplicacao f : I — R é um R-homomorfismo a esquerda se f é aditiva
e f(ra) = rf(a), para todo a € I e r € R. Analogamente, dizemos que f é um R-
homomorfismo a direita se f ¢ aditiva e f(ar) = f(a)r, paratodoa € I er € R. Além
disso, f ¢ um homomorfismo de R-bimoédulos se f é um R-homomorfismo a direita e
a esquerda. No que segue, consideramos ideais nao-nulos I de R e R-homomorfismos
a esquerda f : I — R. O conjunto dos ideais nao-nulos de R sera denotado por Z.
Note que, se I,J € Z,entao IJeZ elINJeT.

Seja 2 o conjunto de todos os pares (I,f), onde I € T e f : 1 — R éum

homomorfismo de R-moédulos & esquerda e consideremos (I, f), (J/,g) € Q. Dizemos



que (I, f) é equivalente a (J,g) ((I,f) ~ (J,g)) se existir H € Z tal que H C I N.J
e flu = g|g. Podemos facilmente verificar que esta é uma relagdo de equivaléncia e
que pode ser definida equivalentemente como segue: (I, f) ~ (J, g) se, e somente se,
fling = gl

Denotamos por () o conjunto quociente 2/ ~ e por [, f] a classe de equivaléncia
de (I, f) € . No que se segue, damos a () uma estrutura de anel de modo a podermos

considerar R C Q). Sejam [I, f],[J, g] € Q. Definimos a adigdo e a multiplicagao em

@ por:

1) [, fl+[J.gl=[INJ, f+g],onde f+g: INJ — R é definido por (f+g)(a) =
f(a)+ g(a), para todo a € I N J.

ii) [1, fl.[J,g] = [IJ, fog], onde fog:IJ — R ¢ definido por (fog)(a) = f(g(a)),
para todo a € I1J.

E facil verificar que estas operacoes estdo bem definidas em ) e provar o seguinte

teorema.
Teorema 1.1.1. (Q,+,.) € um anel com unidade.

O anel ) do teorema acima ¢ denominado o anel de quocientes a esquerda de
Martindale de R.

Seja R um anel qualquer nao necessariamente com unidade e p um automorfismo
de R. Dizemos que um ideal I de R ¢ um p-ideal (ideal p-invariante) se p(I) C I
(p(I) =1). Um elemento a € R é dito p-invariante se p(a) = a.

Um ideal p-invariante P de R é dito p-primo se para quaisquer ideais p-invariantes
L e K de R tais que LK C P implica L C P ou K C P. Um anel R é dito p-primo
se (0) é um ideal p-primo de R. Além disto, um ideal p-invariante P de R ¢é dito
fortemente p-primo se para quaisquer p-ideal J de R e um ideal K de R tais que

JK C P tem-se que J C P ou K C P. Um anel R é dito fortemente p-primo se (0)



¢ um ideal fortemente p-primo de R. Se um ideal I de R ¢é fortemente p-primo entao
I ¢ um ideal p-primo. A reciproca nao ¢ verdadeira, ver ([2], Example 3.4).

Seja R um anel p-primo. Denotamos por Z, o conjunto dos ideais p-invariantes
nao-nulos de R. Note que se I,J € Z,, entao IJ € Z,e INJ € Z, A construcao do
anel de p-quocientes a esquerda de Martindale @),(R) de R segue analoga a construcao
do anel de quocientes & esquerda de Martindale de R.

Sejam Z(Q,(R)) o centro de Q,(R) e

Co(R) = {c € Z(Q,(R)) : p(c) = c}

o p-centroide estendido de R. O seguinte lema nos da algumas propriedades impor-

tantes de Q,(R).
Lema 1.1.2. Seja R um anel p-primo. As sequintes condi¢oes sao vdlidas:
i) RC Q,(R).

it) Se I é um ideal p-invariante nao-nulo de R e f : I — R é homomorfismo de
R-mddulos & esquerda, entao existe ¢ € Q,(R) tal que f(r) = rq para todo
r e I. Além disso, ¢ € Z(Q,(R)) se, e somente se, f € um homomorfismo de

R-bimodulos.

iii) Para todo q1,qa, -+ ,qn em Q,(R), existe um ideal p-invariante nao-nulo I de

R tal que 1q; C R para todo i € {1,--- ,n}.
iv) Se Iq =0 para algum ideal p-invariante nao-nulo I de R entdo q = 0.
v) Q,(R) € um anel p-primo.

Lema 1.1.3. Seja R um anel p-primo e Q,(R) o anel de p-quocientes & esquerda de

Martindale de R. Entao p se estende unicamente a Q,(R).



Demonstragao. Seja q € Q,(R). Pelo Lema 1.1.2, existe um ideal p-invariante nao-
nulo J de R tal que ¢J C R. Definamos f : J — R por f(x) = p(qp~'(z)) para
todo x € J. Claramente, f é um homomorfismo de R-modulos a direita e com isto,
1, 1] € Q,(R).

Sejam ¢,t € Q,(R). Pelo Lema 1.1.2, existe um ideal p-invariante nao-nulo K de
R tal que t¢K C R, ¢K C RetK C R. Logo, (¢+t)K C R. Definimos p’ : Q,(R) —
Q,(R) por p'(q) = plgp~'(z)) para todo z € K. Claramente, p'(qz) = p'(¢)p(x).
Denotaremos p’ por p e com isto, p(qz) = p(q)p(x).

Por sua vez, para todo x € K,

p(tq)p(z) = p((tq)x) = p(t)p(qr) = p(t)p(q)p(z)

e com isto, [p(tq) — p(t)p(q)]K = 0. Segue do Lema 1.1.2 que p(tq) = p(t)p(q).
Aplicando o mesmo raciocinio para p~!, concluimos que p é inversivel e assim, p é

automorfismo de Q,(R). O

Lema 1.1.4. Sejam R um anel p-primo e ¢ € Q,(R) tal que ¢R = Rq e q = p(q).

Entao q € inversivel em Q,(R). Em particular, C,(R) € um corpo.

Demonstracao. Seja I = Rqg N R e observemos que I é um ideal nao-nulo tal que
p(I) = I. Iremos mostrar que, se gr = 0 para algum r € R, entdo r = 0. De fato,
i € I entdo, i = qr' para algum 7’ € R. Logo ir = (¢r')r € Ir. Como qR = Rq, existe
r” € R tal que qr' = r"q e com isto,
(gr')yr = (r"q)r =1"(qr) = 0.

Assim, Ir = 0 e, pelo Lema 1.1.2 (iv), temos que r = 0.

Pelo Lema 1.1.2, existe um ideal p-invariante nao-nulo U de R tal que Uq C R.
Note que Uq é um ideal de R. Definimos f : Uq — R por f(uq) = u, para todo

u € U. Nao é dificil ver que f é um homomorfismo de R-mo6dulos a esquerda bem

definido. Mostraremos que d = [Ugq, f] € Q,(R) é o inverso de ¢. Com efeito, seja



u € U. Entdo, u = f(uq) = ugd e com isto, u(l — qd) = 0. Pelo Lema 1.1.2, segue
que gd = 1. Note que para cada y € lg,(r)(q) = {m € Q,(R) : mq = 0}, temos que
0= (yg)d =y(qd) = y.

Seja x € 7¢,(r)(q). Pelo Lema 1.1.2, existe um ideal p-invariante nao-nulo .J de R
tal que Jr C R. Entao, ¢jx = j'qr = 0, para todo j € J e assim, IJx = 0.

Como IJ € Z, entao, segue do Lema 1.1.2 que x = 0. Logo ¢ nao ¢é divisor de

zero & esquerda e, pelo exercicio 4 item (b) da pagina 24 de [9], g é inversivel. O]

Seja d uma derivagao de R, isto é, d ¢ uma aplicagao aditiva e d(ab) = d(a)b+ad(b).
Um ideal J de R é dito um d-ideal de R se d(J) C J e um elemento a € R é dito
d-invariante se d(a) = 0.

Seja P um ideal de R. Dizemos que P é um ideal d-primo se P é um d-ideal e se
dados quaisquer d-ideais J, K de R tais que JK C P implica J C P ou K C P. Um
anel R ¢ dito d-primo se (0) é um ideal d-primo de R.

Suponhamos que R é um anel d-primo. A construcao do anel de d-quocientes a
esquerda de Martindale QQ4(R) de R segue analoga a construgao do anel de quocientes
a esquerda de Martindale, onde neste caso, consideramos Z; o conjunto dos d-ideais

nao-nulos de R.

Lema 1.1.5. Seja R um anel d-primo e Qq(R) o anel de d-quocientes a esquerda de

Martindale de R. Entao d se estende unicamente a Qq(R).

Demonstragao. Seja q € Qq(R). Entao, pelo Lema 1.1.6, existe um d-ideal nao-nulo
J de R tal que Jg C R. Definimos f : J — R por f(x) = d(zq) — d(x)q, para
todo x € J. Claramente, f é um homomorfismo de R-moédulos & esquerda. Seja
d(q) = [J, f] e com isto, d é estendida unicamente a um elemento de EN Dz(Qq(R))

tal que



Para cada p, q € Q4(R), existe um d-ideal ndo-nulo I de R tal que Ip C R, I¢q C R
e Ipqg C R. Assim, para todo z,y € I N J,

ryd(pq) = d(xypq) — d(zy)pq = xypd(q) + d(xyp)q — d(zy)pg =
zypd(q) + [d(xy)p + zyd(p)lq — d(xy)pq = xylpd(q) + d(p)q].

Logo, zyld(pq) — d(p)g — pd(q)] = 0 e com isto, (1N J)*[d(pg) — d(p)q —pd(q)] = 0.
Como I N J € Z, entdo, pelo Lema 1.1.6, temos que d(pq) = d(p)q + pd(q). ]

Sejam C' o centro de Q4(R) e Cyq(R) = {a € C;d(a) = 0} o d-centroide estendido

de R. O seguinte lema nos da algumas propriedades béasicas de Qq(R).
Lema 1.1.6. Seja R um anel d-primo. As sequintes condicoes sao vdlidas:
i) R C Qq4(R).

ii) Se I é um d-ideal nao-nulo de R e f : I — R é homomorfismo de R-mddulos
a esquerda, entdo existe q € Qq(R) tal que f(r) = rq para todo r € 1. Além

disso, q € C' se, e somente se, f € um homomorfismo de R-bimaodulos.

iii) Para todo qi,q2, - ,q, em Qq(R), existe um d-ideal nao-nulo I de R tal que
Iq; € R para todo i € {1,--- ,n}.

i) Se Iq =0 para algum d-ideal nao-nulo I de R entdo q = 0.

O proximo resultado nos da uma propriedade de Cy(R) e a prova é anéloga a feita

no Lema 1.1.4.

Lema 1.1.7. Seja q € Qq(R) tal que qR = Rq e d(q) = 0. Entdo q € invertivel em
Q4(R) e em particular, Cy4(R) € um corpo.

Os resultados apresentados nesta se¢ao estao nos artigos [3], [5] e [§].



1.2 Determinacao do centro de Q),(R)[z; p|

Nesta segao, R ¢ um anel com unidade e p é um automorfismo de R. Todos os
resultados que serao aqui apresentados sao do artigo [12].
O skew anel de Laurent R < x;p > é definido como o conjunto de elementos da

forma Y7 a;z' com a; € R, r,s € Z, onde a adi¢do é a usual e a multiplicagao é
definida por za = p(a)r e z7'a = p~(a)x™'. O skew anel de polinomios do tipo
automorfismo R[z; p|] ¢ um subanel de R < x; p > cujos elementos sdo polindmios da
forma Y7 jaixi, com a; € Re j,s € N, onde a multiplicagao e a adigao sao definidas
como anteriormente.

O grau de um polinémio f de R|[z; p| se define como usualmente e se denotara por
6(f)-

Seja 0 um automorfismo de um anel com unidade S. Dizemos que ¢ é um au-
tomorfismo interno de S se existe b € S tal que o(s) = b 'sb para todo s € S.
Denotaremos por o3, o automorfismo interno de S determinado por b.

Para o que se segue, R é um anel p-primo com unidade e Q,(R) é o anel de

p-quocientes a esquerda de Martindale de R.
Lema 1.2.1. Seja [ =Y " ja;x’ € Z(Q,(R)[x; p]). Entao
i) p(a;) = a; para todo i € {0,1,--- ,n}.

i) Se a; # 0 para algum i € {0,1,--- ,n}, entdo a; € invertivel em Q,(R) e p* é

um automorfismo interno determinado pelo elemento invertivel a;.
i) a;xt € Z(Q,(R)[x; p), para todo i € {0,1,--- ,n}.

Demonstragao. (i) Como f € Z(Q,(R)[z; p]), entdo fo = zf ecomisto Y . ,a;z'tt =

oo plai)z™t. Logo a; = p(a;), para todo i € {0,1,--- ,n}.

(¢4) Por hipotese, para todo ¢ € Q,(R), temos que ¢f = fq. Entéo, Y " qa;x* =
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Sor o aip'(q)x’ e desta forma, qa; = a;p'(q). Assim, pelo Lema 1.1.4, se a; # 0, entdo a;
¢ invertivel em Q,(R). Logo, a; 'qa; = p'(q), para todo ¢ € Q,(R) ei € {0,1,--- ,n}.

(7i1) Se a; = 0 o resultado segue trivialmente. Suponhamos que a; # 0. Para todo

q € Q,(R), temos que
(a:2')q = ai(p'(9)7") = ai(a; ' qai)z’ = qlaz?).
Além disto,

z(a;x") = pla;)x™ = a;2 = (a;2%).

Logo a;z" € Z(Q,(R)[z; p])- O
Teorema 1.2.2. Seja C,(R) = {c € Z(Q,(R)); p(c) = c}.

i) Se p* nao é um automorfismo interno de Q,(R) para todo k > 1, entdo

Z(Qp(R)[x; pl) = Cp(R).

i) Se p* € um automorfismo interno de Q,(R) para algum k > 1, entdo

Z(Qp(R)[x; pl) = Cp(R)[bx™],

onde m € o menor niumero natural nao-nulo tal que p™ € um automorfismo

interno de Q,(R) determinado pelo elemento p-invariante b € Q,(R).

Demonstragdo. Suponhamos que p* nio seja um automorfismo interno de Q,(R) para
todo k > 1. E facil ver que C,(R) C Z(Q,(R)[x;p]). Por outro lado, consideremos
g € Z(Q,(R)[x; p]) tal que g = ana™+ ap_12™ '+ - +ag, com a; € Q,(R) para todo
i€{0,1,--,n}.

Se a; # 0 para algum i € {1,2,--- ,n} entao, pelo Lema 1.2.1, p’ é um auto-
morfismo interno de @,(R) determinado por a;, o que contradiz a hipotese. As-
sim, a; = 0 para todo 7 € {1,2,--- ,n} e segue que, g = agp € C,(R). Logo,
Z(Q,(R)[x; p]) € C,(R) e isto conclui a primeira parte da demonstracao.
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Suponhamos que p* seja um automorfismo interno de Q,(R) determinado por um

elemento g € Q),(R), para algum k > 1. Note que, para i > 0

pF(a) = p'pFp~i(a) = P’ (0" (p~"(a))) = P (¢ p " (a)q) = p'(qg " ap'(q) =

Assim, para i € {0,1,--- ,k — 1},

2
Po=1(a)Pok-2(q) " Pola)Pq = PP - phpF = (pF)F = p.
Iremos mostrar que pp-1(q)0pk-2(q) * * * Pp(a)Pq = Paplg)—p+—1(q)- De fato, para k = 2,
temos que,
Pania)(@) = (ap(q)) ~tagp(a) = (p(q))"q  agp(a) = (p(a)) ™" py(a)p(a) = pp(a)(P4(a)).
Logo, Peplq) = Pp(q)Pq- Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para k — 2,
isto é,
Ppk=2(q)Pp*=3(q) " " * Pp(@)Pa = Pap(q)--p*2(q)*

Pela hipotese de inducao,

Pok=1()Pok=2(q)  * * Pp(@)Pa = Pp=1(q) (Pap(a)o5-2(q))

e, usando o caso k = 2, obtemos que

Ppk=1(q)Ppk=2(q) " * " Pp(q)Pq = Pqp(q)---p*=2(q)p*—1(q)"
Com isto,

2
P = Por-1(9)Po2(q) " Po(@)Pa = Papla)-oh~2(@)ok~1(a)-

Seja a = qp(q)--- p*"'(g). Desde que p*(q) = ¢, entdo

p*(a) = p"(ap(q) - - ¥ (q)) = P*(0)P*(p(q)) - - P*(P* " (q)) =
PH(@)p(p*(q)) - 0" (p"(0) = qplq) --- P q) = a

e segue que,
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pla) = p(q)p*(@)--- P H@)p" (@) = ¢ "ap(@)p*(q) - - p" Hq)q =

¢ ap(@)p*(q) -+ " H@)lg = ¢ ag = py(a) = p*(a) = a.

Assim, p* = p, ¢ um automorfismo interno de Q,(R) determinado pelo elemento
p-invariante a € Q,(R).

Seja m o menor nimero natural tal que p™ é um automorfismo interno de Q,(R)

determinado por um elemento p-invariante b € Q,(R), isto &, p™(a) = b~ 'ab, para

todo a € Q,(R). Desta maneira, para qualquer az® € Q,(R)[z; p],

(bx™)(az®) = b(z™a)z* = b(p™(a)z™)z* = bb~tabz™z* = abx*z™ = (az®)(ba™)

e com isto, ba™ € Z(Q,(R)[z; p]) ¢ um polindmio de grau minimo em Z(Q,(R)[z; p]).

Iremos mostrar que Z(Q,(R)[z;p]) = C,(R)[bz™]. De fato, como C,(R) C
Z(Qu(R)[z: )  ba™ € Z(Q,(R)[z; ), segue ave Cp(R)[ba™) € Z(Qy(R)[z: )

Por outro lado, seja cz* € Z(Q,(R)[x; p]), para algum ¢ € Q,(R). Pelo Lema
1.2.1, p(c) = c e com isto, ¢ € C,(R). Se k < m entd@o, pela minimalidade de m,
k =0 e temos que, cz* € C,(R)[bx™].

Suponhamos que k£ > m e que todo monoémio com poténcia menor que k esteja
em C,(R)[bz™]. Note que,

ch=tak=mba™ = ch~takmamp=m(b) = cbtakrTmamp ™ (b) = btk p™(b) =

cxkfp=*(b=1)p~™(b) = cat.

Como, para todo | € Q,(R),

ch~labm = cb 1ok (Dab ™ = cpF(1)b ek = [(cb~tak™)
e
(b tak=™)z = cb~toah ™ = cxp L (b ™ = 2p~L(c)p L (b~ Hab ™ = x(cbLak™)
entdao, cb~'z"™ € Z(Q,(R)[x;p]). Assim, por hipétese de indugdo, cb~lzF™™ €
C,(R)[bx™]. Logo, cx® = cb~'z*"™bz™ € C,(R)[bx™] e, usando o Lema 1.2.1, temos
que Z(Qp(R)[x; p]) S Cp(R)[bx™]. O
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As provas dos proximos resultados sao similares as provas dos Lemas 1.2.1 e 1.2.2,

respectivamente e por isso iremos omiti-las.

Lema 1.2.3. Seja f =3 " aix' € Z(Q,(R) < x;p >). Entdo

i) pla;) = a; para todo i € {—t,—t+1,---,0,1,--- n}.

ii) Se a; # 0 para algum i € {—t,—t+1,---,0,1,--- ,n} entao a; € invertivel em

Q,(R) e p' € um automorfismo interno determinado pelo elemento invertivel a;.
i) a;xt € Z(Q,(R) < z;p >), para todo i € {—t,—t+1,---,0,1,--- ,n}.
Teorema 1.2.4. Seja C,(R) ={c € Z(Q,(R)); p(c) = c}.

i) Se p* nao é um automorfismo interno de Q,(R) para todo k > 1 entdo

Z(Qy(R) <z;p>) =C,(R).

i) Se p* € um automorfismo interno de Q,(R) para algum k > 1 entdo
Z(Qp(R) < z;p>) =Cy(R) < ba™ >,

onde m € o menor nimero natural nao-nulo tal que p™ € um automorfismo

interno de Q,(R) determinado por um elemento p-invariante b € Q,(R).

1.3 Determinagao do centro de Qu(R)[z;d]

Nesta se¢ao, R é um anel com unidade, d é uma derivacao de R e todos os resultados
apresentados sao do artigo [12].

O skew anel de polindomios do tipo derivagdo R|x;d] é definido como o conjunto
de polinomios da forma ;" i a;x' com a; € Re j,n € N, onde a adicao é a usual e a
multiplica¢ao é definida por xa = ax + d(a), a € R.

Seja f =" ,a;x" € Rla;d]. Assim,
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d(f) = af — fo =2(3 g a’) — (Filga’)r = 3o (was)a’ — 320 ™™ =
ELO(aim +d(a;))z" — > e —o @i ot = Z?:o d(a;)z".

Desta forma, a derivagao d pode ser estendida a uma derivac¢ao de R[z;d]. Deno-
taremos esta extensao por d novamente.
Seja f um polindmio em R[z;d]. Denotaremos por 6(f) e le(f) o grau e o coefici-

ente lider de f, respectivamente e denotaremos por Z o centro do anel Qq(R)[z;d].

Lema 1.3.1. Seja R um anel d-primo. Entao, char(R) = 0 ou pR = 0, para algum

numero primo p € Z.

Demonstra¢ao. Suponhamos que char(R) =n # 0 e que n ndo é um nimero primo.
Assim, n = ab, com a,b € N primos e com isto, (aR)(bR) = a(Rb)R = (ab)R = 0.
Note que aR e bR sao d-ideais de R e como R ¢ um anel d-primo, entao aR = 0

ou bR = 0, o que contradiz a escolha de n. Logo, n é primo. O

Lema 1.3.2. Sejam R um anel d-primo, d uma derivacio de R, Q4(R) o anel de
d-quocientes a esquerda de Martindale de R e Cy(R) o d-centrdide estendido de R.
Entao Z = Cyq(R) ou Z = C4(R)[z], onde z tem uma das sequintes formas:

i) z=x —a sechar(R) =0 e d(q) = aq — qa, para algum a € Qq(R).
i) Ezistem ¢; € Cy(R) tais que z = o™ + >, Yea?' — a, se char(R) = p # 0,
onde d(a) =0 e (d”" + 37" ¢;d”)(q) = aq — qa.
Demonstra¢ao. Suponhamos que Cy(R) # Z e seja f = Zi ]azx € Z um po-
lindbmio de grau minimal nado-nulo. Para cada j € {1,2,---,l}, consideremos
fi = S a;x"7. Como f € Z, entdo xf = fx e com isto, d(a;) = 0, para

i=j
J
todo i € {j,j+1,---,1}. Deste modo,



I v - ; i o l i
fip =2y | Jar e =20 | (wx)a™ =30 |
J J J
l ‘ i—j ! ‘ i—j
Zi:j , (za;)a"™ == Zi:j | axt = xf;
J J

para todo j € {1,2,---,1}.

Desde que ¢f = fc para todo ¢ € Qq(R), entao

CZizj a;x’ = Zi’:j a;z'c = Zé:j a;(z'c) = Zizj @; Zi:o

,
Usando a igualdade de polinémios, obtemos
kE+1 [
carpr® = apcx® + apprd(c)rk + -+ ayd=*(c)a®
1 [ —k
. i - L
D imk ad™"(c)x
i —k

onde k € {j,j+1,---,1} e com isto,

by = cag — S, . a;dF(c) = 0.

Note que,

) o i+ .
fe= (3, ( o | e= 5 [ ) anstete) =

e desta forma,

15

(ra; — d(a;))x'™ =
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Suponhamos que i +j =ker =1=k — 7. Assim,

cfj — fic=
k . : i+j i o .
l _ I - i _
Zk:j , capzhl — Zk:j Zi:ifj , , iy ()b | =
J J k=7
! k I—j it ’ i—k+j k—j
D e | can = i , | aiggd™ () | 2t
J J k=7
' k co(i\ (i-i) i\ [i—j
Definimos s;, = cag—y ., a;d"*(c). Como =
J J) \k—=1J ) \k—=1J
k i B
, entao
J 1—k
k . k i -
S = cag — > s a;d""(c) =
j i) \i—k
k . i - k
cag — Y iy a;d " (c)| = b, = 0.
j ik j

Desta maneira, cf; = f;c e segue que f; € Z.
Como, para cada j € {1,2,--- 1}, 0(f;) < 0(f) entdo, pela minimalidade do grau
de f, obtemos 0(f;) = 0. Conseqiientemente, f; = a; € Cq(R).
7
Suponhamos que 1 < j < i < [. Desde que §(f;) = 0, entao a; = 0, para
todoi € {j+1,j+2,-,1}.
7
Se char(R) = p < oo, entao = 0(modp) para todo 0 < j < i e com
J
isto, i = p,p?,---. Assim, se i ndo é poténcia de p entdo a; = 0. Desta maneira,
f= Zi:j a;r’ = Y0 aga?’ 4 ag, onde aym = le(f).
Claramente [ = aym[2P" + -+ + amaya? + az}rlbapoxpo + aymag). Consideremos
Ck = Qymayr € —a = aygmag. Com isto, f = @iz € Cy(R)[z], com z como descrito no

enunciado.
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Desde que fc = cf, para todo ¢ € Q4(R), entdo,
0 = cag — ape — Sy aed” (c),
ou seja,
Sor, aged? (¢) = cag — age.

Definimos b = —ag e com isto, Y, apkdpk(c) = bc — cb € uma derivagao interna

de Qq(R) adjunta a b. Multiplicando a tltima igualdade por a;}z obtemos
S crd? () = (aymb)e — c(apib) = ac — ca

para todo ¢ € Qq(R).

i
Suponhamos que char(R) = 0. Como a; = 0, entao a; = 0, para todo
J
1 < j <1 <1 edeste modo, para 5 = 1 obtemos

1 )
I i—1 ! i—1
Ji= 2121 @, =a + Zi:2 a;x" = 7§ 0.
1 1
Assim, f = agp + a1z e desta maneira,

f=ai(z+aa) =ai(z—a) = a2,

onde —a = a;'ag e z é como descrito no enunciado.

Observemos que © —a = z € Z. Logo, para todo q € Q4(R), ¢(x — a) = (v —a)q
e com isto, d(q) = aq — qa, o que implica que d é uma derivagao interna de Q(R)
adjunta a a. Evidentemente, f € Cy(R)[z].

Seja g € Z e suponhamos que 6(g) < 0(z). Ent@o, d(g) = 0 e desta maneira,
g € Cq(R) C Cy(R)[z]. Suponhamos agora que 6(g) > §(z).

Por hipotese de indugao, assumiremos que todo polindémio em Z com grau menor
que d(g) esteja em Cy(R)[z] e sejat € Z tal que §(t) > d(z). Sendo z monico, existem
h,r € Qq(R)[x;d] tais que t = zh + 7, onde r = 0 ou 4(r) < 0(2) = Min(Z).
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Denotamos por [a, b] = ab—ba o comutador dos elementos a e b. Desde que t € Z

entdo, para todo ¢ € Q4(R)

O0=tqg—qt=1t,ql =[zh+r,ql=(zh+r)g—q(zh+71)=2hq+1rq—qzh —qr =
zhq — 2qgh +rq — qr = z[h, q] + [, q]

e analogamente, 0 = [t, z] = z[h, x] + [r, z]. Assim,

zlh,ql = —=[rd =g, r] e
z[h,x] = —[r,z] = [z,7].

E facil ver que 6([r,z]) < d(r) < 6(2) e segue que, 6(z[h,z]) = 6([x,7]) < §(2).
Deste modo, [z, 7| = z[h, x] = 0 e de maneira analoga, mostramos que [q,r| = z[h, q] =
0, para todo ¢ € Q4(R) e conseqlientemente r € Z.

Como z é ménico, entdo zlh,z] = 0 e z[h,q] = 0 o que implica [h,z] = 0 e
[h, q] = 0, respectivamente. Assim, h € Z e usando a hipotese de indugao, temos que
h,r € Cq(R)[z]. Logo, t € Cy(R)|[z] e portanto, Z C Cy(R)[z]. A outra inclusao é

clara. O



Capitulo 2

Ideais Primos em Skew Anel de

Polinémios

O objetivo deste capitulo é estudar os ideais primos R-disjuntos no skew anel de
Laurent R < x;p > e no skew anel de polinémios do tipo automorfismo R[x;p].

Todos os resultados que serao apresentados neste capitulo sdo do artigo [3].

2.1 Ideais Primos em Skew Anel de Laurent

Durante esta segao, R ¢ um anel com unidade e p ¢ um automorfismo de R.

Seja f=3" _ax' € R<ux;p>. Entao p(f) =xfa™!, isto ¢,

p(f) =2 (3 a)a™ =30 plag)zats™ =350 plai)a’.

Assim, o automorfismo p pode ser estendido a um automorfismo de R < x;p >.
Denotaremos esta extensao por p novamente e de maneira anéloga podemos estender

p a um automorfismo de R[z; p].

19
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Lema 2.1.1. Seja [ um ideal de R < x;p >. Entao I N R € um ideal p-invariante de
R.

Demonstracao. Claramente I N R é um ideal de R. Seja a € I N R. Entdo, p(a) =
rax~ € I e com isto, p(a) € INR. De maneira andloga, se mostra que p~*(a) € INR.

Logo, I N R é um ideal p-invariante de R. O]
Lema 2.1.2. Sejam K e L ideais p-invariantes de R. Entao,
KL<zip>=K<x;p>L<x;p>.

Demonstragao. Consideremos ax! € K < x;p > e ba* € L < x;p >. En-
tao, (az')(bz®) = ap'(b)z!™* € KL < wz;p >, desde que p'(b) € L. Logo,
K<xzip>L<xz;p>CKL<x;p>.

Por outro lado, seja cdx! € KL < x;p >. Assim,
cdr! = (cx®)(da') e K <w;p>L<w;p>
ecomisto, KL<z;p>C K <x;p>L<ux;p>. O

Lema 2.1.3. Seja P um ideal primo de R < x;p >. Entao PN R é um ideal p-primo
de R.

Demonstracao. Sejam K e L ideais p-invariantes de R tais que KL C PN R. Entao,
pelo Lema 2.1.2,

K<zip>L<zp>=KL<uxz;p>C (PNR)<z;p>CP.

Como P éum ideal primode R < x;p >,entao K < x;p >C Pou L < x;p >C P.
Logo, K C PN Rou L C PN R e portanto, PN R é um ideal p-primo de R. O

Dizemos que um ideal I de R < x;p > (R]x; p]) é¢ R-disjunto se I N R = 0. Um
polinémio f € R[z; p| é chamado proprio se seu termo independente for ndo-nulo. No
caso em que f é um polinémio préprio, o grau e o coeficiente lider de f sao definidos

de maneira 6bvia e denotados por §(f) e le(f), respectivamente.
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Seja I um ideal nao-nulo R-disjunto de R < z;p >. Entao existe um polinémio
proprio de grau minimo n em [ e este inteiro n é dito a minimalidade de I, o qual
sera denotado por Min(I).

Denotaremos por 7(I) o ideal p-invariante de R que consiste de todos os coefi-
cientes lideres dos polinémios proprios de grau minimo n em [, juntamente com o
zZero.

Seja P um ideal primo de R < z;p >. Entao, fatorando PN Re (PN R) < z;p >
de R e R < x;p > respectivamente, podemos assumir que R ¢ um anel p-primo e P
¢ R-disjunto.

No decorrer desta se¢@o, assumiremos que R é um anel p-primo, Q,(R) é o anel

p-quociente a esquerda de Martindale de R e Z ¢é o centro do anel Q,(R) < z;p >.

Lema 2.1.4. Seja I um ideal nao-nulo R-disjunto de R < x; p > tal que Min(I) = n.
Entao existe wm nico polindmio monico proprio fr € Q,(R) < x;p > tal que, para

todo f € I com grau n, temos que f = lc(f)fr. Além disto, frx™™ € Z.

Demonstragao. Seja I um ideal ndo-nulo R-disjunto de R < x; p > tal que Min([) =
n. Para cada a € 7(I) existe um tnico polinomio f € I tal que le(f) =a e 6(f) =n.
De fato, suponhamos que exista g € I tal que lc(g) = a e §(g) = n. Entéo, f —g é um
polinémio em I tal que §(f —g) < n. Logo, f = g e com isto f é tnico. Consideremos
f=az" + ap_12" 4+ - + ay.

Definimos ; : 7(I) — R por f;(a) = a; para todo i € {0,1,--- ,n}, onde a, = a.
Mostraremos que [3; ¢ um homomorfismo de R-moédulos a esquerda. Com efeito, como
para cada a € 7([) existe um tnico polinémio f € I com §(f) =n e le(f) = a temos
que f3; esta bem definida, para cada i € {0,1,--- ,n}.

Paratodo a,b € 7(I) er € Rexistem f, g € I tais que f = ax"+a, 12" ' +---+aq
eg=>0br"+b, 12"+ +by. Assim, f+g=(a+b)a"+ (a1 +by_ )" 1+ +
ap+by € L erf=rax"”+ra, 12" '+ +rag. Desta maneira, 3;(a+0b) = a; +b; =

fi(a) + Gi(b) e Bi(ra) = ra; = rfi(a)
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Deste modo, pelo Lema 1.1.2, existem ¢, = 1,¢,—1, - ,q € Q,(R) tais que
Bi(a) = ag;, para todo i € {0,1,--- ,n}.

Definimos f; = 2" 4+ ¢,—12" ' + -+ qo € Q,(R) < x;p >. Claramente f;
¢ o tnico polinémio proéprio de Q,(R) < z;p > tal que f = le(f)fr, para todo
f € I com 6(f) = n. Afirmamos que fiz=™ € Z. De fato, para cada a € 7(I),
temos que p(a)fr — p(afr) € I e 6(p(a)fr — plafr)) < n. Como Min(Il) = n, entdo
p(a)(fr — p(f1)) = 0 e conseqiientemente, 7(I)[fr — p(fr)] = 0.

Por sua vez, fr — p(fr) = (gn-1 — p(qn-1))2" " 4+ -+ + qo — p(qo) e com isto,
7(1)[q; — p(¢;)] = 0, para todo i € {0,1,--- ,n—1}. Pelo Lema 1.1.2, ¢; = p(¢;), para
todoi € {0,1,--- ,n— 1} e segue que, f; = p(f7). Logo,

Jix =xfr. (2.1)

Paracadaa € 7(I) eb € R, a(frb—p™(b)fr) € I & tal que o(a(frb—p™(b)f1)) < n.
Deste modo, a(frb—p"(b)fr) = 0 e segue que, 7(I)(f1b—p™(b)fr) = 0. Assim, usando
o Lema 1.1.2,

Fib= p"(0) fr. (2.2)
Para cada c € R, temos que

c(fre™") = (efr)z™ = (frp™"(c))x™" = fi(p"(c)a™) = fi(a™"c) = (frz™")c.
Seja ¢ € Q,(R). Entao, pelo Lema 1.1.2, existe um ideal p-invariante nao-nulo .J

de R tal que Jq C R. Desta maneira, para todo v € J temos que,

vq(fre™") = (fre™")vg = (fre™"y)q = 7 (f1z™")q
e com isto, y[q(frx™™) — (frx~™)q] = 0. Logo, pelo Lema 1.1.2,

q(frz=") = (frz™")q.
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Além disto,

z(fre™") = (xf)a™™ = (frx)a™" = frlzx™) = (fra™™)x.

Portanto, fx™™" € Z. m

O polindémio f; construido no Lema 2.1.4 serda chamado de polindmio candénico do

ideal nao-nulo R-disjunto I de R < x;p >.

Corolario 2.1.5. Sejam I um ideal R-disjunto de R < x;p > e fr o polindmio

canonico de I. Entao, I C Q,(R) <x;p> fiNR < z;p>.

Demonstracao. Seja f € I N R[x; p|] e suponhamos que Min(I) = n. Pelo algoritmo
da divisdo, existem h,r € Q,(R)[z;p] tais que f = hf; + 7, onde r = 0 ou 6(r) <
(1) = Min(I).

Pelo Lema 1.1.2, existe um ideal p-invariante nao-nulo J de R tal que Jh C R[x; p)
e Jr C R[z; p).

Sejam j € J e ¢ € 7(I). Entao,

cjr =cj(f = hfr) =cjf —cihfr =cif —cfip™"(Gh).

Claramente cjf € I. Como cfr € I e jh € Jh C Rlz; p|, entao cfrp~"(jh) € I e
segue que cjr € I. Observando que d(cjr) < §(r) < Min(I), temos que cjr = 0 e,
com isto, 7(I)Jr = 0. Desde que 7(I)J € Z, entdo, pelo Lema 1.1.2, = 0. Assim,
f="nhfr € Q,(R)x;plfr N R[z;p] C Qu(R) <x5p> frNR<x;p>.

Para cada f € I, existe t € IN tal que fa! € I N R[x;p]. Pelo mesmo raciocinio
desenvolvido anteriormente, fz! € Q,(R) < z;p > frN R < z;p > e segue que
feQ,(R)<zip>finR<x;p>. Logo, I CQ,R)<z;p>fiNR<z;p> O

Definicao 2.1.6. Sejam I um ideal nao-nulo R-disjunto de R < x;p > e fr o po-

linomio canoénico de I. Definimos o fecho [I] de I por

I =Q,R)<z;p>fiNR<x;p>.



O ideal I € dito fechado se [I] = I e, no Corolario 2.1.12, mostraremos que [[I]] = [I].

Iremos obter uma caracterizagao intrinseca de um ideal fechado de R < x;p >.
Sejam I um ideal R-disjunto de R < z;p >, f = ax™ + a1 2" ' + -+ + ap um
polinémio proprio de grau minimo nem I e g = p/(f)ra—p’(a)p™(rf) € I, para todo
reRejel.

Como 6(g) < n entdo,

p(f)ra=p'(a)p"(rf) (2.3)

paratodor € Re j € Z.
Seja I' o conjunto de todos os polinémios proprios em R < x;p > que satisfacam

a condicdo 2.3. Para f € I" com l¢(f) = a, consideremos

[f] ={g9 € R < z;p >: existe um ideal p-invariante nao-nulo J de R tal que

aJp'(g) C fR < x;p >, para todo i € Z.}

Analogamente, denotaremos por I'g (r) e [f]q,(r) 0s correspondentes subconjuntos

de Q,(R) < z;p >.

Observagao 2.1.7. Sejam I um ideal R-disjunto de R < x;p > e fr o polindmio
canonico de I. Note que F%,,(R) = {fo € Tq,(r) : fo € monico} € o conjunto de todos
os polinomios g € Q,(R) < x;p > tais que g € monico, proprio e gz %9 € Z. Logo,

fr estd em F%p(R) pois, pelo Lema 2.1.4, flx—5(f1) cZ.

Lema 2.1.8. Seja f € T'. Entao [f] é um ideal R-disjunto de R < x;p > que contém

f como polindmio proprio de grau minimo.

Demonstragao. Seja f € T tal que f = az™ + a,_12" 1 + - - + ag. Mostraremos que
[f] € um ideal de R < x; p >. De fato, note que 0 € [f], pois sendo J = R temos que
aRp'(0) =0 € fR < z;p >, para todo i € Z.

Sejam g, h € [f] er € R < x; p >. Entédo existem ideais p-invariantes nao-nulos J

e K de R tais que aJp'(g) C fR < x;p > e aKp'(h) C fR < z;p >, para todo i € Z.
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Como JN K €7, entao, paracaday € JNK
ayp'(g + h) = aylp'(g) + p'(h)] = ayp'(g) + ayp'(h) € fR < z;p >.
Além disto, para cada r € R, temos que
aJp'(gr) = aJp'(g)p'(r) € fR<z;p> p'(r) C fR < xz;p >.

Assim, g+ h € [f] e gr € [f].

Consideremos que 7 = 72" + r,_ 12"t + -+ +r5. Como para cada j € J, b€ R
ek €{0,1,---,n}, ajbx*pi(g) = ajbp™*(g)z* € aJp™*(g)x* C fR < x;p > aF C
fR < z;p > entdo, ajp’(rg) = ajp'(r)p'(g) = ajp'(ra)x"p'(g) + -+ + ajp'(ro)p'(g) €
fR < x;p >, para todo i € Z. Desta maneira, aJp'(rg) C fR < x;p > e segue que,
rg € [f]. Logo, [f] ¢ um ideal de R < x;p >.

Seja 7 = n — i na equagao 2.3. Entao,

Py = o (@) (1) ()

e segue que,

ap'(r)p'(f) = fp =" (r)p" " (a).

Conseqiientemente, ap'(r)p'(f) € fR < z;p >, para todo 7 € R e, com isto,
aRp'(f) C fR < x;p >, para todo i € Z. Logo, f € [f].

Afirmamos que f é um polindémio proprio de grau minimo em [f]. Com efeito,
suponhamos que exista um polinémio proprio nao-nulo h € [f] tal que le(h) = m e
d(h) < 0(f). Assim, existe um ideal p-invariante nao-nulo J de R tal que aJp'(h) C
fR < x;p >, para todo i € Z.

Se aJp'(h) = 0 para todo i € Z entdo, em particular, aJp'(m) = 0 para todo
i € Z. Deste modo, a(} ", , Jp'(m)J) = 0.

Como Y., Jp'(m)J # 0 entdo, pelo Lema 1.1.2, a = 0 o que contradiz o fato
de a = le(f) # 0. Desta maneira, existem k € Z e b € J tais que 0 # abp®(h) €
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aJpf(h) C fR < x;p>. Seja g = ;" bia' € R < x;p > tal que abp®(h) = fg, com
m — s minimal e s < m.

Suponhamos que m > 0 e lc(fg) = ap™(by) # 0. Entao, §(h) > §(abp’(h)) =
d(fg) =n+m >n=95(f), o que contradiz o fato que d(h) < §(f). Assim, ap™(b,,)
0.

Considerando 7 = 0 na equacao 2.3, temos que
ap"(bprf) = foura=0.

Usando a equagao 2.3 novamente, obtemos que p’( fb,,)ra = 0, para todo j € Z e
r € R. O termo de grau n — 1 da tltima igualdade ¢ p?**~"(a,,_1)p’ (b,,)ra = 0, para
todor e RejeZ.

Consideremos I = >7._, Rp’(p' "(an_1)bm)R e suponhamos que I # 0. Pela
igualdade anterior, temos que Ia = 0 e com isto, a = 0, o que contradiz que a =
le(f) # 0. Deste modo, I = 0 e segue que p'~"(a,_1)b,, = 0.

Repetindo este processo um nimero suficiente de vezes obtemos que p~*(a;)b,, = 0,
para todo i € {0,1,--- ,n — 1}. Deste modo, fb,, =0 e com isto, fg = f(g — bpz™),
o que contradiz a escolha de g .

Se s < m < 0, entao repetindo o mesmo raciocinio anterior para —s > 0, obtemos
que fg = f(g —b_sz™*%), o que contradiz a escolha de g novamente.

Logo, f ¢ um polinémio de grau minimo em [f] e portanto, [f] é um ideal R-

disjunto de R < x;p >. O]

Lema 2.1.9. Sejam I um ideal nao-nulo R-disjunto de R < x;p > e fr o polinémio

canonico de I. Suponhamos que Min(I) = n. Entao, para todo g € Q,(R) < z;p >,
9fr= fir~"(9).

Demonstracao. Seja g = g:p b;x'. Entao, usando as igualdades 2.1 e 2.2, obtemos

que gfr = (O, bix') fr =Y bifrat =370 frp " (bi)a' = fip"(g)- u
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Lema 2.1.10. Sejam I um ideal R-disjunto de R < x;p > e f; o polindémio candénico

de I. Entao, Min(fiQ,(R) <z;p>)=10(f1) = Min(I).

Demonstragao. Suponhamos que existe h = frg € f;Q,(R) < x; p > nao-nulo tal que
d(h) < Min(I), para algum g € Q,(R) < x;p >. Pelo Lema 1.1.2, existe um ideal
p-invariante nao-nulo L de R tal que Lh C R < z;p > e Lg C R < z;p >. Seja
J = LN7(I) um ideal p-invariante ndo-nulo de R.

Para todo a,b € J, temos que
abh = abfrg = afip=°UD(b)g.

Como p9U1(b)g € Lg C R < z;p > e af; € I, entdo abh € I. Desde que
d(abh) < §(h) < Min(I), entao abh = 0 e conseqiientemente, J>h = 0. Logo, pelo
Lema 1.1.2, h = 0 e portanto, Min(f;Q,(R) < x;p >) = Min(I). O

Teorema 2.1.11. Sejam I um ideal R-disjunto de R < x;p > e f um polinémio de

grau minimo n em I. Entao, f € I' e [I] = [f].

Demonstracao. Seja f um polinémio de grau minimo n em [ tal que le(f) = a. Para
cadaj€Zer e R, p(f)ra—p'(a)p™(rf) € I étal que d(p?(f)ra—p’(a)p™(rf)) < n.
Desta maneira, f satisfaz a condicao 2.3 e com isto, f € T.

Consideremos h € [I] = Q,(R) < z;p > fiN R < x;p >, onde f; é o polinomio
canonico de I. Entao, existe g € Q,(R) < z;p > tal que h = gf;.

Pelo Lema 1.1.2, existe J € Z, tal que Jg € R < z;p >. Assim, para todo j € J
el €

ajp'(h) = ajp'(gf1) = ajp'(g)fr-

Usando o Lema 2.1.9, jip*(g) fr = frp™"(jp*(g)) e com isto, ajp'(h) = afip™"(jp'(9)) €
fR < x;p >. Deste modo, aJp'(h) C fR < x;p > e segue que, h € [f].

Por outro lado, seja g = > 7, c;x’ € [f] e suponhamos que ¢ < 0. Pelo algoritmo

da divisao, existem h,r € Q,(R)[x; p| tais que gz~¢ = hf; +r € R[z;p|, onde r = 0
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ou 6(r) < 0(fr). Como gx~9 € [f], entao existe um ideal p-invariante ndo-nulo L de
R tal que aLp'(gz™9) C fR < x;p >, para todo i € Z e, pelo Lema 1.1.2, existe um
ideal p-invariante nao-nulo K de R tal que Kr C Rz;p] e Kh C R|x; p).

Assim, paracadal e KNLei €Z

alp'(r) = alp'(g)z™1 — alp'(h) fr = alp(9)x™" — afrp™"(1p' ().
Note que alp'(g)x™ € fR < x;p >= affR < x;p >C fiIR < xz;p > e
afip™"(lp'(h)) € I C f1Q,(R) < z;p >. Desta maneira, alp'(r) € f1Q,(R) < z;p >.
Por sua vez, segue do Lema 2.1.10, que Min(I) = Min(f;Q,(R) < z;p >) e com
isto, d(alp'(r)) < do(r) < Min(f1Q,(R) < z;p >). Conseqiientemente, alp'(r) = 0.

Consideremos r = as2° + as_12°~" + - - - 4+ ao. Desta forma
0 ’

0= alpl(r) = alpi(asxs + (15_11}871 4t a()) _
alpi(as)$s + alpi(as_l)x5*1 + 4+ al,oi(ao)

e obtemos, a(KNL)p'(ag) = 0 para todo i € Z. Assim, a ), ,(KNL)p'(ag)(KNL) =
0. Como R ¢ um anel p-primo e a # 0 entdo >, (K N L)p'(ag)(K N L) =0 e desta
maneira, ag = 0.

Repetindo esse processo aos demais coeficientes de r obtemos que r = 0 e segue que
gr~%=hfr. Logo g € Q,(R) < z;p> fr N R < x;p >= [I]. Procedendo de maneira

analoga para o caso ¢ > 0, obtemos o mesmo resultado. Portanto, [f] = [I]. O

Corolario 2.1.12. Seja I um ideal nao-nulo R-disjunto de R < x;p >. Entao [I]
¢ o maior ideal de R < xz;p > que contém I e satisfaz Min([I]) = Min(I). Em
particular, [[I]] = [1].

Demonstragao. Sejam I um ideal nao-nulo R-disjunto de R < z;p > e f um polinémio
de grau minimo n em I. Pela Proposi¢do 2.1.11 e Lema 2.1.8, f € T' e [I] = [f] &
um ideal R-disjunto de R < x;p > que contém f como polindomio de grau minimo.

Assim,
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Min(1)) = Min([f]) = 6(f) = Min(1).

Por sua vez, pelo Corolério 2.1.5, temos que I C [I]. Deste modo, [I] é um ideal
de R < x;p > que contém [ e satisfaz Min([I]) = Min(I).

Seja J um ideal R-disjunto de R < z;p > tal que I C J e Min(J) = Min(I).
Como f é um polindmio em J de grau minimal entao, pela Proposi¢ao 2.1.11, [J] = [f]
e com isto, J C [J] = [f] = [I]. Conseqiientemente, [I] é o maior ideal de R < x;p >
que contém I e satisfaz Min([I]) = Min(I).

Consideremos fj;; o polinémio canoénico do ideal R-disjunto [/] de R < x;p >.

Pelo Corolario 2.1.5,
] CQu(R) <m;p> finN R <w;p>=[[I]].

De maneira analoga ao raciocinio anterior, obtemos Min([[I]]) = Min(I) e I C

1] < [[1]]. Logo, [1] = [[1]]. O

Lema 2.1.13. Seja fy € F%p(R) um polinémio proprio. Entdo, Q,(R) < x;p > fo €
um ideal de Q,(R) < z;p >.

Demonstragao. Claramente 0 € Q,(R) < x;p > fo. Sejam f,g € Q,(R) < z;p > fo
er € Q,(R) < x;p >, tais que f = f'fy e g =4g'fo. Como fy € FOQP(R) entdo, pela
Observagao 2.1.7, fox™ € Z, onde n = §(fy). Logo,
frg=1fotdfo=("+9)fo € QuR) <zp> fo,
rf=r(ffo) =(rf)fo € Qy)R) <zip> fo
e fr=(f"fo)r=(f"fo)z™"p"(r)a™ = f'(fox™")p"(r)a" = f'p"(r)(for™")a" =
(f'p"(r))fo € Qp(R) <z;p> fo.

Portanto, Q,(R) < x;p > fo ¢ um ideal de Q,(R) < x;p >. ]

Lema 2.1.14. Um ideal Q,(R)-disjunto J de Q,(R) < z;p > € fechado se, e somente

se, J = Q,(R) < z;p> fo para algum polinémio proprio fy € F%p(R).
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Demonstragao. Suponhamos que J = Q,(R) < x;p > fy para algum polindémio
proprio fy € F%p(R) tal que d(fy) = n. Pela Observacao 2.1.7, for™™ € Z e, pelo
Lema 2.1.13, J é um ideal de Q,(R) < z;p >.

Sejam [ um ideal de Q,(R) < x;p > tal que J C I e Min(I) =n e g € I. Entao,
existe t € N tal que gz* € I N Q,(R)[x; p]

Pelo algoritmo da divisao, existem h,r € Q,(R)[z;p] tais que gz' = hfy + r,
onde r = 0 ou d(r) < d(fp). Claramente, temos r = ga* — hfy € I. No entanto,
d(r) < Min(I), e com isto, r = 0. Assim, gz* = hfy € J e segue que, g € J. Logo,
I = J e portanto, J é fechado.

Reciprocamente, consideremos J um ideal nao-nulo fechado @,(R)-disjunto de
Qp(R) < xz;p >. Assim, ] = JN R < x;p > ¢é um ideal nao-nulo R-disjunto de
R < x;p >. Seja fr o polindmio canonico de I e suponhamos que Min(J) < Min(I).

Seja f € J um polindomio nao-nulo tal que §(f) = Min(J). Pelo Lema 1.1.2,
existe um p-ideal invariante nao-nulo L de R tal que Lf C R < z;p >.

Como, para todo l € L, If € I é tal que 6(If) < d(f) = Min(J) < Min(I) entdo,
Lf = 0. Pelo Lema 1.1.2, obtemos que f = 0, o que contradiz o fato que f nao é
nulo. Logo, Min(J) = Min(I) = 6(fr).

Sejam f € J et € N tais que fa' € Q,(R)[z;p]. Pelo algoritmo da divisao,
existem h,r € Q,(R)[z;p] tais que fz' = hf; +r, onde r = 0 ou §(r) < d(fr).
Usando um processo semelhante a prova do Corolario 2.1.5, temos que » = 0 e com
isto, f = hfix™" € Q,(R) <z;p> fr. Assim, J C Q,(R) <z;p > fr.

Como Q,(R) < x;p > fr é¢ um ideal de Q,(R) < z;p > que contém J e satisfaz
Min(Q,(R) < x;p > fr) = Min(I) = Min(J) entdo, pelo Corolario 2.1.12, con-
cluimos que Q,(R) < x;p > fr = [J]. Por hipotese, J é fechado e desta maneira,
J=Qu(R) <z;p> fr. O

Definimos R,, como sendo o conjunto de todos os polindmios f € R|x; p] tais que

d(f) < m juntamente com o zero. Seja [ um ideal ndo-nulo de R < z; p >. Definimos
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I N R, como sendo o conjunto dos polindmios f € I N R[z; p] tais que d(f) < m.

Lema 2.1.15. Sejam [ um ideal nao-nulo de R < z;p > e f € I um polinémio
nao-nulo de grau minimo n em I tal que lc(f) = a. Suponhamos que m > n e que
g€ INR,,. Sea; € R eij sao inteiros nao-negativos para todo j € {1,2,--- ,m—n},

entao existe h € R,,_,, tal que

para todo ag € R e 1y € 7.

Demonstra¢ao. Suponhamos que m = n e seja g € I N R, tal que lc(g) = b. Se

d(g) < m, entdo g = 0 e com isto, existe h = 0 € Ry de modo que

haop(f) = gp™"(aop™ (a))
para todo ag € R e iy € Z.
Suponhamos que §(g) = m e seja p = bagp™(f) — gp " (app™(a)) € I. Como
d(p) < Min(I), entdo p = 0. Deste modo,

bagp”™ (f) = gp~"(aop”(a)) (2.5)

para todo ag € R e 15 € Z. Logo, a igualdade 2.4 esta satisfeita para o caso m = n.
Suponhamos que m > n e consideremos

/

g = gp " (am-np™ " (a)) — 2" " bap_pp " (f).

Desta maneira,

90" (@mnp™ " (a)) = g + 2" "bay_np" " (f). (2.6)

Sem —n=1 entao
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91Tj—o P (a1 (@) = go~"(a1p" (@))p~" (a0p™ ().
Da igualdade 2.6, segue que
gp~"(a1p" (a)) = g’ + xbarp" (f)
e com isto,
g p"(ar—jp"~(a)) = g'p " (a0p™(a)) + zbarp" (f)p " (aop™(a)). (2.7)
=0
Como ¢, p"'(f) € I N R,, entao, segue da igualdade 2.5 que
g'p"(aop™ (a)) = lc(g')aop™ (f) e
wbarp" (f)p~"(aop™ (a)) = zbarle(p™ (f))aop™ (f)-

Usando a igualdade 2.7, temos que
gIL—o p"(ar—jp"=(a)) = [le(g") + xbasle(p™ (f))]aop™(f)
onde lc(g') + xbaile(p™(f)) € Ry e com isto, a igualdade 2.4 esta satisfeita para o

caso m —n = 1. Suponhamos, por hipdtese de inducao, que existe t € Ry tal que

tagp™(f) =g H?:o p~"(ay—;p*=i(a)), para todo k < m —n. Note que

91l P (am—n—jpm - (a)) =
90" (amnp™ (@) [T7g" " P~ (Amn—jrp™ =571 ().
Pela igualdade 2.6,
g1 o (o' (a)) = ¢ T 7" (@mngap 74 (@) +
2" b g () T o (Gmnjrp™ =571 (a)).
Como ¢, x™ "ba,_.p™"(f) € I N R,, entao, por hipotese de indugao, existem

ty,ty € R,,_,_1 tais que

911" P (am—n—jp™ " (a)) = (t1 + t2)aop” (f)



33
com t; +ty € R,,_,. A prova esta completa. ]
O proximo lema ¢é fundamental na prova do principal teorema desta secao.

Lema 2.1.16. Seja P um ideal nao-nulo R-disjunto de R < x;p >. FEntio P ¢
primo se, e somente se, R é p-primo e P é maximal com relagao a propriedade de

ser R-disjunto.

Demonstracao. Suponhamos que R é um anel p-primo e P é maximal com relagao a
propriedade de ser R-disjunto. Sejam J e K ideais de R < z;p > tais que JK C P,
JEZ PeK¢P. Destemodo P G (J+P)e P& (K+P)ecomisto, (J+P)NR #0
e K+P)NR#DO.

Como R ¢ um anel p-primo, (J + P)N R e (K + P) N R sao ideais p-invariantes

nao-nulos de R, entao
[(J+ P)NR|[(K+ P)NR]+#0.

Desta forma, 0 # [(J + P) N R|[(K + P) N R] € PN R e isto contradiz o fato de P
ser R-disjunto. Logo, P é primo.

Reciprocamente, suponhamos que P seja um ideal primo nao-nulo R-disjunto de
R < x;p > e consideremos J e K ideais p-invariantes de R tais que JK = 0. Assim,

pelo Lema 2.1.2,
O=JK<zp>=J<xz;p>K<x;p>CP.

Desde que P é primo, entao J C J < x;p >C Pou K C K < x;p >C P. Logo,
JC(PNR)=0o0ouK C(PNR)=0 e segue que, R é um anel p-primo.

Provaremos que P ¢é fechado. De fato, seja f € P um polinémio de grau minimo
em P com a = le(f). Pela Proposigao 2.1.11, f € ' e [P] = [f].

Seja g € [P]. Entao, existe um ideal p-invariante nao-nulo H de R tal que
aHp*(g) C fR < x;p >C P, para todo s € Z.

Por sua vez,



34

aHRxz’ g = aHRp'(g)2? C P2/ C P

e concluimos que aHR < x;p > g C P. Como P é primo, entao aH C P ou g € P.
Se aH C P, entao aH C PN R = 0. Logo, pelo Lema 1.1.2, a = 0, o que contradiz o
fato que a # 0. Assim, g € P e com isto, [P] C P. Desta maneira, P = [P].

Seja I um ideal R-disjunto de R < z;p > tal que P C I. Consideremos f € [ um
polinémio nao-nulo de grau minimo n em [ tal que l¢(f) = a e g € P um polindémio
nao-nulo de grau minimo m em P tal que lc(g) = b. Suponhamos que m > n. Para

cada g € PN R,, C I NR,, temos, pelo Lema 2.1.15, que existe h € R,,_, tal que

haop™(f) = 911;50" P (@m—n—jp" "7 (a))
para todo ag € R e ig € Z. Deste modo,
haop®(f) = gp~ " (@m—np™"(a) - a1p" (a)agp™ (a)).
Como para todo j € {0,1,--- ,m—n}, a;jp(a) € 7(I) entdo, p~"(a;p" (a)) € 7(I)
e, conseqiientemente, haop™(f) = g[[/2y" p~"(am—n—jp"™ " (a)) € gr(I) C gR C P,

para todo ag € R e ig € Z. Assim, hRp™(f) C P, para todo iy € Z.

k € P e com isto,

Para cada rz* € R < z;p >, temos que hra*f = hrpk(f)x
hR < x;p > f C P. Desde que P é um ideal primo entao f € P ou h € P e, segue
que, f = 0 ou h = 0, o que contradiz o fato que h e f sao nao-nulos. Deste modo,
m=n.

Sejam f €I e g e P tais que 6(f) =n+1 e d(g) = n. Definimos [ = azrp'(g) —
fp(rp'(b)), para todoi € Z e r € R. Claramente [ € IN R, = PN R, e com isto
fRp™(b) C P.

De maneira andloga ao feito anteriormente, obtemos que fR < x;p > p"~"(b) C P,

para todo ¢ € Z. Em particular, para ¢ = n, temos que fR < x;p > b C P e com

isto, f € P. Assim, INR,.1 = PN Ryiq.
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Suponhamos, por hipétese de indugao, que I N R, = P N R,, para todo k < t.
Sejam f € I e g € P tais que 6(f) =t e 6(g) = n. Consideremos | = ax'"rp'(g) —
fp " (rp'(b)), para todoi € Z er € R.

Claramente [ € INR;_; e, pela hipotese de indugao, [ € PNR;_;. Usando métodos
similares ao desenvolvido anteriormente, obtemos I N R; = P N R;, para todo ¢t > 0.

Logo, f € PN Ry, para todo t > 0 e portanto, I C P. H

Definicao 2.1.17. Seja f um polinomio proprio em I'. Dizemos que f € irredutivel
em I' se, dados g € T' e h € R < x;p > tais que f = hg, entao 6(f) = d(g). De

maneira andloga se define a irredutibilidade de um polindmio préprio f € I'g,(r) em

Lo, )
Estamos em condigoes de provar o principal resultado desta segao.

Teorema 2.1.18. Sejam R um anel p-primo e P um ideal R-disjunto nao-nulo de

R < x;p >. Entao, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
i) P € primo.
ii) P € fechado e cada f € P com 6(f) = Min(P) é irredutivel em T".

iii) P =Q,(R) <z;p> foNR < xz;p>, onde fo € um polindmio monico proprio

em L'q,(r) que € irredutivel em I'q,(r).

Demonstragao. (i) = (i) Seja f € P um polinémio de grau minimo em P.

Pela Proposi¢ao 2.1.11 e Lema 2.1.8, f € T e [P] = [f] é um ideal R-disjunto de
R < x;p >. Pelo Corolario 2.1.5, P C [P] e, por sua vez, segue do Lema 2.1.16 que
P ¢ fechado.

Suponhamos que existam g € 'e h € R < x;p > taisque f =hge R<z;p>g.
Pelo Lema 2.1.8, [¢g] ¢ um ideal R-disjunto de R < z; p > que contém g como polindmio

proprio de grau minimo e com isto f = hg € [g]. Assim [f] = P C [g] e, novamente
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pelo Lema 2.1.16, P = [g]. Deste modo, 6(f) = Min(P) = Min([g]) = 6(g) e segue

que, f é irredutivel em T'.

(17) = (i4i) Sejam P um ideal fechado nao-nulo R-disjunto de R < z;p > e fp
o polinémio candnico de P. Entdo, P = [P] = Q,(R) < z;p > fpNR < x;p >
onde, pela Observagao 2.1.7, fp € F%p(R). Consideremos g € I'g,(r) com §(g) = s e
h € Q,(R) < x;p > tais que fp = hg.

Pelo Lema 2.1.8, [¢g] é um ideal Q,(R)-disjunto de Q,(R) < z;p > que contém g
como polindémio préprio de grau minimo. Seja fi; 0 polinémio canonico de [g].

Usando o Lema 1.1.2, existe um ideal p-invariante nao-nulo J de R tal que J fi; C
R < x;p>. Como fp € [g] = Q,(R) < x;p > fg entdo, existe i’ € Q,(R) < z;p >
tal que fp = h'fl;. Usando novamente o Lema 1.1.2, existe um ideal p-invariante
nao-nulo K de R tal que Kh' C R < x;p >.

Seja L = KNJN7(P) e consideremos f € P um polinémio com grau minimo em

P le(f) =ae by, by € L tais que a = bep"(by) # 0. Com isto,

f=afp = (b2p"(b1))fp = bafpb1 = ba2(R' fig))b1 = (b21")(p*(b1) fig)-
Desde que 6(p*(b1) fig)) = 0(g), entdo p*(b1) fig) € T'q,(r) € como J fig) € R < x5 p >,

temos p*(by) fiy € Tn. Por hipstese, 8(f) = d(afp) = 8(fr) = 8(p* () i) = (fig) =
6(g). Logo, fp ¢ irredutivel em I'g ().

(i1) = (i) Suponhamos que P = Q,(R) < z;p > foN R < wz;p >, onde fy €
FOQ,,(R) ¢ um polinémio proéprio irredutivel em I'g (g) e seja L um ideal R-disjunto
de R < z;p > tal que P C L. Podemos assumir que L é fechado, isto é, L =
L] = Q,(R) <z;p>hyNR < x;p >, onde hy, é o polindmio candnico de L. Pela

5 0
observacao 2.1.7, hy, € FQP(R).

Pelo algoritmo da divisdo, existem g, € Q,(R)[z; p| tais que fo = ghy + r, onde
r=0oud(r) < d(hg). Analogamente a prova do Corolario 2.1.5, segue que r = 0 e,

com isto, fo = ghy.
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Por hipétese, fy ¢ irredutivel em I'g gy ¢ desta maneira, 0(fo) = d(hz). Assim,

d(g) = 0 e, desde que fy e hy sdo monicos, temos que g = 1. Deste modo,
P=Q,R)<z;p>foNR<z;p>=Q,(R)<z;p>hyNR<x;p>=1L
e, pelo Lema 2.1.16, P é primo. O

Seja I um ideal nao-nulo R-disjunto de R < z;p > tal que Min(I) = n. Pelo
Lema 2.1.4, existe um tunico polinémio ménico proprio f; € Q,(R) < z;p > tal que,
para todo f € I com §(f) = Min(I), f=lc(f)fre fre™" € Z.

Sejam Z(Q,(R)) o centro de Q,(R), Z o centro de Q,(R) < z;p > e

Cp(R) = {a € Z(Q,(R)); pla) = a}.

Consideremos k € C,(R). Assim, p(k) = k e kc = ck, para todo ¢ € Q,(R) e com
isto, para todo j € Z, 2’k = p’(k)2’ = ka’. Conseqiientemente, k € Z e deste modo,
C,(R) C Z.

Note que frz~™ € Z e no entanto, fiz™" € C,(R) se, e somente se, f; = z", o que
contradiz o fato de que f; é proprio. Assim, C,(R) # Z e segue do Lema 1.2.4 que p*
¢ um automorfismo interno de @,(R) para algum k > 1. Com isto, novamente pelo
Lema 1.24, Z = C,(R) < bz™ >, onde m é o menor nimero natural ndo-nulo tal
que p™ é um automorfismo interno de @),(R) determinado por um elemento nao-nulo

p-invariante b € Q,(R).

Corolario 2.1.19. Seja P um ideal nao-nulo R-disjunto de R < x;p >. Entao, as

sequintes condigoes sao equivalentes:
i) P € primo.

ii) P =Q,R) <z;p>goNR < x;p >, para algum polindmio monico proprio
9o € C,(R)[z] irredutivel em C,(R)[z] e distinto de z.
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Demonstracao. (i) = (ii) Seja fp o polindomio candnico de P tal que §(fp) = n. Pelo

Teorema 2.1.18 temos que P é fechado e com isto,
P=Q,R)<zip>fpNR<z;p>.

Além disto, pelo Lema 2.1.4, fpx™™ € Z. Por sua vez, da Observacao 2.1.7 e do
Teorema 2.1.18, temos que fp € F%,,(R) ¢ irredutivel em T'g (g).

Como Z = C,(R) < bxz™ >, onde m é o menor nimero natural nao-nulo tal que
p™ € um automorfismo interno de @),(R) determinado por um elemento nao-nulo p-
invariante b € Q,(R) entao, fpz™™ € C,(R) < bx™ > e com isto, n = ms, para algum
s> 1.

Para cada y € Q,(R), p™(y) = b*yb*, onde p™(y) = b~ 'yb. Assim,

y(0°fp) = (yb®) fr = (b°p™ (y)) fp = 0* (™ (y) fr) = b°(fry) = (O°fpP)y

e como
.T(bsfp) = bS,CEfp = (bsfp)llf
temos que b°fp € Z(Q,(R)[z; p]) = C,(R)[bx™].
Seja h € C,(R)[bz™] tal que lc(h) = ¢b'. Como, p™(q) = b~'qb" entdo, gb' =
b'p™(q) e segue para cada ¢ € Q,(R) e j € Z
P (h)q(cd') = hey(gh') = held'p™ (q).

Desde que h € Z, entao,

P (R)q(cd’) = cb'p™ (q)h = p? (i) p™ (qh).
Assim, h satisfaz a condigao 2.3, ou seja, h € I'g,(r)-
Suponhamos que b°fp = hi, onde h,l € C,(R)[bz™]. Deste modo, fp = (b=°h)l,
onde, pelo que acabamos de deduzir, h,l € T'g,g). Pela irredutibilidade de fp €
FOQP(R) em [ (r) segue que 0(fp) = 6(I). Logo, h € C,(R) e com isto, b°fp &

irredutivel em C,(R)[z] e distinto de z. Por sua vez,
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P=Q,R)<z;p>frNR<z,p>=Q,(R)<z;p>bfpNR<z,p>.

(it) = (i) Suponhamos que P = Q,(R) < z;p > go N R < x;p > para algum
polinémio ménico proprio gy € C,(R)[z] irredutivel em C,(R)[z] e distinto de z = bx™.
Em (i) = (it) foi mostrado que todo elemento de C,(R)[z] satisfaz 2.3 e com isto, é
facil ver que go € FOQP( R

Seja L um ideal primo de R < z;p > tal que P C L. Pelo Teorema 2.1.18
temos que L = Q,(R) < z;p > foN R < x;p >, onde fy é o polindémio candnico
de L irredutivel em I'g, ). Nao ¢é dificil de mostrar que go = hfo para algum h €
Q,(R) < z;p >. Suponhamos que d(h) > 1. Desde que gy é central, entdo chfy =
hp®Jo)(c) fy, para todo ¢ € Q,(R) e, zhfy = hafy e segue que ch = hp’U0)(c) e
zh = hx. E evidente que ha®) € C,(R) < z >. Assim, gy = ha®0)z=300) f com
ha?Uo) g=3U0) f, € C,(R) < z >. Como gy ¢ irredutivel em C,(R) < z >, entdo
ha®o) ¢ invertivel ou o) fy & invertivel, o que contradiz o fato que d(h) > 1 e

d(fo) > 1. Logo, d(h) = 0 e, pelo Lema 1.1.4, h & invertivel em @,(R). Portanto,

P=Q,R)<z;p>gNR<z;p>=Q,(R)<z;p>hfyNR<z;p>
=Q,(R)<zp>fyNR<z;p>=1L

e com isto, P é um ideal primo. O
Corolario 2.1.20. Existe a correspondéncia biunivoca entre:

(i) O conjunto de todos os ideais primos R-disjuntos de R < x;p >.

(1) O conjunto de todos os ideais primos Q,(R)-disjuntos de Q,(R) < z;p >.
(11i) O congunto de todos os ideais maximais de Z.

Além disto, esta correspondéncia associa o ideal primo R-disjunto P de R < x;p >
ao ideal primo Q,(R)-disjunto P* de Q,(R) < x;p > e ao ideal mazimal M de Z se
P*NR<z;p>=PeMQ,(R) <x;p>= P*.
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Demonstracao. Suponhamos que nao existe ideal R-disjunto nao-nulo de R < x;p >.

Conseqiientemente, nio existe ideal @Q,(R)-disjunto nao-nulo de Q,(R) < z;p >, p*

nao ¢ um automorfismo interno para todo £ > 1 e com isto, C,(R) = Z.
Suponhamos agora que R < x;p > possua ideais nao-nulos R-disjuntos e sejam

0s conjuntos:

X ={M : M ¢ ideal maximal de Z},
Y ={P: P éideal primo R-disjunto de R < z;p >} e
W = {P*: P* é ideal primo Q,(R)-disjunto de Q,(R) < z;p >}.

Seja M € X. Entao existe um polindmio irredutivel f € C,(R)[z] tal que M =
fC,(R)[z]. Consideremos K = Q,(R) < x;p > f N R < z;p > que, pelo Corolario
2.1.19, é um ideal primo R-disjunto de R < z;p >. Assim K € Y e podemos definir
a aplicagao v; : X — Y por

NM) =n(fC)(R)[2]) = Qp(R) <w;p> fNR<x;p>= K.

Seja N € Y. Entao, pelo Corolario 2.1.19, N = Q,(R) < z;p > foNR < x;p >
para algum polindomio proprio f, € C,(R)[2] distinto de z e irredutivel em C,(R)[z].
Considere M’ o ideal gerado por fo. Claramente M’ € X e por sua vez, podemos
definir 75 : Y — X por

12(N) =7(Qp(R) <z3p > foNR < w5p >) = Cp(R)[2] fo = M.
E facil ver que v, 0y, = id|y e y3 0y, = id|x.
Consideremos P € Y. Entao, pelo Teorema 2.1.18,

P=Q,(R)<zp>fpNR<z;p>,

onde fp é o polindémio candnico de P. Seja J = Q,(R) < x;p > fp. Claramente J
¢ maximal com relac@o a propriedade de ser (),(R)-disjunto e segue do Lema 2.1.16

que J é primo. Logo J € W. Definimos ¢; : Y — W por

01(P) = 01(Q,(R) <z;p> frNR<x;0>) = Qu(R) <z;0> fpr=J.
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Seja L € W. Entao, L é um ideal primo Q,(R)-disjunto de Q,(R) < z;p > e,
pelo Teorema 2.1.18, L ¢ fechado e cada f € L com §(f) = Min(L) ¢é irredutivel em
['q,r)- Pelo Lema 2.1.14, temos que L = Q,(R) < x;p > fo, para algum polindmio
proprio fy € F%p( R)- Consideremos P’ = LN R < x; p > um ideal nao-nulo R-disjunto
de R < x;p > que, pelo Teorema 2.1.18, é primo. Definimos ¢, : W — Y por

po(L)y=LNR<x;p>=P.

Claramente, @1 0 @9 = id|w € pg 0 1 = id|y e isto completa a prova. O

Como caso particular do Corolario 2.1.20, temos o seguinte resultado

Corolario 2.1.21. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos:

X ={P: P ¢é um ideal primo R-disjunto de R < z;p >} e
Y ={T: T € um ideal primo de C,(R)[z] e distinto de 2C,(R)|[z]}

Demonstragao. Claramente, todo elemento de Y é um ideal maximal em C,(R)[z].
Seja T' € X. Pelo Corolario 2.1.19, T' = Q,(R) < x;p > go N R < z;p > para

algum polinémio ménico proprio gy € C,(R)][z] irredutivel em C,(R)][z] e distinto de z.

Por sua vez, 2zC,(R)[z] nao contém go, pois go ¢ um polindémio proprio. Consideremos

P = goC,(R)[?] e definimos 7, : X — Y por
N(T) =n(Qu(R) <z;p> g0 N R < x5p>) = goC,(R)[2] = P.
Seja P’ € Y e com isto, P’ ¢ gerado por um polinomio irredutivel f, € C,(R)[z] e
distinto de zC,(R)[z]. Pelo Corolario 2.1.19, T'= Q,(R) < z,p > foNR < x,p > &
um ideal primo R-disjunto de R < x;p >. Definimos v, : ¥ — X por

Y2 (P') = % (foCo(R)[2]) = Qu(R) <z;p> foNR<x;p>=1T.

E facil ver que Y 0y =idly e yp 0y = id|x. ]
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Corolario 2.1.22. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos

K ={L: L éideal de Z},
X ={P: P éideal fechado R-disjunto de R < x;p >} e
Y = {P*: P* € ideal fechado Q,(R)-disjunto de Q,(R) < x;p >}.

Demonstracao. Se nao existirem ideais nao-nulos R-disjuntos de R < x;p >, a prova
segue anéloga a primeira parte da prova do Corolario 2.1.20.

Seja M € X. Entao M = [M] = Q,(R) < z;p > fuNR < z;p >, onde fy &
o polinémio candnico de M. Pela Observagao 2.1.7, temos que fy; € FOQP(R) e, pelo

Lema 2.1.14, T = Q,(R) < z;p > fu € Y. Definimos 7, : X — Y por
N(M) =7n(Qp(R) <z;p> fuNR<z;p>)=Q,(R) <z;p> fu=T.

Consideremos L € Y. Entdo, pelo Lema 2.1.14, L = Q,(R) < z;p > f1, para
algum polinémio préprio fr € F%,,(R)‘ Claramente, M = LN R < x;p > ¢ um ideal
R-disjunto de R < x;p >. Seja fy; o polindmio candnico de M. Assim, para cada
f € M tal que 6(f) = Min(M), temos que f = le(f)fu.

Suponhamos que f € L. Entéo, existe g € Q,(R) < z;p > tal que f = gfr. Pelo
Lema 2.1.10, Min(M) = Min(L) e deste modo, §(f) = 6(fr). Assim, f = lc(f)fL e
com isto, 0 = le(f)[fm — fr]. Conseqiientemente, 0 = 7(M)[fy — f1] e, pelo Lema
1.1.2, far = fr. Logo M é fechado. Definimos v, : Y — X por

Y2(L) =1%(Qp(R) <z5p> fL) = Qp(R) <z;p> fuNR <z;p>= M.

Claramente, v, 0 v = id|y e v 0y = id|x.
Seja M € X. Entao, M = [M] = Q,(R) < z;p> fuNR <z;p>,onde foy é0
polinémio canénico de M. Consideremos L = Z(fy;2~0Um) e definimos a; : X — K

por

ar(M) = a1 (Q,(R) < x;p> fu NR < x;p>) = Z(fayx 0Um)) = L.
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Para cada L € K existe fy € L um polinémio proprio de grau minimo em L tal
que L = Z f;. Suponhamos que §(fy) = s e le(fy) = ¢. Claramente, f) = ¢! fy ¢ um

polinémio moénico e proprio em Q,(R) < x, p >. Consideremos
M=Q,R)<z;p>foNR<xz;p>

e seja f € M tal que 6(f) = Min(M) e le(f) = a. Deste modo, f = afy. Além
disto, podemos escrever f = gf{, para algum g € Q,(R) < z;p >. Pelo Lema 2.1.10,
temos que §(ff)) = Min(M) = §(f) e com isto, 6(¢g) = 0. Como f{ ¢ monico, entao
g =lc(a). Logo, f = af) e segue que,

0=afu —afy=al(fu — fp)

Conseqiientemente, 7(M)(far — fi) = 0 e, pelo Lema 1.1.2, fy; = f]. Assim,
M = [M]. Definimos oy : K — X por

as(L) =ax(Zfy) =Q,(R) <z;p> fuNR<x;p>= M.

E féacil ver que oy 0o ap = id|g € ag 0 iy = id|x. O

2.2 Ideais Fortemente p-Primos em Skew Anel de
Poliné6mios do Tipo Automorfismo

Baseados nos resultados da secao anterior, iremos estudar nesta se¢ao os ideais forte-
mente p-primos R-disjuntos no skew anel de polindémios do tipo automorfismo R[x; p],

onde R ¢ um anel fortemente p-primo.

Definigao 2.2.1. Sejam I um ideal de R[x;p] e f,g € Rlx;p]. Dizemos que x €

reqular modulo I se xf,gx € I, entao f,g € I.

Lema 2.2.2. Seja P um ideal primo de R[x; p| que ndo contém x. Entdo x € reqular

modulo P.
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Demonstracao. Seja f € Rlz;p] tal que xf € P. Assim Rz;plzf C P. Como
xR[x; p| = R[z; p]z, temos que zR[z; p|f = R[x; plef C P. Desde que P ¢ um ideal
primo de R[x;p] que ndo contém z, entdo f € P. Analogamente se mostra o outro

caso. ]

Lema 2.2.3. Eziste uma correspondéncia biunivoca via contra¢ao entre o conjunto de
todos os ideais R-disjuntos de R < x;p > e o conjunto de todos os ideais R-disjuntos

I de R[z;p| tais que x € reqular modulo I.

Demonstracao. Seja I um ideal R-disjunto de R < z;p >. Entao, Iy = I N R[x; p)
é um ideal R-disjunto de R[z;p] com a propriedade que z é regular modulo Iy pois,
para cada f, g € R[z; p| tais que zf, g € Iy, temos que f € x ' I CTege [x ' C 1,
o que implica que f,g € I N R[z; p] = 1.

Consideremos J um ideal R-disjunto de R[z;p] tal que x é regular modulo J e
seja (J) = Y50 Jo~"'. Mostraremos que (J) é um ideal de R < x;p >. Com efeito,
claramente 0 € (J). Sejam f,g € (J) eraz® € R<x;p > tais que f=> )  j,x % e

9= p_ojia"™, onde j,,j. € J. Entao

f+9="20oUi +di, )™ € (J),
flra®) = (g o™ )ra® = 0o Jup* (r)a™"* € (J)
e (rz®)f € (J).

Sejam f € (J) N Rlx;p] tal que f = > 7, ji,x %, com j;, € J para todo k €
{0,1,--- ,n} e m = maz{ir,- - ,ix}. Entao, fa™ =>"_,ji,z %t € J. Como x é
regular modulo J, entdo f € J. Deste modo, (J) N R[z;p] C J. A outra inclusao é
imediata e com isto, (J) N R[z;p| = J.

Como (J)NRC JN R =0, temos que (J) é um ideal R-disjunto de R < z;p >.

Sejam X o conjunto de todos os ideais R-disjuntos de R < x;p > e ' o conjunto
de todos os ideais R-disjuntos I de R|x;p] tais que x é regular modulo I. Definimos

fi: X —=Tefo:T'—= X por fi(l) =10 R[z;p] e fo(J) = (J), respectivamente.
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Para cada I € X, temos que

fao fi(l) = fo(I N Rlx; p]) = (I N Rlx; p).

Mostraremos que (I N R[z;p]) = I. De fato, seja f = >} _t;,x~ ", onde t;, €
I N R[z; p] para todo k € {0,1,--- ,n}. Como t; € I para todo k € {0,1,--- ,n},
entdo f € I e com isto, (I N R[z;p]) C I.

Por outro lado, seja f € I. Entao existe t € IN tal que fz' € I N Rlx;p]. Assim,
f=(fz")x™" € (I N R[x;p]). Logo, I C (I N R[z;p]) e segue que (I N R[z; p]) = I.

Deste modo, f, 0 f; = Id|x. Claramente, f; o fo = id|p. O

Observagao 2.2.4. Sejam I um p-ideal e J um ideal de R. Entao J[z;p|l|x;p] =

JI[x;p]. Com efeito, para cada iz' € J[xz; p] e ax® € I[z; p], temos que,
ip'(a)a"** = (iz')(az*) € Jw; p|I[x; p)].

Como p(I) C I, entdo ip'(a)x"** € JI[z;p]. Logo, J[z;p|I|x;p] C JI[x; p].

l

Por outro lado, seja iax! € JI|x;pl. Entdo iax' = ixlax' € J[x;p|l]x;p] e deste

modo, JI[z; p] C J[x; plI[; p].

Lema 2.2.5. Seja P um ideal primo de R[x; p]. Entiox € P e P = (PNR)+R[z; plx

ou x € reqular modulo P e PN R é um ideal fortemente p-primo de R.

Demonstracao. Seja P um ideal primo de R[z;p| e suponhamos que x € P. Assim,
Rlz; plz C P e segue que, (PN R) + R[xz; plx C P.

Por outro lado, seja f € P tal que f = a,2" + a,_12" ' + -+ + ay. Como z € P,
entao ag = f — (a,2" + ap12" ' + -+ + ayz) € P. Por sua vez, aqp € PN R e
temos que f = ap + @™ + ap_ 12" + -+ ayx € (PN R) + R[z; p|x. Deste modo,
P C (PN R) + R[z; plx e com isto, (P N R) + R[z; plx = P.

Suponhamos que P nao contenha x. Pelo Lema 2.2.2, x é regular moédulo P.
Sejam [ um p-ideal e J um ideal de R tais que JI C P N R. Pela Observagao 2.2.4,
Jz; plI[x; p] = JI[z;p] e, é facil ver que, J|x;p|l[z;p] C (PN R)[x;p] C P. Logo,
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J C J[x;p] C Poul CI[x;p] C P e portanto, PN R é um ideal fortemente p-primo
de R. O

Um ideal J de Rz;p] é um p-ideal (ideal p-invariante) se p(J) C J (p(J) = J).
Além disto, um ideal p-invariante P de R[z;p] é dito fortemente p-primo se para
quaisquer p-ideal K de R[z;p] e um ideal L de R[x;p] tais que KL C P tem-se que
KCPoulLCP.

A prova do seguinte lema é analoga a prova do Lema 2.2.5 e por isso iremos omitir.

Lema 2.2.6. Seja P um ideal fortemente p-primo de R|x;p|]. Entio x € P e P =
PN R+ R[z; plx ou x € reqular mdodulo P e PN R é um ideal fortemente p-primo de
R.

Como os ideais fortemente p-primos de R|x;p|] que contém z sdo determinados
pelos ideais fortemente p-primos de R, estaremos interessados nos ideais fortemente
p-primos P que nao contenham x. Fatorando P N R podemos assumir que P é R-
disjunto e R é fortemente p-primo.

A prova do proximo lema é anéloga a prova do Lema 2.1.15.

Lema 2.2.7. Sejam I um ideal nao-nulo de R[z;p| e f € I um polinémio nao-nulo
de graw minimo n em I tal que le(f) = a. Suponhamos que m > n e que g € [N R,,.
Se a; € R ei; sao inteiros nao-negativos para todo j € {1,2,--- ,m—n}, entao existe

h € R,,_, tal que

haop(f) = g [ o~ (@mn—sp’™ " (a)) (2.8)
j=0
para todo ag € R e 19 > 0.

Lema 2.2.8. Seja P um ideal R-disjunto de R[x;p| que ndo contém x. Se P é
fortemente p-primo entao P é maximal com relagao a propriedade de ser R-disjunto

no conjunto dos ideais p-invariantes R-disjuntos de R[x; p].
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Demonstracao. Para mostrar que PN R, = I N R,,, procede-se como no Lema 2.1.16.

Sejam f € [ e g € P tais que 6(f) =n + 1 e d6(g) = n. Definimos [ = azrp’(g) —
fp ™ (rp(b)), para todo i > 0 e r € R. Claramente [ € I N R, = PN R, e com isto
fRp'™"(b) C P.

Procedendo como no Lema 2.1.16, obtemos que fR[xz;plp"~"(b) C P, para todo
i > 0. Em particular, para ¢ = n, temos que fR[x;p|b C P e com isto, f € P. Assim,
INR,.1 =PNR,.

Suponhamos, por hipétese de indugao, que I N R, = P N R,, para todo k < t.
Sejam f € I e g € P tais que 6(f) =t e 6(g) = n. Consideremos | = ax'"rp'(g) —
fp " (rp'(b)), para todoi >0er € R.

Claramente [ € INR;_; e, pela hipotese de indugao, [ € PNR;_;. Usando métodos
similares ao desenvolvido anteriormente, obtemos I N R; = P N R;, para todo ¢t > 0.

Logo, f € PN Ry, para todo t > 0 e portanto, I C P. H

Lema 2.2.9. Seja P um ideal R-disjunto de R[z;p| que ndao contém x. Entio P é
fortemente p-primo se, e somente se, R € fortemente p-primo e P é mazimal com rela-

¢ao a propriedade de ser R-disjunto no conjunto dos ideais p-invariantes R-disjuntos

de R|x; p].

Demonstracao. Sejam P um ideal fortemente p-primo R-disjunto de R[z;p| que nao
contém x, I um p-ideal e J um ideal de R tais que JI = 0. Assim, pela Observagao

2.2.4,
0= J1[z; p] = J[z; p]I[z; p] € P

e, conseqiientemente J C J[z;p] € Pou I C I[x;p] C P. Logo, J C PN R =0 ou
I C PN R=0eportanto R é um anel fortemente p-primo.
A maximalidade de P no conjunto dos ideais p-invariantes R-disjuntos de R[x; p]

é decorréncia imediata do Lema 2.2.8.
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Reciprocamente, sejam R um anel fortemente p-primo e P um ideal de R[z; p] ma-
ximal com relagao a propriedade de ser R-disjunto no conjunto dos ideais p-invariantes
R-disjuntos de R|x; p].

Sejam U um ideal de R[z;p] e V um p-ideal de R]z; p] tais que UV C P. Supo-
nhamos que U ¢ P e V ¢ P. Claramente P + V ¢ um p-ideal de R[z;p]. Desde
que R ¢é um anel fortemente p-primo, entao [(P + V)N R|[(P +U) N R] # 0, o que
contradiz o fato que (P + V)N R][(P+U)NR] C PN R = (0). Logo, U C P ou
V' C P e portanto, P é um ideal fortemente p-primo de R[z; p). O

Os resultados apresentados a seguir sao conseqiiéncia dos estudos realizados até

este momento.

Corolario 2.2.10. Seja R um anel fortemente p-primo. Entao existe uma corres-

pondéncia biunivoca via contracao entre os conjuntos

X = {P*: P* éideal primo R-disjunto de R < z;p >} e
Y = {P: P € ideal fortemente p-primo R-disjunto de R[z;p| que ndo contém x}.
Demonstracao. Seja P* € X. Entdo, P = P* N R[z;p| ¢ um ideal R-disjunto de
R[x; p]. Suponhamos que P = (0) e sejam f,g € Rlx;p| tais que f = > I a;z’,
g=>",biz" e fR[x;plg = 0. Em particular, para todo ra/ € R[z;p], temos que
f(ra?)g = 0 e com isto, le(f(ra?)g) = anp™(r)p" ™ (b,) = 0. Assim, a, Rp"" (b,,) = 0,
para todo 7 > 0.

Por sua vez, [ =) >0 Rp™"(by,) R é um p-ideal de R e, pela igualdade anterior,
a,] = 0. Deste modo, Ra,RI = 0. Como R ¢é fortemente p-primo, temos que
Ra,R=0o0ul =0 e com isto, a,, = 0 ou b,,, = 0.

Se b,, = 0, entao repetindo o mesmo raciocinio anterior obtemos que b,,_; = 0.
Aplicando este método um numero suficiente de vezes, concluimos que g = 0. Se
by, # 0 entao a, = 0 e, de modo anéalogo, mostramos que f = 0. Logo, P = (0) é um

ideal primo de R[x; p].
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Suponhamos que P # (0) e seja L um ideal fortemente p-primo R-disjunto de
Rlz; p] tal que P C L. Se x € L entao, pelo Lema 2.2.5, L. = R|x; p|z. Assim, para
cada f = a 2" + ap_ 12" '+ -+ ap € P, obtemos ag = [ — (apx™ + ap_12" ' +
-+~ 4+ ayx) € L e, sendo L um ideal R-disjunto, temos que ay = 0. Desta maneira,
fi = apa™ ' +a,_12" %2+ ---+a; € P. Repetindo o mesmo raciocinio acima um
namero suficiente de vezes, obtemos que f = 0. Logo, P = (0) e isso contradiz o fato
de que P # (0). Deste modo, L ndo contém z e, usando um raciocinio analogo ao
Lema 2.2.5, x é regular médulo L e L N R é um ideal fortemente p-primo de R. Pelo
Lema 2.2.3, z ¢ regular moédulo P e (P) = (P* N R|x; p]) = P*.

Seja f € P*. Entao existe n € IN tal que fz™ € P*NR[z;p| = P C L. Claramente
f = (fz™)z™™ € (L) e com isto, P* C (L). Pelo Lema 2.1.16, P* ¢ maximal no
conjunto dos ideais R-disjuntos de R < z;p > e assim, P* = (L). Deste modo,
(P) = (L) e conseqiientemente, P = L. Definimos 7; : X — Y por v (P*) = P.

Pelo Lema 2.2.9, cada P € Y é maximal no conjunto dos ideais p-invariantes
R-disjuntos de R|x;p|]. Consideremos P* = (P) e seja L um ideal R-disjunto de
R < x;p > tal que P* C L. Entao, P C LN R[x;p| e, pela maximalidade de P,
temos que P = LN R[x;p|. Assim, P* = L e segue do Lema 2.1.16, que P* é um
ideal primo de R < x;p >. Logo, P* € X e com isto, podemos definir 75 : ¥ — X
por 72(P) = P*.

Claramente y; 0 yo = Id]y e 72 0y = Id|x. A prova esta completa. O

Corolario 2.2.11. Sejam R um anel fortemente p-primo e P um ideal nao-nulo
R-disjunto de R[z;p|. Entao, P € fortemente p-primo se, e somente se, uma das

sequintes condicoes for satisfeita:
i) R € fortemente p-primo e P = xR[z; p].

ii) P = Q,(R)[z;plfo N Rlx; p], onde fo € um polinémio monico irredutivel em

C,(R)[7] distinto de z.
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Demonstracao. Seja P um ideal fortemente p-primo nao-nulo R-disjunto de R[x; p].
Pelo Lema 2.2.6, temos que x € P e P = R[x; p|x ou = é regular médulo P e PN R
¢ um ideal fortemente p-primo de R.

Se P = R|z;plxr entdo, R[z;p|/P = R[x;p]/R|x;p]lr ~ R. Deste modo, R é
fortemente p-primo e com isto, a condigao (i) esté satisfeita.

Suponhamos agora que x ¢é regular médulo P e P N R é um ideal fortemente p-
primo de R. Pelo Corolario 2.2.10, existe um ideal primo R-disjunto 7' de R < x;p >
tal que P = T'N R|x; p| e, pelo Corolario 2.1.19, T = Q,(R) < z;p > foNR < x;p >,
onde fy é um polindémio irredutivel em C,(R)[z] e distinto de z. Por sua vez, pelo
Corolario 2.2.10, obtemos 7' N R[x; p| = Q,(R) < x;p > fo N R[x; p] = P.

Para cada h € P, existe g = Zf:_n a;x' € Q,(R) < z;p > tal que h = gfy =
(X ax?) fo. O termo de menor grau deste produto é a_,coz ™", onde ¢y € C,(R)
é o termo independente de fy,. Como h € R[x; p| entdo, a_,co = 0 o que implica que
a_, = 0. Analogamente se mostra que a,_1,---,a_; = 0. Assim, g € Q,(R)[x;p] e
com isto, h € Q,(R)[x; p]fo N R[z; p|. Logo, P = Q,(R)[x; plfo N R[z;p], onde fy é
um polinémio ménico irredutivel em C,(R)[z| distinto de z e segue que, a condi¢ao
(17) esté satisfeita.

Reciprocamente, suponhamos que R ¢ fortemente p-primo e P = zR[z; p|. Deste

modo,
R~ R/R[z; p]lx = Rlx; pl/ P

e, com isto, P é um ideal fortemente p-primo.

Suponhamos que P = Q,(R)[z;p]fo N R[z;p], onde fy é um polinémio moénico
irredutivel em C,(R)[z] distinto de z e seja T' = Q,(R) < z;p > foN R < z;p >.
Entao, T' é um ideal nao-nulo R-disjunto de R < z;p > que, pelo Corolario 2.1.19,
¢ primo. Finalmente, pelo Corolario 2.2.10, existe um ideal fortemente p-primo R-

disjunto K de Rlz; p] que ndo contém z tal que
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K =TNRz;p] =Q,(R) <x;p> foNR < z;p>NRz; p] =
Qu(R)[z; pl fo N Rlx; p] = P.

Logo, P é um ideal fortemente p-primo. m
Corolario 2.2.12. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos

X ={M: M € um ideal maximal de C,(R)[z] que ndo contém z}
Y ={P: P ¢é um ideal fortemente p-primo R-disjunto de R[x;p|] que nao contém x}
K = {P*: P* é um ideal fortemente p-primo Q,(R)-disjunto de Q,(R)[z;p] que nao

contém x}.

Demonstragao. Seja M € X. Entao M = fC,(R)[z], para algum polinémio irredu-
tivel f € C,(R)[z| distinto de z e consideremos P = Q,(R)[z;p]f N R[x;p]. Pelo
Corolario 2.2.11, P € Y e assim, podemos definir v; : X — Y por

(M) =n(fCo(R)[2]) = Qu(R)[x; pl f N Rlz; p] = P.

Seja P € Y. Pelo Corolario 2.2.11, P = Q,(R)[x;p|fo N R[x;p], onde fy
¢ um polinémio monico, irredutivel em C,(R)[z] e distinto de z. Consideremos

M = fo,C,(R)[z] € X e definimos 7, : Y — X por

12(P) = 72(Qp(R)[z; plfo N Rlz; p]) = foCp(R)[2] = M.

Claramente, v; 0 v9 = Id|y e y9 0y = Id|x.

Seja P € Y. Pelo Corolario 2.2.11, P = Q,(R)[z; p|fo N R[z; p], onde fy é um
polinémio moénico, irredutivel em C,(R)[z] e distinto de z. Pelo Corolario 2.1.20,
K = Q,(R) <z;p> foéumideal primo Q,(R)-disjunto de Q,(R) < z; p > e, usando
o Corolario 2.2.10, J = K N Q,[z; p| ¢ um ideal fortemente p-primo de Q,(R)|[x; p].

Definimos a4 : Y — K por

a1 (P) = an(Qu(R)[; plfo N Rlw; pl) = Qp(R)[; plfo = J.
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Seja J € K. Entao, pelo Corolario 2.2.11, P = Q,(R)[z; p] fo N R[z; p] é um ideal
fortemente p-primo de R[z;p] que ndo contém z, onde f; é um polindmio ménico,

irredutivel em C,(R)[z] e distinto de z. Definimos ay : K — Y por

as(J) = aa(Qp(R)[z; pl fo) = Qp(R)[; pl fo N Rlz; p] = P.

Claramente, ay o ag = Id|z € ag 0 vy = Id|y. A prova esta completa. ]

2.3 Ideais Primos em Skew Anel de Polinbmios do
Tipo Automorfismo

Nesta secao R é um anel primo, p é um automorfismo de R e Q,(R) é o anel de
p-quocientes & esquerda de Martindale de R. Note que Q,(R) ¢ um anel primo.
Baseados nos resultados da secao anterior obtemos uma descricao completa dos ideais
primos em R|x; p|]. As provas dos resultados que seguem sao completamente anélogas
as provas dos Lemas 2.2.5 e 2.2.9 e, Corolarios 2.2.10, 2.2.11 e 2.2.12, respectivamente

e por isto iremos omitir.

Lema 2.3.1. Seja P um ideal primo de R[z;p|. Entiox € P e P = PNR+ Rlz;plz

ou x € reqular modulo P e PN R é um ideal fortemente p-primo de R.

Lema 2.3.2. Seja P um ideal R-disjunto de R[z;p] que ndo contém x. As sequintes

afirmagoes sao vdlidas:

i) Se P € um ideal primo, entio P é mazximal com relagao a propriedade de ser

R-disjunto no conjunto dos ideais p-invariantes R-disjuntos de R|x; p].

ii) Se P é maximal no conjunto dos ideais R-disjuntos de R[x; p|, entao P é primo.
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Corolario 2.3.3. Euxiste uma correspondéncia biunivoca via contracao entre

X ={P*: P* éideal primo R-disjunto de R < x;p >} e

Y ={P: P ¢ ideal primo R-disjunto de R|x;p| que nao contém z}.

Corolario 2.3.4. Seja P um ideal nao-nulo R-disjunto de R[x;p|. Entao, P é primo

se, e somente se, uma das sequintes condi¢oes for satisfeita:
i) P=xR[z;p].

i) P = Q,(R)[z;plfo N Rlx; p|, onde fo € um polinémio monico irredutivel em

C,(R)[#] distinto de z.
Corolario 2.3.5. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre os sequintes conjuntos

X ={M: M € um ideal mazimal de C,(R)[z] que ndo contém z}
Y ={P: P € um ideal primo R-disjunto de R[x;p|] que ndo contém x}
K = {P*: P* ¢ um ideal primo Q,(R)-disjunto de Q,(R)[x; p| que ndo contém z}.

Observacao

Durante a preparacao da dissertacao, nao pudemos encontrar uma prova ou contra-
exemplo, mesmo ap6s uma vasta procura na literatura, para o seguinte lema ([3],
Lemma 3.2):

Seja P um ideal R-disjunto de R[x;p] que nao contém x. Entao P € primo se, e
somente se, R € fortemente p-primo e P € mazimal com relacao a propriedade de ser
R-disjunto.

Os resultados mais proximos foram os Lemas 2.2.9 e 2.3.2, onde neste tultimo,
assumimos que R é um anel primo.

Claramente, se o Lema 2.2.9 fosse provado para ideais primos e nao s6 para for-
temente p-primos, o que seria a prova do Lema acima enunciado, obterfamos uma

descrigao completa dos ideais primos R-disjuntos de R|x; p].



Capitulo 3

Ideais Primos em Skew Anel de

Polinémios do Tipo Derivacao

O objetivo deste capitulo é estudar os ideais primos R-disjuntos no skew anel de
polinémios do tipo deriva¢ao R[x;d], onde R é um anel d-primo. Todos os resultados

que serao apresentados neste capitulo sao do artigo |[§].

Lema 3.1.1. Seja L um d-ideal de R. Entao, o conjunto de todos os polindmios com

coeficientes em L, denotado por Lix;d], é um ideal de R[z;d].

Demonstragao. Claramente, 0 € L[z;d] e a soma de elementos de L[z;d] estd em

Llz;d]. Sejam az’ € L[z;d] e bx* € R[x;d]. Entao,

(az?)(ba*) = a Y0, J di(b)zi~iz* € Llz;d]

l

(ba*)(az?) =035 o | | di(a)a* 2l € Lix; d]

desde que L é um d-ideal de R. 0

o4
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Seja I um ideal de Rz;d] e note que, para cada f € I, d(f) € I. Assim, IN R
¢ um d-ideal de R. Denotaremos por 7(I) o d-ideal de R consistindo de todos os
coeficientes lideres dos polinémios proprios de grau minimo n > 0 em [, juntamente
com O zero.

Definimos Min(I) = Min{o(f); 0 # f € I}. Um ideal I de R[z;d] é dito R-
disjunto se I N R = 0.

Lema 3.1.2. Seja P um ideal primo de Rlx;d]. Entao, PN R é um d-ideal primo de
R.

Demonstracao. Sejam I e J d-ideais de R tais que I.J C PN R. Usando um raciocinio
analogo ao da Observagao 2.2.4, respeitando a regra de multiplicagao em R[x;d],
obtemos que I[z;d]J[z;d] = IJ[z;d] e com isto, I[z;d]J][x;d] C P.

Como P ¢é um ideal primo de R[z;d], entao I C I[z;d] C P ou J C J[z;d] C P.
Logo, I C PN RouJ C PNR e portanto, PN R é um d-ideal primo de R. O

Seja P um ideal primo de R[z;d]. Entao, fatorando PN R e (PN R)[x;d] de R e
R]z; d] respectivamente, podemos assumir que R é um anel d-primo e P é R-disjunto.

Vamos agora analisar a estrutura dos ideais R-disjuntos de R|x;d].
Lema 3.1.3. As sequintes afirmacoes sio equivalentes
i) Eziste um ideal R-disjunto nao-nulo de R[x;d).

ii) O centro de Qq(R)[x;d] é nao-trivial, ou seja, Z = Cy(R)[z], onde z estd des-

crito na Proposi¢ao 1.5.2.

Além disso, para todo ideal nao-nulo R-disjunto I de R[x;d], existe um tnico

polindmio monico fr € Z tal que, para todo f € I com 0(f) = Min(I), f = le(f)fr.

Demonstragao. (i) = (ii) Seja I um ideal ndo-nulo R-disjunto de R[z;d] tal que
Min(I) = n e consideremos a € 7(I). Entdo, existe f € I tal que lc(f) = a e

5(f) = n.
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Suponhamos que existe g € I tal que le(g) = a e §(g) = n. Entao, f—gele
note que 0(f — g) < n. Com isto f = g e deste modo, f é tnico.

Seja f = ax™ + a, 12" + -+ + ag e definimos 3; : 7(I) — R por Bi(a) = a;.
Claramente (3; ¢ um homomorfismo de R-moédulos & esquerda bem definido para todo
i€{0,1,--- ,n}, onde a,, = a. Pelo Lema 1.1.6, existem ¢, = 1, ¢,_1, - ,qo € Qa(R)

tais que f;(a) = ag;, para todo a € 7(I). Definimos
fr=2a"+gu 12"+ + qo € Qu(R)[x;d]

e temos que, para todo h € I com 6(h) = n, le(h) fr = h.

Suponhamos que existe g € Qq(R)[x;d] com a propriedade que, para qualquer
f eI comd6(f) = Min(I), f =lc(f)g. E evidente que le(f)[fr — g] = 0 e com isto,
7(I)[fr — g] = 0. Pelo Lema 1.1.6, f; = g e segue que f; é tnico.

Seja a € 7(I). Entao, d(a) € 7(I) e temos que, afr,d(a)fr € I. Assim, ad(fr) =
d(afr) —d(a)fr € 1. Desde que d(d(afr) —d(a)fr) < n, entdao ad(fr) = 0 e segue que
T(1)d(fr) = 0. Pelo Lema 1.1.6, d(f;) = 0 e conseqiientemente, xf; = fz.

Seja b € R. Entao abf; — afib € I é tal que §(abfr — afib) < n e com isto,
T(I)[bfr — frb] = 0. Segue do Lema 1.1.6 que, bf; = f;b.

Seja ¢ € Qq(R). Pelo Lema 1.1.6, existe um d-ideal nao-nulo J de R tal que
Jgq C R. Claramente, para todo j € J

Ga)fr = f1(iq) = (frj)a = (G fr)a-

Assim, jlqfr— frq] = 0 e desta forma, J[qfr— frq] = 0. Pelo Lema 1.1.6, frq = qf;

e segue que f; € Z.

(74) = (¢) Suponhamos que Z seja nao-trivial. Desta maneira, existe um polinémio
nao-nulo f € Qq(R)[z;d] com §(f) > 1 tal que gf = fg, para todo g € Qu(R)[x;d].
Claramente Q4(R)[z;d]f é um ideal de Q4(R)[z;d].

Seja t € Qq(R)[x;d]f N Q4(R). Entao, existe h € Qq(R)[z;d] tal que t = hf.

Como le(f) € Cyq(R) e, pelo Lema 1.3.2, Cy(R) é um corpo, entdo podemos assumir
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que f ¢ moénico. Desde que 6(h) 4+ §(f) = 0, entao d(h) = §(f) = 0, o que contradiz

o fato de Z ser nao-trivial. Logo, ¢t = 0 e com isto, Qu(R)[z;d]f ¢ Qa(R)-disjunto.
Consequientemente, Qq(R)[z;d]f N R[x;d] é um ideal R-disjunto nao-nulo de

R[z; d). O

O polinémio f; construido no lema anterior serd denotado o polinémio canénico

do ideal nao-nulo R-disjunto I de R[x;d].

Corolario 3.1.4. (i) Seja fr o polindmio canénico do ideal R-disjunto I de R[z;d).
Entao I C frQq(R)[x;d] N Rlx;d].

(17) Seja f o polindmio candnico do ideal Qq(R)-disjunto J de Qq(R)[z;d]. Entao
f1= finRea € Z.

Demonstracao. (i) Seja f € I. Pelo algoritmo da divisao, existem h,r € Qq(R)[x;d]
tais que f = hf; +r, onde r = 0 ou §(r) < &(fr). Pelo Lema 1.1.6, existe um d-ideal
nao-nulo L de R tal que Lh C R|x;d] e Lr C R[z;d]. Para todo j € L e c € 7(I)

temos que,

cjr=cj(f=hfr)=cif —cifih=cjf —cfijh €1
com d(cjr) < 6(r) < o(fr) = Min(I) e desta maneira, 7(I)Lr = 0. Por sua vez,
7(I)L é um d-ideal ndo-nulo de R e, pelo Lema 1.1.6, temos que = 0. Logo,

f € Qa(R)[x;d] fi N R[z;d] e portanto, I C fQq(R)[z;d] N R[z;d].

(41) E evidente que I = J N R[z;d] ¢ um ideal R-disjunto de R[z;d] e suponhamos
que existe um polindémio nao-nulo f € J tal que 6(f) = Min(J) < Min(I). Pelo
Lema 1.1.6, existe um d-ideal ndo-nulo L de R tal que Lf C R[z;d] e com isto,
Lf C I. Note que, para cada [ € L, 6(If) < 0(f) < Min(I). Logo, Lf = 0 e, pelo
Lema 1.1.6, f = 0, o que contradiz a escolha de f. Com isto, Min(J) = Min(I).

Sejam g € J tal que §(g) = Min(J) e f; o polinémio canoénico de I. Pelo algoritmo
da divisao, existem h, r € Qq(R)[z; d] tais que g = hf;+r, onde r = 0 ou d(r) < 6(fr).
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Como 0(g) = Min(I) = 6(fr) e 6(r) < d(fr), entdo d(h) = 0. Sendo f; um
polinémio moénico, temos que h = lc(g) e segue que g = le(g) fr + r. Por um método
analogo ao desenvolvido em (i), obtemos r = 0 e com isto, g = lc(g)f;. Pelo Lema

3.1.3, g =lc(g) fs e segue que 0 = lc(g)[fr — fs]. Logo, 7(J)[fr — f;] = 0 e portanto,
pelos Lemas 1.1.6 e 3.1.3, obtemos f; = f;1 = finR[wq € Z. n

Antes de prosseguir na aplicacao dos resultados anteriores ao estudo dos ideais

primos, precisaremos do seguinte lema, cuja prova & analoga a do Lema 2.1.15.

Lema 3.1.5. Sejam I um ideal nao-nulo de R[x;d] e f um polinémio nao-nulo de
grau minimo n em I tal que lc(f) = a. Suponhamos que m > n e g € INR,,. Se
aj € R e i; sao inteiros nao-negativos para todo j € {1,2--- ,m —n}, entdo existe

h € R,,_, tal que

m—n

haod”(f) = g || (am-n—yd™=(a)) (3.1)

J=0

para todo ag € R e 19 > 0.

Lema 3.1.6. Seja P um ideal nao-nulo R-disjunto de Rlx;d]. Entao, as sequintes

condicoes sao equivalentes:
i) P é um ideal primo de R[x;d].
ii) P é maximal entre todos os ideais R-disjuntos de R|x;d].

Demonstracao. (i) = (i) Seja I um ideal R-disjunto de R|x;d] tal que P C I.
Consideremos f € I um polindémio nao-nulo de grau minimo n em I tal que le(f) = a
e g € P um polindmio nao-nulo de grau minimo m em P tal que lc(g) = b. Como
g€ PNR, CINR, esuponhamos 1 < n < m entao, pelo Lema 3.1.5, existe

h € R,,_, tal que

haod®(f) = g T @y (a)
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para todo ag € R e ig > 0 e segue que,
haod®(f) = g(am-nd™="(a)) - (a1d"* (a))(aod™ (a)).

Como a;d(a) € 7(I), para todo j € {0,1,---,m — n}, entdo hapd®(f) =
gl (amn—jdm—r=i(a)) € gr(I) € gR C P, para todo ap € R e iy > 0.
Em particular, temos que hrf € P, para todo r € R e, conseqiientemente,
hrfx = href — hrd(f) € P. Desta maneira, hrxzf € P. Suponhamos, por hipo-

tese de inducdo, que hrz*d®(f) € P, para todo k < i e ig > 0. Como

i—1

hrfa’ = hra'f —hr) A (f)at !
—o \t+1

e, por hipotese de inducao, hr 1;(1) dH(f)zt=tt € P entdo, hrz'f € P.

t+1
Deste modo hR[x;d]f C P. Desde que P é primo entao, f € P ou h € P. Como

m—mn >0, entao f = 0 ou h = 0, o que contradiz o fato que f e h nao sao nulos.
Logo, m =n e comisto, INR, C PN R,.
Usando um processo analogo a prova do Lema 2.2.8, podemos concluir que INR; =

PN Ry, para todo t > 0. Logo, I C P.

(i7) = (7) Seja P um ideal nao-nulo de R[z;d] maximal com relagao a propriedade
de ser R-disjunto. Consideremos J e K ideais de R[x;d] tais que JK C P, J € P
e K€ P LogoP G (J+P)eP G (K+P)ecomisto, (J+P)NR #0e
(K+P)NR#O.

Desde que [(J+ P)NR|[(K+ P)NR] C PNR, entdo PN R # 0, o que contradiz
o fato que P ¢ um ideal R-disjunto de R[x;d]. Portanto, P ¢ primo. O

Teorema 3.1.7. Seja P um ideal nao-nulo R-disjunto de R[x;d]. Entao, as sequintes

condigoes sao equivalentes:

i) P € um ideal primo de R[z;d).
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ii) P = fpQq(R)[x;d] N R[x;d] e fp é um polinomio irredutivel em Cy(R)[z].

iii) Existe um ideal primo Q4(R)-disjunto P* de Q4(R)[x;d] de tal forma que P =
P*N Rx;d].

Demonstracao. (i) = (ii) Seja fp € Qq(R)[x;d] o polinémio candnico de P. Pelo
Corolario 3.1.4, P C fpQqu(R)[z;d] N R[z;d]. Desde que fpQq(R)[x;d] N Rlx;d] ¢ um
ideal R-disjunto de R[z;d] entao, pelo Lema 3.1.6, temos P = fpQ4(R)[x;d|N R[x; d].

Suponhamos que existem h,l € Cy(R)[z] tais que §(h) > 0, 6(I) > 0 e fp = hl.
E evidente que fpQq(R)[z;d] C hQq(R)[x;d] e com isto, P C hQq(R)[x;d] N R[x;d).
Pelos Lemas 3.1.3 € 3.1.6, P = hQq(R)[z;d] N R[x;d] e de maneira anéloga, obtemos
P =1Qq(R)[x;d] N R[x;d].

Pelo Lema 1.1.6, existe um d-ideal nao-nulo I de R tal que Il C R[xz;d] e [h C
R[x;d]. Claramente, para todo a € I, al € P e ah € P. Como 6(h) < 6(fp) e
d(l) < 6(fp), entdo al = ah = 0 e, segue do Lema 1.1.6 que, h = | = 0, o que
contradiz o fato que §(h) > 0 e §(1) > 0. Logo, fp ¢é irredutivel em Cy(R)[z].

(i1) = (4i1) Seja L um ideal primo Qq(R)-disjunto de Q4(R)[x;d] tal que L D
fpQa(R)[x;d] e consideremos f; o polindmio canénico de L. De maneira anédloga
ao feito em (i) = (i), L = frQq(R)[z;d] N Qq(R)[z;d], onde Qq(R)" é o anel de
d-quocientes a esquerda de Martindale de Qq(R). Pelo Coroléario 3.1.4, temos que
fLQa(R)[z;d] C L.

Seja t € L. Entao, existe h € Qu(R)'[x;d] tal que t = frh € Qu(R)[x:;d].

Suponhamos que

fr=2"+a, 12" '+ +age

h=ca®+co 12514+ +cp.

Note que o coeficiente do termo de grau n+ s de t é ¢5 € Qq(R) € o coeficiente do

n n
termo de graun+s—1¢éc, 1+ d(cs) +an—1cs. Desde que ( d(cs)+an_1cs €
1 1
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Q4(R) entao c;_1 € Qq(R). Procedendo com este raciocinio um nimero suficiente de
vezes obtemos que h € Qg4(R)[x;d] e conseqiientemente, t € frQq(R)[x;d]. Assim,
L = f1Qa(R)[z;d].
Como fpQu(R)[x;d] C L = frQa(R)[z;d], entdo existe g € Qq(R)[x;d] tal que
fp = frg. Por sua vez, 0 = d(fp) = frd(g) e, sendo f;, monico, segue que d(g) = 0.
Para cada ¢ € Q4(R),

frlag) = q(frg) = afp = frq = (fr9)q = f1(9q)

e com isto, (qg — gq)fr, = 0. Desde que fr é monico, entdo qg = gq e desta forma,
g € Cy(R)[z]. Usando a hipotese que fp é irredutivel em Cy(R)[z], obtemos que
fp = fr. Logo, fLQu(R)[z;d] = fpQ4(R)[z;d] = L é um ideal primo e portanto,
basta considerar P* = fpQq(R)|x;d].

(13i) = (i) Sejam L um ideal primo R-disjunto de R|x;d] tal que P C L e fg,
o polinémio candnico de L. Procedendo de maneira andloga ao feito em (i) = (ii),
obtemos L = f1Qq(R)[z;d] N Rx;d].

Consideremos g € P*. Pelo Lema 1.1.6, existe um d-ideal nao-nulo H de R tal
que Hg C Rx;d] e segue que Hg C L.

Pelo algoritmo da divisao, existem h,r € Qq(R)[x;d] tais que g = frh + r, onde
r =0 ou d(r) < §(fr). Usando um raciocinio anélogo ao desenvolvido no Corolario
3.1.4, temos que r = 0 e com isto, g € frQq(R)[x;d]. Logo, P* C frQu(R)|x;d].

Pela maximalidade de P* no conjunto dos ideais Qq(R)-disjuntos de Qq(R)|[x;d]

segue que P* = f1Q4(R)[x;d] e com isto, P = L. Logo, P é primo. O
Corolario 3.1.8. Euxiste uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos

X ={M : M ¢€ ideal maximal de Z},
Y ={P: P ¢ ideal primo R-disjunto de R[x;d]} e
W = {P*: P* é um ideal primo Qq(R)-disjunto de Q4(R)[x;d]}.
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Demonstracao. Se nao existirem ideais primos nao-nulos R-disjuntos de R[z;d], a
prova segue analoga a primeira parte da prova do Corolario 2.1.20.

Consideremos M € X. Assim, M é gerado por um polinémio f € Z irredutivel
em Z. Pelo Teorema 3.1.7, T' = fQq(R)[x;d] N R[z;d] € Y e com isto, definimos
v1: X —Y por

(M) =n(Zf) = fQa(R)[x;d| N Rlz;d] =T.

Seja P € Y. Pelo Teorema 3.1.7 temos que P = fpQq(R)[z;d] N R[x;d], onde fp

¢ um polinémio irredutivel em Z. Consideremos M = Z fp o ideal gerado por fp.

Logo, M € X e, definimos v, : Y — X por
V2(P) = 2(fpQa(R)[x;d] N Rlz;d]) = Zfp = M.

Claramente, v; 0 v = id|y, 2 0 1 = id|x.

Seja J € W. Pelo Teorema 3.1.7, P = J N Rlz;d] € Y e com isto, definimos
ap W —Y por

a1(J)=JNR[z;d) = P.

Seja L € Y. Pelo Teorema 3.1.7, L = frQq(R)[z;d] N R[x;d|, onde fr é um

polindmio irredutivel em Z e J = fLQq(R)[z;d] € W. Definimos ay : Y — W por

as(L) = as(frQu(R)[z;d) N Rlz;d)) = frQu(R)[x:d] = J.

Claramente, a; o ay = id|y e az o ay = id|w. A prova esta completa. O

No que segue, iremos obter uma caracterizagao intrinseca para ideais primos de
R[z;d]. Seja I um ideal ndo-nulo R-disjunto de R|x;d]. Definimos o fecho [I] de I
por [I] = f1Qq4(R)[x; d] N R[x;d], onde f; é o polindmio canénico de I. Pelo Corolario
3.1.4, I C [I]. O ideal I & dito fechado se I = [I]. Mostraremos no Lema 3.1.12 que
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Seja f € I tal que lc(f) = a e §(f) =n = Min(I). Consideremos g = frd'(a) —
ard(f), para todo i > 0 e r € R. Claramente, g € I e §(g9) < n. Assim, g =0 e

conseqiientemente, para todot > 0er € R,

frd(a) = ard'(f). (3.2)

Seja I' o conjunto de todos os polindmios de R[z;d] que satisfazem a condigao 3.2.

Para cada g € T, com lc(g) = b, consideremos

lg] = {h € R[z;d]: existe um d-ideal nao-nulo H de R tal que bHd'(h) C gR[x;d],

para todo ¢ > 0}.

Lema 3.1.9. Seja f € T'. Entao, [f] é um ideal R-disjunto de R[x;d] que contém f

como polindmio proprio de grau minimo.

Demonstracao. Nao é dificil ver que [f] é um ideal de R[z;d].

Como f € T, entdo f satisfaz a condigao 3.2, isto ¢, ard(f) = frd'(a), onde
a = lc(f), para todor € Rei > 0. Assim, aRd'(f) C fR C fR[x;d] e com isto,
felf]

Suponhamos que existe um polinémio proprio nao-nulo [ € [f] tal que d(1) < (f).
Entao, existe um d-ideal ndao-nulo H de R tal que aHd(l) C fR[z;d|, para todo
i > 0. Em particular, aHl C fR|x;d]. Para cada k € H, podemos escolher g, =
Cn@™ + Cp 8™ + - + ¢ € Rlx;d], ¢; € R, de grau minimal tal que akl = fgy.

Note que, le(fgr) = ac,, = akb, onde b = lc(l). Se ac,, # 0 entdo §(1) > §(akl) =
3 fgr) =m+n>n=24(f), o que contradiz o fato que §(1) < d(f). Assim, ac,, = 0.

Pela condicao 3.2, temos que frd'(a) = ard'(f), para todor € Rei > 0. Em

particular, para ¢,,r € R, fe,,rd'(a) = ac,rd'(f) = 0, ou seja,

femRd (a) =0 (3.3)
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para todo ¢ > 0.

Consideremos A = >~ Rd'(a)R um d-ideal ndo-nulo de R. Pela igualdade 3.3,
segue que fe, A =0 e com isto, fc, Alz;d) = 0. Por [10], R[z;d] ¢ um anel primo e
como A # 0, temos que fc¢,, = 0.

Logo, fgr = f(g — cmx™), 0 que contradiz a escolha de g e, portanto, f é um

polindémio de grau minimo em [f] e com isto, [f] N R = 0. O

Lema 3.1.10. Sejam I um ideal R-disjunto de R[xz;d] e f; o polinémio candnico de

I. Entao, Min(frQa(R)[z;d]) = Min(I).

Demonstragao. Suponhamos que existe um polindémio nao-nulo h = frg € frQq(R)[z; d]
tal que 0(h) < Min(I), para algum polinémio g € Qu4(R)[x;d]. Pelo Lema 1.1.6,
existe um d-ideal nado-nulo L de R tal que Lh C R[z;d|] e Lg C Rz;d]. Seja
J=LN7(I)€Z; Assim, para cada a,b € J, temos que abh = abfrg = afibg € I é
tal que §(abh) < (h) < Min(I). Logo, J?h = 0 e, pelo Lema 1.1.6, h = 0. Portanto,
Min(f1Qu(R)li: d)) = Min(1). a
Lema 3.1.11. Sejam I um ideal nao-nulo R-disjunto de R[z;d] e f € I com §(f) =
Min(I) ele(f) = a. Entao, f €T e [I] = [f].
Demonstragdo. Seja g = ard'(f) — frd'(a) € I, para todo i > 0 e r € R. Claramente
g = 0 e, pela condigao 3.2, f € I'. Pelo Lema 3.1.3, f = af;.

Consideremos h € [I] = Qq(R)[z;d]fr N R|x;d], onde f; é o polindmio candnico de
I. Entao, existe g € Qq(R)[z;d] tal que h = gf;. Pelo Lema 1.1.6, existe um d-ideal

nao-nulo J de R tal que Jg C R[z;d] e temos que, para cada j € J,
ajd'(h) = ajd'(gf1) = aj fid'(g) = fid'(g). (34)

Por sua vez, jd(g) = d(jg) — d(j)g € R[z;d|.
Suponhamos, por hipétese de inducio, que Jd*(g) C R|x;d], para todo k < i e

note que,
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@G = [ ) a0 = jdg + 0 [ 1) G,

n n

Por hipétese de indugio, S d"(j)d"(g) € R[z;d]. Como d'(jg) €
n

R|z;d], entao jd'(g) € R[z;d]. Deste modo, Jd'(g) C R[z;d] e segue da igualdade 3.4
que aJd'(h) C fR[z;d]. Logo, h € [f] e com isto, [I] C [f].

Por outro lado, seja g € [f]. Entao existe um d-ideal ndo-nulo L de R tal que
aLd(g) C fR[x;d], para todo i > 0. Pelo algoritmo da divisao, existem h,r €
Q4(R)[z; d] tais que g = hf; +r, onde r = 0 ou §(r) < §(f;). Pelo Lema 1.1.6, existe
um d-ideal nao-nulo K de R tal que Kh C Rlx;d] e Kr C R|x;d].

Para cada [ € LN K, temos que ald’(g) = al f;d*(h)+ald'(r) € fR]x;d], para todo
i > 0. Assim, ald'(g) € fR[x;d] C Qa(R)[z;d]fr e segue que, ald'(r) € Qq(R)[x;d] f.

Pelo Lema 3.1.10, Min(I) = Min(frQq(R)[x;d]). Deste modo, d(ald'(r)) <
§(r) < Min(frQ4(R)[x;d]) e com isto, ald'(r) = 0. Sejar = asx®+as 1251+ -+ag.

Entao,
0 =ald'(r) = alld (as)x® + d"(as_1)z* '+ - + d'(ap)].

Conseqiientemente, aLNKd'(a;) = 0 paratodoi > 0e 0 < j < s. Como ald'(ag) = 0,

entao
ald™™(ag) + ad(l)d'(ag) + d(a)ld*(ag) = 0.

Usando o fato que d(I) € L N K, obtemos ald™(ay) = ad(l)d'(ag) = 0 e segue
que, d(a)ld(ag) =0, para todoi >0el e LNK.

Por indugao, é facil ver que, para todoi,j >0el e LNK
d’(a)ld'(ag) = 0. (3.5)

Consideremos A = (3. Rd’(a)R)(L N K) um d-ideal ndo-nulo de R. Como
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R(L N K) = LN K entao, segue da igualdade 3.5 que Aag = 0 e, pelo Lema 1.1.6,
ag = 0. Repetindo este raciocinio aos demais coeficientes de r podemos concluir que
r = 0.

Logo, g = frh € frQ4(R)[z;d] N R[z;d] e portanto, [f] C [I]. O

Lema 3.1.12. Seja I um ideal nao-nulo R-disjunto de R[z;d]. Entdo [I] € o maior
ideal de R|x;d) que contém I e satisfaz Min([I]) = Min(I). Em particular, [[1]] = [I].

Demonstragao. Sejam I um ideal nao-nulo R-disjunto de R[z;d] e f um polindmio
de grau minimo n em /. Pelos Lemas 3.1.11 ¢ 3.1.9, f € I" e [I|] = [f] ¢ um ideal

R-disjunto de R[z;d] que contém f como polinémio de grau minimo. Assim,
Min([I]) = Min([f]) = 6(f) = n = Min(I)

e, pelo Corolario 3.1.4, I C [I].

Seja H um ideal de R[x;d] que contém I tal que Min(H) = Min(I). Como f éum
polindmio em H de grau minimal, entao [H] = [f] e com isto, H C [H] = [f] = [{].
Assim, [I] é o maior ideal de R[z;d] que contém I e satisfaz Min([I]) = Min(I).

Considere agora fi;; o polinémio canoénico do ideal R-disjunto [/] de R[x;d]. Pelo
Corolario 3.1.4, [I] € Qa(R)[z;d]fin N Rlx;d] = [[{]]. Logo, Min([[{]]) = Min(I) e
I C [I] C[[1]] e com isto, [I] = [[1]]. O

Lema 3.1.13. Sejam f,g € I'. Entao, [f] C [g] se, e somente se, f € [g].

Demonstra¢ao. Suponhamos que [f] C [g]. Pelo Lema 3.1.9, f € [f] e com isto,
felgl

Reciprocamente, suponhamos que f € [g] e seja ¢’ o polindmio canoénico de [g].
Assim, existe um d-ideal nao-nulo H de R tal que bHd'(f) C gR[z;d], para todo
i >0, comb=1lc(g). Como g € [¢g] é um polindomio de grau minimal em [g] entao,

pelo Lema 3.1.3, g = bg'.
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Pelo algoritmo da divisao, existem ¢,r € Qq(R)[z;d] tais que f = ¢'q + r, onde
r =0 oud(r) < d(g). Pelo Lema 1.1.6, existe um d-ideal ndo-nulo J de R tal que
Jq C R[x;d] e Jr C Rlx;d]. Seja K = H N J. Entao, para cada k € K,

bkdi(r) = bkd'(f — ¢'q) = bkd'(f) — bkd'(g'q) € bKd'(f) + bg' Kd'(q).
Pela prova do Lema 3.1.11, Jd'(q) C R[x;d] e com isto,
bkd'(r) € bHA'(f) + bg'R[x;d] C gR[z;d).
Assim, bkd'(r) € [g], para todo i > 0 e k € K. Como §(bkd'(r)) < &(r) < §(¢")
entao,
bkd'(r) =0 (3.6)
para todo k € K e ¢ > 0. Em particular, bkr = 0 e com isto,
0 = d(bkr) = d(b)kr + bd(k)r + bkd(r).
Como d(k) € K, entao bkd(r) = bd(k)r = 0 e segue que d(b)kr = 0. Desta forma,
0 = d(d(b)kr) = d2(b)kr + d(b)d(k)r + d(b)kd(r).
Pela igualdade 3.6, bkd(r) = 0 e com isto,
0 = d(bkd(r)) = d(b)kd(r) + bd(k)d(r) + bkd?(r).
Como bkd?(r) = bd(k)d(r) = 0, entao d(b)kd(r) = 0 e desta maneira, d*(b)kr = 0.
Usando o fato que bkd*(r) = 0, obtemos que d(b)kd*(r) = 0. Assim,
0 = d(d(b)kd?(r)) = d*(b)kd?(r) + d(b)d(k)d?*(r) + d(b)kd*(r) =
P (b)kd?(r) + d(b)kd*(r).
Desde que bkd?(r) = 0, entao d(b)kd*(r) = 0 e com isto, d*(b)kd?(r) = 0.
Procedendo com o raciocinio acima obtemos d'(b)kd’(r) = 0 para todo 0 < i,j < t,

k€ K et > 0. Em particular, d(b)kr = 0, para todoi >0e k € K.
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Consideremos A =}~ K'd'(b) K um d-ideal nao-nulo de R. Pelo resultado obtido

anteriormente Ar = 0. Seja r = a,2" + ap_ 12" + -+ + ap. Entao,

0=Ar = A(ay2™ + ap_12" ' + - + ag)
e segue que Aa; = 0, para todo i € {0,1,--- ,n}. Pelo Lema 1.1.6, a; = 0, para todo
i€ {0,1,--- ,n} e, com isto, r = 0. Deste modo, f = ¢'q.

Além disto, se f’ é o polindmio canénico de [f], entdo f = af’, onde a = le(f).
Usando o fato que f € Q4(R)[x;d]g’, nao é dificil de verificar que f' = ¢'¢/, para
algum ¢’ € Qq(R)[x; d].

Seja h € [f] tal que le(h) =1 e §(h) = Min([f]). Entao,

h=1f =1dqd)=1d7g.

Como l¢" € Q4(R)[x;d] entao, pelo Lema 1.1.6, existe um d-ideal nao-nulo M de

R tal que Mlq' C R[z;d]. Assim, para cada m € M,
bmh = bm(lq'g") = bg'mlq = gmlq € gR[x;d].

Por sua vez, M é um d-ideal de R e entdo, bd(m)h € gR[x;d].

Note que, d(m)h + md(h) = d(mh) = ¢g’'d(mlq’) e com isto, bd(mh) = gd(mlq’) €
gR[z; d]. Deste modo, bmd(h) = bd(mh) — bd(m)h € gR|x;d].

Suponhamos, por hipotese de indugao, que bmd'(h) € gR[x;d], para todo t < i e
m € M. E evidente que Md'(l¢') C R[z;d] e assim,

bd(md'(h)) = bd(mg'd'(lq")) = bg'd(md(l¢')) = gd(md'(l¢')) € gR[z;d].

Logo, bmd'™(h) = bd(md'(h)) — bd(m)d'(h) € gR[z;d] e com isto, bmd'(h) €

gR[xz;d] para todo m € M e ¢ > 0. Conseqiientemente, h € [g]. ]

Lema 3.1.14. Sejam f,g € T. Entao, [f] = [g] se, e somente se, f € [g] e 0(f) =
3(g)-
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Demonstracao. Pelo Lema 3.1.9, [f] ¢ um ideal R-disjunto de R|x;d] que contém f
como polindmio de grau minimo. Logo, [¢g] contém f como polindémio de grau minimo
e segue que §(f) = 0(g).

Reciprocamente, suponhamos que f € [g] e 6(f) = 6(g). Pelo Lema 3.1.11,
[[g]] = [g]. Por hipotese, f é um polindémio de grau minimo em [g] e, novamente pelo

Lema 3.1.11, [[g]] = [f]. Logo, [f] = [g]- O

Seja I um ideal nao-nulo R-disjunto de Rz;d] e consideremos f € I tal que
d(f) = Min(I) e le(f) = a. Pelo Lema 3.1.11, a caracterizacao intrinseca de [I] é
dada por

[I] = [f] = {h € R[z;d]: existe um d-ideal ndo-nulo H de R tal que
aHd'(h) C fR]x;d], para todo ¢ > 0}.

Definicao 3.1.15. Um polinémio f € I' € irredutivel em I' se existem c € R,g € ' e
h € R[x;d] tais que 0 # cf = gh ou 0 # cf = hg entao §(f) = (g).

Corolario 3.1.16. Seja P um ideal nao-nulo R-disjunto de R|x;d]. Entao, P € primo
se, e somente se, P € fechado e cada f € P tal que 6(f) = Min(P) ¢é irredutivel em
I.

Demonstracao. Seja P um ideal primo ndo-nulo R-disjunto de R[z;d] e consideremos
f € Ptal que 6(f) = Min(P). Pelos Lemas 3.1.11 e 3.1.9 temos que f € I"e [f] = [P]
é um ideal R-disjunto de R[z;d] que contém f como polinémio de grau minimo. Pelo
Corolario 3.1.4 e Lema 3.1.6, obtemos P = [P].

Suponhamos que existem ¢ € R, g € ' e h € Rz;d] tais que 0 # fc = gh.
Mostraremos que [fc] = [f]. Com efeito, pelo Lema 3.1.11, [[f]] = [f]. Note que
fe e lf] e d(fe) < a(f).

Se §(fc) < 6(f) entao, fc =0 o que contradiz a escolha de c¢. Assim, §(fc) = 0(f)
e, pelo Lema 3.1.11, [[f]] = [fc¢|, com fceT.
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Pelo Lema 3.1.9, [g] ¢ um ideal R-disjunto de R|x; d] que contém g como polindmio
de grau minimo. Deste modo, fc = gh € [g]. Pelo Lema 3.1.13 temos que [fc] C [g].

Assim, P = [P] = [f] = [fc] C [g] e, por sua vez, da maximalidade de P no
conjunto dos ideais R-disjuntos de R[z;d], obtemos que P = [g]. Logo, 6(f) =d(g) e
portanto, f é irredutivel em I.

Reciprocamente, sejam L um ideal primo R-disjunto de R[z;d] tal que L O P e
f € P. Desde que f € frQq(R)[x;d]NR[z;d], entao f = ¢'f. Pelo Lema 1.1.6, existe
um d-ideal ndo-nulo M de R tal que Mq C R[x;d]. Se T7(L)M f = 0, entdo f = 0,
pois T(L)M € Z; e R é um anel d-primo. Assim, existem ¢ € 7(L) e m € M tais que
emf # 0. Pelo Lema 3.1.11, [¢fy] = L. Deste modo, 0 # emf = emq' f, = cfrmq’.
Como f ¢ irredutivel em I', entao §(f) = d(cfr). Pelo Lema 3.1.14, [f] = [c¢f1]. Logo,
P = L e portanto, P ¢ primo. O
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